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Error estimation for a class of an optimal control
obstacle problem

Abstract

In this thesis, we prove the convergence of the finite element method for an elliptic penal-
ized unilateral obstacle, an optimal control problem where the control and the obstacle
coincide was considered. Some estimations on the error are established for both the state
and the control variables.

An iterative method of fixed point type is used to solve the discretized problem.

We conclude our study, by providing some numerical examples to concretize and

illustrate the convergence and the efficiency of our algorithm.

Keywords: Optimal control, obstacle problem, finite element, a priori error estimate.



Estimation d’erreur d’'une classe de

probleme de controle optimal de I'obstacle

Résumé

Ce travail vise a résoudre 'aspect numérique du systeme de condition d’optimalité
d’un probleme d’obstacle elliptique avec une inéquation variationnelle unilatérale et le
contrdle joue le role de l'obstacle. Tout d’abord, nous nous intéressons a l’estimation
d’erreur a priori pour 'approximation des éléments finis du probleme de controle optimal
puis nous proposons un algorithme numérique et nous étudions sa fabilité pratique par
plusieurs tests numériques dans des espaces de dimension finis. Les résultats obtenus

démontrent la convergence de notre méthode et la précision de nos approximations.

Mots-clés : controle optimal, probléme d’obstacle elliptique, éléments finis, estimation d’erreur

a priori.
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CHAPITRE 1

Introduction

La théorie de la commande optimale est I'un des domaines de recherche les plus impor-
tants dans la théorie du contrdle. Son origine remonte a 1696, lorsque Johann Bernoulli
a posé et résolu le probleme du brachystochrone [18]. Ce probleme est aujourd’hui consi-
déré par les théoriciens du controle comme un probleme de controle optimal visant a
minimiser le temps. Les fondements de la théorie du contréle optimal sont ancrés dans le
domaine mathématique du calcul des variations. Les contributions les plus significatives
ont été apportées par Bernoulli, Newton, Euler et Lagrange. Un des résultats majeurs de
la théorie du contrdle optimal est le célebre principe du maximum de Pontryagin [[17].

On commence par une introduction concernant les probléemes de contrdle optimal
gouvernés par des équations différentielles ordinaires et en particulier leur résolution nu-
mérique [19]. On consideére ’évolution d’'un systéme dynamique sur un intervalle temporel
I. L’état du systeme a tout moment ¢ dans I est décrit par une fonction y(¢) de I dans R”.
On appellera la fonction y() la trajectoire ou I’état du systeme. Le controle envoyé au
systéme a tout moment de temps ¢ sera représentée par une fonction u(¢) de I dans R™
[17]. Nous supposons que I’évolution du systéme sous l'effet de la commande est décrite
par une équation différentielle ordinaire [17].

dy(t)

0 = f(t,y(t),u(t)), avec t dans I, (1)

ou, f est définie sur I a valeurs dans R" x R™, qui est une fonction contintiment
dérivable. On associe a cette équation différentielle la connaissance des conditions initiales
et/ou finales. On suppose que les fonctions de commande appartiennent & un espace de
fonctions définies sur I donné, que 1’on note U. On définit également un ensemble G dans

R" comme étant I’ensemble des états finaux ou des états cibles. On définit %, comme



I’ensemble des controles admissibles, c’est-a-dire 1’ensemble des controles qui peuvent
permettre d’atteindre un état final (défini a 'avance) de I'ensemble G. On doit également
définir une fonction objectif, appelée également fonction cofit, qui est une fonctionnelle

définie sur la classe des controles admissibles.

J:%d%R. (2)

Dans ce cas, le probléme de commande optimale peut étre formulé comme suit : Etant
donné le systeme dynamique (1) et la fonction objectif (2), trouver la commande optimale
u qui minimise la fonction objectif (2), ou la trajectoire optimale x (I’état du systéme)
est une solution de I’équation (1).

Les systemes distribués sont des systemes ou 1’équation d’état est une équation aux dé-
rivées partielles (avec des conditions aux limites et, dans le cas d’évolution, des conditions
initiales sont nécessaires pour la détermination de la solution).

Commencons par rappeler le schéma général des problemes de controle optimale des
systemes distribués que nous allons étudier dans ce travail. Ainsi, le probleme générique

est le suivant :

min{J(y,u), A(y,u) =0,u € Uy C U,y X C X},

ou % est un espace de Hilbert, 2 un espace de Banach, %, et % sont des sous-
ensembles convexes, fermés et non vides de % et 2 respectivement. J est une fonction
coiit de 2" x % dans RU+o0, semi-continue inférieurement et convexe (en général). A est
un opérateur différentiel elliptique ou parabolique, linéaire ou non-linéaire. La fonction
y est la fonction d’état et u la fonction de contrdle. Ce probleme peut étre également vu
comme un probléme de programmation mathématique (c’est-a-dire un probléme d’optimi-
sation sous contraintes) dans des espaces de dimension infinie. Souvent, 1’équation d’état
A(y,u) =0 admet une solution unique, et on peut alors définir un opérateur 7 : % — 2
qui & u associe y= .7 (u). Le probleme de contrdle optimal s’écrit alors comme une fonction

de la seule variable u :
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min{J(7 (u),u), avec u € Uy et T (u) € X '}.
La démarche classique pour résoudre ce genre de probleme est en générale la suivante :

1. Etablir Iexistence et, si possible, Punicité de la solution de ce probléme : on fait
appel a des techniques d’estimation a priori et de compacité. Il faut bien sir, pour
cela, avoir une régularité "minimale” de l'opérateur .7 (par exemple, la continuité

faible) et si possible de la convexité stricte ou un résultat équivalent [14].

2. On essaie ensuite de caractériser la ou les solutions, ou, a défaut, de trouver des
conditions nécessaires d’optimalité (voir par exemple [2], [20]). La plupart du temps,
ces conditions sont des conditions différentielles du premier ordre, ce qui impose
donc des propriétés de différentiabilité de J et de 7. Si la régularité le permet, on

peut également établir des conditions suffisantes du second ordre.

3. Enfin, on utilise les conditions précédentes pour établir des algorithmes permettant

de calculer numériquement la ou les solutions.

Dans une autre dynamique, est de considérer les problemes qui sont modélisés par des
inéquations variationennels. Les problemes de controle des inéquations variationnelles
(voir par exemple [3]) sont intéressants car ils permettent de contrdler certaines frontieres
libres via l'inéquation variationnelle associée (voir par exemple [6]) et débouchent sur
des questions d’optimisation de formes (voir par exemple [8]). Ils peuvent également étre

posés sous la forme générale

min{J(y,u),y = 7 (u), avec u € %y C %, et ye ¥ C X'},

ou .7 est un opérateur qui associe a u la solution y (si elle existe et est unique) de

I'inéquation variationelle suivante

(A(y,u),z—u) >0, pour tout z dans ¥ . (3)



Les résultats d’existence et d’unicité sont nombreux (voir par exemple Friedman [[11]
ou Barbu [3]). Cependant, plusieurs difficultés se présentent lors de 1’étude des conditions

d’optimalité :

1. Méme si l'opérateur A est linéaire, 'opérateur .7 est lui toujours non-linéaire. Il suf-
fit de considérer la formulation forte de I'inéquation variationnelle (3) pour constater

qu’il y a une contrainte bilinéaire« cachée ».

2. La seconde difficulté résulte de la non-convexité stricte ou de résultats équivalents
de la fonction objectif J, ainsi on ne peut pas assurer une unicité globale de la

solution optimale.

3. La troisieme difficulté est rédhibitoire, en ce sens qu’il est impossible d’assurer
une quelconque propriété de différentiabilité (méme de Gateaux) de I'application
7 . La seule différentiabilité "faible” utilisable est la notion de différentiabilité
conique proposée par Mignot [15] et que 1'on retrouve dans [16], et par laquelle
on peut exhiber un systeme de conditions d’optimalité qu’on ne peut pas exploiter

numériquement.

Nous pouvons alors adopter plusieurs points de vue, l'idée étant toujours de se ra-
mener a un probléme gouverné par une équation variationnelle. Par suite, I'inéquation

variationnelle donnée par (3) peut étre écrite sous la forme :

A(y,u)+9Ly(y) 30,

ou dl y est le sous différentielle en y de la fonction indicatrice de ’ensembe %", qui peut
aussi s’écrire
Ly (y):={ve L*(Q)| v(x) € Bo(y(x)), presque partout dans Q},

I'idée est d’approximer l'opérateur 91 = By, oit By = R — 2% oul le graphe maximal

monotone est donnée par
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0 sir>0
Bo(r)=4 R~ sir=0 . (1.11)
0 sir<Q

L’approximation de dIy est une méthode ancienne et de loin la méthode la plus
utilisée puisqu’il s’agit d’approcher 'opérateur multivoque (dans notre exemple 91 (y) )
de I'inéquation variationnelle, pour obtenir un probléme de controle approché gouverné
par une équation [9]. Pour une approximation possible de By = dI -, on peut par exemple

considérer I'approximation de Yosida [4]), sous la forme

0 sir>0

—r* sire [—%,O} . (1.12)

r%—}1 Sir<—%

Bs(r) =

| —

On obtient alors un probléeme de controle optimal approché, comme suit

minJ(y‘S,u‘s), pour u® dans %y
A(Y?,u®)+Bs(y°) = f, pour y° dans 2,

qui dépend du parametre d’approximation &.

Ainsi, on étudie le probleme approché et on exhibe un systeme de conditions d’op-
timalité d’optimalité dépendant du parametre d’approximation &, ensuite on passe (si
nécessaire) a la limite avec & tend vers 0.

La résolution analytique des probléemes de controle optimal elliptique est souvent
difficile, voir impossible, en raison de la complexité des équations aux dérivées partielles
non-linéaires associées, pour cela on fait appel aux méthodes numériques pour résoudre
ce type de problemes. Pour étre plus précis, on fait appel aux méthodes d’approximation
pour discrétiser le probleme continu de dimension infinie et le transformer en un probleme
discret de dimension finie qu’on pourra résoudre par des techniques de calcul scientifique
et d’analyse numérique. Par conséquent, les méthodes numériques, telles que la méthode

des éléments finis, jouent un role crucial dans 'approximation des solutions pour ce genres



de problemes.

Il est connu que la méthode des éléments finis est une approche bien établie pour
résoudre numériquement les équations aux dérivées partielles [10]. En introduisant un
parametre d’approximation & qui tend naturellement vers 0, elle repose sur une discréti-
sation du domaine de calcul en éléments finis, qui sont des sous-domaines de forme simple
tels que des triangles ou des quadrilateres dans le plan, ou des tétraedres et des hexaedres
dans l'espace. En utilisant des fonctions polynomiales locales sur ces éléments finis. De ce
fait, les solutions approchées sont représentées et les équations discrétisées sont résolues
par des méthodes numériques.

Une question cruciale dans 'approximation des probléemes de contrdle optimal ellip-
tique est I'estimation de I'erreur entre la solution exacte et la solution approchée obtenue
par la méthode des éléments finis. Une estimation précise de I'erreur permet de quantifier
la qualité de I'approximation et d’orienter les choix liés a la discrétisation, tels que le
choix du maillage ou le degré des polynomes utilisés.

Les estimations d’erreur a priori fournissent une évaluation théorique de I’erreur avant
d’effectuer la résolution numérique. Ces estimations sont basées sur des propriétés de régu-
larité de la solution exacte et des approximations discretes, ainsi que sur des hypothéses
sur le maillage et les espaces de fonctions utilisés. Elles permettent de prédire I'ordre
de convergence de la méthode des éléments finis et d’obtenir des bornes supérieures sur
I’erreur.

Dans cette étude, nous nous concentrons sur I’approximation des problemes de controle
optimal elliptique en utilisant la méthode des éléments finis, en mettant 'accent sur 1’es-
timation d’erreur a priori, ot nous abordons les aspects théoriques et numériques de ces
estimations.

Par conséquent, le probleme discret obtenu peut étre écrit sous la forme

minJ (yy,uy), pour uy dans ?/ai‘i

A(yn,up) + Bs(yn) = f, pour y;, dans 2},
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ou %a}zl et 2, sont respectivement les versions discretes de %, et de 2.

Avant d’aborder la difficulté, rencontrée pour extraire I’estimation de ’erreur a priori
commise sur la fonction de controle, on doit mentionner que cette difficulté est diie a
la notion de non-convexité uniforme de la fonction objectif J, et pour ce faire, on doit

introduire quelques notions utiles a la compréhension de cette difficultés.

Définition 1.1. Soit u dans %, 'ensemble convexe C(u) qui comprend toute les direc-

tions h dans LP (Q) tel que u+th est dans %uq pour t > Oest donné par
Cu)={hel?(Q):u+the %y, pourt>0}.

Définition 1.2. Si % est un sous-ensemble convexe de l'espace de Banach %2, et soit
x dans &, le cone des directions réalisable R et les cones tangents et normales T et

Ny, sont définis par

Ry(x)={ye 2Z,30>0; x+oye ¥},

’ o(o)

Ty (x) = {yE Z;3x(0)=x+0oy+o(o)e X, 0>0,

—>O},
2
et

Nﬂ/(x):{x*e%*;(x*,y—x>%*’%SO, VyG%},

ot X est le dual topologique de l’espace 2~ et (-, )%*% est le crochet de dualité. Si

—Z
est un ensemble fermé est conveze, on dit que A est polyhedric si on a Ty (x) = (R (x))

et Ny (x) est le cone polaire de Ty (x) c’est-a-dire

Ny (x) = {x* € X5 (8 h) e <0, YhE Ty (x)} — [Ty ()],

avec

C(x)={heTy(x) et DJ(x)h=0},

avec Ny (x) =0 six ¢ A .



Définition 1.3. Soit # un sous ensemble fermé et convexe de [’espace de Banach A,
et soient xo dans & et x* dans Ny (x0). On dit que que & est polyédrique en x pour la

direction normal x* si

Ty (%0) N ()" =Ry (x0) N (x*)

Si K est polyédrique en tout xo dans K pour tout x* dans Ny (xo), on dit que H est
polyédrique en tout xo dans # pour tout x* dans Ny (xp).
Définition 1.4. On définit le cone des directions critiques par

Cr (V) = {z€ Ty (¥); DI (F)z=0}.

Proposition 1.1. Si u est une solution optimale locale, alors elle satisfait la condition

d’optimalité du premier ordre suivantes

DJ(M) + Ny (u) 5 0.

Définition 1.5. Soit u dans J# qui vérifie la condition d’optimalité du premier ordre

donnée par [14], on dit que u vérifie la condition suffisante du second ordre si on a

Ja>0;Wwe (), (DM (u)v,v)>alv|s,

ou d’apres la condition précédente on peut déduire facilement la condition de convexité

uniforme suivante

Vv, ue C(u), (DJ(u)—DJ(v),u—v)>alu—vl|3,

qui est utilisée principalement dans le calcul des estimations des erreurs.

Afin de mieux fixer les idées, on peut citer plusieurs ensemble qui sont polyédrique,
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par exemple avec
H ={uell(Q)|u, <u<u,dans Q} dans L (Q),

ou

H ={ue W (Q)|u, <u<up dans Q} dans whr(Q),

D’un autre coté on a un résultat qu’on le doit & Bonnans et qui annonce que si £
induit une structure de treillis sur Y, alors % est polyhedric.

L’ordre ponctuel sur Hg (Q) ne donne pas lieu a une structure de treillis. Cependant,
il est démontré dans [[] que les sous-ensembles # de H3 (Q) définis par des contraintes
ponctuelles sont polyédriques seulement en certains points de %", mais pas pour tout les
points de %, ce qui nous ramene a conclure que 'ensemble %,; = {u cH?*(Q)NH'(Q)|
[ull gy < R} n’est pas polyhedric. Une autre difficulté demeure dans le choix de la
fonction de pénalisation Bs (voir par exemple [5]), qui n’est que de classe ! (R), ce qui
nous empéche de calculer la dérivée seconde de la fonction objectif J et ainsi d’extraire

les conditions d’optimalité du second ordre.

Ce manuscrit est divisé en cing chapitres et une bibliographie qui couvrent différents
aspects du probléeme qu’on a étudié.

Chapitre 1: Introduction, ce chapitre est une introduction nécessaire a 1’étude de ce
type de probleme. Il présente les notions de base ainsi que quelques notions d’analyse
fonctionnelle qui nous seront utiles tout au long de cette these.

Chapitre 2: Probleme de contrdle optimal de 'obstacle, dans ce chapitre, nous nous
penchons sur I’étude du probléme de I'obstacle ainsi que du probleme de controle optimal.
Nous nous tournons vers 1’étude de I'approximation du probleme de controle optimal déja
introduit. Nous examinons l'existence et 1'unicité de la solution, ainsi que la régularité
de celle-ci. Notre attention se porte également sur la méthode d’approximation utilisées

pour résoudre le probleme de controle optimal.
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Chapitre 3: Méthode des éléments finis, dans ce chapitre, nous présentons la méthode
des éléments finis. Cette approche bien établie est largement utilisée pour résoudre nu-
mériquement les équations aux dérivées partielles. Nous expliquons la discrétisation du
domaine de calcul en éléments finis, la représentation des solutions approchées a l'aide
de fonctions polynomiales locales, et la résolution itérative des équations discrétisées.

Chapitre 4: Estimations d’erreur a priori, il est consacré a l’estimation d’erreur a priori.
Nous abordons les aspects théoriques et numériques de ces estimations, en examinant les
hypotheses sous-jacentes et les techniques d’analyse utilisées. Nous explorons également
les implications pratiques de ces estimations pour le choix du maillage et du degré des
polynomes, ainsi que pour I'optimisation de la méthode de résolution numérique.

Chapitre 5: 'implémentation numérique, dans ce chapitre, nous consacrons notre at-
tention a 1’étude et a 'implémentation numérique du probleme étudié. Nous nous concen-
trons particulierement sur les représentations graphiques qui nous permettent de visuali-
ser et d’'interpréter les résultats obtenus.

Chapitre 6: Conclusion, ce dernier chapitre est dédié a la conclusion de notre étude.
Nous résumons les principaux résultats et contributions, et nous discutons des perspec-
tives futures de recherche dans le domaine de 'approximation des problemes de controle

optimal elliptique liées a notre probléme.

1.1 Notations

On va présenter maintenant les notations utilisées dans ce travail, rappelons que les
notions des espaces dans lesquels les solutions vont étre cherchées, plus généralement
tous les espaces utilisées pour ’analyse numériques du probléme (propriétés de régularité,
approximation,...). Les notations utilisées dans ce travail pour les espace de Sobolev sont
classiques ainsi que les démonstrations qui peuvent étres trouvées dans [1].

Dans toute la suite x désigne le point générique de Q qui est un ouvert borné de R”
a frontiere dQ Lipshitzienne ou n < 3, on note également Z(Q) l'espace des fonctions

infinement différentiables & support compact dans Q. Le dual 2’ (Q) de 2 (Q) est 'espace
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de distribution qui est tout forme linéaire continue sur Z(Q).On introduit également
I'espace des fonctions continues sur Q noté par € (Q).
Soit p un entier de [1;4o0], on appelle espace de Lebesgue, et on note L? (Q) I’espace

des fonctions numériques v de Q dans R Lebesgue mesurables telles que
VIl oy < oo,

ol [|[v[|p(q) désigne la norme :
1
i p < oo, Iy = U WP AX)P et sip = -+oo, [Vl =iy = sp €55l ()] < on

L’espace L7 (Q) muni de la norme ||.|[;»q) sont des espaces de Banach pour p dans

[1;4o0], qui est réflexif si et seulement si p est dans |1;4ec[. On sait également que

1. Pour 1 < p < o0, alors 7 (Q) dense dans L? (Q) c’est-a- dire 'espace LP (Q) contient
I'espace Z(Q).

2. Pour 1 < p < +oo, alors lespace L” (Q) est contenu dans I'espace 2’ (Q).

En particulier si p =2, L” (Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire donné par

(u,v) r—>/gu(x) v(x) dx.

La théorie des distrubtions permet de définir, pour les fonctions de L? (Q), des dérivées
d’ordre quelconque & valeur dans 2’ (Q) : pour tout d-uplet « = (@, ..., ¢tz) de N, ||
représente la longueur ) + ...+ @ et on note d% la dérivée partielle d’ordre total || et

d’ordre o par rapport a la j-éme variable, 1 < j <n.

Définition 1.6. Soit p dans [1;+00] et m un entier positif, on définit ’espace de Sobolev
WP (Q) par :

WP (Q) = {v e LP(Q),Va e N avec || <m,0% € LP (Q)}

Soit p un nombre réel, 1 < p < o0, et m un entier positif. On note W(;"’p (Q) l’adhérence
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de Uespace 2 (Q) dans l'espace WP (Q), on le munit de la norme

1
||v||Wm.,p(Q)=</ Y (aav(m))l?dw> ,

|a[<m

notons que si 1 < p < oo, l'espace W™P (Q) est un espace de Banach, réflexif. En
particuler si p =2 l’espace H™ (Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé

a la norme précédente

wy)=[ Y (%) (x) (0%)(x) du.

2 al<m

Corollaire 1.1. Soit p un nombre réel, 1 < p < 4oo, et m un entier positif, la semi-norme

1
[Vllymp ) = (/Q Z (0% ()" da:) P,

|o|=m

est une norme sur lespace Wy"' (Q), équivalente a la norme [-llwmn(q) -

Définition 1.7. Soit p un nombre réel, 1 < p < +oo, el m un entier positif. On définit le
nombre réel q tel que I]—j—l—é = 1. On note par W4 (Q) le dual de l'espace Wy"" (Q), et
on le munit de la norme duale

(f,v)

||v||W*m’q(Q) = sup ‘ ‘ )
vew)" P ()0 [VIiwmr(Q)

ot (.,.) désigne le produit de dualité entre W="49(Q) et Wy’ (Q), en particulier dans
le cas ot p=2 on observe que g =2. On note respectivement par HJ' (Q) et H™" (Q) les
espaces W(;”’z (Q) et W2(Q), et on utilise la méme notation pour les normes associées ;

on pose

H™™(Q) = (Hy' (%)),
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alors
HMQ)CL*(Q)CH™(Q),
ot les inclusions précédentes sont considérées algébriquement et topologiquement.

Dans la suite, on note la norme définie sur ’espace de Sobolev d’ordre m dans Q par

HHHm( Q) et par |- ||L2 la norme sur L? (Q).

Définition 1.8. Soient X et Y deuxr ensembles non vides. On dit que F est multifonction

définie X dansY si F est une application de X dans l'ensemble P(Y) des parties de Y.

Définition 1.9. Soit H etV deux espaces de Hilbert, un opérateur T défini de H dansV

est dit antimonotone, si pour tout v et u dans H, on a
(Tu—Tv,u—v) <0. (1.1)

On considere la forme bilinéaire o (-,-) définie sur Hj (Q) x Hj (Q) par

du dv
/G,]a 8xJ dx+ Z/G,a vdx—l—/oouv dx, (1.2)

l]l

ol 0y, 0; et 0;; vérifient I'hypothese

00, 0; et 05 € L™ (Q),

Z 0;;6,0; > c Z 9 , ¢ >0, presque partout (p.p) dans Q, pour tout 6 dans R”.
i,j=1

On appelle A dans . (H& (Q),H ' (Q)) lopérateur linéaire elliptique associé a la
forme bilinéaire o (-,-) telle que (Au,v) = o (u,v).
On dit que la forme bilinéaire o (.,.) est continue sur H} (Q) si elle satisfait la condition

suivante

Ci: 3C>0, Vu,vGH&(Q), |G(M,V)| SCH“”H&(Q)HVHH(;(QM (13)
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ou C sera appelée la constante de continuité
On dit que la forme bilinéaire o (.,.) est coercive sur Hl (Q) si elle satisfait la condition
suivante :

Co: Je>0, YueH(Q), G(u,u)chqué(Q), (1.4)

dans ce cas la constante ¢ sera appelée la constante de coercivité.



CHAPITRE 2
Probleme de controle optimal de

I’obstacle

2.1 Présentation du probleme :

On considére un probleme de controle optimal ou la fonction état vérifie une inéquation
variationelle de type obstacle unilatéral ou la fonction controle est 1'obstacle lui méme.

La fonction cofit s’écrit sous la forme

min {J((p) _ %/9(9(@) —z)zdx+%/gz(qu)2dx on, ¢ € az/ad}. (2.1)

On a @ est le controle qui est I'obstacle et y désigne la fonction d’état tel que y = .7 (¢)

est une solution du probleme de I’obstacle unilatéral donnée par :
o(y,v=y)+(g(y)—f,v—y) =0, pour toute v dans 2" (¢), (2.2)

ol f est une fonction de L?(Q) choisi comme une fonction source et .# (@) est un sous-

ensemble non vide, fermé et convexe de H} (Q) donnée par
X (p)={ye H} (Q): y> @, presque partout dans Q}, (2.3)
et g est une fonction réelle non décroissante telle que
JreR, ¢ >0 tel que, VyeR, [gy)|<r+¢ly|. (2.4)

Nous supposons que la forme bilinéaire o (.,.) est continue et coercive et v est une

16



2.1 Présentation du probleme : 17

constante positive, z est une fonction de L? (Q) qui désigne 1’6tat désiré.
Ou %,q est un sous-ensemble convexe et fermé de % = H? (Q)NH{} (Q) qui est 'ensemble

des contrdles admissibles et défini comme suit

Yoy = {0 € H(@) N HY () : 9520 < R} (2.5)

ol %aq peut étre vu comme la boule %y ) (0,R) définie sur H?(Q) de centre 0
et de rayan R ou R est un nombre réel positif assez grand. L’inéquation variationnelle
(@) admet une solution unique y dans J# (@), pour tout ¢ dans H} (). Si de plus, ¢
est dans H? (Q) alors y est dans % = H* (Q)NH] (Q), et l'opérateur . de % vers %
tel que y =7 (@) qui donne la solution de 'inéquation variationnelle (@) et n’est pas
différentiable.

Le probleme d’obstacle donné par (@)—(@) peut etre écrit sous la forme :

Ay + 9Ly (o) (y— @) > f, dans Q, y =0 sur Q. (2.6)

Plus précisément, I,y est la fonction indcatrice de I'ensemble £ (@) et 91 4 (o) est

le sous-différentiel de la fonction indcatrice I () donné par

0 si ydans 72 (¢)
Ly (y—9) = :
+ oo sinon

Maintenant on cherche a approximé le sous différentel 91, (4 (.) par un opérateur

multivoque By (.) alors le sous-différentiel 7 (y) (v — @), peut aussi s’écrire

My (o) V—9) = {V e L?(Q) |v(x) € Bo((y—9)) (x), presque partout dans Q} )

On peut considérer 914 (¢)(-) = Po(.) comme une multifonction, ot fy de R dans 2R
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est le graphe maximal monotone, défini par :

0 sir>0
Bo(r)=4¢ R~ sir=0.
g sir<0

On se donne une approximation réguliere B(.) de By (.) qui peut par exemple étre

'approximation de Yosida de By (.), une approximation possible de B (.) est la suivante :

0 sir>0
1
Bs(r) = 5 —r2 sire [—%;O} .

r—l—)—1 sir< —%(@)

Notons que B (r) est une fonction négative ou § est un réel positif, tel que & tend vers 0.

2.2 Propriétés de 'opérateur d’état 7

2.2.1 Approximation de 7

La méthode de pénalisation est de loin la méthode la plus utilisée, puisqu’il s’agit
d’approcher l'opérateur multivoque By (.) de 'inéquation variationnelle (@), par une
famille de problemes réguliers afin d’obtenir un probleme de contréle approché gouverné
par une équation semi-linéaire qui dépend de parametre d’approximation ici noté par 8. 11
s’agit alors d’étudier le probleme approché en exhibant si possible un systeme d’optimalité,
ensuite on passe a la limite en faisant tendre le parametre d’approximation 8 vers 0.

Il est bien connue que l'opérateur 7 n’est pas défférentiable, il s’agit d’approcher
Popérateur .7 par une famille d’opérateur 7% et de remplacer le probléme de 'obstacle

donné par (@)—(@) par 'équation semilinéaire suivante :

Ay+Bs(y—¢@)=f, dans Q, y=0 sur 89(@). (2.7)
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Ou & >0 et B(y—.) est un opérateur monotone défini par (@) L’équation (@)
admet une solution unique y® dans H? (Q) NHj (Q), dans la suite on pose ¥y =79 (g).
Notons que B (r) est une fonction négative et dans ¢! (R), il est facile de remarquer que
B (r) <|r|+3, avec

0O sir>0

B'(r)=1q —2r 51r€[ ;,O}.

1 sir<—§

On donne aussi

0 sir —oo, —> U |0, 400
ﬁ//(r) — E] |: ] + [
—2 sire[-3,0]

Le probleme de controle approché (,@5) s’écrit sous la forme

min {15 (@) = %/Q (7°(0) —z)zdx+ %/Q(V(p)zdx, ol ¢ € %d}. (2.8)

Notons que l'opérateur .79 est Gateaux différentiable, maintenant on peut donner les
conditions nécessaires d’optimalité du probleme <<@5> donnée par (@) donc le probleme

a au moins une solution notée par <y5, po, (p5> caractérisée par le théoreme suivant :

Théoreme 2.1. Supposons que q)5 est dans U,q est une solution optimale du probléme
(9”5> et y0 =79 ((p8>, alors il existe un état adjoint p® dans H (Q) et [3(; (y‘s — (p5> p?
dans L> (Q) tel que le systéme d’optimalité (5”5) suivant soit satisfait :

G<y5,V)+<ﬁ(s< —¢
o <p5,w) + (ﬁé <y5 — (p5> pa,w> = <y5 -z, w> pour tout w dans Hy (Q), (2.10)

(—VA(p6 —l—ﬁé (y‘S - g05> W—0 ) >0, pour tout ¥ dans Uq  (2.11)

) ) , pour tout v dans H} (Q), (2.9)

ou 6 (u,v) = o VuVvdx.
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Ainsi, dans le but de résoudre numériquement le probléme obtenu, on doit écrire

I'inéquation variationnelle donnée par () sous la forme d’une équation de la forme
!

suivante @ = P%d((p‘s +pvApd —p% <y6 — (p5> p%), ot p est un nombre réel positif et

Py . est l'opérateur de projection de L? (Q) dans %,4. Ensuite on intoduit I'opérateur

ad
Sp de L?(Q) dans Z,q donné par Sp(¢%) = Py, (9% +pvAe? —p% (y5 - (p5> p?) dans
le but de réécrire 'équation précédente sous la forme @° = Sp((p5) donc on obtient un

probleme de point fixe.

Remarque 2.1. Soit Py, , l'opérateur de projection de L? (Q) dans Uuq alors la résolution

de linéquation variationnelle () est équivalente d trouver @° telle que :

!

@° zP%d(<P5+va<p5—p§ (y5—<p5) P°), (2.12)

ot (p > 0) est un réel positif, en outre on définit l'opérateur Sp de L?(Q) dans U par

/

Sp(0%) = P, (9° +pvLg? —pg (= 9%) P, (2.13)

Le Lemme suivant nous informe que I’application non linéaire (y‘S — (p5) — [3(; <y5 — (p5> p°
définie de %, dans Hj (Q) est une application antimonotone, on utilise ce résultat qui

sert a démontrer le Lemme 2.6.

Lemme 2.1. Pour tout triplet (y?,(pl-‘s,p?) dans U X Ugax U avec i=1, 2 satisfai-
sant le systéeme des conditions d’optimalité donné par (@)—(), Uapplication non
linéaire <y5—(p5> — [3(; <y5—¢6> p® définie de Uy dans H} (Q) est une application

anti-monotone, tel que
(Bé (yg—fpf)pg—ﬁé (yis—(P15>p?,<P§—<Pf> <0. (2.14)

Démonstration. Soient (pf3 et (pz(‘S vérifiant I’équation de projection donée par (), alors
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on peut écrire :

(—vAcvf +Bs (y? - <Pf) P v @f) >0, pour tout y dans %,

et
(~v08 85 (58— 08) P2y 08) 20, pour tont  dans %

Si on choisit de prendre y = (pﬁS dans la premier inéquation et Yy = q)15 dans la deuxieme,

on obtient :

(~vael+Bs (v o) p. 05— 0]) =0,
et

(~voes +; (53— 0f) 8. of —02) 2 0.
Alors par soustraction, on peut obtenir

(—voes+B5 (33— 08 ) pi.0f — 0f ) — (—voel +B5 (30— of ) T, o) — 0 > 0.

En appliquant 'intégrale de Green, on obtient

v (V(ef—02).v(ef— )~ (Bs (45— ) P2 —B5 (30— 07 ) P05 — 97 ) = 0,

par suite, on déduit que

v (V(of—09) .V (0 —0f)) = (B; (43— 05) pi—B5 (v — 0 ) 1. 05 — 07 .

Finalement, on obtient

(B5 (33— 93) p3 — B5 (+0 — 9 ) 1. 05 — 07 ) <0.
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Cela signifie que B’ <y5 — (p5> p? est anti-monotone. ]

Le Théoréme suivant montre que Popérateur 7% est un opérateur de Lipschitz de
Ly (Q) dans H' (Q) et H? (Q) respectivement, ce Théoréme sera utile pour démonstrer les

Théorémes 2.4 et 2.5.

Théoreme 2.2. Pour tout couple <yl-5,(pi5> dans U X U, satisfaisant le systéeme des
d’optimalité <Y5> pour i =1,2, avec 6 <C, on obtient

Hy?—y?\m(g) SlaHsof—<p§ . (2.15)

en outre, on déduit que

] B (2.16)

H( @)’

C
ou lg := 5 Ceci signifie que Uapplication y® = 9 <(p5> est Lipschitizienne, avec la

constante de Lipschitz L.

Démonstration. Pour la premiere inégalité on utilise la formulation faible de 1’équation
de Iétat donné par (@)
D’aprés équations (@) on peut écrire pour i = 1,2

G(y‘ls,v) - ([35 <y?—(p{s> ,v) = (f ,v), pour tout v dans Hi (Q),

et

G(y?,v) + ([35 (y§—<p§) ,v) = (f ,v), pour tout v dans Hj (),

par soustraction, on trouve

c (yéS —y‘f,V> + (Ba (yés - <P23> —Bs (y‘f - @f) w) =0, pour tout v dans Hy (Q),
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et si on choisit de prendre v = yg — yf dans 1’égalité précédente, on obtient
1
c <y yl ,y2 ) (Bg ( 6) —Bs <yis — (pls) ,y‘zs —yf) , pour tout v dans Hy ().

On ajoute et on retranche la quantité ((pf — qol‘S ) , il vient

o (38308 =) == (Bs (45— 0f) ~Bs (4 — 9 ). (13— 08) — (30— 07 ) + (00 — o) ).

c’est-a-dire

c (yés 9,58 —y‘f> =— (Ba (yg — ¢

Sachant que — (,85 (y§S — (p25> — Bs (y‘lS — g015> , <y‘2gj — (p§> — <y‘13 — (pf)) est négative,

on obtient

o (383008 —37) <~ (Bs (43 —08) —Bs (v 0 ). (95— 07)).

Comme 0o (.,.) est coercive, on déduit

2

1 . G(yf—y?,yg—yf) < ‘(ﬁs (yf—fpf) —Bs (yf—fpl‘s>7<¢§—¢16))‘-

CH)’g—yl

D’apres le Théoreme des accroissements finis appliqué a Bs(.) sur Uintervalle ayant

pour bords <y§s — q)15 > et (yg — (pz‘s ) , on obtient

2(Q) H (yg _y(ls> B ((pf B ng) 2(Q)

2 1
5_ .8 §_ 5
|2 =58 = 5 lmex Jof o

Q)

Ou encore

b2} o g(uyz 9

)+H<p§—<pf . iy

2(9)) |03~ of
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d’aprés les résultats d’injection des espace de Sobolev, on sait que H' () s’injecte

dans L?(Q), on déduit que

i Q)) H<p25—<pf

CHyg _y?HZ‘(Q) = % (C“yg_y?)’H‘(Q)+ H(Pzé ad 2Q)

Par la suite, on déduit deux cas :

Le premier cas : H vy — y1 < H q02 q)l L@ ) dans ce cas, il n’y a rien a démontrer.
.\ s _ 8
Pour le deuxieéme cas : ou H(p2 (p] Ly S b HHI , on a
2 C
CHy‘S—y‘s —(CHy " >H<P‘S—<P‘s ;
27 M) = 5 271 27| 2

par suite, on trouve

Hyg_y?HH'( %H% o 2@

Finalement, on obtient

(P5

1) 1) 1)
- <l 0 -
HY2 Vi HI(Q) 5 ||Pn 2@’
C
5
Pour la deuxieme inégalité, ainsi on peut écrire la formulation forte de 1’équation

d’état donnée par (@)

ol 15:

~0y) +B <}’?_(P16> = f, dans Q, et ¥ = 0 sur 0Q,

et
~0yS+ P (yg_(P26> = f, dans Q, et y3 =0 sur 0Q,

par soustraction, on obtient
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A (55 =38) +Bs (30— of )~ Bs (3 — 0§ ) =0.

Par la suite on déduit que

1
1) ) _ 6 0\ 5 0
HA ()’1 —Y2> P Hﬁé <y1 @1) Bs (yz ‘Pz)
En appliquant le Théoréeme des accroissements finis a B(.) sur U'intervalle ayant pour

bords (y§S — (piS ) et (yiS — (p{S ) , on obtient

Q)

< max
H(Q)

B 05|08 0f) - (5%~ 0)

[

12(Q)

En utilisant I'inégalité triangulaire, il vient

254

LZ(Q)) ’

d’aprés les résultats d’injection des espace de Sobolev, on sait que H' () s’injecte

dans L*(Q), on déduit que
9
L2(52)) .

alors, il n’y a plus rien a démontrer

e % (Hy? et P |of — o8

R Y T

Ainsi, comme précédemment, on peut déduire deux cas :

Premier cas : si

" _ngHl(Q) = quf—(pf 12(Q)

Deuxiéme cas : si ou H(p{S — (P25‘

S Hys_ys , on a
(Q) 1 2

H! [2(Q)

CHyf—ygl

Cl.s 5‘
< = _
=35 HM 2

H(Q) H(Q)

Ainsi, pour 6 suffisamment petit, on peut avoir

1
6 < —
- C
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Finalement, on obtient

< Ls||of - o3

1) 6
H)’1 _y2’H1 >

@)’

C
ou Lg :max{l,—B} pour 0 < 8 < ¢, on déduit

Hy?_ngyl(g) = % H(Pf 9y Q)

Le Lemme suivant montre que y8 est borné dans H'! (Q), ce résultat va apparaitre
dans la démonstration du Lemme 2.3 c’est-a-dire pour montrer que p5 est borné dans

H'(Q).

Lemme 2.2. Pour tout couple <y5, (p5> dans U X U satisfaisant le systéeme des condi-

tions d’optimalité donné par (5’5> , 0N a

) 0
< 2.1
Hy ‘Hl(Q) _CH(P ’Hl(Q)+C’ (2.17)
et si % est dans By (0,R) N\ Uq, alors on trouve
Hﬁ‘ <R, (2.18)
HY(Q)

Ceci implique que y° est dans Py (0,R))N% ot Ry =CR+C.

Démonstration. Soit v est dans 7 <(p6> , notons que si y® — (p5 >0 alors B <y5 — q)5> =0,
et si yo — @ <0 alors v—y9 >v— % >0, et Bs <y5 — (p5> <0, par suite, on déduit
que

Bs <y6 - q)8> (V—y8> <0, presque par tout dans Q.
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En utilisant I’équation (@) avec v=v—y%, on obtient
() o (3 (05— 0%) ) = (109
par suite, on a
() (1) =B (5 ) ) 20
D’apres les propriétés de B (.), on sait que B (.) est négatif. on déduit que
~o(y°5°) +0(+*.0%) — (1.0°—»7) 20,
Par conséquent, on obtient
o <y57y5> + (f»fp‘S —y5> <a <y57905> 7
on déduit que

o (yé,yS) <o (y5,¢5> + (ﬁyﬁ - @5) :

O, sous les hypothese C; et C; la forme bilinéaire o (-,-) est continue et coercive, on

L2<9>> ’

déduit que

2
[y =€)
Y ey =CIP

v

0]y + 20

"

Sachant que H! (Q) s’injecte dans L? (Q), on déduit que

L2<Q>> '

CHy‘SH;(Q) = CHySHHl(Q) “¢8“H1(9) Flfllz@) (CHySHH‘(Q)—i_ H<p5

Selon l'inégalité ci-dessus, on distingue les deux cas suivants :
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Premier cas : si H(pSHLZ(Q) < CHySHHl(Q) alors, on a

<c||

CHys‘ Zrl(g) HI(Q) Hq)6‘ Hl(g)+CHfHL2(Q) Hys} H(Q)’

et on trouve

CHy6HH1<Q> SCHQDSHH%Q)+C”f”L2(Q)'

Deuxiéme cas : si C Hy‘s‘ < H(p‘SH alors, on a
) L2(Q)

H'(Q

iy = €97l

et par l'injection continue de H' (Q) dans L? (Q), on déduit

]

<Clle’

H'(Q) H'(Q)

Par suite, il vient

9y <m0 € g+ €

<Clle]

@ +C|flly0)-

Finalement, on trouve

b

<clot

+C.
H'(Q) H'(Q)

]

Le Lemme suivant montre que p® est borné de H' (Q), et ce résultat va servir a la

démonstration des Lemmes 2.4 et 2.5.

Lemme 2.3. Pour tout couple (pé,y5> dans U x (% N By (0,Ry)) vérifiant le systéme
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des conditions d’optimalité (Y‘S), alors on a

S o
<CH ‘ C, 2.19
17y <€ 57y * 2.1
et si y5 est dans B (0,R1) N\ XUy, on trouve
o
<R,. 2.20
7] < %2 (2:20

Ceci implique que p® est dans By (0,R) N ot Ry =CR; +C.

Démonstration. D’apres 1’équation de 1’état adjoint () avec w = p5, on obtient
o (p%.0°) + (B (3° - 0°) p°.p%) = (4* —20°).
d’apres les propriétés de B’(.) on sait que B’(.) est positive, ainsi on obtient
o (p°.0°) < (v* ~2p°).
d’apres 'hypothése C, de la coercivité de la forme bilinéaire o (-,), il vient

e

2
8 8
< _
HY(Q) — <y “p )’

par application de I'inégalité de Cauchy-Shwarz, on trouve

e

)SHy‘S—z

izl(g 12(Q) Hpé 2(Q)

Par I'injection continue de H' (Q) dans L? (Q), on trouve

e

SCHy‘S—z

IZLII(Q) 12(Q) HPSHHI(Q)’
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et grace a 'inégalité triangulaire, on obtient

e

T (X

et encore une fois par I'injection continue de H! (Q) dans L? (), on déduit que

167, =€ (€ i)

c’est-a-dire

1)
|7

P

Finalement, on obtient

|7

H'(Q) = CHySHHl(Q) +C

Dans la suite, et d’apres 1’équation de ’état adjoint donnée par (2.10), on peut définir

lopérateur Q° défini de %, dans H& (Q) tel que p®=0° ((p5> . Cela veut dire Q% est
I'opérateur qui nous donne la solution p5 de I'équation de 'état adjoint donnée par (2.10)
associée a l'obstacle g05. Le Lemme suivant, affirme que I'pérateur Q% est Lipschitzien

avec une constante de Lipschitz C3, et ce dernier Lemme va étre utilisé pour démonstrer

le Lemme 2.5.

Lemme 2.4. Pour tout couple <y5, (p5> dans (Byi (0,R1) NU ) XU 4q satisfaisant le sys-
teme des conditions d’optimalité (5”5> , et si p‘S est dans By (0,R) N , alors on a

pr—pg\ o) SC?H<P15—¢§ ) (2.21)

CR
ol C{s =22 ot R, est donnée par le Lemme 2.3.

=53
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Démonstration. D’apres 1'équation de 1’état adjoint (), pour i = 1,2, on peut écrire
c <p,-5,w> + <[3/ (yl‘s - (p,-5> p?,w) = (yl‘s —z,w) , pour tout w dans Hy (Q).
Par soustraction, on obtient
o (p? —p§,W> + <l3/ (y? - ¢f) n—B (y‘zS - %S) pES,W) = (y‘f —yés,W> :
pour tout w dans Hé (Q), ainsi, si on choisit de prendre v = p? — pg , on obtient
c (p‘f —p3.pi —p§> + (B' (y? - wf) n—B (yés - <P23> p3.p —pg) = (y? -390} —pg) :

D’apres 'hypothese C, de la coercivité de la forme bilinéaire o (+,-), il vient

2

chf—pg) P (B (yf—qof) pi—B <y§—¢§> pg,p?—pES) + (yf—yg,pf—pg)-

Si on ajoute et on retranche la quantité <ﬁ/ (y‘ls — (pl"s ) pg , p‘f — p?) dans l'inégalité

précédente, on peut éventuellement obtenir

2

c||p? =3 o S (B0 —0) (pf=8)+ (B (o1 ~0f) ~B (13- 0f)) .50 - })

+ (y‘f —yg,pf—pg) :

H!

Sachant d’aprés les propriétés de B'(.) que — (,B/ (y‘f — (pfs> (p‘ls —p§> ,p? —p‘g)est

négatif, on obtient

o< (B (3 -08) B (05— 08)) pps ) + (5 o808 ).

5 &8
CHP' pz‘Hl(Q)

et par injection continue de H' (Q) dans L? (Q), on déduit que

C

L@ HB (yf—¢15> —p (y‘zS —905)

5 8
’pl pZHHl(Q)

2 C
o 1) 1)
! 2 HHI(Q) 6 H 2 LZ(Q) ’
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+CHy‘f—y§

2(Q) pr _ngHl(Q) '

D’aprés le Théoreme des accroissements finis appliqué a B’(+) sur Uintervalle ayant

pour bords y? — (,015 et yg — (p25, il vient

B"(-)‘H H(yf—wf) - <y§—¢25)

L(Q)

C max

P? _ngHl(Q) S% Hpg L2(Q) H

L(Q)

+CHyiS—y§

D’apres le Lemme 2.3 on sait que la quantité p‘g est bornée, alors on déduit que

C

< SO - 0F) - (-8

ol

53
H(Q) LZ(Q)+CHy1 2 20)

et grace a I'inégalité triangulaire, on obtient

C
1) 1) 1) 1) 1) ) 1) 0
P < 3R 7 - Jof - | =2
Cle Pz‘Hl(Q)_5 2( YI—» L2(Q)+ ¢y — ¢ 2@) +C |y —»n 2)
Par suite, on déduit que
C C

1) o 1) ) ) ) ) 19

28y < 3R g+ 5 l0f - o ]
HP1 Pz‘Hl(Q)_a 2 (Y1 — X2 L2(9)+6 2|01 — 92 Lz(Q)JF 722 20

En utilisant la relation () du Théoreme 2.2, on obtient

C 5 .5
< ﬁRzH(Pl — ¢

Hp?—pg)m(m LZ(Q)+§R2"¢§_¢§ LZ(Q)jL%H(PlS_(P53 2(9Q)

Finalement, on obtient

Hp‘f _ngHl(Q) <Cv prf 93 2(Q)’
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ou

C C C
0 _
Cl _§R2+§RZ+§

Ainsi, pour 6 suffisamment petit, on peut déduire

]

Le Lemme suivant annonce que 'opérateur ﬁ’ (y‘lS — (pfS > pg défini de %, dans L? (Q)

est Lipschitzien qui va étre utilisé pour la démonstration du lemme 2.6.

Lemme 2.5. Pour tout triplet (y?,(pf,p?) dans U X Uyqx U satisfaisant le systéme

des conditions d’optimalité (,5”5> , alors on a pouri=1,2

Hﬁé (y‘f—%‘s) P} — B; <y§—¢§> P} (2.22)

< dllod _ o
LZ(Q)—C2 H‘P1 Pl @

CR;

L I
ou C5 .= o

et Ry est donné par le Lemme 2.35.

Démonstration. Si on ajoute et on retranche la quantité [3/ (y? — (pl‘S ) pg, on obtient :

|

2

B5(Y — @) pd — B5(OS — @9)p3

L2(Q)
Bs( — @) pd — BEOY — @0 )pS+

+B501 = 01)p2 — B502 — 02)P2 | o g

ou encore

B; (yf - qof) P — B <y§ —@f) pS iz(g) _

|

2

(Bé (y?—qvfj) —Bs (yg—fpf))ngr

+B5 (30— of ) (- 19) @)
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et grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

(58— 07) o} B (32— 02) 2 Z%Q)Sfoﬁé(y?—-wf)——ﬁé(yi—-wf) qu)
, 2 2
+ ‘ <y<13 B qof) 2(Q)

@)’
par application du Théoréme des accroissements finis & B’(.) sur l'intervalle ayant pour

bords (y? — (p16> et <y§s — (pg) , on obtient
<

‘ : (y‘f—<P1‘3>p‘f—l3:s (yg—sof)pg s

& g O 08 08) - (2 )],

5
sz 12(Q)

9852

2

!

g (8 - of)

S
)sz

2 2

L(Q)

max

o8-8

Q)

Grace a 'inégalité Triangulaire et d’apres les propriétés de B'(.) et de B”(.), on obtient

(85 (57 08) o7 85 (33— 08) 3, <5 10200 (Hyf—yg P T ;(m)
+ 5|t -8 ;m),

et par injection continue de H' (Q) dans L? (Q), il vient

s (58— 08) o885 (13— 08) 3]

+H€0f$—§02

5112
L(Q)

9 5 5|
N A R

2
Clls s
+5Hp1 szHl(Q)

Par application du Lemme 2.3, on déduit que

(y1 > [35< ) (ZS;(Q)S% <Hy‘f—y HH1 +H(P1 0

2

o)
L(Q)

Cls 5
+6HP1 P2y
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D’apres le Théoreme 2.2 et le Lemme 2.4, on déduit que

(o8- o)t -85 (8- 08) L <2 (5 Jof 03[y + 0P -2 )
+—§ 2”‘!’1 03 Z(Q),
ol encore
s (8- 00) pd s (52— ) 2 o _C(QH% - ;( +52]of -0 ;(Q)
+§R2H(P' -0 ;(g)’

et pour 0 suffisament petit, on peut avoir que

2
) 6\ .0 (.6 o)\ .0
<}’1 —‘P1>P1 —Bs ()’2—‘1’2)172 12

c 5 5|
§§R2H<P1 22l

Q)
]

Le Lemme suivant montre que I'application S, est contractante de L?(Q) dans %

Lemme 2.6. Pour tout triplet (y?,q)f,p?) dans U X Ugax U satisfaisant le systéme

des conditions d’optimalité <Y5> , alors on a pouri=1,2

CH(P? — 93 ;g) < (B'(55-07)pl -8 (33— 9)rl. 00— 0f). (2.23)

2(Cv? - CR
En outre, pour p < u o< ( 2

e —
(Ca5 —v?) v?
Uaa, ou Cys est donné par le Lemme 2.5 et Ry par le Lemme 2.3, ainsi on obtient une

1
3
> , Sp est contractante de L*(Q) dans

solution unique du probléme de I’équation de projection donnée par () en appliquant
le Théoréeme du point fixe. Ce qui prouve l'existence de la solution de ()

Démonstration. D’apres I’équation de projection (), on peut écrire pour i =1,2 :

< \/A(pl —|—ﬁ5 ( — Q) ) p‘ls,l//—q)lﬁ) >0, pour tout w dans %y,
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et
<—VA(p25 —1—[3:3 <y§S — gl)g) p‘zs,l//— (pf) >0, pour tout w dans %,

et si on choisit de prendre y = (p25 dans la premiere inéquation et y = (p15 dans la

deuxieme, on obtient
(—vael+Bs (3 - o) p. 05— 00) =0,

et
(—voed+Bs (v o) b of — 0f) =0,

par addition on obtient

(vo (o8 —09) + (B5 (13 —09) p3—B5 (30— 07 ) .00 —0F ) 20,

ou encore

(~va(of—ef) 00— o) <~ (Bs (30— o) p —B5 (33— 98 ) bl 00 — 03 .

Si on ajoute et on retranche la quantité (Bé (y‘f — (p15> p‘f —ﬁé <y‘2gj — (pf) p‘g, (pf — (p25> ,

on trouve :

(~ve(of —o8) 00 —08) <= 2(B5 (57 - of) 1~ B (53— 08 ) 5.0 - 03)
+<l33 (y?—fl)f)p‘f—ﬁé (y5—<P25>P§=<P{3—<P§)~

On sait que la quantité — 2 ([3:3 <y§S — (pf) pf — [3(; (y§S — (pf) pg, (pf - (p25) est négative,

alors on obtient

(—va (o —of) .00 —0f) < (Bs (31 —0f ) pP = B5 (33— 98 ) 3,07 ).
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En appliquant I'intégrale de Green, on obtient

v (o -t)]|;

iy < (B (o1 —00) o —B5 (18— 08 ) 3,00 — 02

Finalement, il vient

ot [} < (5 0 o) 1856 o) o).

Sachant que Py, , est une contraction, alors il vient

b () -5 (o)

<[ (o= 98)+vo (29 - 293)
o (5 (o)t -5 (2-00)t)

et grace a 'inégalité triangulaire, on déduit que

I (68) -0 ()], = (60 08) 2 (§ (5-08) 85 2 08) )

+vp H(Mf—ﬁqv?)

(@)

L(Q)

<
L(Q)

L2(Q)

Q)

En outre, on a

(o o) o (& (s -0t 2 (3-0)8) |

2

(@)

[2(Q) + Hq)ls B q)25 L2(Q)

—2p <p5—<p5 El<5_ 5 a_ﬁl AN
(1 25 VI ¢1>P1 5()’2 ‘Pz)l’z),
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et d’apres les deux Lemmes 2.4 et 2.5, on obtient

(o020 (& (7o)t -2 (02 2)8) |

12()
< prf — 93

2

;(g) +p%Cas prf E <p§H;(g) —2pviC Hcvf — ) e

c’est-a-dire

2

(o -o8) o (§ (£-0t)rt -5 (2-02) %)

2

L(Q)

< (14 p*Cys —2pCV?) H‘Pf — 93

HA(Q)

ou encore

(o8 -o8) o (§ (£-0t)rt -5 (2-02) )

< \J1+p2Cs5—2pCv2 |0 — 93

L(Q)

HY(Q)

Par suite, il est facile de déduire que

I (o) -0 (o)

g\/(l +p2Cys —2pV2C) Hq)f — @7

L(Q) H*(Q)

+VPH(¢‘6_(P§> Q)

Finalement, on trouve

HSp (fpf) —5Sp (fpf) HLZ(Q) < (\/(1 +P2C26—2PV2C)+VP) H (<p15—¢§)

HY(Q)

Ainsi, I'application S, est une contraction si on a

\/(1 +p2Cys —2pV3C)+vp < 1.
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Ou encore

0<p< @Y
(Cos —1?)
supposons que p vérifie la condition précédente, on déduit que le probléme () admet
une solution ¢ en appliquant le théoreme du point fixe, ce qui preuve évidemment 1’exis-
tence de la solution de ’équation de projection donnée par () En prenant p dans cet
intervalle, on obtient une solution unique du probléme de point fixe () ce qui prouve

I'existence de la solution de () ]

2.3 Algorithme de résolution du probléme (325) conti-

nue

2.3.1 Algorithme de résolution du probleme (;@5)

Dans cette section, nous donnons un algorithme pour résoudre le probleme <<@5> .
L’algorithme conceptuel suivant peut étre interprété comme une méthode d’approxima-
tions successives pour calculer le point fixe d'une fonction F donnée par () définie
dans la sous-section 1.2 puis nous expliquerons les différentes étapes de ’algorithme 2.1
et nous donnerons les définitions des différentes fonctions de cet algorithme. Rappelons
que la suite du dit algorithme définies par <y5 , p,‘? , (pf ) désigne la derniere solution itérée
(courante) c’est-a-dire n — ieme itération de l'algorithme (donnée ci-dessous). Ainsi, la

nouvelle itération (y,‘?, pg, (p,f ) est obtenue par I’algorithme suivant

Maintenant il faut expliquer les différentes étapes de I’algorithme 2.1. Dans la suite
on va extraire quelques fonctions et donner leurs définitions et nous donnons également

des définitions détaillées des différentes fonctions de notre algorithme 2.1.

D’apres la premiere étape de I'algorithme, on définit Fy de %,y dans % par :

Woa=F (‘P;f) ~ (2.24)
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Algorithme 2.1 Algorithme (version continue)

Entrée : {yO;p()anOaSapavagvfaZ}'
1: err=¢€+1
2: tant que err > € faire

3: Calculer J,, +— J,,_1 (yg_l, (p,‘?_1> .

4: Résoudre Ay? + B (yg_] — q)r‘?_]> =f en yg.

5: Résoudre Ap? + Bs (yg - (p,f_l) p? =y% —zen pd.

6: Résoudre (—VA(p,i3 + B ()},‘1S - (p,‘?fl> po oyl — (p,f) >0en @Y.
7 Calculer J,, +— J,,1 (y,‘?, (p,f) .

8: Calculer err +— |J, — J—1] -
9: n<n-+1.
10: fin tant que

11: Ecrire §% := (y,‘? ,pd ,(p,‘?) est une solution.

Ce qui signifie que I'application F; dépend de (p,f, et fournit yf 41 comme solution de

I’équation donnée par
§ § 8\ _ 5 _
Ay, 1+ Bs (yn (pn) =f sur Qety, ; =0 dans JQ. (2.25)

Selon la seconde étape de 'algorithme 2.1, on définit 'application F; de % X % .4 dans
X par :
1) 1) 1)
pn+] :F2<yn+]7(pn)' (226)

Ce qui signifie, que I'application F, dépend de q),‘? et de ys 11, et fournit p,‘? 41 comme

solution de I’équation d’état adjoint suivante
AP§,+1 + Bs <)’S+l — (p,‘?> p§,+1 :ySH —z dans Q et pSH =0 sur JQ. (2.27)

Enfin, selon la troisieme étape de I’algorithme 2.1, on définit 'application F3 de % x %
dans %, par :

0 1) 1)
021 =Fs (y30.p001). (2.28)
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Ce qui signifie que F3 dépend de ys et de p,‘f 1, et fournit (p,‘lS .1 comme solution de

I'inéquation variationnelle suivante

(‘VA%?H +[33 (ySJrl - q’r?) PSHa ‘V6 - (Pr?+1> >0, v‘//(s € Yaa- (2.29)

En utilisant les définitions précédentes des applications définies par F;, pour i =1,2,3

on défini 'application F de %,y dans %4

o2 =F (7). (2.30)

ol
Poi1 = F3 (Fl (‘Pf) F (Fl <<Pf) ,fPf)), (2.31)
ou encore
F (‘P,f) =F <F1 (%f) 2 (Fl <<P,‘?) ,<p,?)) . (2.32)
Il est important de signaler que le Théoreme suivant va servir a la démonstration des

Corollaires 2.1, 2.2 et 2.3.

Théoreme 2.3. Soit (p,;3 appartenant a g et satisfait I’équation () et soit (yfle ,

pSH , (p,irl) le triplet qui satisfait les équations (b25|), (}227|) et (}22d) associées au triplet

(F1,F>,F3), avec 8 < C, alors on a

C
1) S
<= C 2.33
yn—H)Hl(Q) =5 ‘ Pn HZ(Q)+ ’ ( )
‘,;5 1‘ <cl)? 1‘ +C (2.34)
e I e @) T
et
o ) 1) o
‘ Pn1 ’ Q) <G ‘Pn+1HH1(Q) +CG3R . (2.35)

1
C 2
Ou Cg = ( (2C—Ce) (ve) 52) avec C une constante indépendante du paramétre
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d’approximation (pénalisation §).

Démonstration. Pour la démonstration de l'inégualité (), on a d’aprés 1’équation

(.24)

o <yS+1,v> + <ﬁ5 (y,‘z — (p,‘?) ,v> = (f,v), pour tout v dans %,

par suite, si on choisit de prendre v = yS 1, on obtient
o (yg+1»)’3+1> + (ﬁé ()’gﬂ - (pr?> 7yg+1> = (faygﬂ) .
Dans I'équation précédente, si on ajoute et on retranche qo,f on obtient
o (yg+17yg+1> + (ﬁﬁ ()’S-H - (Pns> a)’S-H - (Pns> + (ﬁé (yg-H - q’r?) ,(p’?) = (fayg—i—l) .

D’apres les propriétés de Bs(.), on sait que (Bg (yg+1 — (p,f) ,ygﬂ — (p,f) est positif,

ainsi, on obtient
) ) ) é é é
9 <yn+17yn+1) S (fvyn+1> - (BS (yn+1 - an) 7§Dn> .

Comme la forme bilinéaire o (-,-) est coercive, on déduit

C

2
) ) ) 1) 1)
yn+1HH1(Q) < (fayn—l—l) - (Bﬁ <yn+1 - (Pn) 7(pn> s
et grace a I'inégualité de Cauchy-Schwarz, il vient

C

o

LZ(Q)—'—HB‘S (yr61+1_¢3) 2@

)
Yn+1 2(Q) ‘

2
)
yn-i—l) H(Q

: <C|lfll2@)

Par suite, par application du Théoréme des accroissements finis & B(.) appliqué sur
Iintervalle ayant pour bords 0 et <yf - (p,‘lS > , on obtient

1)

O

1)
C Yn+1

vy 5 [ Ol 02 - o)

YSH H2 [2(Q) ‘ 2(Q)’

HY(Q

: <C|lfll 2
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et par application de I'inégualité triangulaire et la définition de B’(.), on a

+ <& 0 ’
Q) o 2(Q)

+ || Pn
D’apres les résulats précédents, on peut déduire qu’il y a deux cas

1) é
C yn—l—l Yn+1 (2

s 2
Wt 1 gy < €Mz

[2(Q) ’

@2

e Premier cas : Si

ynJrl H , alors on a

L(Q ) (@)’

C
+—

¢ 2Q) 6

o

o
Yn+1 LZ(Q) }

5 2
1] 1 gy < CM 20y

yn+l

et finalement, on obtient

c ¢ ’

HY(Q) 5
=l

<CHfHL2

o +C|fll2 (0

yn—H ‘ 12(Q)

¢ Deuxiéme cas : Si alors on a

1) 1)
yn+1 L2(Q (pn LZ(Q)7

C

2
6
Pl

v
Yn-H 2(Q) Ky

2t

Parsuite, il vient

C 2

¢ @8

AR Ll 17 S e B

Ainsi, on déduit

2
Cllifll2) + \/<C||f||L2(Q)> +5 H(pr?leﬂ(Q)
H'(Q) = 2C ’

yn—l—l)

et de plus, on a

@2

2| £l +/§|
<

HI(Q) — 2C

L(Q)

yn+1‘

(@)’

@)’
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par conséquent

5 2|z + /98] gy €
‘ynJrlHHl(Q) SmaX 2C ag‘ (pn HZ(Q)+C”f||L2(Q)
Finalement, on obtient
C
1) 1)
’yn+1HH1(Q) <5 ’ O |20 +C[fll2 () -

Pour la démonstration de l'inégualité (), d’apres l'inéquation (), pour tout v
dans H} (Q), on obtient

o 19 6\ .0 S
o <pn+l7v> + (ﬁé <yn+1 - (Pn>pn+lvv> = (yn+1 _Z7V> 5
et si on choisit de prendre v = ps 41, il vient
13} o o 6\ .0 o 1) o
o (pn+lapn+l> + <ﬁé (yn—i—l — @y ) pn+lapn+l> = <yn+l _Z7pn+l) .

D’apres les propriétés de Bg(.), on sait que ([35 (yg o (p,‘lS ) , y,‘? o (p,? ) est positive,

ainsi, on obtient
1) 1) 1) 1)
o (pn+17pn+1> < <)’n+1 _ZaPnH) :
Sachant que la forme bilinéaire o (-,-) est coercive, on déduit,

c| i

1) S 1)
pn+1‘ HI(@Q) < <yn+1 _van-i-l) )

et grace a 'inégualité de Cauchy-Schwarz, on a

2

C’ yg+1 -z

1)
pn+1H

HY(Q)

5
<
anH )~ LZ(Q)‘

HY(Q
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45

ou encore

‘|

)
Ynr1 =<

5
<
p”“HHl(Q) -

L(Q)

Par suite, par applicaion de I'inégualité triangulaire, on obtient

L

et par injection continue de H' (Q) dans L? (Q), on déduit que

Finalement, on obtient

1)
e gy 10 )

6
pn—i—l‘

S ()
pn—l—l‘ SC(C yn—H‘

Q) wy T ||Z||L2(Q)> -

+C.
H'(Q)

Pour la démonstrtion de 'inégualité (), d’apres I'inéquation (), on obtient

) )
Pn+1‘ ) <C )’n+1‘

HI(Q
(—VAGDSH +ﬁ<,s ()’SH - ‘P;f) Pr51+17 wo — ‘Pr(?+1> >0, VY € Yua,
ou encore
<—VA(P3+17 o - <P;f+1) + (ﬁc/s (ySJrl - ‘Pr?> PS+1= - ‘P:f+1> >0, Yy € U,
et grace a la formule de Green, on déduit
v (pr,?+1,V (w5 - <p,?+1)) + (ﬁé ()’SH - wf) Po 1wl — <Pf+1) >0, VY € Y,
Par suite, on a

(B5 (501 -09) P2 w® =001 ) = —v (Voo V (V2 - 021) ), VW€ %
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ou encore
v (prfH,chfﬂ) <v (ch,?ﬂ,ws) + (Bé <y1(2+1 - <p5) Po v — <P,?+1) , VY€ Y.

Ainsi, par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2 5

v HV(PSHH Q) <v HV(PSH Vy

L2(Q) H

8 (580 08) £

L2( ()

2 H‘l/(S - (Pr?—{—l

2@’

et grace a 'inégualité de Young et a I'inégualité triangulaire, on obtient

2 \%
=1
2(Q) ~ 2

! ) 1) )
+ HBS (yn—H — Oy ) Pn+1

2 \% 2

12(Q) *ta HVW

)

0 )
v HV(Pn—l-l ‘V(pn—l-l 2(Q)

LZ(Q)) ’

) S
Pnt1 12(9) T H v

v

Par suite, il est facile de déduire que

2

%qu)’?“ @) S%HVWS iz(g)

12

L2(Q)> ’

0 )
(Pi’l-‘rl Lz(g) + H Il/

! o S S
+ H:B(‘j (yn—H - q)n ) pn+l

vl

alors, on trouve

2 4 ' (s 5\ .8
L(Q) SE ’ ﬁS (yn—i-l - (pn>pn+1

+ HB(/S ()’SH - (Pr?> P3+1 12(0) HV’6

0
(pn—i-l

vy’

2 [V - |
AGE 12(Q) [2(Q) 2@

12’

et encore une fois par application de I'inégualité de Young, on obtient

2

HV(p’?“ HLZ(Q) = HVW(s

2 2

Pel 2
12(Q) 3 ‘ [2(@)

o
q)nJrl

2 01a (5 5\ .8
2(Q) +V_8 HﬁS (yn+1 - (pn)pn+1

2 1o (5 s\ .6 |?
+% Hﬁ5 <yn+1 - (pn>pn+1

v 2V

@)’
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et par injection continue de H' (Q) dans L? (Q), on déduit

2 2 Ce 2 4 / 2
o2l g =¥ [ 5 o[y v 85 (2 = o)
(pn—H HI(Q)_ 1’4 HI(Q)+ 2 (pn—i-l HI(Q)+V8 ﬁé Yn+1 (2 Pni1 LZ(Q)
+5 v,
2 1Y H'(Q)'
ou encore
Ce S 2 S 2 4 / S S S 2 Ce S 2
=5 )0l <€ ¥ 0+ v 185 01 — ) 51 L
( 2> (Pn—i-l HI(Q)_ "4 H1(9)+V8 [56 yn—i—l (pn pn+1 LZ(Q)+ D) 4 Hl(Q)
par suite, on trouve
2C —-Ce S 2 S 2 4 / S S S 2
<C[v ]l g e 1B (21— 02) -
< D) )’(pn+1’H1(Q)_ 14 HI(Q)+V8 ﬁ5 Yn+1 O, Pn+1 LZ(Q)

Par définition de B'(.) et par injection continue de H' (Q) dans L? (), on obtient

‘ 1211(9) = (ZCSCS) H"’é‘

ou encore

s 2

pn—i—l‘

2 C
HY(Q) * (2C —Ce) (ve) 62 ’

5
Onsi ‘ HY(Q)’

|

Finalement, on obtient

2 s |12
HI(Q)+ ‘ p"“HHl(Q))’

‘Pr(?+1‘ ,2{1(9) < (2C—C§) (ve) 62 (Hqﬁ‘

s 2

(pn+1 + CR7

H(Q)

SC\

HH‘(Q) p’?“‘

C
(2C —Ce)

1
2
ou on pose CS‘.s = < ve) 52) , avec un choix convenable de €.

Le Corollaire suivant nous montre que yg 1 est borné en norme H Q).
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Corollaire 2.1. Pour tout (pfJrl dans Uy, avec n="0,1,2,.. il vient

) 50
<R
‘yn—'—l’Hl(Q)_ b
Lo S . \ 50 Y C
ce qui signifie que Yni1 appartient a By <0,R1> N, ou R} =C+ gR.

Démonstration. D’apres I'équation (), on obtient

avec n=0,1,2,..et sachant que @ est dans B (o) (0,R), il vient

+C,

1)
O H(Q)

y,‘fHHHl(Q)S%‘

R C
olt RY =C+<R.

Le Corollaire suivant nous montre que pl‘z 1 est borné en norme H Q).

(2.36)

Corollaire 2.2. Pour tout ySH est dans B (0,1@?) N, avec n=0,1,2,.., il vient

< RS,
HI ()

ce qui signifie que p2+1 appartient a By <0,Iég> N , ou ﬁg = CI?? +C.

)
pn—i—l‘

Démonstration. D’apres I'équation (), on obtient

avec n =, 1,2,..et sachant que ng € By ((),Ié‘f) il vient

SC’

1)
yn—Q—lHH]( +C7

ool

(@)

5 H < ps
Pn+1 HI(Q)_ 29

ot R =CR? +C.

(2.37)



2.8 Algorithme de résolution du probléme (326> continue 49

Le Corollaire suivant, montre que @2 | est borné en norme H? ().

Corollaire 2.3. Si ng est dans By (0,R§> N pour n=0,1,2,.., alors

ce qui signifie que qo,f+1 appartient a By <0,ﬁ5> Ny, ou R® = Clég +C.

<R (2.38)

0
(Pn—i-l‘ H2(Q)

Démonstration. D’apres 1'équation (), on obtient

avec n =0,1,2,..et sachant que p2+1 est dans By (0,1?3) , alors il vient

i i
s ps C 2 55 C 2
ou R% = <(2C7C8)(VS)52> Ry + <(2C7C8)(V8)52> R. O

Le Théoréme suivant nous montre que ’application Fj est localement Lipschitzienne,

<cl|

5 5
Pn+1 Hyl + (3R,

(05+1‘ @

H*(Q)

<R,
HY(Q)

o
(Pn—i—l‘

et il va servir a la démonstration du Théoreme 2.5

Théoréme 2.4. Pour 6 <C, la fonction F, définie par () est localement Lipschit-
zienne de (%’Hz <O,R5> ﬂ%ad> dans (%’m <O,I§f> ﬂ%) , avec la constante de Lipschitz

l]:g.

Démonstration. Soient ySH =F ((p,?) et zgﬂ =F (l[/,?) avecn=0,1,2,.. ou (y,‘3+17 @r?)

et <z,‘2 IRy l;/,‘? ) sont dans % X % 44, alors on obtient

c (ng,v) + ([35 <yS —(p,‘?) ,v) = (f,v), pour tout v dans %,

et
c (zfﬂ,v) + ([35 <z,‘2 - l//,‘?) ,v) = (f,v), pour tout v dans % .
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Par soustraction des deux équations précédentes, on obtient

o <)’S+1 _ZS+17V> (Bs ()’n+1 ) Bs (Zn+1 Wr?) 7V> =0,

alors on obtient

et si on choisit de prendre v = yff 4 —Zg 1

) 1) ) ) ) ) )
c <)’n+1 T Zn+1:Yn+1 —Zn+1> (/35 <)’n+1 ) Bs (Zn+1 ‘l’n) Yn+1 _Zn+1) =0,
et sachant que la forme bilinéaire o (.,.) est coercive, on déduit que

2
c H

(ﬁé <yn+1 > Bs (Zn+1 Wr?) a)’SH _Zg+1> ;

() (9]
Yn+1 ~ Zntl

H'(Q)

et grace a 'inégualité de Cauchy-Schwarz, on a

5 5
C Ynt1 ~ Zntl

)’SH ZgﬂH _HB6<)’n+l (Pn> ﬁ5("+1 )LZ(Q)‘ 2(Q)

Par application du Théoréme des accroissements finis a B (-) sur l'intervalle ayant

pour bords (ySH — (p,‘?) et ( Zyi1 l//n) , on obtient

5l (~)‘ é H (yg+1 - QD,?) - (ZSJA - W;?)

et par application de I'inégalité triangulaire et d’apres la définition de [3, (), on obtient

)
Q)

‘|

) 19
Yn+1 _Zn+1H < max

H(Q) @)’

S o 6
C‘ Y1~ Znri ¢, — VY,

=il <5 *]
n+1 n+1 H‘(Q)_5 2(Q)

Ensuite, par I'injection continue de H' (Q) dans L? (Q), on déduit que

S
Q)

‘|

1
S ) é )
Yn+1 — Zn+ti ’ HI(Q) < 5 (C Yn+1 — Zntl HHI(Q) — Y,

Ainsi, on remarque qu’on peut déduire deux cas,
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0 — vy

e Premier cas : si on a

o il n’y a plus rien a

L(Q)

B 5
Yn+1 _Zn+1‘ HI(Q) < )

démontrer.

@ — vy

e Deuxiéme cas : si on a ‘

<|ly¢ ,—=Z° H alors
2(Q) ~ Yn+1 n+1 Hl(Q)7

C

<€
) H(Q)

0 ) ) )
Yn+1 Zn—H‘HI(Q) Yn+1 Zn-i—l‘

Finalement, on obtient

(PI16 - WI? y

Lr(Q)

<11‘

5 5 ‘
—Z
yn—|—l n+1 HI(Q)

C
[ —max{l,g}.

ou

Le Théoréme suivant montre que ’application F, est localement Lipschitzienne, et il

va servir a la démonstration du Théoréme 2.6.

Théoreme 2.5. La fonction F, définie par () est localement Lipschitzienne de
<BH1 <0,I§‘15> ﬂ%) X (BHz <O,I€’5>> dans (BH1 (0,1?3) ﬂ%), avec la constante de Lip-

0
<
‘ HY(Q) ~ L (

Démonstration. Soient pSH =F ( ySH,(p,‘?) et QSH =5 ( zSH, I//,?) ol <y2+1,(p,?> et
(ZgH? l[!,‘?) sont dans By (O,Iéf) X B (0,1@5) avec n=0,1,2,.., alors pour tout w dans
 , on a

schitz I = +C. et pourn=20,1,2,..., on a.

00—yl

*|

) 1) 9] )
Pn+1 _qn-i-l‘ Yn+1 _Zn—i-l’ HZ(Q)> . (239>

H(Q)

S ! é S S o
9 (pn+17w> + <B6 (yn+l - (Pn>pn+luw> - (yn+1 _Z7W> 5
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et
5 (.5 5\ .8 5
9 (qn+17w> + (Bs (Zn+1 — Y, ) Pn+1aW) = (Zn+1 —Z,W> .

Par soustraction des deux équations précédentes, on obtient

0 0 ! 1) 4] S
o (pn-i—l _CIn—l—l’W) + <B8 <yn—|—l >pn—|—l ﬁS < Tn41 — )qn—H’ ) = (yn—H _Zn+lvw> ’

on a

et si on choisit de prendre w = pg 1 qg Iy

! ) )
(55 <yn+1 )Pn+1 55 ( I+l — )qn+17pn+l ‘]n+1>
+

) ) S S _ 6 S ) )
9 (pn—H ~4n+1>Pnt+1 _qn+1> - (yn—H ~ 15 Pnti _qn—i—l) .

Sachant d’apres I'hypotheése C; que la forme bilinéaire o (.,.) est coercive, on déduit

2

C‘ H(Q)

(4] 9] S 9]
< <yn+l — 15 Pt _QnJrl)

! 1) ) )
o <ﬁ6 (yrH—l )pn—i-l BS ( Ln+1 — )qu—lvpn-H qn—i—l) )

5 5
Pn+1 —‘ln+1)

et si dans l'inégalité de droite précédente, on ajoute et on retranche la quantité

<ﬁ <yl(2+1 - (pr?> q3+17p2+1 _qs+1>, on obtient

2
) )
Pny1 —qn+1H

‘|

- <ﬁ(,3 ()’34-1 - (Pr(?> (PSH _qg+1>
(Bs <yn+1 ) ﬁs (Zn+1 ‘Vr?)) CISH,PSH - CISH)

S S o )
+ (yn+1 ~Zn+15 Pnri _qn+1> .

HY(Q) ~

D’apres les propriétés de B’(+), on sait que —(ﬁé (yirl — (p,?) <p3+1 —q,‘?H) , pgﬂ —

‘]S +1> est négative, alors on obtient

2
‘|

) ) ) )
= <B5 (yn—H > BE (Zn—H Wn ) Qn+17pn+1 - C[,H_l)

S o S S
+ <yn+l — 15 Pt _qn+1) s

1) )
Pn+1— Qn+1‘ HI(Q)
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et grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par injection continue de H!(Q) dans
L?(Q), on obtient

2
5 5 5 5 5 0
C’ Pn+1 — 4n+1 HH'(Q) <C Yn+1 _Zn+1HH1(Q) ‘ Pn+1 _anrlHHl(Q)
C S (s B} ! 1) 0
e L PP CREt ) R CHE R | O EATRT 81 e

et par application du Théoréme des accroissements finis & B’ (-) sur l'intervalle ayant

pour bords (yf+1 — (p,?) et ( Zp l//n> , on obtient

‘|

1)
Pny1— qn—i—l‘

g

H(Q) 6‘
+C

H'(Q)

ﬁ”(-)‘HH()’SH_(P;f) (r(?+1 ll’n)

H(Q)

Q)

5
Yn+1 —Zn+1H

Gréce a inégalité Triangulaire et la définition de B’ (.), on obtient

¢ QS+IHH,(Q)(

‘|

5 5
Pn+1 —‘In+1H

+ (pr?_llln

5 5 ‘
-z
Ynt1 7 Znt1 12(Q)

<=
H(Q) 0 ‘
+C

1)
(@)

8 B )
_Z .
Ynt1 = Zntl HI(Q)

D’aprés le Corollaire 2.2 et par les injections continues de H' (Q) dans L2 (Q) et H? (Q)
dans L?(Q), on a

5 <Cpsl,8 5
’anrl qn+1H ( ) g 2 1Yn+1 _Zn+1HH1(Q)
Coasll.s .5 5 5
+3R2 (pn _Wn HZ(Q)+C yn—l—l_zn—O—l‘Hl(Q)a
par suite, on a
CRS CRS
1) 1) 2 ) 1) 2 1) 1)
‘pn+l _CInJrl‘ Hl(Q) S ( S +C> Yn+1 _Zn+l‘ HI(Q)+ S ‘ q)n _llfn HZ(Q)7
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ou

CRS  CRS
I, — —24c =24,
7 = max { 5 +C, 5 }

Ainsi, pour 0 suffisamment petit on déduit que

CRS
I = TZ—FC.

Finalement, on obtient

<
’ HY(Q) L (

k) )
Pn+1 — 9n+1 ‘

o S
Yn+1 _Zn—i-l’

a

o0 — vl

Hm)) '

HY(Q)

Le Théoreme suivant montre que 'application F est localement Lipschitzienne, et les
résultats des Théoréemes 2.4 et 2.5 vont servir a la démonstration du Théoreme 2.6.
Théoréme 2.6. La fonction Fs définie par (P

Q
O

) est localement Lipschitzienne de

<BH1 <0,ﬁf> FWZ/) X (BHz (O,Ié‘s)) dans (BHI (0,1@‘23) ﬁ%ad> ,etpourn=0,1,2,.., on a

2.40

) H2(Q) (240)

avec n =0,1,2,...et | =131, + 311} + I3]] + I3 est la constante de Lipschitz de la fonction
C

(Pr?+1 - ‘lf;?+1‘

o —y?

s
H(Q)

Fet 3= 51@3

Démonstration. D’apreés I'inéquation (), et pour n=0,1,2,..., on obtient

<_VA(Pn§+1 + Bs ()’SH - @3) PSH: l»”;18+1 - (Pr?ﬂ) >0, er?—i—l € Uaa,

et

<VA‘I/;?+1 —Bs (ZSH - ‘l’f) qgﬂ,‘lf;fﬂ - (Pn§+1> >0, V‘/’r(?ﬂ € Uaa,
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par addition des deux inégalités précédentes, on obtient
<_VA(P3+1 + VA‘V;?H + B(/S ()’SJA - (Pr?> P2+1 - Bé (ZSH - ‘l’na) qs—l—l?ll/r?-i—l - (Pr?—l—l) >0,
ou encore
\4 <A (‘PSH - sz—i—l) 7(Pr;6+1 - V/;16+1>
+ (B:s <y§,+1 - ‘P;?) P2+1 - Bé (ZSH - ‘l’f) qf,H, ‘Iffﬂ - ‘Pr?+1) 2 0.
Ainsi, par application de la formule de Green, on obtient

-V (V ((P,f+1 - ll/r(;—l) Y (‘Pr(;—l - l//r?z—i—l))

' s 5
+ (ﬁ‘o‘ <)’n+1 )Pn+1 35 ( Ipy1 — )‘]n+1 ‘Vn+1 ‘Pn+1> =0,

par suite, on trouve

<ﬁ(/s (ny >Pn+l ﬁs < L1 — >Qn+1> I/fn+1 ‘Pr?+1>

>y (V ((P,f+1 - l//r?—b—l) vV (‘p'irl - w’?“)) ’

ou encore

v (V <(Pn6+l - Wnerl) vV <‘Pr(?+1 - ll/l18+1>>

< (/3:3 <y2+1 )Pn+1 ﬁs ( in1 >f1n+1 lI/n+1 (05+1>7

et si on ajoute et on retranche la quantité (ﬁé (y,‘z+1 — (p,‘?) qSH, l//fH — (p,‘?Jrl) dans

I'inégalité de droite précédente, on obtient

2

v HV (%?H - V’nil) 2@ < (/3:3 ()’SH - @3) (PSH —CIS+1> 7‘!’;?“ - (Pr?ﬂ)

2



56 2 Probleme de controle optimal de [’obstacle

+ (ﬁé (ygﬂ )qn+1 Bs ( Znt1 — )anrlv Vo — (P3+1> ;

et grace a 'inégualité de Cauchy-Schwarz, on déduit

/<)’S+l_(/’r?> 2()‘ ()‘

+ H (Bé (y2+1 - (P;f) 55 ( Tnt1 >> Im-+1

2

) é
llfn—l-l - (pn-l-l

) ) 1) )
v HV (‘Pm—l - ll’m—l) Q) Pny1 = 4n1 H 2(Q)

b} b}
Vi1 — Pt

U’ 2(Q)

et d’apres le Théoréme des accroissements finis appliqué a B’ (+) sur Uintervalle ayant pour

bords (y2+1 - qo,‘?) et ( Zyiq l//n> , on obtient

2
<
HY(Q)

1)
lVn-‘rl (pI’H-]

L2(9)>

1)
Pny1— qn—i—l

|

L mas

01—Vl H@%_ﬁ)y@‘ 12(0)

(o8Ol 2 20) o - 02)

8 (‘ LZ(Q)) '

Sachant d’apres le Corollaire 2.2, que qu+l || 2(Q) < Iég et par injection continue de H! (Q)

L2(Q)

"

B ()

) é
l1Un+l - q)n+1

S
dn+1

.

dans L? (Q), on obtient

‘QD;?H—‘I/,?HHz Q) ;/‘anrl CIS“HHI(Q)‘ ‘I/;?H—(P;?HHH,(Q)
55
‘|'ﬂ H(yn+l ZSH) - (@?“Iﬁ?) LZ(Q)‘ ‘l/;?ﬂ —(P;?HHH,(Q),
ou encore
’QD;?H—‘I’;?H‘ HI@Q) 5v’l’n+1 QSJAH HI(Q )+—H<yn+1 ZSH) (‘Pr?—ll’f) 2@)’
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et grace a l'inégalité triangulaire, on déduit

gy [ =
H(Q) =5V m+1 m+1

CRS 5 5
Ty Hym“_z’”“ 12

H‘Pn61+1 - ‘l’;?zﬂ‘ HI(Q)

S
H(Q))’

Sﬁﬂd—w

et par injection continue de H' (Q) dans L? (Q) et de H? (Q) dans L? (), on obtient

R N R e S |
Pp1 = Vnt1 H1(Q) 5v Pnt1 — 4n+1 H@) v )’n+1 nt1 H1(Q)
+ ov Vi H2(Q)
Par la suite, on déduit que
1) ) 1) 1) 1) 1) )
‘ (pn—i-l - ll]n—i-l ‘ Hl(Q) S l3 (‘ pn—H _qn—H ’ HI(Q) + yn+1 —Zp+1 ‘ HI(Q) - Wn HZ(Q)) )
N CR, o R s
ouls= Sv et par application des Théoremes 2.4 et 2.5, on déduit que
1) 1) 1) 1)
— <! — [ —
’ q)n+1 Wn+1HH1(Q) =13 ( 2 ( v, HA(Q) + 14 v, HZ(Q))
I || @8 — e ‘ S .
+ 1 llln + H2(Q))
ou encore
|02 vl <ti|o?—vd|| . +isbati o~ wd
m e @) " (@) ")
Il l —
+130 —y ()+3 e 2@’
et
) o2 -y 1“ < (Bh+Lhh + 5L +15) —y? :
meb Trle ) "2 (@)
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Finalement, on obtient

|

ou l = I3l + 311 + 311 + I3 est une constante de Lipschitz de la fonction F. [l

00—y

Y

1 Sl’
HY(Q)

o )
q)n—i—l - Wn—H‘ HZ(Q)

Lemme 2.7. [ existe un controle optimal (;')‘S dans Uuq qui satisfait le systéme des

conditions d’optimalité donné par (Y‘s) .

Démonstration. Par application des Corollaires 2.1,2.2 et 2.3, on peut facilement passer

a la limite dans les équations données par (de), (b??l) et (bQQ) pour conclure que
<y5, po, (p5) satisfait le systéme d’équations donné par (@)—() ]

En utilisant les résultats précédents de la sous-section 3.1, I’algorithme 2.1 peut étre

implémenté par ’algorithme suivant.

Théoréme 2.7. Si @% est une solution de Iéquation suivante

9°—F(9°) =0, (2.44)

alors, le triplet ()75, ¢5,ﬁ5> satisfait le systeme des conditions d’optimalité donné par
(S5)-

Démonstration. Comme @° satisfait 1’équation (), alors on a

o° = £ (¥.5°). (2.45)
ou
¥ =R (@5) , (2.46)

et
P’ =F (y“s, ¢5) : (2.47)
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Algorithme 2.2 Implémentation de I'algorithme 2.1

Entrée : Choisir un point initial {yo,po, ®o,wy,0,p, v,e,f,z} telle que la tolérance € > 0.
Entrée : Poser n=20
1: Calculer J,_1 +— J,—1 (ysfl, (P;il) .

2: Résoudre en r?

(A+ﬁ(/s (y,‘ll - %?—1)) rd = —wy (Ay,‘z,l +Bé (yg,l - (p,f,1> —f) : (2.41)

3: Calculer yg = ys_l + r,‘? .
4: Résoudre en pd

<A+l3(; (yf—sv,ffl))p,‘f =y -z (2.42)

5: Résoudre en @2

/

02 = Pu (921 +pVOR) —pg (43 -1 ) Pd). (2.43)

Calculer J,, +— J,,_ <y,‘2, gD,f) .
si |J, —Jy—1| < € alors

Stop.
Donne S,f = (yg, pg, (p,jS ) est une solution.

10: sinon
11: n—+1 < n, aller a I'étape 1.
12: fin si.

ou les applications Fi,F, et F3 peuvent étres écrites respectivement sous la forme
5 1 5 =5 I
a <y ,v) —1—3 ([3 (y - ) ,v) = (f,v), pour tout v dans Hy (Q), (2.48)

a (ﬁs,w> + <[3/ ()78 - ¢5> ﬁs,w> = ()78 —z7w> , pour tout w dans H{ (Q), (2.49)

/

9 =Py (0° +pvg® —pb (7 —4%) ). (2:50)

Nous observons que les équations (E4§), (M) et (&5(1) sont les mémes équations du

systéme des conditions d’optimalité donné par (Sg), avec le triplet <y5, po, (p5> remplacé

par le triplet ()75,155, ¢6) . O
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Lemme 2.8. Soit ®° solution de ’équation () telle que

<R3, (2.51)

alors on a
1) =0 13} =0 6 =6 1) Y
\(pnﬂ—@ HSM( Y1 =V HH1<Q>+"”" -9 \Hz(g)wt)pnﬂ—p HHI(Q)>, (2.52)
20RS
\ o PRS
avec n=0,1,2,.., ot Ay est une constante positive, telle que A = 5 W -

Démonstration. D’apres 'équation () de l'algorithme 2.2, on peut écrire pour n =
0,1,2,...

!

(Pr?+1 = w(qu/ad((p,f +va(p,‘? —Pg <}’5+1 - ‘P;?) Pgﬂ),

et

/

9 = 0pPu (0% +pvg® —pb (- 9%) 7).

Par soustraction des deux équations précédentes, on obtient

Oni1 — 0° =0pPy,, (0] +pVAQ, —pg (531 3) pii)

— 0pPy, (¢° +pVAG —pg (+°-9°) %),

et en multipliant I’équation précédente a droite et a gauche par ((pn+1 — ¢5> et en inté-

grant sur Q, on obtient

!

(0201 — 6% 0801 = 8°) =(@pPy, (03 +pvirgl - pg (331 7) pi)

— wpPy,, (% +pvAp° —pg (i‘s —¢5) 7). 00, — @°).
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Comme, Py, , est une contraction, alors, on a

(‘Pr?+1 - @57(Pz?+1 - (I_’6 = Wy ((Pr? - (’—)6, (P;?Jrl - (pS)
covou (5 (a-4%) 08~ 9°)
—p (Bé <)’S+l ‘Pn) S < )P q)n+1 ¢8> ;

et si on ajoute et on retranche la quantité < ( ) p (pn 1 (p5> dans I'égalité

de droite précédente, on peut avoir

’ (Pr(zs—i—l - ¢6 ;(Q)
ga)q,‘ n = LZ(Q))(’)’?“_(D(S L2(Q)
+pva, HA (QD,? - ¢8> () ‘ o2 —¢° 2(Q)

N s\ .6 N 5\ =6
+P‘°¢H35 <D’n+1 —‘Pn)Pn+1 —Bs ()’n+1 —fpn)P +

+Bs (yg—f—l - ‘Pf) P’ — B (y_é - 97’5) »° 12(Q) ‘ Pt — @° 2(Q)
par suite, on déduit
‘ <Pf+1 —‘/_’5 iZ(Q) < @ H " LZ(Q)‘ (P’(’S“ B (P(S L2(Q)
TPV HA (‘Pm - ¢5) 2(Q) ‘ 01— 0" ()
+p Wy Hﬁé <y3+1 - ‘P;?) (pSH _ﬁ(s) 12(Q) ‘ q);?ﬂ A L2(Q)
+Pp Wy H (5(/5 <)’S+1 - ‘Pr(?) _ﬁé (375 N ¢6)> P 12(Q) ‘ ‘Pr?+1 -9 12(Q)’

et par application du Théoréme des accroissements finis & B’ (+) sur 'intervalle ayant pour

bords (y?H_l — (p,f) et ()75 — <p5> , il vient

2
(P;?Jrl - ¢6 QD;? - ¢’6 %SH - @8

< o]

[2(Q) [2(Q) ’ [2(Q)
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+pva)(pHA<(p,?—(P6) 2@ “Pr?ﬂ_(f)s 12(Q)

+pw"’H"’f+1—‘7’5 LZ(Q)(Hﬁé (yg“_q”?) (@) ‘(pf‘“_ﬁ(s) 12(Q)
Hmaxﬁg (.) 2@ ‘(y,‘?ﬂ—ﬁo,f) - ()75_(/_)5) 2(Q) ‘156 LZ(Q))a
et grace a 'inégalité triangulaire, on déduit
021 - 9] <002~ 9] . 021~ 2] o
+pvw¢HA<(Pf?—¢8> 2@ “P;?H_‘/_’a 12(0)
+P“’¢’maxﬁé(') 12(Q) )(p’(z“_ﬁé) 12(Q) “p’?“_(ps (@)
pgw"’ (Hy,§+1_y—5 Lz(g)*“""?“ps mm) |7 12(0) o1 =" @)’

< I@S et par les injections continues de

dapres le Corollaire 2.2, it H5
apres e orollaire Oon sal que p Lz(Q)

H' (Q) dans L? (Q) et de H*(Q) dans L? (), on obtient

2

H‘Prirl _§_06 H2(Q) Sw(pH(P,?—(PS H2(Q) ‘(Pr?—i-l _(/_’6 H(Q)

vovay o) —0°| . |0~ 0"

H1(Q) H(Pr(;-l - ‘pé

H*(Q)

1 _
+Pgw<p Hpgﬂ —P5
2RS .
+P72w<p (Hygﬂ —)’5

H*(Q)

HZ(Q)) H‘PSJA - @5

H'(Q) * H(p,‘? -9’ H2(Q)'

par suite, on a

H(p’?“_(pﬁ H2(Q) Sw"’H(P’?_(pé H2(9)+pvw(p“(p3_(p5 H2(Q)

dotanllyd. — 58
p8 (% pi’H—] P Hl(Q)
2R _
#0750 (o5

HZ(Q)) ’

Hl(g)jLH(p’?_(pé
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ou encore
e P o -

ntl me — " 8 2\t H(Q) n H2(Q) ntl H(©Q))’
ou

p0
]

1
ﬂ,lzmax{p 5 w(p,pgw(p,pva)(p,a)(p},

et pour & suffisamment petit, on déduit

2RS
sz#w(p.
Finalement, on obtient
S =6 S ) 1) =0 ) )
Pl <5 (1 )
‘(pn—i-] o ‘Hz(Q)_ 1( Ynr1 7Y HI(Q)+ ?, (2 HZ(Q)+ Pnr1—P H(Q)

Lemme 2.9. La fonction F, définie par () est localement Lipschitzienne de

(%’Hl (01%?) N %) X (%’Hz (O.I@) N %ad) dans (%’Hz <OI§§> N %) , avec la constante
C PP N

de Lipschitz Ay = gRg +C, Rg,R‘lS et RS données respectivement par les Corollaires 2.2,2.1

et 2.3 alors pour n=0,1,2,...,on a

|

o —ﬁEHHI(Q) <A (‘ o —958’ i —)_’6‘ HI(Q)) : (2.53)

e

Démonstration. Soient pSH =5 ( yl‘fﬂ,(p,?) et 135 =5 (y5,¢5) avec n=20,1,2,..., ou
<y§;+la¢r?> et ()75,@)5) sont dans By (0,1@?) X By (0,1?5), alors on obtient

o} (p,‘zﬂ,w) + (,35 (y,‘zﬂ —q),f) pgﬂ,w) = <y3+1 —z,w), pour tout w dans %,
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et
c (ﬁs,w> + (ﬁé (y5 — ¢5> ﬁa,w) = (y5 —z,w) , pour tout w dans % .
Par soustraction des deux équations précédentes, il vient
9 (PS—H _567W> + (ﬁé (YS-H - (Pr?) PS+1 _ﬁ(/s ()_’6 - (pS) 1567W> = ()’S-H _)_’67W> )
et si on choisit de prendre w = pg 1 5% dans 'équation précédente, on a

S -5 0 ~0
o <pn+1 —P sPypy1—P >

! 1) 1) 1) "(6 =8\ =6 .6 =5 1) -6 0 ~3
+<ﬁ5 <yn+l_q)n>pn+l_ﬁ5 (y -0 >]9 'Pny1 — P ):<yn+l_y yPpr1 — P >
Sachant que la forme bilinéaire o (.,.) est coercive, on déduit que

‘|

2
0 =0 " (0 o) 6 "(56 _ 70\ 70 ,,0 =0
Pni1 =P HHI(Q) S—(Bs (yn+1—¢n)pn+1—l35 (y 4 )p \Pus1 =P )

) -5 0 )
+<)’n+1_)’ yPpr1— P )v

et si dans la relation précédente, on ajoute et on retranche la quantité (Bé (y,‘z - (p,‘,S ) 155,

pSH —ﬁ‘S), on obtient

‘|

2
0 =0 ! 1) 1) 1) =0

pn+1 4 HH‘(.Q_) S - (BS (yn+1 - (pn> (pn+1 4 )

+ (Bs (42— 03) = B5 (5° = 0°) ) 1,021~ 7°)

1) -0 0 ~3
+ (J’n+1 —Y s Pnt1— P ) .
e " : (R (5 o8[S 8\ 6

Comme d’apres les propriétés de B (-), on sait que <B5 (yn+1 (pn> (an p > P — P ) )
est négative, alors, on obtient

2

C‘ S-(ﬁé (ys+1_¢r?>_ﬁc/3 (5’6_‘1_’6»15671’2“_156

o é
Pn+1 —49n+1 HHI(Q)
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1) =0 0 =0
+ <yn+l -y 7pn+1 - P ) 3

et grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par injection continue de H' (Q) dans L? (Q),
on a

S _
Pn+1—

C‘ pn—i—l

(v —9f) B (- 9°)

5
i1 =7 HH‘(Q)‘

<517 -

H(Q)

+C

5 __5H
Pnt1—P HI(O

Ainsi, d’apres le Théoréme des accroissements finis appliqué a B’ (+) sur 'intervalle ayant

pour bords (ySH — (p,f) et ()76 — (P5> , on obtient

C‘ Pny1—

8" ()

Hmax

L%Q)H(yg“_(p’?)_(y_s_(pa)

o=l

+C

H'(Q L2(Q)

yn+1 -

|

et grace a I'inégalité triangulaire et la définition de [3” (+), il vient

c| R P

+

LZ(Q))

pr51+1 _p-SHH](Q) S% HpaHH'(Q) (

+C

L(Q)

5 =6
Ynt1 =Y ‘HI(Q)'

Sachant d’apres le Corollaire 2.2, que
et H?(Q) dans L? (Q), on obtient

ﬁéHHl( = Iég et par injection continue de H' (Q)

C .
9] ) S |[,,0
Pn+1—P ERZ Yn+1— H2(Q) +C

o
Yn+1—

’

C . _

<
HY(Q) —
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Par conséquent, on obtient

CRS CRS
1) ~5 2 1) -0 2 6 =0
Pl = (B bt~ -]
)p}’H—l p )HI(Q) — ( 6 + > yn+1 y HI(Q)+ 6 (pn (p HZ(Q)
ol s s
CR CR
- 2 C 2
) max{—6 + T },
et pour 0 suffisamment petit, on peut avoir
CRS
o =—2+C.
2 5 +
Finalement, on a
B _5 B 5 § -5
7y 2 (P2 =5 [ 97=2)
)p”“ p HH'(Q) - 2( Int1 7Y H‘(Q)+ O =% 20
O
Lemme 2.10. Soit 3° la solution de I’équation () tel que
=5 H0
<R
p Hl(Q) =2
avec n=0,1,2,..., et Iég est donnée par le Corollaire 2.2, alors on a
2
1) ) ) )
i {171
Yn+1 =Y ‘HI(Q)_ 3{ Yn =Y HI(Q)+ Yn =Y HI(Q)
5 5| 5 -5 5 54
+\¢n—¢\H2(Q)+\¢n—¢\H2(Q) : (2.54)

ou
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Démonstration. D’apres I'étape 1 de la version continue de I'algorithme 2.2, il vient

/Verde+/[35 (pn vradx
=— o, /VySVvd)H—/Bg (pn vdx /fvdx ,

avec n=0,1,2,..., ou w, est une constante positive inférieure a 1.

Par la suite, il vient

o (rhov) + (85 (o8 o) i)
o, ((o/(s5.0) + (s (35— 92) ¥) - r0)).

ainsi, si on choisit de prendre v = ys 1 79 dans la relation précédente, on trouve

) -5 ) ) 1) ) )
o (J’n+1 ynayn-H ) <ﬁ5< n ‘Pn) <yn+l _)’n> yYn+1 —Y >

:—wy( (ynayn—H 6) (/36<yn ‘P3>’yg+1_y_6)_(f’y’?“_y_&))’

et si, on ajoute et on retranche ()78 —)75> dans I'égalité de droite de la relation

o
7yn+1

précédente, on déduit

1) =0 | =0 5 .0 = =0 | 6 1) 1) )
G(yn-l—l_y +y Yo Yn+1— > (BS( )(yn—H y +y _yn>7yn+l_y>

=—wy( (yn,ynﬂ ) (/35( )yn+1 5>_(f’y’§“_y_6>>'

Par la suite, il vient

1) -0 .0 ) ) ) -0
G(yn+1_y Ynr1 —Y ) (y Vs Yn+1 7Y >
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=~y (G <y3,y,‘3+1 _)76> + <B6 (y,‘? - QD;?) 7yg+1 —)75>

- (fayg—i-l _)_’6> >,

en outre

S ) =6 ! é 6 S ) S )
G<yn+1_y Y1 =Y >+<ﬁ6 (yn_(pn> (yn—l—l_y >7yn+l_y )
) o) 1) 1) 1) ) S =6
:_a)y<6(yn7yn+l_y >+(ﬁ5 (yn_(Pn)ayn—i-l_y )_<f7yn+1_y ))

6 0 .6 -0 ! 1) S 5 0 S )
+G(yn =Y s Ynt1 7Y >+(ﬁ5(yn_¢n) ( n Y )7yn+l_y )7

ou encore

) -5 .6 -0
G<yn+1_y Ynr1 Y >
(s 8\ (.8 5\ .5 -5
=— (ﬁa <yn —<Pn) (ynﬂ —5 ) Vel = )
“a (0 (80— ) + (85 (o 0) 81— 5) ()

+0 (yg—}_](s,ys_H _)_)5) + <ﬁ5 <y}§ _(pr(1$> <yl(3 _)75) 7yr61+1 _)75> )

d’apres les propriétés de [3(; (+), on sait que — ([3(; (yg — (p,?) (yr‘?+1 —)75> ,ySH —)75>

est négative, on déduit que

4] R ) )
G<yn—|—l_y Y1 =Y )
<-o (G (yf,yfﬂ —y'5)

+6(y3—y'5,yf+1 —y"s)

(ﬁa (y,‘f - @f) R —y"s) - (f,ySH —i5)>

N
+ (ﬁé (y,‘f - <P,f) (y,f —y“s) ST —ié) ,

et d’apres I’équation (), on peut écrire

o (8 —3°) + (Bs (30— 0°) 0l —3°) = (F8 =)
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par conséquent, on obtient

1) -0 .6 )
G(yn+1_y 7yn+1_y>

! é S 6 6 1) -0
(ﬁS <yn_ n) <yn -y )’yn+l_y )a
c’est-a-dire

S 5 .0 =5
G<yn+1_y Yn+1 —Y )
5§ 6 .0 o) ! o ) 6 =0 o -0
§G<yn_y 7yn+1_y >+<B5 (yn_(pn>(yn_y >7yn+1_y )

~ 00 (v =750 =5 )~y (Bs (33— 0F) — Bs (° — 0°) s — 7).
ou encore
1) =0 .6 =0
9 <yn+l =Y V1Y )

<(1-0y)0 (50 =733 =) + (85 (43— 92) (13- 5°) 3% - 7°)
— o, (ﬁa (yS - (0,?) —Bs (Ys - ¢8> Yo —Y6> ;

et par application du Théoreme des accroissement finis a ﬁ/ (+) sur I'intervalle d’extré-
mités (y;S — (p,‘?) et <)75 — (I)5> , on trouve
S =0 .0 =0
o <yn+1 =Y Ypr1 7Y >
5 6 .0 =0 ! 1) 1) ) 1) =0
<(l-w)o (y,, =¥ Vne1 =Y ) + (ﬁg (yn —<Pn> (yn —y ) Vg1 —F )

—o, (B (r*(0) (10— 08) = (+* = 0°) ) o1 —5°)

ou
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Par suite, on obtient

Y <yf+1 —7° —55>

<(t-o)o (-5 -7°) + (Bs (40— 0d) (45 -5°) i1 =)
—ay (B5 (P (0) (05 -5°)) il -5°)
+ay (B5 (20)) (90 = %)) 231 —5°).

si dans I'inégalité précédente, on ajoute et on retranche la quantité B s ( (pn , yn 1 )75> ,

on trouve

G(yfﬂ — 300 —y“s)
<(t-0)o (y2 =538 =)+ (Bs (40— o)) (45 —5°) i1 —5°)

— oy ((B5 (7 (0)) ~ B5 (5 — 02) +B5 (35— 92 ) ) (40 = 5°) 32,1 = 5°)
o, (B (*©) (07 =0%) ) 521 =5°).

c’est-a-dire

a (ySH ~7° 58 —y‘5)
(=)o (35 =553, =5 ) + (B5 (03 - 92 ) (30 —5°) yis = 7°)
o (8 (0 0) =85 (37 - 0)) (37 -5°) 921 =)
—ay ((B5 (02 -90)) (43 -5°) i1 =)
+o, (B (120 (97 -0°) 2 -5°).

Par l'application du Théoréme des accroissement finis a B’ (+) sur 'intervalle d’extré-
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mités (r5 (9)) et (y,‘? - (p,‘?) , on trouve
o ()’SH _)76,)’3“ _)76>
<(1-awy)a(yd =552, —5°)
+(1-o) (B (35 - 07) (05 -5°) i1 - 5°)
+ay, (Bs (°(0)) ((1-0) (30 —0f) —(1-0) (3° = 9°) ) (43 —5°) 581 —7°)
+ay (B; (°(8)) (92 -6°) 03,1 - 7).
L(0)=0(yi o) +(1-0)1(0),

et en utilisant la coercivité et la continuité de la forme bilinéaire o (.,.), on déduit

CH)’SH _)_’6

Zl(m <(1-a)C|pd -5

Hl(g)HyS“_y_S H'(Q)
Cls s 5 _5

+(1—coy)gHyn—y HHI(Q)Hy”“_y HH‘(Q)

a0/ (4-0f) - ()

+wy%H<p,?—¢5

o —3°

H(Q) H H(Q) Hng -5 HI(Q)

PR
HZ(Q)Hy"“ Y HHI(Q)'

Par la suite, on obtient

) )
CHyn+1 -y

P (1-)C |y -5

C
+wy(1—9)g

H1(9)+(1—wy)§Hyf—y‘5

‘(y?‘_@’?)_(ya_(pﬁ)Hyl(Q)Hys_y_a

et on déduit que

HY(Q)

Q) ‘H”y% H(Pr? —¢°

H( H2(Q)’

CH)’SH —Y_EHHI(Q) <(1- a’y)CHyg —YéHHl(Q) +(1-wy) % Hyf Y

HY(Q)
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+wy(1—6)§ ( yf‘_y_aHHI(Q)Jr‘ (p’?_q)s‘ H2(Q)) yg_yﬁHH'(Q)
+a)yg‘ (P’?_(p(s‘m(g)'
En appliquant I'inégalité triangulaire, on trouve
215 gy <1 - @I =5 o+ 1= 5525
ro, (-0 b =57, o + o5 el -9 0
+%(1—9)§\¢3—¢3)H2(m TRl .
et par application de I'inégalité de Young, il vient
C ySH—Y‘S’Hl(Q)S(l—wy) (C+g> yf—§5’H1(9)+a>y(1—9)% yf—f‘slil(g)
+coy(1—9)%‘ (p’f_(pa‘;(g)Jra)y%‘ (P’f_(p(s‘m(g)'
Finalement, on obtient
5 58 5 o|?
Ynb1 7Y ‘Hl(Q) SM{ In =Y ‘HI(Q)Jr In =Y ‘HI(Q)
2
+‘ (p,f—(bﬂ HZ(Q)+‘ (pf—q_)5’ H2(Q) }’
ol
)ngmax{(l—a)y) (C+%>,wy(l—9)%,wy%}.
O

Lemme 2.11. Soient respectivement ng et qor‘;_l les solutions des équations () et

() et 70 et @° sont respectivement les solutions des équations (E4§) et (M), alors

on a
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|

2
H2(Q)
HZ(Q)), (2.55)

ol As =4 A3+ (A3+1)+1) et k% = As+ A3 avec Ai, Ay et A3 sont données respective-

021 -9°) ’£+1‘5§HHWQ)§k6(>€‘“ﬁHqu>+‘¢f“¢ﬂ

_|_

H*(Q) N

y,‘?—y“s(

H(Q) +‘ o _(ps‘

ment par les Lemmes 2.8,2.9 et 2.10.

Démonstration. D’apres le résultat () du Lemme 2.10, pour n=0,1,2,..., on a

5 8 8 _ 6 55’
Yng1 =Y HHI(Q) = A3< In =Y ‘HI(Q)+ In =Y ’HI(Q)
2
ot 0L o8- 97], ) 250
ainsi, le résultat () du Lemme 2.9 nous donne
)p’(z“ _ﬁ(s) @) = & (‘ (p,f—¢5’ @) s _y(s‘ HI(Q)) ’
en d’autres termes, on a
2
) PSH —155’ H1(Q) < lz() (pl’? _‘pé‘ HZ(Q)+)’3< yg_)-;sl H1(9)+ yg_yé) H'(Q)
_ 2 A
+‘ (P;f_(Ps‘ HZ(Q)+‘ (Pr?_(Pé‘ HZ(Q))>’
ou encore
2
‘ PSH —ﬁSHHI(Q) < ;LZ’ o _(pﬁ‘ H2(9)+)“2)L3 (‘ ¢3_¢6’ HZ(Q)+‘ (P’?_(P(S’ H2(9)>
2
+Mk<y$ﬁﬂmmﬁ-ﬁ—ﬁhmm)
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Par suite, on déduit

‘pg“_ﬁ(s‘m(g) =

A3+ 1)‘ (P;f—(f?é’ Q)

+AM3‘ o - ¢6‘ iﬂ(Q)

+/12/13< R y,‘?—y‘aH;(m)
d’ou on obtient
o301y gy <22 1) ([0 =07+ 00

R yS—y“S\;(Q)).
Par la suite, on déduit
)p’?“ _pEHHl(Q) <A (‘ <p,‘?—<p5’ 12’-12(9)—'_‘ (pr§_¢6’ H2(Q)
o e T R (Q)) . (257)
ou
A=A (A3+1).

En utilisant la relation () du Lemme 2.8, on trouve
‘ P _(ps‘ H2(Q) <A ( Yoed _)75‘ H1(9)+‘ (pf—q‘ﬁ’ H2(9)+‘p§’+‘ _ﬁg‘ H1(9)> ’

et en utilisant la relation () du Lemme 2.10 et l'inégalité (), on obtient

Q) <k {13 (

|

(Pr?+l_¢6) ys_y_SHHl(er ys_yéHZ‘(Q)
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0 R W TR
+H(p’?_¢6 H2(Q)
(T W TS N

+[pa-5° H1(9)+Hy2—y5H;(m)], (2.58)
don
H(P’?H_(pé HZ(Q)S;Ll M3+M+l)(Hy’?_y_6 H1(9)+Hy§‘_y8 ZI(Q)
+H(p§_¢5 ;(Q>+H(p’?_¢5 H2<Q>>’

ou encore
ot 7 H2<Q)§7LS(H)’S_y_5 H1<Q>+Hyg_y_6 ;(m

+of -0’ ;(g)+H<p,f—¢5 HZ(Q)), (2.59)
avec

As =\ (7(,34-/14—1—1).

Ainsi, d’apres le résultat () du Lemme 10 et I'inégalité ()7 on trouve

5 =8 5 0
H(p"“ ¢ HZ(Q)+“y”+1 Y e

2

<25 (Hys _ySHHl(Q) * Hys _yaHHl(Q)

HZ(Q))
HZ(Q)) ’

+H<p,§—(p5 22(9)+ H(p’?_(pa

2

+A3 (Hyg _ysHHl(Q) + Hy’(s’ _yéHH'(Q)

+ H%g -9’ 22(9) * H(p,‘?—q‘)‘s
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par la suite, on déduit que

071 = 0]y 071 =51
S(AsMs)( R yS—y“S\;(Q)
ot =0 #0207
071 = 0] iy 71 =51
T (R P =
R TR

Ol\lk6:7t5—|—13 et7L5:/ﬂL|(/ﬂL3—|—lz(l3—|—l)—|—l). [l



CHAPITRE 3
Etude numérique du probleme de

controle optimal de 1’obstacle

3.1 Discrétisation du probleme de controle optimal

Considérons 'approximation par la méthode des éléments finis conforme du probleme
de controle optimal (@) Dans la suite on va présenter le probleme discrétisé, nous
définissons une approximation basée sur la méthode des éléments finis pour le probleme
de controle optimal.

Dans la suite, on considére une famille de triangulation (.7,),-, de Q avec chaque
élément T dans .7, nous associons deux parametres p (T) et o (T), ou p(T) désigne
le diametre de I'élément T et o (T) est le diametre de la plus grand boule contenue
dans T, la taille des mailles est définie par h = maxrc 7 (p (T')), nous supposons que les

hypotheses de régularité suivantes sont satisfaites.

A;. 1l existe deux constantes positives p et ¢ telles que

p(T) h
o =" pm ="

pour toute T dans 7, et tout h > 0.

A,. Nous allons définir Q, = |J T, et soient &, et 0Q;, désignent I'intérieur et la fron-
Te9),

tiere de Q, .

Nous supposons que Q; est convexe et que les sommets de .7, placés sur la frontiere

de dQ, sont des points de dQ.

7
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On définit par &, l'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a k, ensuite on
définit respectivement les espaces discrets suivants U,(l) =UNU, et V)?=H}(Q)NV, les
espaces des éléments finis associés engendrés par des fonctions de base nodales standard,
tels que les noeuds de la triangulation 7, sont notés par xp,...,x2, ou

Uh:{(pfe%l (Q) . (P}?’T Ec_@z’ TETh},

et

Vh:{ySE%(Q)Z y2|T E@l,VTETh}.

Dans la suite, on note par @, 'opérateur d’interpolation standard de Lagrange tel que
pour tout v dans € (Q) on a m,v(x;) = v(x;), alors 'estimation d’erreur d’interpolation

classique suivantes qui peut étre trouvée dans [10].

Lemme 3.1. Soit 77:,’1 pour i = 1,2, m, lopérateur d’interpolation standard de Lagrange,

pour p > 5 et pour tout v dans W™P (Q), on obtient
‘v— n£v|wm,p(g) < ChFm ]v|Wk,q(Q) , pour i=1,2.

Ou k et m sont des entiers tel que 0 <k<ietm=1—1, pourl=1,... k.

3.1.1 Approximation par la méthode des éléments finis du pro-

bléme de contrdle optimal

Sachant que l'opérateur B () est non linéaire, alors le terme (ﬁ (yg — qo,f) ,vh) est
évalué en appliquant une technique d’intégration numérique en utilisant la formule de

quadrature comme suit :

1 <ﬁ5 (yf - q’f?) 7Vh) = éwiﬁa ((y;f - ‘sz) (xi>) vi (Xi),
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ouw; >0pouri=1,...,n, sont les poids d’intégration numérique et B ((yg — (pf) (xi)>
pour i = 1,...,n sont des polynomes définis par morceaux couverts par 'opérateur d’inter-
polation de Lagrange m;, associé¢ a des points d’intégration numérique qui peuvent s’écrire
comme suit Bg <7rh (y,‘? — q);? )) .

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la discrétisation du probleme (PS) par la méthode
d’éléments finis, et on développera également les conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité discrétes du systeéme (8%). Une approximation de (335> par la méthode des

¢éléments finis peut étre donnée comme suit :

. 1 5 2y s 2
min
z _ v \V ) ’
e U {2 /Qh (yh Z) 3 /Qh ( i }

tel que
9 ()’27"/1) + (ﬁg <y2 — (pf) ,vh> = (f,vy), pour tout v, dans Vj,

(3.1)

ou JZ/QZ = Uyg VX" est un ensemble convexe fermé dans %,.

On conclut alors que le probleme de controle optimal (32;? ) admet une unique solution
<y2, (p;ls > , et que la paire <yg, (p,‘l'S ) dans Vj, X %}, est la solution de (32,‘? ) si et seulement
s’il existe un état adjoint p}‘? dans V}, tel que le triplet <y2, pg, (p;lS ) satisfait les conditions

d’optimalité :

c (y,‘?,vh) + <[35 (y?; - (p,‘?) ,vh) = (f,vn), pour tout v, dans Vj, (3.2)

o (pg,wh> + (ﬁé (y,gl — (p;‘?) pg,wh) = (yg —z,wh> , pour tout wy, dans V}, (3.3)

(—A(p,? +ﬁé (yg — (p;'?) pg, W), — (p[?) >0, pour tout y;, dans 52/“}2. (3.4)

Dans le but de faciliter les calculs pour les estimations des erreurs, il convient d’intro-

duire de nouvelles fonctions y((p,;ss ), p((p;lS ) et (p}js que 'on appellera fonctions auxiliaires,
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de telle sorte que le triplet (y‘s((p;;s ),ps((p;? ),(p;l'S ) soit solution du systéeme d’équations

suivant, que 1’on appellera systeme intermédiaire

o} <y5 ((pf) ,v> + (ﬁg <y5 <(p,?) — (pf) ,v) = (f,v), pour tout v dans Vj, (3.5)

o <p5 ((Pf) ,W) + (ﬁé <y5 ((P;f) —%‘?) p° ((P;f) ,W> = (y5 ((Pf) —z,W) ,
pour tout w dans Vj, (3.6)
(—Afp;? +B; (y5 (fpf) - <pr) p° (<P/f) Y- <P;?) >0, pour tout y dans %, (3.7)

Le Lemme suivant annonce que le gradient de (P}? est borné dans L? (Q) et il va servir a

la démonstration du Lemme 3.3

Lemme 3.2. Soit (p,f une solution optimale qui satisfait le systéme d’optimalité discret

donné par les équations()—(@) alors on a

<cC, (3.8)

vapf

2
L*(Q)
ot C est une constante réelle positive qui ne dépend pas du paramétre d’approximation h.

Démonstration. De 1’équation d’état discrete donnée par (@), on choisit de prendre

@d = (p;lS =0, alors on obtient
o (5 (0),v) + (B5 (35 (0)) ,va) = (f, ), pour tout v, dans Vi,

et si on choisit de prendre v, = y? (0), on obtient

o (35 (0,35 (0) + (B5 (33 () 35 (0)) = (/.3 (0)).-

Par coercivité de la forme bilinéaire o (-,-) et yg (0) > 0, alors on obtient f3 (yfl (0)) =0,
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et on déduit que

<C

¥ ©)

Hy ()

Sachant que (p;lS est une solution optimale du probleme (P;jS ), on obtient

;(mS/Q(y;f—z)zdﬁ/g(w,;f)zdx,

par conséquent, on déduit que

Hquf

2

P = /g (R _Z)zdx’

HV@f

dans ce cas, il vient

;(Q) =2 (/Q (v (0)>2dx+/9 (Z)de> :

< C et z dans L?(Q), alors on déduit que
Hy(Q)

HV@f

et sachant que Hyg (0)‘

2
<C.

79,50

]

Le Lemme suivant nous affirme que y® est borné dans H{ (Q) et il sert a la démons-

tration du Lemme 3.4.

Lemme 3.3. Soit y,‘f une solution optimale qui satisfait le systeme des conditions d’op-

timalité discret donné par (@)-(@) alors on a

<C

(3.9)

5
Hyh ’ HL(Q)

ou C est une constante réelle positive qui ne dépend pas du paramétre d’approzimation h.

Démonstration. D’apres la définition de B (-), on sait que si yg (x) — (p;,S > 0, alors on
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obtient f (yg (x) — qo;? (x)) =0, et que si y}‘? (x) — (p;ls (x) <0, alors vy, (x) —y,‘? (x) > vy (x) —
(p;;‘S (x) et B (yg (x) — (p;lS (x)) < 0, alors on déduit que 8 (yg — (p,‘? ) (vh —y2> < 0 presque
partout dans Q. Si on choisit de prendre v, = vy, —yg dans I'équation d’état discrete

donnée par (@) on obtient
o (y;‘f,w, —w‘f) + (Ba (y;‘f - <sz> »Vh—y;‘f> = (fmz—y;‘f) ;
par suite, il vient
o (spmn—35) = (fovu=t) == (Bs (v — o ) v —45) > 0.

D’apres les propriétés de B (-), on sait que — (ﬁg <y2 —(p;? ) ,vh—yg> > 0, alors on
déduit que
o (ylswvh —)’2> - (f?vh _y2> Z 07

ou encore

=Y (y;‘?,yf) +0 <y;5,,wz> > (fm;—w‘f) :

Par conséquent, on obtient que
c (yf,,y2> < (f,yfl - Vh) +o (y,f,wz> :

et si dans I'inégalité précédente on choisit de prendre v, = q);? , on obtient
c (y;‘?,yg) < (f,y,f —<Pf) +o0 (y,f,fp;‘?) :

En utilisant la coercivité et la continuité de la forme bilinéaire o (.,.) données respec-

tivement par les hypotheses C; et Cy, on trouve

]

12L10'(Q) = CHyg - (P;’S L2(Q) +CHyg‘ H)(Q) H(P;?) H(;(Q)’
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et grace a 'inégalité triangulaire, il vient

o <€ (3]0 + lo?

Par la suite, on déduit deux cas :

i = 98

]

via) il o8

HY(Q)

dans ce cas, il n’y a rien a démontrer.

Le premier cas : C Hyg‘

L2(Q)
Pour le dewieme cas ot 02, ) <€ [5#] g
our le deuxieme cas : ol || @} HI(Q)_C ) L) on a
1) 1)
e —
Hyh Q) — i H&(Q)+
Finalement, il vient
1)
<C.
Hyh‘H(}(Q)_

Le Lemme suivant permet d’affirmer que Bg (yg — (p}? > est bornée en norme L? (Q).

Lemme 3.4. Soit (yg, (p;?) une solution optimale qui satisfait le systeme d’optimalité

discret (@)—(@) alors on a

2

Hﬁa (y2—<p,f)

<C. (3.10)

(@)

Démonstration. D’apres ’'équation d’état discréte donnée par (@), on obtient

Hﬁﬁ (y;? - ‘Pif) ;

@ (55 (Y;‘? —<Pi?> ,Ay2+f> ,

et si dans 'égalité de droite, on ajoute et on retranche (ﬁg (yg—(pg) ,A(p,?), on
obtient

[B5 (55 08) o = (85 (55— 08) .2 (52— 08)) + (Bs (43— 98) . 28 7).
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en utilisant la la formule de Green, on obtient

Hﬁa (y?, - ‘P}?)

2

<= (985 (58~ o) ¥ (58 - o2))

—(vBs (0 —of) . vor ) + (Bs (s — i) . f).

L(Q)

dans ce cas, il vient

HBS (yf - @/f) o

2
et d’apres les propriétés de B'(+), on sait que la quantité — <B(’3 (yg — (p}‘?), (V(yg — (p;?)) )

est négative, alors on déduit
(85 (55 08) [ = (85 (52— 08) v (55 - 02) V) + (B5 (53 - o) ).
et par application de I'inégualité de Cauchy-Schwarz, on déduit
Hﬁﬁ (y;‘?—(p[?) 2 ‘
et grace a 'inégualité de Young, on obtient

Hﬁa(y;‘?—wf) L@ %‘ (yh %‘?)2

+32 Hﬁa ()’h ‘Ph)

( ) vn— (Ph)

@ IV onll120) + (136 (y;‘? - ‘P/?) ,f) ,

2

1
2% IV (s — 01) VOull 12 )

1
2@ 2—82Hf||i2(9)

Par suite, il vient

Hﬁﬁ (y,‘? - ‘P/f)

2

’(y;‘?—ﬁl’/f)

2 g_ ‘
(@)~

L(Q)
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1 2 2 1 2
2 IV 0n = on)ll72(0) IV @rllz2 ) e 11720

et par application de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on obtient

2

165 (5 - o)

iZ(Q) g% Hﬁé (y;‘?—wf)

Q)

1 2 2 1 2
g, 10 = Pulligy o) IV Oull2(0) + 5 IF 20

Finalement, en utilisant les Lemmes 3.2 et 3.3, on déduit

2
<C.

Hﬁa (y/f—fl)f)

L2(Q)
O
Le Lemme suivant permet d’affirmer que ﬁé <yg — (p;ls > pg est borné en norme L? (Q).

Lemme 3.5. Soit (yg,pg, (p;?) une solution optimale qui satisfait le systéme des conditions
d’optimalité discrétes donné par (@)7(@), alors on a

2 C

Hﬁé (yf—%f)p;‘? re S5 (3.11)

ou C est une constante réelle positive qui ne dépend pas du paramétre d’approzimation h.

Démonstration. D’apres ’équation de 1'état discret donnée par (@) avec vy = pg, on

obtient
6 &6 S 6\ .0 6 1) 1)
o <Ph,Ph> + <B(/s (yh - %)Ph,l’h) = ()’h —Z>Ph> :
En utilisant la coercivité et la continuité de la forme bilinéaire o (-,-) données respec-

tivement par les hypothéses C; et C; et d’apres la définition de B’ (+), on déduit que

2
5 5 5
th‘H&(Q)_ Yh ™% Ph
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et en utilisant le Lemme 3.3, on déduit

<C.

P20

En outre, on a

A

et par la suite, on obtient

, 2 1 2
) ) ) )
ﬁs()’h_(Ph)Ph‘ dxéﬁ/g‘ph‘ dx,

o4,
2 Ph||.,
1 (6 8) 8 L*(Q)
Hﬁa ()’h—‘Ph)Ph 12(Q) = 52
Finalement, on déduit que
C
(.6 AR
Hﬁs (yh - (Ph>ph 2@ S5

]

Le Lemme suivant nous permet d’affirmer que ﬁé <y2 — q);? > pg est borné en norme

L*(Q).

Lemme 3.6. Soit q);? une solution optimale qui satisfait le systeme des conditions

d’optimalité discret donné par (@)-(@), alors on a

HA@f

2
<cC, (3.12)
(@)

ou C est une constante réelle positive qui ne dépend pas du paramétre d’approximation h.

Démonstration. D’apres I'inéquation de projection discrete donnée par (@), on obtient
5} ) 6\ ,.0 ,,0 o 1) h
<_A(Ph +Bs (yh - %)Pha% - ‘Ph> > 0, pour tout v dans %4
et si on choisit de prendre l//;? = A(p;? dans l'inégalité précédente, on a

(—208 +B5 (v —9f ) ph. 50 —9F ) >0,
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par suite, il vient facilement que

(—00f, 008 ) + (20808 ) + (B5 (35— of ) i 0F — 0 ) = 0

En outre, on trouve que

(208, 007) < (20].08 ) + (Bs (v —of ) . 200 =07 ).

et grace a la formule de Green, on déduit que
(208.000) <= (Vo . voP )+ (Bs (30 —of ) ph. L0l —0f ).

Comme il est évidemment clair que — (V(p}‘?,V(p;lS ) est négatif, alors on obtient que

202, 0 < (85 (2 - 08) 2007 - ).

ainsi, on déduit que

(Ba( >phaA(Ph)_(ﬁé<yg_¢f?>pga¢}?>y

en utilisant la formule de Green, on déduit

HA%

HA(P;?Z §<V/35< (Ph>ph=V(Ph> (/35( >ph=(Ph>

L(Q)

Finalement, on trouve

i = (08 - 08) 85 O - 08) o Vo)~ (83 (o7 — o i o).

HA%




CHAPITRE 4

Estimation d’erreur a priori

Le Théoréeme qui va suivre est I'un des résultats importants dans cette these, il nous

permet de donner une estimation a priori de I'erreur comise sur la fonction controle (p5.

Théoréeme 4.1. Soient respectivement <y5,p5,(p6> et (yi,pf,(pf) les solutions du sys-
téme des condition d’optimalité continu donné par (2.1.3a—2.1.3c) et du systéme des

condition d’optimalité discret donné par (4.1.1—4.1.3), alors on a

l0®=of| |, <co(o®—0l.0° i) +c(-0¢% 0" —yp)

+c(Bs (30 —of ) Pl —vi).

Hy ()

pour tout l//,;‘S dans 52/;&, et d’apres le Lemme 3.5, on déduit que

clo®—ai]| ,  <co(o®—0f.0® i) +e(-00% 0d i)+ 5 0® —ud

HY(Q) L(Q)’

pour tout l[/,;‘S dans 02/“@, ou ¢ et C sont des constantes positives qui ne dépend pas du

paramétre h. Alors on obtient les estimations suivantes :

Premier cas : Si 0 est indépendant de h, on obtient

o708 g = 5 19" ()
Deuxiéme cas : Si & est dépend de h, on obtient
H<P3 — <p;f) ;;(Q) < Ch? % max (H(/w’ @) q,a‘ 22(9)) _ (4.2)

88
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Ou C est une constante positive qui ne dépend pas des paramétres d’approximations h et

J.

Démonstration. D’apres les propriétés de la forme bilinéaire o (.,.), on peut écrire que

o (0° 900"~} ) =0 (0"~ 0f.0° —vil + vi — ) )

=0 (0" 000" —vi )+ (0° —0).vi —0}).

pour toute l[/,f dans 02/;51, et grace l'inéquation de projection discrete donnée par (@),

on a
o (o8 v~ o) = (Bs (30 —of ) pil.vi — ) pour toute yf dans %

et d’apres I'inéquation de projection donnée par (2.12), on a
o <(P5> %‘? - (P5> > <B5 (y5 — (p5> p5, Il/f — (p5>, pour toute l[/;? dans %a};,,

et
o (92w — o) +o(0%.00 —9%) = (B5 (+* —0°) P°. 48 — 0°).
pour toute %‘? dans %a}é, alors il vient que
o (97— 0. 0°—of ) <o (07— 9. 0% —yf )+ (~20° + B; (40— 07) %, 0" — v}
+<ﬁé (y5—¢5>p5—ﬁé <y2—¢f>pfawf—¢8>

+(Bs (0= 0°) p* —B5 (v —of ) pi0— 0.

pour toute l//[? dans 02/;2.
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D’apres les propriétés de [3/ (.)p®, on déduit que
" <o(9®—ep0’—uf)
Hj(Q)

) S (.0 6\ .6 0 1)
—<A<p P —wh>+<l35 (yh—qvh)ph,w —wh>,
pour toute l;/;? dans JZ/QZ, et par application du Lemme 3.5, on trouve que

2

<o (0°-0f.0°—vi) (2000 v )+ |0° i

c|lo®—¢f

H(Q) @)’

pour toute l//;? dans %Z, et si dans I'inégalité précédente on choisit de prendre y, = m, q05,

alors on obtient

H‘P(S — o 21(9)

H2(Q H

<alo’ =m0l 0+l v

+% H 2Q)’
(@)

pour toute I//;ls dans 02/;(’1. Alors, on déduit que

2
<Ch2H 5H Ci2
<cr||o|| o+

H(p6 i izg(g)

Dans la suite, on va traiter deux cas suivants la dépendance de 8 par rapport a h.

Premier cas :si 8 est indépendant de A, on obtient

2 Ch2
H} (Q ‘

|0°—of

Deuxiéme cas : Si 6 dépend de h, alors on peut prendre 6 = h%* tel que a > 0. Ainsi,

on obtient
2 Ch2
) ) 2
— < Ch
H(p i HAQ) ~
ou
H(Pa_(pé 2 <Cth¢aH2 o et
Mla@) = H2(Q)
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et pour 0 < o < 2, on obtient

< Ch*~*max (H(p‘S’

2
H?(Q)) '

H2(Q)' (P6’

H‘ps_(p’?’iz(}(g)

Le Théoreme suivant, permet de donner une estimation a priori de ’erreur comise sur

la fonction de Détat yo.

Théoreme 4.2. Soient respectivement (y‘s,p‘s,(p‘s) et (yg,pg,(p;?) les solutions des sys-
téemes des conditions d’optimalité donnés respectivement par (@)—() et (@)—(@),

alors on a : Premier cas : Si 0 est indépendant de h, alors on obtient

b st = 5 (b7

HZ(Q)) . (4.3)

Deuxiéme cas : Si 8 dépend de h et 0 < o < 2, alors on a

a1

e I S (T

H%Q))) S

On C est une constante positive qui ne dépend pas des paramétres d’approximations h

et o.

Démonstration. Sachant que la forme bilinéaire o (-,-) est coercive et continue, alors on
peut écrire que

c

2
o 0 ) o 0 0
- <G< —Vh» - ):
y thHl(Q)_ Y =YY — Y

et si dans l'inégalité de droite précédente on ajoute et on retranche (nhy,y5 — y,f) on

trouve
2

CHy‘S—y;?’ LSO <y5 _YS7)’5_7Thy6) +o <y5—y2,7rhy5 —y2> :
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En utilisant les deux équations (@) et (), on obtient

ey’ —y;‘?’ 21 <0 <y5 —y?,,ys _77:h)’8> - (135 <y5 - <P5> —Bs (y;‘? - %‘?) Ty° —y1‘2> ,
(4.5)
et
my° —yh = <y6 — <P5> - (y/f - <Pf) + <<P5 — <p;?> +my° —y°. (4.6)

En remplagant (@) dans (@), on obtient :

2

<o (2 -y~ m?)
(55 (5 ) (o). (55— ) ()
—(Bs (x*—0°) B85 (25 — 97 ) .9° — )
- (ﬁs <y5 - <P5> —Bs (y,‘f - <P;f> Ty° —y5> :

5.5
cHy _yh‘Hl(Q)

et comme f3 (.) est croissante, alors on déduit que

2

cHy5 —y;‘f‘ L <y5 —33.5° —nhy5> + (Ba (y5 - (P5> —Bs (y;‘? - <P;f> LoF — <P5>
+ (B6 <y5 — ‘P5> —Bs (y;? - %‘?) - ﬂhy5> ,
dot
¢ y5—y,§];(m SCHyS_yZ’Hl(Q)Hya_nhya‘m(g)
+]18s (0= 0%) =5 (8 - ) |, o, |08~ 07 o,
- Hﬁs <y5 —~ (05> —Bs (yf - <Pf> L@ Hy5 — my° .

En appliquant le Théoreme des accroissement finis a fB(-) sur Uintervalle d’extrémités
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<y6 — (p5> et (y,‘? — q)f) , on trouve

2
1) 1) 1) 1) 1)
_ < _
e PR B
Ly 5.5 H 5 _ 8 H 5 8
3 B ()‘ (Hy |2 Q)+ A 2) ¢ — 2)
Py 5 .0 H 5_ 8 H 5
*3s P (')‘ (Hy h LZ(Q)Jr i 2(Q) @)’
et d’aprés le Théoreme 2.2, on a
2 C 2
1) 1) 1) 1) 1) 1)
_ < — _
el =l =€ ol +5H<P X
#5070
5 ¢ (Ph LZ (Q)’
et en appliquant I'inégalité de Young, on obtient :
2 2 C 2
1) 1) 1) 1) 1) 1) )
M B ‘| 5l
Hy Il gy =" 1 7 Hl(g)Jr Tl 2(Q)
S RS
5119~ e 8 @)’
ou encore

2
L(Q)

2 2 C
5.5 5 5 55
R =107+ 5 [0
Hy thHl(Q)_ Yoy H'(Q)+5 L
2

+g” 2Q)’
(©)

d’ou

Hy5 —y

s 2
12Q))

iﬂ(ﬂ) = % <Hy5 _”hysH;(g) * H‘P5 ~

Alors, on peut remarquer qu’'on a deux cas : Premier cas : Si § est indépendant de h, en

utilisant le Lemme (@) et le Théoreme 4.1, on a

2 Ch? H ‘ Ch2

<
H'(Q)

Hy5 —y

H2(Q)
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HZ(Q)) '

Alors

b st = 5 (b7

Deuxieme cas : Si 6 dépend de h, alors on a

w1

e R R et (P
Yo H(Q) ~— & H2(Q) 1) ¢ H2(Q) ¢ H(Q) )’
et si on prend 6 = A% tel que 0 < o < 2, alors, il vient
2 Ch? 2 Ch*~“ 2
1) 1) 1) 1) 1)
_ < 2
Hy yh‘Hl(Q)_ h% ’ ‘H2(sz)+ po X (pr )Hz(g)’ ¢ ’HZ(Q))’
et
9y = gy + 7w (0] [
"Mlae) = H2(Q) Q) Q)

Finalement, on obtient

2
5 .8 220 (||
— < Ch H ‘
Hy thHl(Q) - ( Y

o)

2
H2(9)>) '

22(9) +max (H(Pa‘ HX(Q)' ‘

Le Théoreme suivant nous donne une estimation a priori de l’erreur comise sur la

fonction de I'état adjoint p®.

Théoreme 4.3. Soient respectivement <y5,p5, (p5) et <y2,pg, (pf) solutions des systemes

des conditions d’optimalité donnés respectivement par (@)-() et (@)-(@), alors on

a !

Premier cas : Si 0 est indépendante de h, on obtient

o5t} = 5 (I

22(9) * Hq)a‘ H2(Q)) ' (4.7)
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Deuzxiéme cas : Si 0 dépend de h et 0 < o < 2, alors on a

229)+max<‘ 29))), (4.8)

Ou C est une constante positive qui ne dépend pas des paramétres d’approximations h et

J.

2
1) 1) 22«
— <Ch ‘
Hp p”HHl(Q) - (

Démonstration. Sachant que la forme bilinéaire o (+,-) est coercive et continue, on peut

écrire que

2
5 5_ .8 5_ 8
HH‘(Q) =0\ TP P T Py

et si dans I'inégalité précédente, on ajoute et retranche <7rh p® pd— p;‘?), on trouve
2
c Hp5 —prHI(Q) <o <p5 —ph.p° - nhP5> +0 (p5 —ph up® —p;‘f) :

et en utilisant () et () on obtient

2

<o <p5 —p2.p° - %hp‘S) +o <p5 —p mp° —m‘f)

- (Bé <y5—¢5) p° —B§ (y;‘? —(Pf) Py, mp° —pfl) ,

5§
ch " Phllya

et si dans l'inégalité de droite précédente, on ajoute et on retranche la quantité

<p5,7thp5 —pg) on trouve :

2
19} 1) 0 6 &6 19}
CHP —thHl(Q) Sc(p —PpP —ﬂhp)
ﬁs( )Pé—ﬁé (yg—(P;?)Pgaﬂhpé—Pf)

+ (y‘s—yh,ﬂhp —p >+ (y‘s—y}‘?,p‘s—pf,),

et en ajoutant et en retranchant dans l'inégalité de droite précédente
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<ﬁ6 < )P ,7p° —p > , on obtient

2
<O_< 5 57 §_ g 5)
mq SO \P PP e

—(Bé (y/f )(p —ph> TP —p>
—(ﬁé (y;‘? )(p‘s—ph> p —ph)
+ (=Y, Twp — p)+<y Yi> P PZ)

—((ﬁé(yz‘? ;f) ﬁ( 5>>p TP — p)
= (85 (=) =85 (1= 0%) ) 270" =1).

Comme d’apres les propriétés de ,B/ (+), on sait que — (ﬁé <y2 — (p,‘?) <p5 — pg) pP = p,‘?)

ch‘S—p;‘f

est négative, alors, on obtient

2

o[ 0 (o) (05 ) (7o) )

+<y5—yh,7rhp —p5)+(y5—yh, h)
((Bé(y —<P> Bs (y;‘? <P;f)>p , TP —p)
~ (85 (s —0) = ("= ¢°) ) 7.0 11).

et comme la forme bilinéaire o (.,.) est continue, on peut écrire que

o R R N T

+ 1B (yif—(Pf?) HP ~ |, H 12(@)

+ [y - L2<Q)H”’“p8_p8 L2(9)+Hy i e’ —p;? =)
+|185 (° ~ %) = B (35 — o) LZ(Q)HP 20 H ()
n Bé(y‘S—(p‘s)—Bé(yg“Pg) 2@ Q)Hp i @’

et par 'application du Théoreme d’accroissements finis a [3/ (.) et en utilisant l'inéga-
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lité triangulaire, ainsi que le fait que la quantité ,B/ (yg — (p;? > est bornée, alors il vient

wl?’

_CHp5—p,§ HI(
@l

* Hys_ngH‘(Q) thpa _pﬁHH'(Q)+ Hy6 _ngH‘(Q) Hp‘s—ngH](Q)

2(9)) Hpé_
Q)> |p?=pi

2
5 8
CHP " Ph g

CHa_a
+Cs||p th

5_ .6
+Cs (Hy g

o=,

Q)+ H(pa 9 2

o |
+ 6< YTV || H1(Q)

et d’apres le Théoreme 2.2, on déduit que

§
L2(Q)

R N T Y (R WS Tt
@]

En utilisant I'inégalité de Young, il vient

+C5H

[ ] P e oo =0
d’ou
2 2 2
o ril} e =5 w10l
Oou encore

s 2
129Q))

R (T S T

Ainsi, on peut remarquer que l'on a deux cas :

Premier cas : Si § est indépendant de A, en utilisant le Lemme 3.1 et le Théoréeme 4.1,

il vient

Ch2 Ch2

2
5_ 6
L
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par conséquent

2 Ch?
s 3
— <
Hp Ph HY(Q) — 62 (

ZQ))'

Deuxiéme cas : Si 6 dépend de h, alors on a

2 Ch*>~@
H2(Q)+ 5 max(

2 Ch?
) 0 )
H Mla ) 0 H )

Q))’

et si on prend & = h% avec 0 < o < 2, il vient

C h2 o
max
("

2 Ch2
5 8
Hp Ph ()_h“

Q))’

alors

2
1) 0 2—a
— < Ch
Hp thH‘(Q) =

2
S 220
Ch m
p HH2(Q) + ax(

2
ZQ))

Finalement, on obtient

2
H'(Q)

< Ch*~2@ <‘

2
—l—max(‘
ZQ)

o))

|p?=p}

29)"

]

Le Théoreme suivant permet de donner une estimation a priori de I’erreur comise sur

la fonction objectif J.

Théoreme 4.4. Soient respectivement (y‘s,p‘s,(p5> et (yg,p,‘z,(p,‘?) solution des systemes
des conditions d’optimalité donnés respectivement par (@)—() et (@)—(@), alors on

a

Premier cas : Si 0 est indépendant de h, on obtient

(5%.0%) - ()] < G (] ) 69
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Deuziéme cas : St 6 dépend de h et 0 < & < 2, alors

7(5%0%) ~7 (55,0

< cp1-%) Hys‘ ;(Q)

4+ max <

2
H2(Q))
2 Q))]

+Cht=®

5 2
A

29)"
a

Lo 2 (max (H(pa‘ o 2 2 Q)) 1 max (‘ X Q))) (4.10)

Ou C est une constante positive qui ne dépend pas des paramétres d’approximations h

et §.

Démonstration. D’apres les fonctions objectifs données respectivement par (2.1) et par

(@), on obtient

‘J<y5,¢5> —J(yiwf)‘ =

Ly s s VH 2 Ly s s v 5%

Al 3150 St 215

‘zHy Y| oy T2 IV 2@ 2P T pe) T 2 i 2(Q)
ou encore

7(0%.0%) = (o) =

Ly s 2 Ly s s))? VH 5% VH 51

~|y8 = B v v .

‘2Hy Yd | 12(q) ZHyh Ya LZ(Q)+ 2 IV 2@ 2 i 2(Q)

Alors on trouve

7 (%9%) =1 (o8| =

81 (0 N L (2 S\
1

"2

2
(‘y _yd )—Hy,‘z—yg LZ(Q))X(Hys_yS 2(Q

o)
)
2Q))’

)+Hy1§—yd
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et

’J <y5,<P5> —J<y;‘37¢/f>‘ =

Hy5+y,‘f —2y8

Y

’ %Hy(s_y’? 2(Q) LZ(Q)+§HV(pa_V%?HLZ(Q)’)V¢5+V(P’f 2(Q)

si on ajoute et on retranche yg dans la premiere partie et (p;lS dans la deuxiéme partie de

droite de I'inégalité précédente, on obtient

‘J <y6 <P5> —J<y;§,¢f?> =

i

[~

— Y2 =27

2Hy —

+§ HVq) —V(ph

L2(Q) Q)

Vo® Vgl +2vp?

Q) @)’

alors

7(%0°) =1 (o800 | <
2(0) <Hy6 20 (@

1 KR L N (s I

+2Hyg

1
1) ) S
EHy ~h L ZHyh L?

L%Q))
LZ(Q)) ’

et en utilisant les deux Lemmes 3.2 et le Lemme 3.4, on obtient

7 (%0°) —s (el <
19} 1)
1 (R
Par suite, on trouve
1
’J (y6,¢6> _J<y}517(p;?)’ E Hy _yh (

+ = HVgo —V(th +CHV(p5—VgD}?

@) +C) " % HV(’)S ~voi 2(9) (HV(’)S —vey

rc) |
(@)

iy 278

()

@)’
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et par injection de H' (Q) dans L?(Q), on obtient

C 2
5 5 3 9 §_ 8 50
401 ALl A

#3002, g, 0 -0

H(Q)

Ainsi, on remarque qu’il y deux cas.

Premier cas : Si § est indépendant de h, en utilisant les Théoreme 4.2 et 4.3, on

obtient,
’J<y6’¢5) (yh (p")‘ =282 (‘ ‘ )+C_h(‘ ’ 22(9))
Cvh? ||
"5 | \Hz l/zH

Finalement, pour ce premier cas on déduit que

1(5%.0%) 1 (o.08) | = 5o (] )

Deuxieme cas :Si 6 dépend de h et si on prend 6 = h%* telle que o > 0, on obtient

1(65.0%) 1 (58.08) | X7 (9 o | )

H
+zcw—a(uyéuzm+m( L))

vCh>~¢ (
+ max ‘ , ’
2 Q)

X
1
2
HZ(Q)>
1
2
Q)) ’

) (04
+Ch 2 max(’

Finalement, pour ce deuxieéme cas on déduit que
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2
HQ(Q))
HZ(Q))> ’

]

7 (5%.9%) -2 (0f) | <t (7

+Ch1=®)

HY(Q)' H‘Pé,

5 e[ o))

"2 (oo * o)+ o

o ([0

|| P

|

%
H2(Q)

1
2 B
HX(Q)' ¢ ’

H2(Q)' 908‘

4.1 Implementation numérique

4.1.1 Approximation numérique de I’équation d’état par la mé-

thode des element finis

Dans ce paragraphe, on considére I’approximation numérique par la méthode dite de
Galerkin de I’équation d’état donné par (@) Pour le choix de la base, il faut qu’elle

satisfait les conditons aux bords imposées dans le probleme () qui sont, bien en-
tendu, les conditions homogénes de type Dirichlet. Il ne faut pas non plus oublier qu’on
doit toujours chercher une solution optimale <y2(q)5), pg((p‘s), q);? ) sous forme d’'une com-

binaison liniaire de polynomes de degré <2, comme suit :
o) (x) =Y 99 (x), (4.11)
i=1

et

i (09) (9 = il yivi (x). (4.12)

Comme Vj, est de dimension finie, et pour des raisons de calcul, on ne considére que
la série tronquée d’ordre N. les relation () et (4.12) sont écrites respectivement sous

la forme

N
o (x) = m0° (x) = Y @ii (x), oui=1,...,N, (4.13)
i=1
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N
yg ((p;‘?) (x) = Jrhy‘S ((p5> (x) = Z)’i¢i (x), oui=1,...,N, (4.14)
i=1
et
fi=(f,¢;)) oui=1,...N. (4.15)

Il s’agit de trouver (,D;l$ et yg ((p;? ) qui vérifient le systeme de conditions d’optimalité
discret donné par (@)—(@) tel que go;? est dans %, et yfl (go;? ) est dans Vj. En d’autres
termes, il s’agit de trouver les valeurs des inconnues (¢i); < ; < 3 et (Vi) <; < i, telles
que,

o <y2,vh> +é ([3 <y,‘2 — (pf?) ,vh> = (f,vn), pour tout v, dans V. (4.16)

Par suite on peut écrire
- 1 5 5
c Z)’i‘Pi (x),v, | + 31 ([3 (yh — (ph> ,vh> = (f,vn), pour tout v, dans Vj, (4.17)
i=1
ou I est 'opération de l'intégration quadrature défini par
E G
= Z Zwtg x;) (4.18)
e=1t=1

Ou E est le nombre total d’éléments et G est le nombre total de points d’intégration
dans un élément, wi et x{ sont les poids et les points d’intégrations numérique et ¢t =
1,2,...,G, et e=1,2,...,E. La raison pour laquelle la regle d’intégration numérique I est
appliquée au terme de pénalité est que 'intégration exacte de celui-ci est impossible en
raison de la non-linéarité de la fonction de pénalité 8 (yg — (p;? ) . Ou encore, en utilisant
la linéarité de o (.,.) et f, il sagit de trouver (¢); < ; < y dans % et (yi); < ; < y dans Vj,

tels que :

Zy, q), + é](ﬁ <y,§ —(pf) ,¢j> = (f,¢j), pour tout j=1,....N, (4.19)
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c’est-a-dire

N 1 E G 5 5
Y vio (9i(x),¢)) ts Y Y wiB (yh _(Ph> () 9; (xf) = (f,9;), pour tout j=1,....N.
i=1

e=1t=1
(4.20)

En substituant les deux relations () et () dans I’équation précédente, on ob-

tient

N 1 E G N
Era(o0)+ 5 £ Eib (Lo-moe ot o
=(f,9;), pour tout j=1,...,N. (4.22)

Ainsi, on déduit que

N 1

E G N N
Zyi6(¢i(X)a¢j)+gZZZW (Z _(Pi)¢i(xf)>¢j(xf)

i=1 e=1t=1i=1 i=1

= (f,¢j) , pour tout j=1,...,N,

N e e t e __ e
ou 'y; = Ww;y; et O = w; ;.

Par la suite le systéme d’équations () s’écrit sous la forme matricielle comme suit

AY +B(Y,®) =F, (4.23)

N N
ou A= (aij)i,j:l’ Y = (yl')gvzl et F = (fz)fvzl tel que aij = th V¢iv¢jdx et fl = (f, d)l)

avec le terme non-linéaire

1

o)~ ¥ Fois (£

e=1t=1

Mz

—¢;) 0 (Xf)> ¢; (x7) -

I
—_



4.1 Implementation numérique 105

4.1.2 Approximation numérique de la fonction objectif par la

méthode des element finis

Pour I'approche directe, on est obligé de considérer 'approximation de la fonction

objectif J. En substituant les deux relations () et () dans la fonction objectif J, il

N 2 M 2
W, 9f) = %/Qh (Zi)’i(bi (X)—Z> dx+§/gl (Zi oV o; (x)> dx, (4.24)

=

vient

ou la fonction objectif Jj, (y,‘f, (,D;l$ ) donnée par () s’écrit sous la forme

N 2
Jh(yf,w;?):%/gh (;yi(l)i(x)) _zzqu)l x)z | dx (4.25)

v M ?
+—/ (Z (PiV¢i(x)) dx, (4.26)
2 Joy \i o
c’est-a-dire
ER IR [ owar 3 Y L, 990500 (.27
l] 1 iL,j=1i#j
; 2dx—Zy,/ x)zdx+ =~ Z:(pl/Q (Véi(x))*dx
h

+§ <Pz<p,/ V@i(x)V;(x)dx

Par suite la fonction objectif Jj, (y;, ¢5) donnée par (El]) s’écrit sous la forme matricielle
comme suit

1
T (Y, ®) = 5Y’MY+CI>’NCI>—Y’Z+ 7, (4.28)

ou M = (Cif)?,]jzl et N = (biJ')i'\,,j:l’ 7z = fghzq)idx et y= %fgh(z)de, tel que b;j =
Jo, 9i9jdx et a;; = o VO;V¢;dx et Z= (2i)i1 -
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4.1.3 Approximation numérique de I’équation d’état adjoint par

la méthode des éléments finis

Introduisant également la discrétisation de p; dans I'espace Vj, comme suit

ﬂMz

pidi (x) (4.29)

Par suite, I’équation () revient a trouver pi,..., py tels que :

N 1 N
c <Zpi¢i (x) 7Wh> + 51 <I3 < 3 ‘P5h> Ph,Wh) (ZYI¢1 Z,W ) , pour tout wy, dans Vj,.
i=1 =

(4.30)

ou encore par linéarité de o (.,.) et (.,.), il s’agit de trouver py,...,py dans Vj tels que :

1 E
J+5 L

ezlt

(

MQ

N

2 pio (9i(x) wiB' (35— 0f ) ph (x5 9 (xf) (4.31)
i=1 ]

N

:; yi (¢i(x),0;(x)) — (z,9;(x)), pour tout j=1,...,N.

En substituant les deux relations () et () dans I’équation précedente on obtient

N

L pic (0:(x).0;()) (4.32)

Par suite I’équation d’état s’écrit sous la forme matricielle comme suit

AP+@©(Y,®,P)=BY — Z, (4.33)
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N N N
ou A= (aij)i,jzl’B = (bij)i,jzl’ P = (pl) -1 et Z = ( ):1 tel que a,'j = thV(P,'V(deX,

bij = th ¢i9jdx et zi = (z,¢;), avec les termes non-linéaires suivants

2

O, o,P) =

Oo|>—

E G
Z ZW?B/ (Z 901 ¢l )Ct ) <Zpl¢l xt )‘pj xt)

e=1t=1

4.1.4 Approximation numérique de I’équation de projection par

la méthode des éléments finis

Pour la suite, I'inéquation de projection donnée par (@) revient a trouver @i, ..., Oy

tels que

N
_V(Z QA (x),vi) + (Bs (y,? — (p;‘?) pg,vh) >0, pour tout v, dans %J}
i=1

par suite on a :

. 1 5 8\ ,08 .
Z¢,A¢, (x))+ 51<B ( A/ —(ph>ph,¢j (x)) >0, pour tout j=1,...,N,

et en substituant les trois relations (|41]J), (léllj) et (l42d) dans l'inéquation précédente

on obtient

N

—vY @ili(x), 9i(x)

i=1

E G
+%ZZW <Z — ;) Pi(x; )(ZP;‘P: x; >¢] (x{) >0, pour tout j=1,...,N,
e=1t=1

i=1

2

ou encore

E N N
+SZ: <Z — i (szt)(;szi)zxt)(])] x,)>0pourtout]_1 .,N.
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Par suite, I'inéquation de projection donnée par (@) s’écrit sous forme matricielle comme
suit

1
AD+ O (Y,D.P) >0.

Finalement, le systeme des conditions d’optimalité s’écrit sous forme matricielle, comme
suit

AY +B(Y,®) =F.
AP+O©(Y,®,P)=BY —Z.

1
AD+-O (Y, P,P) > 0.



CHAPITRE b

Calculs numériques

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats numériques pour confirmer la
validité de notre analyse théorique donnée dans le chapitre 4. Ici, toutes les analyses
computationnelles sont réalisées a 'aide du logiciel libre FreeFem++ congu pour la mise
en ceuvre de la méthode des éléments finis. Les calculs sont effectués sur un ordinateur
personnel équipé d'un processeur Core i5-3210M 2,50 GHz et de 4 Go de RAM.

Dans cette intention, nous considérons I’exemple suivant, dans lequel nous examinons
le probleme posé dans le chapitre 4 avec les choix de données suivants : Q = [—1;1]2,
fx,y) = —x+y, ya(x,y) = xsin(mwy)ycos(mx) et v =1 avec des conditions aux limites
de type Dirichlet. Nous considérons également opérateur différentiel elliptique A comme
étant un opérateur Laplacien négatif —A.

Nous présentons, dans les tableaux suivants, les résultats numériques concernant ’histo-
rique de convergence de l'algorithme numérique :

Dans le Tableau El!, les résultats numériques obtenues sont calculés par rapport aux

différentes valeurs de p, avec 6 = le—2, @ =0.5 et N = 160.

p 0.1 0.25 0.5 0.75 1
Jo 1.328¢—2 1.330e —2 1.334e—2 1.338e—2 1.342¢—-2

J,f—]f_l‘ 0.0133736  0.0133774 1.339¢—2 1.34le—2 1.344e—2

TAB. 5.1 : Variation de J® et de I'ereur

J,‘? —Jf_1’ en fonction de p

Dans ce tableau l5:1! la premicre ligne présente les valeurs de la fonction objectif J°
pour différentes valeurs du parametre p, avec d = le—2, @ =0.5 et N = 160. la deuxieme

ligne présente les valeurs des erreurs de convergence

J,‘? —Jf_l‘ pour évaluer la précision

de la solution numérique itérative.
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Les résultats numériques montrent que l'erreur de convergence et les valeurs de la fonction
objectif sont en croissance au fur et a mesure que la valeur de p augmente, Ces résultats
indiquent que les valeurs optimales de p pour atteindre une précision plus élevée de la
solution sont entre 0.1 et 0.5.

Dans le tableau @ les résultats numériques obtenues sont calculés par rapport aux

différentes valeurs de , avec 6 = le—2, p =0.1 et N = 160.

O] 0.1 0.25 0.5 0.75 1
Jo 1.349¢ —2 0.0133984 1.328e—2 1.322¢—2 1.320e—2

J,‘?—J,f_l‘ 0.0135269 0.0134687 1.337¢—2 1.328¢—2 1.319¢—2

TAB. 5.2 : Variation de J® et de I'erreur

J,? —J,ffl’ en fonction de @

Le tableau 5.2 présente les valeurs de la fonction objectif J % ainsi que les erreurs de

convergence J,f —J,‘?_l

par rapport a différentes valeurs de la fréquence @, avec 6 = le —2,
p = 0.1 et une taille de maillage N = 160 fixe. La premiere ligne présente les valeurs de la
fonction objectif J % et la deuxiéme ligne montre les valeurs des erreurs de convergence.
En analysant les résultats numériques, on observe que les valeurs de la fonction objectif
ainsi 'erreur de convergence en décroissance lorsque la fréquence @ augmente, la valeur
optimale de la fonction objectif J® est atteinte pour @ entre 0.9 et 1.

Dans le tableau @ les résultats numériques calculés sont donnés par rapport a diffé-

rentes valeurs de N, avec p =0.1, 6 = le—2 et @ =0.5.

# noeuds 36 121 441 1681 6561
Jo 1.170e —2 1.285¢—2 1.317e—2 1.325¢—2 1.328¢—2

J,?—Jf_l‘ 1.177¢e =2 1.293¢—2 1.326e—2 1.334e—2 1.336¢—2

TAB. 5.3 : Variation de J® et de 'erreur

J,f —Jf_1’ en fonction de N

Le tableau @ présente les valeurs de la fonction objectif J% et de I'erreur de conver-

gence

J,‘? —Jf_l‘ par rapport aux différentes valeurs de N, avec p = 0.1, 6 = le — 2

et @ = 0.5. La premiére ligne du tableau présente la fonction objectif J?, la deuxiéme
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ligne présente 'erreur de convergence

J,? —J,f_l‘ par rapport aux différentes valeurs du

maillage N, avec p =0.1, d = le—2 et @ =0.5.

Souvent dans la littérature, on lit que 'augmentation du nombre du maillage N per-
met d’obtenir une solution numérique plus précise. En effet, un maillage avec un plus
grand nombre de sommets permet de mieux représenter la géométrie de la solution, ce
qui conduit a une approximation plus précise de la solution numérique. Cependant, Les
résultats numériques obtenus dans le tableau indiquent que la fonction objectif et
Ierreur de convergence sont en décroissance au fur et a mesure que le pas h augmente,
que la diminution du nombre de sommets N est un moyen efficace d’améliorer la précision

de la solution numérique.

e

@

F1G. 5.1 : Fonction de controle (p};‘S
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Fic. 5.2 : Fonction d’état y}‘?

-y
sy

o)

F1G. 5.3 : Fonction d’état yg et la fonction de controle (p;ls

PR

o

asy T T T T T 1
wan g e e e e e e e e ren

Fi1G. 5.4 : La région de contact
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| and J

non-1

g

| and T

non-1

o

| and T

non-1

o

0.0134

0.0133 r
0.0132 1
0.0131 ¢
0.013 1
0.0129 r

0.0128
o

0.0135

0.0134 -
0.0134 -
0.0134 -
0.0134 ¢

=
0.0134 1
0.0133 1
0.0133 1

0.0133 1

0.0133

01

0.0135

0.01354
0.0134 r
0.0134 1
0.0133 1
0.0133 1
0.0132 -
0.0132 1

0.0131
01

001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
h

02 03 04 0.5 06 07 08 09 1

0.2 0.3 04 0.5 0.6 07 0.8 09 1

F1G. 5.5 : L'historique de variation de J, et de l'erreur \Jf+1 , —J%,| en fonction de

(a):N,(b):p,(c): o.
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La figure @ présente I'historique de la fonction objective discrete en fonction de N, p
et @. On constate que la valeur de la fonction objective J,‘z , diminue respectivement pour
p et v et, contrairement, elle augmente par rapport a ®. En outre, on remarque que
I’historique de variation de la fonction objective est en bonne corrélation avec ’historique
de variation de l'erreur |J° iy —J,f 4, présenté dans la figure @

Notre intérét se porte maintenant sur les taux de convergence des solutions discretes
Jr(?,h par la méthode des éléments finis. Puisque nous ne sommes pas en mesure de déter-
miner une solution analytique pour notre exemple donné plus haut, nous calculons une
solution de référence X;Zf sur un maillage de taille A, r = %60, ot 9 correspond aux va-
riables d’état y%ou variables de controle (p5. En projetant les solutions x;? sur le maillage

de référence, nous sommes en mesure de calculer un ordre de convergence expérimental
approximatif (eoc) en utilisant la formule suivante :

e () — In ((‘ Xif‘%}i_l ‘ Hl(Q)/‘ Xfef_%h,»‘ H1(9)>) |

In (hl'_l/h,‘)

ou h;_1 et h; désignent deux tailles de maille consécutives, tandis que les erreurs de

discrétisation ‘ xfe e )(;? H ‘@) et les taux de convergence expérimentaux correspondants
H

sont fournis pour quelques tailles du maillage différenttes.

T O P N o PP ),

36 8.44e -3 — 9.35¢—4 —
121 4.58¢ -3 0.88 5.13e—4 0.86
441 2.46e —3 0.89 2.64e —4 0.95
1681 1.12¢ -3 1.13 1.32¢ —4 1.00
6561 5.43¢—4 1.04 6.16e — 5 1.09

TAB. 5.4 : Ordres de convergence pour les variables de controle et d’état.

Le tableau @ présente les résultats de convergence pour deux approximations numé-
riques, yg et (p;? , en fonction de la taille de maille h. La premiere colonne présente la taille

de maille A, la deuxieme colonne représente l’erreur de convergence H ygh — yg H ‘@)’ la troi-
H
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sieme colonne qui correspond a eoc (y}‘?) représente l'ordre de convergence expérimentale

par rapport yg, la quatrieme colonne représente ’erreur de convergence H(pgh — (p;?‘ ,

H'(Q)
la cinquieme colonne qui correspond a eoc ((p;? ) représente 'ordre de convergence expé-
rimentale par rapport (p,f qui mesure la vitesse de la convergence de I’erreur.

On remarque que l'erreur de convergence en décroissance lorsque la taille de maille h
est raffinée. les résultats du tableau @ montrent que la vitesse de convergence eoc des
deux approximations numériques, yg et (p;? est similaire. On remarque que les valeurs
“eoc” sont proches de 1 pour les deux approximations. Ainsi, les erreurs pour les deux
approximations sont en décroissance lorsque le nombre de sommets N augmente, elles
mémes sont assez petites. Cela signifie que les ordres de convergence sont conformes a
nos résultats théoriques donnés dans le chapitre 4.

Les résultats de convergence du tableau @ nous fournissent des informations pré-
cieuses sur les performances des approximations numériques utilisées pour résoudre un
probléme de controle optimal. On observe que les approximations numériques de yg et (p;? ,
convergent rapidement vers la solution exacte lorsque la taille de la maille est raffinée.

On constate aussi que la méthode des éléments finis est capable de produire des
approximations précises de ces fonctions avec une erreur qui diminue rapidement lorsque
la taille de la maille est raffinée.

Par conséquent, la méthode des éléments finis est efficace pour résoudre ce genre des
problemes de contréle optimal. Il en va de méme pour le modele traité dans cette these

et on retrouve une bonne précision.



Conclusions et perspectives

Le projet de cette these est d’étudier la méthode d’éléments finis pour la discrétisa-
tion d'un probleme d’obstacle optimal ou le controle et ’obstacle sont la méme variable.
L’objectif de cette theest la dérivation d’estimations d’erreur a priori pour la solution
optimale discrete du probleme des éléments finis et de fournir des tests numériques pour
valider I'exactitude de ces estimations. Un travail futur consiste a 1'utilisation d’une mé-
thode d’éléments finis adaptative et la dérivation d’estimations d’erreur a posteriori. Il
est bon de savoir q'une méthode d’éléments finis adaptative est une technique qui ajuste
automatiquement la taille et la forme des éléments dans le maillage pour atteindre un

niveau de précision optimal de la solution.
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