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Résumé

Cette these vise a établir des conditions suffisantes garantissant |’existence
de solutions périodiques pour certaines équations différentielles du cinquieme
et du septiéme ordre, perturbées par un petit parametre &, ainsi que pour des
systemes différentiels polynomiaux en dimensions 3 et 5, en utilisant la mé-
thode de moyennisation du premier au quatrieme ordre. De plus, nous illus-

trons les résultats obtenus par des exemples.

Mots clés : Bifurcation de zéro-Hopf, cycle limite, théorie de moyennisa-

tion, solution périodique, systeme différentiel.
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Abstract

This thesis aims to provide sufficient conditions for the existence of perio-
dic solutions for certain fifth and seventh-order differential equations pertur-
bed by a small parameter ¢, as well as for polynomial differential systems in

dimensions 3 and 5, using the averaging method up to the fourth order.

Keywords : Averaging theory, differential system, limit cycle, periodic so-

lution, zero-Hopf bifurcation,
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Introduction

Un systeme dynamique représente un modele qui décrit comment un groupe d’objets en
interaction change au fil du temps. On observe I'émergence de diverses applications pour ces

systemes dans une multitude de secteurs

» Biologie et médecine : étude des oscillations des pendules et autres phénomenes os-

cillatoires.

» Ethologie et écologie : analyse des interactions entre proies et prédateurs visant a re-

chercher un équilibre.
o Mécanique classique ou quantique : pendules, phénomenes oscillatoires.
o Sociologie : analyse de I'évolution des populations et des dynamiques sociales.

Ces exemples illustrent la diversité des applications des systemes dynamiques et leur im-

portance dans de nombreux domaines de la science et de la société.

Une partie essentielle de la théorie des équations différentielles ordinaires est I'étude des
cycles limites, en particulier en ce qui concerne leur existence, leur nombre et leur stabilité.
Un cycle limite est une orbite périodique qui est isolée par rapport aux autres orbites pério-
diques du méme systeme différentiel. Le concept de cycles limites a été initialement introduit
par H. Poincaré en 1881, dans son ceuvre Mémoire sur les courbes définies par une équation
différentielle. Poincaré s’est concentré sur I’analyse qualitative des solutions des équations
différentielles, en particulier sur les points d’équilibre et les cycles limites, ainsi que sur leur

stabilité, dans le but d’offrir une vue d’ensemble des diverses orbites du systeme étudié.

Le théoréme de Poincaré-Bendixson [2] est un outil fondamental pour I'étude des sys-

temes dynamiques. Il énonce que, dans une région compacte du plan, la trajectoire d'un
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systeme planaire converge soit vers un point d’équilibre, soit vers un cycle limite. En consé-
quence, la détermination du nombre de cycles limites est cruciale. Cette interrogation est au
cceur du 16°™¢ probleme posé par Hilbert, qui se penche sur les équations différentielles po-
lynomiales dans le plan. La formulation de ce probléme est la suivante : étant donné le degré
n d'une équation différentielle planaire, est-il possible d’évaluer le nombre de ses cycles li-
mites? Il est a noter que cette question constitue la seconde partie non résolue du probleme.
La premiere partie, que nous n'examinerons pas ici, porte sur le nombre et 'arrangement des

composantes réelles d'une courbe algébrique.

En mathématiques appliquées les méthodes de perturbations sont tres importantes. La
méthode de moyennisation est un outil classique qui nous permet d’étudier la dynamique
des systemes différentiels non linéaires sous une force périodique. Le développement his-
torique de la méthode de moyennisation s’ancre dans les contributions fondamentales de
Lagrange et Laplace, qui ont établi une base intuitive pour I'application de cette technique
mathématique. En 1928, Fatou a fourni la premiere formalisation de cette théorie [13]. Des
contributions pratiques et théoriques importantes a la théorie de moyennisation ont été ap-
portées dans les années 1934 par Bogoliubov et Krylov [10], et en 1945 par Bogoliubov [6].
En 2004, Buica et Llibre ont appliqué le degré de Brouwer pour étendre la théorie de moyen-
nisation a I’étude des orbites périodiques pour les systemes différentiels continus [9]. Pour
une introduction complete a cette théorie, nous renvoyons au livre de Sanders, Verhulst et

Murdock’s [34].

La notion fondamentale de la théorie de moyennisation consiste a étudier une équation

différentielle perturbée, formulée de la maniere suivante
x=¢ef(t,x), (0.0.1)

out €l CcR, xeR", ¢ suffisamment petit, et f est T-périodique en ¢. On définit I'équation

moyennée associée a I’équation (0.0.1), on obtient

x=¢F(x), (0.0.2)

1 T
F(x):?f f(e,x)dt, (0.0.3)
0
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Ainsi, nous pouvons rechercher les solutions périodiques de I’équation (0.0.1) en utilisant
I’équation moyennée (0.0.2). Beaucoup de classes d’importants problemes en mécanique

classique,..., peuvent étre transformées en I’équation (0.0.1).

Le contenu de cette theése est organisé en une introduction, cinq chapitres et une conclu-
sion.

Le premier chapitre : Notions préliminaires

Ce chapitre vise a expliquer des concepts de base et préliminaires, nécessaires pour’étude
qualitative des équations différentielles ordinaires et des systémes dynamiques. Nous com-
mencons par rappeler quelques notions fondamentales. Nous procédons en définissant un
systeme dynamique, le flot associé a un systeme différentiel, les points d’équilibre, et lalinéa-
risation des systemes différentiels. Par la suite, nous examinons la nature et la stabilité des
points d’équilibre. Nous introduisons également quelques rappels sur le plan et le portrait
de phase, I'orbite périodique, le cycle limite, 1a théorie des bifurcations, ainsi que le seizieme
probleme de Hilbert. En résumé, ce chapitre fournit un cadre conceptuel robuste pour abor-

der I'étude qualitative des équations différentielles ordinaires et des systémes dynamiques.

Le deuxieme chapitre : Théorie de moyennisation

Dans ce chapitre, nous introduisons la théorie de moyennisation afin d’explorer les cycles
limites des systemes différentiels qui seront examinés dans les chapitres ultérieurs. Nous ex-
posons également quelques résultats concernant la méthode de moyennisation, du premier

au quatrieme ordre.

Le troisieme chapitre : Bifurcation zéro-Hopf pour des systémes différentiels cubiques
en dimension 3

Dans ce chapitre, nous examinons le nombre maximal de cycles limites générés par une
bifurcation zéro-Hopf a I'origine d’un systeme différentiel cubique dans R?, représenté sous

la forme suivante
( 2
x =(a e+ a,e* + aze* + a,e)x —(b + bie + be® + bye* + bye')y + > e/ X;(x, y, 2),
i=0
2
{ ¥ =(b+Dbe+be*+ by + bye")x +(aye + a,e? + aze® + aet)y + > el Yi(x,y,2), (0.0.4)
=0

2
z2=(ce+ "+ 83+ o)z + Y e/ Zi(x,y, 2),
\ =0
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avec

3 2 2 2
Xi(x,y,2) = ajpx’+tapx"y+apxztaixy tauxyz+

2
ajsxz’+aey’+apy’z+ayz +az’,

Yi(x,y,z)et Z;(x, y, z) ontlaméme expression que X;(x, y, z) enremplacant a;; par bj; et ¢;;
pour j =0,2 et i = 0,9, respectivement. Les coefficients aj;, bj;, Cjiy Ay, Gy, A3, Ay, b, by, by, bs,
by, ¢, ¢y, c3, ¢, sont des parametres réels avec b # 0. Lorsque € =0, le systeme (0.0.4) possede
desvaleurs propres £bi et 0 al’origine, c’est-a-dire que I’origine est un point d’équilibre zéro-
Hopf.

Cette étude a été acceptée dans le journal " Sao Paulo Journal of Mathematical Sciences

Le quatrieme chapitre : Solutions périodiques de certains systémes différentiels poly-
nomiaux en dimension 5
Dans ce chapitre, nous examinons les conditions suffisantes pour I'existence de solutions

périodiques pour les systemes différentiels polynomiaux de la forme

( x :—y—i-EPl(x,y,Z, u, v)+hl(t)’

y=x+eP(x,y,2,u,v)+ hy(t),
{ z=—u+e€eP(x,y,z,u,v)+ hy(t),

u=z+eP(x,y,z,u,v)+ hy(t),

| V=Av+eR(x,y, 2, u,v)+ hs(1),

ou A est un parametre réel, P, P, P;, P, et P; sont des polynomes en x, y, z, u, v de degré
n, h;(t) sont des fonctions 2n—périodiques avec i = 1,5, et £ est un parametre suffisamment
petit.

Cette étude a été publiée dans le journal " Nonautonomous Dynamical Systems ", voir
[39].

Le cinquiéme chapitre : Solutions périodiques pour une classe d’équations différen-
tielles du cinquiéme ordre

Dans ce chapitre, nous examinons les conditions suffisantes garantissant |’existence de

solutions périodiques pour une classe des équations différentielles du cinquieme ordre de la
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forme

x(5)+(p2+q2)x+p2q2x :9F(tyx)x)er!3€"))

ol p, g sont des nombres rationnels différents de 0, p # £¢, € est un parametre suffisamment

petit et F est une fonction non-linéaire non autonome périodique en ¢.

Ce travail a été publié dans le " Journal of Applied Mathematics and Informatics ", voir
[38].

Le sixieme chapitre : Solutions périodiques pour une classe d’équations différentielles
du septieme ordre

Lobjectif de cet chapitre est d’examiner les conditions suffisantes pour I'existence de so-

lutions périodiques de I'’équation différentielle d’ordre sept de la forme
D+ (@ + B2+ 1D)x® + (@B + 1)+ BHX +(af)ix =eF(x, x, %, %, %, x9, x9),

ou a, 3 sont des nombres rationnels différents de —1,0, 1, et @ # £ avec ¢ suffisamment
petit, et F est une fonction autonome.
Cette étude a fait'objet d'un article accepté dans le journal " Palestine Journal of Mathe-

matics ".




CHAPITRE

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons revoir certaines notions fondamentales relatives concer-

nant les équations différentielles et les systemes dynamiques.

1.1 Equations différentielles ordinaires

Définition 1.1.1 Considérons une fonction continue f : IxU — U, outI estunintervalleinclus
dansR et U est un ouvert deR". Nous recherchons des fonctions t — x(t)€ U de classe C' sur

un intervalle ] C 1, qui satisfont a l'équation différentielle suivante

. o dx
x=f(t,x(t)), ou x=— (1.1.1)

Une condition initiale est spécifiée par une valeur t, € I et une valeur x, € U. Nous cher-
chons une solution telle que x(t,) = x,. Léquation (1.1.1) est désignée comme une équation
différentielle ordinaire (EDO).

Le probleme a valeur initiale associé a l'équation (1.1.1) est défini par le systeme

{ x(t)=f(t,x), tel, (1.1.2)

X(to): xO.



1.2. Existence, unicité et stabilité de la solution

1.2 Existence, unicité et stabilité de la solution

1.2.1 Théoréme d’existence et d’'unicité de Cauchy-Lipschitz

Théoreme 1.2.1 Soient ty€ I et x, € U donnés. Si [ est localement lipschitzienne en x, i.e s'il

existe une constante k > 0, un voisinage de t, et un voisinage de x, sur lesquels on a

1 f(2, %)= f(t, ) IS K| %= 2 I,

alors il existe une unique solution du probleme de Cauchy donné. Les hypotheses de Cauchy-

Lipschitz sont en particulier réalisées si [ est de classe C' surI x U.

1.3 Stabilité de la solution

1.3.1 Stabilité au sens de Liapunov

Une solution ¢ (t) du systeme (1.1.2) satisfaisant aux conditions initiales ¢(t,) = ¢,, est
dite stable au sens de Liapunov pour ¢t — +00 si Ve > 0,30 > 0, tel que pour toute solution

x(t) du systéeme (1.1.1) dont les valeurs initiales satisfont aux conditions

| x(t)— o ll< 0,
'on ait les inégalités
| x(t)—p(0)ll<e, V=1,
¢(t) est dite asymptotiquement stable si en plus des inégalités précédentes elle vérifie

lim_ | x()— ¢ (1) |=0.

La solution ¢ (¢) est dite instable si pour un 6 > 0 aussi petit que I'on veut, les inégalités

précédentes ne sont pas vérifiées pour au moins une solution x(z).




1.4. Systemes différentiels

1.4 Systemes différentiels
Un systeme différentiel linéaire d’ordre n se compose d’équations différentielles linéaires,
exprimées comme suit

x1(8) = an(0)x,(£) + -+ + ay, () x, (1) + by (1),
(1.4.3)
xn(t): aln(t)xn(t)+"'+ann(t)xn(t)+ bn(t)’

ol les fonctions inconnues a déterminer sont représentées par (x,(z),..., x,(t)), tandis que
les coefficients a;;(t) et les valeurs b;(z) sont considérés comme étant donnés. Ce systéeme

différentiel peut étre représenté comme une seule équation différentielle dans R” :
X(£)=A(t)X(t)+ b(t), (1.4.4)

ou A est la matrice des coefficients a;;(t), et les vecteurs de R" sont définis comme suit :
X(8) = (x,(8), ..., x,(2)), X(£) = (5,(8), ..., % (1)), b(t) = (by(1),...,b,(t)). Léquation est dite

homogene si b(t) =0, et non homogene lorsque b(t)# 0.

1.5 Systemes différentiels linéaires non homogenes

Considérons le systeme différentiel linéaire non homogene suivant
x(t)=Ax(t)+b(1), (1.5.5)

ol A est une matrice de dimensions n x n, et b(t) est un vecteur de fonctions continues.

La matrice fondamentale du systéme
x(t)=Ax(1), (1.5.6)
est toute matrice inversible ®(¢) de dimension n x n qui satisfait
®(t)=Ad(t), VteR, (1.5.7)

ou ®(r)= e avec ®(0)=1I, et I est la matrice identité de dimension n x n.
Une fois la matrice fondamentale du systeme (1.5.6) obtenue, il est facile de résoudre le

systeme (1.5.5) en utilisant le théoreme suivant.




1.6. Systemes dynamiques

Théoreme 1.5.1 Si®(t) est une matrice fondamentale de (1.5.6), alors la solution du systeme

linéaire non homogene (1.5.5) avec la condition initiale x(0) = x, est unique, donnée par

t

x(£)=®(£)®'(0)x, +f O(£)d 1 (s)b(s)ds. (1.5.8)

0

1.6 Systéemes dynamiques

Définition 1.6.1 Un systeme dynamique sur R" est une application u : R* x R" — R”" telles

que
1. u(., x):R* — R" est continue.
2. u(t,.):R"— R”" est continue.
3. w0, x)=x.

4. u(t+s,x)=u(t,us,x),Vt,s eR* et Vx eR".

Exemple 1.6.1 Considérons le systeme différentiel linéaire suivant

{ ()= Ax(t),

x(0) = xy,

(1.6.9)

ol A est une matrice constante, t € R* représente le temps, et x(t) € R" est le vecteur d’état. La

solution du systeme (1.6.9) est donnée par
x(t)=ex,.
Le systeme (1.6.9) engendre un systeme dynamique, puisque l'application
u:R*xR" - R",
qui associe a tout couple (t, x(t)) € R* x R", la valeur
u(t, x(1)=e"x(1),
satisfait aux propriétés requises pour un systeme dynamique.

Définition 1.6.2 Un systeme dynamique noté u dans R" est dit linéaire si, pour tous a,f € R

et pour tous vecteurs x(t), y(t) e R", il satisfait a la relation suivante

u(t,ax(t)+By())=au(t, x(1))+Bult, y(1)).




1.7. Systemes différentiels autonomes

1.7 Systemes différentiels autonomes
Définition 1.7.1 Un systeme différentiel autonome est défini par l'équation suivante
x(t)=f(x(r)), xeR",

ot la fonction f(x(t)) ne dépend pas explicitement du temps t.

1.8 Flot d’'une équation différentielle

Définition 1.8.1 Considérons le systeme différentiel non linéaire défini par

{ x(t)= f(x(1)), (1.8.10)

x(O) = xOJ

o x € R" et xy € E, avec E désignant un sous-ensemble ouvert de R" et f appartenant a
C! (l'ensemble des fonctions contintiment différentiables). Soit ®(t, x,) la solution de systeme

(1.8.10). Lensemble des applications ®,, défini par
(I)t(xo) = (I)( t! X()),

constitue le flot du systeme non linéaire.

Considérons le systeme différentiel non linéaire, défini par l'équation

{ x(t)= f(x(1)), (1.8.11)

x(O) = xOJ

ot x(t) € R" et x, appartient a E, un sous-ensemble ouvert deR" et f appartenant a C' (I'en-
semble des fonctions contintiment différentiables). Soit ®(t, x,) la solution du systeme exprimée

par l'équation (1.8.11). Les applications définies par
P, (x0) =D(2, xp),

constituent le flot du systeme non linéaire (1.8.11).
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1.9. Points d’équilibre et linéarisation

1.9 Points d’équilibre et linéarisation

1.9.1 Points d’équilibre

Définition 1.9.1 Considérons le systeme différentiel non linéaire donné par

{ ()= f(x(1)),

x(O) = xO)

(1.9.12)

Un point d’équilibre ou point critique du systeme (1.9.12) est défini comme tout point

Xy € R” satisfaisant la condition suivante

f(x0)=0,

1.9.2 Linéarisation des systemes différentiels

Définition 1.9.2 Le systeme différentiel linéarisé du systeme référencé par (1.9.12) au voisinage

du point d’équilibre x, est donné par

x(t)=Ax(t), (1.9.13)

N af; . . : . ..
ouu A= Df(x,) = (a—fj(xo))m ien représente la matrice jacobienne de f en x,, associée au sys-

teme (1.9.12).

Remarque 1.9.1 La linéarisation est utilisée pour examiner les propriétés et la stabilité des

points d’équilibre dans le contexte des systemes dynamiques.

Exemple 1.9.1 Considérons le systeme défini par (1.9.12), out la fonction f(x) est donnée par
xf—1
flx)= . (1.9.14)
2X,
Les points d’équilibre, qui satisfont f(x) = 0, sont (1,0) et (—1,0). La matrice jacobienne du
systeme linéarisé en un point d’équilibre x,, notée D f(x,), est exprimée par
2x; 0
D f(xo) = ) (1.9.15)
0 2

ce qui donne, pour les points(1,0) et (—1,0), respectivement
20 -2 0
Df(1,0)= etDf(—1,0)= .
0 2 0 2

11




1.10. Classification des points d’équilibre dans R?

1.9.3 Point d’équilibre hyperbolique

Définition 1.9.3 Un point d’équilibre x, du systeme différentiel (1.9.12), est hyperbolique si
toutes les valeurs propres de sa matrice jacobienne A = D f(x,) présentent des parties réelles

non nulles. Si ce n'est pas le cas, le point d’équilibre est dit non-hyperbolique.

1.9.4 Point d’équilibre puits

Définition 1.9.4 Un point d’équilibre x, du systeme différentiel (1.9.12) est puits s'il est carac-
térisé par le fait que toutes les valeurs propres de la matrice A= D f(x,) ont des parties réelles

strictement négatives.

1.9.5 Point d’équilibre source

Définition 1.9.5 Un point d’équilibre x, du systeme différentiel (1.9.12) est dit source si toutes

les valeurs propres de la matrice A= D f(x,) ont des parties réelles strictement positives.

1.9.6 Point d’équilibre selle

Définition 1.9.6 Un point d’équilibre x, du systéeme différentiel (1.9.12) est appelé un point
selle s’il est hyperbolique et si les valeurs propres de la matrice A= D f(x,) ont des parties réelles

strictement positives.

1.10 Classification des points d’équilibre dans R?

Considérons le systeme différentiel (1.9.12) ot x € R2. Supposons que A représente la
matrice jacobienne évaluée a I'ordre 2 en x, =(0,0), et A, et A, désignent ses valeurs propres.

Nous examinerons les différents cas en fonction de ces valeurs propres

1. Si A, et A, sont réelles et non nulles de signes opposés, alors le point d’équilibre x, est

un point de selle. Il reste toujours instable, comme illustré dans la figure 1.1.
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1.10. Classification des points d’équilibre dans R?
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FIGURE 1.3 — Le point d’équilibre (0, 0) est un noeud instable.
e Si A, = A, = A, le point d’équilibre x, forme un nceud propre. Ce dernier est stable

lorsque A < 0 et instable lorsque A > 0 voir les figures 1.4 et 1.5.
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FIGURE 1.4 — Le point d’équilibre (0, 0) est un noeud propre stable.
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FIGURE 1.5 — Le point d’équilibre (0, 0) est un noeud propre instable.

3. Si A, et A, sont des complexes conjugués avec une partie imaginaire non nulle, alors le
point d’équilibre x, est un foyer. Sa stabilité dépend du signe de la partie réelle de A, , :

stable si Re(A;,) <0 etinstable si Re(A,,)> 0 voir les figures 1.6 et 1.7.

FIGURE 1.6 — Le point d’équilibre (0, 0) est un foyer stable.
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1.11. Stabilité des points d’équilibres
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FIGURE 1.7 — Le point d’équilibre (0, 0) est un foyer instable.

4. Si A, et A, sont des imaginaires purs, le point critique x, prend la forme d’'un centre.

Bien qu'il soit stable, il ne présente pas de stabilité asymptotique voir la figure 1.8.
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FIGURE 1.8 — Le point d’équilibre (0, 0) est un centre.

1.11 Stabilité des points d’équilibres

La stabilité du point critique x, dépend des valeurs propres de la matrice D f(x,) du sys-

teme (1.9.12). Pour éclaircir cela on dénonce les trois théoremes suivants.

Théoreme 1.11.1 Si foutes les valeurs propres de la matrice D f(x,) ont des parties réelles stric-

tement négatives, alors le point critique x, est asymptotiquement stable.

Théoreme 1.11.2 Si au moins une valeur propre de la matrice D f(x,) a sa partie réelle posi-

tive, alors le point critique x, est instable.

Théoreme 1.11.3 Si toutes les valeurs propres de D f(x,) sont a parties réelles négatives et s'il y
a au moins une valeur propre a partie réelle nulle, on ne peut rien dire sur la stabilité du point

critique Xx,.
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1.12. Orbites périodiques

1.12 Orbites périodiques

Définition 1.12.1 On appelle orbite périodique toute trajectoire ) ,(x) du systeme (1.9.12) telle

qu'il existe un nombre T > 0, vérifiant
Y(t+T,x)=y(t,x), (1.12.16)

ot le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.13.17) est appelé période.

1.13 Cycles limites

Définition 1.13.1 Un cycle limite est une orbite périodique fermée et isolée dans l'ensemble
de toutes les orbites périodiques. En d’'autres termes, il n'existe pas d’autres orbites périodiques

fermées situées a proximité de cette orbite dans l'espace des phases.

Définition 1.13.2 (Stabilité des cycles limites) Soit C la trajectoire correspondante au cycle
limite, et soient toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines de C. Elles convergent

en spirales vers C lorsque t tend vers +00 ou—o0.

Exemple 1.13.1 Considérons le systeme différentiel suivant

(1.13.17)

X=4x—y+4x(x*+y?),
y=x+4y(x?+y?).

En utilisant les coordonnées polaires x = rcos(0) et y = rsin(8), le systeme (1.13.17) se

réécrit comme Suit
F=4r*(1—r?),
0=r2

En résolvant l'équation différentielle pour i, on obtient
fr)=f=4r*1-r?,

ce qui implique que 7 = 0 si et seulement sir =0 ou r = £1. Puisque r > 0, seule la racine

positive r =1 est conservée. La solution périodique s'exprime alors comme suit

(x(t), y(t))=(cos(t + 6,),sin(t + 6,)), avec 0(0)=6,.
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1.14. Théorie des bifurcations

1.14 Théorie des bifurcations

La théorie des bifurcations est un domaine d’étude en mathématiques et en physique qui
se concentre sur I'analyse des changements qualitatifs dans la structure des solutions des sys-
temes dynamiques en réponse a des variations des parametres du systeme. Une bifurcation
survient lorsqu'une modification minime d’'un parametre du systeme entraine une transfor-
mation significative dans le comportement ou 'organisation globale du systeme. Cette théo-
rie trouve des applications dans de nombreux domaines, y compris la mécanique des fluides,
la biologie évolutive, et]’économie, offrant un cadre pour comprendre comment les systemes

évoluent et s’adaptent face a des changements externes ou internes.

1.14.1 Bifurcation de selle-nceud

La bifurcation de selle-nceud est une bifurcation locale qui consiste sur le faite qu’il existe
deux points d’équilibres un stable et ’autre instable avant la bifurcation et qu’apres cette
derniere aucun point d’équilibre n’existe.

Considérons les fonctions suivantes définies par
f(x,y)=x*+a,
glx,y)=-y.

Ces fonctions conduisent au systeme d’équations différentielles

x=x’+a,
(1.14.18)

y==y.
L'analyse de ce systéme révele trois cas distincts selon le signe de a :
Pour a <0 : Le systéeme admet deux points d’équilibre, P, =(—+/|a|,0) et P, =(+/|al,0).

La matrice jacobienne du systéme est

2x 0

- Au point P;, la matrice devient

17



1.14. Théorie des bifurcations

avec des valeurs propres A, =—1 et A, =—2+/|a|, indiquant que P, est un nceud stable.

A(Pz):(zf)m 0 ),

- Au point P,, la matrice est

-1

avec des valeurs propres A, =—1 et A, =2+/|a|, faisant de P, un point selle instable.

Pour a =0 : Le systeme se réduit a
(1.14.19)

Il existe un unique point d’équilibre a I'origine, Py =(0,0), ou la matrice jacobienne est

0 O
A(Po):( ).
0 -1

Ce point n’est pas hyperbolique, menant a un nceud stable pour x < 0 et a un point selle
pour x > 0.
Pour a > 0 : Le systéeme n’a pas de point d’équilibre. La variable x est toujours en aug-

mentation, tandis que y augmente pour y <0 et diminue pour y > 0.

FIGURE 1.9 — Portrait de phase de la bifurcation selle-noeud pour a < 0.
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1.14. Théorie des bifurcations

FIGURE 1.10 - Portrait de phase de la bifurcation selle-noeud pour a > 0.

FIGURE 1.11 - Portrait de phase de la bifurcation selle-noeud pour a = 0.

1.14.2 Bifurcation de Hopf

Dans la théorie des bifurcations, une bifurcation de Hopf, également connue sous le nom
de bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf, désigne un phénomeéne local ot une solution
périodique émerge ou disparait a partir d'un point d’équilibre lorsque le parametre de bifur-

cation franchit une valeur critique.

Définition 1.14.1 Dans un systeme différentiel, une bifurcation de Hopf survient lorsque, au-
tour d’'un point d'équilibre, une paire de valeurs propres complexes conjuguées du systeme li-
néarisé traverse l'axe imaginaire pour devenir purement imaginaire, signalant un changement

qualitatif dans la dynamique du systeme.

Théoreme 1.14.1 Supposons que(x,y) =Xy, ¥») est un point d’'équilibre qui dépend de .

Soient A(u), A(u) = a(u) £ iB(u) les valeurs propres du systeme linéaire au voisinage de ce
point d’équilibre. Supposons que pour u = U, les conditions suivantes sont satisfaites.

L alug) =0, Bluy) = w #0, oit sgn(w) = sgn| () (0, 0)
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1.15. Le seizieme probléme de Hilbert

3. a 7£ Ootta= %(fxxx"*’fxyy +gxxy +gyyy)+ ﬁ(fxy(fxx +fyy)_gxy(gxx +gyy)_fxxgxx +

o2f,
fyv8yy)et foy = aay - (X0, Jo)-
—M0

Alors :
(i) Il existe une orbite périodique qui bifurque du point d'équilibre pour u > u, siad <0 ou
pour u < ug siad > 0.

(ii) Le point d’équilibre (x,, y,) est stable pour u > u, (respectivement u < ) et instable pour

U < U (respectivement u > ) si d <0 (respectivement d > 0).

(iii) L'orbite périodique est stable (respectivement instable) si le point d’équilibre est instable

(respectivement stable).

(iv) Lamplitude de l'orbite périodique croit comme /T iu— i, |; la période tend vers & lorsque
U — Uo-

(v) La bifurcation est dite super-critique si la solution périodique est stable et sous-critique si

elle est instable.

1.15 Le seizieme probleme de Hilbert

Le probleme 16°™¢ de Hilbert est 'un des 23 énoncés par Hilbert, se divisant en deux par-

ties distinctes

1.15.1 Introduction

o Lapremiére partie traite du compte et de la disposition des branches réelles (ou ovales)
d’une courbe algébrique, et des résultats modernes fournissent des informations a ce

sujet.

o La deuxieme partie cherche a déterminer le nombre maximal et la disposition relative
des cycles limites de Poincaré (orbites périodiques isolées) pour une équation différen-
tielle polynomiale plane de degré spécifique. Cette problématique demeure actuelle-

ment ouverte.
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1.15. Le seizieme probléme de Hilbert

1.15.2 Historique et résultats principaux

En abordant la suite du seizieme probleme de Hilbert, on se réfere implicitement a sa
seconde composante, qui se penche sur une équation différentielle dans le plan R? exprimée
par

x=P(x,y),
() (1.15.20)

y=0Q(x,y),
ou P et Q représentent des fonctions polynomiales. La question principale est de déterminer
sil’on peut établir une limite supérieure, notée K, pour le nombre de cycles limites, pouvant
étre formulée par une inégalité K < d¥, ou d indique le degré maximal parmi les polynomes
P et Q, et g une constante déterminée.

Cette piste de recherche constitue une version actualisée de la seconde partie du pro-
bléme posé par Hilbert.

D’apres une publication de Petrovskii et Landis en 1957, qui affirmait apporter une ré-
ponse affirmative a cette question, les avancées semblent étre remises en question. Aupara-
vant, Dulac, en 1923, avait suggéré que le systéme en question n'admet qu'un nombre fini
de cycles limites. Néanmoins, une erreur fut plus tard identifiée dans I'étude de Petrovskii-
Landis, et Ilyashenko, en 1985, a mis en évidence une faute dans le travail de Dulac.

Puis, Shi Songling, en 1982, a présenté un contre-exemple qui contestait les limites éta-
blies par Petrovskii-Landis pour le cas ou d = 2. Ensuite, deux analyses détaillées ont été
publiées de maniere indépendante, venant confirmer I’hypotheése de Dulac selon laquelle le
systeme présente un nombre fini de cycles limites, bien qu'une borne supérieure précise pour
ces cycles reste indéterminée.

Soit H, le nombre maximal possible de cycles limites que le systeme (1.15.20) peut avoir

ou P et Q sont de degré n. Plus formellement, les nombres de Hilbert H,, sont donnés par
H,=sup{n(P,Q):dP,JQ < n},

olu 0 représente le degré et (P, Q) est le nombre des cycles limites. Parmi les nombreuses
tentatives pour progresser dans cette question, I'une des meilleures approches était de créer
des champs de vecteurs avec le plus possible des orbites périodiques isolées en utilisant les

deux types de bifurcations, locales et globales.
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1.15. Le seizieme probléme de Hilbert

Il y en a quelques résultats dans le cas général des systémes polynomiaux méme si on

considere les bifurcations locales [24].

o Pour un systéme quadratique, Bautin a prouvé qu’au plus 3 cycles limites de faible am-

plitude peuvent bifurquer du point critique de ce systéme.

o Pour un systéme cubique homogene (pas de termes quadratiques), Sibirski a prouvé
qu’au plus 5 cycles limites de faible amplitude peuvent bifurquer du point critique de

ce systeme.

o Pourun systeme cubique, Zoladek a trouvé un exemple ou 11 cycles limites ont bifurqué

de l'origine de ce systeme, mais il n’a pas pu trouver le maximum.

Méme s’il est établi de facon simple, le seiziéeme probléeme de Hilbert reste complétement
non résolu. Pour un systeme quadratique, Shi Songling a obtenu une borne inférieure pour

le nombre de Hilbert H, < 4.
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CHAPITRE

Théorie de la moyennisation

La théorie de la moyennisation est 'une des théories perturbatives les plus importantes
utilisées actuellement dans1’étude des cycles limites des systemes dynamiques. Cette théorie,
de nature classique, établit des conditions selon lesquelles les points d’équilibre du systeme
moyenné génerent des cycles limites pour des systemes différentiels présentant un compor-
tement central. Elle s’applique aux systemes de la forme x = £ f(z, x), ou ¢ est suffisamment

petit, et f(¢, x) est T—périodique par rapport a la premiére variable.

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode de moyennisation du premier, deuxieme,

troisiéme et quatrieme ordre dans le cas périodique.

2.1 Théorie de moyennisation dans le cas périodique

2.1.1 Théorie de moyennisation du premier ordre

On considere le systeme différentiel
X=¢eF(t,x)+€*R(t,x,¢), (2.1.1)

ol x € D cR", D est un domaine borné et ¢ > 0. Supposons que F(t, x) et R(t, x, €) sont des

fonctions T—périodiques en ¢.

Le systeme moyenné associé au systeme (2.1.1) est

y=ef’(y), y(0)=x, 2.1.2)
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

f°(y)=%f F(s,y) ds. (2.1.3)
0

Théoréme 2.1.1 ([33]) Soitlesysteme (2.1.1). OnsupposequeF, R, D, F,D?F et D, R sont conti-

nues et bornées par une constante M dans [0, &) x D avec—¢, < € < &,. Supposons aussi que F

et R sont T-périodiquesent, oit T estindépendante de €. Alors

(a)

(b)

Si p est un point critique pour le systeme (2.1.2) tel que

det(D, f(p)) #0. (2.1.4)

Alors pour || suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x(t, €) du systeme

(2.1.1) telle que x(0,¢) — p quand e — 0.

Si le point critique y = p du systeme moyenné (2.1.2) est hyperbolique, alors pour € > 0
suffisamment petit, la solution périodique correspondante x(t, ) du systeme (2.1.1) est

unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Preuve. Voir [33].

Exemple 2.1.1 On considere I'équation de Van Der Pol

i+x=¢e(1-x%)x, (2.1.5)

our £ > 0 suffisamment petit.

Léquation (2.1.5) peut s'écrire sous la forme suivante

x=y,
(2.1.6)
y=—x+e(l—xy.
En coordonnées polaires (r,0), ot x =r cos(0), y =rsin(0) avecr > 0, ce systeme forme

i =ersin®(0)(1—r?cos(9)),

. (2.1.7)
6 =—1+¢cos(0)sin(0)(1—r?cos*(9)).
Le systeme (2.1.7) est équivalent a
d
ar =—¢r(1—r?cos?(0))sin’(0) + O(&?). (2.1.8)

do
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

On note que l'équation (2.1.8) est sous la forme standard (2.1.1) pour appliquer la théorie

de moyennisation si on prend
x=r, t=0, T=2x et F(t,x)=—r(1—r*cos()*)sin*(0).

On calcule I'équation (2.1.3) du théoreme 2.1.1, on obtient

1 21

== —r?cos’ in® _l o
== 0 r(1—r?cos?(9))sin 9d9—8r(r 2).

Ainsi que, f°(r) a une unique racine positive r = 2. Puisque (dfo/d r)(2) =1, par U'hypo-
these (a) du théoreme 2.1.1 le systeme (2.1.6) a pour |€| # 0 une orbite périodique qui bifurque
Uorbite périodique de rayon r = 2 du systeme non perturbé (2.1.6), i.e. ¢ = 0. De plus, puisque

(d f/d r)(2) = 1> 0 par Uhypotheése (b) du théoréme, cette orbite périodique est instable. Voir
les figures 2.1, 2.2 et 2.3.

N T >
R
e ]

B P
e e
S e e A

P

T T e

FIGURE 2.1 — Cycle limite in- FIGURE 2.2 — Cycle limite in- FIGURE 2.3 — Cycle limite in-
stable du systeme (2.1.6) avec stable du systéme (2.1.6) avec stable du systéme (2.1.6) avec

e=1072. €=0.3. £=0.6.
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

Exemple 2.1.2 Soit le systeme

x=—y+e(—x+xy+2z?),
y=x+e(-y+yz), 2.1.9)

z=¢(x*+yz—1),

ott € > 0 suffisamment petit.

En coordonnées cylindriques x = r cos(6), y =rsin(0) et z = z, le systeme (2.1.9) devient

(d
d_; =¢(r*cos®(0)sin(0) + cos(8)z> — r + rz —rz cos*(0)),
ao 1

] - = 1+;8(rz cos(6)sin(0)—sin(0)z* + cos*(8)r? — r* cos()),
dz ., .

\%—s(r cos“(0)+ rzsin(0) 1).

Pour écrire le systeme (2.1.9) sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyenni-

sation on considere 8 comme nouvelle variable indépendante. D'oil

d

ar _ g(r? cos*(0)sin(0)+cos(0)z*—r + rz—rz cos(0)),

o (2.1.10)
dz o

T0=¢ (r*cos®(0)+ rzsin(0)—1).
Le systeme (2.1.10) est de la forme

dr
d_g = 81:1(") HJZ)+ 0(82)’

dz )
% —85(7’,9,2)4—0(8 )!

ou F, E sont 2r—périodiques. Calculons maintenant le systeme moyenné, on obtient

2m
1 1
fl(r’z)_ﬁﬁ Fi(r,e,Z)de—Er(Z—Z),
(2.1.11)

f(r )—i 2nF(rH )d@—lrz—l
ADEZ g |, DAY '

On résout le systeme (2.1.11), on obtient les deux racines

(rlizl) = (\/5,2), (rZ)-Zz) = (_\/5,2)
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

Commer >0, la solution (ﬁ, 2) c’est la seule qui fournit un cycle limite. On vérifie main-

tenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul.

1 1
D(r,z)=d 2° 1 o7 140
n,z,)=det =—14£0.
! ! (’],Zl):(ﬁ,Z)

r 0

D’apres le théoreme, le systeme (2.1.9) a pour ¢ suffisamment petit un seul cycle limite.

Le point d’équilibre (1), z,) = (\/E, 2) du systeme moyenné (2.1.11) est hyperbolique, donc le
cycle limite est de méme stabilité que (1, z,) = (\/E, 2). Les valeurs propres 1 de D, , f° sont
de signes différents, alors le point d'équilibre est un point selle qui est toujours instable. Donc,

le cycle limite est instable. Voir les figures 2.4 et 2.5.

FIGURE 2.4 - Cycle limite instable du systeme FIGURE 2.5 — Cycle limite instable du systeme
(2.1.9) avec £ = 1074, (2.1.9) avec e =1072.
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

Exemple 2.1.3 Soit le systeme
xX=y
y=—x+eyz, (2.1.12)
z=¢e(y*—z—86),

ou € > 0 suffisamment petit.

En coordonnées cylindriques x = r cos(6), y =rsin(0) et z = z, le systeme (2.1.12) devient

d
d—;=£rzsin2(0),
dao
1 Ezszcos(@)sin(@)—l,
dz ., .,
kE—s(r sin®(0)—z—6).

Pour écrire le systeme (2.1.12) sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyen-

nisation on considere 0 comme nouvelle variable indépendante. D'oli

d

d—;z—s(rzsinz(e)),

dz (2.1.13)
Az o (12ein?

=3 e(r?sin®(0)+z +6).

Le systeme (2.1.13) est de la forme

dr
do
dz

% = 85(7‘, HJZ)+ 0(82)’

ou K, F, sont périodiques de période 2. Calculons maintenant le systéme moyenné, on obtient

=¢F(r,0,2)+ 0(%),

1 (7 1
ﬁ(r,Z)zgj;) .Fl(r,H,Z)dHZ_ErZ,
(2.1.14)

1 (7 1
fZ(r’Z):EJO }72(r,9,z)d9:—5r2+z+6.

On résout le systeme (2.1.14), on obtient les trois racines

(rl’zl) = (‘/5!2)) (TZ,ZZ) = (_\/5,2)
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

Commer >0, la solution (ﬁ, 2) c’est la seule qui fournit un cycle limite. On vérifie main-

tenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul.

1 1
D(r,z)=d 2° 1 o7 140
n,z,)=det =—14£0.
! ! (’],Zl):(ﬁ,Z)

r 0

D’apres le théoreme, le systeme (2.1.12) a pour ¢ suffisamment petit un seul cycle limite.

Le point d’équilibre (), z,) = (\/E, 2) du systeme moyenné (2.1.11) est hyperbolique, donc le
cycle limite est de méme stabilité que(r,, z,) = (ﬁ, 2). Les valeurs propres 3,—2 de D,, , f° sont
de signes différents, alors le point d'équilibre est un point selle qui est toujours instable. Donc,

le cycle limite est instable. Voir les figures 2.6 et 2.7.

FIGURE 2.6 — Cycle limite instable du systeme FIGURE 2.7 — Cycle limite instable du systeme
(2.1.12) avec € =1072. (2.1.12) avec e =10"".
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

2.1.2 Théorie de moyennisation du second ordre

Le théoreme ci-dessous offre une estimation de deuxieme ordre pour les solutions pério-

diques de certains systémes différentiels

Théoreme 2.1.2 ([33]) On consideére les deux problemes de Cauchy
x=¢eE(t,x)+&*E(t, x)+°G(t, x,€), x(0)=x,, (2.1.15)

et
y=ef’ M+ °+8°w)], y(0)=x,, (2.1.16)

ot F,E :[0,400)x D — R", G :[0,+00) x D x[0,¢,] — R”" sont des fonctions continues
T-périodique en la premiére variable t,et D un ouvert deR". f°, f1° et g° sont des fonctions
moyennées correspondantes a F, F, et G respectivement.

Soit

on

0
axf (x),

JF
fl(t’x): 3_;%(17,35)—
ol .
yl(t,x)=f [F(s,x)—f(x)]ds + z(x),
0

et z(x) est une fonction différentiablede moyenne nulle. Supposons que

J0F
(a) 8_1’ E et G sont Lipschitziennes relativement ax, et continues dans leur domaine de
X

définition.
(b) |G(t, x,€)| est bornée par une constante M positive dans [O, %) x D % (0,&].
(c) T estindépendantedece.
(d) y(t)e D pendant un temps d’échelle %
Alors
x(t)=y(t)+en(t, y(1)+O(e),

1
pendant un temps d’'échelle P
Corollaire 2.1.1 ([33]) Si les hypotheses du théoréme sont satisfaites, et de plus

fy)=o.

Alors
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

1. Si p est un point d'équilibre du systeme moyenné (2.1.16) tel que

2
W(f P +8°Wly=p #0, (2.1.17)

alors, il existe une solution T—périodique ¢ (t, €) du systeme (2.1.15) telle que ¢(0,€) — p

quand e — 0.

2. 8i (2.1.17) est négative, la solution périodique ¢ (t,€) du systeme (2.1.15) est asymptoti-
quement stable pour ¢ suffisamment petit. Si (2.1.17) est positive, cette solution est in-

stable.

Exemple 2.1.4 Considérons le systeme

F=—y+e(x*—4xy),
(2.1.18)
y=x+e*(y*x+y°x—2y+6y°—y°).

En coordonnées polaires (r,0) ot x = r cos(6), y = rsin(@) avec r >0, on obtient

(= e(—4r*cos?(0)sin(0) + r’ cos’*(0)) + €*(r* cos(0)sin(0) — r* sin(0) cos*(0)
+2r cos?(0)—r®cos’(8)+ r°cos®(@)—2r +6r3 +r®cos(@)—r’—3r®cos’(0)
+3r°cos*(0)—12r3cos?(0)+3r°cos’(8)—3r° cos*(0) + 61> cos*(0)),

{0 =1+¢(drcos(8)—4rcos®(0)—rcos?(0)sin(0))+ e*(—cos(0)r* sin(0)
+sin(0)r° cos®(8)—6sin(@) cos®(0)r* +sin(0)r°> cos*(0)—2 cos(0)sin(H)

—2sin(0)r° cos*(0)—cos*(0)r? —sin(8) cos’(0)r* + r? cos?*(0)+2sin(f) cos*(0)r*

+67r2cos(f)sin(H)).

Considéron maintenant @ comme la variable indépendante, on obtient

d
d—;:sFl(r,0)+82Fz(r,9)+O(s3), (2.1.19)

ou
F(r,0)=—4r?cos*(0)sin(0)+ r? cos*(),
E(r,0)=15r%sin(0)cos*(@)—15r°cos(0)’sin(0) + r* cos(0)sin(0) + r®sin*(0) cos’(0)
—r°sin?(0)cos*(0)—8r°cos*(0)sin*(0)—2r°sin?(0) cos*(0) + 2r° sin*(0) cos*(H)

—67r°sin?(0)cos?(0)+ r°sin?(0) cos(8)— r’sin*(0)—2r sin?(0) + 61 sin?().
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2.1. Théorie de moyennisation dans le cas périodique

En appliquant maintenant le théoréme, on calcule la fonction moyennée

1 2n
for)= E,IO E(r,0)d0 =0.

On peut passer a la théorie de moyennisation d’ordre deux, on calcule

9K

o, (r,0)=—8r cos*(8)sin(0)+2r cos*(8),
ensuite

4 4 1 2

F(r,s)ds=——r*+—-r?cos’(0)+ =r*cos*(0)sin(0)+ = r?sin(0).
. 3 '3 3 3

Ainsi,

21 0
f“’(r)=%f %(rﬁ)-f E(r,s)ds+E(r,0)|d
0 0 (2.1.20)
= r(—irA‘-l—zrz—l).
16 4

Pour trouver les cycles limites, on résout l'équation (2.1.20) et on obtient deux racines posi-
tives 1, = £4/(70+10+/29), r, = £ 4/ (70— 10+/29), et comme

d 25 , 21,
— =ttt
ar! =T T

d d
= f1°(r;) =—13.33923079 #0, e £1%(r,) =1.739230730 # 0.

Donc il existe deux cycles limites, et d’apres I'hypothese (2) du corollaire on a

d d
e £1%(r)=-13.33923079< 0 et o £1%(r,) =1.739230730 > 0.
r r

Alors, le premier cycle limite est stable d'amplitude r, = £/ (70 + 10+/29) et le deuxieme cycle

limite est instable d'amplitude r, = £ /(70— 10+/29) pour ¢ suffisamment petit. Voir les figures
2.8,2.9et2.10.
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2.2. Théorie de moyennisation suivant le degré de Brouwer
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FIGURE 2.8 — Les 2 cycles FIGURE 2.9 — Les 2 cycles FIGURE 2.10 — Les 2 cycles
limites du systeme (2.1.18) limites du systeme (2.1.18) limites du systéme (2.1.18)

avec € =1072. avec e =101 avec € =0.2.

2.2 Théorie de moyennisation suivant le degré de Brouwer

Dans cette partie, nous abordons la théorie de la moyennisation en vue d’identifier les

solutions périodiques d’un systeme différentiel selon le degré de Brouwer.

2.2.1 Rappels sur le degré de Brouwer

Définition 2.2.1 (Degré de Brouwer). Considérons D comme étant une région ouverte de R"
et V un sous-ensemble ouvert et limité de R" avec la condition V. C D. Supposons l'existence
d'une fonction f : V x [—&,,&,] — R" telle que 'ensemble 0 n'est pas une image de [ sur la
frontierede V, 0V, pour un certain €. Le degré de Brouwer de la fonction f (., €) par rapport a

I'espace V' et au point 0 est noté par dg(f(.,€),V,0).

Proposition 2.2.0 Si le degré de Brouwer dg(f (., €), V,0) est différent de zéro, cela implique que

l'équation f(.,e) =0 possede au moins une solution a l'intérieur de l'ensemble V .

Définition 2.2.2 (Degré de Brouwer pour des fonctions de classe C' ). Soitg € C(t), V C D et
définissons Zg ={z € V : g(z) = 0}. Supposons également que le déterminant jacobien de g en
tout point z, noté J,(z), soit non nul pour tout z € Z,. Ceci garantit que l'ensemble Z, est fini.

Alors, le degré de Brouwer de g dans V par rapport a zéro est donné par la somme des signes
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2.2. Théorie de moyennisation suivant le degré de Brouwer

du déterminant jacobien en chaque point de Z :

ds(g, V,0)= "> _ sign(J,(2).

zZ€Zg

Remarque 2.2.1 Soitg : D — R" une fonction de classe C', avec g(a)=0, oit D est un ouvert
deR" eta € D. Si Js(a) #0, il existe un voisinage V de a tel que g(z) # 0 pour tout z € V\{a}
etona

dg(g, V,0)e{-1,1}.

2.2.2 Théorie de moyennisation d’ordre un, deux, trois et quatre dans R”

Théoreme 2.2.1 On considere le systeme différentiel
x(t)=¢eFE(t,x)+&*E(t, x)+ e E(t,x)+ &' E(t, x)+ €°R(t, x, €), (2.2.21)

oit i, 5, B, Fy : Rx D — R",R : Rx D x(—¢&7,&7) — R" sont des fonctions continues et T~
périodiques dans la premiere variable. Supposons que

I) Pour chaque t €R, F, € C*(D), 8*7'F, avec i = 1,4, R sont localement Lipschitziennes

dans la deuxieme variable. Nous définissons f,, >, fz, {1 : D — R" comme suit
1»J2)J3rJ4

1 (7
filz)==| Els,z)ds,
T,
1 ("12F
fz(z)z?JO _a—zl(s,z)yl(s,z)+F2(s,z) ds,
1 (7T OF 102%F, 10F
f3(2)=?J0 _Fg(s,z)+a—zz(s,z)y1(s,z)+§ Zzlyl(s,z)2+Ea—zl(s,z)yz(s,z)]ds,
1 (7T OF 102%F, 10F
ﬁl(Z):?Jo _El(s,z)+a—;(s,z)y1(s,z)+§ Zzz(S»Z)J/1(S’Z)2+Ea_zsz(S»Z)
162F, 18%F , 10F
+5— (52n(s,2)0 s, 2)+ o —=(s, 2)nls, 2] + = — (s, 2)ys(s, 2) | ds,

(2.2.22)
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2.2. Théorie de moyennisation suivant le degré de Brouwer

oul

rs
n(s,z)=| E(t,z)dt,
0

OF
yz(s,z)=J0 [2F2(t,z)+26—zl(t,z)y(t,z) drt,

’K , . J9F
ﬁ(t,z)yl(t,z) +3E(t,z)y2(t,z) dt.

° oF
Y3(S’Z)ZJ l6F3(t»Z)+672(t»Z)J’1(t,Z)+3
0

IT) PourV C D un sous ensemble ouvert et borné, et pour chaque ¢ € (—&z, ;)\ {0}, il existe

acV telque fi(a)+efr(a)+e*fia)+e3fila)=0etds(fi+efo +e°f+63f,, V,a)#0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T —périodique x(t, €) du systeme

(2.2.21) telle que x(0,&) — a quand € — 0.

Lexpression dg(fi+¢ f,+&2 fi+€3 f,, V, a) # 0 signifie que le degré de Brouwer de la fonction
fi+ef,+e*fi+€3f,: V— R" au point d’équilibre a est non nulle. Une condition suffisante
pour que cette inégalité soit vraie est que la jacobienne de la fonction f; +¢f,+ €*f; + £ f, en
a ne soit pas égale a zéro.

Pour plus d’informations sur la théorie de moyennisation, voir [20], [34] et [33].

Exemple 2.2.1 On considere le systeme

i=y—e(x*—2x"),
(2.2.23)
y=—x—e(x*+y—y>.
En coordonnées polaires (r,0) avec x = rcos(0), y = rsin(8), r > 0, le systeme (2.2.23)
devient

(/= e(—r?cos®(8)+2r*cos’(0))+ &3 (—sin(0)r? cos*(8)—r + r3

—2r3cos?(0)+ rcos?(0)+ r* cos*(9)),

. (2.2.24)
0 =—1+e(—2sin(0)r> cos*(8) +sin(0)r cos*(0)) + £*(cos(0)x
\ r?sin(@)—sin(0)r? cos®*(8)—cos(0)sin(8)— r cos*(9)).
En considérant 8 comme nouvelle variable, le systéeme (2.2.24) devient
d
d—g=sFl(r,9)+€2FZ(r,9)+£3Fg(r,9)+0(84), (2.2.25)
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2.2. Théorie de moyennisation suivant le degré de Brouwer

ou
F(r,0)=r*cos*(0)—2r*cos’(0),
E(r,0)=4sin(0)cos’(0)r’ —4sin(8)cos’(8)r° +sin(f)cos’(8)r3,
E(r,0)=sin(0)r*cos*(8)—8r' cos™(8)sin?*(8)+ 12r8 cos''(8)sin*(9)
—67°cos”(0)sin?(0) + r* cos’(0)sin?(0) + r sin*(0) cos?*(0)
— r¥sin?(0) + r sin®(0).

Premierement, on calcule

2n
1
h(r)= EJ; F(r,0)d6 =0,

K 0
ensuite on doit calculer f, et pour cela, on calcule I'expression — P (r 0)f0 E(r, t)dt, et on ob-
tient

0F o r?
8r1(r H)J F(r,t)dt = r(ZCOSS(B)—BFZCOSS(a))-(E sin(@)cos*(0)
0
2r? 2
+ % sin(0) + r(— cos'(0) sin(6)
8 ) ) 16 .
_I_SCOS (9)sm(9)—ﬁsm(6))).
D'out

9K
or

o[

Maintenant, en appliquant la théorie de moyennisation d’ordre trois et pour cela, on calcule

iy e)f E(r,t)dt+F(r,0)|d6 =0.

la fonction moyennée suivante

1 10°F, , 10F
ffs(r)—gﬁ [58 2(7‘ 0)-(n(r,0)) +§E(’39)'J’2(7,9)

oF
+ 5 (1,0)- (1, 0)+ E(r,0)]d0,

ol
/]
yl(r,9)=f F(r,s)ds
0

0 s
J’z(T,H)ZJ [ﬂ(m)-J F(r,t)dt+ E(r,s)|ds
0 ar 0
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2.2. Théorie de moyennisation suivant le degré de Brouwer

On calcule d’abord
1 0%F 1
20 r21 (7,0)-((r,0))* = (cos’(8) —12r* cos’(8)) - (§ sin(8)r? cos*(0)

2 2
+ 3 r?sin(0)— = r*cos*(0)sin(0)

_ 8 1 052(0)sin(0)— L8 4 gin(9)
5r cos“(0)sin(0) 15r sin(0))7,

ensuite, on calcule

10F 1 ; . . 602 . 38 _ 11 ,
> ar(r,H) yz(r,H)—(z(Zrcos (8)—8r’cos>(0))) (225r 15r +18r
18 14 8
——r"cos' 0(0)+ —r°cos®(8)— —r" cos®(0)
2 15 15
5 64 16
——r3cos®(0)— —r"cos®(8)+ —r°cos’(h)
45 15
i 5 o od _1 3 ek
+ 15r cos'(0) 3r cos’(0)),
et
BFZ . 9 [ . 7 4
E(r,9)-y1(r,0):(2881n(0)cos (8)r°—20sin(@)cos'(8)r

+3sin(@)cos’(0)r?)- (%2 sin(@)cos?*(0) + g r?sin(0)

2 8
——r*cos*(0)sin(0)— G r*cos?(0)sin(0)— 5 r*sin(0)).

Pour trouver les cycles limites, on résout l'équation

f(r)= %r (1 —Zrz) =0. (2.2.26)

L'équation (2.2.26) a une seule racine positive r = §\/§ Selon le théoreme, pour avoir un

=—1#0, ce qui est fait.

d
cycle limite on doit vérifier que Eﬁg(r)

_2
r=3

On conclut que le systeme (2.2.23) a un seul cycle limite d'amplitude r = %\/g Voir la figure

2.11.
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FIGURE 2.11 - Cycle limite du systéeme (2.2.23) pour ¢ =107".

2.3 Unautre théoreme de la moyennisation du premier ordre

L'analyse des bifurcations de solutions périodiques dans un systeme différentiel se pré-
sente sous la forme

x=Fy(t,x)+¢eF(t,X)+£*E(t,X,€), (2.3.27)

ol ¢ représente un petit parametre, et les fonctions Fy, F; : R xQ — R” ainsique F, : R x Q2 x
(—&,, &9) — R" sont définies comme étant de classe 62, avec une périodicité de T en ce qui
concerne leur premiere variable £, dans un domaine ouvert 2 de R”. Pour le cas ot le systeme

est non affecté par des perturbations, il est décrit par
x= F(t,x). (2.3.28)

On identifie une sous-variété contenant des solutions qui se répetent avec le temps. Le

probléme de ce sujet s’articule autour de 'application de la théorie de moyennisation.

Nous exprimons par x(¢,z) la solution du systéme (2.3.28) telle que x(0,z) = z. Le systeme

linéarisé du systeme non perturbé (2.3.28) le long d’'une solution périodique x(t,z) est
y= D, k(t,x(t,2))y. (2.3.29)

ol y est une matrice n x n. Dans ce qui suit, on note par M,(t) la matrice fondamentale du
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2.3. Un autre théoréme de la moyennisation du premier ordre

systeme différentiel linéaire (2.3.29) et par & : R¥ x R"* — R* la projection de R” sur ses
premieres k coordonnées, c’est-a-dire, (xy,..., xX,)=(x1,..., Xi).

Supposons qu'’il existe une sous-variété k-dimensionnelle de Q2 remplie des solutions T-
périodiques de (2.3.28). Le théoreme suivant fournit une solution au probleme de I’étude des
solutions T—périodiques a partir des solutions périodiques contenues dans % pour le sys-

teme (2.3.27).

Théoréme 2.3.1 Soient W un ouvert bornéR*, et p : CI1(W)— R"* est une fonction de classe
2. On suppose que
i) &= {za =(a,B(a)),ac Cl(W)} C Q et pour chaquez, € % la solutionx(t,z,) de (2.3.28)
est T—périodique.
ii) Pour chaquez, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.3.29) telle que la
matrice Mz_al(O) — Mz‘al(T) a dans le coin supérieur droit une matrice de dimension k x

(n— k) et dans le coin inférieur droit une matrice A, de dimension (n— k) x (n — k) avec

det(A,) #0.
On considere la fonction 7 : C1(W)— R* définie par

T
9(0{):5(%J M;l(t)ﬁ(t,x(t,za)dr). (2.3.30)
0

Si il existe a € W tel que 7 (a) =0 et det((d.Z /da)(a)) # 0, alors il existe une solution T -
périodique (t,€) du systeme (2.3.27) telle que ¢(0,€) — z, quand ¢ — 0.

De plus, si la matrice jacobienne d F |/ d a)(a) posséde des valeurs propres avec partie réelle
négative alors la solution périodique ¢(t, €) est asymptotiquement stable. Si une des valeurs

propres a la partie réelle positive alors la solution périodique ¢(t, ) est instable.

Le théoreme 2.3.1 provient de Malkin [29] et Roseau [31]; pour une preuve simplifiée, voir
[8].

Soit V est un ensemble ouvert et borné avec CI(V) c Q, tel que pour chaque z € CI(V).
Dans ce contexte, x(f,z) représente la solution périodique du systeme non perturbé (2.3.28)
avec x(0,z). Lensemble CI(V) est isochrone pour le systeme (2.3.27); c’est-a-dire, il s’agit
d’'un ensemble formé uniquement par des orbites périodiques, toutes ayant la méme pé-
riode. Le résultat suivant fournit une réponse au probleme de la bifurcation des solutions

T—-périodiques a partir des solutions périodiques x(¢,z) qui sont contenues dans CI(V).
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2.3. Un autre théoréme de la moyennisation du premier ordre

Théoreme 2.3.2 (Perturbation d’'un ensemble isochrone) Supposons qu'il existe un ensemble
ouvert et borné V avec CI(V) c Q tel que, pour chaque z € CIL(V), la solution x(t,z) est T—

périodique, en considérant la fonction 7 : C1(V) — R" définie par
1 T
F(z)= ?f M (t)E(t,x(t,2z) d¢t. (2.3.31)
0

Si il existe a € V tel que Z(a) = 0 et det((d.Z /dz)(a)) # 0,, alors il existe une solution T-

périodique (t, €) du systeme (2.3.27) telle que p(0,¢) — a quand € — 0.

Pour la preuve du théoréeme 2.3.2, voir le corollaire 1 de [8].

Exemple 2.3.1 On considere l'équation suivante
¥—i+x—x=¢e2+cost)x*+2x%. (2.3.32)
Siy =X,z =X, Léquation (2.3.32) peut s'écrire sous la forme

x =y,
y = z, (2.3.33)

= z—y+x+e+cost)x*+2x3).

Lorigine est le seul point critique du systeme (2.3.33) lorsque € = 0. La partie linéaire du

systeme (2.3.33) avec € =0 a l'origine est

0 1 O
A= 0 0 1
1 -1 1

Les valeurs propres de la matrice A sont A, , = Fi et A; = 1. avec la transformation linéaire

inversible
(X,Y,2)' =B(x,y,2)".
On transforme le systeme (2.3.33) en un autre systeme

X,Y,2)" =J(X,Y,2),
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2.3. Un autre théoréme de la moyennisation du premier ordre

ot ] est la matrice de Jordan associée a A donnée par

0 -1 0
J=| 1 0 0
0 0 1
Ona
BAB™'=]=BA-JB=0,
d’ott
1 -1 0
B={ 0 -1 1 |.
1 0 1
Alors
X 1 -1 0 X X = x—y,
Y |=|l 0 -1 1 y | Y = —y+z,
Z 1 0 1 z Z = x+z,
et
X X
y |FB7| Y
Z
donc
x ;oo | X x = P
yl=l ||y ey = 2
2) =4y 1 lz) |2 = 2y
Le nouveau systeme s’écrit sous la forme
X = -v,
Y = X+¢F(X,Y,Z,1), (2.3.34)
Z = Z+eF(X,Y,Z,1)
ou

I X—-Y+Z X-Y+Z X+Y+Z ;

2 ’ 2 1)
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Pour e =0 la solution du systeme (2.3.34) est

X(t) Xocost—Y,sint
Y(t) |=| Yycost+X,sint
Z(t) Zye'!

En appliquant le théoreme précédent le systeme (2.3.34) est similaire au systeme (2.3.27)

avec
x=(X,Y,Z),R(x,t)=(-Y,X,Z),F(x,t)=(0,F,F) et F(x,t,£)=(0,0,0).
Soit x(t, Xy, Yy, Zy, €) la solution du systeme (2.26) telle que
x(0, Xy, Yo, Zy, €) = (X, Yo, Zo)-

Le systeme (2.3.34) avec ¢ =0 admet un centre a l'origine dans le plan (X, Y) et les solutions

27 -périodiques correspondantes sont
X(I,Xo, YOrO) = (X(t)) Y(t)»Z(t))’
telles que
X(t)=Xycost—Yysint,Y(t)=Yycost+ X,sint,Z(t)=0. (2.3.35)
La matrice fondamentale M(t) du systeme non perturbé (2.3.35) avec € =0 est

cos(t) —sin(t) O
M(t)=| sin(t) cos(t) 0
0 0 el

On remarque qu’elle est indépendantes des conditions initiales (X, ¥;,0). On a

0 0 0
MY 0 —M7'2m)=| 0 0o 0 ,
0 0 1—e?™

vu que 1 —e?™ £ 0, toutes les hypothéses du théoréme précédent sont vérifiées. Par conséquent,

on doit étudier les zéros a = (X,, Yy) € V des deux premieres composantes (F (), K()) de la
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2.3. Un autre théoréme de la moyennisation du premier ordre

fonction F(a) out

r27r
Fl(a)=J sin(t)F(x(t, Xy, ¥%,0,0),t)dt,
0
2" — _
:J sin(t)F(X(t) Y(t),_X(t)+Y(t), XUHY(”,L‘)dt.
0 2 2 2
('271
E(a)= | cos(t)F(x(t, Xy, %,0,0),1)dt,
Jo
(2 — —
:J cos(t)F(X(t) Y(t),_X(t)+Y(t), XUHY(”,t)dt.
0 2 2 2

On pose F(a) = (fi(Xo, Yo), o(Xo, Yy)) et on integre (2.3.36) et (2.3.37) on obtient
1
fiXo, Yo) == 75 (Ko + )6 X + X +6 Y — )
3 2 2 3 3 3 1 2 2 1
(X0, o) 25(—YOX0 + Y Xo)— g(—Yo + X))+ g(—Yo +X;)— 3 Yo Xo.
Le systeme f(X,, Yo) = f2(Xo, Yo) =0, a une unique solution

(XY= (0, by,

4 4

De plus,

(/i f) 3
d H(=———— —(=l 1y = ———— 0.
e (E(XO, YO))(XOyYo)—(Tyz) 2048 7£

(2.3.36)

(2.3.37)

Alors, pour € suffisamment petit, il existe une solution 2n-périodique(X(t,¢€), Y(t,¢€), Z(t,€))

de l'équation différentielle (2.3.32) telle que

1 1
x(0,e)— vt x(0,6)— 0, %(0,6) — 7

quand ¢ — 0.
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CHAPITRE

Bifurcation zéro-Hopf pour des
systemes différentiels cubiques en

dimension 3

3.1 Introduction et position du probléme

En 2004, Buica et Llibre ont appliqué le degré de Brouwer pour étendre la théorie de

moyennisation a I’étude des orbites périodiques pour les systémes différentiels continus [9].

Dans R” avec n > 3, un point d’équilibre est dit zéro-Hopf s'il est isolé parmi '’ensemble
de tous les points d’équilibre du systeme différentiel, et s’'il posséde des valeurs propres b1,

avec b # 0, tandis que 0 est une valeur propre de multiplicité n —2.

Dans [23], ]. Llibre et X. Zhang démontrent que pour n > 3, la théorie de moyennisation
de premier ordre permet a 2”2 cycles limites de bifurquer d’'un point d’équilibre zéro-Hopf

d’'un systeme différentiel polynomial dans R”.

Dans I'étude menée par J. Llibre, A. Makhlouf et S. Badi dans [19], ils ont examiné la bi-
furcation zéro-Hopf des systemes différentiels polynomiaux dans R3. Pour cette analyse, ils
ont utilisé la théorie de moyennisation du deuxieme ordre. Leurs résultats ont montré qu’au
plus 3 cycles limites peuvent bifurquer d'un point d’équilibre ayant des valeurs propres de la
forme £bi et 0.

Dans[14], A. Feddaoui, J. Llibre et A. Makhlouf examinent la bifurcation zéro-Hopf des sys-
temes différentiels polynomiaux dans R* en utilisant la théorie de moyennisation du deuxieme
ordre. Les auteurs démontrent qu’au maximum 9 cycles limites peuvent bifurquer d'un point

d’équilibre caractérisé par des valeurs propres de la forme b i et deux zéros.
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3.2. Résultats principaux

Les recherches précédentes ont exploré la théorie de la moyennisation d’ordre 1 et 2.

3.2 Résultats principaux

Ce chapitre se concentre sur ’analyse du nombre maximal de cycles limites pouvant dé-
couler d'un point d’équilibre zéro-Hopf dans un systeme différentiel cubique de dimension
3. Nous aborderons cette étude en utilisant la théorie de moyennisation du quatrieme ordre.

En particulier, nous examinerons des systemes différentiels ayant la forme suivante
( 2
x =(aye+a,e? + aze* + a,e)x — (b + bye + be® + bye> + byet)y + > e/ X;(x, y, 2),
=0
2
{ y=(b+bie+be*+ b+ byet)x + (a6 + a,e* + aze* + a,e")y + D €7 Yi(x,y,2), (3.2.1)

i
2
z=(ce+ e+ e+ etz + Y e/ Zi(x,y,2),
\ j=0
ou
Xi(x,y,2) = ajx’+apx’y+apx’ztapxy’+a,xyz+

ajsxz’+ay  +apy e+ agyz +agz,
Yi(x,y,z)et Z;(x, y, z) ontlaméme expression que X;(x, y, z) en remplacant respectivement
aj; par b;; et ¢c;; pour j =0,2 et i =0,9. Les coefficients a;;, bj;, ¢j;, @y, ay, as, as, b, by, by,
bs, by, ¢, ¢, c3, ¢, sont des parametres réels avec b # 0. Lorsque € =0 le systéeme (3.2.1) a des
valeurs propres =£bi et 0 a |'origine, c’est-a-dire que 1'origine est un point d’équilibre zéro-

Hopf.

Théoreme 3.2.1 Les affirmations suivantes sont valides

(a) En appliquant la théorie de la moyennisation du deuxieme ordre, on obtient qu'au plus
trois cycles limites peuvent bifurquer de l'origine du systeme (3.2.1) lorsque € tend vers

zero.

(b) En appliquant la théorie de la moyennisation du troisieme ordre, on obtient qu'au plus
trois cycles limites peuvent bifurquer de l'origine du systeme (3.2.1) lorsque € tend vers

zéro.

(c) Enappliquant la théorie de la moyennisation du quatrieme ordre, on obtient qu'au plus

dix cycles limites peuvent bifurquer de l'origine du systeme (3.2.1) lorsque ¢ tend vers zéro.
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3.3. Preuve du Théoreme 3.2.1

3.3 Preuve du Théoreme 3.2.1

Preuve del'affirmation (a) du théoreme 3.2.1. Nous devons reformuler le systeme d’équa-
tions (3.2.1) en une forme standard afin d’appliquer la théorie de la moyennisation. Cette dé-
marche est essentielle pour démontrer I'affirmation (a) du théoreme 3.2.1. Pour entamer ce
processus, nous procédons a un changement d’échelle en posant (x,y,z) =(¢X,eY,eZ), et
nous obtenons le systeme différentiel (X,Y,Z).Ensuite, nous considérons le changementdes
variables X = pcosf, Y = psinf, Z = n et nous obtenons le systéme différentiel (X,Y,2)
en coordonnées cylindriques (p, 8,71) et nous prenons § comme nouvelle variable indépen-
dante. Enfin, nous faisons un développement de Taylor dans la variable € au quatriéme ordre

et nous obtenons le systeme différentiel

d
ﬁ =¢eF,(0,p,n)+&*F,(0,p,n)+€*F3(0,p,n)+e*F4(0,p,n)+ O(¢°),
(3.3.2)
d
£ = 91:21(9’/0’77)+321:22(9,/0»77)+83Fzs(9»/0»7’])+84Fz4(9,/0r77)+ 0(85)»

ou les fonctions F;; avec i =1,2 et j =1,...,4 sont données dans I'appendice.

Prenant x = (p,n), t = 6, F(t,x)=(Fi(p,0,n), Ea(p,0,n), B(t, x) = (Fa(p,6,1), Eap,0,m),
E(t,x) = (Fs(p,0,n), Bslp,0.1), F(t, x) = (Ra(p,0,n), Bu(p,0,n)) et T = 27, le systeme (3.3.2)
est identique au systeme (2.2.21). La fonction moyennée suivante est calculée en appliquant
la théorie de moyennisation du premier ordre au systeme (3.3.2).

21

1
fil(p!n):%J El(g!pyn)dey

0
oui=1,2.

En faisant les calculs, nous obtenons

a
filp,n)= 1710,

an (3.3.3)
Sfizp,m)= 7

En résolvant (3.3.3), nous obtenons (p, 1) = (0, 0). Par conséquent, la théorie de moyenni-
sation du premier ordre ne donne aucune information concernant les cycles limites du sys-

teme différentiel (3.3.2).
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Etant donné que la théorie de moyennisation du deuxieme ordre peut donner des infor-
mations sur les cycles limites du systeme différentiel (3.3.2), nous avons besoin que le sys-
téme moyenné (3.3.3) soit identiquement nul. Ainsi, nous prenons a, = ¢; = 0. Maintenant,
nous calculons les secondes fonctions moyennées f, = (f>,(0,n), f»2(0,1n)), nous obtenons le

systeme suivant

alp,n)= (802 +(3agy + Aoz + boy +3bgs)p? +4(ags + bos)nz) )

(3.3.4)

folp,n)= (262"‘(002"‘007)102"‘2009772)-

P
8b
A
2b
Nous résolvons le systéme f,,(0,n) =0, f.(p,n) = 0 par rapport aux variables (p,n), et

nous trouvons trois solutions

( )= (24— 2a, 0

_ 8a, Cog —4¢5(ags + byg)
(P23 N23)= - )
Coo(3ago + aoz + Doy +3bog) — 2(ags + bog)( oz + Co7)

i\J _ (3agy + agz + bor +3bgs) —4ax(Co2 + Cor) )
Coo(3ago + Gz + Doy +3byg) — 2(ags + bog)( o2 + Co7)

Ces solutions sont réelles avec p > 0 si et seulement si les conditions suivantes sont satis-

faites
(i) au(3ago + ags + bo1 +3bys) <0,
(ii) (8612 Cog —4C2(ags + bos))(Cog(?’aoo + ags + bo1 +3bys) — 2(ags + bog)(coz + 007)) <0,
(ii) (c2(3ago+ aos+ bor +3bos)—4az(coz + co7))( Coo(3a0 + o3 + bo1 +3bos) —2(ags + Bog)(Coz + €o7)) < 0.
Nous procédons au calcul du déterminant de la matrice jacobienne

4 (f.;_l! f22)
ap,n)’
aux trois solutions précédentes, nous obtenons que le déterminant pour la premiere solution

est
2ay(4ay(cop + Co7) — 2(3ag o + gz + byy + 3 byg))

)
tandis que pour la deuxiéme et la troisieme, est

2(4a,(cop + Co7)— Ca(3agg + Aoz + byy + 3bgs) (265 Cog — Co(ags + bog))
(€o9(3agg + ags + Doy +3bys) — 2(ags + bog)(Coz + Co7)) b2
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Selon les conditions (i), (i7) et (iii), de plus, les deux déterminants sont non nuls. Par
conséquent, d’apres le théoreme 2.3.1, nous obtenons que le systeme différentiel (3.3.2) a
trois cycles limites (p,(0, €),1,(0, €)) tend vers les solutions (p;, ;) pour I = 1,2,3 quand £ — 0.

Revenant maintenant du systeme différentiel (3.3.2) au systeme différentiel (X, Y, Z), et
prenant en compte que 0 = b + O(¢), nous obtenons les trois cycles limites (X;(t, €), (¢, ),

Z,(t,e)) pour l =1,2,3 satisfaisant
(X,(0,¢), ¥,(0,€), Z,(0,€)) = (p;,0,17;) quand & — 0.

Finalement, revenant du systeme différentiel (X, Y, Z) au systeme différentiel (3.2.1),nous

obtenons trois cycles limites (x;(¢, €), y,(¢, €), z;(t, €)) pour I =1,2,3 satisfaisant que
(xl(ovg)v J’I(O;b‘); ZI(O!E)) - (pl!oy 7/Il) quand £—0.

Ainsi, ces trois cycles limites bifurquent de |’origine du systeme différentiel (3.2.1) lorsque
€ — 0, c'est-a-dire, ils bifurquent du point d’équilibre zéro-Hopf localisé a I'origine du sys-

teme (3.2.1) lorsque € — 0. Cela compleéte la preuve de I'affirmation (a) du Théoreme 3.2.1. m

Exemple 3.3.1 On consideére le systeme différentiel suivant

1 1 5
X=-x—-5y—=-x3+-xy?

2 2 4

y 21 3 2 3

y=€ §y+5x+§x y—=y° (3.3.5)
3 1

Z=g"~z—=23,
2 3

En changeant les variables (x,y,z)=(eX,eY,eZ), le systeme (3.3.5) devient

2 2 4
. 1 3
Y=5X+82(§Y+§X2Y—Y3), (3.3.6)

. 3 1
Zzez(—Z——Zz).
2 3

Nous écrivons le systeme (3.3.6) en coordonnées cylindriques, X =p cos@, Y =psinf, Z =

. 1 1 5
X=-5Y+e*|-X—=-X3+-XY?|,

1), et nous obtenons
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3.3. Preuve du Théoreme 3.2.1

p= %(—17{)2 cos’ 0 +19p?cos? O —4p? +2),
. 17 . 9 .
0 = &2 (szcos3 0 sin 0 —szcose sme) +5,

3 1
222, 2.3
n 3(27’7 377)-

En prenant maintenant 0 comme nouvelle variable indépendante, nous obtenons

d 2

£ = % (—17p%cos* @ +19p%cos® O —4p? +2)+ O(£3),
dn (3 1, 3

T (10” 15" )+O(€ )

Nous appliquons la théorie de moyennisation du deuxieme ordre et obtenons le systeme de
moyenné f,(p,1n) = (fa1(0, 1), f2(p, M) donné par
P

N 2 __
falp,n)= 17760(7/) 16), 557
Folpym)=—35(20° = 9).
En résolvant le systeme f,, =0, f,, =0, nous obtenons les trois solutions
4 4 3 4 3
(Pr,m)= (ﬁ’o)’ (P2,12) = (77, ﬁ), (P3,15) = (77,—72).
Nous calculons la matrice jacobienne du systeme (3.3.7), et leurs déterminants dans ces trois
solutions, sont respectivement —;—0, % et :—5 respectivement. Ainsi, selon le Théoreme (2.2.1),

le systeme différentiel (3.3.5) a trois cycles limites bifurquant de son point d’'équilibre zéro-Hopf

localisé a l'origine des coordonnées.

Nous tragons ces trois cycles limites en utilisant Maple, voir les Figures 3.1 et 3.2.
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00150 0100 oe

-0.015 _pons 5
1] A0S 00035 5
030010 gy 5 o

X +

FIGURE 3.1 - Les 3 cycles limites du systtme FIGURE 3.2 — Les 3 cycles limites du systeme

(3.3.5) avec £ = 1072, (3.3.5) avec £ =0.2.

Preuve de l'affirmation (b) du Théoréme 3.2.1. Nous utilisons la théorie de moyennisa-
tion du troisieme ordre pour prouver I'affirmation (b) du Théoreme 3.2.1. Nous devons véri-
fier queles secondes fonctions moyennes (f>,(p, 1), f52(p, 1)) sontidentiquement nulles. Nous

prenons donc
a,=0, ¢, =0, ags =—byg, 3 =—by —3a5—3Dbys, Co9 =0, Coo =—"Co7.

Considérant ces conditions pour appliquer la théorie de moyennisation du troisiéme ordre.

Alors, nous avons les fonctions moyennées f; = (f3:(0, 1), fz2(p, 1)), sont donnés par

flp,n)= % (8bas—8bya,+(3bayg+ bayz+ b by, +3bbyg—3byag — by ags — by by —3b, by ) p?

+4(bays + b byg— byags — by byg)n?),

f2(p,n)= % (2bc3—2bycy +(beyy+ by — by co — by co7)p? +2(b c19— by €o9)1)?).
(3.3.8)

Nous résolvons le systeme f3,(p,n) = 0, f3.(p,n) = 0 concernant les variables (p,n), et

nous trouvons les trois solutions suivantes

( 1= (2 2a; 0

(Pear ):( i 8ascig—4cs(as+ big)
560 115,6 C19(3ay0 + 13+ byy +3byg) —2(ay5 + big)(cip + €17)

i\J . c3(3ay+ a3 + by +3byg) —4as(crp + ¢17) )
C1o(

3ay0+ a3+ by +3byg) —2(ay5+ big)(cip + €17)
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Ces solutions sont réelles avec p > 0 si et seulement si les conditions suivantes sont satis-

faites
() as(3aio+ a3+ by +3by6) <0,
Gj) (8613 cig—4c3(ars+ blg))(clg(?’ﬂlo + a3+ by +3b1g) —2(a5 + big)(cr2 + 017)) <0,
1)) (03(36110 + ay3+ by +3byg) —4as(cio+ 017))(019(36110 + a3+ by +3b1g)—2(a5+ big)(cr2+ 017)) <0.

Nous calculons le déterminant de la matrice jacobienne

4 (fél! f32)
ap,n)’
aux trois solutions précédentes, et nous obtenons que le déterminant pour la premiere solu-

tion est

2ay(4ay(coy + Co7) — 2(3ag o + g + Doy + 3 byg)

)

tandis que pour la deuxiéme et la troisiéme, il est

2(4a,(cop + Co7) — Ca(3ago + Aoz + byy +3bgs)(2a;, Cog — Co(ags + bog))
b2(cye(3agy + ags + by + 3bos) — 2(ags + bog)(Coz + Co7))

D’apres les conditions (j), (jj) et (jjj), les deux déterminants sont non nuls. Par consé-
quent, d’apres le Théoreme 2.2.1, nous obtenons que le systeme différentiel (3.3.2) a trois
cycles limites (p(6, €),1(0, €)) tels que (p (0, €), (0, €)) tend vers les solutions (o, ;) pour
k=4,5,6 quand € — 0.

Revenant maintenant du systeme différentiel (3.3.2) au systeme différentiel (X, Y, Z), et
prenant en compte que 8 = b + O(¢), nous obtenons les trois cycles limites (X,(¢, ), Y;(t, €),

Z(t,€)) pour k =4,5,6 satisfaisant
(Xk(o) 8)! Yk(o! ‘9)! Zk(o» 8)) - (pk; 0» 77](:) quand £—0.

Finalement, revenant du systéme différentiel (X, Y, Z) au systeme différentiel (3.2.1), nous

obtenons trois cycles limites (x.(z, €), yi(£, €), z(t, €)) pour k =4,5, 6 satisfaisant que
(Xk(o, 8)! yk(o) 8)) Zk(o, 8)) - (pk; 0» nk) quand £—0.

Ainsi, ces trois derniers cycles limites bifurquent de I'origine du systeme différentiel (3.2.1)

quand ¢ — 0, c’est-a-dire, ils bifurquent du point d’équilibre zéro-Hopflocalisé a I'origine du
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3.3. Preuve du Théoreme 3.2.1

systeme (3.2.1) lorsque ¢ — 0. Cela complete la preuve de l'affirmation (b) du Théoreme 3.2.1.

Exemple 3.3.2 On consideére le systeme différentiel suivant
x==28%x+e(—x*+xy*+2xz*)+x*—10xy*—4xz*—y,
j/:—283y+£(2x2y+%y3)+x+xzy+2y3+4yz2, (3.3.9)
z=8e2z+e(—2x%z+22%)—x%z+ y?’z,

En changeant les variables (x,y,z)=(eX,eY,eZ), le systeme (3.3.9) devient
X=—Y+&(—X3+XY2+2XZ%—2X)+£*(X?—10X Y2 —4X Z?),
Y=X+¢° (—2Y+2X2Y+§Y3)+32(X2Y+2Y3+4Y22), (3.3.10)
Z=6¥-2X?Z+22%+Z)+e*(—X2Z+Y?Z).

Nous écrivons le systeme (3.3.10) en coordonnées cylindriques(X,Y,Z)=(p cos0,p sin6,n)

et nous obtenons

3
p==2(

2
—11cos* @ +7cos? 0 +1)p? +6n? cos? 6 —6) — % (—3p2(12cos* @ —13cos? 6 +2)
+(24 cos? 0 — 12)7;2),
. &3cosOsinf )
0= — (11p%cos? 6 —6n?—2p?)—4e? cos O sin 0 (3p%cos*0 —4n®—3p?)+1,
n=¢en(—2p*cos? 0 +2n*+1)—&2p*n(cos?0 —sin*H).

En utilisant 0 comme nouvelle variable indépendante, nous obtenons

dp__e'p £p

~0-"3 (—3p2(12cos* @ —13 cos?® @ +2) + (24 cos? 6 — 12)n?) Y +((—11cos* @ +7cos? 0 +1)p?
+6n%cos® 6 —6)+ O(e?),

d

£ =—£2p’n(cos?0 —sin?0)+&%n(—2p? cos? @ +2n> + 1)+ O(&*).

Nous appliquons la théorie de moyennisation du troisieme ordre et obtenons le systeme de
moyenné donné par
Jo,
fulp,m) =5 (8n°+p*—16),

(3.3.11)
flp,m)=n(2n*—p?+1).
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En résolvant le systeme f, =0, fi, =0, nous obtenons les trois solutions

V6 V6
(P, m)=(4,0), (p2n2)= (2; > ) (P3,13) = 2,—7 .
Nous calculons la matrice jacobienne du systeme (3.3.11) et leurs déterminants a ces trois
solutions, et nous obtenons les déterminants —60, 30 et 30 respectivement. Ainsi, selon le théo-
reme 2.3.1, le systeme différentiel (3.3.9) a trois cycles limites qui bifurquent de l'origine quand
e—0.

Nous tragons ces 3 cycles limites en utilisant Maple, voir les Figures 3.3 et 3.4.

¥ 004 002 0 -002 -0
00

U.m{).(h ¥ ¥

FIGURE 3.3 - Les 3 cycles limites du systtme FIGURE 3.4 — Les 3 cycles limites du systeme

(3.3.9) avec ¢ = 1072, (3.3.9) avec £ =0.2.

Preuve de 'affirmation (c) du Théoreme 3.2.1. Nous utiliserons la théorie de moyennisa-
tion du quatrieme ordre pour prouver le principal résultat de ce chapitre. Selon le théoreme
2.2.1, nous devons annuler le systétme moyenné du troisieme ordre (f3,(p, 1), f32(p,1)). Nous

prenons donc
a3 =0, ¢3=0, a;5=—bg, a13=—by; —3a,0—3bys, C19=0, 1o =—Cy7.

En utilisant la théorie de moyennisation du quatrieme ordre, nous avons que les fonctions

moyennées sont

fulp,n)= (Ag+Ain* + An? + A3 p? + Ayp? + Asp?),

P
48b?2

flp,n)= % (By+ Bin*+ Byn? + Byn?p? + Byp? + Bsp?),

(3.3.12)
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ol
AO - 48&4 b,

Ay =24a49 (agy +2by7 —3 Cog) — 24 bog( Doy + 2065 — 3 Cos),

A, =24Db (ays + byg),

Az =—18ay (ags + bos) — 12bygag; + 6, (Aos — 2 Doy — 3 Cog) + 6ag4 (g7 + Co5) + 607 (2 o7 — Cog)
—6a0s (Do) +2€47) — 18ag9 (€o1 + 3 o6) — 6 D01 Bos — 6Dz (Dos — Co5) — 12 bog boz — 6 bos (o7 + Cog)
—12bys 7 + 18Dy Co5 + 12 oy byg + 18 byg (o3 + 3 Co) s

Ay =6b (3ay + a3+ by; +3byg),

As =—3ag (ag, +3ags + 3 by + by3) —3ag, (Do1 +2bys) — Ao (5¢o1 + 13 Cos) + s (o3 + 5¢00)
—3dg6 Do1 — 7 (Co1 + 5 Co6) — 3 b1 (oo + bo3) + Doz (Co3 + 5 Co0) — 6 b3 bog — Doa (Co1 + 5 Cos)
+by7 (5¢3 + 13 ¢y0)

B,=8c¢,b,

By =8(ag9 cos — bog Cos) »

B, =8cyb,

By =4ay; o +4ay7 Cog + 4 aog Co7 + 49 (Co1 + 3 Cop) — 4 Doy Cos + 4 s Co7 — 4 Dy7 Cos — 4 byg Coa
—4 by (3 o0 — Co3)

By=4b (o + ¢27),

Bs = ag Co7 + Ag2(3 Co1 + 7 Cop) — 2804 Coo + 3ags Co7 + Ag7(Co1 + 5 Co6) + 3 Dog Co7 — Doy Cou
— b2 (5 oo + Co3) + bog Co7 + 2 Bg4 Cos — 3 Do Coa — 7 bo7( oo — 3 Co3) + 6 Coo Cog — 2 Co1 Cos
+2 Co3 Co —6Co5 Cop»

Nous résolvons la premiere équation f;;, par rapport a p en considérant p > 0, et nous

obtenons les quatre solutions suivantes

1
Pi2= iﬂ \/_2A5 (+A3772 +As— \/(A% —4A, A5t + (243 A, — 4 A, As)n2 + A _4A0A5),
5

1
D= :I:ﬂ\/ —2A5(+As? + Ay + /(BB — 4A A" + (2454, — 4A, A5 + AT — A A Ay ).
5

Nous conservons p, et p; car p > 0 doit étre positif. Par conséquent, la deuxiéme équation

devient n
felpon)=—15 % (Kon®+ Kin®+ Kon* + Ksn? + Ky),
5
n
fiolps,m) = 16A2b2K’ (Kon® + Kin®+ Kon* + Kan? + K,),
5
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ou
K =(—1?A3Bs+1n?AsBs + A5 By— BsAy) 1/ (—4A, As + A2 +(—4Ay As + 2A3 A2 — 4Ag As + AC
+(2A,A5Bs — A2Bs + A3 As By —2A2B) ) * + (2A, A5 Bs— 2A3A4 Bs + A3 A5 By + Ay As B3 —2A2 By ) 1)
+2AgAs5Bs — A3 Bs + Ay As By — 2By AZ,

K'= \/ (—4A; As + A2)A + (—4As As + 2 A3 A )2 — 4AgAs + A2 (% As B3 — > A3 Bs + As By — Ay Bs)
+(—2A, A5 Bs + AZBs — A3 As By + 2A2 B )* + (—2A3 A5 Bs + 2A3 Ay Bs — A3 As By — Ay As By + 2 A2 By)n)?
—2AgAsBs + A2 Bs— Ay As By + 2By AZ,

Ko =4A%(A2B2— A A3 B3 Bs—2A, As By Bs + A, As B2 + A2 B, Bs— A3 As B B; + A2B?),

Ky =4A%(2A,A; B2 — Ay A3 By Bs — A} Ay By Bs —2A, As B Bs + 2A, As By By — Ay A3 B3 By
—2AAs By Bs + AyAs B + A2 B, B + 2A3 Ay By Bs — A3 As By By — A3 As B, By — A4 A5 By By
+2A2B, B,),

Ky =4A%(2AgA; B2 — AgA3 B3 Bs —2Ag A5 By Bs + AgAs B2 — A} Ay By Bs —2A, A5 By B + A2 B?
+A1As B — Ay A3 By Bs — Ay Ay By Bs— 2 Ay As B, Bs + 2A, A5 By By + A3 By Bs
+2A3A4 B, Bs — A3 As ByBy — A3 As By By + A2 By Bs — Ay As By By — Ay As B, By + 2A2 By By + A2B2),

K3 =4A%(2AgAy B2 — AgA3 By Bs — AgAy By Bs —2AgAs By Bs + 2AgAs By By — Ay Ay By Bs — 2 Ay A5 By Bs
+AyAs B2 +2A3A4 By Bs — A3 As By By + A2 By Bs— Ay A5 ByBs — Ay As By By + 2A2 By By ),

Ky =4A%(AZB2 — AgAy By Bs —2AyAs By Bs + AyAs B2 + A2 By Bs — Ay As By B, + A2B2).

Ainsi, il est facile de vérifier que le systeme (3.3.12) peut fournir au plus dix solutions

réelles avec p > 0.

Soit (p*, n*) une solution du systeme (3.3.12). Pour avoir un cycle limite selon la théorie de

la moyenne du quatrieme ordre, nous devons avoir

0fu 9fu
D(p*n)=det| * 0.
(p*\n") e 20 #
P n (o, n)=(p*1*)

Ensuite, nous concluons que, selon la théorie de la moyenne du quatrieme ordre, le sys-
téme (3.3.2) a au plus dix cycles limites. Par conséquent, le systeme (3.2.1) a au plus 10 cycles
limites se bifurquant de l'origine en raison de la mise a I’échelle. Cela acheve la preuve de

I'énoncé (c) du Théoreme 3.2.1. m
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Exemple 3.3.3 Considérons le systeme différentiel suivant

X 19 5
J'c:846+82(x3—xy2)+xy2+ﬂxyz—xz2+x2y—y—yz2+éy3+z3,

. :.941

5
y s +£2(—y3—Eyzz)ﬁ—x—xs'+xy2—xzz+2x2y—y3+yzz, (3.3.13)

z 1 1
z':S4Z+£2(x2z—y2z—5z3)+xyz—x2y—x2z+y3+Zyzz—l-yzz,
En changeant les variables (x,y,z)=(eX,eY,eZ), le systeme (3.3.13) devient
, 1 19 5
X =—Y+84(6—5X+X3—XY2)+32(X2Y+XY2+ gXYZ—XZZ+ EYS_ YZ?+273),

1 5
JEXAE (Y -V - DY 2+ X+ 2XY + XY X 2P - VP 4+ Y 27),

1 1 1
z= 34(ZZ+XZZ— YZZ—523)+32(—X2Y—XZZ+XYZ+ Y3+Y2Z+ ZYZZ).

Nous écrivons le systeme (3.3.3) en coordonnées cylindriques (X,Y,Z) = (pcos8,psin0,n),

nous obtenons
. £4p 2 4 2 2 2 2 2 2 82 3 4
pzﬁ(IZp cos* 0 +5n-cos“ 0 +12p-cos“0 —5n“—12p +2)—ﬂ(96p cos* 0

+44p3 cos® 0 sin @ —120p3 cos? O +48pn? cos? O —19p21 cos? O sin O +48pn? cos O sin O
—44p2 cos 0 sin 6 —24n° cos 0 +24p° —24pn?),
.t &2
0= o (—12p?cos® 0 sin @ —5n? cos O sin §) — 210 (44p° cos* 0 —19p?n cos® 6 —40p° cos? 6
+48pn? cos? 0 +19p2%ncos O +48p3 cos O sin @ —48pn? cos O sin O +24n3sin 6 + 20p3
—24p1?—96p°®cos® Osin0)+1,
4

2
n= %(4p200829—4p25in2 0—2n>+ 1)—%(4pn00529 +4p?cos? 0 sin@ —4pncos O sin

—4p?sin® 0 —4pnsin® 6 —n?sin6).
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En considérant @ comme la nouvelle variable indépendante, nous obtenons

ap _ ¢

do 576p
+3936031° cos® 0 —68400°7 cos® 0 +5424p6 cos® 0 sin O —5520p%n* cos* @ +22176p*n? cos* O

(7280p° cos” 0 sin 0 +3648p°1 cos” § —12432p° cos® O sin § — 13440p*n? cos®

+2304p1° cos® 0 —5352p313 cos® 0 + 3648051 cos® 0 +5761° cos 0 sin @ —272p% cos G sin O
+55200%n* cos? @ —10368p*n? cos? O +576pn° sin @ —576p313sin @ —1728p1° cos O
+19920313 cos 0 —456p°1) cos O + 240p2n? cos? O —240p2n? —576p?n* + 1056 p1n?
—8448p° cos® +196800° cos® 0 —16224p° cos? 6 +576p* cos? 6 +5472p° cos? 0
+576p%* cos? 0 + 1672051 cos® 0 sin 0 + 4631 p*n? cos® 0 sin @ — 278431 cos* O sin O
—2432p°n cos* O sin @ —4919p%13 cos® 0 sin @ —2304pn° cos?  sin O + 2664031 cos? O sin O
+1216p57 cos?® 0 sin 0 +288p*n? cos O sin § —480p° —576p* +96p%) — g (443 cos® 0 sin O
+9603 cos* @ —19p?1 cos® 0sin O +48pn? cos 0 sin @ —44p3 cos 0 sin O +48pn? cos® O
—120p3 cos? @ —241° cos 6 —24pn? +24p3) + O(£°)
an _ e (192p2ncos? @ —96p°n—68p>n?cos O +48pn* cos O +24n +192p? cos § +32p*n cos®
dg 96
—80p*n cos* 0 +496p° cos* 0 sin @ —352p° cos® O sin @ —136p31? cos® O —320p° cos? O sin O
+204p3n? cos® 0 —96p°n> cos? @ —128p*ncos® @ +72pn* sin @ —76p3n? sin 6 + 805 sin O
+80p%*n—24n°—48n3 +144pn* cos? O sin O +420p3n? cos? O sin O — 2690213 cos O sin O
+348p*ncos O sin O +1096p %1 cos® 0 sin @ —416p3n? cos* O sin 0 + 557 p?n3 cos® O sin O
—156p%1 cos® 0 sin @ —48pn* cos® O —768p° cos’ O —24n° cos? O —960p° cos® O
2

+1536p° cos® ) — EZ (4p3 cos? 0 sin O —4p°sin® 0 +4p?n cos? 0 —4p?1 cos O sin O —4p?n sin? O
—pn?sin @)+ O(&%).

Nous appliquons la théorie de la moyenne du quatrieme ordre et obtenons le systeme moyénné

fi=(fulp,n), fu(p,n)) donné par

fulp,m)= f—g(n4+p4—10n2—6p2+8),
(3.3.14)
falo,m)= % (4n*+5p* —8n°—8n°p® +4).
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En résolvant le systeme (3.3.14), nous obtenons les dix solutions avec p >0

(P1,Mm)=1(2,0), (p2n2)= (1+\/__1_\/§)» (3, 13)= (1+1/_1+1/_)
(Pen)=(v2,0), (ps5n5)=(v3-1,v3-1), (psns)=(v3—1,1-v3),

\/13260+9101/21 V20670 +1170+/211
(p7’n7 = » ]
65
\/13260+910¢21 V20670 +1170+/211
(PgNg) = y— ,
65
( - \/13260 910¢211 V20670—1170+/211
P Tls) = 65 ’ 65 ’
V13260—910v/211 /20670—1170+/211
(P10, N10) = 65 y— 65 )

Maintenant, nous devons vérifier que le déterminant de la matrice jacobienne du systeme (3.3.14)

est différent de zéro a ces racines avec

1 9] 3 1 1
— 4 p2__ 24 _ 2 __
Do, det i p 521 T3P T 2P 1" =5)
P (42 5 2) > 4 3 2 2+5 4 3 21
4pn n°=5p U T St

Des calculs simples montrent que

7 73 73
D(prh):;}, D(Pz,nz)Z—Eﬁ—zL D(pS’nS):_Eﬁ_ZL D(P4’774)=——

4)
73 73 12293493 + 846403+/211

D(ps,n:)=—+/3—21, D(pe,Ne)=—+3—21, D(p-,n-)= ,

(ps,15) 5 V3 (P6)M6) 5 V3 (p7,17) 519250
D - 12293493 + 846403 +/211 D - 12293493 — 846403+/211

P 1s) = 549250 ’ PorTo) = 549250 ’

12293493 —846403+/211
D(p19,M10) =
549250

Donc, selon le Théoreme 3.2.1, le systeme différentiel (3.3.13) a dix cycles limites qui bi-
furquent de l'origine.

Nous tragons ces dix cycles limites en utilisant Maple, voir les Figures 3.5, 3.6 et 3.7.
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0.02

001 0 01 g

X

FIGURE 3.5 — Les 10 cycles limites du systeme FIGURE 3.6 — Les 10 cycles limites du systeme
(3.3.13) avec e =1072. (3.3.13) avec £ =0.2.

x

FIGURE 3.7 — Les 10 cycles limites du systeme (3.3.13) avec ¢ = 0.4.

59



CHAPITRE

Solutions périodiques de certains
systemes différentiels polynomiaux

en dimension 5

4.1 Introduction et position du probléme

Dans ce chapitre, nous fournissons des conditions suffisantes pour 'existence des solu-

tions périodiques pour le systeme différentiel polynomial de la forme

[ =—y+eP(x,y,z,u,v)+ (1),

y=x+eP(x,y,z,u,v)+ hyt),
3 z=—u+ePy(x,y,z,u,v)+ hy(t), 4.1.1)

u=z+eP(x,y,z,u,v)+hy(t),

v=Av+eP(x,y,z,u,v)+ hs(t),
ou P, P, P;, P, et P; sont des polyndomes en les variables x, y, z, u, v de degré n, h;(t) sont des
fonctions 2m—périodiques avec i = 1,5, A est un nombre réel, et £ est un petit paramétre.

Beaucoup de travaux ont étudié les solutions périodiques de ce genre des systemes dans

R3 et R%, voir [16, 26, 27, 28].

Notre résultat principal pour I’étude des solutions périodiques du systeme (4.1.1) est le

suivant.
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4.2 Résultats principaux

Théoreme 4.2.1 On consideére le systeme différentiel (4.1.1) avec A = 0. Nous définissons

F1(x0, Yo, 20, Uy, Vo) = % fom (cos(t)P(a(t), b(t),c(t), d(t),e(t))+sin(t)P(a(t), b(t), c(t),d(t),e(t)) dt,
F(X0, Yo, 20, Up> Vo) = % fom (—sin(£)Py(a(t), b(t), c(t),d(t), e(t))+cos(t)P(a(t), b(t), c(t),d(t),e()) dt,
F3(X0, Yo, 20, Uy, Vo) = % fom (cos(t)Ps(a(t), b(t),c(t),d(t),e(t))+sin(t)Py(a(t), b(t), c(t),d(t),e(t)) dt,
F4(X0, Yo, 20, Uo> V) = % fozn (—sin(t)Ps(a(t), b(t), c(t),d(t),e(t))+cos(t)Py(a(t), b(t), c(t),d(t), e(t)) dt,

1 on
F5(X0, Yo» Z0» U Vo) = —foz Py(a(t), b(z), c(t),d(z),e(t) dt,

2n
ol
a(t)=cos(t)x,—sin(t)y, —|—f0t (cos(t —s)hy(s)—sin(t —s)hy(s)) ds,
b(t)=sin(t)x0+cos(t)y0+f0t (sin(t —s)h,(s)+cos(t —s)h,(s)) ds,
c(t)= cos(t)zo—sin(t)u0+fot(cos(t—s)hg(s)—sin(t—s)h4(s)) ds,
d(t):sin(t)z0+cos(t)u0+f0t (sin(t — s)hs(s)+cos(t —s)hy(s)) ds,
e(t)=vo+ [ hs(s)ds.
Si

Jy " (cos(s)l(s) +sin(s)h(s)) ds =0,
[ (—sin(s)y(s)+ cos(s)hy(s)) ds =0,
[ (cos(s)hy(s)+sin(s)hy(s)) ds =0, 4.2.2)
fozn (—sin(s)hs(s)+cos(s)hy(s)) ds =0,
[y hs(s) ds =0,

alors, pour chaque solution (x{;, Vo 25 Ug, vg‘) du systeme

gk(xo, yo, Zo, uo, Uo) = O, k :1,_5,

satisfaisant

det(a(gl»gbg?ngbg"%) )750,

9 (Xo» Yor 201 U0s Vo) |(xy,30,200tt0000)=(x 30200 )
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le systeme différentiel (4.1.1) avec A =0 possede une solution périodique

[ x(t,€) \

y(t,¢)
z(t,g)

-

u(t,e)

\vm@]

qui tend vers la solution périodique donnée par

( x(t) \ ( cos(#)x; —sin(t)y, +f0 cos(t —s)hy(s)—sin(t —s)h,(s)) ds \
y(t) sin(¢)x; +cos(t)y, +f sin(t — s)h,(s)+cos(t —s)h,(s)) ds
z(t) |=| cos(t)z;—sin(t)u +f0 (cos(t — s)hs(s)—sin(t —s)hy(s)) d ’
u(t) sin(#)z; +cos(t)u *+f0t(sin(t—s)hg(s)+cos(t—s)h4(s))

kmm] \ v+ [ ho(s) ds )

du systeme différentiel

x = —y+h(r),
¥y o= x+hy()
= —u+hy(t),
u = z+hy(t),
vo= hy(1),

quand e — 0.

Notons que cette solution est 2r—périodique.

Théoreéme 4.2.2 On considere le systeme différentiel (4.1.1) avec A # 0. Nous définissons

F1(X0, Yo, 20, Up) = fo (cos(t)Py(a(t), b(t),c(t),d(t), e(t))+sin(t)Ps(al(t), b(t), c(t),d(t),e(t)) dt,

2m

%(%Jm%ﬂoh%fo (=sin(z)Pi(a(z), b(t), c(z),d(t), e(r))+ cos(r)Py(a(z), b(t), c(1),d(t), e(1))) d

1 (on

T3(X0, Yo, 2o, uo)=§ 02 (cos(t)Ps(a(t), b(z), c(r),d(t), e(t))+sin(t)Py(a(t), b(z), c(1),d(t), e(t))) dt,
1 con

<?4(-)(:0!}/0120! uO)zg 02 (-Sin(t)P:;(d(t),b(t),C(f),d(t),e(t))+COS(t)P4(a(t),b(t),C(t),d(t),e(l’))) dt)
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4.2, Résultats principaux

ol
a(t):cos(t)xo—sin(t)yo+f0t (cos(t — s)hy(s)—sin(t —s)h,(s)) ds,
b(t):sin(t)x0+cos(t)y0+f0t (sin(t —s)h,(s)+cos(t —s)h,(s)) ds,
c(t)zcos(t)zo—sin(t)uo+fot(cos(t—s)hg(s)—sin(t—s)h4(s)) ds,
d(t)=sin(t)z0+cos(t)u0+ft(sin(t—s)h3(5)+cos(t—s)h4(s)) ds,
At
e(r)= l_eem T M) p(s) ds+ [ M= hg(s) dis.
Si

[y (cos(s)h(s)+sin(s)hy(s) ds =0,
Jo " (=sin(s)Iu(s)+ cos(s)hy(s) ds =0,
Jy " (cos(s)hs(s)+sin(s)hy(s) ds =0,
Jo " (=sin(s)hs(s)+cos(s)h(s) ds =0,

i ererng(s) ds,

1—e2An
alors, pour chaque solution (x;, yy, z;, uy) du systéme

V=

gk(Xo, yo, Zo, uo) = 0, k = ]_,4,
satisfaisant
a(ghgzwg?wgd

0 (X0, Yor 202 Uo)  (xg,30,20,tt)=(x5. 35 5014
le systeme différentiel (4.1.1) avec A # 0 possede une solution périodique

( x(t,€) \

y(t,¢)
z(t,€)

det( )#0,

-

u(t,e)

\ v(t,e) ]

qui tend vers la solution périodique donnée par

)hy(s)

y(1) sin(#)x; +cos(t)y, +f sin(t — s)h,(s)+ cos(t — s)h,(s)

z(t) |= cos(t)zy —sin(t)u +f0 (cos(t — s)hs(s)—sin(t —s)hy(s)) d

u(t) sin(#)z; +Cos(t *+f0 (sin(t —s)hs(s)+cos(t —s)hy(s)) d
k v(t) ] k _ezzn fzn Azn=s) h5(s)ds+f0 e = hy(s)ds

( x(t) \ ( cos(#)x; —sin(t)y, +f0 cos(t —s)hy(s)—sin(t —s)h,(s)) ds \
)ds

(4.2.3)
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4.3. Preuves des résultats

du systeme différentiel

X = —y+h1)
Vo= x+h1)
= —u+hy(1),
i o= z+ht)
v o= Av+hg(2),

quand e — 0.

Notons que cette solution est 21 -périodique.

4.3 Preuves des résultats

Preuve du Théoréme 4.2.1. Nous appliquerons le théoreme 2.3.2 au systéeme différentiel
(4.1.1) avec A =0. On voit que le systeme (4.1.1) est écrit sous la forme du systeme standard

(2.3.27) pour appliquer la théorie de moyennisation, en prenant

( X \ ( —y + hy(t) \ ( P(x,y,z,u,v) W
y X+ hy(t) P(x,y,z,u,v)
x=| z |, K6, X)=| —u+hy(t) | et K(t,X)=| PB(x,y,z,u,v)
u z + hy(t) P(x,y,z,u,v)

\ v } \ hs(t) } \P5(x,y,z,u, v)J

Nous étudierons les solutions périodiques du systeme (4.1.1) avec A =0 et € =0, en utili-

sant
x % ) [ I(s)
y Yo t 0
z [=e?| 2z +f eI pa(s) | ds,
u w | ha(s)
K v K Vo } hs(s)
ou
[ 0O —-1 0 0 O
1 0 0 0 O
A= 0 0 0 -1 0 |,
0O 0 1 0 O
0O 0 0 0 O
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4.3. Preuves des résultats

nous obtenons

[ x(0) )

y(1)
z(t)
u(t)

(1) }

( cos(t)xo—sin(t)y, +
sin(t)xy +cos(t)y, +
cos(t)zy—sin(t)u,+

)
)
)
)i

sin(t)z, + cos(t

\

[ x(2m)
y(2m)
z(2m)
u(2m)
\ v(2m)

fo (cos(t —s)hy(s)—sin(t —s)h,(s)) ds \
f (sin(t —s)h,(s)+cos(t—s
(
(sin

I
+fo

Sin

)
)
)
)

(t—s) h3

v0+fo hs(s

Ces solutions sont 27r-périodiques si et seulement si

\

)\

x(0) \
y(0)
z(0)
u(0)
v(0) |

hy(s)) ds
cos(t —s)hs(s)—sin(t —s)hy(s))ds
s)+cos(t—s)hy(s))ds

)

Les conditions de périodicité de ces solutions sont définies dans I'’énoncé (4.2.2) du théo-

reme 4.2.1. Nous pouvons voir que I’ensemble des solutions périodiques a une dimension 5.

Par conséquent, nous devrions rechercher des solutions périodiques du systeme (4.1.1) avec

A =0 en calculant les zéros z =

(X0, Yo Zo» Ug, Vp)) du systéme 7 (z) =

0, ou 7 (z) est donné par

(2.3.31). La matrice fondamentale M (t) pour le systeme différentiel (4.1.1) avec A=0ete =0,

le long de toute solution périodique est

\ 0

[ cos(t) —sin(t) 0 0 0 W
sin(t) cos(t) 0 0 0
M(t)=M,(t)= 0 0 cos(t) —sin(¢) 0
0 0 sin(t) cos(t) O

0 0 0 1 J

En calculant la fonction % (z), nous obtenons le systéme suivant

(&

8 S

2

NI

4

N

5

Xo» Yo, 20y Ug, V) =

xOJyOvZO’ Uy, Uy

T
(

3(X0, Yor 2o, Uo, Vo
(%0, Yor Z0» U, Vo
(

Xo» Yo, 20y Ug, V) =

N—r N—r N—r N—r N—r
I
o o o o o

(4.3.4)
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4.3. Preuves des résultats

ouF,, F,, F3, F, et Fssont définis dans le théoreme 4.2.1. Les zéros (x, ¥y, z5, Uy, vy) du sys-
téme (4.3.4) par rapport aux variables x,, y,, 2o, Uy €t 1V, fournissent des solutions périodiques

du systéme (4.1.1) avec A =0 et ¢ suffisamment petit s’ils sont simples, i.e si

det(a(gl»gbg?ngbg"ﬁ) )7£0

a(x()! yO? ZO! uO! UO) |(x0,yovzoyuo,yo):(xa‘yy(;"'za‘,ugyyé")

Alors, pour chaque zéro simple du systeme (4.3.4), il existe une solution 2t—périodique

[ x(te) )

y(t,€)
z(t,€)

u(t,e)

K vite) |

du systeme différentiel (4.1.1) avec A = 0, et ¢ suffisamment petit, qui tend vers la solution

périodique donnée dans I'énoncé du théoreme (4.2.1) du systeme différentiel

x = —y+h(r),
y o= x+h(t)
= —u+hy(1),
u = z+hy(t),
U= hs(1),

quand € — 0.

La preuve du théoreme 4.2.1 a été complétée. m

Exemple 4.3.1 Supposons que le systeme différentiel (4.1.1), ot

[0 =10 0 o) (hl(t)\ [ sin(r)
1 0 0 0 O h,(t) cos(t)

A= 0 0 0 =1 0 |,]| hy(t) [=]| —sin(z) [,
0 01 0 O hy(t) —cos(t)

\ 0 0 0 0 0 khs(t)} | sin(?) ]
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4.3. Preuves des résultats

et
(Pl(x,y,z,u, v)\ ( xX2+y%+x \
Py(x,y,z,u,v) yi+zi+y
P(x,y,z,u,v) |= 22+ ul+v
P(x,y,z,u,v) uw>+vi+u
\PS(x,y,z,u,v)} \x+y+z+u+v}

En calculant les fonctions F,, F,, Fs, F4, F5 qui sont donné dans le Théoreme (4.2.1),
nous obtenons le systéeme suivant
1
F1( X0, Yor 20, Uy Vo) = X + >
Fo( X0, Yo» Z0» Uo» Vo) = Yoo
1
gg(xg,yo,ZO, uo, Vo): EZO_I, (435)
1
T 4(X0, Yo 20, Ugy Vo) = 5 Uy—v—1,
95(')60’ yo, Zo, uo, Uo) = UO + ]..
Le systeme |, = &, = Z3 = %, = 75 = 0 a une solution unique (xg,yo*, zg, Ug, vy) donnée par
1
(—5,0, 2,0,—1), de plus

det(a(gl!gbg&g@gS) ):1

a(x()! yO)ZOJ uO) UO) |(x0,yoyzo'uo,yo):(xg,y(;“yz(’)‘,u(’;yyg) 4

Alors, le systeme différentiel (4.1.1) admet une solution périodique

( x(t,€) \

y(t,¢)
z(t,€)

-

u(t,e)

\ v(t,e) ]

qui tend vers la solution périodique

x(t) = I%cos(t),

y(t) = Esin(t),

z(t) = 2cos(t), (4.3.6)
u(r) = sin(r),

v(t) = —cos(t),
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4.3. Preuves des résultats

du systeme différentiel

X = —y+sin(1),
¥y = x+cos(t),
= —u—sin(t), (4.3.7)
uw = z—cos(t),
v = sin(t),

quand ¢ — 0.

Preuve du Théoreme 4.2.2. Nous appliquerons le théoreme 2.3.1 au systéeme différentiel

(4.1.1) avec A # 0. Le systeme (4.1.1) est écrit comme le systéme (2.3.27), en prenant

X \ ( —y + hy(t) \ ( P(x,y,z,u,v) \
y X+ hy(t) P(x,y,z,u,v)
x=| z |, kh(t,X)=| —u+hy(t) | and F(t,x)=| Py(x,y,z,u,v)
u z + hy(t) P(x,y,z,u,v)
\ v} \/Iv—kh;,(t)] KPS(x,y,z,u,v)}
Nous étudierons les solutions périodiques du systeme (4.1.1) avec A # 0 et £ =0, en utili-
sant
(x\ [xo\ (hl(s)\
y Yo : hy(s)
=e| z, +f eI pa(s) | ds,
u Uy ’ hy(s)
v Lw) ) )
ou
( 0 -1 0 0 O \
1 0 0 0 O
A= 0 0 0 -1 0 |,
0 01 0 O
\0 0 0 0 2]
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4.3. Preuves des résultats

nous obtenons

( x(t) \ ( cos(t)x,—sin(t)y, +f0 (cos(t —s)hy(s)—sin(t —s)h,(s))ds \
y(t) sin(t)xy +cos(t)y, + f (sin(t — s)h,(s)+cos(t —s)h,(s)) ds
z(t) |=| cos(t)zy—sin(t)u, +f0 (cos(t —s)hs(s)—sin(t —s)hy(s)) ds
u(t) sin(t )z0+cos(t)u0+f0 (sin(t — s)hs(s)+cos(t —s)hy(s)) ds

v(t)} \ e’ v0+fets s)ds J

Ces solutions sont 2r—périodiques si et seulement si

[ xen) | [ x0 )

y(2m) y(0)
z(2m) |=] z(0)
u(2m) u(0)

| ven) | | () ]

Les conditions de périodicité de ces solutions sont définies dans 1’énoncé (4.2.3) du Théo-
reme 4.2.2. Nous pouvons voir que I’ensemble des solutions périodiques a une dimension
4. Par conséquent, nous devrions rechercher des solutions périodiques du systeme (4.1.1)
quand A # 0 en calculant les zéros z = (X, J, 29, Uy) du systeme Z(z) = 0, ou Z(z) est donné
par (2.3.30). La matrice fondamentale M (t) pour le systeme différentiel (4.1.1) avec A # 0 et

€ =0, le long de toute solution périodique est

(cos(t) —sin(t) 0 0 0 \
sin(t) cos(t) 0 0 0
M(t)=M,(t)= 0 0 cos(t) —sin(¢) 0
0 0 sin(t) cos(t) O
K 0 0 0 U
Il vérifie
(0 0 0O 0 \
00 00O 0
M7'(0)-M'2m)=[ 0 0 0 O 0
00 0O 0
L0000 1—e? |
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4.3. Preuves des résultats

En conséquence, toutes les hypotheses du théoreme 2.3.1 sont satisfaites. En calculant la

fonction .7 (z), nous trouvons le systéme

F1(Xo, Yor 20, Ug

)

y

)=0

9 ) ) ) 0
2(X0, Yo, 20> Up) (4.3.8)

)=0

0

F3(Xo, Yor 20, Ug) =0,

| F4(X0, Yor 20, Ug) =0,

ou%,, #,, Z;, et Z,sontdonnés dansl’énoncé duthéoreme 4.2.2. Les zéros (xa‘, Vi 25 u;;) du
systéeme (4.3.8) par rapport aux variables x,, }j, 2, et u,, fournissent des solutions périodiques

du systeme (4.1.1) avec A # 0, et € suffisamment petit s’ils sont simples, i.e, si

det(a(glrg2)937g4) )#0

9 (X0, Yo 200 U0)  |(xy, 30,200 110)=(50, 3200 142)

Alors, pour chaque zéro simple (x;, y5, 25, tg) du systeme (4.3.8), nous obtenons une so-

[ x(r,e) )

y(t,¢)
z(t,€)

lution 2r—périodique

-

u(t,e)

\vﬁﬁ)}

du systeme différentiel (4.1.1) avec A # 0 et € suffisamment petit, qui tend vers la solution

périodique donnée dans I'énoncé du théoreme 4.2.2 du systeme différentiel

X = —y+h(r),

VY = x+hy(r),
= —u+hy(t),

0 o= z+h(1),

D= Av+hs(f),

quand e —0. =
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4.3. Preuves des résultats

Exemple 4.3.2 Supposons que le systeme différentiel (4.1.1), avec

[0 10 0 o) [m®) [ sin(n))
1 0 0 0 O h,(t) cos(t)
A=l 0o 0 0 -1 0 .| mo |=| o |
00 1 0 0] | mo 0
000 2) { mn)) | cost)

\0

et
(Pl(x y,zuv)\ ( xX—y+xu \
P(x,y,z,u,v) xX+y+yz
P(x,y,z,u,v) [=| x+y+v+z
P(x,y,z,u,v) x*+y?
\ Ps(x,y,z,u,v) ) \ Xyz }

Nous pouvons facilement vérifier les conditions (4.2.3)

fOM 2cos(s)sin(s)ds =0,
fozn(Z cos?(s)—1)ds =0,

0ds=0,
f(f”o ds=0,
2
UO :_g

En calculant les fonctions Z,, F,, 75, F,, nous obtenons le systéeme suivant

1
T (X0, Yor 20, Ug) = Xo— Yo+ 3
F(Xo, Yor Z0» Ug) = Xo+ Yo +

1 1 1
F3(Xos Yo, 2oy Ug) = 35X+ 3Y0+ 320~ 5

1 1 1
Fu(Xos Yor 20y Ug) =—3 X+ 3 Yo+ 3 Up— 3

Le systéme T = F, = F3 = F, = 0 a une solution unique (x;§, y5, z;, Uy, v;) donnée par
1 9

—=,0,— de pl

=207 10) eprs

det(a(gl)g2193y=g4) ):

1
(X0 Yo» 20, Uy) I(X0, 0,20, tio)=(5, 38,225 145) 2
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Alors, le systeme différentiel (4.1.1) admet une solution périodique instable

[ x(t,e) )

y(t,¢)
z(t,g)

-

u(t,e)

| v(t,) ]

qui tend vers la solution périodique

1

x(t) = —Ecos(t),
1
Y(t) = ESin([)!
z(t) = %(9cos(t)—7sin(t)),
u(t) = %(9sin(t)+7cos(t)),
v(t) = %(—2003(t)+sin(t)),
du systeme différentiel
X = —y+sin(1),
y = Xx+cos(t),
= —u’
u = z,
v = 2v+cos(t),

quand ¢ — 0.
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CHAPITRE
Solutions périodiques pour une
classe d’équations différentielles du

cinquieme ordre

5.1 Introduction et position du probleme

Il existe diverses applications pour les systémes différentiels du cinquiéme ordre, telles
que la théorie du controdle et certains problemes de circuits électriques a trois boucles (voir
Rosenvasser [32]). De plus, nombreux articles ont été publiés sur de tels systemes et équa-

tions, notamment [3, 4, 30, 35, 36].

L'objectif de ce chapitre est d’'investiguer les conditions suffisantes pour l'existence des

solutions périodiques de I’équation différentielle du cinquieme ordre de la forme
O+ (p*+ )X +q*p*x =€F(t, x, %, X, X, X), (5.1.1)

ol p, q sont des nombres rationnels différents de 0, p # +¢q, € suffisamment petit, et F est

2km-périodique en la variable ¢.

Notre résultat principal concernant les solutions périodiques de I’équation différentielle

(5.1.1) est le suivant.

73



5.2. Résultats principaux

5.2 Résultats principaux

Théoréme 5.2.1 Supposons que p, q sont des nombres rationnels différents de 0, et p # *q,
dans l'équation différentielle (5.1.1). Nous définissons

FA(Xo, Yo, Zo, Un Vo) = 5 [ cos(p)F(t, A(t), B(t), C(t), D(1), E(1)dt,

Fo(Xoy Yo, Zo, Up, Vo) = —5k= [o " sin(p 1)F (1, A(r), B(1), C(r), D(t), E())d,
F3(Xo, Yo, Z0, Up, Vo) = 5= fom cos(qt)F(t,A(t), B(t),C(t),D(t), E(t))dt, (5.2.2)
FolXor Yoo Zoy U, Vo) =—5= [2X7 sin(q 1)F (¢, A1), B(1), C(1), D(t), E(t)) 1,

k
Fs(Xo, Yo, Zo, Up Vo) = 5tz [y F(£,A(), B(2), C(1), D(1), E(t))dt,

avec
_ Xpcos(pt)—Yysin(pt) Upsin(qt)—Zycos(qt) |
Alr)= 2(p2—q2) 2(p2—q2) p2q?’
Yycos(pt)+ Xosin(pt) Zgsin(gt)+ Uycos(qt)
pl== = q?) pi—g)
Xocos(pt)— Yysin(pt) Uysin(gt)—Zycos(qt
Cl)=— 0 (pz)_q(z) (p )+ hsin(g 3_ (; (q )’ (5.2.3)
Yocos(pt)+ Xysin(pt) Uycos(qt)+ Zysin(qt)
D(1)=- p2—q2 o 2 g2 ’
E(t)= p*(Xycos(pt)—Yysin(pt)) N q*(Upsin(qt)+Zycos(qt))
- p2—q2 p2—q2 ’
etp = %, q= %, oupy, po, qi, q» Sont des nombres entiers différents deO0, et k est le plus petit commun

multiple de p et q,.
Si F est2kn—périodique, alors pour chaque zéro simple du systtme Z;. =0, avec k = 1,5, satisfaisant

a(gl)gbg&gbg"i)

(X0, Y0, Z0, Uo» Vo) (X0, Y5, 2o, Uo, Vo) =X Y, 22, Ut Vi)

det( )#£0, (5.2.4)

il existe une solution périodique x(t, €) de l'équation (5.1.1) tendant vers la solution périodique donnée

par

e Xjcos(pt)— Y *sin(pt) Ugsin(qt)—Zjcos(qt) V'

p2(p2—q2) q2(p2—q2) p2q?’

(5.2.5)

de l'équation

(P +gHi+pPqPx =0,

lorsque € — 0. Notez que cette solution est 2k t—périodique.

Corollaire 5.2.1 Supposons que f(t,x,x,x,X,x)=(ax*>+ b x + c)(cos(t)+3), alors I'équation

différentielle (5.1.1), avec p = %, qg=1,a #0, et b?> > 4ac, a quatre solutions périodiques
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5.3. Preuves des résultats

x.(t,€), avec k = 1,4 qui tendent vers les solutions périodiques x;(t) données par (5.2.5) pour

(X3, Yy, 25, Us, Vi) égal @

—9b+\/A_1)

(0,0,0,0, )
32a
—9b—+/A
(0) 0) 0) 0) —1))
32a
VA, —1071b—274/A,
(0,0, ,0, ),
8a 3808a
VA,  —1071b+274/A,
(0,0,— ,0, ),
8a 3808a
avec
) —56644ac +14161b*
A1:—4dC+b ,A2: ,
2253
de l'équation
5) 25.. 9 .
X7+ —=x+—x=0, (5.2.6)
16 16

lorsque € — 0. Notez que ces solutions sont périodiques de période 87.

Corollaire 5.2.2 Supposons que f(t,x, x, x, X, X)= x—1+x sin(t), alors l'équation différentiel
(5.1.1) avec p = %, q =2, a deux solutions périodiques x;(t, ), avec k = 1,2 qui tendent vers les

solutions périodiques x,(t) données par (5.2.5) pour (X;, Y*, Z;, Uy, V;*) égal a
4 4
0)0)0)0’_) 0)0)070)__7
(0,0,0,0,5), ( 5

de l'équation

(5) 37 ee 4 .
x4+ —x+-x=0, (5.2.7)
9 9

lorsque € — 0. Notez que ces solutions sont périodiques de période 67.

5.3 Preuves des résultats

Preuve du Théoréme 5.2.1 . En introduisant les variables y = x, z =X, u=x, v =X,

I'équation différentielle d’ordre cinq (5.1.1) peut étre écrite sous la forme du systeme diffé-
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rentiel suivant

( =y,
Y=z,

{ z=u, (5.3.8)
u=v,

| v=—(p*+q*)u—p*q*y +eF(t,X,y,2,u,v).

Les points singuliers du systeme différentiel (5.1.1),_, se trouvent sur I’axe des x, c’est-a-
dire que les points singuliers du systéme (5.1.1) pour € = 0 sont de la forme (x, 0, 0). Les valeurs
propres du systeme linéarisé en ces points singuliers sont +ip, iq et 0. Pour représenter le
systeme (5.3.8) de maniere appropriée, nous le réécrivons de sorte que sa partie linéaire a

|'origine soit de la forme normale de Jordan. En utilisant le changement de variable suivant

(x\ [ o o ¢ o1\[x)
Y 0 pg? 0 p 0 y
Z =l o o p: 0 1 z | (5.3.9)
U 0 p?q 0 qg 0 u

\V] \pzqz 0 p*+q* O 1)\1}]

Nous obtenons le systeme suivant

[ X=—pY +eG(t,X,Y,2,U,V),

Y:pX,
{ Z=—qU+¢G(t,X,Y,Z,U,V), (5.3.10)
Uqu,

| V=¢G(1,X,Y,Z,U,V),

ouG(t,X,Y,Z,U,V)=F(t,A(t),D(t),C(t),D(t), E(t)), et A(t), B(t), C(t), D(t), E(t) donnés
par (5.2.3).

On constate que la partie linéaire du systeme différentiel (5.3.10) a I'origine est sous sa
forme normale de Jordan. Le changement de variable (5.3.9) est valide lorsque p # +¢q, car
le déterminant de la matrice de ce changement est p*q*(p? — ¢*)*. Nous allons maintenant

appliquer le Théoréme 2.3.2 au systeme différentiel (5.3.10), en prenant
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[ x )

Y
X=| /
U

\ V)

, By(t,x)=

( —pY \
pX
qzZ

L o)

(G(t,X, Y,Z,U,V)\
0
G(t,X,Y,Z,U,V)
0
\ G(r,X, Y,Z,U,V)}

, Fi(t,x)=

Nous pouvons voir que le systeme (5.3.10) a un centre linéaire a I'origine avec ¢ = 0, tel

que les solutions périodiques x(#,z) de ce centre, avec z = (X,, Y, Zy, Uy, V;), sont données par

[ x )

V)

( Xycos(pt)—Yysin(pt) \
Yycos(pt)+ Xysin(pt)
=| Zycos(qt)—U,sin(qt)
Uycos(gt)+Z,cos(qt)

\ K y

(5.3.11)

Cet ensemble d’orbites périodiques est de dimension 5, et toutes les orbites ont la méme

période de 2k7. Nous devons calculer les zéros a = (X§, Y5, Z7, U, V") du systeme 7 (a) =0,

ou 7 (a)estdonné par (2.3.31) ainsi que la matrice fondamentale M (t) du systéeme différentiel

(5.3.10) avec € =0, le long de toute solution périodique est

La matrice inverse de M(t) est

0
—sin(pt) cos(pt) 0 0 0
= 0 0 cos(qt) sin(gqt) O
0 0 —sin(gt) cos(qt) 0O

L0

( cos(pt) —sin(pt) 0 0 0 \
sin(pt) cos(pt) 0 0 0
0 0 cos(gt) —sin(gt) O
0 0 sin(qt) cos(gt) O
Lo 0 0 o 1

( cos(pt) sin(pt) 0

0 0 0 1 ]
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En calculant la fonction Z(a) donnée dans (2.3.31), nous obtenons que le systeme .7 (a) =

0, peut étre écrit comme suit

T\(Xo, Yo, Zo, Uy, V) =0,
Fo(Xo, Yo, Zo, Up, V) =0,

Fo(Xo, Yo, Zo, Uy, Vo) =0, (5.3.12)
T (Xo, Yo, Zo, Uy, V) =0,

(

F5(Xo, Yo, Zo, Uy, Vo) =0,

ol Z(Xo, Yo, Zy, Uy, V) pour k = 1,5, sont donnés dans (5.2.2).
Par conséquent, les zéros (Xg‘, Y5, Z5, U, V) du systeme (5.3.12) par rapport aux variables
Xo, Yo, Zy, Uy, et 'V, fournissent des orbites périodiques du systeme (5.3.10) pour ¢ suffisam-

ment petit s’ils sont simples, c’est-a-dire si

e ST T2 T T ) )#0.

9 (Xo» Yo, Zos Ups Vo) 11Xy, Yo, 20, U0, o)=(3, Y528, Ui Vi)

Revenant au cadre initial via un changement de variables, notons que pour chaque zéro simple
(X5, Y5, Z5, Uy, Vy¥) du systeme (5.3.12), nous obtenons x(#, £) une solution 2kn-périodique
de I'équation différentielle (5.1.1) pour ¢ suffisamment petit, telles que x(¢,¢) tend vers la
solution périodique

Xycos(pt)— Y sin(pt) N Uysin(qt)—Zjcos(qt)  V*

x(t)= + ,
p(p?—q?) q*(p*—q?) p2q?

de x® +(p?+ g?)x + p?q*x = 0 lorsque & — 0. Notez que cette solution est périodique de

période 2km. Cela acheve la démonstration du théoréme 5.2.1. =
Preuve du corollaire 5.2.1 . Nous avons |’équation

25 9
5) 1—6x+1—6x—£((ax +bx + c)(cos(t)+3)), (5.3.13)

PAONE

3
qui correspond au casp:Z, g=1,et F(t,x,x,X,%,X)=(ax?+ bx+c)(cos(t)+3) de 'équa-

tion (5.1.1).
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Les fonctions .Z,(X,, Yo, Zo, Uy, Vy) pour k = 1,5 du Théoréme 5.2.1 sont

128
35(Xb»ﬁﬁz%»L%»16)='—

128
X0(224‘/0 + 4820)6l - ﬁXO b,

1323
128 128
<g.Z()(O» YOv ZO) []0’ I/O) = _@ l/0(224‘/0 + 48Z0)a - E YOb)
16384 16384 96 32 128 256
F3(Xo, Yo, Zo, Uy, Vo) = ( X2+ ——Y2+ —Z2+—U?+—V2+—2Z,Vy)a

3969  © 3969 0 4970 490 81 © 21
+(24Z + 8 V)b + 1
R —_ _C,
770797 o
8 24
Fy(Xo, Yo, Zo, Uy, Vo) = EUO(224V0 +487)a + 7U0b,
32768 32768 384 384 256

256
g X)Y)Z)va = —X2+ Y2+ Z2+ U2+ V2+—Zva
s(Xo» Yoo Zo, U Yo) (1323 07 1323 0 ' 49 70" 49 0T 97 0 6300)
8 16
+(;Z0+?V0)b+30.

Le systeme %, = %, = %3 = %, = %5 =0, a quatre solutions réelles données par

—9b+94,/A —9b -9/ A
(0)07 0)07 Tl)) (0; 0) 0; 0) Tl))
0,0 v Ay 0 —1071b—27\/A2) 0,0 _\/Az 0 —1071b +27\/A2)
"7 8a 3808a T 8a 3808a ’

Le déterminant (5.2.4) pour ces quatre solutions est

142606336 713031680000
(—4ac+ b2, ¥

- , Vv —9012ac +2253b2(4ac — b*).
64827 8884685756961

respectivement. Alors, par le Théoréeme 5.2.1, I'’équation (5.3.13) a quatre solutions pério-
diques, tendant vers les solutions périodiques de 1'équation (5.2.6) données dans I'énoncé

du Corollaire 5.2.1. =
Preuve du corollaire 5.2.2. On considere le systeme différentiel suivante

37 4.
x(5)+?x(3)+§x:g(xz—l-l-xsin(t)), (5314)
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Les fonctions .Z,(X,, Yo, Zo, Uy, Vy) pour k = 1,5 du Théoréme 5.2.1 sont
<9.1()(0» Yo, 2o, Uy, VO) :_I_XO Vo,
<9.2()(0» Yo, 2o, Uy, VO) :_1_0 YoV,
81
F3(Xo, Y0, Zo, Up, Vo) = ——~Zo W,

560
81
Fa(Xo, Y0, 20, Uy, Vo) = ——=Up W,

560

6561 6561 81 81 81
F:(Xo, Yo, Zo, Uy, Vo)) = X2+ 24 72+ U2+ —=V2-1.
5(Xo Yo, Zo, U, Vo) 245070 " 2450 ° 392000 39200 ° 16 °

Le systeme 7, = %, = %3 =7, = %5 =0, a deux solutions réelles données par

4 4
0,0,0,0,-), (0,0,0,0,—=).
0,0,0,0,9). ( )

4782969

Etant donné que le déterminant (5.2.4) pour ces deux solutions est £+—————
48020000

, respecti-
vement.
Selon le Théoréme 5.2.1, I’équation (5.3.14) a deux solutions périodiques qui tendent vers

les solutions périodiques de I’équation (5.2.7) énoncée dans le corollaire 5.2.2. m
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CHAPITRE
Solutions périodiques pour une
classe d’équations différentielles du

septieme ordre

6.1 Introduction et position du probléme

L'objectif de ce chapitre est d’examiner les conditions suffisantes pour |'existence de so-

lutions périodiques de I'équation différentielle d’ordre sept de la forme
D+ (@ + B+ D)xO+ (B2 + 1)+ B +(af ) x =¢F(x, x, %, %, %, x%, x©),  (6.1.1)

ol a et B sont des nombres rationnels différents de —1, 0, 1, et @ # £f. De plus, ¢ est suffi-

samment petit, et F est une fonction autonome non linéaire.

De nombreux articles ont étudié les équations différentielles d’ordre sept de différentes
manieres. Ainsi, notre classe d’équations n’est pas éloignée de celles étudiées dans les réfé-

rences [11], [15] et [37].

Cependant, notre principal outil pour étudier les orbites périodiques de I’équation (6.1.1)
est completement différent de ceux des articles mentionnés. Par conséquent, les résultats ob-
tenus semblent distincts et nouveaux. Nous utiliserons la méthode de moyennisation, plus
précisément le théoreme 2.3.2. De nombreux articles cités qui traitent des orbites périodiques
des équations différentielles font usage du théoreme du point fixe de Schauder ou de Leray-
Schauder voir [12], ainsi que de la méthode de réduction non locale ou des méthodes varia-
tionnelles, voir [1]. Pour I'étude des solutions périodiques des équations d’ordre inférieur a

sept, voir [5, 7, 17, 18, 21, 22, 25].
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6.2. Résultats principaux

Les principaux résultats concernant les solutions périodiques de ’équation (6.1.1) sont

énoncés dans le théoreme et le corollaire suivants.

6.2 Résultats principaux

Théoreme 6.2.1 Supposons que a, } soient des nombres rationnels différents de—1,0,1 et a #
+f dans l'équation différentielle (6.1.1). Pour chaque solution (rg‘, Z5 U, Vi Wy S;) avec ry >

0 du systeme

gi(rOYZO’ (JO! ‘/0) VVO)SO) = 0’ i= 1’ 6) (622)
satisfaisant
0(F, Ty, F3, Ty, Fs5, T
det( ( 1 2 3 4 5 6) )750, (623)
(10, Zo, U, Vor W S0) (. 2o, Up, Vi W, So)=(r. 25U Vi Wt 9)
ol

1 2na

<g’.l(rO»ZO) UO’ ‘/0) VVO) SO) =512 0 COS(H)F(AI’AZ)A31A4»A5)A6!A7) de)

2na PUysin(0)—rya cos(% 0)
0 To

Fo(10, Zo, Uy, Vo, Woy, So) Z_ﬁ F(Ay, Ay, A3, Ay, As, Ag, A7) d O,

2na BZysin(0)—rya sin(%@)

gB(rO»ZOr Uo, Vo, Wo, SO)= -

F(A;,A5,A3,Ay, A5, Ag, A7) d O,

araz Jo " (6.2.4)
1 2ma Wysin(0)—ryacos(y)
<9.4("0’20’(]0"/0’ VVE)’SO):_ZTEQS 0 To F(AI)AZJAS’A4)A5)A6)A7)dey
1 2na Zy sin(@)—roasin(%)
gs(r()yz()y U()) ‘/O, VVO, SO) = W 0 r—OF(A]yAzyA?,yA4yA5,A6,A7) dg,
2na
gG(rO»ZOr UO’ ‘/0) VVO) SO) = ﬁ 0 i F(AI)AZ!AB;AZL)AS»AG)A?) da»
avec
_ r cos(8) 7 14 S
A= —@@-pre T Frepp T @ nEeD T ap
A, = rsin(6) _ U + w
2= @ D@—pha ~ FFD@—pIp T @ 1p-1)’
_ rcos(8) Z 14
A= (@a2=1)(a2—p2) ~ (p2—1)(a?—p?) + (a2-1)(p2-1)’
_ _ (@B =a)rsin(6)+(B—a*B)U+a*—pHW
Ag=— (3 ey ’ (6.2.5)
Ar = — a®rcos(0) n p%z _ 1%
5= (@ Dw@—p?) T B@—p?)  [@-1(F-1)

A= (a3 B?—a®)r sin(0)+H(B3—a? B3 YU Ha*—B2)W
6~ (@2—p2)(@>-1)(B2-1) ’

A = a’rcos(0) Bz + Vv
77 @@ (F2-1a2—p2) " [@2-1)(p2-1)’

léquation différentielle (6.1.1) a une solution périodique x(t, €) tendant vers la solution périodique

rpcos(t) Zy Vo So
@@ (BP-D@—pIBE (@—1(B2—1)  a2p?

Xo(t)=
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de l'équation x7 + (a® + B2+ 1)x® + (B2 + 1)+ B2)x + (aB)?x = 0 quand & — 0. Notons que cette

solution est périodique de période2ma.

Corollaire 6.2.1 Considérons I'équation différentielle (6.1.1) avec f(x, x, %, X, x¥, x©®, x6)) =

—x2+41, a = 2, et B = 3. Alors cette équation possede six solutions périodiques x;(t, &) avec

i =1,6, tendant vers les solutions périodiques

) 690214 )
x(t)= cos(t),
! 488055
403163 84958338371891
X,(t)= cos(t)+ )
532200 212745327291720
10365 10688
X3(t)= ———cos(t)— ,
15214 193932 (6.2.6)
10365 37920534167429 o
X,(t)= ———cos(t)— )
15214 20199739916160
135527 104112649759
xs5(t)= cos(t)— —————,
308340 112115190960
135527 104112649759
Xg(t)= cos(t) - ———,
308340 112115190960

de l'équation différentielle x'” + 14x® + 49 X' +36x = 0 quand & — 0.

6.3 Preuves des résultats

Preuve du Théoréme 6.2.1. En introduisant les variables y =x, z=X, u=x, v=x, w =

5)

x®, s = x©® nous pouvons exprimer I'équation différentielle d’ordre sept (6.1.1) sous forme

d’un systeme différentiel de dimension 7. Ainsi, le systeme différentiel écrit comme suit

xX=y,
y=z,
zZ=1u,
{ u=v, (6.3.7)
v=uw,
w=s,
\ S=—(@®+ B+ D)w—(®(B*>+ 1)+ u—(aB)ly +€eF(t,x,x, %, %, %, xO, x©).

Les points singuliers du systeme différentiel (6.3.7),_, se trouvent sur I’axe des x, c’est-a-

dire que les points singuliers du systéme (6.3.7) pour ¢ = 0 sont de la forme (x,0,0,0,0,0,0).
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Les valeurs propres du systeme linéarisé en ces points singuliers sont i, i@, £if3 et 0. Par

la transformation linéaire inversible
(X,Y,Zz,U,V,W,S)" =B(x,y,z,u,v,w,s),

ol la matrice B est donnée par

( 0 0 B2 0 BZ+1 0 1)
0 ap? 0 a(f?+1) 0 a 0
0 0 a? 0 a’+1 0 1
B= 0 pBa* 0 Bla®+1) 0 B o
0 0 (aB) 0 a>+p* 0 1
0 (ap)? 0 a’+ 32 0 1 0

\(aﬁf 0 (af)?+a*+p? 0 ?+p2+1 0 1 )

le systeme différentiel (6.3.7) devient

‘

X=—aY+eG(X,Y,Z,U,V,W,S),
Y:aX,
Z=BZ+eG(X,Y,Z,U,V,W,S),
{ U=-BU, (6.3.8)
V=-W+eG(X,Y,Z,U,V,W,S),
W=V,
S=eG(X,Y,Z,U,V,W,S),

\
ouG(X,Y,Z,U,V,W,S)=F(A,,A,, A3, Ay, As, Ag, A7).

Notons que la partie linéaire du systeme différentiel (6.3.8) a |'origine est sous sa forme
normale réelle de Jordan. Nous passons maintenant des coordonnées cartésiennes (X, Y,Z, U, V, W, S)

aux coordonnées cylindriques (r,0,Z,U,V,W,S) de R, avec X = rcos(f), Y = rsin(0), et
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nous obtenons

r=¢ecos(0)G(r,0,Z,U,V,W,S),
0 = a—%sin(Q)G(r, 0,2,U,V,W,S),

Z=—BU+¢G(r,0,Z,U,V,W,S),

{ U=p2,

V=-W+eG(r,0,Z,U,V,W,S),
W=V,

\ S=eG(r,0,Z,U,V,W,S).

En divisant par 0 le systeme (6.3.9) devient

(dr ¢
- _Z 2
70 acos(B)G+O(£ ),
dz  pBU  BUsin(0)—ar ,
a0« ¢ azr G+0),
au Z Z sin(6@
—:ﬁ—+£mG+O(32),

) dao a a’r
av. = w Wsin(@)—arG+O(€2)
dd  «a azr ’
dW_K+8Vsin(9)G+O(82)
do «a azr ’
as e
2z 2

\ 70 aG+O(s ),

ot G=G(r,0,Z,U,V,W,S).

(6.3.9)

(6.3.10)

Nous utiliserons le théoreme 2.3.2 pour traiter notre systeme différentiel. Il est a noter que

le systeme (6.3.10) peut étre reformulé en tant que le systeme (2.3.27), en prenant

[ )

» F(0,x) =

»w T < C N

(

cos(@
\ ( ( )G
a
Usin(0)—
—EU B U sin(0) arG
a azr
£ Pt
—lW  F(0,x)= Wsin(G)—arG
azr
S v4 V'sin(0)
a azr
0o ) ¢
a

)
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Les solutions du systéme (6.3.10),_, sont caractérisées par

[ ro) ) . )

Z(0) Zycos(56)—Uysin(56)
U(o) Upcos(20)+ Z,sin(£6)
ve)y | | vocost®)—Wpsin(2)
w() Wy cos(2)+ Vysin(2)

L s )\ S J

on voit que ces solutions sont 2ra—périodiques.

Pour trouver les solutions périodiques de notre équation (6.3.10), nous devons déterminer
les zéros z = (1, Zy, Uy, Vp, Wy, &) du systéme 7 (z) = 0 décrit par (2.3.31), tels que la matrice
fondamentale M(0) du systeme (6.3.10), avec ¢ = 0 le long de chaque solution périodique, est

donnée par

(1 0 0 0 0 0\
0 cos(26) —sin(2g) 0 0 0
0 sin(26) cos(28) 0 0 0
M(0)=M,(0)=
0 0 0 cos(%) —sin(%) 0
0 0 0 sin(%) cos(g) 0
\0 0 0 0 0 1 ]

Nous calculons Z(z) donné par (2.3.31) nous obtenons que le systeme .7 (z) = 0 est donné

par
[ #(nz,u,v,w,8) ) (o)
F,(r,Z,U,V,W,S) 0
F(r,Z,U,V,W,S) 0
= : 6.3.11)
F,(r,Z,U,V,W,S) 0
g{,(f,Z,U,V,W,S) 0

\ zurz,U,v,w,8) ) \ 0
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nous obtenons

<ghl("O’ZO’ UOr VO’ VVO’SO) =

[ cos(B)F(Ay, Ay, As, Ay, As, Ag, A7) A,
2na2 70 5

1 2na BU,sin(@)— ryacos(-0)

Fo(ty, Zy, Uy, Vo, Wy, §y) = ———— a

2( 040 0 Y0 0 O) 2703 fO o

F(A, Ay, A3, Ay, A5, Ag, A7) d O,

1 pora BZysin(0)— ryacos(£6)
T, Zo, Uy Vo, Woy So) = 5— [, = —————F(A), Ay, Ay, Ay, As Ag, A7) dO,
0
1 W, sin(0)— ryacos(20
Fil10, Zo, U, Vo, W, Sy) =—5— [, = ()r(’ O by, Ay g, A, A5, gy A7) 0,
0
1 Z,sin(0)—r,acos(20
Fs(To, Zoy Uy, Vo, W, So) = o— [o 7 =2 O~ 12 0%a) (), Ay, Ay Ay s, Agy A7) O,
27rla3 Ty
2
<g.(S(I'O!ZO) UOv VO» VVO’SO) = ﬁfo e F(Al;Az,Ag;A4;A5;A6,A7) d@,

ou Ay, Ay, As, Ay, As, Ag et A; sont données dans 1’énoncé du Théoreme 6.2.1
Ainsi, les zéros (ry, Z5, Uy, V¥, Wb, ;) du systeme (6.3.11) par rapport aux variables r, Z,
Uy, Vo, W, et S, fournissent des orbites périodiques du systeme (6.3.10) pour ¢ suffisamment

petit, sila condition (6.2.3) est satisfaite.

En revenant au changement de variable, pour chaque zéro simple du systéme (6.3.11),
nous obtenons une solution 2t a-périodique x(z, ¢) de I’équation différentielle (6.1.1) pour &
suffisamment petit tel que x(z, £) tende vers la solution périodique

r,cos(t) N Z B 1A N So ’
(@2—1)(a?—p2a?  (f2—-1)a2—p2)p2 (2—1)(p2—1) a2f?

de x7 +(a® + B2+ 1)xB + (a?(f%2 + 1)+ f2) X + (¢f8)?’x = 0 quand £ — 0. Notons que cette

Xo(1)=—

solution est périodique de période 27 a.

Ceci compléte la preuve du théoréme 6.2.1. =
Preuve du corollaire 6.2.1 . Considérons I'’équation différentielle
xD+14x® +49% +36x =e(—x>+1), (6.3.12)

Ceci correspond aucasota =2, f =3 et F(x, x, x, X, %, x®, x®)=—x2+1 dans'équation

(6.1.1). Les fonctions Z(1y, Zy, Uy, Vi, W, Sy) avec k =1,6 du théoréme 6.2.1 sont
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F (10, 20 Us Vi WE §) = — 0y Yo ToSo Lol Voo
r; ) ) ) ) = - - - )
170702 0> 70> TH0» 0 4608 4608 4320 34560 34560
850 ZoTo—9IUZ Ve — 135U, Vo Wy + Uy Wy Zy + 36 V12

gZ(rOrZO’ (]0’ ‘/0’ I/VO»SO) =

)

2073607,
gS(rO’ZO,UO,%,WO,SO):SSoUoroJrQUOVOZOJr12?)57;/2:(/)\/:020—91/\/0202+36%r02
F(10, Zoy Uny Yoy Wo, Sp) = 20030‘/0%—5%%%—7532232;60%52+5W0220+4zor02,
95(r0,20,%,%’%’80):ZOOSOWOTO+5U0V02+4U03r§;gg:?2%—5%%Z0—60V%r02’

Bz U W S

Fo(To, Zo, Un, Vo, Wi, Sy) = — — _ _ _ _ Lo
70 Zo» Uy Vo, Moy S0) 14400 518400 518400 2304 2304 2592 2

Par conséquent, le systeme &, = %, = %3 = %, = F5 = F5 = 0 asix solutions réelles avec r; > 0

données par

(2760856 0.0.0.0 0) (403163 __ 275198 _ 92749 104667 101674 69964)
32537 2 M ML 8870 4131 ’ 61623’ 27463 > 4061 ’> 5209 7

(310950 0 _ 300149 0 248943 106889) (310950 300149 0 248943 0 __ 106889
7607 > 7 1646 >~ 12656 > 5387 /> \ 7607 ’ 1646 ’ > 12656’ 5387 /2

(135527 _ 74279 74279 743779 743779 ) (135527 74279 74279 743779 _ 743779 0)
5139 > 9549 7 9549 ’ 32614 > 32614’ /> % 5139 > 9549’ 9549’ 32614 > 32614 “/*

Etant donné que le déterminant (6.2.3) pour ces solutions (r(;*, Z5,Us, Vs, Wr, S5) est

(—4.845167479)10714, (—7.096581955)10713,
(4.037375667)107'3, (4.037375667)10713,
(1.227210749)107', (1.227210749)1071,

alors, selon le Théoreme 6.2.1, I'’équation (6.3.12) admet six solutions périodiques tendant

vers les solutions périodiques (6.2.6) du Corollaire 6.2.1. =
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Conclusion et Perspectives

¢ Dans cette these, nous avons utilisé la méthode de moyennisation pour étudier la bifur-

cation zéro-Hopf pour des systemes différentiels polynomiaux dans R3.

¢ Nous avons donné des conditions suffisantes pour I'existence de solutions périodiques
pour des classes d’équations différentielles du cinquieme et du septieme ordre, ainsi que pour
certains systemes différentiels de dimension 5 linéaires non homogenes perturbés par des

polynémes de degré n.

¢ On s’intéresse a la recherche des solutions périodiques du systeme différentiel

% =Ax+h(t)+eP(x), (6.3.13)
h(t) Py(x)

ol, x =(xy,..,x,)", h(t)= : ,P(x)= : sont des polyndmes de degré n, A est
h, (1) P(x)

une matrice constante n x n et € est suffisamment petit.
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Appendice

Dans cet appendice, vous trouverez les fonctions Fij avec i=1,2 et j=1,..., 4

mentionnées dans le systéme (3.0.2) a la page 49. Elles sont incluses ici afin de ne pas
géner le lecteur, car elles comportent des expressions trop longues.

Qa;
b= b’

o n
Fy = b

1 0a, b, 3 . ) . 3 . 3
Fip=0| - +c0s(8) @ a 4sin(0) +Ma* b, ;sin(6) +cos(8) sin(8) o |

+cos(9)3n Q2a0’2+COS(9)2n2Qa0’5 + sin(0) cos(e)3 Q* by o +cos(8) N a ,
3, 3., 2 2 : 3,
—cos(08) N g a0’7—cos(9) no b0,4—cos(6) n Qb078—51n(9) cos(0) @ 4,6
—sin(0) COS(9)3Q3 by, 3 +cos(8) @ by ;sin(8) +cos(6) n Q2b0,4+1’]2Qb0’8
3 , 3 4 4 4 4 2
+c0s(8) N qy o +sin(0) N by g —cos(B) @’ ay ;3 —cos(8) by | —2cos(8) Qb ¢
43 23 23 43
+c0s(8) @by o +cos(8) @’ by | +cos(8) @’ 5 +cos(8) o qq
-l-cos(e)zsin(e) M @* a4+ cos(8) sin(6) nZQaO’S +sin(0) cos(e)zn Q* by,
+5in(8) cos(8) M by s —sin(6) cos(8) ' n Q2b077+Q3b076+Qa2j,
1] 3 3 2 2 2 3 cos(0) sin(0)>
Fp=—|0 cos(8) ¢y o+’ cos(8) sin(8) ¢, | +0*cos(8) Me, ,+ 0 cos(B) sin(B) ¢ 5

+ @ cos(8) sin(8) M ¢, 4+ acos(6) nzco,5 + 0’ sin(9)3cQ6 +¢? sin(e)zn Co, 7

. 2 3 ¢;nb,
+asin(8) N ¢ g+N ¢y otMe, — 5 ,
1

Fpy= g(nngljsbz—alb by tahoday —b oayh —b 0 by ¢b+cos(8) M a, o b
+ sin(0) n3 bl’()b2 —I—cos(e)4 o al,obz —cos(e)4 o awb2 —cos(9)4@3 by | b’
-2 c:os(e)2 o’ b1,6b2 —I—cos(e)4 o’ b1,6b2 +cos(9)2 Qb b —|—cos(6)2 o’ a1,3b2 + @’ b1,6b2
+a;b* +oa, b +b, cos(9)4Q3 ag 30 +b cos(6)4@3 bo1b+2b, cos(6)2Q3 by, b
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— b, cos(B ) by b —b cos(9)2@3bo,1b+n Q* b, ;sin(0) b* + cos(6) Q> by 5sin(8) b
+cos(8) o’ a; 4sin(8) b +cos(9)3sin(6) o’ a1’1b2+cos(9)3n Q2a1,2b2
)
)

+ cos(© 2n Qa, b +5sin(0) COS(9)3Q3b1’Ob2+COS(G)ﬂQ2b1’4b2+COS(9)1’]Q2a1,7b2

31]@ ay ;b —cos(e)sn Q2b1’4b2—cos(e)znngl’gbz—sin(e) cos(9)3Q3cz]76l)2

— cos(©
—sin(0) COS(9)3Q by b +a1bcos(9)2g3 aO’I—albcos(9)2Q3 b0’3—a1bcos(9)4g3 bo,o
—a, bcos(0) n3b0’9—|—albsin(9) n3a0’9—2a1bcos(9)2Q3a0,6—a1bcos(9)4g3a0’1
+a1bcos(6)4g3b0’3+a1bcos(6)4g3ao’6—blcos(G)ZQ3a0’3b—bl cos(6)4Q3ao,0b

—bycos(8) g o b — by sin(8) W by gb+a,bN 0agg—by M @by gh

) Q ay ¢sin(8) b —b M a* by ;sin(0) b — b, cos(@)3sin(6) Q*ay b

) na’ay ,b—b c:os(9)2nzgao’5b—b1 sin(0) cos(6)3Q3b0’0b

— b, cos(O
(6

— b, cos(8) n ay ,b +b cos(e)sn Qzaojb + b, cos(6)3n Q2b074b+b1 cos(e)znngoagb
)2
)

—b cos

+ cos(0) " sin (0 )T] Qta b +cos(8) sin(6) nZQal’gbz—i-sin(G) cos(e)zn szl,zb2

+ sin(0 os( )n b, s b* —sin() cos(e)zn Q2b1’7b2—a1bcos(6)3n Q* by, »
—albcos(e) ? bo s+a, bsin(6) cos(6)3Q3a0,0+a1bcos(9)3n Q* by

+a, bsin(0) cos(6 ) Q* by ¢ —a, bsin(8) cos(9)3Q3a0’3—albcos(9)3n Q*aq 4

—a, bcos(0) nzgao g Ta bcos(8) na*a, ,—a bcos(8) na*h 4

—a, bcos(8) @’ by ¢sin(0) +a, bcos(8) Q*a 5sin(6) +a; bn *ay ;sin(6)
—albcos(9)3s (0) 3b(),l-l—b1 sin(0) cos(6)3g3a0,6b+b1 sin(0) cos(6)3g3b0,3b

— b, cos(0) @* b, 3sm(@) b —b,cos(8) n by 4 b+ b, sin(6) cos(G)zn Q* by 1 b

—a, bsin(6) cos( ) n*ay 5 +a; bsin(6) cos(e)zn Q*ay , +a, bsin(8) cos(8) nZQaO’S
—a bcos(e) sin (60 ) n @ by 4 —a, b cos(0) sin(0) nz e by g — by cos(e)zsin(e) Ul Qza0’4b

— b, cos(8) sin(0) n Qay gb — b, sin(8) cos(6)2n Q* by o b — b, sin(8) cos(6) anbo,sb)’

1 3 2 2 2
:_b3 (-bn Q* by ;—c;M beos(8) Qag g+c;n beos(8) *ay ,—c;m beos(8) by ,
Q

+ ¢, nzb Q*a, ,sin(8) —cos(e)zsin(e) ba*b ¢y, —cos(e)zbn Qb ¢ o
— cos(9) bn2 Q* by ¢y, 5 —sin(0) bnz Q* b, ¢y g+’ cos(8) sin(8) ncl’4b2
+clnbcos(6)zg3a0’1—clnbcos(9)2Q3bo’3—clnbcos(6)4g3b0,0
—ZClnbcos(O)ZQ3aQ6—c1nbcos(9)4Q3aO,1+clnbcos(9)4g3b073
-l-clnbc:os((3)4g3ao’6—clnzbcos(e)3szo’z—clnsbcos(ﬁ)ngo’5
+cln2bcos(9)3sz0,7—cln2bcos(9)3Q2a0,4—c1nbcos(6)3sin(9) Q* by

—cos(8) sin(6) bn 3 b, Co.4 € nzbsin(e) COS(9)2Q2 ap 7t ¢ nzb sin(0) COS(9)2Q2 a5
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+¢ n3bsin(9) cos(8) eay s — ¢ nzbcos(e)zsin(e) @by 4 nSbcos(O) sin(0) @by g
+ ¢, M bsin(0) cos(e)3 Q*ay o+ mbsin(6) cos(e)3 Q* by ¢ — ¢ M bsin(6) cos(e)3 Q*aq 5
— ¢ Mbcos(8) @ by ¢sin(8) +c;mbcos(8) @’ a, 5sin(8) —bﬂ3Qb1 Co—bmab ¢,

+ Q4COS(6)ZSi1’1(e) % b+ o’ cos(G)zn cl’zb2 + @? cos(0) n2 61’5b2 + @?sin(0) n2 cl’gb2
— ey beos(8) by o+, bsin(8) ag o —cos(8) bt cy ot M boagg—e,nb b,
+embaay ¢—sin(0) bzcos(9)294cl’6—|—n3cl’9b2Q+nc3b2Q—|—n Qbfc1
+Q4cos(6)3cl,ob2—bzcos(6)3g4cl’3+bcos(9)2n Q3b100’7+Q4cl’6b28i1’1(9)
-|—bcos(9)3g4b1 00,3—192005(9)211 Q*c; ;—cos(8) ba*h ¢y s —ba*h, ¢y ¢sin(0)

+ g*cos(0) c1’3b2 +o’n cl’7b2 + sin(0) bcos(e)zg“b1 00’6),

Fi = —L<(cos(9)2g3 ag 3 b -I—cos(9)4Q3 ag o b +cos(8) n3 g o b +sin(6) n3 by ob

—cos(9)4g3a0’3b—cos(9)4g3b0,1b—2005(9)293190,619 +cos(9)4Q3b076b
+cos(6)zg3b0,1b+Qa2b+Q3b0,6b—sin(e)cos(6)3Q3a0,6b—sin(9) COS(9)3Q3b0’3b
+cos(8) @’ by 3sin(8) b +cos(8) N o> by 4 b +cos(8) @’ ay ¢sin(B) b+m Q> by ,sin(8) b

3. 3 2 2
+cos(8) sin(0) @*a, ;b +cos(0) Ma*a, ,b+cos(8) M qa b
+ sin(0) cos(6)3g3b070b+cos(9)ngza0)7b—cos(6)3n Q2a0,7b—cos(9)3n Q* by 4b

2 2 2 . 5 . 2
—cos(08) ™ n Qb gh +cos(0) sin(0) n @ a0’4b+cos(6) sin(0) M Qag gh
+sin(0) cos(G)zn Q* by , b +sin(8) cos(8) anbo,sb —sin(0) cos(e)zn Q*by ;b —qa b

2 2 2 2 4
+n Qbo’gb) (—n ansg—cos(e) Q3a0’l+cos(6) Q3b0’3+cos(6) Q3b050
3 . 3 2 4 4 4 4
+c0s(8) N by o —sin(B) N ay g +2cos(B) @ ay o +cos(B) @ ay | —cos(8) b ;
2

—COS(9)4Q3 ay, ¢ +sin(8) cos(8) n o ay , —sin(6) cos(9)2n Q* 4y ,

—sin(0) cos(0) n2 Qay s +cos(6)2sin(6) M @* by 4+ cos(8) sin(6) n2 by g
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+cos(9)3n o’ bo,z-l—cos(e)znngoj5 —sin(0) cos(e)3 o’ ao,o—cos(O)Sn Q* by

. 3 4 . 3 4 3, 2 2
—sin(0) cos(8)” @’ by ¢ +sin(6) cos(8) @’ ay 5 +cos(8) M *ay 4 +cos(6) M eag 4
—cos(8) N @*ay 4+ cos(8) na*b, ,+cos(8) @’ by ¢sin(B) —cos(8) o ay 5sin(6)

. 3. 1 2
- Q2a037sm(e) +cos(0) sin(0) Q3b071+Qb2—Q3a0’6)) - E((n leygb2

—aybobyta b ay —b eayh—b 0 by ¢b+cos(8) N a, ob* +sin(6) N by ob°

+cos(9)4Q3a170b2—cos(9)4Q3a173b2—cos(6)4g3b1’1b2—2005(9)2Q3b176b2
+cos(6)4g3b1’6b2+cos(6)2Q3b1’1b2+cos(6)2g3a1’3b2+Q3b1’6b2+Qa3b2+Qalb%
43 43 23 43
+bycos(8) @ ay 3b+bcos(8) @by b+2b cos(0) by sb—b cos(8) by b
— b, COS(9)2Q3 by 1 b+n b, ;sin(6) b* +cos(6) o3 by 5sin(0) b’
+cos(8) @’ a; 4sin(8) b2+cos(9)3sin(9) o’ a1,1b2+cos(9)3n Q2a1’2b2
4 2 2 2 . 3 3 2 0 2 b 2
cos(8) M Qa; 5b” +sin(8) cos(8)” @’ by b” +cos(B) na*by 4 b +cos(8) MaPa, 5b
3 5 2 3 5 2 2 2 2 . 3 5 2
—cos(8) Mma’ay ;6" —cos(B) Ma*h 4" —cos(0) M @by b —sin(8) cos(8) @’ ay 4b
. 3 4 2 2 4 23 * 3
—sin(0) cos(8) @’ by 36" +a; bcos(8) @’ ay | —a;bcos(8)” @’ by ;3 —a; beos(8) @ by
3 , 3 2 4 4 4
—ay bcos(8) N by g+a bsin(8) N ay g—2a,bcos(8) @’ ay —a;bcos(8) @ ay
4 4 2 4
+a1bcos(6) Q3b0’3+a1bcos(6) Q3a0’6—blcos(6) Q3a0’3b—blcos(6) Q3ao’0b
3 : 3 2 2
—bycos(8) N ay gb—bysin(0) N by gb+a bn eayg—b M abygh
— b, cos(8) @’ ay 4sin(0) b —b M *by ;sin(6) b—b cos(G)3sin(6) Q*ay b

— b, cos(9)3n Q*ay ,b—b cos(e)zn2 Qay sb — b, sin(0) cos(e)3 Q> by o b
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—blcos(e)nQ2a0,7b+blcos(9)3n Q*ay ;b +blcos(6)3n Q2b0’4b-I—blcos(e)znngojgb
2 . 2 2 . 2 2 22 2
+ cos(0) sin(8) N o a) 4b + cos(0) sin(0) M Qay gb +sin(0) cos(0) M ¢ by ,b
+ sin(0) cos(0) nZQbLsz—sin(G) cos(G)zn Q2b1’7b2—a1bcos(6)3n Q* by,
2 2 : 3 4 3,
—ay bcos(8) N by s+a bsin(8) cos(8) @ ay o+a; bcos(8) ne’by ,
+a, bsin(6) cos(e)3 Q* by ¢ —a, bsin(8) cos(e)3 Q’ay 3 —a bcos(e)sn Q*daq 4
—albcos(9)2n2an,8+a1bcos(9)T]Qza074—a1bcos(9)n@2b0’7

—a, bcos(8) @’ by ¢sin(0) +a, bcos(8) Q*a 5sin(6) +a; bn *ay ;sin(0)

—a b cos(e)3 sin(8) o> b, | + b, sin(6) cos(f))3 Q*ay ¢b + b, sin(8) cos(@)3 Q* by 3 b

— b, cos(8) @’ by 3sin(8) b — b cos(8) N o® by 4 b+ b sin(6) cos(G)zn Q* by 1 b
—a, bsin(0) cos(e)zn Q*ay ;+a, bsin(8) cos(e)zn Q*ay , +a, bsin(8) cos(8) nzgaojs
—ab cos(e)zsin(e) n@*by 4 —a, bcos(8) sin() nz Qb s — b, cos(e)zsin(e) nQ*ay b

— b, cos(8) sin(6) nZQaO’Sb — b, sin(0) cos(e)zn Q* by , b — b, sin(8) cos(6) T]ZQbO’Sb)

0
1 2 4 2 2
b1>—z< (—n Qay, S—COS(G) Q3a1’6—cos(6) Q3a1’1+cos(6) Q3b1’3
4

+ cos Q* by o +cos(8) n3 by o —sin(8) n3 01’9+2COS(9)2Q3 al’6-|—<:0s(9)4Q3 a |

4

— cos by s -I—sm(e) cos(G)zn Q*a, ,—sin(8) cos(G)zn Q*a ,

—sin(0) cos(0) M Qa1 s —I—cos(e)zsin(e) ne*b, 4 +cos(8) sin(6) anbl,s

—sin(0) cos(O ) Qa 0—005(6)311 Q* b, ,—sin(8) cos(6)3g3 by ¢+sin(6) cos(e)3 Q*a ;

+ cos o’ b, 6sm(e) -n Q2a1’7sin(9) —cos(0) Q3a1’3sin(6) +cos(9)3sin(9) o’ by 4
2 2 :

ne’ by, ,Fcos(8)™n Qb1,5+Qb3—Q3aL6)> + cos(9) Q3a2’6sm(9)

3b2 3sin(8) +mn@*b, ;sin(6) +cos(9)3sin(6) Q’ay | —|—cos(9)3n Q*a, ,

3
—+ cos

()
(8) ¢
(8) co
(0) c
+cos(6) neta 4—|-cos(9)2n Qa; g—cos(8) ne*ay 4, +cos(8) ne’h,
(6)
(6)
+ cos(0)
()’

+ cos n Qa, 5 +sin(0) cos(e)3 Q* by o +cos(8) na*b, 4, +cos(8) N e*a, 4
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b

3 2 2 . 3
) nae a27—cos(9) ne*b, ,—cos(8) N @b, g —sin(0) cos(8)” Q’a, ¢

— cos(©
(0) cos( ) Q3b2’3+cos(9)n3a2,9+sin(9)n3b2’9+cos(6)4g3a2’0—005(6)4Q3a2’3
0

— sin
—cos( ) @by —2 cos(e)2 Q* b, —I—cos(9)4 Q* b, —I—cos(e)2 Q*a, ; —|—cos(9)2 Q’by
-l—n eb, g +cos(6)zsin(6) n Q2a2’4 + cos(0) sin(0) n2 Qa, g+ sin(0) cos(e)zn o b, ,
+ sin(0) cos(0) n2 Qb, 5 —sin(6) cos(e)zn o Qa4),

3 2

— | @®cos(0) 02,0+Q3cos(6)2sin(9) cz,l—l—chos(G)zn ¢, , 0 cos(8) sin(8) ¢, ;

+ @?cos(0) sin(0) n 02’4+QCOS(6) n2 s +¢° sin(9)302’6+ 0 sin(e)zn Cy 7
_ 2 3 1 2 4
+sin(0) M ¢, g+ c2,9+nc4—b—Q(cl1‘|(—n Qa, g—cos(8) Qa4
2 4 2 4 4 4 3 . 3
—cos(8) @’ ay | +cos(B) @by ;+cos(8) @b +cos(8) M by o—sin(6) M a
2 4 4 4 4 4 . 2,

+2c0s(8)" @’a; 4+cos(B) @’a; | —cos(B) @’ b, ;+sin(8) cos(8) Me*a 4
—sin(0) cos(e)zn o alyz—sin(e) cos(0) nZQal’S +cos(6)zsin(6) n o by 4
+ cos(0) sin(0) nZQbLS —sin(0) cos(e)3 o al,o—cos(O)Sn Q* b, ,—sin(8) cos(G)3 Q* by

. 3 4 3, 2 2 5
+sin(0) cos(8) @’ a; ;+cos(0) ne*a; 4, +cos(8) N Qa g—cos(8) ne’a
+cos(8) n@*b, ;+cos(8) @’ by ¢sin(B) —n”a ;sin(6) —cos(8) o’ a; 5sin(8)

-I—cos(e)3 sin(0) @ by 4 +cos(6)3n o by , —l—cos(9)2n2 by s+eby— o a1,6>)

— b+g(<g3 005(9)300,019 + o} cos(G)zsin(G) ¢ 1 b+’ cos(8) sin(e)chQSb
+ 0’ sin(9)3co’6b +chos(9)2n Co o b+ 0* cos(8) sin(8) My 4 b+ @ sin(e)zn Co 7D
2 . 2 3 2

+acos(8) M ¢y sb+asin(0) N ¢y gh+M co’9b+nc2b—clnb1> (—n Qay g

—(:os(e)2 o’ a, | -I—cos(e)2 o’ by, 3 +cos(9)4Q3 by, ¢ + cos(0) T]3 by, o —sin(0) T]3 a9
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+2 cos(e)2 Q*aq 6 —I—cos(e)4 Q’ay —cos(e)4 Q* by 5 —cos(e)4 Q*ay 6
+ sin(0) cos(G)zn Q*a, , —sin(8) cos(e)zn Q*ay , —sin(8) cos(8) T]ZQCZO’S

+cos(9)2sin(9) M @* by 4 +cos(8) sin(6) n2 Qb g +cos(9)3n Q* by, +cos(9)2n2 0 by s

3

—sin(0) cos(0) o° aO,O—cos(6)3n o b077—sin(9) cos(e)3 o’ b0’6+sin(9) cos(G)3

3
Q" 4y 5

3 2 2
+cos(8) no*ay 4 +cos(8) N gay g —cos(8) no*ay 4 +cos(8) N by ,

+cos(8) @’ by 4sin(8) —cos(8) @’ ay 5sin(8) —m o® g ,sin(8) +cos(9)3sin(9) Q by |

1 3 2 2
+Qb2_Q3a0’6))+b3—Q(<cln bcos(8) Qay g —c;m beos(8) Q*ay

+ ¢ nzbcos(e) Q* by ;¢ nzb Q* 4, ;sin(8) —I—cos(e)zsin(e) ba*h ¢y,

+ cos(0) sin(G)Zb Q* b, ¢, 3 +cos(6)2bn b, cO,2+sin(9)2bn Qb ¢ 4

+ cos(0) bn2 o?b, Co, 5 + sin(0) bn2 o’ b, Co. 8 — @’ cos(0) sin(0) 1]01’4b2
—clnbcos(6)2Q3a0’1+clnbcos(9)2Q3b0,3+clnbc0s(9)4g3b0,0
+2clnbcos(9)zg3a0,6+clnbcos(9)4g3a0’1—clnbcos(6)4g3b0’3
—clnbcos(6)4Q3a0’6+cln2bcos(6)3Q2b0’2+cln3bcos(9)2gbo,5

— ¢ 112l)cos(9)3szoﬂ-l—c1 nzbcos(9)3Qza054+c1nbcos(9)3sin(9) Q* by
+cos(8) sin(8) bn @’ b ¢y 4 +¢ nzbsin(e) cos(G)ZQ2 ag, 7= ¢ nzb sin(0) 005(6)292 g, 5
— ¢ n3bsin(6) cos(8) Qay s +¢ nzbcos(e)zsin(e) Q* by 4t n3bcos(6) sin(8) @by
—c;Mbsin(0) cos(G)3 o* a4y o~ M b sin(0) cos(e)3 o’ by ¢ temb sin(0) cos(G)3 o? a3
+eymbcos(8) @’ by ¢sin(8) —c;mbcos(8) o’ 5sin(8) +bT‘|3Qb1 oo TbMneb ¢
+sin(9)3b Q*by ¢y 0" cos(e)zsin(e) ¢ b — o} cos(e)zn cl,zb2

— g*cos(0) sin(6)201’3b2 — @?cos(0) n2 cl’sb2 -0 sin(G)zn c]’7b2 —@?sin(0) nz cl’gb2
+eyn’ beos(8) by o=, bsin(8) g o +cos(8) b ath ey o~ M badgg+enbab,
—clnbQ3a0’6—n3c1’9b2@—nc3bzg—n Qb%cl—Q4cos(6)3cl,0b2—Q4sin(9)3c1’6b2)

b))
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