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PREFACE

Ce polycopié est destiné aux étudiants des troncs communs de sciences des
matériaux (SM), sciences et techniques (ST). Ce document inclut des problémes
solutionnés relatifs aux différents chapitres du module de Physique 1
(Mécanique du point). Ces exercices englobent les quatre sections du

programme de cours relatif a la mécanique du point matériel :

> Outil mathématique : vecteurs et systemes de coordonnées.
» Cinématique du point matériel.

» Dynamique du point matériel.

> Travail et énergie.

Les exercices résolus visent a permettre aux étudiants :

> De renforcer leurs savoirs,
> Un entrainement optimal pour garantir la bonne compréhension du cours,
» L'acquisition des outils et méthodes indispensables a leur formation,
» L'introduction a leur culture scientifique dans le domaine de la mécanique
du point matériel.
Chaque chapitre débute par un rappel du cours. A la fin de chaque chapitre, on
propose des exercices sans solutions. Ces exercices ont été proposés aux

examens et aux travaux dirigés.

Je souhaite que ce recueil d’exercices et problémes examens résolus de
mécanique du point matériel puisse aider de maniere efficace la majorite

d’étudiants.

S. CHELLI
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Rappels mathematiques

Equations dimensionnelles et calcul

vectoriel




Rappel du cours : Equations dimensionnelles, vecteurs.

Définition d'une grandeur physigue
Une grandeur physique est une caractéristique attribuée a un objet ou un phénomene se produisant

dans l'espace et le temps. Parmi toutes les grandeurs physiques, certaines sont considérées comme
indépendantes. Ce sont les grandeurs de base ou grandeurs fondamentales.
Il existe sept grandeurs fondamentales. Une quantité X peut étre donnée par une relation reliant deux
quantités A et B et des coefficients fixes C, et : X=C. A. B.
Une grandeur physique A a une dimension, notée par :

dim A =[A]
En physique, les sept grandeurs fondamentales ou de base avec leurs symboles et dimensions sont

listées dans le tableau ci-dessous.

Tableau 1. Grandeurs physiques fondamentales.

Quantité Symbole de la quantité Dimension

Longueur I L
Masse m M
Temps t T

Courant électrique [ I
Température T (S}

Quantité de mouvement n N

Incertitudes

L'erreur ou l'incertitude est la différence entre la valeur exacte et la valeur obtenue par la mesure.
La valeur exacte d'une grandeur physique est souvent inaccessible. Pour se rapprocher de cette valeur,
l'erreur doit étre estimée avec précision. On distingue deux types d'erreur, I’ Incertitude absolue et

relative.

Vecteurs

Soit un vecteur V :

- S
- Composantes : V = xT + yJ + zk = (y)

V4




- Modules: |V|| =V = \/x2 + y2 + 22

// : Vecteurs paralléles.

1 : Vecteurs perpendiculaires.

Xp — Xy
A_B)z YB —Ya
Zg — Zy

% Opérations sur les vecteurs :

1- Somme de vecteurs

x1+x2+X3+"'

R=V,+V,+V, 4= ty2tys+-~
Z1+Z2+Z3+"'

2- Produit scalaire

Vi.Vo =X1.X5 +Y1.Y, + 21.2, = Vl.VZ.cos(Vl.Vz)
Produit scalaire commutatif : 7{72 = 7{71

3- Produit vectoriel

MixXVo=lx; vy, z]|= (V122 = z1y2)T — (X125 — z1%)] + (x12y, — x3y1)k
X2 Y2 23

Produit vectoriel non commutatif.

4- Dérivée d’un vecteur

Dans un repére fixe (7,7,k) :

dV dx_. dy. dz-

Ezali'aji-ak




Exercices corrigés

Exercice 1
Les formules suivantes sont-elles valides sur le plan dimensionnel ? Effectuez une analyse

dimensionnelle pour confirmer ou corriger.

Gm imé m’
1-F = — tel que: F est une force, G est une constante exprimée en e

m est une unité de masse

et r est une unité de longueur.
2- p=g9.h1 + ha .F , telles que: P: pression, g: accélération due a la gravité, hy et h, : hauteurs, F : force.

b.sin(a) . :
3-0=_""""_ , telles que : b, t dimensions de longueur.
t.cos(c)
Solution Ex 1
Gm , . N . . .
1-F= " L'équation peut étre écrite sous la forme dimensionnelle suivante :
r

[FI".[6]" [m]" [T =1 (1)
Telsque: [F]l=M.LT? ; [G]=L3MT!; [m]=M and[r]=L

En remplacant les dimensions des parameétres dans I'équation (1) par leurs expressions dimensionnelles ci-
dessous, on obtient: [MLT2] [LEMtT] [M] [L] =1

Mathématiquement, cette équation n'est valable que si les exposants des parametres de base sont égaux a
zero. C'est-a-dire :

(o0 +3B +0 =0
J oa—-B+y=0
| ~20-2B =0
la solution est
(-20-2B=0=a=-
Joc—[3+y=0 =7=2p

[oc +3+0=0=0=-28




En substituant ces valeurs a B dans (1), on obtient : [F17° .[G]) .[m]” [r]™ =1

[m]?

[r]?

Et si nous demandions p=1: [F]_l.[G]l.[m]z.[r]_2 =1 Cequiéquivauta[F]=[G].
Par rapport a I'équation (1), cette derniere peut étre représentée physiquement comme suit :

2
F =k G.T—Z telle que Kk : une constante sans dimension.

2- Ainsi, dans (1), il manque un paramétre r/m pour que l'équation soit correcte sur le plan dimensionnel.
3-p=g.h1+h.F
Cette équation peut étre présentée sous cette forme : p=a gh: + B hoF
Pour Vérifier la validité de I'équation, nous analysons ses dimensions terme par terme, c'est-a-dire que nous
représentons I'équation sous la forme :

{[p] = [a]lg][hi]
[p] = [B1[h][F]

Depuis [ p] =M.L™T?; [g]2 =LT? et [h]=L parconséquent []=ML™>  qui est la dimension
de la densité, Depuis [ p] =M.L"2T?;[h2] =L et [F]=M.LT2donc [B]=L"3 .

L'équation du premier terme doit étre multipliée par la densité (p), tandis que le second terme doit étre
multiplié par un paramétre ayant pour dimension 1/L3.

e b.sin(a)

= ————~ Les termes sin(a) et cos(b) sont des termes dimensionnels, car :
t.cos(c)

i _ _ . _ [bllsin(@)] _ L _ 'z .
[sin(a)] =[cos(c)] =L/L, alors : [6] = Hlcos] =1 ¢t I'équation est correcte.

Exercice 2
Dans un fluide, une bille de rayon r se déplacant a une vitesse v est soumise a une force de frottement donnée
par F = —6mnrv, ou n est la viscosité du fluide.

1) Quelle est la dimension de n ?

t
2) Lorsque la bille est lachée sans vitesse initiale a I'instant t = 0, sa vitesse s'écritt >0 :v = a. (1 — e(_E))

ou a et b sont deux quantités qui dépendent des caractéristiques du fluide.




3) Si p désigne la densité du fluide, trouvez une combinaison simple Re = pevBrrn® qui soit sans dimension
(parmi les différents choix possibles, nous prendrons a = 1). Cela nous donne le nombre de Reynolds, qui

caracterise le régime d'écoulement d'un fluide (laminaire ou turbulent).

Solution Ex 2
1)

[F] [masse][accéleration] M.(L.T™?)
= [n] = - - _
6rry [r]1lv] [r][v] L(L.TY)

F=—-6mrv = n-=

=M.LLT?

2) L'argument de I'exponentielle est sans dimension, donc [b] = T. Le membre de droite a la dimension d'une
vitesse, donc [a] = L.T-1.

3)
Re = p«vfrrm® = [Rel = [p]* WPV’ = (M. L)« (L. T HAL/(M. L'T Y
= [Re] = Ma*d, [ ~3a+f+y=d 7hd
Puisque Re est sans dimension (selon I'énoncé), en prenant a = 1, nous en déduisons que :

1+6=0 1+6=0
-3+p+y—-6=0 = p=1
—-f—6=0 y=1

. pvr
On conclusion : Re = —

Exercice 3
Indiquez lesquelles de ces formules sont homogeénes :

1. (I) longueur, (g) champ gravitationnel, (T) temps :

T:Zﬂ\/I Tzzﬂ\ﬁ R L py ()
g | 27\ g lg

2. P est I'impulsion (masse multipliée par la vitesse), m est la masse, C’est la vitesse de la lumiére,

E est I'énergie.:

E =/ pc? +m%c* m E®=p°c® +m’c’




Solution Ex 3

! L 2 = omogene
l)T=27Z'\/g—) /W[[T]]Z:‘/ﬂ_m Homog

L[T]” :W =[T]* Non homogene

[L]

.1 l__)[i}zhath}:[ﬂ Homogeéne
2z \ g 2 g

I+ R , . R R . ,
T=2x @ — Non homogéne car les termes d'une somme doivent étre homogenes, mais | et g n'ont
g
pas la méme dimension.

2) E =+/pc2 +mic* — [pc?]=[MILF[T] et [m*c*]=[m * Non homogene car les termes de la
somme ne sont pas homogenes.

[EF =[MF[L]'[T]* et (p:ncz) T {k/r][-r I"_ [MILF[TT* Non homogene car les termes de la

différence ne sont pas homogenes.

EZ — p2c2 +m2c4

[p2c?]=MPILFITT  [moet = IMPILI T 5 [EF =MF[LF[TT* Homogene




Exercice 4

1) Construisez une grandeur ayant pour dimension le temps a l'aide d'une résistance R et
d'une capacité C.

2) Méme question avec une résistance R et une inductance L.

3) Determinez I'équation dimensionnelle de la raideur K d'un ressort, puis construisez une

grandeur ayant pour dimension le temps a l'aide d'une raideur K et d'une masse m.
Solution Ex 4

1) La loi d'Ohm U=RI s'écrit en termes dimensionnels comme suit : [U]=[R]. 1)

La relation entre le courant et la tension aux bornes d'un condensateur s'écrit comme suit :

| =C—
dt

Soit dimensionnellement: 1 = [C]Q (2)

D'apres les équations (1) et (2), nous avons :

bl

T
[c

[

D'ou [RC]=T
Le produit a la dimension du temps.

2) La relation entre le courant et la tension aux bornes d'une bobine s'écrit comme suit:

u-Ld
dt
Soit dimensionnellement: [U]=[L]TI— 3)

D'apreés les équations (1) et (3), nous avons: Q =[R]= E d'oul [L] =T

[R]
Le rapport a la dimension du temps.
3) La force de tension d'un ressort est de la forme. A partir de 13, nous déduisons I'équation

dimensionnelle
Selon le principe fondamental de la dynamique F =ma soit [F] =MLT 2.

Nous avons donc: MLT “2=[K]L, par conséquent [K]=MT 2.

. m
Si m est une masse, nous avons donc {R} =T?

7




La grandeur 7 = /% a une dimension du temps.

Exercice 5
Pour mesurer I'épaisseur d'un cylindre creux, nous mesurons le diamétre intérieur (D1) et le
diametre extérieur (D2) et obtenons : D1 = (19, 5+ 0,1) mm, D2 = (26,7 £ 0,1) mm.

Indiquez le résultat de la mesure et sa précision.

Solution Ex 5

Tout d'abord, calculons I'épaisseur du cylindre: e=3,6m

_AD+AD | pe =40 1mm

L'incertitude absolue concernant I'épaisseur est donc Ae >

Notons le résultat de la mesure :  e= (3,6J_ro,1) mm

Nous déduisons l'incertitude relative: Ae /e=0,03= 3%

Exercice 6

Déterminez la densité (p) de la substance d'un cube homogéne a partir de la mesure de sa masse

(m) et de la longueur de ses arétes (a). Notez le résultat de la mesure.

Solution Ex 6
Calcul de la densité p = % = % p=3,041 g/cm®
Nous déduisons l'incertitude absolue a partir de I'incertitude relative :

L4 3= = Ap = 0,02 g/cm?®

D'ou l'incertitude relative:

Ap
= 0,0063 = 6,3 %

Ecrire le résultat de la mesure : p = (3,04 + 0,02) g/cm?.




Exercice 7
Soient les vecteurs suivants: V, = 20+ 37+ k, V,=71—]+2ket Vo =—i4+]—k
défini dans un cadre de référence (0,77, k) :

1) Calculez les amplitudes des trois vecteurs.

2) Déterminez les composantes et I'amplitude du vecteur § = V, + 2V, — Vs .

3) Déterminer le vecteur unitaire w'transporté par vecteur S. Déduisez ces directions

cosinus.
4) Calculez les produits suivants V,.V,, ViaV, , Vi.(V,al,). Et vérifiez que

l_/)l' (VlAVZ)ZO.

Solution Ex 7
1) V| =14
|‘72| =6
V3| = V3

2) §:V1+2V2_I73:5?+6E

T S 5 6 7
3 I5|=157 s ti=o=—it+—k
|S] 61 61
cosa St > B =0 ; cosy Sk d
S=—=7= , cosph =0 =T T I
sl Vel [S[[] Vel

= 1 = cosa’l+ cosB] + cosy k




4)

e V.V, =2-3+2=1.

g g 1 _1 2 - -
. Vz/\V3=|_1 1 _1|=—l—]

o V.(Vonly) = (3) .(-1) =-2-3=-5
1 0

e Vérifiez que 171.(171/\172):0:

2 7
Vi. (Vi) = (3) .(—3) =14-9-5=0.
1/ \-5

A vérifier :
Nous avons ; V' = 171/\172
74 perpendiculaire a 171 et 172 alors 171. V' =o.
Exercice 8
Soient les vecteurs :
A=T+df+ 5K
B=3i —-3j+3k
1) Trouvez les valeurs de a et B telles que A est paralléle a B .

2) Déterminez les vecteurs unitaires of AetBE.

10




Solution Ex 8

1)
= Méthode 1 :

—

A/ B = AAB=0
i
a Bl=Ba+3p) +(38-3)j+(-3-3a)k =0
-3

p>g]
>
o)
Il
@ = =1
w S X

3a+38=0
a=-1
34-3=0 :{
B=1
—-3-3a=0
= Meéthode 2 :
A/B = A= 1B

Donc: i +af + K =341 =34 +34k

Exercice 9
Considérons les deux vecteurs suivants: OA=2i —3j —3k et OB =5i +7] —3k , Dans le

systéeme de coordonnées (OXYZ), calculez :

1) Produits scalaires: OAeOB,OAeOAet OB e OB

2) Produits vectoriels: OA A OB et OB A OA. Déduisez l'aire du triangle OAB.

11




3) Déterminez le vecteur AC avec un module égal & 5 et perpendiculaire au plan formé par
OA et OB.

4) Le double produit vectoriel: OAA OB A AB

5) Le produit mixte: OAe (AI§ A Aé). Déduisez le volume du parallélépipéde dont les cotés

sont les vecteurs OA, AB et AC.

Solution Ex 9

OA=2i -3]-3k ; OB =5i +7] -3k
1) Calcul des produits scalaires :
OAeOB = (2 3] ~3K Jo (57 + 7] —3K)=2-5+(~3)-7+(-3)-(-3)=-2
OAeOA = (27 ~37 — 3K Jo (2 =37 —3K )= 22 + (-3 + (- 3)° = 22
OB e OB = (57 + 7] —3K Jo (57 + 7] — 3Kk )=5% + 72 + (—3)° =83

2) Calcul des produits vectoriels :

2 51 9+21 301
OAAOB={-3]A47] =4—-(-6+15)=1-9]=—-OBAOA
-3k |-3k [(14+15 19k

Aire du triangle :

L'aire du triangle formé par les vecteurs et est égale a la moitié de la quantité ‘OA/\ OB |

Sons = % Sonos = %‘OA/\ oé\ - %\/302 +(=9) +(19) = % —18.31 Unités de surface.

3) Vecteur AC :

D'une part, AC est perpendiculaire au plan (OA,OE): AC = /1.(0,5\/\ OE) telles que
AeR

12




D'autre part; ‘AC‘ =5,

|AC| =|1.(0A ~ OB = ](0A A OB =36.631=5= 4 = BL ~0.136
Donc : AC =4.01i —1.23] + 2.59k
4) Le double produit vectoriel: OA A (OB A AE)
2i  [51 3 |2i (121 [-247

OAA (OB A AB)={-3] A{7] A{4]={-3]A{-9]=1{-34]
—3k |-3k |0k |-3k |-1k |18k

5) Le produit mixte: OAe (AE A AC)

3 (4010
ORe(AB A AC)= (27 —37 —3K)e{4] A{-1.23] = (27 ~3] —3K )s (10.367 —7.77] ~19.73K
Ok |2.59

=20.72+23.31+59.19 =103.22 Unités de volume: VVolume du parallélépipéde dont les

cotés sont des vecteurs OA; ABet AC.
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Exercice 10

Soit ABC un triangle.

1) Construisez les points D et E tels que: AD = BC + 24B et AE = CB + CA
2) Montrez que BD = AC . What can be deduced geometrically ?

3) Montrez que BE = 2CA. Déduisez de cette égalité et de la précédente que E, B et D sont
alignés.

4) Soit 1 le milieu de [AB]. Justifiez cela. CA + CB = 2CI . Que peut-on déduire pour les
lignes (AE)

et (Cl)?
Solution Ex 10

1)

2) BD=BA+AD =BA+BC +2AB = AB + BA+ AB + BC = AC

3) Nous pouvons en déduire que ABDC est un parallélogramme.ﬁ =BA +
AE =BA+CB +

CA=CB+BA+CA=CA+CA=2CA
Nous concluons que:

BE = 2CA = —2AC = —2BD : BE et BD sont donc colinéaires, les points E, B et D sont
alignés.

4) Puisque I est le milieu de [AB], nous avons: IA+IBE=0
OU CA+CB=CI+IA+CI+1B=2CI+IA+1IB = 2CI
Il s'ensuit que, comme AE = CB + CA = CA + CB alors 4E = 2CI

AE = 2Ci par conséquent AF et Cl sont colinéaires. Les droites (AE) et (CI) sont paralléles.

14




Exercice 11

Dans un triédre orthonormé direct, on nous donne le vecteur de glissement V= (1,2,3)
passage par un point A(3,4,2).
1) Calculer le moment de Vv par rapport a O et par rapport aux axes Ox, Oy et Oz.
2) Soit A une droite avec vecteur unitaire # (-1/\2, 1/2, 1/2) passant par O, calculez le
moment de V par rapport a (A). Calculez le moment de V' par rapport au point
B (3,6,0).

3) Calculez le moment de Vv par rapport a 1'axe (A) qui passe par les points A et B.

Solution Ex 11

V = (1,2,3) passe par A(3,4,2).

4

1) 3 V/g=0dn7 =031 {3

2 - - 7
A{3 = 81— 7]+ 2k

~ — 8 1
« V) =2"/, 4, = ( 7 ) (0) = 8 (units)

-2 0
1
With U, =1=10 vecteur unitaire, et O € (4)
0

+ MV/Oyz —7 (W)
+ MV/OZ: 2 (w)

2) uy (1W2, 172, 1/2)

o [
MV/(A):JV[’V/O Ty = (72) I\ 1/\/§/|: ‘Fj__7+§= ~8,2 (u)
- 1
vz

o 0 1
MV/p=BArV = <_2> A<z> = —107+ 2] + 2k
2 3

3) L'un ou l'autre axe (A'), qui passe par A et B :

15




]V[V/(A,) =ﬁV/B 'ﬁ(A’)

Avec B € (4"
L _ BA_ —2j+2k _ _1 T i 4 Y2y
Uah = 3a~ 2v2 72J k 2 7 ke

MV/(A,)=< ) < \F/2>=—\/§+\/§=0

7
2
Ou écrivez :
VI =MV, .=
M /(A,)—M /4 Fuy=0

MY/, =0 parceque V passeatravers (A).

Exercices complémentaires

Exercice 1

Trouver I’équation aux dimensions du moment d’une force par rapport a un point. Quelle est

alors son unité dans le systeme international.

Exercice 2

1) Déterminer la dimension d’une densité superficielle de charge o, dans le systeme
international SI. ¢ étant donnée par: 6 =Q/ S.

2) Déduire la dimension de la permittivité du vide so sachant que pour un conducteur de
charge superficielle 6 on a : p= 6%/ 25o.

Exercice 3
Soit A une grandeur physique de dimension M.L2.T?2. Cette grandeur physique est
calculée a partir de I’équation suivante : A = a. V2. F~2 + B.P3.m

F est une force, V est une vitesse, P est une pression et g I’accélération de la
pesanteur. Etablir les dimensions de a et f3.

16




Exercice 4

L’équation d’état des gaz parfaits relative a une mole s’écrit : P.Vym =R .T .

Donner I’équation aux dimensions de la constante molaire des gaz parfaits.

Exercice 5

Dans le plan, considérons les points A (-1;0), B (2;4) et C (3;-1).

1) Calculer les composantes du vecteur AB.

2) Calculer les coordonnées du point situé au quart (a partir de A) du segment [AB].
3) Déterminer D tel que ABCD soit un parallélogramme.

4) Les vecteurs AB et AC sont-ils colinéaires ? Comment cela se manifeste-t-il algébriquement

via un calcul avec les composantes ?

5) Ecrire AB comme combinaison linéaire de AB et AC, géométriquement, puis

algébriquement.

Exercice 6

Etant donnés trois vecteurs 4, B, C , on considére le double produit vectoriel :
An(BAC).

1) Calculer les composantes du double produit vectoriel.

2) En déduire la relation : An(BaC) = B(C.A) — C(A.B).

3) Montrer que si 4 et B sont perpendiculaires, ona: |4 + B|| = |4 — B||

17




Chapitre I

Cinématique d'une particule




Rappel du cours : cinématique

Trajectoire

La trajectoire est le chemin géomeétrique des positions séquentielles du point matériel au fil du

temps par rapport au systeme de référence considéré.

Equation du mouvement

Le changement de position d'un mobile au fil du temps dans un référentiel sélectionné est appelé
équation du mouvement.
x=2t—1
y=t?
Caractéristiques du mouvement

Exemple :{

Trois vecteurs sont nécessaires pour decrire le mouvement du corps : le vecteur position, le

vecteur vitesse et le vecteur accélération.

Vecteur vitesse

Le rythme par rapport au temps correspond au changement de position a I'instant t.
Sy - dOM
v(t) =—¢

Vecteur d'accélération

La variation du vecteur vitesse par rapport au temps est le vecteur accélération a l'instant t.

. _dd_d*OM
“T a9 T e

Dans le systéme international, I'accélération est mesurée en m/s2.

Systeme de coordonnées

Coordonnées cartésiennes
Soit le cadre R(O,x,y,z) avec les vecteurs unitaires 7,7 and k.

Avec X, y et z sont les coordonnées du point M qui donnent sa position dans I'espace.

Le vecteur position est : OM = xi + y]’ +zk

Coordonnées polaires

En utilisant une coordonneée r (la distance entre l'origine du repére et le point M) et I'angle

orient¢é 0 que le vecteur 7 avec l'axe des abscisses (OX), nous pouvons déterminer

18




I'emplacement du point M. Les coordonnées polaires sont les données (r, 0). Deux vecteurs

unitaires (u,, uy) constituent la base du systéme de coordonnées polaires.

OM =r.u, = |oM|| = r

Coordonnées cylindrigues

Un point M dans l'espace est représenté par les coordonnées (r, 6, z) dans le systéeme de
coordonnées cylindriques, ou z est la distance le long de 1'axe Oz, r et 6 sont les coordonnées
polaires de la projection de M sur le plan xy, et les vecteurs unitaires (u,, ug, E) constituent la

base du cadre de référence cylindrique.

OM =0M'+MM=r.w +zk
Coordonnées sphérigues

Dans le systeme de coordonnées sphériques, un point M est représenté par les coordonnées (r,
0, ), avec les vecteurs unitaires (uy,ug, u,) servant de base:
OM =r.u,

Cadre de Frenet (base intrinségue)

Il est difficile d'étudier le point M dans des coordonnées cartésiennes pour des mouvements sur
des trajectoires curvilignes. Ce probleme peut étre résolu en utilisant le repére frénétique, qui
est relié au point M. Deux vecteurs unitaires, i, and ,, sont associés. Un référentiel qui se

déplace avec le mobile M est appelé référentiel frénétique.
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Exercices corrigés

Exercice 1
Soit R(O,T, I IZ) une représentation cartésienne. Déterminer les vecteurs vitesse et

accélération d'un point M par rapport a R dans les coordonnées : cartésiennes, cylindriques
et sphériques.

Solution Ex 1

a) Coordination cartésienne :

Le vecteur de position :
OM =xi +yj + K
Le vecteur vitesse :

_ dOM dX~ dy dz
ViM )= — —k Xi K
M)== = a Ta g R

Le vecteur d’accélération :

a

d’0OM  dv dﬁq dy~ d?z
M)= =—= P
(M) Al R ji

dt? dt dt2
A
£
M
AL -
0 J & 5
o >
S ¥o
m
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b) Coordonnées cylindriques :

OM =8 +zk
X=rcosd
y=rsin g
_ oM g .-
V(M)=—"=r6, +r—-+2k
d
4 _ s, % _ s
dt dt

V(M)=1& +re&, + 2k
par conséquent
aM)=(r-ré%f, +(2¢0+rdk, + 2k

c) Coordonnees spheriques :
OM =g,

X =rsin 8cos g
avec {Yy=rsin@gsin @
Z=rcosé
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Rappelons les relations entre les vecteurs de la base (ér,ég,éq,) et ceux de la base (T, ]k) ;
& =sin #cosp. +sin Gsin ¢. +cosOk
€, =—Sin @i +C0sg. ]

8, = CosAcosp. +Cosdsin ¢.] —sin 0k

L ——
s ",

Dérivons le vecteur de position en coordonnées sphériques par rapport au temps :

\7(M)=dO—M=r'ér+rér
dt

Dérivons le vecteur &, , puis organisez la nouvelle expression pour obtenir le résultat
suivant :

& =6| i cosdcosp+ jcosdsin p—ksin @ |+gsin 6 - sin p+ j cose

& g,

C'est-a-dire: €, = 0.8, +¢sin 6§,

Par substitution, nous obtenons I'expression finale de la vitesse en coordonnées sphériques:
V=18 +r08,+(rsin 0)ps,

Le vecteur accéleration :

En dérivant le vecteur vitesse par rapport au temps, on obtient I'expression du vecteur

accélération, qui est :
dav d : .
a=—=—|r6 +(rsinf)pe_+rog
dt dt[ r ( )(p 17 9]
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a(M)=[r—ré? —r¢?sin2 0f, +[2t0+rd—rg?sin OcosOf, +
[2r'gbsin 0+ 2r 0 cos O + r gsin e]éq,

Exercice 2

Les composantes de la vitesse d'un objet en mouvement sont données par les équations
suivantes :

v = t
P4l
vy=2t

Au temps t=0, l'objet en mouvement se trouve a la position x=0 et y=1. Déterminer
I'équation de la trajectoire y(x) et les composantes de I'accélération ax(t) et ay(t).

Solution Ex 2
t dx
v, = =—
t2+1 dt
v, = 2t = ﬂ
dt
A t=0, x=0, y=1

o%:%:x:j(%jdtxg
dt t°+1 t°+1 2

= X :%In(t2 +1)+c,

t=0,x=0=¢c,=0

:>x=%|n(t2 +1)

dy _ _ 2
oa_ztjy_jztdt: y=t?+c,

t=0,y=1=¢, =1

=y=t"+1
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Exercice 3
Considérons le vecteur position d'un objet en mouvement :

7 =2t 4+ (5-3t)] — t3k
1) Calculer sa vitesse et son accélération.

2) Etudier la nature du mouvement.

Solution Ex 3
1)
v La vitesse du mobile :

) 4t7 — 37 — 3tk
V=—= — —
ar T

Son module :

1] = V9 + 162 + 9t4

v/ L'accélération de I'objet en mouvement :

=37 47 — 6tk
a = dt = 41
Son module :

ld| = /16 + 36t2

Le produit scalaire a.? = 16t + 18t3 est positif.
2)
Par conséquent, le mouvement de I'objet en mouvement est accéléré.

* Le rayon de courbure est donné par la relation :
3

P~ Tonal
BAG = 18t7 + 12¢% + 12k

Par conséquent, le rayon de courbure est :

(9 + 162 + 9t4)*/2
p =
(144 + 324t2 + 144t%) /2
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Exercice 4

1) Exprimer les coordonnées cartésiennes X, y, z d'un point M en fonction de ses
coordonnées sphériques.
2) Déduiser I'angle entre deux vecteurs de position OM(r,,6,,¢,) et OM,(r,.6,,0,)

en fonction de 6,,¢,,06,,¢, .

Solution Ex 4

Les coordonnées cartésiennes X, y, z d'un point M en fonction de ses coordonnées
sphériques :

OM =g, OM =Xi +Vj +zK

X = rsin cos¢g

avec 1 Y =rsin gsin ¢
Z=rcosé

OM = r{ sin §cos ¢ +sin Osin @ +cosd

&

2) L'angle entre deux vecteurs de position OM(r,,6,,¢,) et OM,(r,,8,,¢,) selon
0, ¢1,6,,0; -

OM, = X,i +Y, ] +z,K =r,5in 6, cos¢,.i +1,sin &, sin ¢p,.] +1, 056, k

OM ; = X,i +Y, ] +2,K =r,sin 8,005¢,0 +r,sin §,5in @,.] +1,c0s6,.k
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alors: OM,.OM, =11, | sin &, sin 6,| cos ¢, cos @, +Ssin ¢, Sin ¢, |+ C0SH, COSH,

cos(p—¢,)

= 1,1, [sin &, sin 6, cos(¢p, — @, )+cos b, cosb, |

D'autre part: OM,.OM, :‘OMJ.

OM 2‘.cosﬂ =nr,cos

= c0s 3 =[sin @, sin 6, cos(¢, — @, )+cos b, cosb, |

Exercice 5

Le mouvement plan d'un objet en mouvement est défini par :
x =sin?(t) ; y=1+ cos(2t)
1) Déterminer la trajectoire du mouvement.

2) Calculer les coordonnées du vecteur vitesse et celles du vecteur accélération.

Solution Ex 5
1) Sachant que cos(2t) = 1 + 2sin?(t) , nous obtenons la relation suivante entre x et y :
y = 2(1+x), qui est I'équation d'une droite.
Depuis 0 <x <1and 0 <y < 2: Latrajectoire est donc un segment reliant les points (1,0)
et(0,2). 2)
o  Levecteur vitesse a les coordonnées :

v, = 2 sin (t)cos(t) = sin(2t) and v, = —2sin(2t),

par conséquent, v, = —2v, with v,(0) + v,(0) = 0 and v, (g) =V (g) =2
o Le vecteur d'accélération a les coordonnées :

a, = 2cos(2t) et a, = —cos(2t)

b T
Donc: ay, = -1 et a, (E) ==2; ay (5) =1
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Exercice 6

Un point matériel M se déplace dans le plan (xOy) selon les équations de mouvement

suivantes: x(t)=t+1 et y(t)=t2-2
1) Donner I'équation du mouvement du corps en mouvement.

2) Fournir les vecteurs de position, de vitesse et d'accélération.

Solution Ex 6
1) L'équation de la trajectoire est : y=x? (trajectoire parabolique).

2) Vecteur de position: OM = xi + yj = OM = (t+1)i + (t*—2)]

dt
-2 _oj
dt

Exercice 7

On donne les équations paramétriques du mobile M par rapport un référentiel :

x=2t2+1 et y=t.

1) Déterminer 1’équation cartésienne de la trajectoire. Quelle est son allure ?

2) Déterminer I’expression du vecteur position OM.
3) Déterminer la vitesse du mobile ¥(t).

4) Déterminer I’accélération du mobile a(t).
5) Déterminer les composantes tangentielle et normale de I’accélération.

6) Déduire le rayon de courbure p(t).
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Solution Ex 7

Nous avons les équations paramétriques du mobile :

{x(t) =2t?+1 (D)
y(t) =t (2)

1) Equation de la trajectoire :
Ontire le temps de 1’équation (2) et en remplacent dans 1’équation (1):
Donc x(t) = 2y? + 1, alors I’équation parabolique x = f(y), l’allure de la trajectoire

est une parabole.

2) Expression du vecteur position OM:
OM = x(0)T+ y()] + z(Dk

Donc: OM = (2t2 + )T+ t]

3) Vitesse du mobile v(t) :

doM d dx(t)_ dy(t)
b(t) =——=—[Qt* + DI+ t]] = x(O)T+ y@)] = 4 J
v(t) =—— =@+ DI+l =201+ y(O)] =— —T+——]

Alors, 5(t) = v, ()T + v, ()] = 4tT + ]

4) Accélération du mobile d(t) = y(t)

d*0M _ dv(t)  d?

a(t) = a, ()T + a,(t)] = - 4 Cae [(2t2 + DT+ t]] = ()T + y(0)]
d*x(t), d*y(t),
= 1+
dt? dt?
Donc, da(t) =47 = Vecteur fixe.

Comme le vecteur d'accélération est basé sur un seul vecteur unitaire, il est donc fixe et par

conséquent, lI'accélération reste constante.
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5) Composantes tangentielle et normale de ’accélération d (t).
d(t) = ay(6) + ar(t) = [ay(©O)Uy + a7 (D|U7
Dou: |d(t)I* = a7 (O)I* + lay(O)I?

» Composante tangentielle de I’accélération
dlv(t)| dv
dt  dt
Nous avons : v(t) = 4ti + ] , alors le module de v(t) est donc :

lar ()] =

B = |12 +v,2 = J@D2 + ()2 = 162 + 1

[5(t)] =+/16t2 + 1

@ ()] = et

a =
T V16tZ + 1

» Composantes normale de I’accélération

D’ou: |d(®)|? = lar ()1 + lay(6)I?

@0 = |a? +a,2= @7+ (02 =4M/,

2

@l = VIZOF ~ G OF = jw—(i) = ] =

4
vie6t2 +1 V16t2 +1

6) Rayon de courbure p(t) :

2
v? V16t +1)
p(t)=a—=( Z =>p

N s —

Vi16tz +1

(167 + 1)’/
B 4

()

Exercice 8
Le mouvement d’un point matériel M est donné par les équations suivantes :

x(t) = 8t —4t? et y(t) = 6t — 3t%; (X, y en métre, t en seconde).
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1) On demande de déterminer la trajectoire, la vitesse et 1’accélération de point M.

2) Déduire le rayon de courbure et conclure.

Solution Ex 8

{x(t) = 8t — 4t?
y(t) = 6t — 3t?

1)
- Le vecteur position OM :

OM = x()T+ y(t)]

OM = (8t — 4t2)7 + (6t — 3t2)]

- Latrajectoire de M :

x(t) = 8t — 4t% = 42t — t?)

y(t) =6t —3t2 =30t —t?) = y= %x
- Lavitesse ¥(t) :
} dOM
v(t) = T +vy)
dx(t
U, = );(t ) =8-8
dy(t
= v(t) =(8-8t)i+ (6 —6t)]
[5(t)| = /(8 —8D)% + (6 — 61)2 /g
- L’accélération
R . L dv(t) R
a(t) = ax(t)l + ay(t)] = 7 = (—8l — 6D
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@l =10m/,

2) Rayon de courbure :

2

v
p(t) = a

ay =112 - a7 ()2

dv
aT=E=10 m/sz

Alors: ay =0 = p=o0

La droite est un arc d’un cercle de rayon R.

Exercice 9

Les coordonnées polaires d'une particule M sous I'influence de champs électriques et
magnétiques complexes sont les suivantes :

t
r=rye a
t

0=—
a

Ou : rp et a sont des constantes positives.

1) Identifier les composantes du vecteur position OM, vecteur vitesse et le vecteur
accélération de la particule.

2) Démontrer que l'angle (\7,69) reste constant. Quelle est la valeur de cet angle ?

3) Représenter les vecteurs unitaires €,,€,,7,1. ; sur la figure 1.

Solution Ex 9

1) Vecteur position, vecteur vitesse et vecteur accélération de la particule.
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N

t
7 :(i"— rézjép +[2|‘6"+ réjég = —2%3 ag

2)
o o o V§,
V.6, =v.e,cos(V,6,)= cos(V,g,)=—2
v.e,
t
o of -\
Qe a(—ep +eg)e9
cos(V;g,) =2 :
Togae
a o
—§,6,=0 6,8, =1 e, =1

:>cos(\7;§€):ei:1:>(\7,ée):0
7

Ce résultat indique que V et €, sont colinéaires.

2) Représentation des vecteurs unitaires €,,€,,7,1.

Exercices complémentaires

Exercice 1
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Dans un repére orthonormé (O, [ l_c)), le mouvement d’un mobile M est défini par les équations
suivantes : x = t3 —3t; y = —2t%,z = t3 + 2¢t.

1) Calculer les coordonnées a I’instant t, du vecteur vitesse ¥, et celles du vecteur accélération
d, du mobile M.

2) Calculer le module du vecteur ¥ et montrer que ce vecteur fait un angle constant avec Oz.

Exercice 2
Soit, dans un plan (P), un repére orthonormé xOy et un mobile M se déplacant dans ce plan.
A Dinstant t, ses coordonnées sont définies par : x = /2 cos% Ly =22 sin%

1) Quelle est la trajectoire ?

2) Calculer les coordonnées a ’instant t du vecteur vitesse ¥ et du vecteur accélération d de ce

mobile. Quelle relation y a- t- il entre OM et a ? Au bout de combien de temps le mobile
repasse-il par une méme position sur la courbe ?

3) Entre t; = 0 et t, = m, déterminer les positions du mobile et les coordonnées de © pour
. c V5
avoir un vecteur accélération de longueur o

Exercice 3

Un point M trace une hélice circulaire autour de I'axe OZ. Ses équations de mouvement sont

les suivantes: x = R cosf ; y =R sinf ; z = hf.

R représente le rayon du cylindre de révolution sur lequel I'hélice est dessinée, h est une

constante et 6 symbolise I'angle formé par la projection OM' de OM sur xOy par rapport a OX.
1/ Fournisser les formules de la vitesse et de lI'accélération en coordonnées cylindriques.

2/ Prouver que le mouvement de rotation est uniforme, que le vecteur accélération traverse

I'axe du cylindre et est en paralléle avec le plan XOY. Déterminer le rayon de courbure.

Exercice 4

Sur le plan xOy d'un systéeme de coordonnées, un point P se déplace le long d'un cercle dont le

rayon est R et le centre se situe en | (R, 0, 0).

Au moment t =0, P est situé en A (2R, 0, 0) et a une vitesse positive donnée par v, (0, vo, 0).
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On utilise les symboles r et q pour représenter les coordonnees polaires de P.
1) Etablir I'équation polaire du cercle et en déduire son équation sous forme cartésienne.

2) Sur la figure, illustrer la base polaire de P. Déterminer les éléments polaires des vecteurs

vitesse v
et accélération @ de P en utilisant q et ses dérivées successives par rapport au temps.
3) Considérons s comme l'abscisse curviligne de P, ou A représente l'origine.

- Exprimer s en termes de g.
-Illustrer sur le graphique la base intrinséque (T“, IV) de P.

-Effectuer le calcul des composantes de v'et de'a” en utilisant q et ses dérivées successives par

rapport au temps dans cette base.

- Déterminer les éléments polaires de Tet de N. Dans ces conditions, identifiez les composantes

polaires de v'et dea’.

4. Nous notons ® la vitesse angulaire de P, que nous supposons constante dans toutes les

considérations suivantes.
- Fournir les expressions de 0 et ensuite de r, en fonction de t.

-Former les expressions de v'et ‘a en termes de t dans les systémes de coordonnées polaires

et de Frenet.

Exercice 5

Un point matériel M est repéré dans un référentiel fixe R(0,x,y,z) par ses coordonnées
cartésiennes (x,y,z) données par: x = R(1 —coswt) ; y =R(1 —sinwt) ; z= 0.

Ou R et w sont des constantes positives et t le temps.

1) Donner I’équation de la trajectoire de M. En déduire sa nature.

2) Calculer la vitesse et ’accélération du point M.

Exercice 6

On considére le point matériel M avec les coordonnées (—2,t — 1,1 — t2), dans le repére
(0,7,7,k).

1) Ecrire son vecteur position, les composantes du vecteur vitesse © et son module, les

composantes
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du vecteur accélération a’et son module.
2) L’angle 0 entre v et @, preciser sa valeur a t = 2s.
3) Trouver la projection de a” sur I’axe tangent a la trajectoire T, qu’est ce qu’elle représente ?

4) Calculer I’accélération normale, tangentielle et le rayon de courbure.

Exercice 7

Les équations horaires d’un point matériel M dans le repere (xOy) sont :

2

x(t)=be? ; y(t)= 7e4t

1) Trouver I’équation de la trajectoire du point M.
2) Quels sont les composantes et les modules des vecteurs vitesse et accélération ?
3) Calculer les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération, en déduire le rayon

de courbure de la trajectoire.

Exercice 8

Les équations paramétriques du vecteur vitesse d’un point M dans le systéme des coordonnées

polaires sont données par : % = 2k t; r(;—f = k,r2.

Ou : k, et k, sont des constantes positives.

1) Déterminer les équations du mouvement en coordonnées polaires r(t) et 6(t) sachant qu’a
I’instant t = 0,0na:r(0) = 0etH(0) = 0.

2) En déduire I’équation de la trajectoire r = f(0).

3) Calculer les composantes polaires a, et ag du vecteur.
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Chapitre 11

Mouvement relatif




Rappel du cours: Mouvement relatif

Deux systémes de référence distincts seront utilisés pour évaluer le mouvement d'un point M:
Le mouvement d'une particule par rapport a un référentiel fixe est appelé mouvement absolu
de la particule.

a- Mouvement absolu
Le systéme de référence R (0, X, y, z) est considéré comme fixe (absolu).

Le vecteur OM, mesurée & partir de l'origine des axes fixes X, y et z, définit la position

absolue de M.

b- Mouvement relatif:
Le systéme de référence mobile (relatif) est designé par :
R'(O',X', y,,Z’).
Par rapport aux reperes X', y' et z', le vecteur de position de M est le suivant :
0'M= xV + y’f +z'k
La position de M peut désormais étre exprimée a I'aide d'une equation vectorielle qui montre la

relation entre les deux systémes. En fait, c’est :

OM =00'+0'M

Calculs d'accélération et de vitesse

Les vitesse du mobile par rapport a la référence mobile (relative) R’ et la référence fixe
(absolue) R

- La vitesse absolue Va’ . la vitesse du point M par rapportaR : v, = Ofl’—tM/R

- La vitesse relative V; - la vitesse du point M par rapport a R': vT:—dZtM /R’
- L'accélération absolue a,: I'accélération du point M par rapport & R: @, = dd‘;“ /R

1 Jq V4 - - —> 1 Jq V4 - - hY — d"
- L'accélération relative a,. : l'accélération du point M par rapporta R": a, = %/R’

_doo’ —

- La vitesse d’entrainement: v, = +wA O'M

dat
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b- La composition des accélérations

R ST :
a, = == /R’, est l'accélération relative
roat

a, = 2w A vy, : est l'accélération de Coriolis

—_— dzﬁ d_) s — — s 1 )3 Ve - s ~
a, = /R + d—(: A O'M+ @A (@A 0'M): est l'accélération d’entrainement.

T g2

_  —

aq = Qy

—_— —
+aC+aT
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Exercices corrigés

Exercice 1

Soit une référence absolue Rl(o, i, ], IZ) et une reférence relative RZ(Ol,él,éz,IZ) de telle sorte
que O(t)=(7,&)=(].&,). Le mouvement de 0, est défini par: 0O, = x(t)i + ax(t)j ou a

est une constante positive et x(t) est une fonction du temps. Nous définissons O,M = A(t)g; .

1) Calculez la vitesse relative V.(M ), la vitesse d’entrainement V,(M ) et la vitesse absolue
v,(M).

2) Calculez l'accelération relative é,(M), accélération de Coriolis & (M), accélération
d’entrainement &, (M ) puis accélération absolue a_(M ).

Solution Ex 1
1) Calcul des vecteurs vitesse :

Le vecteur de rotation: & = 0.k

vV, =V(M/R,))= dodltM] = J§
R,

V, =V(O,/R )+ @A OM = (Xi +2a%: )+ 6k A 18, = Xi + 10.&, + 2%

V, =V +V =46 +Xi +10., +2axx

2) Calcul des vecteurs d’accélération :

a =a(M/R,)=Jg
_ do —— . (. =
ae=a(OllR1)+E/\OlM+a)/\(a)/\OlM)
a(0,/R,) = X +2a(x + xx)j
do ——

—ZAOM =6 A 18, = 10,
dt

@A(E)/\W)z 32/\(512/\/161): QZA(ﬂé.éz): ~-16%,
a, =2V, (M)=20k A J8 = 2108,

a,(M)=(1-16%), +(16+210), + 57 +2a(x* + xx)j
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Exercice 2
Un référentiel R’(OX’Y’) tournant par rapport a un référentiel fixe R(OXY) autour de l'axe
(OZ) a une vitesse angulaire constante . Considérons l'angle 6 entre les axes (OX) et (OX”)

tel que 6=wt. Soit M un corps en mouvement suivant I'axe (OX’) et obéissant a la relation

suivante :

—
OM =ae i (3 constant)
1) Déterminer la vitesse relative, la vitesse de trainée et la vitesse absolue.

2) Déterminer 1'accélération relative, 1'accélération d’entrainement, l'accélération de Coriolis

Solution Ex 2

1) Détermination de la vitesse relative, d’entrainement et de la vitesse absolue

_ doMm -
L =—— | =-ae’
dt
vezdfj’%mmzwmm:aw_e-ﬁ'
Hft_l

=0

V,=V +V =-ae'i +awe™]

a

2) Détermination de l'accélération relative, d’entrainement, de Coriolis et absolue

_ d?OoM dvrj .
Fo=—0—| = =ae’i
dtz ) dt J

R

. :dzﬁ

Ve at j +%—?AW+QA(§2AOT/I)=—aw2etT'

7. =20 AV, )=—2a0% "]
Fo=7 +7. +7, =ae -0 —2a0’e ']
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Exercice 3

Un référentiel mobile R' (OX', OY', OZ") tourne par rapport a un référentiel fixe

R (OX, OY, OZ) le long de l'axe Oz a une vitesse angulaire constante €.

Un objet mobile M se déplace le long de la ligne OX' selon la loi, ou A est une constante.

1) Déterminez la vitesse relative et la vitesse d’entrainement de M par leurs projections
dans le référentiel mobile X'OY" a l'instant t en fonction de A et Q.

2) Déduisez la vitesse absolue exprimée dans cette méme base de projection, montrez que
son module est constant.

3) Déterminez l'accélération relative, l'accélération d’entrainement et l'accélération de
Coriolis de M par leurs projections dans le référentiel mobile X'OY" a l'instant t en
fonction de A et Q.

4) Déduisez l'accélération absolue exprimée dans cette méme base de projection, et

montrez que le module de cette accélération est constant.

Solution Ex 3

—

1) OM(t) = AcosQti’ et Q= Qk'

Sachant cela: V' = cosQt? + sinQt] ; 7 = —sinQtT + cosQtjand k = k'
» Vitesse relative: v, = (dO—M| R’) = —AQsinQtr
dt
v, = —AQsinQt(cosQti + sint))
=  Vitesse d’entrainement: v, = (W(0")|R) + ﬁ/\(?ﬁ|R') = 0 + Qk’AcosQtl =

AQcosQt)’ = AcosQt(—sinQti + cosQt]).

2) Vitesse absolue: v, = v, + v,
U, = AQcosQy’ — AQsinQtt’ = AQ(—sinQtV’ + cosQty’)
Nous pouvons vérifier que v, = AQ(—sin2Qt’ + cos2Qty’)
v, = AQ Le module de la vitesse absolue est constant.

dv
dat

3) Accélération relative a, = ( R’) = —AQ2cosQtr
a, = —AQ?%cosQt[cosQtt + sinQt)]

4) Accélération d’entrainement a, = (a(o’)|R) + 5A(77|R’) + Q(ﬁ/\77|R’) =04
0 + Qk’A(Qk" AAcosQtr)
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= —AQ%cosQty = a, = —AQ%cosQt[cosQtl + sinQtf ]

= Accélération de Coriolis

a; = 20k’ n(-AQ2ZsinQtr) = —2402sinQt)’

a, = —2A0%sinQt[—sinQtl + cosQt] |
5) Accélération absolue: :a, =a, +a, + a,
a, = —2A0%cosQtr’ — 2A02sinQt)’

a, = —240%cosQtl’ — 2402%sinQt)’ = —2A40%[cos2QtT + sin2Qt] |

- —, _ dv,
Nous pouvons Vérifier que a, = —

|a,| = 2402 ; le module de l'accélération absolue est constant.

Exercice 4

Un carré OABC de cote L tourne autour de son c6té OA a une vitesse angulaire constante .
Un point materiel M se deplace le long de BC a partir de B avec une accélération constante a et
une vitesse initiale Vo au point B.

1) Calculez la vitesse absolue et I'accélération absolue du point matériel M.

2) Déterminez la vitesse relative, la vitesse d’entrainement du point matériel M.

3) Déduisez sa vitesse absolue.

4) Déterminez l'accélération relative, I'accélération d’entrainement, 1'accélération de Coriolis.

5) Déduisez son accélération absolue.

Z|2Z
A\
B
B2
/”
-
L
w7 P M
ol .-~
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Solution Ex 4

Le vecteur de position par rapport au référentiel absolu :
OM=0C+CM =L + (L —x)k avec x=%At2+VOt

_  ——

En utilisant OM = 0'M k F, w=wk, —=—-w

e La vitesse absolue :

—
4

- _ (doM 1% At v = La) — (At + VR
Vo =\Tqr | T ar 0/ = LWJ 0

Ty = Lwj)’ — (At + Vy)k

WAy v,
o L'accélération absolue: a, = d—ta

7, = —Lw? — (At + Vy)k

do'm\ _ doM
T

e Lavitesse relative: v, = (7

7, = —(At + V) )k

e La vitesse d’entrainement: v, =

v, = Lwj’
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La vitesse absolue :

Ty =T, + 7, = Lwj’ — (At + V,)k , nous obtenons le méme résultat.

e L'accélération relative :

_, dy, o

a, = Pl k
e ['accélération d’entrainement :

_, d¥o0 _ ., dd — .

a, = + @GA(BAO'M) + —A0'M = GknaLw)'’

dt dt
a, = —Lw?V

Accélération de Coriolis :

—

a, = 2wAv, =0

e Accélération absolue: a; = a, + a, + a,

a, = —Lw?1’ — Ak , nous obtenons le méme résultat
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Exercice 5

Un bateau navigue dans une direction de 60° nord-ouest (N60°O) a une vitesse de 4 km/h
par rapport a lI'eau. La direction du courant est telle que le mouvement résultant par rapport

a la terre ferme est vers l'ouest a une vitesse de 5 km/h. Calculez la vitesse et la direction du

Solution Ex 5
V, : vitesse absolue, c'est-a-dire la vitesse du bateau par rapport au sol.
V,: la vitesse d’entrainement, c'est-a-dire la vitesse du courant d'eau par rapport au sol.

V. : vitesse relative, c'est-a-dire la vitesse du bateau par rapport a l'eau de mer.

En nous basant sur la figure et la loi de composition des vitesses, nous pouvons écrire :

V,=V,+V =V, =V, -V,

a
2 2 ° V2
Vv, = [va1 +V; —2v,.v,.cos30 ]y

Application numérique: v, =2.52kmh™

Pour déterminer la direction de v, il est nécessaire de calculer I'angle o a l'aide de la loi des

sinus:
N
-
- ~__ 60°_
z{{:" 3L
o 7 <= 2 E
Hh
=
Vv Y ) (VA .
= _=sinag=--sin30
sina sin 30 Vv,

Application numérique: sina =0.4 = a =23.6°
Cela signifie que la direction du vecteur vitesse de I'eau de mer par rapport au sol forme un

angle de 23,6° avec l'axe ouest-est vers le sud, soit 23.
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Exercice 6
Un point M se déplace sur I’axe OZ selon I’équation horaire Z = 3t2. Le référentiel relatif
R(OXYZ)

tourne autour de I’axe O1X1 avec une vitesse angulaire @ et glisse sur ce méme axe selon
I’équation horaire x = 4t3. R; (0,X,Y;Z;) est absolu. L’axe OX est confondu avec I’axe O1X1,
utiliser (Z,7, k) pour :

1) Calculer la vitesse d’entrainement du module M.

2) Calculer la vitesse relative du mobile M.

3) Calculer la vitesse absolue du mobile M.

Solution Ex 6
1)

To(M) = 1,(0) + & A OM

v,(0) = d:;o = % (x0) = xU (T = const).
w 0 0 W
WAOM =|0 A [0 =|-wz= —wz] avec w = (0
0 Z 0 0

Vo(M) = 12t*7 — 3wt?]

2)

(M) = =% R = zk = 6tk

v (M) = 6tk
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3)

To(M) = B, + B, = 12¢%7 — 3wt?] + 6tk

Exercice 7

Une roue de rayon OA tourne dans le référentiel absolu R,(0,X,Y,Z,) autour de O; avec une
vitesse angulaire w constante. Un point M se déplace sur la roue. Le référentiel R(OXYZ) est
relatif.

1) Calculer la vitesse et I’accélération relatives du mobile M écrite dans R.

2) Calculer la vitesse et I’accélération d’entrainement du mobile M écrite dans Ri.

Solution Ex 7

1) Vitesse et I’accélération relatives du mobile M.

. dOM
T

R

OM = R coswt T+ R coswt ]

= V, = —Rw sinwt T+ Rw sinwt |
a,(M) = —Rw* coswt i — Rw? sina)tj'

2) Vitesse et I’accélération d’entrainement du mobile M.

* Vitesse d’entrainement.

To(M) = 1,(0) + & A OM

40,0
dt Ry

Ona: 0,0 = R coswt 1; + R sinwt j; = = —Rw sinwt 71 + Rw COS(J()t]?1 =

U4(0)
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0 R cos2wt
WAOM =0 A [Rsin2wt;
w 0

asavoir: OM = R coswt T+ R coswt ]

= R coswt(coswt 1; + sinwt J;) + R sinwt(—sinwti; + coswt J;)

_ |Rcoszwt — Rsin?wt _ |R cos 2wt

2Rcos wtsinwt IR sin 2wt
a3 /\O_M _ —Rw sin 2wt
Rw cos 2wt
Alors :

,(M) = [-Rw sin wt — Rw sin 2wt] i, + [Rw cos wt + Rw cos Za)i:]_f1

* Accélération d’entrainement.

a; = ag(0) + @A (& AOM)

dv, (0 R .
a_(;(O) = ;E ) = (—sz coswt) i — (Ra)2 sinwt) Ji
. 0 —Rw sin2wt Rew? 5
W A ((If A OM) =0 A |Rwcos2wt =| wz C(,)S wt
w 0 —Rw* sin2wt

a, = [~Rw?(coswt + cos2wt) 1 i, + [~Rw?(sinwt + sin2wt)]
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Exercice 8

Un hélicoptére en mode stationnaire pulvérise un perticide verticalement a la vitesse v = 30
Km/h. Le vent souffle a la vitesse vo = 40 Km/h. Un agriculteur essaye de déterminer le

mouvement des gouttelettes du perticide.

- Quelle est leur vitesse de chute, si I’agriculteur est immobile par rapport au sol.

Solution Ex 8

Le mouvement de la gouttelette de pesticide.
R fixe lié a la terre, R mobile lié au vent

¢ La vitesse d’entrainement est celle du repére mobile (R) qui se déplace par rapport au
repére fixe (R1)
avec une vitesse U, = Uy = Vg J

—

< La vitesse relative de la gouttelette (c-a-d) par rapport a (R) est v, = —v; = —v,k

% Lavitesse absolue : v, = v, + v, = Vg J — v,k

> vl =70 Km/,

L’observateur qui est 1’agriculteur verra les gouttelettes arriver en faisant un angle a avec (2)

= tga = % = a =53,13°

T

Exercice 9

Soit le repere absolu R, (0,X,Y,Z,) et le repere relative R(OXYZ) qui tourne autour de ’axe
0,Z,, avec une vitesse angulaire constante ®. Soit (D) une droite fixe dans le repere R,
parallele a QY et passant par le point H, avec OH = at. Le point M se déplace sur la droite

(D) selon la relation suivante : HM = bsin Qt j (a, b sont des constantes).
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- Calculer la vitesse et 1’accélération absolues dans le repere relatif R, en utilisant la méthode

directe et la méthode de composition des vitesses.

Solution Ex 9

1) La vitesse absolue.

La méthode directe

. doM
Va = Tur

Ry

a, b et Q sont des constantes.

01M = 01H+HM = ai)'l' bSantj

. dr L df
Vo =a——| +bf2cosNtj+ bsinNt —
dt dt
Ry
On sait que :
a - wj et 4l = i
dt Ry dt Ry

v, = —bwsin 2t1+ (aw + b cos Nt J)

La méthode de composition des vitesses

_}_dm’ _d(9+b nae D)
v, = it R_dt at sint j)|g

v, = b cosNt]

Fe’z—dgio +@WAOM = a)E/\(af+bsin.(2tj') =0 +aa)j'—
Ry
wbsin Ot {
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Ve = aw ] — wbsin Qt T
Alors :

v, = —bwsin2t1 + (aw + b cos Nt ])
2) L’accélération absolue

La méthode directe

Va:% =i—bwsinﬂt_i+(aa)+b!2cos!2tf)|R
dtlp,  dt 1

V. = (maw? — 2bwQcosOt) T— (b(w? + Q%) sinQt) J

La méthode de composition des vitesses

- -

Va:Vr+fe+]7c

- d—-r) . -
. yr:d—vtRz—bﬂzstt]

- d dwo —— — — . Ag 7
e .= +Z2A0M+ @A (TAOM) =0+ 0+ wk A

Ry
(a)ig A (al+ bsin 0t f)) = —aw?T— bw?sinQt ]

e V. =20AV, = 2wk (bQ cos Ot]) = —2wbQcosOt T

- -

Ya=Vr+ Ve + V. =Yg = (—aw? — 2bwQcosQt) T — (b(w? +
0%)sinQt) J

50




Exercices complémentaires

Exercice 1

On laisse tomber d’un immeuble de hauteur h une bille sans vitesse initiale. Dans un référentiel

R(OXY) lié a cet immeuble, la chute de celle-ci s’effectue verticalement selon un mouvement

uniformément accéléré d’accélération g = —g k (voir la figure).

1) Déterminer le vecteur position 0'M de la bille dans un référentiel R"(0'X'Y"). Quelle est la
nature de la trajectoire de la bille dans un référentiel R’(0'X'Y") lié a une voiture se déplacant
suivant un mouvement rectiligne de vitesse ¥ = vi et passant a la verticale de chute au moment

du lacher.

2) Déduire 1’équation de la trajectoire de la bille dans R'(0'X'Y").

3) Déterminer le vecteur position 0’M de la bille dans le méme référentiel R'(0'X'Y") si on
admet que la voiture entame au moment du lacher et a partir de la verticale de chute un
mouvement rectiligne uniformément accéléré d’accélération a, = a,l. Déduire 1’équation de

la trajectoire de la bille dans R'(0'X'Y").

z z
de puisv
_— M e}?:_
h _g A
k
o : o' i X X

Exercice 2

Dans le repos un ascenseur commence a descendre du haut d’un immeuble de hauteur h, et au
méme moment z€éro, une voiture passe parallelement devant cette immeuble avec une vitesse

V.

1) Si I’ascenseur descende avec une vitesse uniforme v, déterminer sa trajectoire par rapport au

conducteur de la voiture.




2) Répondre sur la méme question si I’ascenseur descende avec une accélération a, = ¥y,

uniforme et une vitesse initiale vo.

Exercice 3

Une masselotte A, de masse m, peut coulisser sans frottements, sur une tige (T). On note r la
distance OA entre I'extrémité de la tige et la masselotte A considérée comme ponctuelle. Cette
tige, inclinée de l'angle 0o par rapport a I'axe Oz du repére d'observation R(0OXYZ), tourne
uniformément a la vitesse angulaire wo autour de OZ. On note R'(0'X'Y'Z') le repeére
orthonormé direct lié a la tige, et indiqué sur la figure ci-contre.

1) Exprimer le vecteur OM en fonction de r et 6o, dans la base B liée & R’. En déduire la vitesse
de Adans R' V(A/R') , que l'on exprimera dans B’.

2) Caracteériser le mouvement de R’ par rapport a R (vitesse de l'origine, vecteur rotation).

3) Déterminer I'expression de la vitesse d'entrainement, de l'accélération d'entrainement et
d'accéleration de Coriolis, liées a A, dans le mouvement de R’ par rapport a R.

4) Retrouver, par application des lois de composition des mouvements, les expressions de la

vitesse et de l'accélération de A dans R.

2
3
-

- ant Ty

Exercice 4

Considérons le repére de référence absolu Ri(0O:1X1Y1Z:) et le repére de référence relatif
R(OXYZ) qui tourne autour de l'axe O:Xi avec une vitesse angulaire constante ® (OX =
01X1). Soit (D) une droite fixe dans le repere R, paralléle a OY et passant par le point A,
avec: 04 = bk (b=cte).

Soit M un point se déplacant le long de la droite (D) selon la relation suivante:
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M = ~at?j
=at’

_(a Ca(igz)lez la vitesse et l'accélération absolues du point M dans le référentiel relatif R,
en utilisant:

1) La méthode directe.

2) La méthode de composition des vitesses et des accélérations.

Y1

Exercice 5

Un nageur tente de traverser un fleuve en partant d'un point A sur une rive et en visant un
point B directement oppose a A. La présence d'un courant marin a une certaine vitesse force le
navire a suivre une trajectoire qui forme un angle avec la ligne AB. Si la vitesse du nageur en
relation avec l'eau

est v:

1. Hlustrer les vitesses ¥ et % a l'aide d'un schéma. Dans quelle direction le nageur doit-il se
détourner de I'angle par rapport a AB ? Identifiez cet angle en termes de v et u.

3. Dans le cas ou v = 2u, évaluez la valeur de et trouvez la vitesse du nageur par rapport a la

terre.

Exercice 6

Les coordonnées d'une particule en mouvement dans le référentiel (R) défini par le

systéme de coordonnées (0, [ fc) sont données en fonction du temps par :

53




x=2t3, y=4t*+t—-1, z=t?
Dans un deuxiéme référentiel (R') par rapport au référentiel (0',7, 7, E’) avec:1=1,7=",

k = k' sont données par :
x'=2t3 y' =4t>-3t+2 , z' =t*-5

1) Exprimez la vitesse v de M dans (R) en fonction de sa vitesse v' dans (R'), et procédez de la

méme maniere pour les accélérations.

2) Définissez le mouvement de translation de (R") par rapport a (R).

Exercice 7

Dans le plan OXY, un cercle de rayon R, de diamétre OA, tourne a la vitesse angulaire constante
autour du point O. On lie a son centre mobile O’ deux axes rectangulaires 0'X'Y’ , (’axe 0'X’
est dirigé suivant OA). A I’instant t=0, A est sur OX, OX et O’ X" étant colinéaires.

Un point M, initialement en A, parcourt la circonférence dans le sens positif avec la méme
vitesse angulaire .

1) Calculer directement les composantes des vecteurs vitesse et accélération de M, dans le

repere OXY (en dérivant les composantes de W).

2) Calculer les composantes de la vitesse et de I’accélération relatives de M, dans le repére
0'X'Y’, puis dans OXY.

3) a/ Calculer les composantes de la vitesse d’entrainement dans le repére OXY par la loi de
composition des vitesses.

b/ Calculer de méme les composantes de I’accélération d’entrainement dans le repére OXY ; en
déduire I’accélération complémentaire (Coriolis).

4) Vérifier les expressions des composantes de la vitesse d’entralnement et celle de
I’accélération complémentaire en utilisant les expressions faisant intervenir le vecteur rotation

w .
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Chapitre 111

Dynamique d'une particule




Rappel du cours: dynamique

La dynamique est I'analyse de la relation entre les forces appliquées a un corps et les
changements dans le mouvement de ce corps. Elle explique la relation entre les forces et

d'autres grandeurs cinématiques.

Lois fondamentales de la dynamique
1°¢ loi de Newton « Principe d'inertie »

a. Déclaration de principe:
%+ Si aucune force n'agit sur le corps matériel ou si le vecteur résultant des forces
appliquées
est nul, il est:
+«+ Dans un mouvement rectiligne uniforme (v = cst et a=0)
¢+ Au repos, s'il était initialement au repos (v=0). L'inertie est la capacité de tous les corps

a résister aux changements de vitesse (accélération nulle).

b. Systeme de reférence galiléen
Un référentiel qui réalise le principe d'inertie est appelé référentiel inertiel. En d'autres termes,

il conserve son inertie : s'il est au repos, il reste au repos, et il conserve son mouvement

rectiligne constant tant que Y F = 0.

Deuxieme loi de Newton: « Relation fondamentale de la dynamique (FRD)»

La dérivée de la quantité de mouvement est le résultat des forces appliquées a un corps:

. dP _d(m®)
Xt Tdr - dt

Lorsque la masse du systéme reste constante, alors:

57




Troisieme loi de Newton : « Principe d'action et de réaction »

Etant donné que M et M, sont deux points matériels, les forces de contact réciproques exercées

par M1 sur M et par Mz sur My sont E’ and E respectivement.

> Ces deux forces sont opposes F;, = —F, et égaux en modules ||Fi;|| = ||Fi2 ||
For [
o—> < °
M1 MZ

Théoréeme du moment cinétigue

La dérivée du moment cinétique d'un point matériel par rapport au temps en un point fixe O

dans un référentiel galiléen est égale a

e 10 (3 )

58




Exercices corrigés

Exercice 1

Deux corps (M1) de masse m; et (M2) de masse m2 sont placés en contact sur une table
horizontale. Les coefficients de frottement statique et dynamique entre les corps (M1), (M>)

et la surface de contact sont us et ud, respectivement. Une force F sous un angle @ par rapport
a I'norizontale et de magnitude constante est appliquée au corps (M1).

—

N. B
————— N-

f 3

- a bt

1) Déterminer le module maximal de la force F nécessaire pour déplacer les deux corps.
2) Ecrivez la relation fondamentale de la dynamique pour chaque masse dans le cas d'un
mouvement.

3) Déduisez l'accélération a du systeme.

4) Déterminez la force de contact entre les deux corps.

Solution Ex 1

1) La masse (M3) est dans un état statique et est soumise aux forces suivantes :

F, son poids Py, la réaction de la table Ny, la réaction de la masse (M) Ry, et la force de
frottement statique fi; :

F+P +N+Ry; +f51=0
La masse (M), également & I'état statique, est soumise aux forces suivantes :

son poids P,, la réaction de la table N, la réaction de la masse (M1) R,, et la

force de frottement statique f, :
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Py + Np+ Ryy + fsp =0

En projetant ces deux équations sur I'axe horizontal OX et I'axe vertical OY : OX:
Fcos@ —Ri2— fs1=0

R —fs2=0

OY :—Fsinf —P1+N1=0

—P,+ N2=0

Principe d'action et de réaction : Ri2 = Rn

fs1=usN1 = us(Fsinf + P1) = us (Fsinf + m1g)

et fs2= usN2 = usP2 = usmag

FcosB — us (Fsinf + myg) — usmog =0

4 . _ Us
Par conséquent: F = P —— (my+my) g

2) La relation fondamentale de la dynamique pour chaque masse dans le cas d'un mouvement:
Masse (M1) : F + P{ + Ny+ Ry, + fg = myay
Masse (M2) : P, + Ny+ Ryy + fsp= mpli

3) Ou nous avons remplacé les forces de frottement statique E avec des forces de frottement
dynamiques f;.

En projetant ces deux équations sur I'axe horizontal OX et I'axe vertical OY :
OX:Fcos@ — Ri2— fdi=miaa
Ro1— fd2 = moaz
OY : —Fsinf —P1+N:=0
—P>+ N;=0
fd1=paN1 = pd (Fsinf + P1) = ud (Fsin + m1g) et fao = paN> = paP2 = pamog

Principe d'action et de réaction : R12 = R21
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Le systéme de masse (M1) et (M) se déplace avec la méme accélération, comme les deux

corps restent en contact,ona:ai=ax=a

FcosO — ud (Fsin@ + m1g) — pamag = (my + ma) a

Par conséquent, I'accélération des deux masses est :

F(cosf — ugsin @) — ug(m; + my)g
a =

(my +my)

4) La force de contact entre les deux corps  Ri2 = R21 =R

R=moa + fao = mo(a + uag)

m;

(cosB — uysin9) F

- (my+my)

Exercice 2

Une voiture d'une masse de 1000 kg entre dans un virage circulaire d'un rayon R = 100 m.

1) Si la surface de la route n'est pas inclinée, quel doit étre le coefficient de frottement statique
entre les pneus et la surface de la route pour empécher la voiture de déraper lorsqu'elle roule a
une vitesse de v =25 m/s ?

2) Quelle est la pente de la chaussée pour permettre une vitesse de 25 m/s dans toutes les
conditions météorologiques (sans frottement) ? Si la chaussée est surélevée de 300 par rapport
a I'horizontale et que le coefficient de frottement statique est us = 0.1, Déterminez la vitesse

maximale a laquelle la voiture peut rouler en toute sécurité.
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Solution Ex 2

1) Lorsque la surface de la route est horizontale, la voiture est soumise aux forces
suivantes : son poids P, la réaction de la surface N et la force de frottement statique sur
les pneus fs :

Centre e —— X
| 0

2|

]

Tl

Application du principe fondamental de la dynamique :

—

P+ N+ fo=md
Comme le mouvement est uniforme et circulaire, I'accélération a est dirigée vers le centre du

. . v?
virage avec une amplitude a = ry

En projetant I'équation sur l'axe radial OX et I'axe vertical QY :
OX:fs=ma
OY:-P+N=0
fs=usN = usmg

, v?
Par conséquent, psmg = —
AN: us=0.625

2) Enl'absence de frottement, la surface de la route présente une inclinaison d'un angle 0 :

La voiture est soumise aux forces exercees par son poids P et la réaction de la surface
de laroute N:
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=1

Application du principe fondamental de la dynamique :
P+N=md

Comme le mouvement est uniforme et circulaire, I'accélération a est dirigé vers le centre du
2
coude avec un module a = %

En projetant I'équation sur les axes horizontal et radial OX et I'axe vertical OY :
OX: Nsinf =ma
OY :—P+ Ncosf =0

m v?
N =29 — mgtanf =ma=m—
cos@ R

2 2
tanh =— — 6 = arctan(v—)
Rg Rg
AN: L’inclinaison: 6 =330°.
Exercice 3

Deux corps M et M', de masses respectives m et m', sont reliés par une corde inextensible
passant par la gorge d'une poulie de masse négligeable. Initialement, le corps M’ se trouve a
une hauteur h au-dessus du sol et est laché sans vitesse initiale. Le contact entre le corps M
et le plan horizontal est caractérisé par des coefficients de frottement statique et de frottement

de glissement.

Données: m=6kg, h=1.5m, and g= 10 m/s?
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1) Donnez I'expression de la masse m'min nécessaire pour mettre le systeme en mouvement,

en fonction de m et us.

2) Prenons maintenant une masse m’= 4 kg, et le systéme commence a se déplacer.

Consideérons les deux phases du mouvement de la masse M jusqu'a son arrét. :

a- Quelle est la nature du mouvement de la masse M ? Justifiez votre réponse.

b- Calculez I'accélération dans la premiére phase.

c- Déduisez la vitesse a la fin de cette phase.

d- Calculez I'accélération dans la deuxiéme phase..

e- Déduisez la distance totale D parcourue par la masse M. Donnez sa valeur..

1) En équilibre :

Sur M’: P+T'=0=P-T'=0
pC+T 0= 70
+C+T=0=

Sur M : C,-P=0

= mouvement uniformément accéléré.
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P'=C, . C,=x,C, =py,mg = m=pum=3.6kg

Comme T=T’ nous avons: x et

2) a- Le mouvement de M peut étre decomposé en deux phases :

-Phase 1 : M et M' ensemble, les forces sont constantes, donc a est ¢
- Phase 2 : M seul et il y a friction, donc a est constant et v diminue
= mouvement uniformément décéléré.

b- Accélération de la premiere phase:

Sur M’: P4T'=m'a = P-T'=m'a,

T-C, =ma

SurM: P+C+T= ma, = {C P-0 En combinant les deux premiéres équations,
, =

nous obtenons :

m'—u.m
P-C,=(m+ma, =2 =(mfﬂfn.)g

Application numérique : a;=1.6 m/s?

c- Vitesse a la fin de la premiére phase:

v: —Vv; =2ah=v, =./2gh
Application numérique : vi=2.2 m/s

d- Accélération dans la deuxiéme phase:

_Cx =ma,

ISJFE:maQ:{Cy—P:O = —u Mg =ma, =a, =—x,g

Application numérique : a,=-4 m/s?

d- Distance parcourue par M:

1% phase : Il parcourt la distance Dy =h=1,5m

2¢me phase : 1l parcourt la distance D, telle que :

2 2
v:-v/ =2a,D,= D, = -

2a,
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Application numérique : D, = 0.6 m

Etenfin:D =D, + D, =21m

Exercice 4

La figure ci-dessous représente un corps pesant 5 N reposant sur un plan rugueux incliné a

un angle de 8 = 35°. Le coefficient de frottement statique est de 0,80. Soit g =10 m/s?.
1) Quel doit étre I'angle d'inclinaison pour que le corps commence a bouger ?

2) Quelle est la force de frottement statique maximale ?

3) Quelle est la force normale pour 35° ?

4) Quelle est la force de frottement statique pour une inclinaison de 35° ?

VAN
gy S
m

Solution Ex 4
1) Angle d'inclinaison nécessaire pour que le corps décolle.
Lorsque la force de frottement statique atteint sa valeur maximale pour un angle de décollage

0o, appelé angle de frottement et qui est un angle limite, elle s'équilibre avec la composante

du poids F,; A ce stade, le corps décolle:

f e = P =mgsin 6,
fo e = 4N =196, = 1
N =P, =mgcosd,

tgg, =0.38 = @, = 38.66°

2) Intensité maximale de la force de frottement :

f,me = 2N = 3.13N
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3) La force normale pour l'angle 35° :

N =P, =mgcosé =4.1N

4) Force de frottement pour un angle de 35°:

f,=P,=mgsin 8 =2.87N

Exercice 5
Un corps (M) de masse m se déplace le long du vecteur de position
7=(t24+300— 3]+ (Bt - Dk
1) Trouvez la force F_ agir sur le corps.
2) Le moment 7 de F par rapport a l'origine O.
3) La dynamique P du corps et son moment cinétique L par rapport a l'origine.
P dL

dpP 5
ett =—

4) Vérifiez que: F = pm "

Solution Ex 5

1) Selon le principe fondamental de la dynamique :
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, . d*7 .
F =ma=mﬁzm(21—6tj')

2) Le moment Zde F_par rapport & l'origine O est égal a:

2 _+3 _
t* + 3t) t> (3t—1) N

2 = OMAF = |(
2m — 6mt 0

7 = 6mt (3t — 1)+ 2m(3t — 1)] — 2mt2(2t + 9k

3) La dynamique P est égal a:

-

r - - '
m—- = m[(2t + 3)7 — 3t?] + 3k]

P=mb=
- Le moment cinétique par rapport a l'origine O est égal a:

(t2+3t) —t3 (3t—-1)
m(2t + 3) — 3mt? 3m

—

L0=51—Vi/\

gl

Lo = 3mt2(2t — 3)T+ m(3t% — 2t — 3)] — 2m(2t + Nk
Il peut étre vérifié que :

dﬁ - P s =4
== m[27 — 6t]] est égale & la force F .

% = 6mt(3t — )T+ 2m(3t — 1)] — 2mt2(2t + 9)k est égal au moment 7.

Exercice 6

Trouver I’équation différentielle du mouvement d’un pendule simple en appliquant le

théoreme du moment cinétique.

Solution Ex 6

Théoréeme du moment cinétique ¢ :

d—) — = - a7 - — -
d—: = M(Z Fext) . 6 =0MAmMY = Il(mlw)i = ml?w u
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. o .
= o =ml?0 = — =ml?*6
dt

EM =M(T)+M(P) =0+ M(P)

T mg cos6 0
Avec: M(P)=OM AP =|0A| —mg sind = ‘ 0
0 0 —mgl sin6
= mi%*0 = —mgl sind
= 0 +% sind = 0
Exercice 7

Considérons un pendule simple AG (ou la masse m est attachée a I'extrémite d'un fil
inextensible de longueur I), qui est suspendu au point A (voir figure). Ses oscillations sont
décrites par 6(t).

Déterminez I'équation différentielle du mouvement (sans la résoudre) en vous servant de :
1) La loi fondamentale de la dynamique (PFD).

2) Le théoréme du moment cinétique.

3) Le théoreme relatif a I'énergie cinétique.

4) Le théoreme de I'énergie mécanique totale.

I
1
|
|
1
|
1
I
|
1
- ..
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Solution Ex 7
L’équation différentielle du mouvement :

1) La loi fondamentale de la dynamique (PFD).
SFopu=P+T=my,
sur U, :mgcos@ —T = —mlB>
Sur g : —mgsin@ = mlé

N, +% sind =0
2) Le théoréme du moment cinétique.

dﬁA—ZM)F
dt_ . At
l

3, =AG AmV; =1, Amlf Uy =mI20 K

—~L =mil?§ K

a "

My(P+T)=M,.T+My.P=0+AGAmg= |0A| —mg sinf
0 0

= —mgl sinf K

= ml*d = —mgl sind
= 0 +% sind =0
3) Le théoréme de 1’énergie cinétique.

dw = F.dl = dE, (Aw = AE,)

dw = (P+T).dl = (mg +T).dl
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S
— U,

[=1%, = di=Idi,. =1l.de.
T uT de

dw = (mg cosi, —mgsin 0 g — Til, ).1.dO. Uy

dw = —mgl sinf.d6

1 1 . 1 .. ..
E.= Emvz = EmZZQZ = dE, = Emlz.Z.G.de =ml?6.do

Ce qui implique que : dw = dE, = ml*f = —mgl sinf
On obtient finalement 6 +% sinf =0

4) Le théoréeme de 1’énergie mécanique totale.
d
ET=EC+EP=Cte = E(Ec-l-Ep) =0
2 .
dE. =ml~6 do
dw = —dEp = —mgl sinf d0 = dE, = mgl sinf df
Ep = fmgl sinf df = —mgl cos8 + C
Ep=0pour 6 =0 = c =mgl = E, =mgl(1l— cos6)
2. 1 .
dE. = mi*8 d§ = E, = Smi2g?

1 .
Er =Ec+Ep= Emlze2 + mgl(1 — cosB) = Cte

dE; .. _
Fri 0 = ml?6 do +mgl(0 + sinf.dh) =0

= é+%sin6=0
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Exercice 8

On envisage un objet de masse m qui se déplace sans résistance sur une demi-sphere de rayon
R, centrée en O, posée sur le plan horizontal xOy, I'axe Oz représentant la direction verticale
ascendante (voir illustration). At =0 s, la masse est laissée tomber sans vitesse initiale & un
point M du plan xOz, déterminé par 1'angle 6, = (Oz, OM).

1) Evaluer les forces agissant sur la masse m. On peut conclure que le mouvement se fait
integralement dans le plan xOz.

2) Déterminer la vitesse et I'accélération de m en utilisant les coordonnées polaires.

3) Déterminez le moment cinétique de m par rapport & O. En utilisant le théoréme du moment
cinétique, déterminez une équation différentielle qui gouverne 6(t).

4) Déterminez le moment cinétique de m par rapport a O. En utilisant le théoréme du moment
cinétique, déterminez une équation différentielle qui gouverne 6(t).

5) Obtenir cette équation finale a partir du principe fondamental de la dynamique.

Solution Ex 8

1) Les forces appliquées sur m : P et C (normale a la sphere car il n’y a pas de frottements).
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av

P+C=md=m
dt

Il est évident que dv se situe dans le plan établi par Pet C. Etant donné que la vitesse initiale
est zéro, toutes les vitesses (et donc tous les mouvements) se situent dans ce méme plan.

2) Ceci concerne le calcul dans le scénario spécifique ou r = R. Il est possible d'appliquer les
formules familiéres en utilisant la notation.

. dr . ae
r=—et 6 =—
dt dt

v.=F=0etv,=r0=R6O
a, =(r—re?)=-Ré?
a, =(ré+2¢6)=R4
Il est également possible d'effectuer un calcul direct en se basant sur les relations :
da, dd,

=0.0,et —2=-64,.
dt dt

Le vecteur position est I = RU,

Le vecteur vitesse est V =R d;[f

R _ v - - dy o o
Donc le vecteur accélération est: a i R&u, — R@d—te =-RO%U, +RA,

3) L=m(F AV)
Et d’aprés la figure, ona G, Al, = ] (vecteur unitaire de I’axe y’Oy).

Etant donné que : G, A G, =0, on obtient F AV =R?d.jet L =mR26.]

Théoréme du moment cinétique : Z—It‘ =FAP+FAC=FAPcar(r paralléleaC).
&L mR% ]
dt

et la figure montre ¥ A P = Rmgsin 0.]

Par conséquent, mR?6 = Rmgsin @ = R = gsin @ c’est I’équation différentielle demandée.

4) PFD : P +C =ma=m(-RG%d, +RA, )
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0 :-mgcos@+C =-mRé@ . _ . g .
Sur: :>R¢9:gsm6?:>6—ﬁsm9:0

G, : mgsin & = mRA

Exercice 9

Fixons un ressort a l'une de ces extrémités et suspendons une masse m a l'autre extrémité.
Lorsque le ressort s'étire, une force de rappel s'exerce sur la masse ; cette force est
proportionnelle a I'allongement et s'appelle la tension.

* Déterminez I'équation différentielle du mouvement a l'aide du PFD.

Solution Ex 9
7@ v ws
L SN AL AL
= léq = —<
Y Rl
— <=
Teq
\J 7_)
Or-4----- "‘— -
z(t) F-- —-ﬁ ——————
P
A I’équilibre :

SFp=P+T=0T=-P = T=mg

T =mg = k(leg — lp) = kxq
k : constante de raideur du ressort
I : longueur du ressort a l'instant t,

lo > longueur du ressort lorsqu'il n'est pas comprimé.
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Si l'on étire le ressort d'une longueur x puis que I'on laisse le systeme au repos, celui-ci
effectue des oscillations. La loi de Newton donne

SFp=P+T=md=mg+T =md
Par projection sur (OX) :

mg — T =mg — k(x + x;)

= mx
mg — kxy — kx =mx
avec : (mg = kx,)
> mi+kx=0
w02=£: ¥4+ wlx =
0

Solution de I’équation : x = A cos(wt + ¢)

Exercices complémentaires

Exercice 1

Calculez le champ gravitationnel d'un corps de masse m :
a) A la surface de la Terre,

b) A une hauteur h au-dessus de la Terre.

my = 5,98 x 10* kg, la masse de la Terre,

re= 6,37 x 10°m, le rayon de la Terre.

Exercice 2

Deux masses identiques, A et B, sont connectées par un ressort dont la rigidité est notée K. Le
tout est agencé sur un plan horizontal (voir illustration). Les caractéristiques des frictions

entre le plan et les masses sont définies par ug et ;. On dispose des valeurs suivantes : M = 1
kg; us =05; puy =04;
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K =200 N/m etg = 10 m/s2

Comme le ressort n'est ni compressé ni étiré, on exerce une pression sur I'élément A.

1) Quelle est la force Fo minimale nécessaire pour provoquer le mouvement du bloc A ?

2) Pour F = Fo, déterminez et illustrez a I'échelle : 1 cm pour 2 N, les forces qui s'exercent sur
A et B. Nous maintiendrons la méme échelle tout au long de I'exercice.

3) Pour quel mouvement minimal de la masse A, la masse B commence-t-elle a bouger ?

4) Déterminer et illustrer les forces agissant sur les blocs A et B juste avant que le bloc B ne
commence a bouger.

5) Une fois en mouvement, il progresse a une vitesse stable sur x = 2.5 cm. Effectuer le calcul

et la représentation des forces qui s'exercent sur les blocs A et B.

~ K

i BN )N S

Exercice 3

Deux billes identiques de masse m sont lachées a t = 0 s sans vitesse initiale du méme point
O d’altitude h sur deux plans inclines de pentes différentes et reperes par leur angle avec la
verticale ¢, et ¢, avec @, < @,. On notera x; et xz les positions respectives des deux billes le
long de leur plan incline, en prenant le point O pour origine. On considére leur arrivée aux
deux points A et B du sol supposé horizontal. L ’accélération de la pesanteur supposée
constante sera notée g. On supposera que les deux billes restent constamment en contact avec
les plans inclinés.

1) En negligeant les frottements, exprimer :

1/a) les accélérations %, (t) et ¥, (t) des deux billes.

1/b) les vitesses x4 (t) et x,(t)des deux billes.

1/c) les positions x, (t) et x, (t)des deux billes.

2) Toujours en négligeant les frottements, exprimer en fonction de g, h, ¢, et ¢,:

2/a) les accélérations des deux billes en A et B. Comparer ces deux accélérations.

2/b) les temps de parcours des deux billes. Comparer ces deux temps.

2/c) les vitesses des deux billes en A et B. Comparer ces deux vitesses.

76




3) On considére maintenant que les deux billes sont soumises en plus a une force de
frottement solide. On prendra la méme valeur . pour le coefficient de frottement solide de
chacune des deux billes sur son plan incliné. Exprimer I’accélération des deux billes et

comparer a nouveau ces deux accélérations.

Exercice 4
1) Enoncer les trois lois de Newton.
2) Citer les différents types de forces.

3) Dans quelle condition I’énergie mécanique totale se conserve ?

Exercice 5

Un corps de masse m = 0,8 Kg se trouve dans un plan incliné de a« = 30°.
Qu’elle force doit on applique pour qu’il se déplace vers le haut ?
Ondonne y = 0,2 m / s?, et le coefficient de frottement cinétique est 0,3.

Onprend:g = 10 m / s2.

Exercice 6

Un point matériel de masse m glisse sans frottement sur le circuit AMB. Il est laché au point A
sans vitesse initiale.

En calculant la vitesse et la réaction au point M, trouver la valeur de la hauteur H pour que le

mobile dépasse le point B et parcourt un cercle.
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Chapitre 1V

Travall et Energie




Rappel du cours: Travail et énergie

Travail élémentaire

Un point matériel M est soumis & une force constante F . Le travail élémentaire dW de la force F est :
dw = F - dl

Quand une force F est appliquée & un point matériel se déplacant du point A au point B, le travail est

égal a :
d B B—> —
Wyp(F) =f dW=j F-dl
A A
Puissance
La puissance d'une force F est déterminée en divisant son travail par le temps nécessaire pour le réaliser.
Puissance moyenne : Pyq, = “22
At

Puissance instantanée : P(t) = <242

Théoreme de I'énergie cinétique

La variation de I'énergie cinétique du point matériel est égale au travail résultant des forces qui

s'exercent sur lui entre deux points.

Wasp(F) = AE; = Ec(B) — Ec(4)

Energie potentielle

v’ La fonction potentielle liée a la force conservatrice est appelée énergie potentielle.
v' L'énergie associée a la position est appelée énergie potentielle.

WA—»B(F_)) = —AEp = Ep(A) — Ep(B)

Energie mécanique totale

Les énergies cinétique et potentielle s'additionnent pour former I'énergie mécanique (totale) d'un point

matériel:

ABy = Y W (o)
i
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Exercices corrigés

Exercice 1

Une balle de golf d'une masse m = 45 g tombe librement sans vitesse initiale depuis une
hauteur h = 10 m au-dessus du sol, choisi comme point de référence pour I'énergie potentielle
gravitationnelle.

1) Quelles sont les hypothéses du modele de chute libre ? Que peut-on dire de I'énergie
mécanique de la balle pendant la chute libre ?

2) Quelle est la diminution de I'énergie potentielle gravitationnelle de la balle entre la hauteur
h et le sol ?

3) Déduisez la variation de I'énergie cinétique de la balle.

4) Calculez la vitesse de la balle au moment ou elle touche le sol.

Solution Ex 1

1) La friction de I'air sur la balle est négligeable. 11 s'agit d'un mouvement uniformément
acceélére sous l'effet de lI'accélération gravitationnelle g.

L'énergie mécanique de la balle reste constante : Em = Epp + Ec = Cte

2) AEpp = EDPD finate — EPDinitiate = mg.0—mgh = —45.10 —3.9.81.10 = —4.41]

3) Au début de la chute, I'énergie cinétique est nulle (vitesse = 0) et au niveau du sol, elle est
maximale.

AE, =E., —Eg = %mvf2 —0=14.41J
, =mgh

Ep
E, =0

} = E, =mgh
4) a- Au début de chute

E,=0

pp

L= E,=05mV{
E, =05mV,

A la fin de chute
Comme I'énergie mécanique reste constante, les deux termes peuvent étre mis en

équivalence :

mgh =%mvf2 =V, =,/2.g.h =14m/s
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b- Base sur la variation de I'énergie cinétique:
1 2
AEc = Ec( —Eq = SmVi-0=V, =14m/s

Exercice 2

Que la force soit F = 2X2 + Y + (ax* +by* + 2’k

1) Trouvez les constantes a, b et c telles que F soit conservatrice, étant donné qu'au point

(1,1,1) laforce: F =21 + j—3K
2) Déduire le potentiel Ep (x, Y, 2).

Solution Ex 2
1)
i j k
rotF =|o/ox 8/dy dloz =0
(2x2) (yz) (ax® +by? +cz?
rotF = (2by — y)i —(2ax—2x)j =0 *)

ot FQLY)=2i +j+(@+b+ck =27 +j-3k (*%)

2by-y=0=b= %
A partir de I'équation (*), nous aurons: 2aX—-2x=0=a=1

: N a+b+c=-3=c=-9
Et a partir de I'équation (**), nous aurons: A

F=2xzi +yzj +\x*+ 10 y? -9/ 22k

Ensuite : y4 ( 2V A )<

2)

OE . OE _ OE -

F =—ﬁEp(x, y,2)=—

% =—(2x2)—> (1)
S0

aE 2 2 2
a_zp: (x +%y 5 j—>(3)
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A partir de I'équation (1): E, = —J.(sz)jx =—27x* +C(y,2)
2

A partir de I'équation (2): a;yp = acg, 2)_ ~(yz)=Cl(y,z)= —% +D(z)

En substituant I'expression de C (y, z) dans Ep et en utilisant I'équation (3), on obtient :

aEl’-‘ =_2 2 y2 aD(Z)

— P 2L T X2+1y2_922 :>D(z):f -2 i =xz-2 51
oz 2 oz 2 2 2 4

Exercice 3
Soit la force F = 8xyi — (x2 + y?2)j étre appliqué a un point matériel, en le déplacant entre
deux points A(0,1) et B(1,2)

1) Calculez le travail effectué par cette force le long du trajet. y =x2+ 1

2) Que pouvons-nous conclure au sujet de la force ? F ?

Solution Ex 3

1) Suivrelechemin: y=x+1—->dy=dx and 0 < x <1
Az 5
Vl{q(;) f(B) F .dl f(B) [8xy dx — (x? — y?) dy]

W = f(B) [8x(x + 1) dx — (x + (x + 1)2) dy]

W = [ (6x* + 6x — 1) dx = 4
2) Suivre lechemin:y =x2+1 —- dy=2xdx 0< x <1

A
Wﬁ(;) fé)) F.di f(B) [8xy dx — (x% + y?) dy]

Wq(;) f(gl)) 8x(x? + 1) dx — (x? + (x% + 1)?) 2x dx]
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@) _ (L_9,5 3 =
Wig" = Jo (=2x> + 2x° + 6x) dx = =

1) Etant donné que le travail effectué par la force le long des deux trajectoires est différent,
nous pouvons conclure que la force F n'est pas conservateur.

Exercice 4

Quelle vitesse une fusée doit-elle atteindre pour échapper au champ gravitationnel terrestre ?
Accélération due a la gravité a la surface de la terre go = 9.81 m/s2, Rayon de la terre

R =6.36x10°m

Solution Ex 4

En appliquant le principe de conservation totale de I'énergie mécanique :

(Er)oy = Er)ey — Edwm + Ep)ny = (Ec)r + (Ep)r)

1 ) mM 1 ) mM
Emv, —G?=§va _GT'_Z

La fusée échappe a lagravitt — r=o et vy, =0

AN:v, =1.12x10*m /S
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Exercice 5

Sur une trajectoire circulaire de centre O et de rayon R, se déplace un point matériel M sous

I’action de la force F = xT + yJ.

1) Montrer que la force F  est conservative.

a) A l’aide de F= —gradV.

b) A Iaide de 7ot F.

2) Sur cette trajectoire circulaire et fermée, monter que le travail effectué par F est nul.

3) Calculer le travail effectué par F lorsque le point matériel M se déplace le long de AB puis
le long de AOB. Conclure.

Solution Ex 5

1)F =xi+yj

ov, oJvV.,
a) F=—gradV = “xl T oy
av
_a:+}2;c=+y=>]/(x,y)=—yx+cy (1)
av
—E=+Fy=+x=>V(x,y)=—x}’+Cx (2)
awv(xy) _ _ — —
De (1) a———x+Cy——Fy——x = C, = cte
De (2) = aV(’(;;—'y)Z—yﬁ-Cx:_F;C =—-y = Cx=Cte

Alors, C, = C,, = cte

= V(x,y) = —x y + cte = F est conservatrice.
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ax
s — - 0 x — - .
rot F=VAF = >Ny = 0 = F estconservatrice.
i Z
0z
x = Rcos@
2) { .
y = R sinf

> —

dt =F.dl = F, dx + F, dy = y dx + x dy = —R* sin®60 d6 + R* cos?0 d6

= R? c0s26 d6
21 ,
—_ p2 _R_ : 2T _
T=R cos26 df = 5 sin 205" =0
0

3) ts3 = R f:/4 cos26 d6 =R72

= F est conservatrice = Le travail ne dépend pas du chemin suivi

R?
= TaoB = T = >

Exercice 6

On place une masse m a I'extrémité d'un ressort ayant une constante de rigidité k, sur un plan
incliné avec un angle a par rapport a 'horizontale. On positionne la masse au point O sans
vitesse de départ. On présume la présence de frottements sur le plan x.

- Déterminer I'énergie totale aux points O et C.

- Evaluer le travail effectué par la force de friction.
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- Déduire X¢ la compression maximum du ressort. Que se passe-t-il si on ignore les

frottements ?

Solution Ex 6

F : Force de frottement et T : tension du ressort
Sion choisit le point O comme référence pour
L’énergie potentielle gravitationnelle et de raideur E, = 0

et T=0; Ey(0)=0

Au point C :

1 1
Ey(C) =Epx(C)+T(C) = Ek.Xg — mgh = Ek.xg —mgXcsina

1 S
AEy = Ey(C) —Ey(0) = Ek.Xg — mgXcsina = W(F)

Il s’agit du travail de la force de frottement, 1’énergie mécanique (totale) ne se conserve pas.

- le travail de la force de frottement W (F) = fﬁ. di = — [F.dl
- XC
Avec:F =uR = umgcosa, donc WO_)C(F) = —fo umg cosa dx = —umg cos a X,

En mettant en paralléle ce travail avec celui de la premiere question :

Ek.XE —mgX.sina = —umg cos a X,

2m
Xc = kg (sina — pcosa)

si on fait abstraction des frottements

Xc = 2mTg(sin a).
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Exercice 7

On considére un petit bloc de masse m =5 kg abandonné sans vitesse initiale au point A d’un
plan incliné faisant un angle 0=30° par rapport a ’horizontale. Le point A est & une hauteur

ho=5m par rapport a I’horizontale.

1) Sachant que le coefficient du frottement dynamique sur le plan AB est u; = 0,2, en
appliquant le principe fondamental de la dynamique :

- Quelle est la nature du mouvement sur le plan AB ?

- Calculer la vitesse du bloc lorsqu’il atteint le point B.

2) Apres le passage au point B a la vitesse VB, la masse arrive au point C. Sachant que le
coefficient de frottement est negligeable sur le plan BC :

- Déduire la vitesse au point C ?

- Calculer la compression maximale du ressort sachant que sa constante de raideur égale a
k=100N/m ? (On donne g =10 m/s?).

Solution Ex 7

(OX)

1) Etant donné que le coefficient de friction dynamique sur la surface AB est: u; = 0,2 , nous
appliquons le principe fondamental de la dynamique :

- Quel type de mouvement est observé sur AB ? On cherche a = ?
SF=md=P+Ry+F;
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Suivant (OX) : —Fs+ P, = —Fs + mgsina = m.a
Suivant (OY): Ry —P, =0 = Ry =mgcosa

Fy

= = F=Ry.tgp =psmgcosa
Ry

Ha =tg @ =
—Ugmgcosa + mgsina = m.a

= a=g(sina —puzcosa) donc, a= 3,26 m/sz
- Calculer la vitesse du bloc lorsqu’il atteint le point B.

vi—vi=2.al > vi=2al= 2a<sina)

h

sina

Vg = Za( ) = 8,074‘ m/s

2) V=Vg, car on a un MRU (principe d’inertie ou lere loi de Newton)

On calcule la distance de compression du ressort :

AEC :Zerxt = ECD_ECC:WP+WF7«+WRN

1 1 mv?
—Ek.xzz—zmvg donc, x = ’TC=1,8m

2°M Méthode : entre les deux points C et D :

Emc =Eup = Eco+Epe=Ecy+E, = skx*=-mvt

2
Donc: x = f% =1,8m.
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Exercice 8

. L - 1 y(m) N
Un objet de masse m, soumis a une force F,, suit la =~
trajectoire bouclée OABCO composée d'un segment &
. . . T np— y=x-/2
parabolique et d'une ligne droite, dans le sens indiqué par 2
la fleche (voir illustration). L I . x(m)
1 >

1) Evaluer le travail accompli par, dans les deux cas suivants :
aF, = —yi+x]

b) F; = xT +yj

2) Que peut-on en conclure dans chaque cas.

Solution Ex 8
1) Calcul du travail effectuée parﬁ: ,dans les deux cas :

Dans chaque €as, 0N Crit : Wo,eco(F ) =Wops (F )+ Waeo (F) €t dF = dxi' +dyj

a) Pour F, =—yi +xj

2
SurOAB : y= X? = % =X = dy = xdx. En remplacant y et dy, on obtient :

2 2

W = F,.dF = —ydx + xdy = —X?dx+ x2dx :X?dx

X2

2
Donc, WOAB( ) J'?dx
0

SurBCO : y =x = dy =dx. Enremplacant y et dy, on obtient :

2
W = F,.dF = —xdx+ xdx = 0dx =W, (If): dex =0J
0

Finalement, W, 5o (Ifl): gJ

b) Pour F, = xi +yj

2
SurOAB: y= X? = % =X = dy = xdx. En remplacant y et dy, on obtient :
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3
W = F,.dF = xdx+ ydy = xdx+X?dx

X3

2
Donc, Woe(F; )= | (? 4 dex = 4]
0

Sur BCO : y = x = dy = dx. Enremplacant y et dy, on obtient :

2
W = F,.dF = xdx + xdx = 2xdx = W, (If): _[2xdx = 4]
0

Finalement, WOABCO(Ifz)z 0J

Wopaco(F ) €St un travail sur un chemin fermé. Comme W,,.0(F, )= 0, cette force ne dérive

OABCO

pas d’un potentiel. Par contre,

Wnsco (lfz)z 0, cette force peut dériver d-un potentiel. En

effet, elle dérive effectivement de Iénergie potentielle E, = —%(X2 + yz)car :

F, =xi +Yj :_(aaxp i +%jj

Exercice 9

Un fragment de glace M d'une masse m se déplace sans résistance sur la surface extérieure
d'un igloo, qui est une demi-sphére de rayon r avec une base horizontale.

Au moment initial (t=0), il est libéré du point A sans vitesse de départ.

1) Déterminez l'expression de la vitesse au point B en termes de g, r et 6.

2) En se basant sur la relation fondamentale de la dynamique, trouver I'équation de |IV|

la force que l'igloo exerce sur M au point B en fonction de la vitesse vg.

A quelle altitude M quitte-t-il la sphére ?

A quelle vitesse M se rend-elle a l'axe (Ox) ?

—_ &

Lo :
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Solution Ex 9

1) Selon le principe de la conservation de I'énergie mécanique entre les points A et B :

=11

(N)

=l

EMA=EMB=ECA+EPA=ECB+EPB

Alors: E;, = E;,+ Ep, car E;, =0 puisque, v,
A B B A

vitesse initiale

Avec : hy = Rcos#@
Donc : mgR = %mvé + mg cos @ (%)
Alors : gR = %v,zg + gR cos 0 (x)

= v% = 2(gR — gR cos 6)

= vg=+/2(gR — gRcosB)

2) D’apres le principe fondamental de la dynamique :

—

YF=md= N+P =md

= 0 car le point matériel est lancée sans

On choisit un repére composés de I’axe (OT) tangent a la demi sphéere et I’axe (ON) suivant le

rayon et dans le sens de N:

En faisant la projection sur I’axe (ON) :
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2
N —-PcosO =may = N—mgcos@=—mv7

3) Quand le point P quitte la sphere alors la réaction du support N=0 :

vp

2 v = Rg cos 6

mgcosf =m
D’aprés (%) : R = %Rg cosB + gR cos 6 alors: cosf = % donc: 6, = 48°.

Le point matériel P quitte la sphére a une hauteur hp, = %R, et la vitesse sera vp = \ER‘Q

L'angle auquel le point se détache de la demi-sphére par rapport a I'horizontale est :
90 — 48 =52

4) La vitesse du point matériel sur I’axe (ox) sera (6 = 0):

v3 =Rgcosf = wvp=,/Rg.

Exercices complémentaires

Exercice 1

Un anneau de masse m, assimilable a un point matériel M, peut coulisser sans frottement sur
un cerceau vertical de rayon r. L’anneau est lancé a I’instant initial avec une vitesse de norme
Vo depuis le point A, point le plus bas du cerceau. On repere sa position au cours de son
mouvement par ’angle 6 (voir figure).

1) Etablir I’expression de I’énergie potentielle de M en fonction de 6.

2) Tracer la courbe Ep (0) et déterminer les positions d’équilibre de M.

3) On cherche a déterminer le mouvement possible de M selon la vitesse initiale.

a) Montrer que 1’énergie mécanique de M se conserve et donner sa valeur.

b) En déduire, a partir d’un raisonnement graphique, qu’il y a deux types de mouvement

possibles en fonction de la valeur de vo. Préciser la valeur critique de vo séparant ces deux cas.
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Exercice 2

Une voiture pesant 950 kg est dotée d'un moteur ayant un rendement de 30%. Cette voiture
est stationnée au pied d'une rampe ayant une inclinaison de 15%. Le conducteur met en
marche le véhicule, qui augmente progressivement sa vitesse, atteignant 55 km/h aprés avoir
parcouru une distance de 300 metres. La resistance au déplacement de la voiture est de 200 N.
- Etablis la quantité d'énergie que le moteur consomme pour permettre a l'automobile

d'atteindre cette condition.
Exercice 3

Un ressort horizontal, ayant une constante de rigidité k=20 N-m™, est équipé d'une masse de
100 g a son extrémité. Une masse de 50 g se déplace a une vitesse de 0,5 m/s et entre en
collision avec une masse M qui était au repos initialement. On considére que le systéme est
isolé.

1) Estimez la vitesse v et le déplacement maximal xo de la masse M suite a I'impact, en traitant
le choc comme un événement élastique, et en présumant que les vitesses de M et m demeurent
paralleles aprés l'incident.

2) Déterminer la rapidité v' du systeme (M+m) ainsi que la compression maximale que subit
le ressort lors d'une collision douce.

3) Estimer le travail requis pour une compression maximale du ressort, toujours dans le

contexte du choc doux.
Exercice 4

Un homme tire un traineau de la base au sommet d'une colline dont la forme est comparable a

un demi-cercle de rayon R, avec le point O comme centre. Il applique une force de traction T
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constante, en magnitude et formant un angle a constant avec le sol.

1) Evaluer le travail effectué par la force T sur le parcours.

2) a) En considérant qu'un homme se déplace a une vitesse constante v, déterminez la réaction
normale E\,’ appliquée sur le traineau en fonction de m, g, 8 (I'angle polaire), 7, a, R et v.

b) La formule de Coulomb permet de déterminer l'intensité de la force de friction du traineau
sur le sol ||F7]| = f||Ry||, ou f représente une constante. Evaluer le travail accompli par la

force de friction au cours du parcours.

Exercice 5

Un corps solide de masse m est lie d’un c6té a un ressort de constante de raideur K, I’autre
coté du ressort étant fixe. L ensemble est centré sur une table, le coefficient de frottement est
u=tgo.

On déplace le corps horizontalement de sa position d’équilibre d’une distance x puis on le
lache.

1) Représenter les forces appliquées sur le corps.

2) Le corps passe une deuxiéme fois par la position d’équilibre B. Calculer alors la vitesse vo.
AN : x=0.15 m; m=0.5 Kg ; p=0.45 ; K=40 N/m.

K B

T
0000 -

]
<X >

Exercice 6

Un pendule OB constitué d'une tige robuste de masse insignifiante et de longueur L=0.5m,
supporte a son extrémité B un objet ayant une masse m= 50g. Le pendule est déclenché depuis

le point A (la barre forme un angle o = 60° avec la verticale) sans vitesse de départ (Voir la
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figure).
- Calculez la vitesse et I'énergie cinétique du corps lorsqu'il :
a) Atteint le point B (lorsque la masse est en position verticale)

b) Passe par A’ (quand la tige forme un angle a =30° avec la verticale, du c6té opposé au point
de départ).

AI
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	Il existe sept grandeurs fondamentales. Une quantité X peut être donnée par une relation reliant deux quantités A et B et des coefficients fixes C, et : X=C. A. B.
	Une grandeur physique A a une dimension, notée par :
	Incertitudes
	⫽ : Vecteurs parallèles.
	⊥ : Vecteurs perpendiculaires.
	,𝐴𝐵.=,,,,𝑥-𝐵.−,𝑥-𝐴.-,𝑦-𝐵.−,𝑦-𝐴..-,𝑧-𝐵.−,𝑧-𝐴...
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	Produit scalaire commutatif : ,,𝑉-1...,,𝑉-2..=,,𝑉-2...,,𝑉-1..
	3- Produit vectoriel
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	Produit vectoriel non commutatif.
	4- Dérivée d’un vecteur
	Dans un repère fixe ,,𝑖., ,𝑗.,,𝑘.. :
	,𝑑,𝑉.-𝑑𝑡.=,𝑑𝑥-𝑑𝑡.,𝑖.+,𝑑𝑦-𝑑𝑡.,𝑗.+,𝑑𝑧-𝑑𝑡.,𝑘.
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