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Abstract

In our work, a new characterization of the orthogonality of a monic polynomials se-

quence fQngn�0 is obtained. This is de�ned as a linear combination of another monic

orthogonal polynomials sequence fPngn�0 such as

Qn (x) + rnQn�1 (x) = Pn (x) + snPn�1 (x) + tnPn�2 (x) + vnPn�3 (x)

where vnrn 6= 0; for every n � 4. Futhermore, the relation between the corresponding

linear functionals is showed to be

k (x� c)u =
�
x3 + ax2 + bx+ d

�
where a; b; c and d 2 C and k 2 C= f0g. Finally, an illustration using special case of the

above type relation is given.

The case 2-5 has also been studied.

Keywords: Orthogonal polynomials, linear functionals, inverse problem, Chebyshev

polynomials.
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Résumé

Dans notre travail, on donne une nouvelle caractérisation de l�orthogonalité d�une suite

de polynômes normalisées fQngn�0 qui est dé�nie comme une combinaison linéaire d�une

autre suite de polynômes orthogonaux normalisées fPngn�0 telle que

Qn (x) + rnQn�1 (x) = Pn (x) + snPn�1 (x) + tnPn�2 (x) + vnPn�3 (x)

où vnrn 6= 0; pour tout n � 4: De plus, on montre que la relation entre les fonctionnelles

linéaires correspondantes est donnée par

k (x� c)u =
�
x3 + ax2 + bx+ d

�
où a; b; c et d 2 C et k 2 C= f0g :Un certain nombre d�exemples illustratifs sont aussi

fournis.

Le cas 2-5 a été aussi étudié .

Mots-clés: Polynômes orthgonaux, fonctionnelles linéaires, problème inverse, polynômes

de Chebychev.
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Introduction

Les polynômes orthogonaux sont depuis longtemps un sujet de recherche pour les mathé-

maticiens. Par exemple, Adrien-Marie Legendre, dans le cadre de ses calculs de mécanique

céleste au début du XIXe siècle, a commencé à considérer la famille de polynômes désor-

mais associée à son nom, les polynômes de Legendre. Depuis lors jusqu�à aujourd�hui,

la théorie de ces polynômes n�a cessé de croître en précision et en importance, ainsi que

d�autres applications. En fait, avec l�avènement des ordinateurs, les polynômes orthogo-

naux sont devenus des outils très utiles pour l�approximation et l�encodage et le décodage.

C�est pourquoi leurs recherches se poursuivent à ce jour.

Les polynômes orthogonaux apparaissent également dans l�étude de l�interpolation

polynomiale, du développement en série des fonctions, du calcul approximatif ou exact

des intégrales, des approximations scalaires, vectorielles et matricielles de Padé et des

fractions continues scalaires, vectorielles et matricielles. Elles permettent par exemple

d�étudier la convergence de ces di¤érentes grandeurs. Ce sont également des outils im-

portants pour résoudre les systèmes dynamiques Toda-Langmuir et les systèmes Kac-van

Moerbeke associés et les équations de Korteweg-de Vries. Les polynômes orthogonaux

formels peuvent également prouver et démontrer des algorithmes d�algèbre linéaire, tels

que la méthode du gradient conjugué, Lanczos ou les algorithmes GMRES.

Ces multitudes des domaines d�application des systèmes de polynômes orthogonaux

font que ces derniers jouissent d�un intérêt particulier.

Adrien-Marie Legendre (1752� 1833), a utilisé certains outils de ces systèmes, tel que

les fonctions de Legendre, pour résoudre certains problèmes de la mécanique céleste, alors

que Gauss a pu transformer son système non linéaire dans la méthode de quadrature de

1



Introduction

Gauss en un système linéaire en utilisant les zéros des suites de polynômes classiques.

Tchebychev (1821 � 1894) ainsi que Hermite (1822 � 1901) ont utilisés des polynômes

qui portent leurs noms pour la construction des polynômes d�interpolation d�une fonction

connue discrètement.

Hermite et Padé ont utilisé les polynômes orthogonaux dans l�approximation des fonc-

tions réelles ou complexes ou des séries formelles, cette approximation est connue sous le

nom de Hermite-Padé.

D�autres auteurs, tels que Stieljes et Hausdor¤ ont pu résoudre certains problèmes

de moments portant leurs noms. Comme il existe aussi des problèmes de la physique

théorique qui ont pu être modélisés par des EDO ou aux EDPs, dont les solutions sont

des polynômes orthogonaux.Quelques résultats obtenus lors des premiers développements

de la théorie de l�orthogonalité polynomiale ont été motivés par le désir de construire des

formules de quadrature avec les nombres de Christo¤el dont les n�uds sont des zéros de

polynômes connus. De nos jours ces quadratures sont succinctement dénommées formules

de quadrature positives.

Le plus convaincant exemple est la preuve d�Askey et Gasper [7; 8] de la positivité

de certaines sommes des polynômes de Jacobi qui ont joué un rôle clé dans l�étape �nale

de Branges preuve de la conjecture de Bieberbach. Nous nous référons à la belle étude

d�Askey [9] pour la motivation pour étudier les sommes positives de polynômes de Jacobi,

provenant de quadratures, et pour plus d�informations sur ces connexions naturelles.

La construction de règles de quadrature positives est liée à ce que l�on appelle les

polynômes quasi-orthogonaux. Soit donnée fPngn�0 une suite de polynômes orthogonaux

normalisées, générés par la relation de récurrence à trois termes suivante

xPn(x) = Pn+1(x) + �nPn(x) + 
nPn�1(x); n > 0; 
n 6= 0; (0.1)

avec P�1(x) = 0 et P0(x) = 1: Soit fPngn�0 une suite de polynômes orthogonaux normal-

isée, m et k sont des entiers positifs. Considérons un autre suite de polynômes normalisés

fQngn�0 liés à fPngn�0 par

Qn(x) +

m�1X
j=1

aj;nQn�j(x) = Pn(x) +

k�1X
i=1

bi;nPn�i(x) ; n � 0 (0.2)
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Introduction

avec aj;n; bi;n 2 R; et am�1;n:bk�1;n 6= 0: De plus, supposons que rm;m+n 6= 0 et sn;m+n 6= 0;

det [�ij]
m+n
i;j=1 6= 0 où les entrées �ij de la matrice sont dé�nies sur la base de fri;ngn�0 et

fsk;ngn�0 : Alors il existe deux polynômes � et 	 avec deg � = m et deg	 = n tels que .

�(z)u = 	(z)v:

Ces polynômes � et 	 peuvent etre construits de manière explicite [30]. D�autre part, le

résultat inverse est égalemant analysé. On obtient un théorème de caractérisation pour

que la suite fQngn�0 soit orthogonale en supposant que fPngn�0 est orthogonale, lorsque

m = 0 et n = 1; m = 1 et n = 1; m = 0 et n = 2; m = 1 et n = 2; m = 0 et n = 3; m = 0

et n = k [1; 2; 3; 4; 5]:

Ensuite, le problème qui consiste à trouver des conditions nécessaire et conditions

su¢ santes pour que fQngn�0 soit aussi une suite de polynômes normalisées et d�obtenir la

relation entre les fonctionnelles linéaires régulières correspondantes est appelé un problème

inverse. Un grand nombre de résultats intéressants ont été obtenus sur des sujets liés à

ce genre de problème inverse [1; 2; 3; 4; 5; 11; 13; 16; 17; 20; 30] .

L�objet de notre travail est de porter notre attention sur les polynômes quasi-orthogonaux

dé�nis par (0:2) dans le cas où m = 2 et k = 4; et comme prolongement de notre travail,

on a aussi étudié le cas m = 2 et k = 5 a�n de faire une généralisation de cette formule.

Ces travaux ont été publiés dans des revues de renommées internationales.

En lien avec les polynômes orthogonaux, le travail présent se décompose donc en quatre

chapitres.

Après une introduction bien détaillée, nous rappellons dans le deuxième chapitre

l�aspect théorique nécessaire à la compréhension de la thèse où on y dé�nit les polynômes

orthogonaux et on démontre des résultats sur ces polynômes, tout en donnant quelques

théorèmes, dé�nitions et quelques outils qui nous seront utiles pour la suite de notre tra-

vail, on pré́sente dans le chapitre 3 de nouveaux ré́sultats sur les fonctionnelles linéaires

associées aux suites linéairement dépendantes de polynômes orthogonaux de type 2-4.

Une extension de cette étude, à savoir l�étude du problème inverse pour une combinai-

son linéaire de polynômes orthogonaux de type 2-5 se trouve dans le quatrième chapitre.
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Une nouvelle caractérisation de l�orthogonalité de ses suites de polynômes a été étudiée,

comme on a aussi dréssé un cas particulier.

On terminera cette thèse en donnant des perspectives comme prolongement de ce

travail. Une bibliographie succinte se trouve en �n de ce mémoire.
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CHAPITRE

1 Préliminaires

Nous allons introduire les notions nécessaires pour la bonne compréhension de cette thèse

où nous rappelons les notations, les dé�nitions et les propriétés habituelles d�orthogonalité.

1.1 Dé�nitions et Notations

Soit P l�espace linéaire des polynômes en une variable à coe¢ cients complexes et soit

P 0 son dual algébrique.On désigne par hu; fi l�action de u dans P 0 sur f dans P et par

(u)n := hu; xni ; n � 0; les moments de u par rapport à la suite monomiale fxngn�0.

Lorsque (u)0 = 1; la fonction linéaire u est dite normalisée. Pour notre travail, nous

devons rappeler quelques opérations dans P 0, (voir [15]; [19]). Pour tout u dans P 0, tout

q dans P et tout nombre complexe a; b; c avec a 6= 0, soit Du = u0, qu, hau, � bu et �u

respectivement la dérivée, la multiplication à gauche, la translation, l�homothétie la partie

paire des formes linéaires dé�nies par la dualité :

u
0
; f
�
:= �hu; f 0i ;

hqu; fi := hu; qfi ;

h� bu; fi := hu; ��bfi = hu; f (x+ b)i ;

hhau; fi := hu; hafi = hu; f (ax)i ;

h�u; fi := hu; �fi = hu; f(x2)i; f 2 P :

5



1.1. Dé�nitions et Notations

La forme linéaire u est dite réguliére (quasi-dé�nie) si les principales sous-matrices Hn de

la matrice de Hankel H =(ui+j)i;j�0 relatives aux moments (u)n = hu; xni ; n � 0; sont

non singuliéres, pour chaque n � 0 [15]:

1.1.1 Quelques Opérations élémentaires dans le dual P 0

a= La multiplication à gauche d�une forme par un polynôme:

On dé�nit la multiplication à gauche d�une forme linéaire par:

hfu; pi = hu; fpi ; p 2 P

et pour tout polynôme f (x) =
mX
i=0

aix
i; ai 2 C

(fu)n = hfu; xni =
mX
i=0

ai (u)i+n , n � 0:

b= La multiplication a droite d�une forme par un polynôme:

Pour chaque polynômes f (x) =
pP
�=0

a�x
n on dé�nit:

uf (x) =

pX
n=0

(

pX
�=n

a�u��n)x
n

avec:

un = hu ; xni; n � 0

c= La transposée de f ! uf permet de dé�nir le produit multiplicatif de deux formes

linéaires:

hvu, fi = hv; ufi; v; u 2 �P ; f 2 P

d= La dérivée d�une forme par un polynôme de degré 1:

On dé�nit l�opérateur �c par:

�cf (x) =
f (x)� f (c)

x� c
; c 2 C

Par transposition, la division d�une forme linéaire par un polynôme de degré un est

donnée par: 

(x� c)�1 u; f (x)

�
= hu; �cf (x)i ;

6



1.1. Dé�nitions et Notations

et on a particulièrement

�
(x� c)�1 u

�
n
=

8>><>>:
0; n = 0;

n�1X
k=0

cn�k�1 (u)k :

e= La dérivée d�une forme:

On dé�nit la dérivée d�une forme par:

hDu; Pni = �hu; P
0

ni; n > 0:

et on a en particulier

(Du)n = �n (u)n�1 ; n � 1 et (u)0 = 0:

1.1.2 Suite duale

Soit fPngn�0 une suite de polynômes normalisés (qu0on notera SPN) (i:e: Pn (x) = xn + :::; n � 0) :

Dé�nition 1.1.1 [18] La suite de formes linéaires fLngn�0 dé�nie par :

Ln (Pm) = hLn; Pmi = �n;m; n;m � 0: (1.1)

où h . ; : i est le crochet de dualité entre P et sa duale algébrique �P, est appellée suite

duale de la suite fPngn�0
La suite fLngn�0 est unique et libre.

Lemme 1.1.1 [18] Soit F 2 P 0 et soit p � 1 un entier. Pour que F véri�e:

F (Pp�1) 6= 0; F (Pn) = 0; n � p (1.2)

il faut et il su¢ t qu�il existe �� 2 C; 0 � � � p� 1; �p�1 6= 0; tels que:

F =
p�1X
�=0

��L� : (1.3)

7



1.2. L�orthogonalité usuelle

1.2 L�orthogonalité usuelle

1.2.1 Orthogonalité

Dé�nition 1.2.1 [15] Une suite de polynômes fPngn�0 est appelée suite de polynômes

orthogonaux (qu0on notera SPO) par rapport à la forme L si pour tout les entiers n et m

on a:

� Pn (x) est un polynôme de degré n

� L (Pn (x)Pm (x)) = 0 pour n 6= m et n;m � 0

� L (P 2n (x)) 6= 0 pour n � 0

1.2.2 Existence des suites de polynômes orthogonaux

Soit la suite des moments f�ngn�0 donneé par:

�n = L (xn) ; n � 0 (1.1)

et soit les déterminants dits de Henkel suivants:

Hn = �n = det
�
�i+j

�n
i;j=0

=

������������

�0 �1 ::: �n

�1 �2 ::: �n+1
...

...
...

�n �n+1 ::: �2n

������������
; n � 0: (1.2)

Théorème 1.2.1 [15] Soit L une fonctionnelle moments dont la suite des moments est

f�ngn�0 : Une condition nécessaire et su¢ sante pour l�existence d�une suite des polynômes

orthogonaux par rapport à L est que:

Hn = �n 6= 0 ; n � 0

1.2.3 Propriété des suites de polynômes orthogonaux

Une des plus importantes caractéristiques des polynômes orthogonaux étant la récurrence

d�ordre deux véri�eé par ces polynômes.

8



1.2. L�orthogonalité usuelle

Théorème 1.2.2 [15] Soit L une forme linéaire régulière et fPngn�0 sa SPO correspon-

dante alors, il existe deux suites de nombres f�ngn�0 et f
ngn�0 telles que:8<: P0(x) = 1; P1 (x) = x� �0

Pn+2 (x) =
�
x� �n+1

�
Pn+1(x)� 
n+1Pn(x); n � 0

(1.3)

avec la condition de régularité 
n 6= 0 pour tout n � 0: De plus si on pose Pn = xn +

bnx
n�1 + :::::::; pour tout n � 0 on aura

�n = bn+2 � bn+1 (1.4)

et


n =
�n+1�n�1

�n

(1.5)

où ��1 = 1 (par convention).

Il est très utile d�énoncer le théorème de Favard

Théorème 1.2.3 [15] Pour toute suitefPngn�0 de polynômes normalisés véri�ant la récur-

rence d�ordre deux de la forme (1:3) :

Il existe une forme L telle que fPngn�0 est orthogonale par rapport à L (et récipro-

quement). De plus L est unique si L (P0) = �0 6= 0:

1.2.4 Formes régulière et Formes dé�nies positives.

Dé�nition 1.2.2 [15] La formes L est dite régulière (admissible, quasi-dé�nie) si on peut

lui associer une suite fPngn�0 telle que:8<: L (Pn(x)Pm(x)) = 0, n 6= m

L(P 2n(x)) 6= 0 n � 0
(1.6)

Une telle suite est dite régulièrement orthogonale par rapport à L, elle est libre, qu�on

peut toujours la normalise et dont ce cas elle est unique.

Théorème 1.2.4 [15] La forme L est régulière si et seulement si les déterminants de

Henkel dé�nis par:

Hn = �n; n � 0

Soient di¤érents de zéro pour tout n:

9



1.3. Relations de type �ni entre les suites de polynômes

Dé�nition 1.2.3 [15] Une forme L est dite dé�nie positive si pour tout polynôme P

positif et non nul et pour tout réel x, on a L (P (x)) > 0:

1.2.5 Suites des polynômes symétriques

Lemme 1.2.1 [15] Soit fPngn�0 une SPON par rapport à la forme u; alors on a les

équivalences suivantes:

� u est symétrique.

� Pn (�x) = (�1)n Pn (x) ; n � 0:

� Pn+1 (x) = xPn (x)� 
nPn�1 (x) ; n � 1; (i:e: �n = 0; n � 0)

Dé�nition 1.2.4 [15] Une fonctionnelle moment u; est dite symétrique si et seulement

si tous ses moments d�ordre impair sont nuls.

1.3 Relations de type �ni entre les suites de polynômes

Nous rappelons dans cette section les principaux résultats concernant les relations de type

�ni (RTF) entre deux suites de polynômes. Tout les dé�nitions et les resultats de cette

section sont de la réferrence [20]

soit � un polynôme normalisé PN tels que deg � = t:

Dé�nition 1.3.1 On dit qu�une suite de polynômes (SP ) fPngn�0 est compatible avec �

si �Pn 6= 0; n � 0:

Remarque 1.3.1 Toute suite de polynômes orthogonaux est compatible avec n�importe

quel polynôme normalisé.

Dé�nition 1.3.2 Soient fQngn�0 et fRngn�0 deux suites de polynômes normalisés, s�il

existe un entier s � 0 tels que

� (x)Pn (x) =
n+tP

�=n�s
�n;�Q� (x) ; n � s;

9r � s : �r;r�s 6= 0;
(1.1)

10



1.3. Relations de type �ni entre les suites de polynômes

on dit que les suites fPngn�0 et fQngn�0 véri�ent une RTF par rapport à �. Si �n;n�s 6= 0;

n � s; (1:1) est dite RTF stricte.

Théorème 1.3.1 Soient fQngn�0 et fRngn�0 deux suites normalisées dont fungn�0; fvngn�0
sont respectivement les suites duales associées, et soit � un polynôme normalisé de degré

t.

Pour toute suite fRngn�0 compatible avec un polynôme normalisé �, on a

i) Il existe un entier positive s � 0 tel que

� (x)Qn (x) =
n+tP

�=n�s
�n;�R� (x) ; n � s;

9r � s : �r;r�s 6= 0:
(1.2)

ii) Il existe un entier positive s � 0 et une application de N dans N : m 7! �m

satisfaisant

max (0;m� t) � �m � m+ s; m � 0;

9m0 � 0 : �m = m0 + s;
(1.3)

tel que:

�um =
�mP

�=m�t
��;mv� (x) ; m � t;

��m;m 6= 0; m � 0:
(1.4)

sont équivalentes.
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CHAPITRE

2 Les fonctionnelles

linéaires associées aux

suites linéairement

dépendantes de

polynômes orthogonaux

de type 2-4

Dans ce chapitre, nous intéressons au problème inverse suivant. Nous supposons que

fPngn�0 est une suite de polynômes orthogonaux normalisés par rapport à une forme

linéaire quasi-dé�nie u et nous analysons l�existence d�une suite de polynômes orthogonaux

fQngn�0 telle que nous avons la décomposition suivante

Qn(x) + rnQn�1(x) = Pn(x) + snPn�1(x) + tnPn�2 (x) + vnPn�3 (x) ; n � 0 (2.1)

lorsque vnrn 6= 0;pour tout n � 4: De plus, nous montrons que l�orthogonalité de la

suite fQngn�0 peut également être caractérisée par l�existence de suites dépendant des

paramètres rn; sn; tn; vn et des coe¢ cients de récurrence qui restent constants. De plus,

12



2. Les fonctionnelles linéaires associées aux suites linéairement dépendantes
de polynômes orthogonaux de type 2-4

nous montrons que la relation entre les formes linéaires correspondantes est

k (x� c)u =
�
x3 + ax2 + bx+ d

�
v

où c; a; b; d 2 C and k 2 C�f0g: Nous étudions également quelques sous-cas dans lesquels

les paramètres rn; sn; tn et vn peuvent être calculés plus facilement. Nous terminons par

une illustration d�un exemple particulier de la relation de type ci-dessus.

Soient fPngn�0 et fQngn�0 deux suites de polynômes orthogonaux normalisés par

rapport aux formes régulières u et v respectivement, où hu; 1i = hv; 1i = 1, soient f�ngn�0
; f
ngn�1 et

ne�no
n�0

; fe
ngn�1 les suites correspondantes de coe¢ cients de récurrence
caractérisant respectivement fPngn�0 et fQngn�0 . Supposons que ces suites soient liées

par la relation (2:1) :

Les conditions intiales v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et v4r4 6= 0 donnent une relation entre

les formes linéaires u et v telle que .

�u =  v

où � et  sont des polynômes de degré 1 et 3; respectivement.

Tout d�abord, si v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4 6= 0 alors il existe un nombre complexe

c tel que

h(x� c)u;Q4 (x)i = 0:

de plus,

h(x� c)u;Qn (x)i = 0; n � 4:

Comme

h(x� c)u;Q0 (x)i = �0 � c;

h(x� c)u;Q1 (x)i = 
1 + (s1 � r1) (�0 � c) ;

h(x� c)u;Q2 (x)i = (s2 � r2) 
1 + (t2 � r2 (s1 � r1)) (�0 � c) ;

h(x� c)u;Q3 (x)i = (t3 � r3 (s2 � r2)) 
1 + (v3 � r3 (t2 � r2 (s1 � r1))) (�0 � c) ;

h(x� c)u;Q4 (x)i = (v4 � r4 (t3 � r3 (s2 � r2))) 
1 (2.2)

� r4 (v3 � r3 (t2 � r2 (s1 � r1))) (�0 � c) :
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2. Les fonctionnelles linéaires associées aux suites linéairement dépendantes
de polynômes orthogonaux de type 2-4

alors il existe c tel que

h(x� c)u;Q4 (x)i = 0:

ce qui nous donne

c := �0 �

1
r4
� v4 � r4 (t3 � r3 (s2 � r2))

v3 � r3 (t2 � r2 (s1 � r1))
: (2.3)

et par suite

h(x� c)u;Qn (x)i = �rn h(x� c)u;Qn�1 (x)i ; n � 5:

D�autre part, [19]

(x� c)u =
3X
i=0

h(x� c)u;Qi (x)i
hv;Q2i (x)i

Qi (x) v:

Donc, si v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et v4r4 6= 0; on obtient la relation entre la forme u

et la forme v

(x� c)u = q(x)v

où q est un polynôme de degré 3.

Lemme 2.0.1 Soient fPngn�0 et fQngn�0 deux SPON par rapport aux formes linéaires

normalisées u et v respectivement; où hu; 1i = hv; 1i = 1: Supposons qu�il existe des suites

de nombres complexes frngn�0 ; fsngn�0 ; ftngn�0 et fvngn�0 avec les conditions initiales

r0 = s0 = t0 = t1 = v0 = v1 = v2 = 0; telle que

Qn(x) + rnQn�1(x) = Pn(x) + snPn�1(x) + tnPn�2 (x) + vnPn�3 (x) ; n � 0

avec les conditions initiales Q0 (x) = P0 (x) = 1 et Q�1 (x) = P�m (x) = 0; pour m = 1;

2; 3; soient satisfaites, pour tout n � 0 :

Alors on a les implications suivantes:

1- Si v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4 = 0 alors vn 6= rn (tn�1 � rn�1 (sn�2 � rn�2)) ;

pour n � 3; et rn = 0; pour tout n � 4: Dans ce cas, la relation (2:1) se réduit à une

relation de type 1� 4

Qn(x) = Pn (x) + anPn�1 (x) + bnPn�2 (x) + cnPn�3 (x) ; n � 0

14
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de polynômes orthogonaux de type 2-4

avec
an := sn � rn; n � 1;

bn := tn � rn (sn�1 � rn�1) ; n � 2;

cn := vn � rn (tn�1 � rn�1 (sn�2 � rn�2)) ; n � 3:

2- Si v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4 6= 0 alors rn 6= 0; n � 4:

3- Si v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et v4r4 6= 0 alors vnrn 6= 0; pour n � 4:

Ainsi, dans ce cas, la relation (2:1) est une relation de type 2� 4 non dégénérée.

Preuve. On a 8>>>>>><>>>>>>:

hu;Q1 (x)i = s1 � r1;

hu;Q2 (x)i = t2 � r2 (s1 � r1) ;

hu;Q3 (x)i = v3 � r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) ;

hu;Qn (x)i = �rn hu;Qn�1i ; n � 4:

(2.4)

Si v3 = r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) alors on a les cas suivants :

i) t2 = r2 (s1 � r1) et s1 = r1:

ii) t2 = r2 (s1 � r1) et s1 6= r1:

iii) t2 6= r2 (s1 � r1) et r3 = 0:

iv) t2 6= r2 (s1 � r1) et r3 6= 0; t3 = 0:

v) t2 6= r2 (s1 � r1) et r3t3 6= 0:

Voir [5]; dans tous ces cas vn = 0; pour n � 3:

1- Si v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4 = 0; d�après (2:4) ; on a

hu;Qi (x)i 6= 0; i = 1; 2; 3

et

hu;Qn (x)i = 0; n � 4:

Ainsi, il existe un polynôme q de degré 3 tel que u = q(x)v [17]:

par conséquent,

Qn(x) = Pn(x) + anPn�1(x) + bnPn�2(x) + cnPn�3(x);
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pour chaque n � 0; avec cn 6= 0; n � 3:

De plus, la relation (2:1) nous donne

sn = an + rn; n � 1;

tn = bn + rn an�1; n � 2;

vn = cn + rnbn�1; n � 3

et

rncn�1 = 0; n � 4

Donc, rn = 0; n � 4; et vn 6= 0; n � 3: C�est la relation dégénérée de type 1� 4 .

2- Si

v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4 6= 0

alors d�après (2:4) ; on a

hu;Q3 (x)i 6= 0 and hu;Q4 (x)i 6= 0;

et si rn = 0; pour chaque n � 5; on a

hu;Qn (x)i = 0; n � 5:

Supposant maintenant qu�il existe n � 5 tel que rn = 0;

en posant

n0 := min fn 2 N = n � 5; rn = 0g

alors

hu;Qn (x)i = 0; n � n0

et

hu;Qn (x)i 6= 0; 3 � n � n0 � 1:

Ainsi, il existe un polynôme q de degré n0 � 1 tel que u = q(x)v [17]:

Par conséquent,

Qn(x) = Pn(x) +

n0�1X
k=1

�n;kPn�k(x)
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où �n;n0�1 6= 0; n � n0 � 1:

Compte tenu de (2:1) ; cela n�est pas possible. Ainsi rn 6= 0; n � 4:

3- Si v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4v4 6= 0 alors il existe une constante c telle que

(x� c)u = q(x)v

avec q un polynôme de degré 3 et d�après (2:1) ; on peut écrire pour n � 0

h(x� c)u;Qn (x)Qn�4 (x)i = h(x� c)u; (Pn (x) + snPn�1 (x) + tnPn�2 (x)

+ vnPn�3 (x))Qn�4 (x)i

� rn h(x� c)u;Qn�1 (x)Qn�4 (x)i

= vn


u; P 2n�3 (x)

�
� rn h(x� c)u;Qn�1 (x)Qn�4 (x)i :

et par suite, on a

vn


u; P 2n�3 (x)

�
= h(x� c)u; (Qn (x) + rnQn�1 (x))Qn�4 (x)i

= hq(x)v; (Qn (x) + rnQn�1 (x))Qn�4 (x)i

= rn hv; q(x)Qn�1 (x)Qn�4 (x)i

= k1 rn


v;Q2n�1 (x)

�
où k1 est le coe¢ cient de tête du polynôme q: 0ù, il su¢ t d�appliquer (2) pour obtenir

rn 6= 0; n � 4; et d�après la dé�nition 1.1.1, on a

vnrn 6= 0; n � 4

Dans la proposition suivante, on montre que si v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4v4 6= 0

cette équivalence est véri�er si la forme (x� c)u est régulière.

Proposition 2.0.1 Soient fPngn�0 et fQngn�0 deux SPON par rapport aux formes

linéaires normalisées régulières u et v respectivement, Alors il existe des suites de nombres

complexes frngn�0 ; fsngn�0 ; ftngn�0 et fvngn�0 avec les conditions initiales r0 = s0 =

t0 = t1 = v0 = v1 = v2 = 0; telle que la relation (2:1) soit véri�ée et que les conditions
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de polynômes orthogonaux de type 2-4

initiales v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4v4 6= 0 soient véri�ées, alors les assertions suiv-

antes sont équivalentes:

i) La forme (x� c)u est régulière.

ii) vn 6= rn (tn�1 � rn�1 (sn�2 � rn�2)) ; n � 3:

Preuve. En multipliant la relation (2:1) par Pn�1 et en appliquant u, de la même

manière pour Pn�2 et Pn�3; on obtient, respectivement,

hu;Qn (x)Pn�1 (x)i = (sn � rn)


u; P 2n�1 (x)

�
; n � 1;

hu;Qn (x)Pn�2 (x)i = (tn � rn (sn�1 � rn�1))


u; P 2n�2 (x)

�
; n � 2;

hu;Qn (x)Pn�3 (x)i = (vn � rn (tn�1 � rn�1 (sn�2 � rn�2)))


u; P 2n�3 (x)

�
; n � 3:

Ainsi

vn � rn (tn�1 � rn�1 (sn�2 � rn�2)) 6= 0, hu;Qn (x)Pn�3 (x)i 6= 0; n � 3:

sachant que (x� c)u est régulière si et seulement si Pn (c) 6= 0; pour tout n � 0 [17]:

alors nous devons montrer que

hu;Qn+3 (x)Pn (x)i 6= 0, Pn (c) 6= 0

pour chaque n � 0: Soit pour cela

Pn(x) =

nX
k=0

ank(x� c)k; n � 0

avec an0 = Pn(c) et ann = 1:

La relation entre les formes régulières u et v est donnée par

(x� c)u = q(x)v;
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2.1. Caractérisation de l�orthogonalité

et par conséquent,

hu;Qn+3 (x)Pn (x)i =


(x� c)u; (x� c)n�1Qn+3 (x)

�
+

n�1X
k=1

ank


(x� c)u; (x� c)k�1Qn+3 (x)

�
+ Pn (c) hu;Qn+3 (x)i

=


v; q(x)(x� c)n�1Qn+3 (x)

�
+

n�1X
k=1

ani


v; q(x)(x� c)k�1Qn+3 (x)

�
+ Pn(c) hu;Qn+3 (x)i ; n � 0:

et

hu;Qn+3 (x)Pn (x)i = Pn(c) hu;Qn+3 (x)i ; n � 0:

Ainsi, d�après le lemme 2.0.1 et la relation (2:4) ; nous obtenons

hu;Qn (x)i 6= 0; n � 3:

2.1 Caractérisation de l�orthogonalité

Soit fPngn�0 une SPON par rapport à une forme régulière u et soient f�ngn�0 ; f
ngn�1
les suites des coe¢ cients de récurrence correspondantes telle que

Pn+1(x) = (x� �n)Pn(x)� 
nPn�1(x); n � 0 (2.1)

avec les conditions initiales P0(x) = 1; P�1(x) = 0 et la condition 
n 6= 0; pour chaque

n � 1:

Dans cette section, nous donnons les caractérisations de l�orthogonalité d�une suite fQngn�0
de polynômes normalisés dé�nis par une relation de type non dégénérée (2:1) :

D�après le lemme 2.0.1, les conditions v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et r4v4 6= 0 doivent être

véri�ées, a�n d�avoir une relation de type 2 � 4 non dégénérée avec fPngn�0 et fQngn�0
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2.1. Caractérisation de l�orthogonalité

sont SPON et ces conditions impliquent vnrn 6= 0; pour chaque n � 4:

Dans ce qui suit, nous donnons la première caractirésation de l�orthogonalité de la suite

fQngn�0

Proposition 2.1.1 Soit fPngn�0 une SPON satisfaisant (2:1) ; et soit fQngn�0 une suite

de polynômes donnée par la relation de structure (2:1) avec v3 6= r3 (t2 � r2 (s1 � r1)) et

vnrn 6= 0 pour n � 4: Alors, fQngn�0 est une SPON où les coe¢ cients de récurrencesne�no
n�0
et fe
ngn�1 sont donnés par

e�n := �n � sn+1 + sn + rn+1 � rn; n � 0; (2.2)

e
n := 
n + tn � tn+1 + sn
�
sn+1 � sn � �n + �n�1

�
�rn

�
rn+1 � rn � e�n + e�n�1� ; n � 1;

(2.3)

si et seulement si e
1e
2e
3 6= 0; et les relations suivantes sont véri�ées:
ansn�1 = sn
n�1 + tn

�
sn+1 � sn � �n + �n�2

�
� vn+1 + vn; n � 2; (2.4)

antn�1 = tn
n�2 + vn
�
sn+1 � sn � �n + �n�3

�
; n � 3; (2.5)

anvn�1 = vn
n�3; n � 4; (2.6)

anrn�1 = rne
n�1; n � 2: (2.7)

où

an := 
n + tn � tn+1 + sn
�
sn+1 � sn � �n + �n�1

�
; n � 1; (2.8)

Preuve. En substituant (2:1) à (2:1) ; pour tout n � 0, on a

Qn+1(x) = xPn(x)� (�n � sn+1)Pn(x)� (
n � tn+1)Pn�1 (x)+ vn+1Pn�2 (x)� rn+1Qn(x):

(2.9)

20
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En appliquant (2:1) à xPn(x); et en substituant la relation de récurrence(2:1) dans

(2:9) pour xPn�1(x); xPn�2(x) et xPn�3(x); on obtient pour n � 0

Qn+1(x) = (x� rn+1)Qn(x) + rn (xQn�1(x))

� (�n � sn+1 + sn)Pn(x)

�
�

n + tn � tn+1 + sn�n�1

�
Pn�1(x)

�
�
sn
n�1 + tn�n�2 + vn � vn+1

�
Pn�2(x)

�
�
vn�n�3 + tn
n�2

�
Pn�3(x)� vn
n�3Pn�4(x):

En utilisant la relation (2:1) pour Pn; et avec la convention P�n(x) = 0; n � 1; la

relation ci-dessus devient, pour n � 0

Qn+1(x) =
�
x� e�n�Qn(x)� rn (Qn � xQn�1)� rn (�n + sn � sn+1)Qn�1(x)

�
�

n + tn � tn+1 � sn

�
�n � �n�1 + sn � sn+1

��
Pn�1(x)

�
�
sn
n�1 � tn

�
�n � �n�2 + sn � sn+1

�
+ vn � vn+1

�
Pn�2(x)

�
�
tn
n�2 � vn

�
�n � �n�3 + sn � sn+1

��
Pn�3(x)

� vn
n�3Pn�4(x):

où e�n est donné par (2:2) : Puis en utilisant à nouveau(2:1) pour Pn�1; on obtient pour
n � 0

Qn+1(x) =
�
x� e�n�Qn(x)� e
nQn�1(x)� rnQn(x)� (x� e�n�1)Qn�1(x)

+ e
n�1Qn�2(x)� �anrn�1 � rne
n�1�Qn�2(x)
�
�
sn
n�1 � tn

�
�n � �n�2 + sn � sn+1

�
+ vn � vn+1 � ansn�1

�
Pn�2(x) (2.10)

�
�
tn
n�2 � vn

�
�n � �n�3 + sn � sn+1

�
� antn�1

�
Pn�3(x)

�
�
vn
n�3 � anvn�1

�
Pn�4(x):

où e
n et an sont donnés par(2:3) et (2:8) :
D�où (2:10) ; fQngn�0 est une SPON si et seulement si e
n 6= 0; pour n � 1; et les

conditions(2:4)� (2:7) sont vérifées.
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Supposons que fQngn�0 soit une SPON; alors la relation (2:10)est équivalente à

(fn � anrn�1)Qn�2(x) = (bn � ansn�1)Pn�2(x) + (cn � antn�1)Pn�3(x)

+ (en � anvn�1)Pn�4(x); n � 2 (2.11)

où

bn := sn
n�1 + tn
�
sn+1 � sn � �n + �n�2

�
� vn+1 + vn; n � 2; (2.12)

cn := tn
n�2 + vn
�
sn+1 � sn � �n + �n�3

�
; n � 3; (2.13)

en := vn
n�3; n � 4; (2.14)

fn := rne
n�1; n � 2: (2.15)

De plus, puisque v3 6= t3 � r3 (s2 � r2) et rn 6= 0; pour n � 4; alors par (2:4) ;on déduit

que

hu;Qni 6= 0; n � 3:

et en appliquant u aux deux côtés de(2:11) ;on obtient

(fn � rn�1�n) hu;Qn�2i = 0; n � 5:

ce qui nous donne

fn = rn�1an; n � 5:

En multipliant (2:11) par Pn�2; Pn�3 et Pn�4 et appliquant u, on obtient por tout

n � 5

bn = ansn�1;

cn = antn�1;

en = anvn�1;

fn = anrn�1

et en comparant les coe¢ cients des deux côtés de (2:11) ; pour n = 2; 3 et 4; on obtient

b2 � f2 = a2(s1 � r1); (2.16)

b3 � f3 = a3(s2 � r2); (2.17)
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c3 � b3(s1 � r1) = a3 (t2 � s2(s1 � r1)) ; (2.18)

b4 � f4 = a4(s3 � r3); (2.19)

c4 � b4(s2 � r2) = a4 (t3 � s3(s2 � r2)) ; (2.20)

e4 � b4 (t2 � r2(s1 � r1)) = a4 [v3 � s3 (t2 � r2(s1 � r1))] : (2.21)

Inversement, si (2:11)est satisfaite et que e
n 6= 0; pour tout n � 1; alors on a pour

n � 1

Qn+1(x)�
�
x� e�n�Qn(x)+e
nQn�1(x) = �rn hQn(x)� �x� e�n�1�Qn�1(x) + e
n�1Qn�2(x)i ; n � 1:

De plus, à partir de(2:1), on obtient

Q1(x) = P1(x) + s1 � r1 = x� �0 + s1 � r1 = x� e�0;
nous déduisons récursivement que

Qn+1(x) =
�
x� e�n�Qn(x)� e
nQn�1(x); n � 1:

ce qui prouve que fQngn�0 est une SPON avec des coe¢ cients de récurrences
ne�no

n�0
et fe
ngn�1 :
Maintenant, nous montrons que l�orthogonalité de la suite fQngn�0 peut être aussi

caractérisée par le fait qu�il existe quatre suites dépendant des paramètres rn; sn; tn; vn

et des coe¢ cients de récurrences qui restent constants.

Théorème 2.1.1 Soit fPngn�0 une SPON et soit fQngn�0 une suite de polynômes don-

née par (2:1) : Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) fQngn�0 est une SPON avec des coe¢ cients de récurrences
ne�no

n�0
et fe
ngn�1

donnés par (2:2) et (2:3).

(ii) e
1e
2e
3 6= 0 avec les conditions initiales (2:16)� (2:21) et
v5
2 = v4 (
5 + t5 � t6 + s5(s6 � s5 � �5 + �4)) (2.22)
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et il existe quatre nombres complexes A; B; C et D tels que, pour chaque n � 4

A = e�n � rn+1 �
e
n
rn
; (2.23)

B =
tn
vn

n�2 + sn+1 � �n � �n�1 � �n�2; (2.24)

C =
sn
vn

n�1
n�2 +

�
tn
vn

n�2 + sn+1 � �n�2

�
(sn+1 � �n � �n�1) (2.25)

�sn+1(sn+2 � �n+1) + �n�1�n � 
n+1 � 
n � 
n�1 + tn+2;

D =

n
n�1
n�2

vn
+
sn
vn

n�1
n�2 (sn+1 � �n)

+
tn
vn

n�2sn+1(sn+1 � sn+2 + �n+1 � �n � �n�1) (2.26)

+ �n�n�1 � 
n+1 � 
n + tn+2

+
�
sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n�1 + �n�2

�
(�n+1 � tn+1)

+ (sn+1 � �n)
�
�n�1�n�2 � 
n�1

�
�
�
sn+1 � �n�2

�

n + vn+2:

Preuve. Les conditions (2:4)� (2:7) de la proposition 2.1.1 peuvent être écrites pour

chaque n � 5 sous la forme

sn�1
vn
vn�1


n�3 = sn
n�1 + tn
�
sn+1 � sn � �n + �n�2

�
� vn+1 + vn; (2.27)

tn�1
vn
vn�1


n�3 = tn
n�2 + vn
�
sn+1 � sn � �n + �n�3

�
; (2.28)

vn
vn�1


n�3 = 
n + tn � tn+1 + sn(sn+1 � sn � �n + �n�1); (2.29)

rn
rn�1

e
n�1 = e
n + rn(rn+1 � rn � e�n + e�n�1); (2.30)

De plus fQngn�0est une SPON si et seulement si les conditions e
1e
2e
3 6= 0; les con-
ditions initiales (2:16) � (2:21) et les équations ci-dessus (2:27) ; (2:28) ; (2:29) et (2:30)

soient véri�ées.

Tout d�abord, on montre que (2:27)� (2:30)) (2:22)� (2:26) :
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2.1. Caractérisation de l�orthogonalité

Pour n = 5 dans (2:29) ; on obtient (2:22) :

D�apés (2:30) ; en divisant les côtés gauche et droit par rn; on obtient

e�n � rn+1 �
e
n
rn
= e�n�1 � rn �

e
n�1
rn�1

; n � 5: (2.31)

Donc (2:23) est véri�ée.

Maintenant, nous allons déduire (2:24) ;

En utilisant (2:28) ; en divisant les côtés gauche et droit par vn; nous obtenons

tn
vn

n�2+sn+1��n��n�1��n�2 =

tn�1
vn�1


n�3+sn��n�1��n�2��n�3; n � 5: (2.32)

donc (2:24) est véri�ée.

En suite, nous allons déduire (2:25) ;

D�apés (2:27) ; en multipliant les côtés gauche et droit par

n�2
vn

; on obtient

sn�1
vn�1


n�2
n�3 +
tn
vn

n�2

�
sn � �n�1 � �n�2

�
(2.33)

=
sn
vn

n�1
n�2 +

tn
vn

n�2

�
sn+1 � �n � �n�1

�
+

�
1� vn+1

vn

�

n�2;

en tenant compte de (2:29) pour n+ 1 au lieu de n; pour chaque n � 5; on a

sn�1
vn�1


n�2
n�3 +
tn
vn

n�2

�
sn � �n�1 � �n�2

�
=
sn
vn

n�1
n�2 +

tn
vn

n�2

�
sn+1 � �n � �n�1

�
+ 
n�2 � 
n+1 � tn+1 + tn+2 � sn+1(sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n);
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2.1. Caractérisation de l�orthogonalité

en utilisant (2:24) ; dans l�expression, pour chaque n � 5; on obtient

sn
vn

n�1
n�2 +

�
tn
vn

n�2 + sn+1 � �n�1 � �n�2

�
(sn+1 � �n � �n�1)

� 
n+1 � 
n � 
n�1 + tn+2 � sn+1(sn+2 � �n+1 � �n�1)� �2n�1 (2.34)

=
sn�1
vn�1


n�2
n�3 +

�
tn�1
vn�1


n�3 + sn � �n�2 � �n�3

�
(sn � �n�1 � �n�2)

� 
n � 
n�1 � 
n�2 + tn+1 � sn(sn+1 � �n � �n�2)� �2n�2:

En�n, nous déduisons (2:26) ;

D�après (2:29) ; en multipliant les côtés gauche et droit par

n�1
n�2

vn
; on obtient


n�1
n�2
n�3
vn�1

+
sn
vn

n�1
n�2

�
sn � �n�1

�
=

n
n�1
n�2

vn
+
sn
vn

n�1
n�2 (sn+1 � �n) +

�
tn
vn
� tn+1

vn

�

n�1
n�2;

en tenant compte de (2:28) pour n+ 1 au lieu d n; pour chaque n � 5; on a


n�1
n�2
n�3
vn�1

+
sn
vn

n�1
n�2

�
sn � �n�1

�
=

n
n�1
n�2

vn
+
sn
vn

n�1
n�2 (sn+1 � �n) (2.35)

+
tn
vn

n�2

�

n�1 � 
n+1 � tn+1 + tn+2 � sn+1(sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n)

�
+
�
sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n�2

� �

n+1 + tn+1 � tn+2 + sn+1(sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n)

�
;

en utilisant (2:33) et (2:32) ; on obtient


n
n�1
n�2
vn

+

�
sn
vn

n�1
n�2 � 
n�1

�
(sn+1 � �n)

+
tn
vn

n�2

�
�
n � 
n+1 + tn+2 � sn+1(sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n + �n�1) + �n�n�1

�
+
�
sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n�2 �

�
sn � �n�1

��
�
�

n+1 + tn+1 � tn+2 + sn+1(sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n)

�
=

n�1
n�2
n�3

vn�1
+

�
sn�1
vn�1


n�2
n�3 � 
n�2

��
sn � �n�1

�
�
�
sn � �n�3

�

n�1

+
tn�1
vn�1


n�3
�
�
n�1 � 
n + tn+1 � sn

�
sn+1 � sn � �n + �n�1 + �n�2

�
+ �n�1�n�2

�
+
�
�sn+1 + sn + �n � �n�3

�
� 
n + tn+1 � sn

�
sn+1 � sn � �n + �n�1 + �n�2

�
+ �n�1�n�2;
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2.1. Caractérisation de l�orthogonalité

et en tenant compte de (2:8) et (2:12) dans les expressions ci-dessus et par un calcul direct,

pour chaque n � 5; on obtient


n
n�1
n�2
vn

+
sn
vn

n�1
n�2 (sn+1 � �n)

+
tn
vn

n�2

�
sn+1(sn+1 � sn+2 + �n+1 � �n � �n�1) + �n�n�1 � 
n+1 � 
n + tn+2

�
+
�
sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n�1 + �n�2

�
(�n+1 � tn+1)

+ (sn+1 � �n)
�
�n�1�n�2 � 
n�1

�
�
�
sn+1 � �n�2

�

n + vn+2 (2.36)

=

n�1
n�2
n�3

vn�1
+
sn�1
vn�1


n�2
n�3
�
sn � �n�1

�
+
tn�1
vn�1


n�3
�
sn(sn � sn+1 + �n � �n�1 � �n�2) + �n�1�n�2 � 
n � 
n�1 + tn+1

�
+
�
sn+1 � sn � �n + �n�2 + �n�3

�
(�n � tn) +

�
sn � �n�1

� �
�n�2�n�3 � 
n�2

�
�
�
sn � �n�3

�

n�1 + vn+1:

Deuxièmement, on montre que (2:23)� (2:26)) (2:27)� (2:30) :

Remarquant que, les relations (2:27)�(2:30) sont équivalentes à (2:4)�(2:7) et les relations

(2:23)� (2:26) sont équivalentes à (2:31)� (2:36)

alors,il su¢ t de montrer (2:31)� (2:36)) (2:27)� (2:30) :

D�après (2:31) ; en multipliant les côtés gauche et droit par rn; on obtient (2:30) :

D�après (2:32) ; en multipliant les côtés gauche et droit par vn; on obtient (2:28) :

D�après (2:35) ; nous avons


n�1
n�2
vn

�
vn
vn�1


n�3 � 
n � tn + tn+1 + sn
�
sn � sn+1 � �n�1 + �n

��
=

n�2
vn

�
�tn�n+1 + tn+1
n�1 + vn+1

�
sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n�2

��
+
�
sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n�2

�
�
�
�vn+1

vn

n�2 + 
n+1 + tn+1 � tn+2 + sn+1(sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n)

�
;
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2.1. Caractérisation de l�orthogonalité

en utilisant (2:5) ;pour n+ 1 au lieu de n; on obtient


n�1
n�2
vn

�
vn
vn�1


n�3 � 
n � tn + tn+1 + sn
�
sn � sn+1 � �n�1 + �n

��
=
�
sn+1 � sn+2 � �n�2 + �n+1

�
�
�
vn+1
vn


n�2 � 
n+1 � tn+1 + tn+2 + sn+1(sn+1 � sn+2 � �n + �n+1)

�
;

la relation (2:22) à remplacer par

v5
v4

2 � 
5 � t5 + t6 + s5(s5 � s6 � �4 + �5) = 0;

puis
vn
vn�1


n�3 � 
n � tn + tn+1 + sn
�
sn � sn+1 � �n�1 + �n

�
= 0; n � 5:

donc (2:29) est véri�ée.

En tenant compte du fait que
tn�1
vn�1


n�3, obtenue à partir de (2:32) ; la relation (2:34)

s�écrit comme suit

sn
vn

n�1
n�2 +

tn
vn

n�2(sn+1 � �n � �n�1)� 
n+1 � 
n � 
n�1 + tn+2

� sn+1(sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n) + (�n + �n�1 � sn+1)(�n�1 + �n�2)� �2n�1

=
sn�1
vn�1


n�2
n�3 +

�
tn
vn

n�2 + sn+1 � sn � �n + �n�3

�
(sn � �n�1 � �n�2)

� 
n � 
n�1 � 
n�2 + tn+1 � sn(sn+1 � sn � �n + �n�1)

+ (�n�1 + �n�2 � sn)(�n�2 + �n�3)� �2n�2;

d�où

sn�1
vn�1


n�2
n�3 =
sn
vn

n�1
n�2 +

tn
vn

n�2(sn+1 � sn � �n + �n�2)

+ 
n�2 �
�

n+1 + tn+1 � tn+2 + sn+1(sn+2 � sn+1 � �n+1 + �n)

�
:

et en utilisant (2:29) pour n+1 au lieu de n et après des simpli�cations, on obtient (2:27).

Dans le théorème suivant, nous remarquons qu�il existe une relation entre les formes

linéaires régulières lorsque fQngn�0 est une SPON par rapport à une forme linéaire

régulière v.
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2.1. Caractérisation de l�orthogonalité

Théorème 2.1.2 Soit fPngn�0 une SPON par rapport à une forme linéaire régulière u

et la suite de polynômes normalisés fQngn�0 soit donnée par la relation (2:1) : Si fQngn�0
est une SPON par rapport à une forme linéaire régulière v; alors

k(x� c)u =
�
x3 + ax2 + bx+ d

�
v (2.37)

avec c; a; b; d 2 C et k 2 C�f0g et les normalisations de ces formes linéaires hu; 1i =

hv; 1i = 1:

Preuve. En appliquant la forme linéaire régulière u correspondant à la SPON

fPngn�0 dans(2:1) ; on obtient, pour chaque n � 4

h(x� c)u;Qn (x)i = 0:

selon [19] et en tenant compte de la relation (2:1) ; nous développons la forme linéaire u

en termes de la base duale
�

Qiv

hv;Q2i i

�
i�0

de la SPON fQngn�0 comme

(x� c)u =
3X
i=0

h(x� c)u;Qii
hv;Q2i i

Qiv:

Puisque fQngn�0 est une SPON par rapport à v; les coe¢ cients de récurrencesne�no
n�0

et fe
ngn�1 sont donnés par (2:2) et (2:3) : De plus
e
n = hv;Q2ni


v;Q2n�1
� 6= 0; n � 1: (2.38)

En e¤et, en faisant agir les deux côtés (2:37) sur les polynômes Q0; Q1; Q2 et Q3, et

en tenant compte de (2:2) ; on obtient

k(�0 � c) = e�30 + (2e�0 + e�1)e
1 + (e
1 + e�20)a+ e�0b+ d; (2.39)

k [
1 + (�0 � c)(s1 � r1)] =
�e�20 + e�21 + e�0e�1 + e
1 + e
2�e
1 + a(e�0 + e�1)e
1 + e
1b; (2.40)

k f
1(s2 � r2) + (�0 � c) [t2 � r2(s1 � r1)]g =
�e�0 + e�1 + e�2 + a

�e
1e
2; (2.41)

k f
1 [t3 � r3(s2 � r2)] + (�0 � c) [v3 � r3(t2 � r2(s1 � r1))]g = e
1e
2e
3: (2.42)

29



2.2. Cas particulier

où e
1; e
2; e
3 sont donnés par (2:2) et (2:3) :
En utilisant les relations (2:39)� (2:42) et en tenant compte de (2:3) ;

on obtient les valeurs c; a; b; d et k

k =
r4
v4

e
1e
2e
3

1

;

c = �0 �

1
r4

v4 � r4(t3 � r3(s2 � r2))

v3 � r3(t2 � r2(s1 � r1))
;

a = �e�0 � e�1 � e�2 + e
3v4 r4v3(s2 � r2) + (v4 � r4t3) [t2 � r2(s1 � r1)]

v3 � r3(t2 � r2(s1 � r1))

b = e�0e�1 + e�0e�2 + e�1e�2 � e
1 � e
2
� (

e�0 + e�1)e
3
v4

r4v3(s2 � r2) + (v4 � r4t3) [t2 � r2(s1 � r1)]

v3 � r3(t2 � r2(s1 � r1))

+
e
2e
3
v4

r4(v3 � r3t2) + (v4 � r4(t3 � r3s2))(s1 � r1)

v3 � r3(t2 � r2(s1 � r1))
;

d = �e�0e�1e�2 + e�0e
2 + e�2e
1 � e�0e
2e
3v4

r4(v3 � r3t2) + (v4 � r4(t3 � r3s2))(s1 � r1)

v3 � r3(t2 � r2(s1 � r1))

+
(e�0e�1 � e
1)e
3

v4

r4v3(s2 � r2) + (v4 � r4t3) [t2 � r2(s1 � r1)]

v3 � r3(t2 � r2(s1 � r1))

+
e
1e
2e
3
v4

v4 � r4(t3 � r3(s2 � r2))

v3 � r3(t2 � r2(s1 � r1))
:

Remarque 2.1.1 Les constantes A; B; C et D apparaissent dans le théorème 2.1.1 sont,

respectivement, les coe¢ cients c; a; b et d du polynôme qui relie les deux formes linéaires

régulières.

2.2 Cas particulier

Dans cette section, nous allons décortiquer un cas particulier de la relation (2:1) :

En e¤et, considérons la SPON fPngn�1symétrique; c�est-à-dire le cas �n = 0; pour

chaque n � 0: D�après la proposition 2.1.1, les équations (2:4) ; (2:5) ; (2:6) et (2:7)
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2.2. Cas particulier

s�écrivent, pour chaque n � 5

sn+1 = sn +
tn�1
vn�1


n�3 �
tn
vn

n�2; (2.1)

tn+1 = tn + 
n �
vn
vn�1


n�3 + sn (sn+1 � sn) ; (2.2)

vn+1 = vn + sn
n�1 + tn (sn+1 � sn) (2.3)

� sn�1 [
n + tn � tn+1 + sn (sn+1 � sn)] ;

rn+1 = rn +
vn
vn�1


n�3
rn

� vn+1
vn


n�2
rn+1

; n � 4: (2.4)

Les équations (2:2) et (2:3) deviennent

e�n = sn � sn+1 + rn+1 � rn; n � 0;

e
n = 
n + tn � tn+1 + sn (sn+1 � sn)� rn

�
sn+1 � sn + e�n�1� ; n � 1;

pour chaque n � 5; on a

e�n = tn
vn

n�2 �

tn�1
vn�1


n�3 +
vn
vn�1


n�3
rn

� vn+1
vn


n�2
rn+1

(2.5)

=

n�2
vn

�
tn �

vn+1
rn+1

�
� 
n�3
vn�1

�
tn�1 �

vn
rn

�
:

e
n = vn
vn�1


n�3 � rn

�
tn�1
vn�1


n�3 �
tn
vn

n�2

�
� rne�n�1: (2.6)

Nous alons traiter les trois sous-cas suivants.

i) Si sn = s1 et rn�1 = r1; pour chaque n � 5; de (2:1) et (2:4) ; on obtient

tn
vn

n�2 =

tn�1
vn�1


n�3 = ::: =
t3
v3

1;

vn+1
vn


n�2 =
vn
vn�1


n�3 = ::: =
v4
v3

1;

la relation (2:6) nous donne e
n = v4
v3

1; n � 5: (2.7)

on déduit que e�n = 0 et e
n sont constants, pour chaque n � 5:
et d�après (2:2) ; nous avons

tn+1 = tn + 
n �
v4
v3

1: (2.8)
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2.2. Cas particulier

ii) Si sn = s1, rn�1 = r1et tn = t2; pour chaque n � 5; de (2:8) et (2:7) ; on a

e
n = 
n; n � 5:

les coe¢ cients 
n sont constants, pour chaque n � 5; alors fPngn�0 est la suite de

polynômes anti-associés d�ordre 5 pour les polynômes de Chebyshev du second genre

[34]:

iii) Si rn�1 = r1; sn = s1, tn = t2 et vn = v3; pour chaque n � 5; d�après (2:3) ; on a

vn+1 = vn + sn
n�1 � sn�1
n; n � 5;

d�où

vn+1 = vn + s1
�

n�1 � 
n

�
; n � 6;

il est clair que s1
�

n�1 � 
n

�
= 0, pour tout n � 6:

Remarque 2.2.1 Si rn�1 = r1; sn = s1 et tn = t2 où rn�1 = r1; sn = s1, tn = t2 et

vn = v3; pour chaque n � 5; alors

e�n = 0; n � 5;

e
n = 
n = 
5; n � 5:

Exemple 2.2.1 Soit fPngn�0 une suite de polynômes de Chebyshev normalisés du second

degré orthogonaux par rapport à la fonction de poids W(x) = (1� x2)
1
2 sur (�1; 1) : alors

�n = 0; n � 0; 
n =
1

4
; n � 1; et les relations (2:1) ; (2:2) ; (2:3) et (2:4),pour chaque

n � 5; deviennent

sn+1 = sn +
1

4

�
tn�1
vn�1

� tn
vn

�
;

tn+1 = tn +
1

4

�
1� vn

vn�1

�
+ sn (sn+1 � sn) ;

vn+1 = vn +
1

4
sn + tn (sn+1 � sn)� sn�1

�
1

4
+ tn � tn+1 + sn (sn+1 � sn)

�
;

rn = rn�1 +
1

4

�
vn�1

rn�1vn�2
� vn
rnvn�1

�
:
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En supposant que rn�1 = r1; sn = s1 et tn = t2; pour chaque n � 5; on obtient

vn+1 = vn +
1

4
(sn � sn�1) ; n � 5;

et en particulier, vn+1 = vn; n � 6:

Dans cette situation, nous déduisons des coe¢ cients de connexion constants, pour

n � 6:
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CHAPITRE

3 Problème inverse pour

une combinaison linéaire

de polynômes

orthogonaux de type 2-5

Dans ce chapitre, nous donnons une nouvelle caractérisation de l�orthogonalité d�une suite

fTngn�0 de polynômes normalisés qui est donnée par:

Tn(x) + anTn�1(x) = Rn(x) + bnRn�1(x) + cnRn�2 (x) + dnRn�3 (x) + enRn�4(x); n � 0

(3.1)

où enan 6= 0; pour tout n � 5:

En outre, on montre que la relation entre les formes linéaires correspondantes est la

suivante

k (x� c)u =
�
x4 + ax3 + bx2 + dx+ e

�
v

où c; a; b; d; e 2 C et k 2 C�f0g:

En�n, une illustration utilisant un cas spécial de la relation ci-dessus est donnée.

Soient fRngn�0 et fTngn�0 deux suites de polynômes orthogonaux normalisés par rap-

port aux formes régulières u et v respectivement, où hu; 1i = hv; 1i = 1, soient f�ngn�0 ;
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3. Problème inverse pour une combinaison linéaire de polynômes orthogonaux de type
2-5

f
ngn�1 et
ne�no

n�0
; fe
ngn�1 les suites récurrentes correspondantes caractérisant fRngn�0

et fTngn�0 ; respectivement. Supposons que ces suites soient liées par la relation (3:1) :

Les conditions initiales

e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

et

e5a5 6= 0

donnent une relation entre les formes linéaires u et v telle que

�u =  v

où � et  sont des polynômes de degré 1 et 4; respectivement.

Premièrement, si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et a5 6= 0; alors il existe un

nombre complexe c tel que

h(x� c)u; T5 (x)i = 0:

de plus on a

h(x� c)u; Tn (x)i = 0; n � 5:
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et comme,

h(x� c)u; T0 (x)i = �0 � c;

h(x� c)u; T1 (x)i = 
1 + (b1 � a1) (�0 � c) ;

h(x� c)u; T2 (x)i = (b2 � a2) 
1 + (c2 � a2 (b1 � a1)) (�0 � c) ;

h(x� c)u; T3 (x)i = (c3 � a3(b2 � a2) 
1 + (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) (�0 � c) ;

h(x� c)u; T4 (x)i = [d4 � a4 (c3 � (b2 � a2))] 
1

+ [e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))] (�0 � c) ;

h(x� c)u; T5 (x)i = [e5 � a5 (d4 � a4 (c3 � a3(b2 � a2)))] 
1 (3.2)

� a5 [e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) (�0 � c)] :

alors il existe c tel que

h(x� c)u; T5 (x)i = 0:

ce qui nous donne

c := �0 �

1
a5

e5 � a5 (d4 � a4 (c3 � a3(b2 � a2)))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))
: (3.3)

et par suite,

h(x� c)u; Tn (x)i = �an h(x� c)u; Tn�1 (x)i ; n � 6:

D�autre part [19]

(x� c)u =

4X
i=0

h(x� c)u; Ti (x)i
hv; T 2i (x)i

Ti (x) v:

Par conséquant, si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et e5a5 6= 0; on obtient la relation

entre u et v

(x� c)u = t(x)v;
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où t est un polynôme de degré 4.

Lemme 3.0.1 Soient fRngn�0 et fTngn�0 deux suites de polynômes orthogonaux normal-

isés (SPON) par rapport aux formes régulières u et v respectivement, où hu; 1i = hv; 1i =

1: Supposons qu�il existe des suites de nombres complexes fangn�0 ; fbngn�0 ; fcngn�0 ;

fdngn�0 et fengn�0 avec les conditions initiales a0 = b0 = c0 = c1 = d0 = d1 = d2 = e0 =

e1 = e2 = e3 = 0; telle que la relation (3:1) soit véri�ée, pour tout n � 0; alors

1- Si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et a5 = 0 alors

en 6= an (dn�1 � an�1 (cn�2 � an�2 (bn�3 � an�3))) ;

pour n � 4; et an = 0; pour tout n � 5:

Dans ce cas, la relation(3:1) se réduit à une relation de type 1� 5

Tn(x) = Rn (x) + rnRn�1 (x) + snRn�2 (x) + tnRn�3 (x) + vnRn�4(x); n � 0;

avec
rn := bn � an n � 1;

sn := cn � an(bn�1 � an�1) n � 2;

tn := dn � an(cn�1 � an�1(bn�2 � an�2)) n � 3;

vn := en � an(dn�1 � an�1(cn�2 � an�2(bn�3 � an�3))) n � 4:
2- Si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et a5 6= 0 alors an 6= 0; n � 5:

3- Si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et e5a5 6= 0 alors enan 6= 0;pour n � 5:

Ainsi, dans ce cas, la relation (3:1) est une relation de type 2� 5 non dégénérée.

Preuve. Comme8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

hu; T1 (x)i = b1 � a1;

hu; T2 (x)i = c2 � a2 (b1 � a1) ;

hu; T3 (x)i = d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)) ;

hu; T4 (x)i = e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) ;

hu; Tn (x)i = �an hu; Tn�1i ; n � 5:

(3.4)
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alors

1- Si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et a5 = 0; d�après (3:4) ; on a

hu; Ti (x)i 6= 0; i = 1; 2; 3; 4

et

hu; Tn (x)i = 0; n � 5:

Ainsi, il existe un polynôme t de degré 4 tel que u = t(x)v:

et par conséquent,

Tn(x) = Rn(x) + rnRn�1(x) + snRn�2(x) + tnRn�3(x) + vnRn�4(x);

pour chaque n � 0; avec tn 6= 0; n � 4:

De plus, la relation (3:1) nous donne

bn = rn + an n � 1;

cn = sn + an rn�1 n � 2;

dn = tn + an sn�1 n � 3;

en = vn + an tn�1 n � 4;

et

anvn�1 = 0; n � 5:

Donc, an = 0; n � 5; et en 6= 0; n � 4: Alors cette relation est une relation dégénérée

de type 1� 5 .

2- Si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))et a5 6= 0,

alors d�après (3:4) ; on a

hu; T4 (x)i 6= 0 et hu; T5 (x)i 6= 0;
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et si an = 0; pour chaque n � 6; on a

hu; Tn (x)i = 0; n � 6:

Supposant maintenant qu�il existe n � 6 tel que an = 0;

en posant

s := min fn 2 N = n � 6; an = 0g ;

alors

hu; Tn (x)i = 0; n � s

et

hu; Tn (x)i 6= 0; 4 � n � s� 1:

Ainsi, il existe un polynôme t de degré s� 1 tel que u = t(x)v [17].

Par conséquent,

Tn(x) = Rn(x) +
s�1X
k=1

�n;kRn�k(x);

où �n;s�1 6= 0; n � s� 1:

compte tenu de (3:1) ; cela n�est pas possible. Ainsi an 6= 0; n � 5:

3- Si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et e5a5 6= 0; alors il existe une constante c

telle que

(x� c)u = t(x)v;

avec t un polynôme de degré 4 et d�après (3:1) on peut écrire pour n � 0

h(x� c)u; Tn (x)Tn�5 (x)i = h(x� c)u; (Rn (x) + bnRn�1 (x) + cnRn�2 (x)

+ dnRn�3 (x) + enRn�4(x))Tn�5 (x)i

� an h(x� c)u; Tn�1 (x)Tn�5 (x)i

= en


u;R2n�4 (x)

�
� an h(x� c)u; Tn�1 (x)Tn�5 (x)i ; n � 5:
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Par suite, on a

en


u;R2n�4 (x)

�
= h(x� c)u; (Tn (x) + anTn�1 (x))Tn�5 (x)i

= ht(x)v; (Tn (x) + anTn�1 (x))Tn�4 (x)i

= an hv; t(x)Tn�1 (x)Tn�4 (x)i

= k1 an


v; T 2n�1 (x)

�
;

où k1 est le coe¢ cient de tête du polynôme t: Maintenant, il su¢ t d�appliquer (2) pour

obtenir an 6= 0; n � 4; et d�après la dé�nition 1.1.1, on a enan 6= 0; n � 5:

Dans la proposition suivante, on montre que si e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et

a5e5 6= 0 cette équivalence est véri�er si la forme (x� c)u est régulière.

Proposition 3.0.1 Soient fRngn�0 et fTngn�0 deux suites de polynômes orthogonaux

normalisés par rapport aux formes régulières u et v respectivement, où hu; 1i = hv; 1i = 1:

Alors il existe des suites des nombres complexes fangn�0 ; fbngn�0 ; fcngn�0 ; fdngn�0 et

fengn�0 avec les conditions initiales a0 = b0 = c0 = c1 = d0 = d1 = d2 = e0 = e1 =

e2 = e3 = 0; telle que la relation (3:1) soit véri�ée et que les conditions initiales e4 6=

a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et a5e5 6= 0: Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) la forme (x� c)u est régulière.

ii) e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) ; n � 4:

Preuve. En multipliant la relation (3:1) par Rn�1 et en appliquant u on on obtient

hu; Tn (x)Rn�1 (x)i = (bn � an)


u;R2n�1 (x)

�
; n � 1;

et de la même manière pour Rn�2; Rn�3 et Rn�4; on obtient, respectivement,

hu; Tn (x)Rn�2 (x)i = (cn � an (bn�1 � an�1))


u;R2n�2 (x)

�
; n � 2;

hu; Tn (x)Rn�3 (x)i = (dn � an (cn�1 � an�1 (bn�2 � an�2)))


u;R2n�3 (x)

�
; n � 3;

hu; Tn (x)Rn�4 (x)i = [en � an(dn�1 � an�1(cn�2 � an�2(bn�3 � an�3))]


u;R2n�4

�
; n � 4:
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Ainsi

en � an(dn�1 � an�1(cn�2 � an�2(bn�3 � an�3)) 6= 0, hu; Tn (x)Rn�4 (x)i 6= 0; n � 4:

Sachant que (x� c)u est régulière si et seullement Rn (c) 6= 0; pour tout n � 0:

Alors nous devons montrer que hu; Tn+4 (x)Rn (x)i 6= 0, Rn (c) 6= 0; pour chaque n � 0:

Soit pour cela

Rn(x) =
nX
i=0

�ni(x� c)i; n � 0;

avec �n0 = Rn(c) and �nn = 1:

D�après le lemme (3:0:1), on a

(x� c)u = t(x)v:

et par conséquent

hu; Tn+4 (x)Rn (x)i =


(x� c)u; (x� c)n�1Tn+4 (x)

�
+

n�1X
i=1

�ni


(x� c)u; (x� c)i�1Tn+4 (x)

�
+Rn (c) hu; Tn+4 (x)i

=


v; t(x)(x� c)n�1Tn+4 (x)

�
+

n�1X
i=1

�ni


v; t(x)(x� c)i�1Tn+4 (x)

�
+Rn(c) hu; Tn+4 (x)i ; n � 0:

et

hu; Tn+4 (x)Rn (x)i = Rn(c) hu; Tn+4 (x)i ; n � 0;

Ainsi, d�après le lemme (3:0:1) et la relation (3:4) ; nous obtenons

hu; Tn (x)i 6= 0; n � 4:
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3.1. Caractérisation de l�orthogonalité

3.1 Caractérisation de l�orthogonalité

Soit fRngn�0 une SPON par rapport à une forme régulière u et soient f�ngn�0 et f
ngn�1
les suites des coe¢ cients de récurrences correspondantes telle que

Rn+1(x) = (x� �n)Rn(x)� 
nRn�1(x); n � 0 (3.1)

avec les CI

R0(x) = 1; R�1(x) = 0

et la condition 
n 6= 0; pour chaque n � 1:

Dans cette section, nous donnons les caractérisations de l�orthogonalité d�une suite fTngn�0
de polynômes normalisés dé�nis par une relation de type non dégénérée (3:1) :

D�après le lemme 3.0.1, les conditions e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et a5e5 6= 0

doivent être véri�ées, a�n d�avoir une relation de type 2� 5 non dégénérée avec fRngn�0
et fTngn�0 sont SPON et ces conditions impliquent enan 6= 0; pour chaque n � 5:

Nous commençons d�abord par donner une première caractérisation de l�orthogonalité de

la suite fTngn�0 :

Proposition 3.1.1 Soit fRngn�0 une SPON satisfaisant (3:1) ; et soit fTngn�0une suite

de polynômes donnée par la relation de structure (3:1) avec e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

et enan 6= 0 pour n � 5: Alors, fTngn�0 est une SPON où les coe¢ cients de récurrencesne�no
n�0
et fe
ngn�1sont donnés par

e�n := �n � bn+1 + bn + an+1 � an; n � 0; (3.2)

e
n := 
n + cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn � �n + �n�1)

�an
�
an+1 � an � e�n + e�n�1� ; n � 1;

(3.3)

si et seulement si e
1e
2e
3e
4 6= 0; et les relations suivantes soient véri�ées:
s2 � u2 = r2(b1 � a1); (3.4)

s3 � u3 = r3(b2 � a2); (3.5)

t3 � s3(b1 � a1) = r3 (c2 � b2(b1 � a1)) ; (3.6)
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s4 � u4 = r4(b3 � a3); (3.7)

t4 � s4(b2 � a2) = r4 (c3 � b3(b2 � a2)) ; (3.8)

w4 � s4 (c2 � b2(b1 � a1)) = r4[d3 � b3 (c2 � b2(b1 � a1)) (3.9)

� c3(b1 � a1)] + t4(b1 � a1);

s5 � u5 = r5(b4 � a4); (3.10)

t5 � s5(b3 � a3) = r5(c4 � b4(b3 � a3)); (3.11)

w5 � s5 (c3 � b3(b2 � a2)) = r5[d4 � b4 (c3 � b3(b2 � a2)) (3.12)

� c4(b2 � a2)] + t5(b2 � a2);

h5 � s5 [d3 � b3 (c2 � b2(b1 � a1))� c3(b1 � a1)] (3.13)

= r5[e4 � b4 (d3 � b3 (c2 � b2(b1 � a1)))� c3(b1 � a1)

� c4 (c2 � b2(b1 � a1))� d4(b1 � a1)]

+ t5 (c2 � b2(b1 � a1)) + w5(b1 � a1):

Par conséquent, pour chaque n � 6; on a

sn = rnbn�1; (3.14)

tn = rncn�1; (3.15)

wn = rndn�1; (3.16)

hn = rnen�1;

un = rnan�1; (3.17)

où

rn := 
n + cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn � �n + �n�1) ; n � 1; (3.18)

sn := bn
n�1 + cn (bn+1 � bn � �n + �n�2)� dn+1 + dn; n � 2; (3.19)
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tn := cn
n�2 + dn (bn+1 � bn � �n + �n�3)� en+1 + en; n � 3; (3.20)

wn := dn
n�3 + en (bn+1 � bn � �n + �n�4) ; n � 4; (3.21)

hn := en
n�4; n � 5;

un := ane
n�1; n � 2: (3.22)

Preuve. Par la dé�nition du Tn; on a

Tn+1(x) = Rn+1(x)+bn+1Rn(x)+cn+1Rn�1 (x)+dn+1Rn�2 (x)+en+1Rn�3 (x)�an+1Tn(x); n � 0

(3.23)

en remplaçant (3:1) dans (3:23) ; en appliquant (3:1) à xRn(x); en substituant xRn�1(x);

xRn�2(x); xRn�3(x); xRn�4(x); en utilisant à nouveau (3:1) et en tenant compte du fait

que les polynômes à indice négatif sont nuls, on obtient

Tn+1(x) = (x� �n)Rn(x)� 
nRn�1(x) + bn+1Rn(x)

+ cn+1Rn�1(x) + dn+1Rn�2(x) + en+1Rn�3(x)� an+1Tn(x)

= xTn(x)� (�n � bn+1 + bn + an+1 � an)Tn(x)

� an (�n � bn+1 + bn)Tn�1(x)

+ [bn (�n � bn+1 + bn � �n�1) + cn+1 � cn � 
n]Rn�1(x)

+
�
cn (�n � bn+1 + bn � �n�2)� bn
n�1 � dn + dn+1

�
Rn�2(x)

+
�
dn (�n � bn+1 + bn � �n�3)� cn
n�2 � en + en+1

�
Rn�3(x)

+
�
en (�n � bn+1 + bn � �n�4)� dn
n�3

�
Rn�4(x)

� en
n�4Rn�5(x)� an (Tn(x)� xTn�1(x)) ; n � 0:

En posons e�n := �n � bn+1 + bn + an+1 � an; n � 0;

44



3.1. Caractérisation de l�orthogonalité

on trouve, pour n � 0;

Tn+1(x) =
�
x� e�n�Tn(x) + an

�
an+1 � an � e�n�Tn�1(x)

� [
n + cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn � �n + �n�1)]Rn�1(x)

�
�
bn
n�1 + cn (bn+1 � bn � �n + �n�2) + dn � dn+1

�
Rn�2(x)

�
�
cn
n�2 + dn (bn+1 � bn � �n + �n�3) + en � en+1

�
Rn�3(x)

�
�
dn
n�3 + en (bn+1 � bn � �n + �n�4)

�
Rn�4(x)� en
n�4Rn�5(x)

� an (Tn(x)� xTn�1(x)) :

D�où, fTngn�0 est une SPON si et seulement si e
n 6= 0; pour chaque n � 1; et
an

�
an+1 � an � e�n�Tn�1(x)� [
n + cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn � �n + �n�1)]Rn�1(x)

�
�
bn
n�1 + cn (bn+1 � bn � �n + �n�2) + dn � dn+1

�
Rn�2(x)

�
�
cn
n�2 + dn (bn+1 � bn � �n + �n�3) + en � en+1

�
Rn�3(x) (3.24)

�
�
dn
n�3 + en (bn+1 � bn � �n + �n�4)

�
Rn�4(x)� en
n�4Rn�5(x)� an (Tn(x)� xTn�1(x))

= �e
nTn�1(x); n � 0:

D�autre part, fTngn�0 sera une SPON si et seulement si e
n 6= 0; pour chaque n � 1;
et

Tn(x)� xTn�1(x) = �e�n�1Tn�1(x)� e
n�1Tn�2(x); n � 1: (3.25)

En remplaçant (3:25) dans (3:24), on obtienthe
n + an

�
an+1 � an � e�n + e�n�1�iTn�1(x) + ane
n�1Tn�2(x)

= [
n + cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn � �n + �n�1)]Rn�1(x)

+
�
bn
n�1 + cn (bn+1 � bn � �n + �n�2) + dn � dn+1

�
Rn�2(x) (3.26)

+
�
cn
n�2 + dn (bn+1 � bn � �n + �n�3) + en � en+1

�
Rn�3(x)

+
�
dn
n�3 + en (bn+1 � bn � �n + �n�4)

�
Rn�4(x) + en
n�4Rn�5(x);

qui est véri�ée, pour chaque n � 1:
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Premièrement, supposons que fTngn�0 est une SPON avec des coe¢ cients de récur-

rences
ne�no

n�0
et fe
ngn�1, alors

Tn+1(x) =
�
x� e�n�Tn(x)� e
nTn�1(x); n � 0; (3.27)

avec les conditions initiales T0(x) = 1; T�1(x) = 0 et la condition e
n 6= 0 pour tout n � 1:
Pour obtenir (3:26) ; il su¢ t de remplacer Tn(x)� xTn�1(x) dans (3:24)

Inversement, si(3:26) est satisfaite et que e
n 6= 0; pour tout n � 1; on montre que

fTngn�0 satisfait (3:27) en remarquant que pour tout n � 1;

an

�e�n�1Tn�1(x) + e
n�1Tn�2(x)� = �e
nTn�1(x)
+
�
an+1 � an � e�n� (bnRn�1(x) + cnRn�2(x) + dnRn�3(x) + enRn�4(x)� anTn�1(x))

+ bn
�
�n�1Rn�1(x) + 
n�1Rn�2(x)

�
+ cn

�
�n�2Rn�2(x) + 
n�2Rn�3(x)

�
+ dn

�
�n�3Rn�3(x) + 
n�3Rn�4(x)

�
+ en

�
�n�4Rn�4(x) + 
n�4Rn�5(x)

�
+ (
n + cn � cn+1)Rn�1(x) + (dn � dn+1)Rn�2(x)

+ (en � en+1)Rn�3(x)� dn+1Rn�4(x):

En appliquant (3:1) dans bnRn�1(x)+cnRn�2(x)+dnRn�3(x)+enRn�4(x) et en utilisant

(3:1) ; on obtient

an

he�n�1Tn�1(x) + e
n�1Tn�2(x)i = an (xTn�1(x)� Tn(x)) +
�
x� e�n�Tn(x)

� Tn+1(x)� e
nTn�1(x); n � 1:

Inversement,

Tn+1(x)�
�
x� e�n�Tn(x)+e
nTn�1(x) = �an hTn(x)� �x� e�n�1�Tn�1(x) + e
n�1Tn�2(x)i ; n � 1:

De plus, d�après(3:1)

T1(x) = R1(x) + b1 � a1 = x� �0 + b1 � a1 = x� e�0;
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nous déduisons récursivement que

Tn+1(x) =
�
x� e�n�Tn(x)� e
nTn�1(x); n � 1:

Ainsi, fTngn�0 est une SPON avec des coe¢ cients de récurrences
ne�no

n�0
et fe
ngn�1 :

D�après (3:1) et (3:3) nous avons (3:26) ; qui est équivalent à

(un � an�1rn)Tn�2(x) = (sn � bn�1rn)Rn�2(x) + (tn � cn�1rn)Rn�3(x) (3.28)

+ (wn � dn�1rn)Rn�4(x) + (hn � en�1rn)Rn�5(x); n � 2

où rn, sn; tn; un; wn et hn sont dé�nis par(3:18)� (3:22) :

Maintenant, on montre que (3:28) est véri�ée pour e
n 6= 0; n � 1 si et seulement sie
1e
2e
3e
4 6= 0 et les relations (3:4)� (3:17) sont aussi véri�ées.
En remplaçant dans (3:28) par n = 2; n = 3; n = 4 et n = 5; on obtient les relations

(3:4)� (3:13) :

il est donc facile de montrer que (3:14)� (3:17) sont véri�ées pour n � 6:

De plus, puisque e4 6= a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) et an 6= 0; pour n � 5

alors par (3:4) ;on déduit que

hu; Tni 6= 0; n � 4:

et en appliquant u aux deux côtés de(3:28) ;on obtient

(un � an�1rn) hu; Tn�2i = 0; n � 6:

ce qui nous donne

un = an�1rn; n � 6;

qui prouve que (3:17) :

En multipliant (3:28) par Rn�2; Rn�3; Rn�4,; Rn�5 et en appliquant u, on obtient,

respectivement (3:14)� (3:16) :
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Inversement, d�après(3:16) et (3:17) on a

e
n�1 = an�1
an

en
en�1


n�4; n � 6;

ce qui nous donne e
n = an
an+1

en+1
en


n�3; n � 5:

Ainsi e
n 6= 0; n � 5:

Par conséquant, les conditions (3:4)� (3:17) avec e
1e
2e
3e
4 6= 0 impliquent (3:28)
qui sont vraies pour e
n 6= 0; pour tout n � 1:
Ceci prouve que l�orthogonalité de la suite fTngn�0 peut être aussi caractérisée par le

fait qu�il existe cinq suites dépendant des paramètres an; bn; cn; dn; en et des coe¢ cients

de récurrences qui restent constants

Théorème 3.1.1 Soit fRngn�0 une SPON par rapport à une forme linéaire régulière u

et la suite de polynômes normalisés fTngn�0 soit donnée par la relation (3:1) : Si fTngn�0
est une SPON par rapport à une forme linéaire régulière v; alors

k(x� c)u =
�
x4 + ax3 + bx2 + dx+ e

�
v (3.29)

avec c; a; b; d; e 2 C et k 2 C�f0g et les normalisations de ces formes linéaires hu; 1i =

hv; 1i = 1:

Preuve. En appliquant la forme linéaire régulière u correspondant à la SPON fRngn�0
dans (3:1) ; on obtient pour chaque n � 4

h(x� c)u; Tn (x)i = 0:

et par suite selon [19] et en tenant compte de la relation (3:1) ; nous développons la forme

linéaire u en termes de la base duale
�

Tiv

hv; T 2i i

�
i�0

de la SPON fTngn�0 comme:
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(x� c)u =
4X
i=0

h(x� c)u; Tii
hv; T 2i i

Tiv:

Puisque fTngn�0 est une MOPS par rapport à v; les coe¢ cients de récurrences
ne�no

n�0
et fe
ngn�1 sont donnés par (3:2) et (3:3) ; de plus

e
n = hv; T 2ni

v; T 2n�1

� 6= 0; n � 1: (3.30)

En e¤et, en faisant agir les deux côtés (3:29) sur les polynômes T0; T1; T2; T3 et T4, et

en tenant compte de (3:2) ; on obtient

k [(c3 � a3 (b2 � a2)) 
1 + (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) (�0 � c)] (3.31)

=
�e�3 + e�2 + e�1 + e�0�e
1e
2e
3 + ae
1e
2e
3

k [(b2 � a2) 
1 + (c2 � a2 (b1 � a1)) (�0 � c)] (3.32)

=
�e
1e
2e
3 + e
1 + e
2 + e�20 + e�21 + e�22 + e�1e�0 + e�1e�2 + e�2e�0�e
1e
2

+ a
�e�2 + e�1 + e�0�e
1e
2 + be
1e
2

k [
1 + (b1 � a1) (�0 � c)] (3.33)

= 2
�e�1 + e�0�e
21 + �e�2 + 2e�1 + e�0�e
1e
2 + �e�30 + e�31 + e�21e�0 + e�1e�20�e
1

+ a
�e
1 + e
2 + e�21 + e�20 + e�1e�0�e
1 + b

�e�1 + e�0�e
1 + d e
1
k (�0 � c) (3.34)

= e�40 + �e
1 + e
2 + 3e�20 + e�21 + 2e�1e�0�e
1 + a
��e�1 + 2e�0�e
1 + e�30�

+ b
�e
1 + e�20�+ d e�0 + e

k [d4 � a4 (c3 � a3 (b2 � a2))] 
1 (3.35)

+ [e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))] (�0 � c)

= e
1e
2e
3e
4
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3.1. Caractérisation de l�orthogonalité

où, e
1; e
2; e
3 et e
4 sont donnés par (3:2) et(3:3) :
En utilisant les relations (3:31)� (3:34) et en tenant compte de (3:3) ;

on obtient les valeurs c; a; b; d; e et k

k =
a5
e5

e
1e
2e
3e
4

1

;

c = �0 �

1
a5

e5 � a5 (d4 � a4 (c3 � a3(b2 � a2)))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))
;

a = �e�3 � e�2 � e�1 � e�0 + d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

+
a5
e5

(c3 � a3(b2 � a2))e4 � (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) d4
e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

b = e�3e�0 � e�1e�2 + e�22e�1 + e�21e�2 + e�0e�2e�1 + e�3e�2e�1 � e�21 � e�22 � e
1 � e
2 � e
3
+

(d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

+
a5
e5

(c3 � a3(b2 � a2)) e4 � (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) d4
e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

�e�2e�1 + e�0�
+
a5
e5
(b2 � a2) e
3 + e
3e5 e5 � a5 (d4 � a4 (c3 � a3(b2 � a2)))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))
(c2 � a2 (b1 � a1)) ;

d = �
�e�30 + e�31 + e�21e�0 + e�1e�20�� �2e�1 + 2e�0�e
1 � �e�2 + 2e�1 + e�0�e
2

+
(d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

+
a5
e5

(c3 � a3(b2 � a2)) e4 � (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1))) d4
e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

�e�2e�1 + e�0�
+
a5
e5
(b2 � a2) e
3 + e
3e5 e5 � a5 (d4 � a4 (c3 � a3(b2 � a2)))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))
(c2 � a2 (b1 � a1)) ;

d = �
�e�30 + e�31 + e�21e�0 + e�1e�20�� �2e�1 + 2e�0�e
1 � �e�2 + 2e�1 + e�0�e
2

+

�
a5 +

e5 � a5 (d4 � a4 (c3 � a3(b2 � a2)))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))
(b1 � a1)

� e
2e
3
e5

� a
he
1 + e
2 + e�21 + e�20 + e�1e�0i� b

�e�1 + e�0� ;
e =

e
1e
2e
3
e5

e5 � a5 (d4 � a4 (c3 � (b2 � a2)))

e4 � a4 (d3 � a3 (c2 � a2 (b1 � a1)))

�
�e�40 + �e
1 + e
2 + 3e�20 + e�21 + 2e�1e�0�e
1�

� a
��e�1 + 2e�0�e
1 + e�30�� b

�e
1 + e�20�� de�0:
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3.2 Cas Particulier

Dans cette section, nous allons décortiquer un cas particulier de la relation (3:1) :

En e¤et, considérons la SPON fRngn�1 ; symétrique, c�est-à-dire le cas �n = 0; pour

chaque n � 0: D�après la proposition 3.1.1, les équations (3:14) ; (3:15) ; (3:16) et (3:17)

s�écrivent, pour chaque n � 6

bn+1 = bn +
dn�1
en�1


n�4 �
dn
en

n�3; (3.1)

cn+1 = cn + 
n �
en
en�1


n�4 + bn (bn+1 � bn) ; (3.2)

dn+1 = dn + bn
n�1 + cn (bn+1 � bn) (3.3)

� bn�1 [
n + cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn)] ;

en+1 = en + cn
n�2 + dn (bn+1 � bn) (3.4)

� cn�1 [
n + cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn)] ;

an+1 = an +
en
en�1


n�4
an

� en+1
en


n�3
rn+1

; n � 5: (3.5)

Les équations (3:2) et (3:3) deviennent

e�n = bn � bn+1 + an+1 � an; n � 0;

e
n = 
n + cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn)� an

�
bn+1 � bn + e�n�1� ; n � 1;

pour chaque n � 6; on a

e�n = dn
en

n�3 �

dn�1
en�1


n�4 +
en
en�1


n�4
an

� en+1
en


n�3
an+1

(3.6)

=

n�3
en

�
dn �

en+1
an+1

�
� 
n�4
en�1

�
dn�1 �

en
an

�
:

e
n = en
en�1


n�4 � an

�
dn�1
en�1


n�4 �
dn
en

n�3

�
� ane�n�1: (3.7)

Dans ce cas, nous allons traiter les sous-cas suivants.
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3.2. Cas Particulier

i) Si bn = b1 et an�1 = a1; pour chaque n � 6; d�après (3:1) et (3:5) ; on obtient

dn
en

n�3 =

dn�1
en�1


n�4 = ::: =
d4
e4

1;

en+1
en


n�3 =
en
en�1


n�4 = ::: =
e5
e4

1;

alors la relation (3:7) nous donne

e
n = e5
e4

1; n � 6: (3.8)

on déduit que e�n = 0 et e
n sont constants, pour chaque n � 6:
et d�après (3:2) ; nous avons

cn+1 = cn + 
n �
e5
e4

1: (3.9)

ii) Si bn = b1, an�1 = a1 et cn = c2; pour chaque n � 6; d�après (3:9) et (3:8) ; on a

e
n = 
n; n � 6:

les coe¢ cients 
n sont constants, pour chaque n � 6; alors fRngn�0 est la suite de

polynômes anti-associés d�ordre 6 pour les polynômes de Chebyshev du second genre [34].

iii) Si an�1 = a1; bn = b1, cn = c2 et dn = d3; pour chaque n � 6; d�après (3:3) ; on a

dn+1 = dn + bn
n�1 � bn�1
n; n � 6;

d�où

dn+1 = dn + b1
�

n�1 � 
n

�
; n � 7;

il est claire que b1
�

n�1 � 
n

�
= 0, pour tout n � 7:

iv) Si an�1 = a1; bn = b1, cn = c2 , dn = d3 et en = e4; pour chaque n � 6; d�après

(3:4) ; on a

en+1 = en + cn
n�2 � cn�1
n; n � 6;

d�où

en+1 = en + c2
�

n�2 � 
n

�
; n � 8;

il est claire que c2
�

n�2 � 
n

�
= 0, pour tout n � 8:
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3.2. Cas Particulier

Remarque 3.2.1 Si an�1 = a1; bn = b1 et cn = c2 ou an�1 = a1; bn = b1, cn = c2 et

dn = d3 ou an�1 = a1; bn = b1, cn = c2 ,dn = d3 et en = e4 pour chaque n � 6; alors

e�n = 0; n � 6;

e
n = 
n = 
6; n � 6:

Exemple 3.2.1 Soit fRngn�0 une suite de polynômes de Chebyshev normalisés du second

genre orthogonaux par rapport à la fonction de poids W(x) = (1� x2)
1
2 sur (�1; 1) : alors

�n = 0; n � 0; 
n =
1

4
; n � 1; et les relations (3:1) ; (3:2) ; (3:3) ; (3:4) et (3:5), pour

chaque n � 6; deviennent

bn+1 = bn +
1

4

�
dn�1
en�1

� dn
en

�
;

cn+1 = cn +
1

4

�
1� en

en�1

�
+ bn (bn+1 � bn) ;

dn+1 = dn +
1

4
bn + cn(bn+1 � bn)� bn�1

�
1

4
+ cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn)

�
;

en+1 = en +
1

4
cn + dn (bn+1 � bn)� cn�1

�
1

4
+ cn � cn+1 + bn (bn+1 � bn)

�
;

an = an�1 +
1

4

�
en�1

an�1en�2
� en
anen�1

�
:

En supposant que an�1 = a1; bn = b1 et cn = c2;pour chaque n � 6; on obtient

en+1 = en +
1

4
(cn � cn�1) ; n � 6;

et en particulier,

en+1 = en; n � 7:

Dans cette situation, nous déduisons des coe¢ cients de connexion constants, pour n � 7:
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CHAPITRE

4 Conclusion

A travers notre étude, on a pu traiter une nouvelle caractérisation de l�orthogonalité d�une

suite de polynômes orthogonaux normalisés qui sont dé�nis par la relation

Tn (x) + anTn�1 (x) = Rn (x) + bnRn�1 (x) + cnRn�2 (x) + dnRn�3 (x) + enRn�4 (x)

où enan 6= 0; pour tout n � 5: De plus, on a pu démontré que la relation entre les

fonctionnelles linéaires correspondantes est donnée par

k (x� c)u =
�
x4 + ax3 + bx2 + dx+ e

�
v

où a; b; c; d et e 2 C et k 2 Cn f0g :En�n, une illustration utilisant un cas particulier de

la relation de type ci-dessus est donnée.

Dans nos perspectives nous estimons trouver une généralisation de ce travail.
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