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Abstract

In our work, a new characterization of the orthogonality of a monic polynomials se-
quence {Q,},>0 is obtained. This is defined as a linear combination of another monic

orthogonal polynomials sequence { P, },>o such as
Qn (:E) + rnQn—l (l’) - Pn ([E) + SnPn—l (l’) + tnPn—2 (I) + UnPn—3 (l‘)

where v,7, # 0, for every n > 4. Futhermore, the relation between the corresponding

linear functionals is showed to be
k(z—c)u= (27 + az® + bz + d)

where a,b,c and d € C and k € C/{0}. Finally, an illustration using special case of the
above type relation is given.

The case 2-5 has also been studied.

Keywords: Orthogonal polynomials, linear functionals, inverse problem, Chebyshev

polynomials.
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Résumé

Dans notre travail, on donne une nouvelle caractérisation de I’orthogonalité d’ une suite
de polyndémes normalisées {@Q,, },>0 qui est définie comme une combinaison linéaire d’une

autre suite de polynomes orthogonaux normalisées { P, },>o telle que

Qn () +1,Qn_1 () = P, (2) + 8, Pt (2) + t, P2 (2) + v, Pp_3 ()

ou v,r, # 0, pour tout n > 4. De plus, on montre que la relation entre les fonctionnelles

linéaires correspondantes est donnée par
k(z—c)u=(2° + az® + bz + d)

ou a,b,c et d € Cet k € C/{0}.Un certain nombre d’exemples illustratifs sont aussi
fournis.

Le cas 2-5 a été aussi étudié .

Mots-clés: Polynomes orthgonaux, fonctionnelles linéaires, probléme inverse, polynomes

de Chebychev.
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Introduction

Les polynémes orthogonaux sont depuis longtemps un sujet de recherche pour les mathé-
maticiens. Par exemple, Adrien-Marie Legendre, dans le cadre de ses calculs de mécanique
céleste au début du XIXe siecle, a commencé a considérer la famille de polynémes désor-
mais associée & son nom, les polynémes de Legendre. Depuis lors jusqu’a aujourd’hui,
la théorie de ces polyndmes n’a cessé de croitre en précision et en importance, ainsi que
d’autres applications. En fait, avec I’avénement des ordinateurs, les polynémes orthogo-
naux sont devenus des outils trés utiles pour 'approximation et ’encodage et le décodage.
C’est pourquoi leurs recherches se poursuivent & ce jour.

Les polynomes orthogonaux apparaissent également dans I’étude de l'interpolation
polynomiale, du développement en série des fonctions, du calcul approximatif ou exact
des intégrales, des approximations scalaires, vectorielles et matricielles de Padé et des
fractions continues scalaires, vectorielles et matricielles. Elles permettent par exemple
d’étudier la convergence de ces différentes grandeurs. Ce sont également des outils im-
portants pour résoudre les systémes dynamiques Toda-Langmuir et les systemes Kac-van
Moerbeke associés et les équations de Korteweg-de Vries. Les polyndémes orthogonaux
formels peuvent également prouver et démontrer des algorithmes d’algébre linéaire, tels
que la méthode du gradient conjugué, Lanczos ou les algorithmes GMRES.

Ces multitudes des domaines d’application des systémes de polynémes orthogonaux
font que ces derniers jouissent d’un intérét particulier.

Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833), a utilisé certains outils de ces systémes, tel que
les fonctions de Legendre, pour résoudre certains problémes de la mécanique céleste, alors

que Gauss a pu transformer son systéme non linéaire dans la méthode de quadrature de
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Gauss en un systéeme linéaire en utilisant les zéros des suites de polynomes classiques.
Tchebychev (1821 — 1894) ainsi que Hermite (1822 — 1901) ont utilisés des polyndmes
qui portent leurs noms pour la construction des polyndémes d’interpolation d’une fonction
connue discrétement.

Hermite et Padé ont utilisé les polynémes orthogonaux dans I’approximation des fonc-
tions réelles ou complexes ou des séries formelles, cette approximation est connue sous le
nom de Hermite-Padé.

D’autres auteurs, tels que Stieljes et Hausdorff ont pu résoudre certains problémes
de moments portant leurs noms. Comme il existe aussi des problémes de la physique
théorique qui ont pu étre modélisés par des EDO ou aux EDPs, dont les solutions sont
des polyndmes orthogonaux.Quelques résultats obtenus lors des premiers développements
de la théorie de I'orthogonalité polynomiale ont été motivés par le désir de construire des
formules de quadrature avec les nombres de Christoffel dont les nceuds sont des zéros de
polynoémes connus. De nos jours ces quadratures sont succinctement dénommées formules
de quadrature positives.

Le plus convaincant exemple est la preuve d’Askey et Gasper [7, 8] de la positivité
de certaines sommes des polynémes de Jacobi qui ont joué un role clé dans I’étape finale
de Branges preuve de la conjecture de Bieberbach. Nous nous référons a la belle étude
d’Askey [9] pour la motivation pour étudier les sommes positives de polynémes de Jacobi,
provenant de quadratures, et pour plus d’informations sur ces connexions naturelles.

La construction de régles de quadrature positives est liée & ce que l'on appelle les
polynémes quasi-orthogonaux. Soit donnée { P, },,>o une suite de polynéomes orthogonaux

normalisées, générés par la relation de récurrence a trois termes suivante
zP,(z) = Pyi1(z) + B, Pu(x) + v, Pu1(z), n >0, 7, #0, (0.1)

avec P_j(x) =0 et Py(x) = 1. Soit { P, },>0 une suite de polynéomes orthogonaux normal-

isée, m et k sont des entiers positifs. Considérons un autre suite de polyndémes normalisés

{Qn}n>o0 liés & {P,},>0 par

m—1 k—1
Qu(@) + > ajnQuj(x) = Pu(z) + > binPui(z) , n>0 (0.2)
j=1 i=1
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avec ajn, bin € R, et apm_1n.bp—1, 7# 0. De plus, supposons que 7y, m4n 7 0 €t Sy pmin 7 0,
det [a,]]:r;;q # 0 ol les entrées ;; de la matrice sont définies sur la base de {r;,},~, et

{Skn},>o - Alors il existe deux polynomes ® et ¥ avec deg ® = m et deg ¥ = n tels que .

Ces polynomes ® et ¥ peuvent etre construits de maniére explicite [30]. D’autre part, le
résultat inverse est égalemant analysé. On obtient un théoréeme de caractérisation pour
que la suite {@y}, -, soit orthogonale en supposant que {F,}, -, est orthogonale, lorsque
m=0etn=1m=1letn=1,m=0etn=2,m=1etn=2,m=0etn=3, m=0

etn=~kI[1, 2 3, 4, 5]

Ensuite, le probléme qui consiste & trouver des conditions nécessaire et conditions
suffisantes pour que {@,, },>0 soit aussi une suite de polynoémes normalisées et d’obtenir la
relation entre les fonctionnelles linéaires réguliéres correspondantes est appelé un probléme
inverse. Un grand nombre de résultats intéressants ont été obtenus sur des sujets liés a
ce genre de probléme inverse [1, 2, 3, 4, 5, 11, 13, 16, 17, 20, 30]

L’objet de notre travail est de porter notre attention sur les polynémes quasi-orthogonaux
définis par (0.2) dans le cas ou m = 2 et k = 4, et comme prolongement de notre travail,
on a aussi étudié le cas m = 2 et k = 5 afin de faire une généralisation de cette formule.
Ces travaux ont été publiés dans des revues de renommeées internationales.

En lien avec les polynémes orthogonaux, le travail présent se décompose donc en quatre
chapitres.

Aprés une introduction bien détaillée, nous rappellons dans le deuxiéme chapitre
I’aspect théorique nécessaire & la compréhension de la thése ot on y définit les polyndmes
orthogonaux et on démontre des résultats sur ces polynomes, tout en donnant quelques
théorémes, définitions et quelques outils qui nous seront utiles pour la suite de notre tra-
vail, on présente dans le chapitre 3 de nouveaux résultats sur les fonctionnelles linéaires
associées aux suites linéairement dépendantes de polyndémes orthogonaux de type 2-4.

Une extension de cette étude, a savoir ’étude du probléme inverse pour une combinai-

son linéaire de polynoémes orthogonaux de type 2-5 se trouve dans le quatriéme chapitre.
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Une nouvelle caractérisation de 'orthogonalité de ses suites de polyndmes a été étudiée,
comme on a aussi dréssé un cas particulier.
On terminera cette thése en donnant des perspectives comme prolongement de ce

travail. Une bibliographie succinte se trouve en fin de ce mémoire.



CHAPITRE

Préliminaires

Nous allons introduire les notions nécessaires pour la bonne compréhension de cette these

ol nous rappelons les notations, les définitions et les propriétés habituelles d’orthogonalité.

1.1 Deéfinitions et Notations

Soit P T'espace linéaire des polyndémes en une variable & coefficients complexes et soit
P’ son dual algébrique.On désigne par (u, f) l'action de v dans P’ sur f dans P et par
(w)y == (u,2™), n > 0, les moments de u par rapport a la suite monomiale {z"},>¢.
Lorsque (u)y = 1, la fonction linéaire u est dite normalisée. Pour notre travail, nous
devons rappeler quelques opérations dans P’, (voir [15], [19]). Pour tout v dans P’, tout
q dans P et tout nombre complexe a, b, ¢ avec a # 0, soit Du = v/, qu, h,u, Tyu et ou
respectivement la dérivée, la multiplication & gauche, la translation, I’homothétie la partie

paire des formes linéaires définies par la dualité :

(u', f) == (u.f),

(qu, f) = <u af),

(Tou, f) = (u, 7 f) = (u, f (x + b)),
(hau, [) == (u, ha f) = (u, f (az)),
(ou, f) = (u, 0 f) = (u, f(2?)), [ €P.



1.1. Définitions et Notations

La forme linéaire u est dite réguliére (quasi-définie) si les principales sous-matrices H,, de
la matrice de Hankel H = (ui+;), ;- relatives aux moments (u), = (u,2"), n > 0, sont

non singuliéres, pour chaque n > 0 [15].

1.1.1 Quelques Opérations élémentaires dans le dual P’

a/ La multiplication & gauche d’une forme par un polynéme:

On définit la multiplication a gauche d’une forme linéaire par:
(fu,p) =(u.fp), p€ P

et pour tout polynéome f (x) = Z a;x', a; € C

(fu), = (fu,2") = Za (4)iyn » 120

b/ La multiplication a droite d’une forme par un polynome:

p
Pour chaque polynomes f(z) = > a,z" on définit:
v=0

avec:
Uy = (u , "), n>0
¢/ La transposée de f — uf permet de définir le produit multiplicatif de deux formes
linéaires:
(vu, f) = (v, uf), v, u€e P, fepr
d/ La dérivée d’une forme par un polynome de degré 1:

On définit 'opérateur 6. par:

Par transposition, la division d’une forme linéaire par un polynéme de degré un est

donnée par:

((z =) u, [ (2)) = (u, b (2)),



1.1. Définitions et Notations

et on a particuliérement

0, n=0,
(x—c¢)"u) ={ nd
( )n ¢t (u)y
k=0
e/ La dérivée d’une forme:
On définit la dérivée d’une forme par:
(Du, P,) = —(u, P,), n > 0.

et on a en particulier

(Du), = —n(u), ;s n>1 et (u),=0.

n—1’
1.1.2 Suite duale
Soit { P, },,~, une suite de polynomes normalisés (qu'on notera SPN) (i.e. P, () = 2" + ..., n > 0).
Définition 1.1.1 [18] La suite de formes linéaires {L,}, -, définie par :

L, (Pn) =Ly, Pn) =0nm, n,m>0. (1.1)

ot { ., .) estle crochet de dualité entre P et sa duale algébrique 75, est appellée suite
duale de la suite {P.}, >

La suite {L,,},5, est unique et libre.
Lemme 1.1.1 [18] Soit F € P’ et soit p > 1 un entier. Pour que F vérifie:
F(Py—1) #0, F(P,)=0, n>p (1.2)

il faut et il suffit qu’il existe A, € C, 0<v<p-—1, X,_1#0, tels que:

F=> ML, (1.3)



1.2. L’orthogonalité usuelle

1.2 L’orthogonalité usuelle

1.2.1 Orthogonalité

Définition 1.2.1 [15] Une suite de polynomes {P,},-, est appelée suite de polynomes
orthogonauz (qu'on notera SPO ) par rapport a la forme L si pour tout les entiers n et m
on a:

e P, (z) est un polynome de degré n

o L(P,(x)P,(x))=0 pour n#m etnm >0

o L(P?(x))#0  pour n>0

1.2.2 Existence des suites de polynémes orthogonaux

Soit la suite des moments {y,,} -, donneé par:

n>0

p, =L(z"), n>0 (1.1)

et soit les déterminants dits de Henkel suivants:

Ho  Hq e My
Hy= A, =det[u,)l =7 7 a0 (1.2)
My Mn+1 e Hop

Théoréme 1.2.1 [15] Soit L une fonctionnelle moments dont la suite des moments est
{Nn}nzo . Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une suite des polynomes

orthogonauz par rapport o L est que:

H,=A,#0, n >0

1.2.3 Propriété des suites de polynémes orthogonaux

Une des plus importantes caractéristiques des polyndémes orthogonaux étant la récurrence

d’ordre deux vérifieé¢ par ces polyndmes.



1.2. L’orthogonalité usuelle

Théoréme 1.2.2 [15] Soit L une forme linéaire régquliére et { P,}, -, sa SPO correspon-
dante alors, il eviste deuz suites de nombres {B,,},¢ €t {7V, }n>o telles que:

R(z) =1,  P(z)=z-75

Pasa (@) = (& = Bua) Pars(@) = G Pala), 1> 0

avec la condition de régularité v, # 0 pour tout n > 0. De plus si on pose P, = x" +

(1.3)

byt 4 ... , pour tout n > 0 on aura

B = btz — byt (1.4)
et

7 = 2ttt (1.5

ot Ay =1 (par convention).
Il est trés utile d’énoncer le théoréme de Favard

Théoréme 1.2.3 [15] Pour toute suite{ P, }, - de polynomes normalisés vérifiant la récur-
rence d’ordre deux de la forme (1.3).
1l existe une forme L telle que {Pn}nzo est orthogonale par rapport o L (et récipro-

quement). De plus L est unique si L (Fy) = py # 0.

1.2.4 Formes réguliére et Formes définies positives.

Définition 1.2.2 [15] La formes L est dite réguliére (admissible, quasi-définie) si on peut

lui associer une suite { P}, telle que:
L (Py(x)Pn(z)) =0, n#m (1.6)
L(PX(z))#0 n>0

Une telle suite est dite réguliérement orthogonale par rapport o L, elle est libre, qu’on

peut toujours la normalise et dont ce cas elle est unique.

Théoréme 1.2.4 [15] La forme L est réquliére si et seulement si les déterminants de
Henkel définis par:
H,=A, n>0

Soient différents de zéro pour tout n.
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Définition 1.2.3 [15] Une forme L est dite définie positive si pour tout polynéme P

positif et non nul et pour tout réel x, on a L (P (x)) > 0.

1.2.5 Suites des polynémes symétriques

Lemme 1.2.1 [15] Soit {Pn}nzo une SPON par rapport a la forme u, alors on a les
équivalences suivantes:

® u est symétrique.

e P (—x)=(-1)"P,(z), n=>0.

e Poiy(x)=2aP,(x) —v,Pi1(x), n>1,(ie B,=0, n>0)

Définition 1.2.4 [15] Une fonctionnelle moment u, est dite symétrique si et seulement

st tous ses moments d’ordre impair sont nuls.

1.3 Relations de type fini entre les suites de polynémes

Nous rappelons dans cette section les principaux résultats concernant les relations de type
fini (RTF) entre deux suites de polynomes. Tout les définitions et les resultats de cette
section sont de la réferrence [20]

soit @ un polynéme normalisé¢ PN tels que deg ® = ¢.

Définition 1.3.1 On dit qu’une suite de polynomes (SP) {P,},, est compatible avec ®
si ®P, # 0, n > 0.

Remarque 1.3.1 Toute suite de polynémes orthogonauz est compatible avec n’importe

quel polyndome normalisé.

Définition 1.3.2 Soient {Qn},>q €t {Rn}, o deuz suites de polynomes normalisés, s’il
existe un entier s > 0 tels que
n+t

D(x)Py(x) = Y MpQu(z), n>s,
— (L.1)

Ir>s: ANy #0,

10



1.3. Relations de type fini entre les suites de polynémes

on dit que les suites { P, }n>0 €t {Qn}n>0 vérifient une RTF par rapport a ®. Si Ay n—s # 0,
n > s, (1.1) est dite RTF stricte.

Théoréme 1.3.1 Soient {Q,}n>0 et { Ry }n>o deux suites normalisées dont {up }n>0, {Un }n>0

sont respectivement les suites duales associées, et soit ® un polynéme normalisé de degré

t.
Pour toute suite { R, }n>0 compatible avec un polynéme normalisé ®, on a
i) 1l existe un entier positive s > 0 tel que
n+t
O (x)Qn(z)= >, Mo Ro(x), n>s,
v=n—s (1.2)
dr > s: Arr—s 7 0.
ii) 1l existe un entier positive s > 0 et une application de N dans N : m — p,.
satisfaisant

max (0,m —t) < p,, <m+s, m>0, (1.3)

dmo > 0: p,, = mo + s,

tel que:

Fhor,
Qup, = Y, M (z), m>t,
v=m—t (1.4)

Ay,om 70, m > 0.

sont équivalentes.

11



CHAPITRE

Les fonctionnelles
linéaires associées aux
suites linéairement
dépendantes de

polynémes orthogonaux

de type 2-4

Dans ce chapitre, nous intéressons au probléme inverse suivant. Nous supposons que
{P”l}nZO est une suite de polyndémes orthogonaux normalisés par rapport & une forme
linéaire quasi-définie u et nous analysons ’existence d’une suite de polynémes orthogonaux

{Qn}nzo telle que nous avons la décomposition suivante
Qn(z) + 1Qn-1(x) = Py(z) + sy Pr1(z) + t, Py () + v, Py 3(x), m>0 (2.1)

lorsque v,r, # 0,pour tout n > 4. De plus, nous montrons que 'orthogonalité de la
suite {@Qy},> peut également étre caractérisée par I'existence de suites dépendant des

parametres r,, S,, t,, v, et des coefficients de récurrence qui restent constants. De plus,

12



2. Les fonctionnelles linéaires associées aux suites linéairement dépendantes
de polynémes orthogonaux de type 2-4

nous montrons que la relation entre les formes linéaires correspondantes est
k(z—c)u= (2" +az® + br +d) v

ouc,a,b,de Candk € C\{0}. Nous étudions également quelques sous-cas dans lesquels
les parametres r,, s,, t, et v, peuvent étre calculés plus facilement. Nous terminons par
une illustration d’'un exemple particulier de la relation de type ci-dessus.

Soient {P,},-o et {Qn},>, deux suites de polynomes orthogonaux normalisés par
rapport aux formes régulieres u et v respectivement, ot (u, 1) = (v,1) = 1, soient {3},
s {Vntns1 et {Bn}wo s {¥ntn>1 les suites correspondantes de coefficients de récurrence
caractérisant respectivement {F,}, -, et {Qn},>, - Supposons que ces suites soient liées
par la relation (2.1).

Les conditions intiales v3 # 13 (ta — 12 (51 — 1)) et vary # 0 donnent une relation entre

les formes linéaires u et v telle que .

ou = YPv

ol ¢ et 1 sont des polynémes de degré 1 et 3, respectivement.

Tout d’abord, si vg # r3 (ta — 19 (s1 — 71)) et r4 # 0 alors il existe un nombre complexe

¢ tel que
(x —c)u,Qq (x)) = 0.
de plus,
(r —c)u,Qn (7)) =0, n>4
Comme

((z—c) (x))
((z—c) (@) =71+ (s1—=71) (Bo — ©),

(= c)u, Q2 (z)) = (

(=0 (@) = (ts =73 (52 = 712)) 71 + (v3 = 13 (B2 — 72 (51 — 1)) (Bp — ©)
((z—c) (@) = (va —ra(ts =3 (s2 = 72))) ™ (2.2)

—ry(v3—7r3(t2 —12(51 —711))) (B — ).

Sg—T9) Y1+ (t2 =12 (51 —711)) (By — ¢,

13



2. Les fonctionnelles linéaires associées aux suites linéairement dépendantes
de polynémes orthogonaux de type 2-4

alors il existe ¢ tel que
((x —c)u,Qq(z)) = 0.

ce qui nous donne
Yy vg— 14ty — 13 (52 —172))

c:=[,— — X : (2.3)

ry vy —13(ta — 12 (51 —11))

et par suite

((z = c)u,Qn () = =ra((z = )u,@na (), 125

D’autre part, [19]

oS Q)
eu= ) T gy @

Donc, si vz # r3 (ta — 3 (s1 — 71)) et vyry # 0, on obtient la relation entre la forme u

et la forme v
(x —c)u=q(x)v

ol ¢ est un polyndéme de degré 3.

Lemme 2.0.1 Soient {P,}, .o et {Qn},>, deur SPON par rapport auzx formes linéaires
normalisées u et v respectivement, ot (u,1) = (v,1) = 1. Supposons qu’il existe des suites
de nombres complexes {Tn},~0s {Sn}ps0s {tntnso € {Vn},>o avec les conditions initiales

rg =S89 =1tg =11 = vy =v1, = vy =0, telle que
Qn(-I) + TnQn—l(z) = Pn<x) + SnPn—l(x) + ZSnPn—Q (.Z') + UnPn—?) (37) ) n 2 O

avec les conditions initiales Qg () = Py (x) =1 et Q_1 (z) = P_, () = 0, pour m = 1,
2, 3, soient satisfaites, pour tout n > 0 .
Alors on a les implications suivantes:

1- Sivg # r3(ta—ro(s1—11)) et rg = 0 alors v, # 1y (tno1 — Tn-1 (Sn—2 — Th—2)),
pour n > 3, et r, = 0, pour tout n > 4. Dans ce cas, la relation (2.1) se réduit a une

relation de type 1 — 4

Qn(x) =P, () + anPr_1(x) + b, Py o (x) + ¢, Py 3(x), n>0
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2. Les fonctionnelles linéaires associées aux suites linéairement dépendantes
de polynémes orthogonaux de type 2-4

avec
Qp = Sp — Tp, 71217

by =ty — 1y (Sn—1— Tn-1) n>2,
Cpn = Up — Ty (tp-1 —Tn1(Sn—2 —Th_2)), n>3.
2- Sivg #r3(tg —re(s1—11)) et rg # 0 alorsr, #0, n > 4.
3- Sivg # 13ty —ro(s1—11)) et vgry # 0 alors v,r, # 0, pour n > 4.

Ainsi, dans ce cas, la relation (2.1) est une relation de type 2 — 4 non dégénérée.

Preuve. On a

(u, Q1 (x)) =81 — 1

<u7 QQ (.13)> =1y =12 (31 - 7’1> ) (24)
(u, Qs () = v3 — 13 (ty — 12 (51 —71))

<UaQn ($)> = —Tn <U7Qn 1> n >4

Siwg =r3(ta — o2 (s1 — 1)) alors on a les cas suivants :
i) to =r9(s1—11) €t 851 =71,

ii) to =1y (81 —711) €t s1 #7171

iii) to # 1o (51 —1r1) et r3 = 0.

iv) tog #£ry(sy—ry) et r3 #£0, t3 = 0.

V) to # 1o (851 —11) et ratg # 0.

Voir [5], dans tous ces cas v, = 0, pour n > 3.

1- Siwg # 13 (ta —r2 (851 —11)) et 74 = 0, d’apres (2.4), on a
<U, Qi (CL’)> ?AO: 1=1,2,3

et
(u,@n (x)) =0, n=4.

Ainsi, il existe un polynome ¢ de degré 3 tel que u = g(x)v [17].

par conséquent,

Qn(z) = Py(x) + ap, Py1(x) + by Py o() + ¢, Py_3(2),
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2. Les fonctionnelles linéaires associées aux suites linéairement dépendantes
de polynémes orthogonaux de type 2-4

pour chaque n > 0, avec ¢, # 0, n > 3.

De plus, la relation (2.1) nous donne

Sp = Qp + Th, nZL
th="b,+7, Gp_1, N >2,

Up =Cp+1pbp_1, n>3

et

TnCno1 =0,n >4

Donc, r,, =0, n >4, et v, #0, n > 3. Cest la relation dégénérée de type 1 — 4 .

2- Si

’U3#7’3(t2—7°2<81—7”1)) et 7’4#0

alors d’aprés (2.4) , on a

(u,Q3(x)) # 0 and (u, Q4 (x)) # 0,

et si r, = 0, pour chaque n > 5, on a

(u, Qn (x)) =0, n>5.

Supposant maintenant qu’il existe n > 5 tel que r,, = 0,

en posant
ng:=min{n e N /n>5 r, =0}
alors
(u,@Qn (z)) =0, n=ng
et

(u,Qn (x)) #0, 3<n<ng—1

Ainsi, il existe un polynome ¢ de degré ng — 1 tel que u = g(z)v [17].

Par conséquent,
no—1

Qu(x) = Po(2) + Y ot Pui(2)
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2. Les fonctionnelles linéaires associées aux suites linéairement dépendantes
de polynémes orthogonaux de type 2-4

ol pypg—1 7# 0, n > np — 1.
Compte tenu de (2.1), cela n’est pas possible. Ainsi 7, # 0, n > 4.

3- Siwvz #1r3(te —ra(s1 —11)) et rqvg # 0 alors il existe une constante ¢ telle que
(x —c)u = q(z)v
avec ¢ un polynome de degré 3 et d’apres (2.1), on peut écrire pour n > 0

(@ =) u, Qn (x) Qn-a (z)) = ((z — ) u, (P () + $p L1 (2) + tn P2 (2)
+ UnPo3 (%)) Qn—s ())
=1 (7 — ) u, Qn-1 (2) Qs (7))
= v, (U, Py_5 (2)) = 1o (2 — €) 4, Qo1 () Quoa (2)) -

et par suite, on a

vn (u, Py _g () = (& = ) u, (Qu (2) + 1Qu-1 (7)) Qu-a (7))
= (q(2)v, (@n (z) + 70Qn-1 (7)) @n-a (x))
=15 (0, q(2)Qn—1 () Qn-s (2))
= k1 7o (v, Q04 (2))

ol ky est le coefficient de téte du polyndome ¢. Ou, il suffit d’appliquer (2) pour obtenir
rn 7 0, n >4, et d’apreés la définition 1.1.1, on a

Uprn £ 0,n >4

Dans la proposition suivante, on montre que si vy # 73 (to — ro (51 —71)) €t rqvg # 0

cette équivalence est vérifier si la forme (z — ¢) u est réguliere.

Proposition 2.0.1 Soient {P,},., et {Qn},~, deur SPON par rapport aux formes
linéaires normalisées réguliéres u et v respectivement, Alors il existe des suites de nombres
complezes {Tn},505 {8ntns0s ntnso € {Un},so avec les conditions initiales 1o = so =

to = t1 = vg = v1 = vy = 0, telle que la relation (2.1) soit vérifiée et que les conditions

17



2. Les fonctionnelles linéaires associées aux suites linéairement dépendantes
de polynémes orthogonaux de type 2-4

initiales v3 # 13 (ta —ro (51— 1r1)) et ryvy # 0 soient vérifiées, alors les assertions suiv-

antes sont équivalentes:
i) La forme (x — c¢)u est réguliére.

7/2) Up, 7é Tn (tnfl — Tn—1 (Snf2 - Tan)) , N 2 3

Preuve. En multipliant la relation (2.1) par P,_; et en appliquant u, de la méme

maniére pour P,_, et P,_3, on obtient, respectivement,
(U, Qu () Pa1 (2)) = (0 —70) (u, Py (), n =1,
(U, Qn () Paa () = (ta = 7a (501 — 1n1)) (u, Py 5 (7)), =2,
(U, Qn (%) P (7)) = (v = 7 (bams = Tt (Sn—2 — Tn2))) (. 5 (@), n 23,
Ainsi

U — T (b1 — Tt (Sn2 — Th2)) 0 < (u, Qy, (z) Po_s (x)) #0, n > 3.

sachant que (x — ¢) u est réguliére si et seulement si P, (¢) # 0, pour tout n > 0 [17].

alors nous devons montrer que
(u, Qnss () P () # 0 = By (c) #0
pour chaque n > 0. Soit pour cela

P,(z) = Zank(x —o)f, n>0
k=0

avec a,g = P,(c) et ap, = 1.

La relation entre les formes réguliéres u et v est donnée par

(x = c)u = q(x)v,

18



2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

et par conséquent,
(U, Qus () Py (2)) = ((z — )u, (2 — )" Quas (2))
+ Z ang {(x = )u, (. — ) ' Qs (2))

+ P, (¢) (u, Qnys ()
= (v, q(z)(x — )" ' Qns3 (2))

+ ij ani (v,4(2)(@ = )" Quys ()
k=1

+ Pu(e) (4, Qnis (), n=0.

et
<u7 Qni3 (.T) I (ZL’>> = PN(C) <u7 Qnis (ZE)) , n=0.
Ainsi, d’apres le lemme 2.0.1 et la relation (2.4) , nous obtenons
(u,@n (z)) #0, n=3.
u

2.1 Caractérisation de orthogonalité

Soit { Py}, une SPON par rapport & une forme réguliere u et soient {3,},50, {7n}n>1

les suites des coefficients de récurrence correspondantes telle que
Poa(z) = (x = B3,) Pu() — 7, Paa(2), n=0 (2.1)

avec les conditions initiales Py(x) = 1, P_;(x) = 0 et la condition =, # 0, pour chaque
n > 1.

Dans cette section, nous donnons les caractérisations de 'orthogonalité d'une suite {Qn },,5,
de polynémes normalisés définis par une relation de type non dégénérée (2.1).

D’apres le lemme 2.0.1, les conditions v # 73 (to — ro (51 —71)) et rqvy # 0 doivent étre

vérifiées, afin d’avoir une relation de type 2 — 4 non dégénérée avec {P,}, -, et {Qn}, >0
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

sont SPON et ces conditions impliquent v,r, # 0, pour chaque n > 4.

Dans ce qui suit, nous donnons la premiére caractirésation de 'orthogonalité de la suite

{Qn}nzo

Proposition 2.1.1 Soit {P,}, ., une SPON satisfaisant (2.1), et soit {Qn},~, une suite

de polynomes donnée par la relation de structure (2.1) avec vs # r3 (ty — 1o (81 —11)) et

U £ 0 pour n > 4. Alors, {Q”}nZO est une SPON o1 les coefficients de récurrences

{Bn} et {7,},>1 sont donnés par
n>0 -

By = 0p = Snt1+ Sn+Tny1 —Tn, n >0,

;y/n = Y, + tn — tn.l,_l + Sp (3n+1 — Sp — Bn + ﬁnfl)
—Tn (rn+1 —Tp — Bn + Bn—1> 9 n 2 17

st et seulement si y,757Y5 # 0, et les relations suivantes sont vérifiées:
nSn—1 = SnVp—1 T tn (Sn+1 — Sn — Bn + ﬁn72) —Upg1 + Uy, N2 2,
aptp—1 = tn7n72 + vp (Sn—i-l — Sn — Bn + 6n73> , N2> 3a
ApUn—1 = UnVp—3, n > 47
ApTn—1 = Tvﬁn—p n > 2.

ol

CLn3:7n+tn—tn+1+3n(sn+l_Sn_5n+6n*1>’ nzl’

Preuve. En substituant (2.1) a (2.1), pour tout n > 0, on a

(2.2)

(2.3)

Qn—i—l(aj) = aan(:L’) - (/371 - 5n+1> Pn(x) - (’Yn - tn+1) Py (I) + U1 P2 (I> - TTH—IQH(I)'

20
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

En appliquant (2.1) & xP,(x), et en substituant la relation de récurrence(2.1) dans

(2.9) pour xP,_1(x), xP,_2(x) et xP,_3(x), on obtient pour n > 0
Qni1(2) = (2 = ror1) Qu(@) + 7o (3Qn-1(2))

— (B, — Snt1 + sp) Pu(w)
— (Yo + tn = tnr1 + 8B 1) Poi()
(3n7n 1 F B + U — Un+1) P 2()
— (UnBs + taVn_2) Po-3(®) = vaVp_3Pu-a(2).
En utilisant la relation (2.1) pour P,, et avec la convention P_,(x) = 0, n > 1, la

relation ci-dessus devient, pour n > 0

Quia () = (= B,) Qul@) = 72 (Qn = 7Qu-1) = 1 (B + 50 = 5011) Qu-a (2)
— Yo+ tn = tugr = 50 (Br — Buot + S0 — Sn1) | Paa()
— [$0Vno1 —tn (Bn = Bra + Sn — Snt1) + Un — Upg1]| Proa()
— [ta¥n—2 = vn (Bn = Bus + 80 — Sns1) ] Pas(2)
— UnYp_3Pn_a().

ou 3, est donné par (2.2). Puis en utilisant & nouveau(2.1) pour P, i, on obtient pour

n>0

Quaa(a) = (2= B, ) Qu(@) =7,Qu1(x) = 1Qu(x) = (= = B,_1)Qur (0)
+ V1 @Qn2(®) = (anTn1 — T¥p_1) Qu2()
— [50¥1 = tn (B = Bz + S — Snt1) + Un — Vns1 — Ansn_1] Poa(z) (2.10)
— [tnVn—s = vn (Bn — Bus + 50 — Snt1) — Gnly_1] Pas()
— (U5 — Vnr) Poa(2).

ou 7, et a, sont donnés par(2.3) et (2.8).

Dot (2.10), {Qn},5, est une SPON si et seulement si 5, # 0, pour n > 1, et les

conditions(2.4) — (2.7) sont vérifées.
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

Supposons que {@y},,-, soit une SPON, alors la relation (2.10)est équivalente &

(fn = antn-1) Qn-a(z) = (bn — anSn-1) Pra(z) + (cn — anln-1) Pr-3()

+ (e, — apUp—1) Poya(z), n>2 (2.11)
ou
by = 50Yn_1 + tn (Snt1 — Sn — Bn + Bp_z) — Un1 + Uy 1> 2, (2.12)
Cn =ty Vg + Un (Sns1 — S0 — By + Bu_g), n >3, (2.13)
€n = UpVp_3, N >4, (2.14)
fo =Yy, M >2. (2.15)

De plus, puisque vz # t3 — 13 (S2 — 1r9) et r, # 0, pour n > 4, alors par (2.4) ,on déduit
que

(u,Qn) #0, n>3.

et en appliquant u aux deux cotés de(2.11) ,on obtient

(fn - 7"n—lan) <U; Qn—2> = 0, n Z 5.

ce qui nous donne

fn = T'n—10n, n > 9.

En multipliant (2.11) par P, o, P,_3 et P,_4 et appliquant u, on obtient por tout
n>>5

by, = anSp—1,
Cpn = Aplp_1,
€n = QpUp_1,
Jn = anTn1
et en comparant les coefficients des deux cotés de (2.11), pour n = 2, 3 et 4, on obtient

by — fo = as(sy —11), (2.16)

bs — f3 = as(s2 — 12), (2.17)
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

e5 — by(s1 — 71) = as (ta — s3(s51 — 1)), (2.18)

by — fo = aa(ss — r3), (2.19)

Cs— ba(so — 72) = au (t5 — s3(52 — 1)), (2.20)

€1 — by (ts — 1a(51 — 1)) = g [vs — 53 (ts — 751 — 11))] - (2.21)

Inversement, si (2.11)est satisfaite et que 7, # 0, pour tout n > 1, alors on a pour

n>1

Quia (@)= (7 = B,) Qul@)+7,Qus () = =1 [Qu(@) = (v = B y) Qua (@) 47,1 Qual@)]| . m 2 1.
De plus, a partir de(2.1), on obtient
Qu(z) = Pi(z) + 51— 11 =3 — By + 51— 11 =3 — By,
nous déduisons récursivement que
Quir(@) = (2= B,) Qul@) =5, Quaal@), m21.

ce qui prouve que {Q,},~, est une SPON avec des coeflicients de récurrences {Bn}
2 n>0

et {;s/ln}nZI - n

Maintenant, nous montrons que ’orthogonalité de la suite {Qn}nzo peut étre aussi
caractérisée par le fait qu’il existe quatre suites dépendant des parameétres 7, S,, tn, Uy

et des coefficients de récurrences qui restent constants.

Théoréme 2.1.1 Soit {F,}, ., une SPON et soit {Q,},, une suite de polynomes don-

née par (2.1). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) {Qn},> est une SPON avec des coefficients de récurrences {En} et {Vnt,o1
z n>0 -
donnés par (2.2) et (2.3).

(i) 717973 # 0 avec les conditions initiales (2.16) — (2.21) et

UsYoy = Vs (V5 + t5 — te + S5(S6 — 55 — 5 + 54)) (2.22)
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

et il existe quatre nombres compleres A, B, C et D tels que, pour chaque n > 4

A=B, — 1y — 22, (2.23)
ln
B = U_’Yn—2 + Sp+1 — Bn - Bn—l - 671—2’ (224)
Sn tn
C = U_’Yn_l'yn_z + U_f)/n_g + Sn+1 — /Bn—Z (8n+1 - /Bn - Bn—l) (225)

—Sn+1 (Sn-i‘? - 6n+1) + ﬁnflﬁn T+l — Tn T Vn-1 + tn+27

7n7n—17n—2 Sn
=+ — Snt+1 — B,
" + Un%fﬂnq (Snt1— Bn)

tn
+ U_Vn—zsn—&-l(sn—i-l — Spy2 T 6n+1 - Bn - ﬂn—l) (226)

n

D

+ Bnﬂnfl ~Yn+1 — Tn + tn+2
+ (Sn+2 — Sp4+1 — 6n+1 + 6n71 + 67172) (an-f-l - tTH—l)

+ (Sn—i-l - Bn) (ﬁn—lﬁn—Q - 7n—1) - (Sn—l-l - 671—2) Tn + Un42.

Preuve. Les conditions (2.4) — (2.7) de la proposition 2.1.1 peuvent étre écrites pour

chaque n > 5 sous la forme

(Y

Sn—1 K:’Yn_a = SnVp—1 T tn (5n+1 — Sp — B+ 5n—2) — Uny1 + Un, (2.27)
tn1%7n_3 =tnVp—2 T Un (5n+1 — 8, — B, + /Bn—3) ; (2.28)
U::%?, = Vo +tn = top1 + Sn(Sng1 — 80— By + Bri1), (2.29)
%;\);n—l =V + ralTnr — 1 — Bn + gn—l)? (2.30)

De plus {Q,},5¢est une SPON si et seulement si les conditions 7,757 # 0, les con-
ditions initiales (2.16) — (2.21) et les équations ci-dessus (2.27), (2.28), (2.29) et (2.30)

solent vérifiées.

Tout d’abord, on montre que (2.27) — (2.30) = (2.22) — (2.26) .

24



2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

t

Pour n = 5 dans (2.29) , on obtient (2.22).
D’apés (2.30) , en divisant les cotés gauche et droit par r,, on obtient

gn — Tnt1 — Tn En—l —Tn Mu n=>5. (2.31)
T'n Tn—1

Donc (2.23) est vérifice.
Maintenant, nous allons déduire (2.24) ,

En utilisant (2.28) , en divisant les cotés gauche et droit par v, nous obtenons

n (7
U_/yn—2+8n+1_6n_ﬂn—l_6n—2 = v_lf)/n—3+8n_6n—l_ﬁn—2_6n—3’ n = d. (232}

n n—

donc (2.24) est vérifiée.

D7

En suite, nous allons déduire (2.25),
Vn—2

apés (2.27), en multipliant les cotés gauche et droit par , on obtient
Sp—1 tn
Tn—2Vn-3 + —Tn-2 (Sn - ﬁn—l - Bn—?) (233>
Un—1 Un,
Sn tn Un+1
= —VYn-1VYn—2 T —Vn-2 (3n+1 — B, = Bn—l) + (1 - ) Tn—2>

en tenant compte de (2.29) pour n + 1 au lieu de n, pour chaque n > 5, on a

Sp—1

ln
vn_lvn—Q’yn—3 + E/yn—Q (Sn - Bn—l - 671—2)
Sn, tn
= E,yn—lfyn—Z + Zvn—2 (Sn+1 - Bn - ﬁn—l)

+ TYn—2 = Vn+1 — tn+1 + tn+2 - Sn+1(3n+2 — Sn+1 — 5n+1 + 5n)7
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

en utilisant (2.24), dans Pexpression, pour chaque n > 5, on obtient

n

Sn, tn
o Tn—17n-2 + (U_%z—z + Snt1 — Bpo1 — 671—2) (Snt1— Bp— Bn1)

— Vot1 = Y — Vo1 T tnt2 — Snt1(Snt2 — Bugy — Buo1) — Boy (2.34)
Sn—1 tn—l

- Tn—27n-3 + <_7n—3 + Sp — 671—2 - Bn—3> (Sn - ﬁn—l - 671—2)
Un—1 Un—1

~Tn T V-1~ Tn-2 + t’fH—l - Sn(8n+1 - ﬁn - 671—2) - 62

n—2°
Enfin, nous déduisons (2.26),

D’apres (2.29), en multipliant les cotés gauche et droit par Tn-1Tn-2
Un

, on obtient

Tn—1Tn—27n—3 Sn
- T —Vn-1Vn—2 (Sn - ﬁn—l)
Un—1 Un

VoYn1Vn-2 | Sn o o
= L 2 + —Vn-1Vn—2 <8n+1 - Bn) + <_ - ) Tn-1Tn-2>
Uy, v v

n UTL n

en tenant compte de (2.28) pour n + 1 au lieu d n, pour chaque n > 5, on a

— — — Sn
Tn-1Tn-2Tn-3 | ~Yn-1Vnz (50 = Bni)
Up—1 Un

YnVn-1Yn- Sn
= — ,Ul 2 + U_7n717n72 (SN‘H - 6n) (235)

n

=+ U—n%—2 (Wn—1 ~ Ypi1 — tng1 +tago — Sng1(Snqe — Spg1 — By + 5n>)
n

+ (Sni2 = Sns1 = Bpsr + Buz) (Va1 +tnst — tugz + 501 (Snyz — Sns1 — Br + 84)) 5

en utilisant (2.33) et (2.32), on obtient
/Yn,)/nf ’ynf Sn
- - + (_Vn—l/yn—Q - 777,—1) (STH-l - ﬁn)
Up, Up,
n
+ U_7n72 (_/Yn — Tn+1 + tn+2 - Sn+1(8n+2 — Sn+1 — 6n+1 + Bn + anl) + Bnﬁnfl)

+ (8n+2 — Sp+1 — ﬁn+1 + Brg — (3" - Bn—l))

X ("}/nJrl + tn+1 — tn+2 + 3n+1(3n+2 — Sp+1 — 6n+1 + 611))

= Tn-1Tn-2Tn-3 + <in17n2’7n3 - 7712) (Sn o 5”*1) o (Sn o ﬁnf?’) Tn—1

n—

Un—1
T
U_iVn—3 (_’711—1 —Vn Tt tn+1 — Sn (STL+1 - Sn — 5n + ﬁn—l + 61@—2) + Bn—lﬁn—Q)

+ (_Sn+1 + Sp + Bn - an?)) —Yn T tnt1 — Sn (Sn+1 — Sn — 5n + ﬂnfl + ﬂnf2) + anlﬁnf%
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

et en tenant compte de (2.8) et (2.12) dans les expressions ci-dessus et par un calcul direct,

pour chaque n > 5, on obtient

771771—1771—2
Un
12
+ ;7n—2 [Sn+1 (S'fl-l-l — Sp42 + 6n+1 - Bn - Bn—l) + Bnﬁn—l ~Yn+t1 — Tn + t’ﬂ-‘r?}

n

+ <3n+2 = Sn1 = Bpg1 + By + 5%2) (Qng1 — tny1)

+ (Sn-f-l - Bn) (6n716n72 - ’Ynfl) - (Sn-f—l - an2) Vot Uny2 (236)

TYn-1TYn—2Vn— Sn—1
- ! 2 2 + Yn—27Vn-3 (S” - Bn—l)
Up—1 Up—1

Sn
+ ,U_'anlﬁyan (Sn—i-l - 571)

tn—l

+ Tn—3 [Sn(sn — Spp1 + By — B — Bn_z) + B 1Brs = Vo — Yn1 T tn—&—l}

Un—1
+ (Snt1— 50— B+ Brg + Bus) (an —tn) + (50 — B1) (Br2Bn s —Vn_2)

B (Sn - ﬁn—?)) Yn-1 + Un41-

Deuxiémement, on montre que (2.23) — (2.26) = (2.27) — (2.30).

Remarquant que, les relations (2.27)—(2.30) sont équivalentes a (2.4)—(2.7) et les relations
(2.23) — (2.26) sont équivalentes a (2.31) — (2.36)

alors,il suffit de montrer (2.31) — (2.36) = (2.27) — (2.30).

D’aprés (2.31), en multipliant les cotés gauche et droit par r,, on obtient (2.30) .
D’apres (2.32), en multipliant les cotés gauche et droit par v, on obtient (2.28).

D’aprés (2.35) , nous avons

Tn—-1Tn—2 | Un

Un

. Tn—2
Unp,

+ (8n+2 — Sp41 — Bn—i-l + Bn—2)

v l'yn_3_'.)/n_tn+tn+1+sn (Sn_SnJrl _Bn—1+5n):|

[_tnan+1 +tnt1Yn—1 T Uns1 (Sn+2 — Snt1 = Bpy1 + 5n—2)]

Un+1
X <— Z+ Yo+ VYog1 T tnrt — tnrz + Sng1(Sniz — Snp1 — Buyr + 5n)> ;
n
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

en utilisant (2.5) ,pour n + 1 au lieu de n, on obtient

Tn-1TVn—2 U,
v

v Yn—3 — Vn — tn + tn—l—l + Sn (Sn — Sn41 — Bn—l + ﬁn):|
n

n—1

= (3n+1 — Spt2 — Bp_at+ 5n+1)

Un—i—l

Yne2 = VYns1 — tnt1 + tngo + Sng1(Sn1 — Sny2 — B, + ﬁn+1)] :

n

la relation (2.22) a remplacer par

v
0_572—'75—t5+t6+35(55_36_ﬁ4+ﬁ5):0’
4

puis
Un,

v 17n—3 —Yn T tn + tn+1 + Sp (Sn — Sn+1 — ﬂn—l + 5n) = 0, n > 9.

donc (2.29) est vérifiée.

ty— . .
En tenant compte du fait que —~—~,, 4, obtenue & partir de (2.32) , la relation (2.34)
v

n—1
s’écrit comme suit

Sn

ln
U_Vn—IIYn—Q + ,U_/yn—Q(S’fH—l - Bn - Bn—l) T+l Tn T Vn-1 + tn+2

- Sn+1(3n+2 — Spn+1 — 5n+1 + ﬁn) + (ﬁn + anl - 8n+1)(ﬁn71 + ﬁnf2) - 5721—1

Sn—1

ln
= Yn—2"n—3 + (U_7n2 + Sn+1 — Sn — ﬁn + Bn?;) (Sn - ﬁnfl - anZ)

Un—1 n

—VYn — Yn-1 "~ Tn-2 + thrl - Sn(STLJrl — Sn — Bn + 5n71)
+ (Bpo1 + Bra = 50) Bz + Brs) — 5721—%

d’ou

Sn—1 n

Sn, t
Tn—2Tn-3 = " Tn-1Tn-2 + _’Yn—Q(STH—l - Sp — ﬁn + ﬁn—2)
Up v

n

Un—1

+ Voo — (7n+1 +tpp1 — tug2 + Sny1 (5n+2 — Sp1 — Bn—i-l + 671)) :

et en utilisant (2.29) pour n+1 au lieu de n et apres des simplifications, on obtient (2.27).
]

Dans le théoréme suivant, nous remarquons qu’il existe une relation entre les formes
linéaires régulieres lorsque {Qn},-, est une SPON par rapport & une forme linéaire

réguliere v.
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2.1. Caractérisation de ’orthogonalité

Théoréme 2.1.2 Soit {Pn}nzo une SPON par rapport a une forme linéaire réguliére u
et la suite de polynomes normalisés {Qn},~, soit donnée par la relation (2.1). Si{Qn}, g

est une SPON par rapport a une forme linéaire réguliére v, alors
k(z — c)u= (2° + az® + bz + d) v (2.37)

avec ¢, a, b, d € C et k € C\{0} et les normalisations de ces formes linéaires (u,1) =

(v,1) = 1.

Preuve. En appliquant la forme linéaire réguliere u correspondant a la SPON

{Pn},>o dans(2.1) , on obtient, pour chaque n > 4

selon [19] et en tenant compte de la relation (2.1), nous développons la forme linéaire u

<UQS ) } de la SPON {Qn},, comme
) g 120

en termes de la base duale {

3
(x —c)u :Z x—ch}in.

Puisque {Q,},~, est une SPON par rapport a v, les coefficients de récurrences

{En} et {7,},>; sont donnés par (2.2) et (2.3). De plus
n>0 -

N C22>
(b

En effet, en faisant agir les deux cotés (2.37) sur les polyndomes @y, @1, @2 et Q3, et

>%0 n>1. (2.38)

en tenant compte de (2.2), on obtient

k(By — ©) = Bo + (2B + B)1 + (1 + Bo)a + Bob + d, (2.39)

Bl + (B0 — (s —ra)] = (By + By + Boby + 71 +72) T + aBo + BT + b, (2:40)
F{nlse = ra) + (Bo = )l = rals =m0} = (Bo+ By + Ba+0) 77y, (241)
E{m [ts = rolse = r2)] + (By = ©) [og = ralte = ra(sy =)} =7070s (242)
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2.2. Cas particulier

Ol 1, Yo, V5 sont donnés par (2.2) et (2.3).

En utilisant les relations (2.39) — (2.42) et en tenant compte de (2.3),

on obtient les valeurs ¢, a, b, d et k

L — E%%%
Va 71 7

71V — r4(ts — r3(s2 — 12))

T4 v3 — 1r3(ty — ro(sy —71))’
0= _50 B 51 B ”62 i ET4U3(S2 —19) + (vg — 74t3) [t2 — ro(s1 — 71)]
Uy vg — 1r3(ta — r2(s1 —711))
b= Eogl + ABOE2 + 51&2 - ’71 - 27/2
(Bo + BL)As ravs(sa — r2) + (va — rats) [t2 — r2(s1 — 1))

(N vg — 13(ty — r2(s1 —71))
. VoV ra(vs — Tata) + (va — T4tz — 1352)) (51 — 11)
(N vg — 13(ty — ra(s1 —11)) ’
S = m~ | m~ 7 V2Yara(vs —rata) + (Vg — Tty —7r382)) (51— 1)
d = —PBoB182 + BoY2 + Ba71 — Bo ) vs — ra(ts — Ta(s1 — 1))
" (5051 — 1)73 Tav3(82 — 72) + (V4 — 14t3) [ta — 1o (51 — 71)]
Uy v3 — 13(ty — r2(51 —71))

Y172V3 Va — Ta(ts — r3(s2 — 12))

+ .
vy vg —13(te —re(s1 —11))

Remarque 2.1.1 Les constantes A, B, C' et D apparaissent dans le théoréeme 2.1.1 sont,
respectivement, les coefficients ¢, a, b et d du polynome qui relie les deux formes linéaires

réguliéres.

2.2 Cas particulier

Dans cette section, nous allons décortiquer un cas particulier de la relation (2.1).

En effet, considérons la SPON {Pn}nZISymétrique, c’est-a-dire le cas 3, = 0, pour

chaque n > 0. D’apres la proposition 2.1.1, les équations (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7)
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2.2. Cas particulier

s’écrivent, pour chaque n > 5

tnfl tn
n = n n— - n—29 2.1
Sn+1 S+Un_17 3 UnW 2 (2.1)
Un,
tn—l—l = tn + Tn — v_’Yn—B + Sp (Sn—l—l - Sn) ) (22)
n—1
Untl = Un + SnVp—1 1l <3n+1 - Sn) (2'3)

— Sp—1 h/n + tn - tn+1 + Sn (SnJrl - Sn)] )
Un Tn-3  UntlTn-—2

)
Un—1 Tn Un Tn+41

Tyl = Tn + n > 4. (2.4)

Les équations (2.2) et (2.3) deviennent

Bp = Sn— Snt1+ Tny1 —Tny, n >0,

:-7” =Y + tn - tn+1 + Sn (Sn—i-l - Sn) —Tn <Sn+l — Sn + En71> N 2 17

pour chaque n > 5, on a

~ tn tn—1 Un Vn-3  UntlVn-2
Bn = —Yn—2—" T Vn-3 + - (25>
Un Un—1 Un—1 Tn Un Tn41
Un, n— Un,
:M(tn— +1>_7 3(tn1__>-
Un T'n+1 Un—1 Tn
~ (% tn—l tn i
= — ’]"n _q — — _ — TTL n—1- 2.6
Tn U1 Yn—3 (Un—l Yn—3 Un Tn 2) 6 1 ( )

Nous alons traiter les trois sous-cas suivants.

i) Si s, = 57 et 1,1 = 71, pour chaque n > 5, de (2.1) et (2.4), on obtient

tn o tn—l o o t3
Un'Yn—2 = Un717n_3 == 03’717
Un+41 o Un o o V4
o Tn—2 = vn,lﬁynfi)’ == Ug'ha
la relation (2.6) nous donne
SO
Yo =—7, n>5. (2.7)
U3

on déduit que Bn = 0 et 7,, sont constants, pour chaque n > 5.

et d’aprés (2.2), nous avons

v
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2.2. Cas particulier

ii) Si s, = s1, rp_1 = riet t, = ta, pour chaque n > 5, de (2.8) et (2.7), on a

Tn = Tn> n = 5.

les coeflicients +, sont constants, pour chaque n > 5, alors {P,},-, est la suite de
polynémes anti-associés d’ordre 5 pour les polynomes de Chebyshev du second genre

[34].

iii) Si r,_1 = r1, S, = $1, t, = t3 et v, = v3, pour chaque n > 5, d’aprés (2.3), on a
Un+1 = Up + SnYn—1 — Sn—17n» n > 57
d’ot
Un+1 = Un + 51 (’Yn—l - f}/n) ) n 2 67

il est clair que s; (’Yn_1 — fyn) = 0, pour tout n > 6.

Remarque 2.2.1 Sir, 1 =1y, s, = 81 ett, =ty oUr,_1 =11, S, = S1, t, = tg €t

vp, = V3, pour chaque n > 5, alors

anoa 7’L>5,

’Yn:’yn:’y& TLZ5

Exemple 2.2.1 Soit {P”}nZO une suite de polynomes de Chebyshev normalisés du second

degré orthogonaux par rapport a la fonction de poids W(z) = (1 — x2)% sur (—1,1). alors
1

B,=0,n2>0 7, = 7" > 1, et les relations (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4),pour chaque

n > 5, deviennent

1/t t
Sn+1—8n+_(n1_—n)7
4 Un—1 Un

1

tn+1:tn+_(1_ Un

4 ) + Sn (sn—l—l - Sn) 3

Un—1

1
Upn+1 = Up + an + tn (Sn—l—l - sn) — Sp—1 |:Z + tn - tn—‘rl + s, (Sn—i—l - Sn) s

1 Un—1 Un
Tp = Tpn—1+ — - .
4 T'n—1Un—2 TnUn—1
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2.2. Cas particulier

En supposant que r,,_1 =1y, s, = 81 et t, = to, pour chaque n > 5, on obtient

Un+1 :Un+_<8n_3n—1)a n > 57

4

et en particulier, v,11 = Up, n > 6.
Dans cette situation, nous déduisons des coefficients de connexion constants, pour

n > 6.
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CHAPITRE

Probléme inverse pour
une combinaison linéaire
de polyndémes

orthogonaux de type 2-5

Dans ce chapitre, nous donnons une nouvelle caractérisation de ’orthogonalité d’ une suite

{1} 150 de polyndmes normalisés qui est donnée par:

To(z) + a,Th1(x) = Ry(z) + by Rp—1(2) + ¢ Rp—2 (v) + dyRp—3 () + €, Rp—4(z), n >0
(3.1)

ou e,a, # 0, pour tout n > 5.

En outre, on montre que la relation entre les formes linéaires correspondantes est la

suivante

k(z—c)u=(z*+az® +bs” +dz +e)v

ouc, a, b, d, eeCetkeC\{0}.
Enfin, une illustration utilisant un cas spécial de la relation ci-dessus est donnée.
Soient {R,},~q et {15}, deux suites de polynomes orthogonaux normalisés par rap-

port aux formes réguliéres u et v respectivement, o (u,1) = (v,1) = 1, soient {0, },~, ,
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3. Probléme inverse pour une combinaison linéaire de polynémes orthogonaux de type
2-5

Y tnsy €t {gn}mo s {7V} n>1 les suites récurrentes correspondantes caractérisant { R, },.-

et {T0},50 respegtivement. Supposons que ces suites soient liées par la relation (3.1).

Les conditions initiales

eq # ag (ds — az (c2 — ag (b — ay)))

et
€505 §£ 0

donnent une relation entre les formes linéaires u et v telle que
du = v
ol ¢ et 1 sont des polynémes de degré 1 et 4, respectivement.
Premiérement, si ey # a4(ds —as(ca —as (b —ay))) et a5 # 0, alors il existe un

nombre complexe ¢ tel que

((x —c)u,Ts (x)) = 0.

de plus on a
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3. Probléme inverse pour une combinaison linéaire de polynémes orthogonaux de type

2-5
et comme,
(= )u, Ty (x)) = 6o — ¢,
((x=c)u,Ti (z)) =71+ (b1 — a1) (6o — ¢) ,
((x = c)u, Ty (z)) = (by — az) v; + (ca — az (b1 — a1)) (6o — ¢),
(x = )u, T3 (z)) = (c3 — az(by — az) v; + (d3 — az (c2 — a2 (b1 — a1))) (6o — ¢)
(= c)u, Ty (z)) = [ds — as (c3 — (b2 — a2))] 7y
+ [eq4 — aq (d3 — a3 (ca — ag (b — aq)))] (do — ¢),
(= c)u, Ts (z)) = [es — a5 (ds — as (c3 — az(by — a2)))] 1y (3.2)
— Q5 [64 — ay (dg — as (CQ — a3 (bl — al))) ((50 — C)] .
alors il existe ¢ tel que
((x —c)u,Ts (x)) = 0.
ce qui nous donne
=8y — 7165 — Qs (d4 — Q4 (03 - a3(b2 - a2))) (33)

as eq — aq (ds — az (ca — ag (by — al))).

et par suite,
(x =) u, T, (x)) = —a, ((x — c)u, T,—1 (z)), n > 6.

D’autre part [19]

! x—cuT

Par conséquant, si eq # a4 (d3 — a3 (02 — as (bl - al))) et esas # 0, on obtient la relation

entre u et v

(x —c)u = t(x)v,
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3. Probléme inverse pour une combinaison linéaire de polynémes orthogonaux de type
2-5

ou t est un polynéme de degré 4.

Lemme 3.0.1 Soient {R,.},~, et {T,},~, deux suites de polynémes orthogonaux normal-
isés (SPON) par rapport aux formes réguliéres u et v respectivement, ot (u,1) = (v,1) =
1. Supposons qu’il existe des suites de nombres complexes {an}, o, 1bn}t,>0s {Cntnso>
{dn}nzo et {en}nzo avec les conditions initiales ag = by =co=c; =dy =d; = dy = ey =

e1 = ex = e3 = 0, telle que la relation (3.1) soit vérifiée, pour tout n > 0, alors

1- Si ey # a4 (d3 —ag(ca —az (by — a1))) et as = 0 alors

€n % (07 (dnfl — Qp—1 (Cn72 — Ap—2 (bn73 - anf?)))) )

pour n > 4, et a, = 0, pour tout n > 5.

Dans ce cas, la relation(3.1) se réduit a une relation de type 1 — 5

T.(z) = Ry () + rpRy 1 () + 8y Rp—o () + ty,Ry—3 () + v, Rys(x), n >0,

avec
Ty = b, — a, n>1,
Sn:zcn_an(nl_an 1) n227
tn = dn - an( — Ap— l(bn 2 — aan)) n > 37

Up ‘= €p — an( -1 7 Qp— 1(Cn—2 - an—Q(bn—B - an—?)))) n Z 4.
2- St eq # aq(ds —az (co —az (b — ay))) et as # 0 alors a, # 0, n > 5.
3- Sieyg # ag(ds —az(ca —as (b1 —aq))) et esas # 0 alors eya, # 0,pour n > 5.

Ainsi, dans ce cas, la relation (3.1) est une relation de type 2 — 5 non dégénérée.

Preuve. Comme
4
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3. Probléme inverse pour une combinaison linéaire de polynémes orthogonaux de type
2-5

alors

1- Sieq # a4 (ds — az (ca — ag (by — a1))) et a5 = 0, d’aprés (3.4), on a
<u77-'2($)>7£07 i=1,2, 3,4

et
(u, T, (x)) =0, n>5.

Ainsi, il existe un polynome ¢ de degreé 4 tel que u = t(z)v.

et par conséquent,
T.(z) = Ry(x) + rRp—1(z) + spRy—o(x) + t, Ry—3(z) + vy Ry—a(x),

pour chaque n > 0, avec t, # 0, n > 4.

De plus, la relation (3.1) nous donne

b, =1, +a, n>1,

Cn =8n+ay 1 N2> 2,

dn:tn+an Sp—1 n237

en =Up+ap th_1 n >4,
et

ApUp—1 =0, n>0>.

Donc, a, =0,n>5,ete, #0, n > 4. Alors cette relation est une relation dégénérée

de type 1 — 5 .

2- Si ey # ay(ds — az (c2 — az (by — ay)))et a5 # 0,

alors d’apres (3.4), on a

(u, Ty (x)) #0 et (u,T5(x)) #0,
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3. Probléme inverse pour une combinaison linéaire de polynémes orthogonaux de type
2-5

et si a, = 0, pour chaque n > 6, on a
(u, T, (x)) =0, n>6.

Supposant maintenant qu’il existe n > 6 tel que a,, = 0,

en posant
s:=min{n €N /n>6, a, =0},
alors
(u,To () =0, n=s
et

(u, T, (x)) #0, 4<n<s-—1.

Ainsi, il existe un polynome ¢ de degré s — 1 tel que u = t(z)v [17].

Par conséquent,
s—1
Tn<CU) = Rn(ﬂ?) + Zan,kRn—k(:p)u
k=1

ol aps—1#0,n>s—1
compte tenu de (3.1), cela n’est pas possible. Ainsi a,, # 0, n > 5.

3-Sieq # ag(ds —az(ca—as(by —ay))) et esas # 0, alors il existe une constante ¢
telle que

(x —c)u = t(x)v,
avec ¢t un polynome de degré 4 et d’aprés (3.1) on peut écrire pour n > 0
(x—c)u, T, () Th—5 (2)) = ((x — ) u, (R, () + by Ry (z) + cnRp—2 ()
+dyRy—3 () + e Rys(x)) 15 (x))

—an ((x —c)u, Ty (z) Tr—5 (z))

=en (u, R2_4(2)) — ay ((x — ) u, Tp1 (z) T,—5 (x)) , n > 5.
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3. Probléme inverse pour une combinaison linéaire de polynémes orthogonaux de type

2-5

Par suite, on a

En <u7 Ri—4 ($)> = ((z = )u,(To (z) + a,T1 (2)) T 5 ()
= (t(z)v, (Tn (z) + an Ty (2)) s (3))
= a, (v, t(2)T-1 () Ty (x))

= kl Qp, </U7T73—1 (l‘)> )

ou k; est le coefficient de téte du polynéme ¢. Maintenant, il suffit d’appliquer (2) pour

obtenir a,, # 0, n > 4, et d’apreés la définition 1.1.1, on a e,a, #0,n > 5. =

Dans la proposition suivante, on montre que si e4 # a4 (d3 — az (c2 — az (by — ay))) et

ases # 0 cette équivalence est vérifier si la forme (z — ¢) u est réguliere.

Proposition 3.0.1 Soient {R,}, -, et {T.},5, deuz suites de polynomes orthogonauz

normalisés par rapport aux formes réguliéres u et v respectivement, ot (u,1) = (v,1) = 1.

Alors il existe des suites des nombres complexes {an},~qs {bn}p>0s {Cntps0s 1dntaso €t

{en}n20 avec les conditions initiales ag = by = co = ¢ = dy = di = dy = €eg = €] =

ey = ez = 0, telle que la relation (3.1) soit vérifiée et que les conditions initiales eq #

aq (dz — az (¢ — az (by — aq))) et ases # 0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) la forme (x — c) u est réguliére.

i1) eq # a4 (d3 — az (co —az (b — ay))), n > 4.

Preuve. En multipliant la relation (3.1) par R,_; et en appliquant u on on obtient

<u7 T, (l‘) Ry (QZ)) = (bn - an) <u7 R?zfl ($>> ) n 2 17
et de la méme maniere pour R, s, R, 3 et R, 4, on obtient, respectivement,

(u, T () Rz () = (0 — an (bp-1 — @n-1)) <u, Ry, ($)> ;o n2=2,

(u, T (2) Rns (7)) = (dn — @ (o1 — @y (bz — an2))) (u, By 5 (2)), n >3,

(u, Ty, () Ry—yg (2)) = [en — an(dp—1 — an_1(cn—2 — an_2(bp_3 — an_3))] <U» Ri—4> ;N
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3. Probléme inverse pour une combinaison linéaire de polynémes orthogonaux de type
2-5

Ainsi
€n — an(dn—l - an—l(cn—Q - an—Q(bn—?) - an—3)) 7£ 0= <U, Tn (:E) Rn—4 ({L‘)> 7£ Oa n 2 4.

Sachant que (z — ¢) u est réguliére si et seullement R, (c¢) # 0, pour tout n > 0.
Alors nous devons montrer que (u, T,,14 () R, (z)) # 0 < R, (¢) # 0, pour chaque n > 0.

Soit pour cela
R,(x) = Z)\m(x -, n>0,
i=0

avec \po = R, (c) and A\, = 1.
D’apres le lemme (3.0.1), on a

(x —c)u = t(x)v.

et par conséquent

(1, Toa (2) R (2)) = (2 = ), (2 — )" T ()

+ Z Ani (& = c)u, (x = €)M Tpa (2))

+ R (¢) (u, Trva (1))

= (v, t(z)(x — )" " Thya (2))
37 A (00w = Mo (2)
+ Ro(c) (u, Tppa (z)),  n>0.

et
(u, Toya (2) Ry (2)) = Ru(c) (u, Thya (), 1 2>0,

Ainsi, d’apres le lemme (3.0.1) et la relation (3.4), nous obtenons

(u, T, (x)) #0, n>4.
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

3.1 Caractérisation de orthogonalité

Soit { Ry}~ une SPON par rapport & une forme réguliére u et soient {0, },~o et {7, },5

les suites des coeflicients de récurrences correspondantes telle que
Rn-i—l(x) = (.QT - 5n) Rn(z) - F}/an—l(-r)a n > 0 (31)

avec les CI

et la condition v, # 0, pour chaque n > 1.

Dans cette section, nous donnons les caractérisations de 'orthogonalité d’une suite {7}, }, -
de polyndmes normalisés définis par une relation de type non dégénérée (3.1).

D’aprés le lemme 3.0.1, les conditions es # a4 (ds — as (c2 — az (by — ay))) et ases # 0
doivent étre vérifiées, afin d’avoir une relation de type 2 — 5 non dégénérée avec {R,.}, -,
et {1}, sont SPON et ces conditions impliquent e,a,, # 0, pour chaque n > 5.

Nous commengons d’abord par donner une premiére caractérisation de ’orthogonalité de

la suite {7}, -

Proposition 3.1.1 Soit {R,},, une SPON satisfaisant (3.1), et soit {T,,}, . une suite
de polynomes donnée par la relation de structure (3.1) avec ey # a4 (ds — ag (ca — ag (b1 — a1)))

et epa, # 0 pour n > 5. Alors, {Tn}nzo est une SPON ou les coefficients de récurrences

{gn} et {7, },>150nt donnés par
n>0 -
gn =0, —bpi1+bp +ap1 —a,, n>0, (3.2)

A’Y/n = Ypten—Chp1t bn (bn—‘rl - bn - 571 + 671—1)

~ o~ (3.3)
—anp (anJrl — ap — 5n + 6n71> ) n 2 17
si et seulement si Y,Y9Y374 7 0, et les relations suivantes soient vérifiées
So — Uy = T2<b1 - CLl), (34)
S3 — U3z = T3<b2 - (12), (35)
t3 — S3(b1 — CLl) =73 (CQ - bz(bl - al)) y (36)
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

Sq4 — Ugq = T’4<b3 — CL3),

t4 — S4(b2 — CLQ) =T34 (63 — bg(bg — ag)) s

Wy — S4 (02 - bz(bl - al)) = 7"4[d3 — b (Cz - bZ(bl - al))
—c3(by — a1)] + ta(by — aq),
S5 — Uy = 7"5<b4 — CL4),

ts — s5(bs — as) = r5(cq — ba(bs — as)),

Ws — S5 (03 - bs(b2 - (12)) = 7“5[(14 — by (03 - b3<b2 - &2))

— 64(62 — CLQ)] + t5(b2 — ag),

hs — ss5 [d3 — by (c2 — ba(b1 — a1)) — c3(b1 — al)]
= 7”5[64 — b4 (dg — b3 <62 — bg(bl — al))) — Cg(bl — al)
—C (02 - bz(b1 - CL1)) - d4(b1 - Cbl)]

+ 5 (cg — ba(by — ay)) + ws(by — aq).
Par conséquent, pour chaque n > 6, on a
Sn = Tpbp_1,
tn = TnCn—1,
Wy, = Tpdpy_1,
hp = Tnen_1,

Up = Tpln—1,

ol

Tp = ’yn—l—cn_cn—&—l—'—bn (bn+1 _bn_5n+5n—1)7 n = ]-7

Sp = b1+ Cn (bpy1r — by — 0 + 0p2) — dpy1 +dny, 1 >2
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

tn = CpYp_g + dn (bn—i-l — by —dn+ 5%—3) —Cny1 T en, N 23, (320)

Wy, 1= dnYy_g + €n (bnpr — by — 0 +0pa), 1 >4, (3.21)

Iy = €nYp_4y, N >0,
Up = ApYp_1, 1> 2. (3.22)
Preuve. Par la définition du 7},, on a

Tni1(z) = Rpga () +bn1 R (2)+cpn Byt (0) +dny 1 Rna (2)+en1 Ry 3 (2)—an a1 To(z), n>0
(3.23)

en remplacant (3.1) dans (3.23), en appliquant (3.1) & xR, (x), en substituant =R, _;(z),

TR, 5(x), tR,—3(x), xR,_4(x), en utilisant a nouveau (3.1) et en tenant compte du fait

que les polynomes a indice négatif sont nuls, on obtient

Toia(x) = (& = 0n) R () = ¥ Ln-1(2) + by B ()
+ cpi1 R 1(x) + dps1 Ry—o(2) + €1 Ry—3(x) — an1 Ty ()
= 2T, (x) — 0y — byy1 + bp + any1 — ay) T(2)
—ap (0p — bpp1 +by) Tq(2)
+ [bn (90 = bnga + b = 0n1) + Cnga — o — Y] R ()
+ [en (6n = bagr + by — 0n2) — buYp_y — dn + dii1] Rpa()
+ [dn ( ) = CVn—g = €n + ent1] Rno3(2)
+ [en (80 = bp1 +0n — 0na) — dp¥yy_s] Rnal)
)

— enVp_aBRns5(x) —an (T, (z) — 2T,-1(2)), n > 0.

671 n+1 + b -3

En posons

gn =0, —bpy1 + by + any1 — ay, n >0,
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

on trouve, pour n > 0,

Thii(x) = (a: - 5n> T.(z) + a, (an+1 —a, — 5n) T 1(x)

- [’yn + Cn — Cn+41 + bn (bn+1 - bn - 571 + 5n—1)] Rn—l(x)

— [bu ey + n (bug1 — by — 85 + 6n2) + diy — dngr | Rna(x)

— [enVn_s + dn (bps1 — by — 65 + 6n3) + €5 — €n11] Ryu—s(@)

— [davn_s + €n (b1 — by — 8y + 85—a)] Ru—a(2) — €n¥p_yRus(2)
—a, (T,(x) — 2T,_1(x)) .

D'ot, {7}, est une SPON si et seulement si 5, # 0, pour chaque n > 1, et

a, (anﬂ —a, — (5n> To1(x) = [y, + cn — Cny1 + by (bng1 — by — 6 + 6p1)] Ry ()
— [bnYno1 + Cn (bps1 — by — 0y + 6n2) + dy — dngr| Ry—a(2)
— Vot dn (bny1 — by — 00 4 0n3) + €n — €npa] Rys() (3.24)
— [dunes + €n (bogt — by — 0 + 0p-a)] Ryea(%) — €nn_aBns(x) — an (Tn(z) — 2T-1 (7))
= —75,Tn1(x), n > 0.
D’autre part, {7}, sera une SPON si et seulement si ¥, # 0, pour chaque n > 1,

et
To(z) — 2Ty 1(2) = —0n1Tp1(z) =3, Tpolz), n>1. (3.25)

En remplagant (3.25) dans (3.24), on obtient

[7,1 +a, <Gn+1 —a, — 0, + gn_lﬂ T 1(x) + an¥,_1Th_2(x)

=1, +cn—Cns1+bp (bpy1 — by — 0+ 0p1)] Ri1()

+ [bnYnot + Cn (bugs — by — 0y + 0n2) + dyy — 1] Rna(2) (3.26)
+ [enVn_s + dn (bps1 — by — 65 + 0n3) + €5 — €np1] Ry—s(@)
+[d

n’yn 3 + 6n n+l - bn - 671 + 6n—4)] Rn—4(x) + en7n74Rn—5(x)7

qui est vérifiée, pour chaque n > 1.
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

Premiérement, supposons que {7}, ., est une SPON avec des coefficients de récur-

rences {gn} et {7,},,, alors
n>0 -

Ty (z) = <x - 5n) To(x) =7, Tor(x), n>0, (3.27)

avec les conditions initiales To(z) = 1, T_1(z) = 0 et la condition 7,, # 0 pour tout n > 1.
Pour obtenir (3.26), il suffit de remplacer T,,(z) — 27,,—1(z) dans (3.24)

Inversement, si(3.26) est satisfaite et que 7,, # 0, pour tout n > 1, on montre que

{T.}, >, satisfait (3.27) en remarquant que pour tout n > 1,

%(&AEhmw+%kﬂﬁﬂ@>:—%JLﬂ@

(@1 = an = 80 ) (bu1(2) + cnBn2(2) + duRoa(2) + e B a(2) = @ T 1 (1))
+ by (6n—1Rn-1(2) + V1 Ru—2(2)) + ¢n (6n—2Rn—2(x) + v, _o Rn—3(2))

+ dpn (6n-3Rn—3(x) + Vp_3Rn-a(x)) + €n (0n-aRp—a(x) + Vs Ru—s5(z))

+ (Vn + & = Cnp1) Rna(2) + (dn — dpyr) Ry—a(2)

+ (en — ens1) Ry—s(2) — dpy1 Rna (@)

En appliquant (3.1) dans b, R,,_1(z)+c, Rp_o(2)+d, Ry —3(x)+e, R, _4(x) et en utilisant
(3.1), on obtient

%5%mH@Hﬁme@ﬂ:%@nA@—ﬂM»+@—%ﬁu@

— T (v) =7, Tha(z), n>1

Inversement,

nﬂm—@—%ﬁumwg;mm:ﬂJQQy(wwwgnﬂm+%Hn4@,nzy
De plus, d’apres(3.1)

Tl(az):Rl(a:)—i-bl—al:x—50+b1—a1:x—50,
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

nous déduisons récursivement que

Toir(z) = (a;‘ . 5n) To(z) =3, Toa(z), n>1.

Ainsi, {T,},,5, est une SPON avec des coefficients de récurrences {gn} et {7, },51 -
> 0 >

nz

D’apres (3.1) et (3.3) nous avons (3.26) , qui est équivalent a
(U, — apn_17mn) Trn2(x) = (85, — by_17) Rp—o(z) + (tn — cno1rn) Ryu_3(x) (3.28)
+ (wn - dnflrn) Rn,4($> + (hn - enflrn> Rn75(x)a n 2 2

O Ty, Spy tn, Up, Wy, €t hy, sont définis par(3.18) — (3.22).

Maintenant, on montre que (3.28) est vérifiée pour 7,, # 0, n > 1 si et seulement si
V1¥2V374 7 0 et les relations (3.4) — (3.17) sont aussi vérifiées.

En remplagant dans (3.28) par n =2, n = 3, n =4 et n = 5, on obtient les relations
(3.4) — (3.13).

il est donc facile de montrer que (3.14) — (3.17) sont vérifiées pour n > 6.

De plus, puisque e4 # a4 (d3 — a3 (c2 — az (b — aq))) et a, # 0, pour n > 5
alors par (3.4) ,on déduit que
(u,T,) #0, n>4.

et en appliquant u aux deux cotés de(3.28) ,on obtient
(U — ap_1m) (u, T, 2) =0, n>6.

ce qui nous donne

Up = Op—1Tn, n > 67

qui prouve que (3.17).

En multipliant (3.28) par R, s, R, 3, R, 4,, R._5 et en appliquant u, on obtient,
respectivement (3.14) — (3.16) .
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

Inversement, d’aprés(3.16) et (3.17) on a

~ Qp—1 €n
Tn—1 = Tn—4> n 2 67
Qp €n—1
ce qui nous donne
~ (0% enJrl
7n = Fyn737 n 2 5
Apy1 €n

Ainsi

5,40, n>5.

Par conséquant, les conditions (3.4) — (3.17) avec ¥,75757, 7 0 impliquent (3.28)

qui sont vraies pour 7, # 0, pour tout n > 1. m

Ceci prouve que 'orthogonalité de la suite {7},}, -, peut étre aussi caractérisée par le
fait qu’il existe cinq suites dépendant des paramétres a,,, b,, ¢,, d,, €, et des coefficients

de récurrences qui restent constants

Théoréme 3.1.1 Soit {Rn}nzo une SPON par rapport a une forme linéaire régquliére u
et la suite de polynomes normalisés {T,},, soit donnée par la relation (3.1). Si {1}, -,

est une SPON par rapport a une forme linéaire réguliére v, alors
k(z — cju= (2" + az® + ba® + dz + e) v (3.29)

avec ¢, a, b, d, e € C et k € C\{0} et les normalisations de ces formes linéaires (u,1) =

(v,1) = 1.

Preuve. En appliquant la forme linéaire réguliére u correspondant a la SPON {Rn}nzo

dans (3.1), on obtient pour chaque n > 4
((x — c)u, T, (x)) = 0.

et par suite selon [19] et en tenant compte de la relation (3.1) , nous développons la forme

1;
linéaire u en termes de la base duale { < ;2> } de la SPON {T,}, ., comme:
U, L) ) i>o -

7
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

! (x — c)u, T;)
(x —c)u = ZZ: 0, T2 Tiv.
Puisque {Tn}n20 est une MOPS par rapport & v, les coefficients de récurrences {gn}mo
et {7,},>, sont donnés par (3.2) et (3.3), de plus

- {(vTi) T2>

T T

En effet, en faisant agir les deux cotés (3.29) sur les polyndmes Ty, 11, Ts, T3 et Ty, et

£0, n>1. (3.30)

en tenant compte de (3.2), on obtient

k[(cs — as (b2 — a2)) 71 + (ds — az (c2 — a2 (b1 — a1))) (60 — ¢)] (3.31)

= (53 + 52 + gl + 50> Y1V2V3 + aY1 V273

k(b2 — az) vy + (c2 — az (b1 — a1)) (6o — ¢)] (3.32)
T S R s N
= (717273 + 71+ 72 +9g + 9y + 0y + 0100 + 0102 + 5250> Y172

+a <52 +51 +50> Y1¥2 + 0717

k1 + (b1 — a1) (o — ¢)] (3.33)
=2 (51 +50> 724 (52 + 25, +50> T+ (5 40 43,00+ 010 ) 3

ta (% +§2+5f+5§+5150> R +b<51 +50> Y +dF,

k(6 — c) (3.34)
— 3+ (ﬁl 4yt 30+ 0 + 25150) Y 4a ((51 + 250) A +53)

+b<§1+5§)+d50+e

kldy — ag(c3 — az (by — a2))] 74 (3.35)
+ [64 — Qg (dg — as (CQ — a9 (bl — (ll)))] ((50 — C)

= Y1727374
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3.1. Caractérisation de ’orthogonalité

ol, Y1, Vs, 75 €t 74 sont donnés par (3.2) et(3.3).
En utilisant les relations (3.31) — (3.34) et en tenant compte de (3.3),

on obtient les valeurs ¢, a, b, d, e et k

b — @?172'73?4
€5 1 7
= 5 _ ﬁ€5 — Q5 (d4 — Ay (C3 — a3(b2 — CLQ)))
0 as €4 — Qg (d3—a3 (C2_a2 (b1 —al)))’
= = < = d3—a3(cz—a2(b1—a1))
= —03— 09— 01 — 0o +
“ 3 2 ! 0 €4 — Ay <d3 — as (CQ — a9 (bl — 0,1)))
% (03 - Cls(bz - a2))64 - (d3 — as (02 — Q2 (b1 - al))) dy
€5 €4 — Q4 (d3 — as (62 — Q2 (b1 —al)))
~ ~ ~ ~ ~2~ ~2~ ~ o~ o~ ~ o~ o~ ~2 ~2 . .
b= 5350 — (51(52 + 5251 + 51(52 + (505251 + (53(52(51 — 51 — 52 — Y1 — Y2 — V3
(d3 — asg (02 — Q2 (bl - al)))
€4 — Qg (d3 — as (Cz — Q2 (b1 - G1)))
I as (03 - as(b2 - GQ)) €4 — (d3 —as (02 — Q2 (b1 - a1))) dy <5251 _i_gO)

€5 €4 — Qg (d3 —as (62 — 2 (bl —al)))
as sz es—as(dys—ag(cs — az(bs — az)))

+— (b2 —a — co —ag (b —aq)),
es ( 2 2)73 s eq — ay (d3_a/3 (CQ—CLQ (bl—al))) ( 2 2( 1 1))

d=— (53 43y 4 010, +515§> - <2§§1 + 250> J, — (52 + 25, +Z§0) on
(ds — ag (c2 — as (by — a1)))

e — ayq (dz — az (cz — az (by — a1)))

Qs (03 — ag(bg — ag)) €4 — (dg — as <62 — a9 (bl — al))) d4 ~ ~ ~

+— 0201 + 6

€5 €4 — Qg (dg—a,g (CQ—CLQ (bl —al))) < 271 0>

+

as s es—as(dy—ag(cs — az(bs — az)))
+— (b2 —a +—= ca —ag (b —aq)),

d=— (8043 +8080 +3:8,) — (281 +280) 31 — (3 + 25 +30) 7,

+ |as +
[ ° €4 — Qg (d3—a3 (62—CL2 (51—CL1)) €5

S T s -~
—a [71"‘724’51“‘504‘5150] —b<51+ 0
. Y1Y27s €5 — a5 (ds — aq (c3 — (ba — az)))
€5 €4 — Qy <d3 — as (CQ — a3 (bl — al)))
~4 - - ~2 ~2 ~~\ _
— (30 + (5172 + 30, + 3, + 2018 ) 7))

(B ) 73 = b (3042 — o

es — a5 (dg — aq (c3 — az(by — az))) (b —a )} V273
) 1 1
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3.2. Cas Particulier

3.2 Cas Particulier

Dans cette section, nous allons décortiquer un cas particulier de la relation (3.1) .

En effet, considérons la SPON {Rn}n21 , symétrique, c’est-a-dire le cas §,, = 0, pour
chaque n > 0. D’apres la proposition 3.1.1, les équations (3.14), (3.15), (3.16) et (3.17)

s’écrivent, pour chaque n > 6

dp dy,
busr = bn + 27, 4 — =, (3.1)
n—1 €n
€n
Cnt+1 = Cp + Tn — e_/yn—él + bn (bn—i—l - bn) ; (32)
n—1

- bnfl [’Yn + Cp — Cp+1 + bn (bn+1 - bn)] )
€ni1 = €n + CnYpo + dy (bns1 — by) (3.4)

— Cp—1 h/n + Cp — Cp+1 + bn (bn+1 - bn)] )

e _ e _
n Tn—4 _ En+l Tn 37 n > 5. (35)
€pn—1 Apn €n Tn+1

Upy1 = Qp +
Les équations (3.2) et (3.3) deviennent

571 = bn - bn—l—l +apy1 — Qp, N >0,

:\Y/n — ’Yn + Cn — Cp+1 + bn (bn—i-l - bn) — Qp (bn—l—l - bn +gn—1) , N Z 17

pour chaque n > 6, on a

~ d, e €n Vn— €n e
571 = —Vp-3— _1/Vn—4 Tt - 1 Tn=s (36}
€n €n—1 €n—1 Qp €n an+1
Tn— €n Yn— €n
€n Ap+1 €n—1 an
~ €n dn—l dn s
= —a, a0 o] — ap0n_1. 3.7
Tn 1 Vn—4a ( 1 Yn—a en Tn 3) 1 ( )

Dans ce cas, nous allons traiter les sous-cas suivants.
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3.2. Cas Particulier

i) Si b, = by et a,_1 = aq, pour chaque n > 6, d’aprés (3.1) et (3.5), on obtient

dn,y o dnfl,y o o d4’}/

—In-3 — n—4 — - [
€En €n—1 €4

En+1 €En €5

— Vp—3 = Tn—a = = —71»
€n €n—1 €4

alors la relation (3.7) nous donne

on déduit que gn = 0 et 7,, sont constants, pour chaque n > 6.

et d’aprés (3.2), nous avons
e
Cn+l = Cp + 7Y, — _571 (39)
€4
ii) Si b, = by, a,_1 = a1 et ¢, = ¢, pour chaque n > 6, d’apres (3.9) et (3.8), on a

Yo = Vno n = 6.

les coefficients 7, sont constants, pour chaque n > 6, alors {Rn}nzo est la suite de

polynomes anti-associés d’ordre 6 pour les polynomes de Chebyshev du second genre [34].

iii) Si a,,—1 = a1, b, = by, ¢, = ¢2 et d,, = d3, pour chaque n > 6, d’aprés (3.3), on a
dn+1 = dn + bn’yn—l - bn*17n7 n > 67
d’ou
dn—i—l =d, + b (77171 - ’Yn> ) n=>"T,

il est claire que by (yn_l — vn) = 0, pour tout n > 7.

iv) Si a,—1 = a1, b, = by, ¢, = 2, d, = d3 et e, = eq, pour chaque n > 6, d’aprés
(3.4), on a
€ntl = €n T CnVp_2 = Cn—1Vn> n =6,
d’ou
€nt1 =€y + Co (fyn_Q — yn) , n > 8,

il est claire que ¢ (fy,n_Q — ’yn) = 0, pour tout n > 8.

52



3.2. Cas Particulier

Remarque 3.2.1 Sia,_1 = a1, b, = by et ¢, = ¢ ou a,_1 = ay, b, = by, ¢, = ¢y et

d, =ds ou a,_1 = ay, b, = by, ¢, = ¢y ,d, = d3 et e, = eq pour chaque n > 6, alors

0n, =0, n > 6,

rYn:’Yn:/YGa 7126

Exemple 3.2.1 Soit {Rn}nzo une suite de polynomes de Chebyshev normalisés du second

genre orthogonaux par rapport & la fonction de poids W(zx) = (1 — :c2)% sur (—1,1). alors
1

0n =0,n >0, 7, = " > 1, et les relations (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) et (3.5), pour

chaque n > 6, deviennent

1/d,_ d,
bn+1:bn+_( 1__)7

4 €n—1 €n

1 n
CnJrl:Cn—'_Zl(l_ ‘ )+bn<bn+l_bn)7

€n—1

1 1
dn+1 - dn + an + Cn(bn—i-l - bn) - bn—l |:4_1: +cp — Cn+1 + bn (bn—l-l - bn):| s

1 1
€n+1 = €p + ch + dn (bn—l—l - bn) — Cp—1 |:Z + ¢, — Cn+1 + bn (bn+1 - bn):| y

1 €n—1 €n
Qp = Qp—1 + < - .
4 Ap—1€n—2 An€n—1

En supposant que a,,_1 = ay, b, = by et ¢, = co,pour chaque n > 6, on obtient

1
enH:en%—Z(cn—cn,l), n > 6,

et en particulier,

€nil = En, n>"1.

Dans cette situation, nous déduisons des coefficients de connexion constants, pour n > 7.
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CHAPITRE

Conclusion

A travers notre étude, on a pu traiter une nouvelle caractérisation de I’orthogonalité d’une

suite de polynoémes orthogonaux normalisés qui sont définis par la relation
T, (z) +a,Th1(z) = Ry () + bR () + cnRp—o (z) + dyRy—3 () + enRp—y (7)

ou eya, # 0, pour tout n > 5. De plus, on a pu démontré que la relation entre les

fonctionnelles linéaires correspondantes est donnée par
k(z—c)u= (2*+az® + b2’ +dx+e)v

ou a,b,c,d et e € C et k € C\ {0} .Enfin, une illustration utilisant un cas particulier de
la relation de type ci-dessus est donnée.

Dans nos perspectives nous estimons trouver une généralisation de ce travail.
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