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cette thèse. Je conçois une totale considération pour leur expertise et leurs

qualités humaines, et je leur suis reconnaissante pour leur participation au

jury. De plus, je leur suis profondément reconnaissante pour leur contribu-
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Abstract

In the following thesis we will focus our interest in partial differential equa-

tions of non-linear elliptics involving the (p, q)−Laplacian operator defined

by

(∆p +∆q)u = div(|∇u|p−2∇u+ |∇u|q−2∇u).

In a fairly regular bounded domain Ω, we place ourselves in RN , N ≥ 1. It

is noted that the methods used are mainly variational methods.

First, we will study the following eigenvalue problem−∆pu−∆qu = λ(αP (x)|u|p−2u+ βQ(x)|u|q−2u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Under adequate hypotheses as well as an imposed constraint Mα,β the exis-

tence of a non trivial solution of the above problem is demonstrated by the

Ljusternick-Shnirelmann method.

Our second concern will be about the study of the Fučik spectrum of the

(p, q)− Laplacian through the following problem−∆pu−∆qu = λ.P (x) (u+)
p−1 − µ.Q (x) (u−)

q−1
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

By combining the Ljusternick-Schnirelmann theory and the mountain pass

theorem with constraint we will end up creating a family of curves

Cn := {(s+ ck (s, t) , t+ ck (s, t)) , (t+ ck (s, t) , s+ ck (s, t))},

.

Key Words : (P,Q)-Laplacian, Nontrivial solution, Critical value, Ljusternick-

Schnirelmann Theorem. Fučik spectrum, Mountain Pass Theorem.



Résumé

Dans cette thèse, nous considérons des équations aux dérivées partielles el-

liptiques non linéaires faisant intervenir l’opérateur (p, q)− Laplacian défini

par

(∆p +∆q)u = div(|∇u|p−2∇u+ |∇u|q−2∇u), x ∈ Ω

où 1 < q < p < ∞, un domaine borné Ω ⊂ RN suffisamment régulier, avec

N ≥ 1.

Tout d’abord, nous commençons par examiner le problème spectral suivant :−∆pu−∆qu = λ(αP (x)|u|p−2u+ βQ(x)|u|q−2u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Sous des hypothèses adéquates ainsi qu’une contrainte imposée sur Mα,β

l’éxistence d’une solution non triviale du problème ci-dessus est démontrée à

l’aide de la méthode de Ljusternick-Shnirelmann.

Ensuite, nous nous consacrons à l’étude du spectre de fučik de l’opérateur

(p, q)− Laplacien à travers l’analyse du problème suivant :−∆pu−∆qu = λ.P (x) (u+)
p−1 − µ.Q (x) (u−)

q−1
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Finalement, la combinaison de la théorie de Ljusternick-Schnirelmann et du

théorème du col de la montagne sous contrainte conduit à la construction

d’une famille de courbes associées au problème étudié donnée par :

Cn := {(s+ ck (s, t) , t+ ck (s, t)) , (t+ ck (s, t) , s+ ck (s, t))},

.



v

Mots Clés : (P,Q)− Laplacian, Valeur critique, Solution non triviale,

Théorème du Col de la montagne, Théorème de Ljustenick-Shnirelmann,

Spectre de Fučik.
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Symbole Signification

∆u . . . . . . . . . . . . . Laplacien de u

∆pu . . . . . . . . . . . . . p-Laplacien de u

∆(p,q)u . . . . . . . . . . . . . (p, q)-Laplacien de u

p∗ . . . . . . . . . . . . . Exposant critique de p

||.||X . . . . . . . . . . . . . Norme dans l’espace X

⟨., .⟩X . . . . . . . . . . . . . Produit scalaire dans l’espace X

d(x,A) . . . . . . . . . . . . . Distance entre x et l’ensemble A

S . . . . . . . . . . . . . Sphère unitaire dans W 1,p
0 (Ω)

X ′ . . . . . . . . . . . . . Espace dual de X

p.p. . . . . . . . . . . . . . Presque pour tous les points

C(Ω) . . . . . . . . . . . . . Ensemble des fonctions continues sur Ω

Ck(Ω) . . . . . . . . . . . . . Ensemble des fonctions de classe Ck sur Ω

Ck,m(Ω) . . . . . . . . . . . . . Ensemble des fonctions hölderiennes de classe Ck,m sur Ω

Ck,m
loc (Ω) . . . . . . . . . . . . . Ensemble des fonctions localement hölderiennes de classe Ck,m

. . . . . . . . . . . . . sur Ω

Ck
c (Ω) . . . . . . . . . . . . . Ensemble des fonctions de classe Ck à support compact sur Ω

C∞(Ω) . . . . . . . . . . . . . Ensemble des fonctions indéfiniment différentiables sur Ω

C∞
c (Ω) . . . . . . . . . . . . . Ensemble des fonctions indéfiniment différentiables à support

. . . . . . . . . . . . . compact sur Ω

Lp(Ω) . . . . . . . . . . . . . {u : Ω → R| u mesurable et
∫
Ω
|u|p < ∞, 1 ≤ p < ∞}

L∞(Ω) . . . . . . . . . . . . . {u : Ω → R| u mesurable et ∃C > 0, |u(x)| ≤ C p.p. }
Lp′(Ω) . . . . . . . . . . . . . Espace dual de Lp(Ω), où p′ =

p

p− 1
W k,p(Ω) . . . . . . . . . . . . . Espace de Sobolev avec dérivées d’ordre k dans Lp(Ω)

W k,p
0 (Ω) . . . . . . . . . . . . . Espace de Sobolev à trace nulle

W−k,p′

0 (Ω) . . . . . . . . . . . . . Espace dual de W k,p
0 (Ω)

Σp . . . . . . . . . . . . . Spectre de Fučik du p-Laplacien

Σp,q . . . . . . . . . . . . . Spectre de Fučik du (p,q)-Laplacien



INTRODUCTION GÉNERALE

Dans cette thèse, nous nous consacrons à l’analyse de certains problèmes

elliptiques non linéaires. Les questions abordées dans ce travail s’inscrivent

dans le cadre d’un domaine borné. Ω ⊂ RN , N ≥ 1 soumis à une condi-

tion aux limites de Dirichlet ainsi qu’à une contrainte supplémentaire. Cette

configuration engendre certaines difficultés notamment liées à la nécessité de

rechercher une solution non triviale dans un espace fonctionnel approprié,

tout en respectant les conditions imposées par la contrainte.

Dans les chapitres 4 et 5, nous présenterons et démontrerons de nouveaux

résultats concernant l’existence d’une solution d’un problème aux limites non

linéaire avec contrainte.

Nous mentionnons que les problèmes abordés dans ce manuscrit impliquent

des opérateurs de type divergence, en particulier un opérateur non linéaire

et non homogène appellé (p, q) -Laplacien défini par

(∆p +∆q)u = div(|∇u|p−2∇u+ |∇u|q−2∇u).

Notons que durant cette dernière décennie l’opérateur (p, q) -Laplacien a sus-

cité l’attention de plusieurs auteurs, en raison de son importance et son appa-

rition dans de nombreuses applications. Parmi les problèmes de modélisations

dans ce contexte, on trouve des modèles issus de la physique des plasmas [62],

des équations de réaction-diffusion [17, 10], de la biophysique [36], ainsi que

des modèles liés aux particules élémentaires [8, 9, 10, 28] .
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Dans la littérature, de nombreux travaux on été consacrés à l’analyse théorique

de ce type d’équations et de systèmes d’équations. Au cours des dernières

années une attention particulière a été portée aux problèmes elliptiques fai-

sant intervenir le (p, q) -Laplacien, où la majorité des cas possibles ont

été étudiés. Parmi ceux-ci, on trouve notamment des problèmes de valeurs

propres et des problèmes à exposant critique comme dans [47], où l’auteur

a mis en évidence l’influence du coefficient f(x) sur le nombre des solutions

positives du problème−∆pu−∆qu = f(x)|u|p∗−2u+ λg(x)|u|r−2u dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

avec λ positive assez petit.

Le résultat relatif à l’existence et à la non-existence de solutions positives a

été examiné par S. Motreanu et N. Tanaka [54], ils ont démontré que si µ

est positive, alors il existe un intervalle de valeurs propres associé au problème−∆pu− µ∆qu = λ(mp(x)|u|p−2u+ µmq(x)|u|q−2u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Pour le cas singulier on peut voir [66] où l’existence d’un intervalle de valeurs

propres a été démontré par l’inégalité de Hardy-Sobolev.

Concernant le cas de valeur propre généralisé on peut consulter [54] parti-

culièrement l’auteur a construit une courbe qui sépare entre les intervalles

d’existence et non existence des solutions positives du problème suivant−∆pu−∆qu = α|u|p−2u+ β|u|q−2u dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Concernant le spectre du (p, q) -Laplacien, de nombreuses études ont été

menées par divers chercheurs, lesquels ont conjointement contribué à établir

la structure et la forme générale de ce spectre. Néanmoins, à notre connais-

sance, le spectre de Fučik associé au (p, q) -Laplacien n’a pas encore été

abordé dans la littérature.

Dans cette thèse, notre objectif principal est d’initier une étude préliminaire

INTRODUCTION
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du spectre de Fučik associé au (p, q) -Laplacien. Il s’agit d’une tâche par-

ticulièrement délicate, en raison de la nouveauté du sujet et du manque

de références bibliographiques ou de travaux antérieurs sur lesquels s’ap-

puyer. Afin de surmonter ces difficultés, nous débutons par une analyse

détaillée d’un problème elliptique non linéaire faisant intervenir l’opérateur

(p, q)− Laplacien.

Le problème considéré s’énonce comme suit :−∆pu−∆qu = λ(αP (x)|u|p−2u+ βQ(x)|u|q−2u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

où, 1 < q ≤ p < +∞, α, β > 0, λ ∈ R, les fonctions poids P (x), Q(x) ∈
L∞(Ω) et Mα,β est une contrainte tel que

Mα,β(u) = {u ∈ W 1,p
0 (Ω) :

α

p

∫
Ω

P (x)|u|p + β

q

∫
Ω

Q(x)|u|q = 1}.

Nous utiliserons ensuite les résultats acquis dans l’étude du spectre de Fučik.

Nous soulignons que les fonctionnelles et la contrainte introduites dans ce

travail on été spécialement conçues pour le présent sujet, et n’ont, à notre

connaissance, jamais été définies ni utilisées auparavant.

Dans ce qui suit, nous exposons explicitement et en détails l’ensemble des

résultats obtenus, en suivant l’organisation du manuscrit présentéé ci-dessous.

Le premier chapitre est consacré aux notions préliminaires essentielles à la

bonne compréhension du reste de la thèse.

Le deuxième chapitre présente un aperçu historique du spectre de Fučik pour

les opérateurs elliptiques.

Le troisième chapitre est dédié aux méthodes de résolution des équations aux

dérivées partielles utilisées dans ce travail.

Enfin, les quatrième et cinquième chapitres regroupent l’ensemble des résultats

obtenus au cours de cette étude.

INTRODUCTION



Apport de la Thèse.

Avant de présenter en détail les résultats que nous avons trouvé durant

notre travail, nous souhaitons donner un banal aperçu pour chaque cha-

pitre. Le chapitre 1, chapitre 2 et chapitre 3 sont consacrés aux différentes

définitions et rappels indispensables à l’interprétation et à la compréhension

de ce présent manuscrit. Nous allons donc exposer principalement les résultats

du chapitre 4 et chapitre 5.

Résultats essentiels du chapitre 4.

Au coeur de ce chapitre, nous allons nous intéresser au problème aux va-

leurs propres suivant :−∆pu−∆qu = λ(αP (x)|u|p−2u+ βQ(x)|u|q−2u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(1)

où, ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) est l’opérateur p-Laplacien, 1 < q ≤ p < +∞.

Les paramètres α, β > 0, λ ∈ R et les fonctions poids P (x), Q(x) ∈ L∞(Ω).

Nous posons les hypothèses suivantes :

H1 1 < q ≤ p < +∞,

H2 P (x), Q(x) ∈ L∞(Ω),

H3
∫
Ω
P (x)|u|pdx ≤ C1||P ||∞||u||p1,p,

i
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H4
∫
Ω
Q(x)|u|qdx ≤ C2||Q||∞||u||p1,p.

Existences des valeurs propres. Nous visons à établir l’existence de so-

lutions faibles de la fonctionnelle d’énergie

I(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx

dans la variété

Mα,β =

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) :
α

p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x)|u|qdx = 1

}
.

Le premier résultat de ce chapitre porte sur la contrainte. Mα,β.

Proposition 0.1 . Sous les hypothèses H1-H4 alors, nous avons que Mα,β

est non vide .

Le second résultat concerne la régularité des fonctionnelles I et Gα,β avec

Gα,β (u) =
α

p

∫
Ω

P (x) |u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x) |u|qdx.

Lemme 0.1 . Sous les hypothèses H1-H4 alors, nous avons

(1) La fonctionnelle I est de classe C1 sur W 1,p
0 (Ω) et sa différentielle est

donnée par :

⟨I ′(u), v⟩ =
∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇vdx, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

(2) Gα,β ∈ C1
loc(W

1,p
0 (Ω),R) et sa différentielle est donnée par :

⟨G′
α,β(u), v⟩ = α

∫
Ω

P (x)|u|p−2uvdx+β

∫
Ω

Q(x)|u|q−2uvdx,∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

(3) I et Gα,β sont paires et I n’est pas constante .

Le résultat qui suit, annonce que l’ensemble Bk est non vide.

Apport de la Thèse
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Lemme 0.2 . Pour tout entier k ∈ N, Bk ̸= Φ en particulier si Xk est un

sous-espace de dimension k de W 1,p
0 (Ω), alors γ(Mα,β

⋂
Xk) = k, où γ est le

genre que nous définirons plus tard.

Pour pouvoir appliquer le théorème de Ljusternick-Schnirelmann, il est capi-

tal de garantir que la fonctionnelle I vérifie la condition de Palais-Smale.

Lemme 0.3 . Sous les hypothèses H1-H4 alors, la fonctionnelle I vérifie La

condition de Palais-Smale sur Mα,β.

Afin de conclure ce chapitre, nous démontrons l’existence d’une solution

u ∈ W 1,p
0 (Ω) du problème (1).

Théorème 0.1 . Pour α > 0, β > 0 et k ∈ N, nous posons

ck = inf
A∈Bk

sup
u∈A

I(u)

alors, pour tout k ≥ 1, il existe uk ∈ Mα,β et λk ∈ R tel que (uk, λk) est une

solution du problème (1).

.

Résultats essentiels du chapitre 5.

Au coeur de ce chapitre nous étudierons le problème de Fučik suivant :−∆pu−∆qu = λ.P (x) (u+)
p−1 − µ.Q (x) (u−)

q−1
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2)

où, Ω est un domaine borné assez régulier de RN , u = u+ − u−, u± =

max {0, u±} est la solution recherchée du problème. Nous supposons que

1 < q ≤ p ≤ N .

Nous chercheons à construire le spectre de Fučik de l’opérateur (p, q)-Laplacien

qui est déterminer comme étant l’ensemble des couples (λ, µ) ∈ R2 de tel que

le problème (2) possède une solution non triviale dans l’espace de Sobolev

W 1,p
0 (Ω), nous le notons par Σp,q.

Apport de la Thèse
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Afin de pouvoir atteindre notre but, nous avons besoin de définir les deux

fonctionnelles suivantes.

Is,s0,t,t0 , Gα,β : W 1,p
0 (Ω) 7→ R

tel que :

Is,s0,t,t0 =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+1

q

∫
Ω

|∇u|qdx−s

p

∫
Ω

P (x) |u+|pdx+s0
p

∫
Ω

P (x) |u−|pdx

− t

q

∫
Ω

Q (x) |u−|qdx+
t0
q

∫
Ω

Q (x) |u+|qdx

et

Gα,β (u) =
α

p

∫
Ω

P (x) |u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x) |u|qdx

où, s ≤ s0, t ≤ t0 avec s0 et t0 deux valeurs positives.

Posons aussi la contrainte Mα,β défini dans la section précédente par :

Mα,β =

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) :
α

p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x)|u|qdx = 1

}
La régularité de la fonctionnelle Is,s0,t,t0 est le premier résultat que nous avons

obtenu dans ce chapitre.

Lemme 0.4 . La fonctionnelle Is,s0,t,t0 est de classe C1 et sa différentille est

donnée par∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇vdx−s

∫
Ω

P (x) |u+|p−1vdx+s0

∫
Ω

P (x) |u−|p−1vdx

−t

∫
Ω

Q (x) |u−|q−1vdx+ t0

∫
Ω

Q (x) |u+|q−1vdx

pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Nous allons définir la fonctionnelle Is,s0,t,t0 = Is,s0,t,t0 |Mα,β
.

Dans le but d’être capable d’employer le théorème de Ljusternick-Schnirelmann

ainsi que le théorème du Col et démontrer l’existence des solutions du problème

(2), nous devons d’abord prouver que la condition de Palais-Smale est vérifiée

par la fonctionnelle Is,s0,t,t0 sur Mα,β.
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Lemme 0.5 . La fonctionnelle Is,s0,t,t0 vérifie la condition de Palais-Smale

sur Mα,β.

Nous posons maintenant

I0,0,0,0(u) = I(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx.

En combinant les résultats du chapitre 4 et le théorème de Ljusternick-

Schnirelmann nous obtenons le résultat suivant.

Lemme 0.6 . I possède une infinité de points critiques sur Mα,β. Et

ck = inf
A∈Bk

sup
u∈A

I(u)

est une suite infinie de valeurs critiques de I, de plus ck → +∞ quand

k → +∞.

A présent, nous pouvons vérifier que la fonctionnelle Is,s0,t,t0 satisfait la

géométrie du Col avec contrainte.

Lemme 0.7 . ∀ϵ > 0 assez petit, ∃u0, u1 ∈ Mα,β tel que : ∥ u1−u0 ∥W 1,p
0 (Ω)>

ϵ et que

inf
{
Is,s0,t,t0 (u) : u ∈ Mα,βet ∥ u− u0 ∥W 1,p

0 (Ω)= ϵ
}

> max
{
Is,s0,t,t0 (u0) , Is,s0,t,t0 (u1)

}
.

En regroupant toutes ces informations, nous arrivons au résultat principale

de ce chapitre.

Théorème 0.2 . Pour s > 0, t > 0,

(i)

ck (s, t) = inf
γ∈Γ

max
u∈γ[−1,1]

Is,s0,t,t0

est une suite de valeurs critiques de Is,s0,t,t0, où

Γ = {γ ∈ C ([−1, 1] ,Mα,β) : γ (−1) = −u1
k, γ (1) = u1

k}.

Où, uk est le point critique associé a la valeur critique ck défini précédemment.
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Apport de la Thèse vi

(ii) Le point (s+ ck (s, t) , t+ ck (s, t)) ∈ Σp,q.

A la fin, nous terminerons par définir une famille de courbes et donner ses

propriétés.

Nous définissons la famille de courbes suivantes

Cn := {(s+ ck (s, t) , t+ ck (s, t)) , (t+ ck (s, t) , s+ ck (s, t))},

Le résultat de la régularité de la famille de courbes est donné dans le lemme

qui suit.

Lemme 0.8 . La famille de courbes

(s, t) 7−→ (s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t))

est lipchitzienne et continue dans le sense où, s+ cn(s, t) < s′ + cn(s
′, t), t+

cn(s, t) < t′ + cn(s, t
′) et cn(s, t) > cn(s

′, t′).

Le second résultat concerne la monotonie de la famille de courbes.

Lemme 0.9 . la famille de courbes

(s, t) 7−→ (s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t))

est décroissante dans le sense où, s + cn(s, t) < s′ + cn(s
′, t), t + cn(s, t) <

t′ + cn(s, t
′) et cn(s, t) > cn(s

′, t′).
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Chapitre 1
Notions préliminaires.

Au coeur de ce chapitre nous fournirons certains définitions utiles à la lec-

ture de cette thèse. Ces dernières sont tirées de plusieurs ouvrages spécialisés

dans l’analyse fonctionnelle linéaire et non linéaire ou encore dans l’analyse

des équations aux dérivées partielles.

Nous commençons ce chapitre par les propriétés de l’opérateur (p, q)-Laplacien.

1.1 Propiétés de base de l’opérateur (p, q)-Laplacien.

Soient 1 < q ≤ p < N , Ω ⊂ RN un domaine borné de RN , N ≥ 1 et soit

µ ∈ R+
0 . Notons par p

′ l’éxposant dual de p,

p′ := p/(p− 1),

et p∗ l’éxposant critique de p,

p∗ :=
Np

N − p
,N ∈ N.

Notons par Aµ
p,q la différentielle de classe C1(Ω) de la fonctionnelle

u 7→ 1

p
||u||pp +

µ

q
||u||qq, u ∈ W 1.p

0 (Ω).

nous avons donc

⟨Aµ
p,q(u), v⟩ =

∫
Ω

(|∇u|p−2∇u∇v + µ|∇u|q−2∇u∇v)dx, ∀u, v ∈ W 1.p
0 (Ω).

Nous remarquons que si nous posons µ = 0 nous obtenons le p-Laplacien et

si µ = 1 nous obtenons le (p, q)-Laplacien .

1
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Homogénité :

Nous avons la définition suivante.

Définition 1.1 : Soit T : R → R un opérateur non linéaire. Nous disons

que T est un opérateur homogène de degré d si pour tout x ∈ R, nous avons
alors, T (λx) = λdT (x) où, λ ∈ R.

L’opérateur Aµ
p,q n’est pas homogène dans le cas où p ̸= q, ce qui engendre un

certain nombres d’obstacles notamment dans l’utilisation de la théorie des

points fixes. Cependant nous pouvons y remédier grâce à un raisonnement

analogue. En effet, si u ∈ W 1.p(Ω) est une solution de l’équation quasi-linéaire

telle que

(−∆p,q)u = g(., u), où g ∈ W−1,p′(Ω),

alors pour k ∈ R, u est une solution de l’équation

(−∆p,q)(ku) = kp−1∆p(u) + kq−1∆q(u) = kp−1(∆kq−p
p,q )(u).

Si nous posons µ := kq−p, nous trouvons alors que v := µ1/(q−p)u est une

solution de l’équation

(−∆)p,q(v) = µ
p−1
q−p g(., u) = gµ(., v),

avec

gµ(x, t) := µ
p−1
q−p g(x, µ

1
q−p t).

Régularité du (p, q)-Laplacian :

Soit u ∈ W 1.p
0 (Ω) solution de l’équation

(−∆p,q)(u) = g(., u), (1.1)

où, Ω ⊂ RN et g : Ω×R −→ R est une fonction de Carathéodory qui vérifie

que

|g(x, t)| ≤ c(1 + |t|p∗−1

). (1.2)

Nous définissons l’ensemble

C1
0(Ω) = {u ∈ C1(Ω), u |∂Ω= 0},

1.1. Propiétés de base de l’opérateur (p, q)-Laplacien.
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avec sa partie positive donnée par

C+ = {u ∈ C1
0(Ω), u(x) ≥ 0 dans Ω}.

Si il existe δ > 0 et C > 0 tel que

tg(x, t) ≥ −Ctq dans Ω[−δ, δ],

alors sous la condition (1.2), il existe une solution non triviale et non négative

de l’équation (1.1) dans C+.

Spectre du (p, q)-Laplacien :

Le spectre pour les valeurs propres du (∆p,q) dans un domaine borné

Ω ⊂ RN consiste à trouver tout les couples (α, β) ∈ R2 tel que l’équation

(−∆p,q)(u) = α|u|p−2u+ β|u|q−2u,

possède une solution non triviale u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Les résultats qui ont été obtenus sur le spectre du (p, q) − Laplacien sont

donnés dans le théorème suivant.

Théorème 1.1 . Supposons que 1 < q < p < N , N ∈ N alors, nous avons

σp,q ⊆ {λ1(p), λ1(q)} ∪ {(α, β) : α > λ1(p)} ∪ {(α, β) : β > λ1(q)},

où, λ1(p) et λ1(q) sont respectivement les premières valeurs propres du (∆p)

et (∆q) définies comme suite :

λ1(p) = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

||u||pp
|u|pp

, λ1(q) = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

||u||qq
|u|qq

.

De plus, si les fonctions propres u1(p) et u1(q) associées aux valeurs propres

λ1(p) et λ1(q) sont linéairement indépendantes alors, il existe une fonction

continue non décroissante λ∗ : R → (λ1(q),+∞[ tel que γ(t) = (λ∗(t) +

t, λ∗(t)), alors, nous obtenons

σ+
p,q\γ(R) = {(α, β) : λ1(p) < α < λ∗(α−β)}∪{(α, β) : λ1(q) < β < λ∗(α−β)}

de plus λ∗(t) = λ(t), pour t assez grand.

1.1. Propiétés de base de l’opérateur (p, q)-Laplacien.
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1.2 Définitions Essentielles.

Nous allons commencer par donner la définition d’une dérivée direction-

nelle .

Définition 1.2 [16] : Soit Y un espace de Banach et E un sous-ensemble de

Y , Posons H : E → R une fonction réelle. Considèrons un point u ∈ E et

un vecteur z ∈ Y de telle manière que pour T > 0 suffisamment petits, nous

ayant u + Tz ∈ E. Nous disons alors que la fonction H possède au point u

une dérivée directionnelle dans la direction z si la limite suivante existe :

lim
T→0+

H(u+ Tz)−H(u)

T
,

nous l’écrirons H ′(u).

Définition 1.3 [16] : Soit Y un espace de Banach et E un sous-ensemble de

Y , posons H : E → R une fonction réelle. Nous prenons un point u ∈ E, s’il y

a un point L ∈ Y ′ de telle sorte que pour T > 0 assez petits, H(u+Tz) existe

dans chaque direction z. Nous disons alors que H est dérivable au sens de

Gateux, ou encore G-Différentiable en u s’ il existe une dérivée directionnelle

H ′
z(u) donné par :

lim
T→0+

H(u+ Tz)−H(u)

T
= ⟨L, z⟩,

nous l’écrirons H ′(u) := L.

Définition 1.4 [16] : Soit E un sous ensemble ouvert d’un espace de Banach

Y . Notons que H : E → R est une fonction. S’il existe un L ∈ Y ′ tel que

∀v ∈ E,H(v)−H(u) = ⟨L, v − u⟩+ o⟨, v − u, v − u⟩.

Nous disons alors que H est différentiable ou dérivable au sens de Fréchet au

point u.

Nous notons que L est unique dans le cas où H est différentiable et nous

l’écrirons H ′(u) := L.

Notons que C1(E,R) est l’ensemble des fonctions différentiables de E → R.

1.2. Définitions Essentielles.
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Remarque 1.1 .

1- La continuété de la fonction H est nécessaire pour que celle-ci soit

différentiable au sens de Fréchet.

2- Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la notion de G-

dérivée, car nous pouvons examiner l’application T → H(u + Tω)

définie sur un intervalle [0, ϵ[ avec ϵ > 0 et ω fixé dans Y . Afin de

ne pas alourdir les développements à venir, nous ne ferons pas de

distinction entre la G-dérivée et la dérivée au sens de Fréchet.

Définition 1.5 (Point Critique) [58] : Soient Y un espace de Banach, E un

sous-ensemble ouvert de Y et H ∈ C1(E,R) une fonction. Nous disons qu’un
point u ∈ E est un point critique de H, dans l’éventualité où H ′(u) = 0.

À l’inverse, u est désigné comme un point régulier de H dans l’hypothèse où

u n’est pas un point critique.

De plus, s’il y a u ∈ E de telle sorte queH(u) = c etH ′(u) = 0 alors, la valeur

c ∈ R est définie comme étant une valeur critique de H . Dans l’éventualité

où c ne satisfait pas cette condition, nous l’appellons valeur régulière de H.

Définition 1.6 ( Multiplicateur de Lagrange) [58] : Soit Y un espace de

Banach, H ∈ C1(Y,R) une fonction et M un ensemble de contrainte défini

par

M := {v ∈ Y ;H(v) = 0}.

Nous supposons que pour tout u ∈ M vérifiant la condition H ′(u) ̸= 0, alors

pour J ∈ C1(M,R) (ou de classe C1 dans un voisinage de M où bien C1

sur M). Nous disons qu’un réel c ∈ R est une valeur critique de J sur M

s’il existe un point u ∈ M et une valeur réelle λ ∈ R tel que J(u) = c et

J ′(u) = λH ′(u). Le point u est alors un point critique de J sur M et le réel

λ est appelé multiplicateur de Lagrange associé à la valeur critique c (où au

point critique u).

Définition 1.7 (Fonction de Carathéodory) [58] : Soit Ω un ouvert borné

de RN et h une fonction de Ω×R dans R. Nous disons que h est une fonction

de Carathéodory, si les conditions suivantes sont satisfaites :

1.2. Définitions Essentielles.
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1) L’application r → h(x, r) est continue p.p x ∈ Ω,

2) L’application r → h(x, r) est mesurable pour tout r ∈ R.

Définition 1.8 (Valeur Propre) [58] : Soit Y un espace de Banach. Soient

Q et R deux opérateurs non linéaires définis sur Y .

Nous disons qu’un réel λ est une valeur propre de l’opérateur Q relativement

à l’opérateur R s’il existe un élément u ∈ Y , avec u ̸= 0 tel que :

Qu = λRu.

Définition 1.9 ( Genre) [58] : Soit Y un espace de Banach.

Nous désignons par S(Y ) l’ensemble des parties fermées, symétriques et ne

contenant pas l’origine de Y .

Cet ensemble est défini plus précisément par :

S(Y ) := {D ⊂ Y ; D est fermée, non vide, 0 /∈ D,−D = D}.

Si D ∈ S(Y ), nous appelons genre de D le nombre noté par γ(D) , défini

comme suit

γ(D) := inf{n ≥ 1 il existe une fonction φ : A → Rn\{0} impaire et continue }.

Par convention, nous posons γ(∅) = 0.

Dans l’éventualité où il n’ya aucun entier n ≥ 1 ni aucune fonction φ impaire

et continue de D dans Rn\{0}, nous posons γ(D) = +∞.

Nous pouvons de manière analogue, définir γ(D) par

γ(D) := inf{n ≥ 1 il existe φ : A → Sn−1continue et impaire}.

Où, Sn−1 est la sphère unitée de dimension n− 1.

Il est essentiel de noter que le genre ne peut être défini que pour des ensembles

fermés.

Remarque 1.2 .

1 Le concept du genre nous permet de différencier deux ensembles fermés

symétriques, notés D et Q ne contenat pas l’origine, en examinant

l’existence d’une fonction continue et impaire de D vers Q.

1.2. Définitions Essentielles.
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2 Le concept de genre est analogue à celui de l’indice pour les ensembles

invariants sous l’action du groupe Z2. Par conséquent, il joue un rôle

essentiel dans la résolution des problèmes variationnels présentant une

invariance par rapport à cette action.

Où Z2 est l’ensemble {0, 1} muni de l’addition modulo 2 définie par :

(a) 0 + 0 = 0,

(b) 0 + 1 = 1 + 0 = 1,

(c) 1 + 1 = 0.

Nous allons maintenant énoncer un théorème présentant les propriétés fon-

damentales du Genre.

Théorème 1.2 (Propriétés du Genre.). Soit Y un espace de Banach et

D,Q ∈ S(Y ).

1. S’il existe h : D → Q continue et impaire, alors, γ(D) ≤ γ(Q),

2. Si D ⊂ Q alors, γ(D) ≤ γ(Q),

3. S’il existe un homéomorphisme impair h : D → Q alors, nous avons

γ(D) = γ(Q),

4. γ est sous-additif : γ(D ∪Q) ≤ γ(D) + γ(Q),

5. Dans le cas où D est compact, nous avons γ(D) < ∞,

6. Si D est compact, il en découle que D possède un voisinage fermé qui

possède le même genre que D. Plus précisément, il existe ϵ > 0 tel que

Dϵ := {x ∈ Y ; dist(x,D) ≤ ϵ}.

7. Si γ(Q) < ∞, alors, γ(D\Q) = γ(D ∩Qc) ≥ γ(D)− γ(Q).

Définition 1.10 (Convergence forte)[16] : Soient 1 ≤ p ≤ ∞, Ω ⊂ RN et

soit hn, h ∈ Lp(Ω). Nous disons que hn converge fortement vers h dans Lp(Ω)

si

lim
n→∞

||hn − h||Lp(Ω) = 0.

Nous écrirons hn → hLp(Ω).

1.2. Définitions Essentielles.
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Définition 1.11 (Convergence faible) [16] : Soient 1 ≤ p ≤ ∞, Ω ⊂ RN

et soit hn, h ∈ Lp(Ω). Nous disons que hn converge faiblement vers h dans

Lp(Ω) si

lim
n→∞

∫
Ω

(hn(x)− h(x))χ(x)dx = 0,∀χ ∈ Lp′(Ω).

Nous écrirons hn ⇀ hLp(Ω).

La condition de Palais-Smale [58].

La compacité des suites minimisantes constitue un outil fondamental dans

le cadre du calcul des variations. Lorsqu’ il s’agit des suites pour lesquelles

la fonctionnelle converge vers une éventuelle valeur critique, et non seule-

ment vers la borne inférieure, la condition de Palais-Smale joue un rôle

analogue. Ainsi, cette condition doit être vérifiée pour toute fonctionnelle

indépendamment de l’existence effective de valeurs critiques. Elle représente

néaumoins un élément essentiel dans l’établissement de résultats d’existence

de solutions dans de nombreuse situations variées.

Définition 1.12 (Condition de Palais-Smale) : Soit Y un espace de Banach

et I : Y → R une fonctionnelle de classe C1. Nous disons que I satisfait la

condition de Palais-Smale au niveau c ∈ R si, pour toute suite (un) de Y

telle que I(un) → c dans R et I ′(un) −→ 0 dans Y ′, il existe une sous-suite

de un qui converge dans Y .

Définition 1.13 (Condition de Palais-Smale avec contrainte) : Soit Y un

espace de Banach, considérons la contrainte

S = {v ∈ Y : F (v) = 0},

où, F ∈ C1(Y,R) et ∀v ∈ S, F ′(v) ̸= 0.

Soit I ∈ C1(Y,R) et c ∈ R. Nous disons que I|S satisfait la condition de

Palais-Smale au niveau c (ou encore que I satisfait la condiion de Palais-

Smale sur S si, pour toute suite (un, bn) ∈ S × R telle que : I(un) → c dans

R et I ′(un) − bnF
′(un) → 0 dans Y ′ il existe une sous suite (unk

, bnk
)k qui

converge vers un couple (u, b) dans S × R.

1.2. Définitions Essentielles.
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Remarque 1.3 . La condition de Palais-Smale n’assure pas l’existence d’une

valeur critique, elle ne garantit que la compacité relative des suites qui la

satisfont. Sont utilisation efficace requiert donc de démontrer, au préalable

et par d’autres moyens, l’existence d’une telle suite.

1.3 Espace de Sobolev W k,q(Ω).

Au coeur de cette section, nous introduisons les espaces de Sobolev, qui

constituent le cadre naturel pour l’étude des fonctions permettant de formuler

les équations différentirlles aux dérivées partielles sous une forme variation-

nelle. D’un point de vue physique, ces espaces peuvent être vus comme des

espaces de fonctions possédant une énergie finie.

Pour les démonstrations détaillées des résultats présentés, le lecteur pourra

se référer à la référence [16].

Espace de Sobolev W k,q(Ω).

Soient Ω ⊂ RN et q ∈ R tel que 1 ≤ q ≤ ∞. Nous avons alors, la définition

suivante.

Définition 1.14 . Soit q un réel et k > 1 un nombre entier tel que, 1 ≤ q ≤
∞. Nous définissons l’espace W k,q(Ω) par :

W k,q(Ω) = {v ∈ W k−1,q(Ω);
∂v

∂xi

∈ W k−1,q(Ω) ∀i = 1, 2, 3, ..., N}.

Nous munissons l’espace W k,q(Ω) de la norme correspondante

||v||Wk,q(Ω) =

( ∑
0≤ϑ≤k

||Dϑv||Lq(Ω)

)1

q
.

Proposition 1.1 . Pour 1 ≤ q ≤ ∞. Les espaces W k,q(Ω) sont de Banach.

En outre, pour 1 < q < ∞, W k,q(Ω) est réflexif et séparable .

Si Ω est borné, alors l’espace W k,q
0 (Ω) représente la fermeture de D(Ω) dans

W k,q(Ω). La semi-norme

|v|Wk,q(Ω) =

(∑
ϑ=k

||Dϑv||Lq(Ω)

)1

q
,

1.3. Espace de Sobolev W k,q(Ω).
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est equivalente à la norme induite dans W k,q
0 (Ω).

Espace W 1,q
0 (Ω).

Pour 1 ≤ q ≤ ∞, W 1,q
0 (Ω) désigne la fermeture de C1

c (Ω) dans W
1,q(Ω).

Proposition 1.2 . Pour 1 ≤ q ≤ ∞. L’espace W 1,q
0 (Ω) muni de la norme

induite est un espace de Banach séparable et réflexif.

Remarque 1.4 . Soit Ω un ouvert de RN et 1 ≤ q ≤ ∞, donc W 1,q
0 (Ω) peut

être défini comme étant l’ensemble des fonctions v ∈ W 1,q(Ω) nulles presque

partout sur le bord de Ω, nous le définisson précisément par :

W 1,q
0 (Ω) = {v ∈ W 1,q(Ω)|v = 0 sur ∂Ω}.

Dans le cas où, q = ∞, alors l’égalité précédente n’est pas valide . Cependant,

la fermeture de C∞
0 (Ω) dans W 1,∞(Ω) est équivalente à C1(Ω). Où l’ensemble

W 1,∞(Ω) est défini par :

W 1,∞(Ω) = {v ∈ L∞(Ω);
∂v

∂xi

∈ L∞(Ω) ∀i = 1, 2, 3, ..., N}.

1.3. Espace de Sobolev W k,q(Ω).



Chapitre 2
Spectre de Fučik des opérateurs

elliptiques.

Au coeur de ce chapitre, nous nous intéressons au spectre de Fučik pour

les opérateurs elliptiques . Nous allons vous présenter une synthèse sur les

résultats principaux concernant le spectre de Fučik du Laplacien et du p-

Laplacien .

La notion du spectre de Fučik a été introduite pour la première fois dans

les années 70 par Dancer [26] et Fučik [41] dans le cas linéaire où p = 2

principalement motivés par les travaux de Ambrosetti et Brezis dans [2] et

de Ambrosetti et Prodi dans [3] sur les problèmes asymétriques.

Soit N ≥ 1, Ω un domaine borné de RN et ∆u =
∑N

i=1

∂2u

∂x2
i

, le Laplacien de

u défini pour tout u ∈ C2(Ω). Le spectre de Fučik de l’opérateur −∆ avec

la condition aux limites de Dirichlet est défini comme étant l’ensemble des

pairs (α, β) ∈ R2 tel que le problème suivant−∆u(x) = αu+ − βu− dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.1)

possède une solution non triviale. Où, u+ = max{0, u} et u− = (−u)+. Il est

noté par Σ.

Il est clair que Σ est une généralisation du spectre du Laplacien.

Le spectre de Fučik peut aussi s’étendre aux cas non linéaires, à titre d’exemple

11
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nous avons le spectre de Fučik de l’opérateur p-Laplacien Σp qui est défini

comme l’ensemble des couples (α, β) ∈ R2 tel que l’équation−∆pv = αvp−1
+ − βvp−1

− dans Ω

v = 0 sur ∂Ω
(2.2)

possède une solution non triviale. Où v± = max{v±, 0}.
De nombreux travaux ont été dévoués à l’étude des ensembles Σ et Σ2. Pour

plus de détails, vous pouvez consulter [41, 24, 25]. Dans les deux sections qui

suivent nous présenterons les principaux résultats les concernant.

2.1 Spectre de Fučik du Laplacien.

Soit H1
0 (Ω) l’espace de sobolev muni de la norme ∥ u ∥= (

∫
Ω
| ∇u |2 dx) 1

2 .

Nous rappellons que le spectre de Fučik du Laplacien dans H1
0 (Ω) est l’en-

semble des couples (α, β) ∈ R2 tel que le problème (2.1) possède une solution

non triviale u ∈ H1
0 (Ω).

La formulation variationnelle du problème (2.1) est donnée par∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

(αu+ − βu−)vdx, pour tout v ∈ H1
0 (Ω), (2.3)

où u est la fonction-propre associée au couple (α, β).

Soit {λk} une suite de valeurs-propres du Laplacien sur H1
0 (Ω). Alors le point

(λk, λk) appartient à Σ. De plus en utilisant la fonction propre associée a la

valeur propre λ1 et la caractérisation variationnelle de la première valeur

propre, Custa, De Figueiredo et Gossez, [24] ont démontrés que les deux

lignes {λ1} × R et R× {λ1} appartiennent à Σ, et que

Σ \ ({λ1} × R ∪ R× {λ1}) ⊂ {(α, β) ∈ R2 : α > λ1, β > λ1},

où, les deux lignes {λ1} × R, R× {λ1} constituent la partie triviale de Σ.

L’existence des courbes constituant la partie non triviale de Σ a été étudié

par plusieurs auteurs, dont Kavian [49] qui a démontré qu’il existe au moins

une paire de courbes qui émanent de chaque point (λk, λk) de Σ. Dans [24],

Custa a donné la structure de Σ dans plusieurs domaines différents.

2.1. Spectre de Fučik du Laplacien.
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2.1.1 Le spectre de Fučik en dimension 1.

Considérons le problème (2.1) avec N = 1 et Ω = (0, 1). Alors le problème

(2.1) devient −u′′(t) = αu+(t)− βu−(t) dans (0, 1)

u = (0) = u(1) = 0
(2.4)

La résolution du problème (2.4) dans le cas où α = β montre que les valeurs

propres du Laplacien dans H1
0 (Ω) donnent une suite λk = k2π2, k ∈ N. De

plus, les fonctions-propres associées à λk sont les multiples de la fonction

vk(t) = (kπt).

En supposant que u est une fonction propre généralisée du couple (α, β) et

que u change de signe, et en faisant quelques estimations, Custa a montré

dans [24] que la partie non triviale de Σ(0, 1) est constituée d’une suite de

courbes.

Si k est pair, alors nous avons une seule suite de courbes qui passe par le

point (λk, λk) donnée par

Ck = {(α, β) : k π√
α
+ k

π√
β
= 2}.

Dans le cas où k est impair, nous avons deux suites de courbes qui passent

par le point (λk, λk), elles sont données par

C1
k = {(α, β) : (k + 1)

π√
α
+ (k − 1)

π√
β
= 2},

C2
k = {(α, β) : (k + 1)

π√
α
+ (k − 1)

π√
β
= 2}.

2.1.2 Le spectre de Fučik dans un rectangle.

Considérons maintenant le problème (2.1) avec Ω un rectangle dans RN,

Ω = ΠN
i=1[0, ci], ci ∈ R+

∗ .

En employant la méthode de séparation des variables, nous pouvons voir que

λn =
∑N

i=1

π2

c2i
n2
i , n = (n1, ...nN) ∈ (N)N∗ , est une suite de valeurs propres

de −∆ dans H1
0 (Π

N
i=1[0, ci]). Les fonctions propres associées à λn sont les

multiples constants de la suite de fonctions suivante

ϕn(x) = ΠN
i=1 sin(

niπ

ci
xi); x = (x1, ..., xN).

2.1. Spectre de Fučik du Laplacien.
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Par l’analyse de Fourier nous obtenons que l’ensemble des fonctions propres

associées à λn forme l’orthogonale de H1
0 (Π

N
i=1[0, ci]). Pour plus de détails

nous pouvons consulter [27], où l’auteur a montré en utilisant la méthode de

séparation des variables que

(α +
N∑
j ̸=i

π2

c2i
, β +

N∑
j ̸=i

π2

c2i
) ∈ Σ(ΠN

i=1[0, ci]).

2.1. Spectre de Fučik du Laplacien.
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2.1.3 Le spectre de Fučik dans le cas radial.

Soit Ω = B(0, 1) la boule unitaire de RN , et u(x) = v(| x |) = v(r) la

solution de (2.1) qui satisfait le problème suivantv′′ +
N − 1

r
v′ + αv+ − βv− = 0 dans (0, 1)

v(1) = 0, lim supr−→0 v(r) < ∞.
(2.5)

Nous notons par Σr(B(0, 1)) l’ensemble des pairs (α, β) tel que le problème

(2.5) possède une solution non triviale.

Dans [5], Arias et Campos ont complètement déterminer le spectre de Fučik

de l’opérateur −∆, N > 1 en utilisant la technique de tir et le théorème de

comparaison de Sturn. Nous allons brièvement rappeler leurs résultats.

Soit va(r) = r1−
N
2 Jv(

√
ar), solution de l’équation suivante{

v′′ +
N − 1

r
v′ + av = 0 dans (0, 1) (2.6)

avec la condition au bord

lim sup v(r)r→0 < ∞, (2.7)

où, a un réel positive. Pour s > 0, nous posons v(., a, s) solution de (2.6)

satisfaisant la condition initiale

v(s, a, s) = 0, v′(s, a, s) = 1. (2.8)

Si v(., a, s) est borné au voisinage de 0, alors v(., a, s) = Cva(.), C > 0.

Soit maintenant la variété suivante

Φa(s) = min{t > s : v(t, a, s) = 0}.

En prenant v solution de (2.5) et en supposant que v(0+) > 0 avec v′(0) ̸= 0,

et que v s’écrase une fois dans (0, 1), par exemple elle s’écrase en t1. Si de

plus v vérifie (2.7) avec a = α sur (0, t1) et a = β sur (t1, 1) alors, v = C1vα

sur (0, t1) et v = C2vβ sur (t1, 1), C1, C2 ∈ R+. Puisque v s’écrase pour la

première fois en
j(v, 1)√

α
, il en découle que

j(v, 1)√
α

< 1 et nous avons donc

Φβ(
j(v, 1)√

α
) = 1.

2.1. Spectre de Fučik du Laplacien.
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Si v s’écrase deux fois dans (0, 1) alors

Φα ◦ Φβ(
j(v, 1)√

α
) = 1.

Par récurrence, nous continuont de la mème manière.

Le cas où, v(0+) < 0 est similaire au premier cas, à titre d’exemple si v

s’écrase dans (0, 1) alors,

Φα(
j(v, 1)√

β
) = 1,

et si v s’écrase deux fois dans (0, 1) alors,

Φβ ◦ Φα(
j(v, 1)√

β
) = 1.

Par récurrence, nous obtenons donc que (α, β) ∈ Σr(B(0, 1)) si et seulement

si il existe n ∈ N telle que,

R1
2n(α, β) = (Φα ◦ Φβ)

n(
j(v, 1)√

α
) = 1 ou ,

R1
2n+1(α, β) = Φβ ◦ (Φα ◦ Φβ)

n(
j(v, 1)√

α
) = 1 ou ,

R2
2n(α, β) = (Φβ ◦ Φα)

n(
j(v, 1)√

β
) = 1 ou ,

R2
2n+1(α, β) = Φα ◦ (Φβ ◦ Φα)

n(
j(v, 1)√

β
) = 1.

(2.9)

Notons que les lignes λ1 × R et R× λ1 sont respectivement R1
0 et R2

0.

Dans [5], les auteurs ont démontrés que si Cj
i = {(α, β) ∈ R+ × R+ :

Rj
i (α, β) = 1}, alors pour tout i ≥ 1 et j = 1, 2, il existe un homéomorphisme

strictement décroissant cji : (a
j
i ,+∞) → (bji ,+∞) tel que Cj

i = {(α,Cj
i (α)) :

α ∈ (aji ,+∞)}. De plus (j2(v,i+1), j
2
(v,i+1)) ∈ Cj

i , en outre, lorsque α → +∞
alors, 

C1
2n(α) → j2(v,n),

C1
2n(α) → j2(v,n+1),

C1
2n+1(α) → j2(v,n+1),

C1
2n+1(α) → j2(v,n+1).

(2.10)

2.1. Spectre de Fučik du Laplacien.
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Dans le cas où N = 3, le spectre de Fučik radial peut être facilement calculer

en faisant le changement de variable w(r) = rv(r), Le problème (2.5) devient

alors, −w′′(t) = αw+(t)− βw−(t) dans (0, 1)

w = (0) = w(1) = 0
(2.11)

c’est exactement le problème (2.4).

2.1. Spectre de Fučik du Laplacien.
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2.2 Spectre de Fučik de l’opérateur p-Laplacien.

Le spectre de Fučik du p-Laplacien est défini comme l’espace Σp des paires

(α, β) ∈ R2 tel que le problème (2.2) possède une solution non triviale. Le

spectre usuel correspondant à α = β dans (2.2).

En désignant par λ1 < λ2 les deux premières valeurs propres de −∆p sur

W 1,p
0 (Ω), il est clair que Σp contient les deux points (λ1, λ1), (λ2, λ2) et les

deux droites λ1 × R et R× λ1.

Dans [29], Drábek a étudié le cas quasi-linéaire (p ̸= 2) avec N = 1, il a

prouvé que Σp a la même forme générale que dans le cas linéaire unidimen-

sionnel (p = 2, N = 1).

Dans le cas général où 1 < p < ∞, N ≥ 1, de nombreux travaux on été fait,

nous citons à titre d’exemple [24, 25, 55, 57]. Pour mieux vous éclairer sur le

sujet, nous allons faire un petit rappelle des principaux résultats obtenus.

2.2.1 Initiation au spectre de Fučik du p-Laplacien.

Dans [25], Custa a considéré le problème suivant−∆pv = αvp−1
+ − βvp−1

− dans Ω

v = 0 sur ∂Ω
(2.12)

Il a montré que quand h(x,v)
v

p−2
v, se situe asymptotiquement entre le point

(λ1, λ1) et un point (α, β) de la premère courbe non triviale de Σp, alors le

problème suivant . −∆pv = h(x, v) dans Ω

v = 0 sur ∂Ω
(2.13)

possède une solution non triviale.

Construction de la courbe de Fučik.

Soient s ≥ 0 et la fonctionnelle Js définie sur W 1,p
0 (Ω) par,

Js(v) =

∫
Ω

| ∇v |p dx− s

∫
Ω

v+
p

dx.

2.2. Spectre de Fučik de l’opérateur p-Laplacien.
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Soit Js la restriction de Js sur la contrainte S donnée par,

S = {v ∈ W 1,p
0 (Ω); I(v) =

∫
Ω

| v |p= 1}.

En recourant au multiplicateur de Lagrange, il est facile de vérifier que les

points de Σp situés sur la parallèle à la diagonale passant par le point (s, 0)

sont précisément de la forme (s+Js(v), Js(v)), où v désigne un point critique

de Js. Afin d’obtenir le premier point critique, la technique de minimisation

est sollicitée. Soit φ1 la fonction propre positive normalisée associée a λ1 avec

Js(φ1 = λ1 − s), alors Js est un minimum en φ1 et (λ1, λ1 − s) représente le

point correspondant à Σp et qui appartient à la droite λ1 × R.
Suite à sa, il a été pouvé que Js possède un minimum local strict qui n’est

que −φ1 avec Js(−φ1) = λ1. Le point correspondant à Σp est (λ1 + s, s), il

appartient à la droite R× λ1.

Pour pouvoir avoir un troisième point critique, le théorème du Col de la mon-

tagne est employé sur une variété de classe C1.

Nous aurons donc le résultat suivant

Théorème 2.1 . Soit Γ = {γ ∈ C([−1, 1] , S) : γ (−1) = −φ1, γ (1) = φ1}.
Posons,

c(s) = inf
γ∈Γ

max
v∈γ[−1,1]

Js(v). (2.14)

Alors, Js possède une valeur critique c(s) > λ1. De plus le point (s+c(s), c(s))

appartient à Σp.

Pour les détails de la démonstration vous pouvez consultez [25].

Première courbe dans Σp.

Théorème 2.2 . Soit s ≥ 0. Le point initial non triviale de Σp sur la

parallèle à la diagonale et qui passe par le point (s, 0) est donné par (s +

c(s), c(s)). En particulier, quand s = 0, nous avons alors,

2.2. Spectre de Fučik de l’opérateur p-Laplacien.
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λ2 = inf
γ∈Γ

max
v∈γ[−1,1]

∫
Ω

| ∇v |p . (2.15)

Les deux lemmes prochains ont été employé dans la preuve du théorème (2.2)

que vous pouvez voir dans [25].

Lemme 2.1 Les droites λ1 × R et R× λ1 sont isolées dans Σp.

Lemme 2.2 Soit l’ensemble Θ défini par

Θ = {r ∈ Rv ∈ S; Js(v) < r}.

Par conséquent chaque composante connexe non vide de Θ comporte un point

critique de Js.

Propriétés de la courbe.

Les propriétés de la courbe C ont été étudiés dans [25].

Concernant la continueté et la monotonie de la courbe C, les auteurs ont

montrés que la courbe C est continue et strictement décroissante au sens où

si 0 ≤ s < s′ alors, s+ c(s) < s′ + c(s′) et c(s′) > c(s).

Pour le comportement à l’infini de C, nous avons le résultats suivant :

Lemme 2.3 Soit p > N , supposons qu’il existe un point de ∂Ω au voisinage

de Ω régulier. Alors c(s) → λ1 lorsque s → +∞.

. Dans [55], le problème suivant a été considéré−∆pu = a(up−1
+ )− b(up−1

− ) dans Ω

| ∇u |p−2 ∂u

∂v
= β|u|p−2u sur ∂Ω

(2.16)

Les résultats trouvés sont similaires à ceux obtenu dans [25].

En 2017 Wenyoung, Geng et Chen [61], Ont construit le Spectre de Fučik du

p-Laplacien avec poids en considérant le problème suivant−∆pu = λa(x)(u+)p−1 − µb(x)(u−)p−1 + g(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.17)

2.2. Spectre de Fučik de l’opérateur p-Laplacien.
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où, a(x), b(x) ∈ Lr(Ω),et r >
N

P
si 1 < p ≤ N et r = 1 si p > N . g : Ω×R →

R est une fonction de Caratheodory.

Ils ont trouvés que,

C+
l := {(s+ c+l (s, t, s0), t+ c+l (s, t, s0)) : s0 = c+l (s, t, s0)} ⊂ Σp(a, b). (2.18)

réspectivement,

C−
l := {(t+ c−l (s, t, s0), s+ c−l (s, t, s0)) : s0 = c−l (s, t, s0)} ⊂ Σp(a, b). (2.19)

2.2. Spectre de Fučik de l’opérateur p-Laplacien.



Chapitre 3
Méthodes de résolution pour les EDP

non linéaires .

Dans l’analyse fonctionnelle non linéaire, l’étude des équations aux dérivées

partielles s’effectue par le biais de deux approches distinctes, La méthode va-

riationnelle et la méthode topologique. Cette dernière est moins couramment

employée que la méthode variationnelle, car la recherche des solutions sous

forme de point critique s’avère plus simple.

Dans notre travail, nous utiliserons principalement les méthodes variation-

nelles.

Méthodes variationnelles.

La méthode variationnelle, ou encore téchnique des points critiques des

équations aux dérivées partielles, repose sur le concepte de solution faible

relier à chaque problème étudié. La solution recherchée apparait sous forme

d’un point critique de la fonctionnelle lié au problème considéré.

Parmi les outils fondamentaux pour l’analyse de ce type de points critiques,

nous trouvons une technique introduite en 1934 par Ljusternik et Schnirel-

man, connue sous le nom de technique de déformation. Cette méthode s’avère

particulièrement efficace pour déterminer les points critiques des fonction-

nelles qui ne possèdent pas de bornes inférieures.

22
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Le lemme de déformation.

Il nous ai nécessaire d’avoir un chéma nous permettant de construire des

valeurs critiques qui ne se limitent pas seulement aux bornes inférieures. Pour

ce faire, nous recourons aux notions qui suivent.

Soit V un espace de Banach et J : V → R une application. Pour c ∈ R, nous
posons

{J ≤ c} = {u ∈ V ; J(u) ≤ c}.

Réspectivement, nous définissons les ensembles {J < c}, {J ≥ c}, {J > c}
ainsi que les ensembles de niveau {J = a}.
Pour certaines valeurs de c ∈ R, la différence topologique entre les ensembles

{J ≤ c} et {J ≤ c + ϵ} est capitale dans l’existence des points critiques.

Au moment où c croise une valeurs critique, nous pouvons voir que quelque

chose change dans la topologie initiale des ensembles {G ≤ c}.

Lemme 3.1 (Lemme de déformation) [65] : Soit V un espace de Banach et

J : V → R une fonctionnelle de classe C1 vérifiant la condition de Palais-

Smale. Soit c ∈ R une valeur régulière de J , alors il existe ϵ0 > 0 tel que

pour tout 0 < ϵ < ϵ0, il existe un homéomorphisme η : V → V satisfaisant

1. Pour tout u ∈ {J ≤ c− ϵ0} ∪ {J ≥ c+ ϵ0}, nous avons η(u) = u,

2. η({J ≤ c+ ϵ}) ⊂ {J ≤ c− ϵ}.

Pour voir la preuve du lemme de déformation vous pouvez consultez [65]

Principe du Min-Max.

Une caractérisation topologique des valeurs régulières exprimées en termes

des valeurs prises par la fonctionnelle et non à l’aide de sa différentielle est

possible grâce au lemme de déformation, celui ci est mis en oeuvre à travers

le principe qui suit dit principe du Min-Max.

Pour tout c ∈ R et ϵ0 > 0, nous introduisons l’ensemble d’homéomorphismes

suivant.

Dϵ0
c = [η homéomorphismes de V satisfaisant la propriété 1 du lemme de déformation]
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Théorème 3.1 Soit A un ensemble de partie non vide de V et

c = inf
a∈A

sup
u∈a

J(u).

Supposons que J vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c où, c ∈ R
et qu’il existe α tel que A soit stable sur Dϵ0

c pour tout α > ϵ0 ≥ 0, c’est à

dire que si a ∈ A, alors η(a) ∈ A pour tout η ∈ Dϵ0
c . Alors c est une valeur

critique de J .

Remarque 3.1 .

1. Si J vérifie la condition de Palais-Smale, alors −J la vérifie aussi.

2. L’utilisation du principe du Min-Max dépend du choix de A. Nous

prenons en général des classes d’ensembles qui partagent le même

invariant topologique (catégorie, genre, classe d’homotopie, etc) sus-

ceptible d’être conservé par le flot ηt.

Théorèmes éssentiels.

Les premiers exemples de construction de valeur critique par le principe

du Min-Max sont les deux théorèmes connus de Ljusternick-Schnirelmann et

du Col de la montagne. Ces deux derniers sont les mieux placés pour mètre

en oeuvre la technique du Min-Max.

Théorème de Ljusternick-Schnirelmann [65].

Théorème 3.2 Soient X un espace de Banach, F ∈ C1,1
loc (X,R) et S définie

par

S = {v ∈ X : F (v) = α}, α ̸= 0,

vérifiant, ∀v ∈ S, F ′(v) ̸= 0. Soit E ∈ C1(X,R) et J = E|S. supposons que

F et J sont paires, que J n’est pas constante, satisfait la condition de Palais

Smale sur S et que 0 n’appartient pas à S. Pour tout entier k ≥ 1 nous

posons :

ck = inf
A∈Bk

sup
u∈A

J(v)
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où

Bk = {A ∈ S(X);A ⊂ S, γ(A) ≥ k}.

Alors,

1. Pour tout k ≥ 1 tel que Bk ̸= Φ et ck ∈ R, ck est une valeur critique

de j sur S. De plus, ck ≤ ck+1, et si pour un entier j ≥ 1 nous avons

Bk+j ̸= Φ et ck ≤ ck+j ∈ R, alors,

γ(k(ck)) ≥ j + 1,

où

k(ck) = {u ∈ S; J(u) = ck, ∃λ ∈ R tel que E ′(u) = λF ′(u)}.

2. Si pour tout k ≥ 1 nous avons Bk ̸= Φ et ck ∈ R alors,

lim
k→+∞

ck = +∞.

Pour voir la démonstration du théorème de Ljusternick-Schnirelmann vous

pouvez consulter [65].

Remarque 3.2 .

Nous pouvons définir les ck par

ck := inf{c ∈ R; γ([J ≤ c]) ≥ k}.

Ainsi, nous pouvons voir que les ck sont des valeurs pour lesquelles il y a un

changement qualitatif dans les ensembles [J ≤ c].

Théorème du Col de la montagne avec contrainte [44].

Théorème 3.3 . Soit E un espace de Banach et soient g, f ∈ C1 (E,R).
Supposons que 1 est une valeur régulière de g et queM = {u ∈ E : g (u) = 1} , u0, u1 ∈
M et ϵ > 0 tel que ∥ u1 − u0 ∥E> ϵ et que

inf {f (u) : u ∈ Met ∥ u− u0 ∥E= ϵ} > max {f (u0) , f (u1)} .
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Supposons aussi que f satisfait la condition de Palais-Smale sur M et que

Γ = {γ ∈ C ([−1, 1] ,M) : γ (−1) = u0, γ (1) = u1}

est non vide. Alors

c = inf
γ∈Γ

max
u∈γ[−1,1]

f (u) .

est une valeur critique de f |M .

Pour la démonstration vous pouvez consulter [44].



Chapitre 4
Valeur propre du (p,q)-Laplacien avec

contrainte.

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un problème faisant intervenir l’opérateur

(p, q)-Laplacien avec contrainte et des poids positifs sous la condition aux li-

mites de Dirichlet dans un domaine Ω borné de R. Le problème étudié est le

suivant :−∆pu−∆qu = λ(αP (x)|u|p−2u+ βQ(x)|u|q−2u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(4.1)

où, ∆r avec r = {p, q} désigne l’opérateur r-Laplacien défini par ∆ru :=

div(|∇u|r−2∇u).

Les paramètres α, β ∈ R, λ ∈ R est une valeur propre et les fonctions poids

P (x), Q(x) ∈ L∞(Ω), avec la mesure de Lebesgue {x ∈ Ω;P (x), Q(x) > 0}.
Ω ⊂ RN , N ≥ 1 est un domaine borné avec une frontière ∂Ω de classe C2 et

u est la solution faible recherchée dans l’espace des solutions W 1,p
0 (Ω) muni

de la norme

||u|| = (

∫
Ω

|∇u|pdx)
1

p .

.

Nous posons les hypothèses suivantes :

H1 1 < q ≤ p < +∞,

27
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H2 P (x), Q(x) ∈ L∞(Ω),

H3
∫
Ω
P (x)|u|pdx ≤ C1||P ||∞||u||p1,p,

H4
∫
Ω
Q(x)|u|qdx ≤ C2||Q||∞||u||p1,p.

Nous définissons maintenant la contrainte Mα,β par

Mα,β(u) = {u ∈ W 1,p
0 (Ω) :

α

p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q(x)|u|qdx = 1}.

Le résultat qui assure que la contrainte Mα,β est non vide est donné dans la

proposition suivante.

Proposition 4.1 . Sous les hypothèses H1-H4 alors, nous avons que Mα,β

est non vide .

Preuve. Nous avons :

Mα,β =

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) :
α

p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x)|u|qdx = 1

}
.

Nous définisson la variété Mα,β (δ) par

Mα,β (δ) =

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) :
α

p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x)|u|qdx = δ

}
pour tout u ∈ W 1,p

0 (Ω) ,

⇕

Mα,β (δ) =

u ∈ W 1,p
0 (Ω) :

α

δ
p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+

β

δ
q

∫
Ω

Q (x)|u|qdx = 1


⇕

u ∈ Mα,β (δ)

⇕

u ∈ Mα

δ
,
β

δ

(1)
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Ce qui achève la démonstration.

Nous disons qu’une fonction u ∈ W 1,p
0 (Ω) est une solution faible du problème

(4.1) si et seulement si l’équoition suivante soit vérifiée,∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇vdx

= λ(α

∫
Ω

P (x)|u|p−2uvdx+ β

∫
Ω

Q(x)|u|q−2uvdx),∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

En utilisant le théorème de Ljusternick-Schnirelmann, nous allons démontrer

que sous la contrainte Mα,β le problème (4.1) possède des solutions non tri-

viales dans l’espace de Sobolev W 1,p
0 (Ω).

La formulation variationnelle du problème (4.1) est donnée par :

trouver u ∈ W 1,p
0 (Ω), u ̸= 0, λ ∈ R,∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇vdx

= λ(α

∫
Ω

P (x)|u|p−2uvdx+ β

∫
Ω

Q(x)|u|q−2uvdx),∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

(4.2)

Le problème (4.2) est équivalent à trouver u une solution non triviale de

l’équation

I ′(u)v = λG′
α,β(u)v, (4.3)

pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω). Où, I ′ et G′

α,β sont les dérivées de Gateaux des

fonctionnelles :

I,Gα,β : W 1,p
0 (Ω) 7→ R

tel que

I(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx,

et

Gα,β (u) =
α

p

∫
Ω

P (x) |u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x) |u|qdx.

Par la théorie de Ljusternick-Schnirelmann, la résolution de l’équation (4.3)

retourne exactement à la recherche des points critiques de la fonctionnelle I

dans la contrainte Mα,β.

Le lemme qui suit donne le résultat de la régularité des fonctionnelles I et

Gα,β.
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Lemme 4.1 . Sous les hypothèses H1-H4 alors, nous avons

(1) La fonctionnelle I est de classe C1 sur W 1,p
0 (Ω) et sa différentielle est

donnée par :

⟨I ′(u), v⟩ =
∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇vdx.

(2) Gα,β ∈ C1
loc(W

1,p
0 (Ω),R) et sa différentielle est donnée par :

⟨G′
α,β(u), v⟩ = α

∫
Ω

P (x)|u|p−2uvdx+ β

∫
Ω

Q(x)|u|q−2uvdx.

(3) I et Gα,β sont paires et I n’est pas constante .

Preuve.

1 Nous commençons par définir les opérateurs suivants

⟨J(u), v⟩ = 1

p

∫
Ω

|∇u|pvdx,

et

⟨L(u), v⟩ = 1

q

∫
Ω

|∇u|qvdx.

Nous allons démontrer que J est de classe C1 sur W 1,p
0 (Ω) et L sera

traité de la même manière.

Considérons l’espace produit τ = ΠN
i=1L

p′(Ω), induit de la norme

[F ]0,p′ = (ΣN
i=1||Fi||p

′

0,p′)

1

p′ .

Pour F = (F1, ..., FN) ∈ τ , nous définisson

f = (f1...fN) : W
1,p
0 (Ω) → χ,

où,

f(u) = |∇u|p−2∇u,
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pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Nous allons à présent montrer que f est continue.

En utilisant l’équivalence des normes sur RN , nous pouvons facilement

trouver une constante C > 0 telle que

[F ]p
′

0,p′ ≤ C

∫
Ω

|F |p′ , ∀F ∈ τ.

Prenant maintenant u, v ∈ W 1,p
0 (Ω), alors en utilisant l’inégalité de

Hôlder nous obtenons

[f(u)− f(v)]p
′

0,p ≤ C

∫
Ω

|f(u)− f(v)|p′ ,

≤ C ′
∫
Ω

|∇u−∇v|p′(|∇u|+ |∇v|)p′(p−2),

≤ C ′||u− v||p
′

1,p||∇u+∇v||p
′(p−2)

0,p .

Ce qui nous donne

[f(u)− f(v)]0,p ≤ M ||u− v||p
′

1,p(||u||1,p + ||v||p
′(p−2)

1,p ,

où, M > 0 est une constante indépendante de u et v. Nous aurons

donc

||J ′(u)− J ′(v)||∗ ≤ M ′[f(u)− f(v)]0,p′ (4.4)

En utilisant l’équivalence des normes sur RN et l’inégalité de Hôlder

nous obtenons

|⟨J ′(u)− J ′(v), w⟩| ≤
∫
Ω

|f(u)− f(v)||∇w|,

≤ (

∫
Ω

|f(u)− f(v)|p′)
1

p′ (

∫
Ω

|∇w|p)
1

p ,

≤ M ′(
N∑
i=1

||fi(u)− fi(v)||p
′

0,p′)

1

p′ ||w||1,p,

= M ′[f(u)− f(v)]0,p||w||1,p.

∀u, v, w ∈ W 1,p
0 (Ω).
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De l’inégalité (4.4) et la continuité de f , alors nous obtenons que

J ∈ C1 sur W 1,p
0 (Ω). Comme J et L sont des fonctionnelles de classe

C1 sur W 1,p
0 (Ω), il en découle que la fonctionelle I est de classe C1 sur

W 1,p
0 (Ω).

(2) Nous définisson les deux opérateurs N et R par

⟨N(u), v⟩ = 1

p

∫
Ω

P (x)|u|pvdx,

⟨R(u), v⟩ = 1

q

∫
Ω

Q(x)|u|qvdx.

Comme précédemment nous allons montrer que N est une fonction-

nelle de classe C1 sur W 1,p
0 (Ω) et R sera traité de la même façon. Nous

avons
|N(u+ tv)−N(u)|

t
= |N ′(u+ tv)||v|.

De plus,

|N ′(u+ tv)|, |v| =
∫
Ω

P (x)|u+ tv|p−2|u+ tv||v|dx,

≤
∫
Ω

P (x)|u+ tv|p−2|u+ tv||u+ tv|dx,

=

∫
Ω

P (x)|u+ tv|pdx.

en utilisant l’hypothèse H4, nous aurons alors,

|N ′(u+ tv)|, |v| ≤
∫
Ω

P (x)|u+ tv|pdx ≤ C1||P ||∞||u+ tv||p1,p.

Pour démontrer la continuité de la dérivée de Gateaux, nous considérons

l’espace produit, τ = ΠN
i=1L

p′(Ω) muni de la norme

[H]0,p′ = (ΣN
i=1||Hi||p

′

0,p′)

1

p′ .

Pour H = (H1, ..., HN) ∈ τ , nous définissons

h = (h1...hN) : W
1,p
0 (Ω) → χ,
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où,

h(u) = P (x)|u|p−2u,

pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω).

En utilisant l’équivalence des normes sur RN , il existe une constante

T > 0 telle que

[H]p
′

0,p′ ≤ T

∫
Ω

|H|p′ , ∀H ∈ τ.

Prenant u, v ∈ W 1,p
0 (Ω), en employant l’inégalité de Hôlder nous ob-

tenons

[h(u)− h(v)]p
′

0,p ≤ T

∫
Ω

|h(u)− h(v)|p′ ,

≤ T ′
∫
Ω

|u− v|p′(|u|+ |v|)p′(p−2),

≤ T ′||u− v||p
′

1,p||u+ v||p
′(p−2)

0,p .

Ce qui nous donne

[h(u)− h(v)]0,p ≤ M0||u− v||p
′

1,p(||u||1,p + ||v||p
′(p−2)

1,p . (4.5)

Où,M0 > 0 est une constante indépendante de u et de v. De l’inégalité

(4.5) nous obtenons

||N ′(u)−N ′(v)||∗ ≤ K[h(u)− h(v)]0,p′ . (4.6)

De l’inégalité de Hôlder et l’équivalence des normes dans RN , il en

découle que

|⟨N ′(u)−N ′(v), w⟩| ≤
∫
Ω

|h(u)− h(v)||w|,

≤ (

∫
Ω

|h(u)− h(v)|p′)
1

p′ (

∫
Ω

|w|p)
1

p ,

≤ K(
N∑
i=1

||hi(u)− hi(v)||p
′

0,p′)

1

p′ ||w||1,p,

= K[h(u)− h(v)]0,p||w||1,p.
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∀u, v, w ∈ W 1,p
0 (Ω).

Comme h est continue et l’inégalité (4.6) est vérifiée il en découle que

N est de classe C1 sur W 1,p
0 (Ω), il s’ensuit que Gα,β est une fonction-

nelle de classe C1 sur W 1,p
0 (Ω).

Il est evident queG′
α,β est Lipchytzienne alors,G

′
α,β ∈ C1,1

loc (W
1,p
0 (Ω),R).

(3) Il est clair que I et Gα,β sont paires et que I n’est pas constante.

Ceci termine la démonstration.

Nous définissons maintenant l’ensemble Bk par

Bk = {A ∈ S(W 1,p
0 (Ω));A ⊂ Mα,β, γ(A) ≥ k}.

Où, S(W 1,p
0 (Ω)) désigne l’ensemble de tout les sous-ensemble symétriques et

fermés de Mα,β et γ(A) est le genre de A ∈ S(W 1,p
0 (Ω)).

Afin de pouvoir appliquer le théorème de Ljusternick-Schnirelmann, nous de-

vons d’abord vérifier que l’ensemble Bk est non vide.

Lemme 4.2 . Sous les hypothèses H1-H4 alors, pour tout entier k ∈ N ,

Bk ̸= Φ en particulier si Xk est un sous-espace de dimention k de W 1,p
0 (Ω),

alors, γ(Mα,β

⋂
Xk) = k.

Preuve. Soit Xk un sous-espace de W 1,p
0 (Ω), tel que dimXk = k.

Nous pouvons voir que (Xk ∩ Mα,β) est un ensemble symétrique, fermé et

compact ne contenant pas l’origine, donc γ(Mα,β

⋂
Xk) est bien défini.

Soit maintenant S la sphère unitaire dans W 1,p
0 (Ω) donnée par

S = {u ∈ W 1,p
0 (Ω) : ||u||W 1,p

0 (Ω) = 1}

Nous définissons P la projection radiale dans W 1,p
0 (Ω)

P : W 1,p
0 → W 1,p

0 ,

u 7→ 1

||u||W 1,p
0

u, u ̸= 0.

Comme P est une bijection entre Mα,β et S, nous avons donc

P (Xk ∩Mα,β) = Xk ∩ P (Mα,β) = Xk ∩ S,
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c’est à dire que P est un homéomorphisme entre Xk ∩Mα,β et Xk ∩ S, donc

P est impair, ce qui nous donne

γ(Xk ∩Mα,β) = γ(Xk ∩ S).

En utilisant les propriétés du genre nous obtenons

γ(Xk ∩Mα,β) = k.

Ce qui achève la démonstration.

Dans le but de pouvoir appliquer le théorème de Ljusternick-Schnirelmann,

nous avons besoin de vérifier que la fonctionnelle I satisfait la condition de

Palais-Smale sur Mα,β.

Lemme 4.3 . Sous les hypothèses H1-H4, la fonctionnelle I vérifie la condi-

tion de Palais-Smale sur Mα,β.

Preuve. Soient P (x), Q(x) deux fonctions de L∞(Ω). Soit (un) ⊂ Mα,β et

λn ∈ R une suite réel, telle que il existe une constante M vérifiant

|I(un)| ≤ M, (4.7)

et

|
∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇vdx+

∫
Ω

|∇un|q−2∇un∇vdx

−λn(α

∫
Ω

P (x)|un|p−2unvdx+ β

∫
Ω

Q(x)|un|q−2unvdx)|

≤ ϵn||v||W 1,p
0 (Ω), ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω).

(4.8)

Où, ϵn → 0, quand n → +∞.

De (4.7), il en découle que (un) est bornée dans W 1,p
0 (Ω), par conséquant,

un → u fortement dans Lp(Ω) et un ⇀ u faiblement dans W 1,p
0 (Ω).

Nous montrons maintenant que un → u dans W 1,p
0 (Ω) .

Nous rappellons que

−∆r : W
1,r
0 (Ω) −→ W 1,r

0 ((Ω))∗

avec r = p ou q, possède la (S+) propriété, c’est à dire que si un ⇀ u dans

W 1,r
0 (Ω) et que

lim
n→∞

sup

∫
Ω

|∇un|r−2∇un∇ (un − u) ≤ 0
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, alors un −→ u dans W 1,r
0 (Ω) .

En posant v = un − u dans (4.8), nous obtenons∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇(un − u)dx+

∫
Ω

|∇un|q−2∇un∇(un − u)dx

= αλn

∫
Ω

P (x)|un|p−2u(un − u)dx+ βλn

∫
Ω

Q(x)|un|q−2u(un − u)dx

comme ∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ (un − u) −→n→∞ 0

et ∫
Ω

|∇un|q−2∇un∇ (un − u) −→n→∞ 0

Alors, d’après la (S+) propriété il en découle que un −→ u dans W 1,p
0 (Ω) .

Nous pouvons à présent, énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 4.1 . Pour α > 0, β > 0 et k ∈ N , nous posons

ck = inf
A∈Bk

sup
u∈A

I(u),

alors, pour tout entier k ≥ 1, il existe uk ∈ Mα,β et λk ∈ R tel que le couple

(uk, λk) est une solution du problème (4.1).

Preuve. Le résultat et la conséquence directe de l’application du théorème

de Ljusternick-Schnirelmann et des lemmes 4.1, 4.2 et 4.3.



Chapitre 5
Spectre de Fučik de l’opérateur

(p, q)-Laplacien.

Le spectre de Fučik a été défini la première fois dans le cas linéaire pour le

Laplacien ensuite il a été généralisé au cas du p-Laplacian qui est un opérateur

non linéaire et homogène, cette avancée a motivé une série de traveaux sur

le sujet. Nous avons pensé donc que la suite logique est d’étendre l’étude

du spectre de Fučik à des opérateurs non linéaires, non homogène tel que le

(p, q)-Laplacien.

Dans ce qui suit, nous étudierons le spectre de Fučik de l’opérateur (p, q)-

Laplacien à travers le problème suivant−∆pu−∆qu = λ.P (x) (u+)
p−1 − µ.Q (x) (u−)

q−1
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(5.1)

où, Ω est un domaine borné assez régulier de RN , u = u+ − u−, u± =

max {0, u±} est la solution recherchée du problème (5.1) et P (x), Q (x) sont

des fonctions L∞ (Ω). Nous supposons que 1 < q ≤ p ≤ N .

5.1 Existence de la famille de courbes.

Nous commençons d’abord par donner une définition concernant le spectre

de Fučik de l’opérateur (p, q)-Laplacien.

37
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Définition 5.1 . Nous définissons le spectre de Fučik de l’opérateur (p, q)-

Laplacien avec la condition aux limites de Dirichlet comme étant l’ensemble

des (λ, µ) ∈ R2 tel que le problème (5.1) possède une solution non triviale

dans l’espace de Sobolev W 1,p
0 (Ω), il est noté par Σp,q.

Dans le but de pouvoir déterminer Σp,q, nous allons chercher la solution

du prblème (5.1) sous forme de point critique en utilisant le théorème de

Ljusternick-Schnirelmann et le théorème du Col de la montagne.

Pour α > 0, β > 0, nous définissons les deux fonctionnelles

Is,s0,t,t0 , Gα,β : W 1,p
0 7→ R,

telle que

Is,s0,t,t0 =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx

−s

p

∫
Ω

P (x) |u+|pdx+
s0
p

∫
Ω

P (x) |u−|pdx

− t

q

∫
Ω

Q (x) |u−|qdx+
t0
q

∫
Ω

Q (x) |u+|qdx

et

Gα,β (u) =
α

p

∫
Ω

P (x) |u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x) |u|qdx

où, s ≤ s0 respectivement, t ≤ t0 avec s0 et t0 deux valeurs positives que

nous déterminerons plus tard.

Nous rappelons que la contrainte Mα,β définie dans le chapitre 4 est donnée

par

Mα,β =

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) :
α

p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x)|u|qdx = 1

}
.

Dans ce qui suit, nous allons donner partiéllement la structure du spectre de

Fučik de l’opérateur (p, q)-Laplacien en résolvant le problème (5.1).

Pour pouvoir atteindre notre but, nous allons combiner deux techniques

connus de la méthode variationnelle, le théorème de Ljusternick-Schnirelmann

que nous avons vu et appliquer dans le chapitre 4 ainsi que le théorème du

Col de la Montagne (avec contrainte).

Dans un premier temps, nous utiliserons les résultats du chapitre 4 pour

5.1. Existence de la famille de courbes.
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démontrer que la fonctionnelle I0,0,0,0 = I possède une infinité de valeurs

critiques. En suite, nous appliquerons le théorème du Col pour aboutir au

résultat voulu. Le résultat qui assure la régularité de la fonctionelle Is,s0,t,t0
est donné dans la proposition suivante.

Proposition 5.1 . La fonctionnelle Is,s0,t,t0 est de classe C1 sur W 1,p
0 (Ω).

Sa différentielle est donnée par :

⟨I ′s,s0,t,t0(u), v⟩ =
∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx

+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇vdx− s

∫
Ω

P (x) |u+|p−1vdx

+s0

∫
Ω

P (x) |u−|p−1vdx− t

∫
Ω

Q (x) |u−|q−1vdx

+t0

∫
Ω

Q (x) |u+|q−1vdx, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

(5.2)

Remarque 5.1 . Nous n’allons pas donner la démonstration de la proposi-

tion 5.1 car elle se fait de la même manière que pour la fonctionnelle I définie

dans le chapitre 4.

Nous définissons à présent la fonctionnelle Is,s0,t,t0 considérée comme la res-

triction de Is,s0,t,t0 sur la contrainte Mα,β. i.e

Is,s0,t,t0 = Is,s0,t,t0|Mα,β
.

Par la règle de Lagrange, u ∈ Mα,β est un point critique de Is,s0,t,t0 si et

seulement si il existe c ∈ R tel que

I
′

s,s0,t,t0
(u) = cG

′

α,β (u) ,

c’est à dire que, ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇vdx

−s

∫
Ω

P (x) |u+|p−1vdx+ s0

∫
Ω

P (x) |u−|p−1vdx

−t

∫
Ω

Q (x) |u−|q−1vdx+ t0

∫
Ω

Q (x) |u+|q−1vdx

= c

(
α

∫
Ω

P (x) |u|p−2uvdx+ β

∫
Ω

Q (x) |u|q−2uvdx

)
(5.3)
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pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Le premier résultat concernant le spectre de Fučik pour le (p, q)-Laplacien

est donné dans la proposition suivante.

Proposition 5.2 Soient s ≥ 0, t ≥ 0 ,si il existe u ∈ Mα,β de Is,s0,t,t0 tel que

c = Is,s0,t,t0 (u) ,

alors le point (αc+ s, βc+ t) ∈ R2 appartient à Σp,q.

Preuve. Par définition le point (αc+ s, βc+ t) ∈ Σp,q si et seulement si il

existe u ∈ Mα,β solution du problème−∆pu−∆qu = (αc+ s) .P (x) (u+)
p−1 − (βc+ t) .Q (x) (u−)

q−1
dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(5.4)

ce qui signifie que le problème (5.4) est vérifié au sens faible. Posons mainte-

nant u = v dans (5.3) alors, nous obtenons∫
Ω

|∇u|p−2∇u2dx+

∫
Ω

|∇u|q−2∇u2dx

−s

∫
Ω

P (x) |u+|p−1udx+ s0

∫
Ω

P (x) |u−|p−1udx

−t

∫
Ω

Q (x) |u−|q−1udx+ t0

∫
Ω

Q (x) |u+|q−1udx

= c

(
α

∫
Ω

P (x) |u|p−2u2dx+ β

∫
Ω

Q (x) |u|q−2u2dx

)
.

⇕∫
Ω

|∇u|pdx+

∫
Ω

|∇u|qdx− s

∫
Ω

P (x) |u+|pdx

+s0

∫
Ω

P (x) |u−|pdx− t

∫
Ω

Q (x) |u−|qdx+ t0

∫
Ω

Q (x) |u+|qdx

= c

(
α

∫
Ω

P (x) |u|pdx+ β

∫
Ω

Q (x) |u|qdx
)
.

⇕
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1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx− s

p

∫
Ω

P (x) |u+|pdx

+
s0
p

∫
Ω

P (x) |u−|pdx− t

q

∫
Ω

Q (x) |u−|qdx

+
t0
q

∫
Ω

Q (x) |u+|qdx

= c

(
α

p

∫
Ω

P (x) |u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x) |u|qdx
)
.

Et puisque,
α

p

∫
Ω
P (x) |u|pdx+

β

q

∫
Ω
Q (x) |u|qdx = 1

nous aurons donc

Is,s0,t,t0(u) = c.

Ce qui termine la démonstration.

Reprenons maintenant la fonctionnelle I définie dans le chapitre 4 par

I (u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx.

Dans le chapitre précédant, nous avons démontré par le biais du théorème

de Ljusternick-Schnirelmann que la fonctionnelle I possède une infinité de

valeurs critiques

ck = inf
A∈Bk

sup
u∈A

I(u),

ce qui implique que I possède une infinité de points critique uk ∈ Mα,β

associés à ck.

De plus, nous avons toujours par le théorème de L-S que

ck → +∞, quand, k → +∞.

Pour que nous puissions appliquer le théorème du Col, nous devons d’abord

montrer que la fonctionnelle Is,s0,t,t0 vérifie la condition de Palais-Smale sur

Mα,β.

Lemme 5.1 . Is,s0,t,t0 satisfait la condition de Palais-Smale sur Mα,β.

Preuve. Soient P (x) et Q (x) deux fonctions de L∞ (Ω) .

Soit un ⊂ Mα,β et cn une suite de R, tel que il existe une constante M

vérifiant

|Is,s0,t,t0 (un) | ≤ M (5.5)
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et

|
∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇vdx+

∫
Ω

|∇un|q−2∇un∇vdx

− (αcn + s)

∫
Ω

P (x)
(
u+
n

)p−1
vdx

− (βcn + t)

∫
Ω

Q (x)
(
u−
n

)q−1
vdx

− (αbn − s0)

∫
Ω

P (x)
(
u−
n

)p−1
vdx

− (βcn − t0)

∫
Ω

Q (x)
(
u+
n

)q−1
vdx|

≤ ξn ∥ v ∥W 1,p
0 (Ω) .

(5.6)

Pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω), ϵn −→n→∞ 0.

Nous commençons par montrer que un est bornée.

De (5.5), nous avons

|1
p

∫
Ω

|∇un|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇un|qdx

−s

p

∫
Ω

P (x) |u+
n |pdx+

s0
p

∫
Ω

P (x) |u−
n |pdx

− t

q

∫
Ω

Q (x) |u−
n |qdx+

t0
q

∫
Ω

Q (x) |u+
n |qdx| ≤ M,

comme, s ≤ s0 et t ≤ t0 nous avons donc

1

p

∫
Ω

|∇un|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇un|qdx− s

p

∫
Ω

P (x) |u+
n |pdx

+
s0
p

∫
Ω

P (x) |u−
n |pdx− t

q

∫
Ω

Q (x) |u−
n |qdx+

t0
q

∫
Ω

Q (x) |u+
n |qdx| ≤ M.

Par conséquent, {un}n∈N est bornée dans W 1,p
0 (Ω) ce qui nous donne que

un −→ u dans Lp(Ω) et un ⇀ u dans W 1,p
0 (Ω).

Pour montrer que un → u dans W 1,p
0 (Ω), il nous suffi de prendre v = un − u
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dans (5.6), nous obtenons alors,∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ (un − u) dx+

∫
Ω

|∇un|q−2∇un∇ (un − u) dx

= (αcn + s)

∫
Ω

P (x)
(
u+
n

)p−1
(un − u) dx

+(βcn + t)

∫
Ω

Q (x)
(
u−
n

)q−1
(un − u) dx

+(αcn − s0)

∫
Ω

P (x)
(
u−
n

)p−1
(un − u) dx

+(βcn − t0)

∫
Ω

Q (x)
(
u+
n

)q−1
(un − u) dx

comme ∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ (un − u) −→n→∞ 0

et ∫
Ω

|∇un|q−2∇un∇ (un − u) −→n→∞ 0

D’après la (S+) propriété nous avons un −→ u dans W 1,p
0 (Ω) .

Nous allons maintenant démontrer que la fonctionnelle Is,s0,t,t0 vérifie la

géométrie du Col.

Lemme 5.2 Nous avons les deux résultats suivants :

(i) Il existe u0, u1 ∈ Mα,β et ϵ > 0 tel que

∥ u1 − u0 ∥W 1,p
0 (Ω)> ϵ.

(ii)

inf {Is,s0,t,t0 (u) : u ∈ Mα,βet ∥ u− u0 ∥E= ϵ} > max {Is,s0,t,t0 (u0) , Is,s0,t,t0 (u1)} .

Preuve.

(i) Nous avons uk ∈ Mα,β la suite de points critiques associés à la suite de

valeurs critiques ck, donc nous pouvons prendre u0 = uk et u1 = −uk,

pour tout ϵ > 0 assez petit, et uk,−uk ∈ Mα,β. Nous avons alors,

∥ u0 − u1 ∥W 1,p
0 (Ω)=∥ uk − (−uk) ∥W 1,p

0 (Ω)= 2 ∥ uk ∥W 1,p
0 (Ω)> ϵ.
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(ii) Nous avons

ck = inf
A∈Bk

sup
u∈A

I(u)

est une valeurs critique de I, donc il existe un multiplicateur de La-

grange ϑk ∈ R et u ∈ Mα,β tel que

I ′ (u) = ckG
′
α,β(u)

il en résulte que∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇vdx+

∫
Ω

|∇un|q−2∇un∇vdx

= αck

∫
Ω

P (x)|un|p−2uvdx+ βck

∫
Ω

Q(x)|un|q−2uvdx

En prenant, u = v nous aurons

1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx

= ck(
α

p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x)|u|qdx).

Et puisque,

α

p

∫
Ω

P (x)|u|pdx+
β

q

∫
Ω

Q (x)|u|qdx = 1,

il en découle que I (u) = ck où, ck = ϑk. Nous obtenons donc

max{Is,s0,t,t0 (−uk) , Is,s0,t,t0 (uk)} = ck.

D’un autre coté, nous avons

1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx

<
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|∇u|qdx

−s

p

∫
Ω

P (x) |u+|pdx+
s0
p

∫
Ω

P (x) |u−|pdx

− t

q

∫
Ω

Q (x) |u−|qdx+
t0
q

∫
Ω

Q (x) |u+|qdx
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Pour tout u ∈ Mα,β.

Il en résulte que,

inf
A∈Bk

sup
u∈A

I(u) < Is, s0, t, t0(u),

ce qui implique que,

inf
A∈Bk

sup
u∈A

I(u) < inf Is, s0, t, t0(u),

Pour tout u ∈ Mα,β.

Ce qui nous donne

inf
A∈Bk

sup
u∈A

I(u) < inf{Is, s0, t, t0(u) : u ∈ Mα,β ∥ u− (−uk) ∥W 1,p
0
= ϵ}

Par conséquent nous obtenons

inf{Is,s0,t,t0 (u) : u ∈ Mα,β, ∥ u− (−uk) ∥W 1,p
0 (Ω)

= ϵ} > max{Is,s0,t,t0 (−uk) , Is,s0,t,t0 (uk)} = ck.

Ce qui achève la démonstration.

À présent, nous pouvons énoncer le théorème principal de ce chapitre.

Théorème 5.1 . Pour s > 0, t > 0;

(1) cn (s, t) = infγ∈Γmaxu∈γ[−1,1] Is,s0,t,t0, est une suite de valeurs critiques

de Is,s0,t,t0, où,

Γ = {γ ∈ C ([−1, 1] ,Mα,β) : γ (−1) = −uk, γ (1) = uk}.

(2) Le point (s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t)) ∈ Σp,q.

Preuve. Pour s > 0, t > 0 ;

(1) Nous avons Is,s0,t,t0 et Gα,β sont de classe C1 sur W 1,p
0 (Ω) et il est clair

que 1 est une valeur régulière de Gα,β de plus, la fonctionnelle Is,s0,t,t0
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vérifie la condition de Palais-Smale sur Gα,β ainsi que la géométrie du

Col, par conséquent d’après le théorème du Col de la montagne,

cn (s, t) = inf
γ∈Γ

max
u∈γ[−1,1]

Is,s0,t,t0

est une suite de valeurs critiques de Is,s0,t,t0 .

2 Le résultat découle de la proposition 5.2 et de (1).

ce qui termine la démonstration.

Dans ce qui suit nous donnons la valeur de s0 et t0.

Proposition 5.3 . Si cn (s, t) = infγ∈Γmaxu∈γ[−1,1] Is,s0,t,t0 est une valeur

critique de Is,s0,t,t0 alors, s0 = αcn et t0 = βcn.

Preuve. Pour α, β > 0. Nous avons que cn est une valeur critique de Is,s0,t,t0
donc,

I ′s,s0,t,t0(wk) = cnG
′
α,β(wn),

où, wn est le point critique associé à la valeur critique cn.

Pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω), nous avons

⟨I ′s,s0,t,t0(wk), v⟩ = cn⟨G′
α,β(wn), v⟩,

ce qui signifi que, ∫
Ω

|∇wn|p−2∇wn∇vdx+

∫
Ω

|∇wn|q−2∇wn∇vdx

−s

∫
Ω

P (x) |w+
n |p−1vdx+ s0

∫
Ω

P (x) |w−
n |p−1vdx

−t

∫
Ω

Q (x) |w−
n |q−1vdx+ t0

∫
Ω

Q (x) |w+
n |q−1vdx

= cn

(
α

∫
Ω

P (x) |wn|p−2wnvdx+ β

∫
Ω

Q (x) |wn|q−2wnvdx

)
,

il en résult que, ∫
Ω

|∇wn|p−2∇wn∇vdx+

∫
Ω

|∇wn|q−2∇wn∇vdx

= (αcn + s)

∫
Ω

P (x) |w+
n |p−1vdx+ (βcn + t)

∫
Ω

Q (x) |w−
n |q−1vdx

+(αcn − s0)

∫
Ω

P (x) |w−
n |p−1vdx+ (βcn − t0)

∫
Ω

Q (x) |w+
n |q−1vdx.
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En posant,

(αcn − s0)

∫
Ω

P (x) |w−
n |p−1vdx+ (βcn − t0)

∫
Ω

Q (x) |w+
n |q−1vdx = 0

Nous obtenons alors,

αcn − s0 = 0 ⇒ αcn = s0

et

βcn − t0 = 0 ⇒ βcn = t0

ce qui achève la démonstration.

5.2 Propriétés de la famille de courbes.

Dans cette section, nous nous consacrons à l’étude des propriétés de la

famille de courbes définie à partir de la valeur critique cn.

Pour s > 0 respectivement t > 0, nous définissons la famille de courbes Cn

par

Cn := {(s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t)) , (t+ cn (s, t) , s+ cn (s, t))},

Le premier résultat que nous donnons concerne la régularité de la famille de

courbes Cn.

Lemme 5.3 La famille de courbes

(s, t) 7−→ (s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t)) ,

est lipchitzienne et continue dans le sens où, s + cn(s, t) < s′ + cn(s
′, t), t +

cn(s, t) < t′ + cn(s, t
′) et cn(s, t) > cn(s

′, t′).

Preuve. Soit s′ < s, respectivement t′ < t, nous avons alors,

Is′,s0,t′,t0 (u) ≥ Is,s0,t,t0 (u) ,∀u ∈ Mα,β,

ce qui implique que cn (s
′, t′) ≥ cn (s, t).

Donc ∀ϵ > 0, il existe γ ∈ Γ tel que, maxu∈γ[−1,1] Is,s0,t,t0 (u) ≤ cn (s, t) + ϵ.

Il en découle que,

0 ≤ cn (s
′, t′)− cn (s, t) ≤ max

u∈γ[−1,1]
Is′,s0,t′,t0 (u)− max

u∈γ[−1,1]
Is,s0,t,t0 (u) + ϵ.
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Si nous prenons maintenant u0 ∈ γ [−1, 1] tel que

max
u∈γ[−1,1]

Is′,s0,t′,t0 (u) = Is′,s0,t′,t0 (u0) ,

Alors, nous obtenons

0 ≤ cn (s
′, t′)− cn (s, t) ≤ Is′,s0,t′,t0 (u0)− Is,s0,t,t0 (u0) + ϵ.

Comme ϵ > 0, Nous pouvons donc voir que (s, t) 7−→ (s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t)),

est continue et lipchitzienne.

Le résultat qui concerne la monotonie de la famille de courbes Cn est donné

dans le lemme suivant.

Lemme 5.4 La famille de courbes

(s, t) 7−→ (s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t)) ,

est décroissante dans le sense où s + cn(s, t) < s′ + cn(s
′, t), t + cn(s, t) <

t′ + cn(s, t
′) et cn(s, t) > cn(s

′, t′).

Preuve. Soient 0 < s′ < s, et 0 < t′ < t, alors,

(s′ + cn (s
′, t′) , t′ + cn (s

′, t′)) , (s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t)) ∈ Σp,q.

⇓

s′ + cn (s
′, t′) , t′ + cn (s

′, t′) < s+ cn (s, t) , t+ cn (s, t) .

Et comme nous avons

cn (s
′, t′) ≥ cn (s, t) .

Nous concluons donc que la famille de courbes Cn est décroissant .

5.2. Propriétés de la famille de courbes.



CONCLUSION

Au coeur de ce manuscrit, nous avons fait une analyse minutieuse d’un

certains types de problèmes qui font apparaitre l’opérateur (p, q)-Laplacien.

nous avons majoritairement examiné un problème aux valeurs propres et un

problème concernant le spectre de Fučik pour le (p, q)− Laplacien.

Les techniques que nous avons employer pour l’obtention des résultats ex-

posés ne sont pas semblables à ceux du Laplacien et du p-Laplacien.

Dans le but d’analyser le problème aux valeurs propres, nous avons utilisé le

théorème de Ljusternick-Schnirelmann. Cependant pour l’étude du spectre

de Fučik, nous avons été dans l’obligation de combiner le théorème du Col

de la montagne avec contrainte et le théorème de Ljusternick-Schnirelmann.

Au niveau des résultats, nous avons montré que le problème aux valeurs

propres consideré possède une solution sous forme de point critique.

Au moment où nous avons posé le problème qui concene le spectre de Fučik,

une difficulté majeure liée principalement à la nouveauté du sujet et au

manque de références bibliographiques a rendu l’étude difficile. Nous avons

alors proposé de combiner le théorème de Ljusternick-Schnirelmann pour

trouver le point critique et le théorème du Col de la montagne avec contrainte

pour assuré l’existence d’une famille de courbes Cn qui appartient au spectre

de Fučik de l’opérateur (p, q)− Laplacien.

D’ un autre coté, nous avons mis au point un résultat sur les propriétés de

la famille de courbes et nous avons clôturer cette thèse par l’étude de sa

continuété et sa monotonie.

1



CONCLUSION 2

Pour nos perspectives à l’avenir, nous souhaitons faire une simulation numérique

pour nos résultats.

CONCLUSION
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[29] Drábek, P. : Solvability and bifurcations of nonlinear equations, Pitman

Res. Notes in Math. 264, (1992).
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[40] Fleckinger-Pellé, J., Takác, P. : An improved Poincaré inequality and the
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