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REsuME

Dans ce travail de recherche, nous étudions I'existence de solutions nontriviales
d’une classe de problémes (p, ¢)-Laplacien donnée par

~Apu—Aju= fu) + AH(u— B)u?” ' dans RN, (1)

oul <p<q<N,f:R— R estune fonction discontinue, A est un parametre positif
et H représente la fonction de Heaviside. Nous divisons la thése en cinq chapitres.

Dans les chapitres 1 et 2, nous examinons en détail les différentes notions et outils
que nous utilisons fréquemment dans les chapitres qui suivant.

Dans le chapitre 3, nous proposons une revue exhaustive des principaux concepts et
résultats liés a ’analyse des équations elliptiques avec des nonlinéarités discontinues.

Dans le chapitre 4, nous démontrons, en utilisant le théoréme du Col ainsi que le
principe de Concentration-Compacité, que le probléme (1) possédent au moins une so-
lution faible nontriviale lorsque A = 0.

Dans le chapitre 5, nous étudions un probléme du type (p, ¢)-Laplacien avec des non-
linéarités discontinues et un exposant critique. En particulier, nous prouvons que pour
certains A > 0, le probléme (1) admet une solution faible nontriviale.

Nous achevons cette these par une conclusion générale et une liste de bibliographie.

Mots clés :  Solution faible ; Théoréme du Col; L’opérateur (p, ¢)-Laplacien; Nonlinéarité dis-
continue; Suite de Palais-Smale ; Exposant critique.
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ABSTRACT

This thesis, titled "Variational Methods for Nondifferentiable Functionals Applied to Nonli-
near partial differential equations”, investigates the application of variational techniques to ana-
lyze nondifferentiable functionals in a nonlinear partial differential equations context. Focusing
specifically on a class of (p, ¢)-Laplacian problems given by

—Apu—Agu= f(u) + AH(u— B)u? ' in RY, (2)

where 1 <p < g < N, f: R — Ris adiscontinuous function, A is a positive parameter, and H
represents the Heaviside function. The structure of the thesis is organized across five intricately
woven chapters.

Chapter 1 serves as a foundational platform, offering an in-depth examination of the generali-
zed gradient introduced by Clarke. This chapter seeks to establish a foundational comprehension
of nonsmooth critical point theory, providing the basis for further investigation in the disserta-
tion.

Chapter 2 focuses on resolution methods, giving special attention to the Mountain Pass Theo-
rem applied to nondifferentiable functionals and the concentration compactness principle. The
objective is to present these methods comprehensively, highlighting their applicability and ad-
vantages, setting the stage for their pivotal role in Chapters 4 and 5.

Chapter 3 deepens the exploration by offering a comprehensive review of essential concepts
and outcomes associated with the analysis of elliptic equations with discontinuous nonlinearities.

Chapter 4, serves as a crucial juncture in the thesis, employing the Mountain Pass Theorem
and the Concentration-Compactness principle to show us the existence of non-trivial weak so-
lutions to problem 2 when A = 0.

The exploration reaches its culmination in Chapter 5, where the research pivots towards the
(p, q)-Laplacian equation with discontinuous nonlinearities and a critical exponent. In this part,
the thesis makes a substantial contribution by establishing the existence of non-trivial weak so-
lutions for specific positive values of A.

In conclusion, the knowledge presented in this thesis has provided me with a solid foundation

in the field of nonlinear functional analysis enabling me to attain significant new results in the
field of nonlinear nonsmooth partial differential equations.

Keywords : Weak solution; Mountain pass theorem; The (p, ¢)-Laplacian operator ; Discon-
tinuous nonlinearities ; Palais-Smale sequence ; Critical exponent.
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La sigma algebre de Borel
L’espace dual de X
Norme dans I’espace X
Norme dans I'espace X*
Convergence faible
Convergence préfaible
Espace des fonctions k-fois différentiables sur 2 C RY
Espace des fonctions de C*(€2) a support compact
Espace des fonctions indéfiniment différentiables sur {2 C RN
Espace des fonctions continues a support compact dans 2 C R¥
Espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans 2 C RY
Espace des fonctions u : {2 — R p-intégrables (Espace de Lebesgue)
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Espace des fonctions loalement lipschitziennes de X vers Y
Exposent critique de Sobolev, p* = NN—z)
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Gradient de u
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Dérivée stricte de ® en x

Dérivée généralisée de ® en x suivant la direction v
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INTRODUCTION GENERALE

Certes Allah aime que lorsque I'un de
vous fait un acte qu’il le fasse
parfaitement

- Prophéte Mohamed (que la priére
d’Allah et Son salut soient sur lui)

0.1 Introduction

Au fil des années, I'intérét accordé a I’étude des équations aux dérivées partielles
(EDP) nonlinéaires contenant des nonlinéarités discontinues a connu une valorisation
significative. Ce domaine de recherche a suscité un engouement particulier en raison de
sa capacité a aborder et a décrire un vaste éventail de phénoménes complexes et diversi-
fiés. Cette popularité croissante peut étre attribuée a la prise de conscience que la nature
elle-méme présente souvent des irrégularités, des discontinuités et des comportements
nonlinéaires qui nécessitent une modélisation et une analyse mathématiques avancées.

Les EDP jouent un rdle crucial dans la description des lois fondamentales qui ré-
gissent un large éventail de phénomenes physiques, techniques et mathématiques. Ces
équations fournissent un cadre mathématique puissant pour comprendre et prédire le
comportement des systéemes complexes. Il convient de noter que de nombreux phéno-
meénes physiques présentent des caractéristiques nonlinéaires, ce qui rend leur modéli-
sation et leur analyse mathématiques difficiles.

Lorsqu’il s’agit de formuler des modéles mathématiques pour différents phénomenes,
les EDP sont souvent utilisées en raison de leur capacité a capturer les relations et les
interactions complexes entre différentes variables. Ces équations impliquent des déri-
vées partielles, représentant la maniére dont le systeme change en fonction de plusieurs
variables indépendantes. Par conséquent, les EDP nous permettent d’étudier et de com-
prendre divers phénoménes tels que la conduction thermique, la dynamique des fluides,
les champs électromagnétiques et la mécanique quantique...

Pour résoudre les EDP, les chercheurs ont développé un vaste répertoire de tech-
niques analytiques et numériques. Une classe commune de problémes concerne l'exis-
tence et les propriétés des solutions des équations elliptiques, qu’elles soient linéaires ou
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nonlinéaires. Ces problémes se posent dans divers domaines, notamment la physique,
I'ingénierie et la biologie.

La forme générale de I’équation modele pour de tels problemes peut étre écrite comme
suit :

Au = g(u), = €9,

ott 2 C RY représente le domaine spatial, A est un opérateur différentiel de type diver-
gence, u est une fonction inconnue définie sur €2, et ¢ : R — R désigne une fonction
donnée.

Pour résoudre des problémes de telle difficulté, les mathématiciens ont développé des
cadres innovants. Une approche largement adoptée est les méthodes variationnelles, qui
fournit un outil puissant pour assurer I'existence des solutions des équations elliptiques.
En particulier, ces problémes peuvent étre reformulés comme la recherche de points cri-
tiques d’'une fonctionnelle / définie sur un espace de Banach X.

Si la fonction g est continue, la fonctionnelle I associée au probleme représente des
propriétés de différentiabilité réguliére, appartenant spécifiquement a la classe C'!. Cette
propriété permet d’appliquer les techniques d’optimisation et la théorie classique des
points critiques pour localiser les points critiques de /. En analysant ces points critiques,
on peut obtenir des informations sur ’existence, 'unicité et le comportement qualitatif
des solutions des équation sous-jacentes.

Etant donné que les phénoménes physiques présentent souvent une nature plus
chaotique et imprévisible, de nombreux problemes elliptiques se caractérisent par des
nonlinéarités discontinues [16, 14, 20, 21, 23], ce qui rend leur résolution considérable-
ment plus ardue. En effet, la présence de termes discontinues nonlinéaires constitue un
obstacle a la mise en oeuvre de la théorie des points critiques classiques, ce qui requiert
donc I’élaboration de nouvelles approches théoriques novatrices.

Dans cette optique, afin de surmonter cette difficulté, une avancée significative a
été réalisée par Chang [42] en 1981, qui a étendu les théorémes de points critiques a la
classe des fonctions localement lipschitziennes, en utilisant la notion du gradient géné-
ralisé introduite par Clarke [47] en 1975. Cette extension théorique a marqué une avancé
significative dans la compréhension et la résolution des problémes elliptiques compor-
tant des nonlinéarités discontinues.

En outre, Chang a apporté d’importantes contributions en développant les regles du
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calcul différentiel dans les espaces fonctionnels, fournissant ainsi un cadre mathéma-
tique solide pour I’analyse et la manipulation de ces équations complexes. Grace a ces
développements théoriques, il est désormais possible d’étudier de maniére approfondie
les équations contenant des nonlinéarités discontinues, ouvrant ainsi de nouvelles pers-
pectives de recherche dans ce domaine.

Au cours des années 80 et au début des années 90, les chercheurs ont manifesté un
vif intérét pour les équations présentant des nonlinéarités discontinues, en particulier
celles de type Laplacien et p-Laplacien, dans des domaines bornées [20, 16]. Les cher-
cheurs étaient motivés par le désir de comprendre le comportement complexe de ces
équations et de dévoiler leurs propriétés mathématiques.

En 2000, une avancée importante a été réalisée avec I'introduction de la version faible
du théoréme de Col par Radulescu [93]. En s’appuyant sur ce théoréme révolutionnaire,
Gazzola, F. et Radulescu, V. [60] ont pu établir, pour la premiére fois, plusieurs résultats
concernant I’existence des solutions a une équation de type Laplacien avec une nonlinéa-
rité discontinue dans un domaine non borné, en particulier RY. Ce résultat a ouvert de
nouvelles voies de recherche, permettant une exploration plus approfondie des équations
au-dela des limites des domaines bornés. Par la suite, Alves, C.O. et Bertone, A. et Gon-
calves, J.V.[4] ont apporté des contributions notables a cette ligne de recherche en éten-
dant et en généralisant les résultats initialement obtenus par Gazzola, F. et Radulescu.

En 2003, Alves, C.O. et Bertone, A [3] ont fait de nouveaux progres dans ce domaine
en se penchant sur I’étude des équations comportant des opérateurs p-Laplaciens avec
des nonlinéarités discontinues et des exposants critiques dans le contexte de R”. Cette
étude a ouvert la voie a une meilleure compréhension de I'interaction complexe entre les
différents composants de ces équations. S’appuyant sur les travaux d’Alves, Shang [100]
a mené une étude compléte en 2018, en se concentrant sur I’équation :

Apu = Mul” 'u+ f(z,u) dans RY,

Cette étude, qui constitue une extension naturelle des résultats obtenus par Alves [3],
a attiré 'attention des chercheurs désireux d’élucider le comportement et les propriétés
des équations nonlinéaires dans des domaines non bornés. Les recherches de Shang ont
mis en lumiere les mécanismes sous-jacents qui régissent ces équations et ont fourni des
informations précieuses sur leurs solutions.

En 2019, Figueiredo, G.M. et Nascimento, R.G. [57] se sont lancés dans une étude
pionniere qui explore les équations incorporant des nonlinéarités discontinues avec 'opé-
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rateur (p, q)-Laplacien. Cet opérateur, défini par I'expression

Ayt = Apu+ Agu = div(|VulP V) + div(|Vul|!*Vu),

saisit I'interaction complexe entre les opérateurs p-Laplacien et g-Laplacien. Notam-
ment, ’étude de Figueiredo, G.M. et Nascimento, R.G. s’est concentrée exclusivement sur
les domaines bornés, visant a déméler les complexités associées aux équations de cette
nature dans un cadre spatial confiné.

La présente thése est consacrée a I’étude complete d’un probléme spécifique connu
sous le nom de probléme du (p, ¢)-Laplacien présentant des nonlinéarités discontinues
dans RY. Le probléme considéré est formulé comme suit :

~Apu= f(u)+ AH(u— B)u? ", dans RY, (0.1.1)

oul < p<qg< N,A>0,8>0,et f: R — R une fonction présentant des
discontinuités.

Le probléme (0.1.1) mentionné précédemment provient d’'une classe plus large de
systémes de réaction-diffusion, qui sont fondamentaux pour la compréhension de divers
phénomenes dans différents domaines scientifiques. En particulier, le modeéle prototype
qui englobe ces systémes peut étre formulé mathématiquement comme suit :

u; = —div[D(Vu)Vu] + g(u).

Dans cette équation, la variable u représente la concentration, et le terme —div[D(Vu)Vu|
dans I’équation caractérise la composante diffusive du systéme. Il décrit la diffusion spa-
tiale de la concentration, ou D(Vu) représente le coefficient de diffusion. Le coefficient
de diffusion lui-méme est déterminé par le gradient de la concentration, désigné par
Vu. Une forme spécifique de D(Vu) est donnée par |Vu|P~>Vu + |Vu|?2Vu, qui rend
compte de la dépendance de la diffusion par rapport au gradient de concentration local.
D’autre part, la fonction g(u) = f(u) + NH (u — $)u? ! représente I'aspect réactif du
systeme. Elle incorpore a la fois les processus de source et de perte qui contribuent a la
dynamique globale de la concentration.

En utilisant ce prototype de modéle, les chercheurs disposent d’un cadre polyvalent
pour étudier un large éventail de systémes de réaction-diffusion et explorer leurs im-
plications dans divers domaines. La formulation mathématique fournit une base pour
I’étude des modeles complexes, des propriétés de stabilité et des comportements émer-
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gents qui découlent de I'interaction entre les processus de diffusion et de réaction.

L’étude de ce probléme particulier présente de nombreux défis qui nécessitent un
examen attentif et de nouvelles approches. Ces défis comprennent, mais ne sont pas li-
mités aux points suivants

1. La présence de nonlinéarités discontinues pose des difficultés dans 1'application
de la théorie conventionnelle des points critiques. Les outils et techniques tradi-
tionnels utilisés dans ’analyse des systémes réguliers ou continus sont insuffisants
pour aborder les complexités introduites par la nature discontinue des termes non-
linéaires.

2. L’opérateur (p, ¢)-Laplacien présente lui-méme une nonlinéarité inhérente. Cette
nonlinéarité complique encore 'analyse et nécessite le développement du cadre
mathématique et de méthodologies adaptés pour la traiter efficacement.

3. La nature non bornée du domaine R” introduit des complications supplémen-
taires. En particulier, le manque de compacité des injections de Sobolev devient un
probléeme important. L’absence de compacité entrave I'application des arguments
standards de compacité, ce qui nécessite 'exploration de techniques alternatives
pour surmonter cet obstacle.

4. L’exposant critique associé au probléme induit une perte d’injections compactes
locales, exacerbant le défi d’établir les propriétés et le comportement souhaités
des solutions. Cette perte de compacité nécessite 'exploration de stratégies alter-
natives et l'utilisation d’outils spécialisés pour surmonter ses effets néfastes.

Afin de relever ces redontables défis et éclairer la problématique en question, nous
exploitons le principe de concentration-compacité, tel qui 'est introduit a 'origine par
Lions [79, 80, 81, 82], et le théoréme de Col congu spécifiquement pour les fonctions
nondifférentiable [93, 94, 63]. Ces cadres théoriques offrent des voies prometteuses pour
surmonter les obstacles posés par les nonlinéarités discontinues, la nonlinéarité de I’opé-
rateur Laplacien (p, ¢), le manque de compacité, et la perte des injections compactes lo-
caux induite par I’exposant critique.

En employant ces outils mathématiques avancés, cette étude s’efforce de fournir une
analyse compléte et perspicace du probléme (p, ¢)-Laplacien avec des nonlinéarités dis-
continues dans R” . Les conclusions et les idées tirées de cette recherche sont organisée
dans cette theése comme suit :
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Dans le chapitre 1, nous examinons en détail les résultats fondamentaux concernant
le gradient généralisé introduit par Clarke. Nous présentons également aux lecteurs cer-
tains concepts essentiels de la théorie des points critiques non réguliére. Notre intension
est de créer les bases pour les chapitres a venir.

Le chapitre 2 offre une plateforme pour introduire les méthodes variationnelles qui
occupent une position centrale dans les chapitres 4 et 5. Nous fournissons une analyse
détaillée et approfondie de ces méthodes, en soulignant leur applicabilité et leurs avan-
tages dans la résolution des problémes considérés.

Dans le chapitre 3, nous présentons un apercu complet des concepts et résultats fon-
damentaux de I’analyse des équations elliptiques avec des nonlinéarités discontinue. Plus
précisément, nous exposons une synthése des problémes liés au p-Laplacien et au (p, q)-
Laplacien, en examinant leur pertinence et leurs caractéristiques. De plus, nous donnons
un apercu des articles les plus notables dans ce domaine.

Dédié entierement a I’étude du probleme (0.1.1) sous la condition A = 0, le chapitre 4
apparait comme une partie cruciale de cette these. Ici, nous concentrons nos efforts sur
I’étude de ce probléeme dans ces moindres détails. La démonstration de I'existence d’une
solution nontriviale de I’équation suivante est particuliérement intéressante :

~Apqu=f(u), dansRY. (0.1.2)

En fournissant des preuves rigoureuses et en mettant en évidence 'importance de ce
résultat, nous contribuons a la compréhension de ce cas particulier et méttons les bases
d’une analyse plus approfondie.

Dans le chapitre 5, nous étendons notre exploration pour traiter le probléme donné
par I’équation 0.1.1. Nous introduisons ici le parameétre A > 0 et étudions les implications
qu’il a sur le probléme. En examinant attentivement ce cas et en considérant I'influence
des différents parameétres, nous désirons fournir une compréhension compléte du com-
portement du probléme et de ses solutions.

Enfin, dans la conclusion de cette thése, nous offrons un résumé complet des diffé-
rents résultats obtenus tout au long de notre recherche. Nous soulignons I'importance
de nos résultats et leurs implications potentielles dans un domaine d’étude plus large. En
outre, nous soulignons les limites et les difficultés rencontrées au cours du processus de
recherche, en suggérant des pistes d’exploration futures et des orientations potentielles
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pour des recherches plus approfondies.

0.2 Apport de la these

Afin de permettre une lecture aisée du présent manuscrit, nous offrons dans ce qui
suit un bref résumé de chaque chapitre.

Les deux premiers chapitres ont été soigneusement dédié a ’exposition de différents
définitions et concepts importants qui mettent les bases de la compréhension du reste de
la thése. Nous exposons également aux lecteurs quelques principes fondamentaux de la
théorie des points critiques. En établissant soigneusement ce travail de base, nous avons
voulu nous assurer que les lecteurs possédent les connaissances et le contexte néces-
saires pour s’engager pleinement dans les chapitres qui suivent.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons une synthése des probléemes discontinus
et les travaux antérieures les plus significatifs dans ce domaine.

Résultats principaux du chapitre 4

Dans ce chapitre, nous avons examiné le probléme (p, ¢)-Laplacien suivant
~Apu — Ayu = f(u) dans RY, (0.2.1)

oul <p<qg< N,N >2etf:R— R.Ceprobléme est étudié en prenant en compte
les conditions suivantes.

(f1) Nexistent C' > 0etr € (max{q,p*},q") tels que pour toutt € Ron a
If@) < Ol

et
f(t)=0 pourtout ¢<0.

(f2) Pourtoutt € R, ona
0<rF(t) <tf(t),

ou
f(t) =limessinf f(s) et f(t) = limesssupf(s).

4 el0 |t—s|<e €l0 |t—s|<e
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On est concerné dans ce chapitre par trouver une démenstration du résultat d’existence
des solutions faibles pour le probléme 0.2.1.

Le principal résultat obtenu dans ce chapitre, porteur d’'une importance significative,
réside dans le théoreme suivant.

Théoréme 0.2.1. Supposons que 1 < p < q < N et que (f1) et (f2) sont valables, alors
le probléme (0.2.1) posséde au moins une solution faible nontriviale.

Nous commencons les preuves par la définition de la fonctionnelle

1 1
I(u) = —/ |\VulPdx + —/ |Vu|ldx —/ F(u)dz, pour toutu € E,
P JrN q JrN RN

u

ou F(u) = / f(t)dt et E = D'?(RY) N DY(RY). Nous démontrons ensuite qu’elle

0
est localement Lipschitzienne, puis nous établissons que les points critiques de la fonc-
tionnelle I sont des solutions faibles du probleme (0.2.1).
Ce qui suit sont des résultats auxiliaires liés au Théoreme 0.2.1.

Lemme 0.2.1. Il existe deux constantes positives C et C; telles que

f@t)>Cit" ' —Cy, pp.t €0, +00).

Compte tenu de cette inégalité, nous pouvons observer que la fonction [ satisfait la
géométrie du Col, comme le résume le lemme suivant.

Lemme 0.2.2. (i) I(0) =0,
(ii) il existe R > 0 et o > 0, tels que I(u) > «, si ||u|| = R,
(iii) il existee € X \ Bgr(0) tel que I(e) < 0.

En utilisant le lemme précédent ainsi que le théoréme de Col, nous pouvons établir
I'existence d’une suite de Palais-Smale {u,, }. Notamment,

I(u,) — c et A(u,) — 0lorsque n — oo (0.2.2)

Lemme 0.2.3. La suite de Palais-Smale {u,,} est bornée dans F.

La réflexivité de I’espace E garantit 'existence d’une sous-suite de u,, (également
notée u,) qui converge de maniére faible vers un élément u appartenant a F.
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Lemme 0.2.4. La suite {u,} satisfait

Vu, — Vu p.p. dansRY

Si nous rassemblons toutes ces informations, nous pouvons prouver que la limite
faible de la suite de Palais-Smale u est une solution faible, mais il se peut qu’elle soit tri-
viale. En appliquant le principe de concentration-compacité (le cas localement compact),
nous pouvons conclure que u est nontriviale.

Résultats principaux du chapitre 5

Dans ce chapitre, nous étudions I’existence des solutions faibles nontriviales pour
I’équation (0.1.1) lorsque A > 0 sous les mémes hypothéses utilisées au Chapitre 4
sur la nonlinéarité f. Explicitement, nous nous sommes intéressés au probléme (p, q)-
Laplacien suivant

~Apu—Agu = f(u) + AH(u— B)u? "' dans RY, (0.2.3)

oul <p<q< N,N >2,q" est lexposant de Sobolev, la fonction f est a variable et a
valeurs réelles et la fonction de Heaviside est représentée par H.

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant.

Théoréme 0.2.2. Supposons que les hypotheéses (f1) et (f2) sont satisfait, alors il existe
un A\, > 0 tel que pour tout A € (0, \,), le probléme (0.2.3) admet au moins une solution
faible nontriviale.

Une fonction u € £ = D*(RY) N DY4(RY) est dite solution faible du probléme
(0.2.3) si elle vérifie

/ \Vu|p2Vu.V<pd:E—|—/ |Vu]q2Vu.Vg0dx:/ p(pdzv—l—)\/ Eodr, (0.2.4)
RN RN RN RN

pour tous ¢ € E avec

p(2) € [f(u(x), F(u(z))] pp.dans RV, 0.25)
et
&(x) € [g(u(x)),g(u(x))] p.p. dans RY. (0.2.6)
avec g(t) = leiﬁllfff—ssgefg(s> etg(t) = lifélﬁff s|1<1pg(s) oug(t) = H(t— B)ts 1



CHAPITRE 0

La fonction énergétique associée au probléme (0.2.3) peut étre exprimée comme suit :

I,\(u)zlf |Vu|pdx—|—l/ |Vu|qu—/ F(u)dm—/\/ G(u)dz, (0.2.7)
RN q JrN RN

p RN
ou G(t):/O g(s)ds.

En exploitant le principe de Concentration-Compacité de Lions (cas limite), nous
avons été en mesure de démontrer qu’il existe A, > 0 tel que pour tout A € (0, \,)
le probleme (0.2.3) admet une solution faible u qui est une limite faible d’'une suite de
Palais-Smale {u,,}.

Compte tenu des hypothéses (f1) et (f2), nous pouvons également vérifier que la
fonctionnelle /) satisfait la géométrie du Col.

En combinant toutes ces informations, nous parvenons a prouver le résultat principal
de cette section en utilisant le théoréme du Col.
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GRADIENT GENERALISE

La volonté trouve, la liberté choisit.

Trouver et choisir, c’est penser

- Victor Hugo

Ce qui est maintenant prouvé ne fut

jadis qu’imaginé

- William Blake
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CHAPITRE 1

1.1 Définitions et propriétés de base

Dans cette partie nous allons introduire les concepts fondamentaux du calcul de gra-
dient généralisé développé par F. H. Clarke.

Soit (X, ||.||) un espace de Banach.

1.1.1 Dérivée généralisée

Définition 1.1.1. Soit Y un sous-ensemble de X et & : Y — R une fonction réelle. La
fonction ® est dit Lipschitzienne de rang K s’il existe un I > 0 tel que pour tout u, v’ dans

Yona
[D(u) — (u)| < Klju—u ||

La fonction ® est dite Lipschitzienne aux voisinage d'un point u s’il existe € > 0 tel que la
restriction de ® a B.(u) est Lipschitzienne.

La fonction ® est dite localement Lipschitzienne sur Y si pour tout u € Y, il existent
Ky, e, > 0 tels que

|(I>(u/) — CID(uH)| < Ku||u/ — uNH, pour tous u/,u” € B, (u).

Définition 1.1.2. Soit ® une fontion Lipschitzienne au voisinage de u € X et soit v un
vecteur de X. Alors, la dérivée généralisée de © au point u suivant la direction v est définie
par
, O(w+ \v) — P(w
®°(u;v) = lim sup ( ) (w)
w—u )\~L0 )\

(1.1.1)
ouw € X et \ est un scalaire positif.

Remarque.

(i) La dérivée généralisée d’une fonction ne présuppose pas lexistence de la limite. Néau-
moins, si la fonction est locallement Lipschitzienne alors ®°(u; v) est un nombre fini.

(ii) la limite supérieur dans (1.1.1) n’est influencée que par le comportement de ® au voisi-
nage deu d’une facon arbitraire. Ainsi, cette notion est différente de la dérivée directionnelle
traditionnelle.

Proposition 1.1.1. Soit ® une fontion Lipschitizienne de rang I au voisinage de u. Alors

14
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(a) La fonction v — ®°(u;v) est finie, positivement homogéne et sous-additive sur X .
De plus,  satisfait
|©°(u; v)| < KlJv]], Vo € X.

(b) La fonction ®°(u;v) est semi-continue supérieurement par rapport a (u;v).

(c) ®°(u;—v) = (=@)°(u;v).

Démonstration.  (a) Puisque ® est une fonction Lipschitizienne de rang K au voisinage
de u, il exist € > 0 tel que P est Lipschitizienne sur B.(u). Donc, pour tout w, v €
XetheRTtelque ||w—ul| <eet|w+Av—ul| <eona

O(w + M) — D(w)

—-K <
ol 5

< K||v||.
Il en résulte que
|0°(u; 0)| < Ko

En utilisant la définition de ®°(u,v) il est facile de montrer que ®°(u;av) =
a®°(u; v) pour tout o > 0 c’est-a-dire O est postivement homogéene. Maintenant,
nous allons montrer la sous-additivité de ®°(u; v). Nous calculons

O (w + vy + Avg) — O(w)

®°(u;v1 4+ v9) = lim sup

wW—rUu )\\LO )\
< lim sup O (w + Avy + Avg) — O(w + Avy) 4 Jim sup O(w+ Avy) — @(w)'
w—u )\\LO )\ w—u )\~L0 )\

Nous concluons que
D% (u;v1 + v2) < D°(usvr) + O°(us v2)

c’est-a-dire que la fonction ®°(u;v) est sous-additive par rapport a v.

(b) Soit (u,) et (v,) deux suites arbitraires convergeant vers u et v respectivement.
D’aprés la définition de la limite supérieure, pour tout n € N, ils existent w,, € X
ett, > 0 tels que

1
[wn = un | +tn < —,
n

15
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(c)

O (w, + thv,) — P(wy,)
ln

O (wy, + t,v) — P(wy,) N O (wy, + tyv,) — P(w, + tyv)
tn tn '

1
(I)o(un;vn) - S
n

Puisque @ est Lipschitzienne de rang K en u alors on a

O (wy, + tyv,) — P(w, + t,v)
tn

< Kljon — vl
Quand on passe a la limite supérieure lorsque n — oo, on obtient

lim sup @° (up; v,) < P°(u;v).

n—o0

Par conséquent, la fonction ® est semi-continue supérieurement. Maintenant, on
démontre que ¢ est K -Lipschitzienne par rapport a v. Soit vy, vy, € X, on a pour
t>0

O(w + b)) — D(w + L) < Koy — vt

donc
P(w + tvg) — O(w) < P(w + tvy) — O(w) + K|lvg — va|t

pour w prés de u et ¢ prés de 0. Divison par ¢ et passons a la limite spérieure lorsque
w — uett] 0, on obtient

D (u;v1) < D°(w;v9) + K||vg — va].

L’inégalité précédente reste vraie si 'on permute v; et vy. Nous concluons ainsi
que ®(u;.) est K-Lipschitzienne .

Par définition, on a

En utilisant le changement de variable z = w — tv, on aura + — u lorsque w — u
et £ — 0 et la limite précédente devient
d(x)— P t
®°(u; —v) = lim sup () (z+t) = (—=D)°(u;v),

U 410 t

d’ou le résultat.
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1.1.2 Gradient généralisé

Dans cette partie, nous introduisons la notion du gradient généralisé. Ceci peut se
faire de deux facon. la premiere définition tire sa consistance de la version analytique du
théoreme de Hahn-Banach qui permet le prolongement des formes linéaires continues
minorantes des fonctions positivement homogenes et sous-additives a des éléments de
I'espace dual ayant la méme propriété de minoration. Une deuxiéme définition équiva-
lente du gradient généralisé repose sur la notion de la fonction d’appui que nous verrons
ultérieurement.

Définition 1.1.3. Le gradient généralisé de Clarke d’une fonction ®, noté 0P en un point
u € X est défini par

00(u) ={p e X" : °(u;v) > (p,v) pourtout v e X}. (1.1.2)

Dans la proposition suivante, nous résumons quelques propriétés de cette notion.

Proposition 1.1.2. Si® : X — R une fonction Lipschitzienne de rang K en u. Les
assertion suivantes sont vraies

(a) OP(u) est un sous-ensemble nonvide, convexe, faiblement*-compact dans X* et
lplle < K pour tout p € 0P(u).
(b) Pourtoutv € X ona

O°(u;v) = max{(p,v) : p € 0P(u)}.

Démonstration.  (a) Soit w € X, w # 0 fixé. on note par W le sous-espace vectoriel
engendré par I’élément w. On definit sur W I'application

AW — R,
Aw = AP°(u;w), A€ R.

Alors pour tout A > 0, on a

AQw) = A0°(u; w) = D°(ug; Aw), (1.13)
A(=dw) = =A0°(u; w) = —0°(u; Mw) < D°(u; —Aw). o
Par conséquent, A satisfait
A(Aw) < °(up; Aw), pour tout A € R. (1.1.4)

17
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(b)

De sa définition, A est linéaire et continue sur le sous-espace vectoriel W. De lare-
lation (1.1.4) et du théoreme de Hahn-Banach, cette forme admet un prolongement
linéaire et continue p, c’est a dire un élément de I'espace dual X* qui vérifie

(p, \w) = A®°(u; w), VA € R,

et
(p,v) < P°(u;v), Vv € X. (1.1.5)

La relation (1.1.5) confirme que 0®(u) n’est pas vide.

Nous allons montrer maintenant que 9% (u) est convexe. Si p1, py € 0P (u), alors
nécessairement

Pour tout o €]0,1[on a
(apr + (1 — a)pa,v) = alp1,v) + (1 — a){p2,v) < P°(u,v), VveX.
Par conséquent (ap; + (1 — a)pa) € 0P(u) c’est-a-dire 0P (1) est un ensemble

convexe.

La faible*-compacité de 0P (u) sera une conséquence évidente du théoreme d’Alao-
glu [85] sil’on arrive & démontrer que 0P (u) est borné.
D’aprés le point (a) de la Proposition 1.1.1 on a

|D°(u,v)| < Kljv||, YveX.
Pour tout p € 9P (u) on aura alors
[(p,0)| < KlJol|, VveX.

Ce qui implique que ||p||. < K ou ||.||. est la norme de X*.
On en déduit que ®(u) est bornée dans X*, et donc il est faiblement* compact.

De la définition du gradient généralisé on a directement que
max{(p,v); p € 0P(u)} < P°(u;v), Vv € X.
Pour démontrer I'autre sens, on raisonne par I’absurde et on suppose qu’il existe
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w € X tel que
O°(u; w) > max{(p,w); p € 0P(u)}. (1.1.6)

Suivant la méme démarche utilisée dans la preuve du point (a) et en utilisant le
théoreme de Hahn-Banach on peut assurer I'existence d’un élément £ € X* qui
vérifie
(€ w) = 2°(u; w) et
O°(u;v) > (&,v), Yv € X.
La derniére inégalité confirme que £ € 0P (u). Ceci avec I'inégalité (1.1.6) conduit

4 la contradiction
°(us w) > (& w) = P°(u; w).

]

Exemple 1. Nous voulons déterminer le gradient généralisé de la fonction valeur absolue
®(x) = |x| au point x = 0. Remarquons que la fonction ® n’est pas différentiable en x = 0.
Puisque © est localement Lipschitzienne, alors elle est dérivable aux sens de Clarke. Par un
simple calcul, on obtient

P°(0;v) = |v].

Ainsi, le gradient généralisé de @ en 0 est
0P(0)={peR: |v]| >pv, Vo e R} =[-1,1].

Exemple 2. Le gradient généralisé de la fonction ® : R — R U {+oco} définie par

() = {—I—oosix<0

Vasiz >0

est

9(x) Dsiz<0
€T) =

1.1.3 Fonction d’appui

Les ensembles convexes fermés sont caractérisés par leur fonction d’appui. Rappe-
lons que la fonction d’appui d’un sous-ensemble nonvide A de X est donnée par
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o4: X" = RU{+o0}
¢ — sup{(s,u) : u € A}.

Si X est un sous-ensemble nonvide de X'*, sa fonction d’appui est une fonction oy, : X —
(—00, +00| définie comme suit

ox(u) = sup{(s,u) : ¢ € L},

si 'on considére que X est un sous-ensemble de X **.

Nous tenons a préciser que nous avons introduit la notion de la fonction d’appui
pour deux raisons. La premiere est la mise en évidence de la relation intime entre la
dérivée généralisée et le gradient généralisé d'une fonction localement Lipschitzienne.
Quant a la deuxieume raison, la fonction d’appui permet une caractérisation simple de
la propriété de la faiblex-compacité.

D’aprés les traveaux de Hormander [66] sur la fonction d’appui des ensembles convexes
dans un espace localement convexe, si A, B sont deux sous-ensembles nonvides, convexes
et fermés de X, et si X, A sont deux sous-ensembles nonvides qui sont faiblement*-
fermés, alors on a

(1) A C Bsietseulementsioy(s) < op(s) pour tout ¢ € X*.
(2) ¥ C Assietseulement si ox(u) < op(u) pour tout u € X.
(3) X est faiblement*-compacte si et seulement si 0x;(.) est de valeurs finies sur X.

(4) une fonction quelconque o : X — R U {+00} est positivement homogéne, sous-
additive, semicontinue inférieurment et non identiquement oo si et seulement s’il
existe un sous-ensemble nonvide, convexe et faiblement*-fermé > de X* tel que
0O =0x.

Une adaptation de ces résultats au gradient généralisé donne la proposition suivante.

Proposition 1.1.3. [48] Supposons toujours que  : X — R est localement lipschitzienne,
alors on a

(a) p € 0P (u) si et seulement si °(u,v) > (p,v) pour toutu € X.

(b) Soient u,, et p, deux suites de X et X* respectivement telles que p,, € 0P (u,) pour tout
n € N. Supposons queu,, — u dans X et p, — p pourun certainp € X*, alors p € 0P(u).

© 0w =N U 0dw)

0>0weB(u,d)
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1.1.4 Dérivée généralisée de Clarke et autres sens classiques de

dérivation

Il existe différentes notions de dérivée dans les espaces de Banach qui généralisent
le concept classique de dérivée dans les espaces encludiens. Nous allons voir dans cette
section le rapport entre le gradient généralisé, la dérivée stricte pour les fonctions agis-
sant sur un espace de Banach a valeurs réelles.

On dit que ® : X — R admet une dérivée directionnelle (usuelle) en © € X dans la
direction v € X si la limite

d'(u;v) = lim (®(uo + tv) = 2(uo))
’ t—0 t

existe. On dit que ® admet une dérivée au sens de Gateaux en u s’il existe un élément de
espace X*, noté D®(u), tel que pour tout v € X, ®'(u;v) existe et est égal a (D®;v).
Notons que cela revient a dire que le quotient des différences converge pour chaque
v € X, c’est a dire
. (P(u+tv) — D(u
(@t ) — B(w)

t—0 t

= (D®(u);v),

et que la convergence est uniforme par rapport aux ensembles finis. La fonction ® est
dite continiment dérivable au sens de Gateaux (ou de classe C'!) au point u si ® est dé-
rivable au voisinage de u et elle est méme continue en u. On dit que @ est de classe C'!
dans X si @ est continiment dérivable en chaque point de X et on note ® € C*'(X,R).

Il s’avere que le concept différentiel le plus naturellement lié a la théorie de ce cha-
pitre est celui de dérivabilité stricte (appelée "différentiabilité stricte" par Bourbaki). Nous
dirons que ¢ admet une dérivée stricte en u, s’il existe un élément de X* noté D;P(u),
pourvu que pour chaque v € X :

L (@ 1) — o))

t—0, u —u t

= (Ds®(u);v),
et a condition que la convergence soit uniforme sur les ensembles compacts. Cette der-
niere condition est évidente si ® est Lipschitzienne au voisinage de u.

Remarque. (a) La dérivabilité stricte implique la différentiabilité de Gateaux, mais pas
réciproquement.

(b) Si ® est continiiment dérivable au sens de Gateaux en u alors ® admet une dérivée
stricte en u.

Proposition 1.1.4. Soit ® une fonction Lipschitzienne au voisinage de u telle que ® admet
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une dérivé de Gateaux(ou strict ou de fréchet) D®(u). Alors D®(u) € 0P(u).

Démonstration. Par définition, ® (u,v) = (D®(u),v). Il est facile de voir que & (u,v) <
u

=
®°(u,v), par conséquent (DP(u),v) < D°(u,v). De la Proposition 1.1.3, il vient que
D®(u) € 00°(u). O

Proposition 1.1.5. [48] La fonction  admet une dérivée stricte D ;P enu si et seulement si

O est Lipschitzienne au voisinage de u et 0P (u) se réduit a un singleton {p}. En particulier
Ds®(u) = p.

Corollaire 1.1.1. Si ® est continument dérivable au sens de Gateaux en u, alors 0P (u) =

{Da(u)}-

1.2 Opération sur le gradient généralisé

On considere ici un certain nombre d’opérations qui facilitent le calcul du gradient
généralisé. Supposons que la fonction & est lipschitzienne au voisinage de wy.

1.2.1 Calcul de base

Proposition 1.2.1.
(a) Pour tout scalaire « € R, on a

I(a®)(ug) = adP(up).

(b) Si{P;}1<i<n est une famille finie des fonctions Lipschitziennes au voisinage de u, alors
n

E ®; est Lipschitzienne au voisinage de ug et on a
i=1

a(z ®;)(ug) C Z OP; (up).

Démonstration.

(a) Observons que a® est Lipschitzienne au voisinage de wug. Si « est positif, il est facile
de voir que (a®)°(ug) = ad°(ug), par conséquent on a

I(a®)(ug) = ad®P(up). (1.2.1)
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Il nous reste a démontrer que J(—P)(ug) = —0P(up). De la définition du gradient gé-
néralisé, un élément p € X* appartient a (—P)(up) si et seulement si (—P)°(up;v) >
(p;v) pour tout v € X. D’apres la Proposition 1.1.1 cela est équivalent a

D°(ug; —v) > (p;v) = (—p; —v),

c’est a dire que (—p) € 0P (uy). Ainsi p € 9(—P)(uo) si et seulement si p € —0P(uy).
Cela combiné avec (1.2.1) implique que

0(a®)(ug) = adP(ug) pour tout a € R.

(b) Il suffit de prouver I'inclusion pour n = 2 et on peut par la suite conclure le cas général
par induction.

D’apres la définition de la dérivée généralisée, on a
(D1 + P3)°(up; v) < D (up; v) + P5(up; v), pour tout v € X.

Comme (P + D3)°(up; v) et Y (ug; v) + P3(uo; v) sont les fonctions d’appui de I(P; +
D9)(up) et 0Py (ug) + OPo(ug) respectivement, la proposition 1.1.3 affirme que

D(®; + B2)(ug) C OB, (ug) + ODs(ug).

]

Corollaire 1.2.1. Si {®;},<;<,, est une famille finie de fonctions Lipschitziennes au voisi-
nage de uq alors pour tout scalaire o; € R, on a

8(2 a; ;) (ug) C Z a; 0D, (u).

i=1

De plus, si toutes les fonctions ®; sont strictement différentiables, sauf une au plus, alors

Démonstration. De la proposition 1.2.1, on peut facilement vérifier que

8(2 a,CI)Z)(uo) C Z ozﬁCI)Z(uo)

=1
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Maintenant, supposons que toutes les fonctions ®; sont strictement différentiables au

voisinage de u sauf une ®;,. Puisque E o; ®; est strictement différentiable en ug alors

=1

i#ig
E Ckl z UO, § 041 z Uo,
1#20 'L;ézo

Cela implique que

Zaz z an (aiqu ) Up, v +D Zaz z UO;

z;ézo

= q),?o (U(); U) + Z CYiDs(I)Z' (UO; U)

i=1
i#ig
uO: _'_ E az u07
z;ﬁzo
n
o .
= E aiq)i (U07U).
i=1
Ceci achéve la démonstration. O]

Définition 1.2.1 (Point, valeur critique). On dit que uy € X est un point critique de
si0 € 0P (up). On dit que ¢ € R est une valeur critique de ® s’il existe ug € X tel que
D (up) = cet0 € 0P(uyp).

Proposition 1.2.2. Siu est un minimum local de @, alors ug est un point critique de ®.
Démonstration. Si ug est un minimum local de ®, alors il exist € > 0 tel que
O(u) > P(up), pour tout u € B(uy,¢€).

Sans perte de la généralité, on peut choisir h € X et A > 0 tel que u = ug+ h + \v avec
||u|| < €. Donc pour tout v € X, on obtient

O (ug + h + Av) — D(up) >0
A p— )

ceci implique que
D°(ug; v) > 0.
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Ainsi, 0 € 0D (uy). O

Corollaire 1.2.2. Siug est un maximum local de ®, alors u est un point critique de P.

Démonstration. Supposons que g est un maximum local de ®, alors u( est un minimum
local de (—®), c’est a dire 0 € J(—P)(up). De la proposition 1.2.1 on obtient
8(—@)(u0) = —8¢(u0),

il vient que 0 € (—0®(uy)), donc 0 € 0P (uy). O

1.2.2 Régularité

Nous avons vu dans la section précédente que les formules de calcul du gradient
généralisé sont données par des inclusions. Ces formules peuvent étre plus précises en
transformant les inclusions en égalités. Voici une classe de fonctions qui permettent d’at-
teindre 1’égalité.

Définition 1.2.2. La fonction © est dite réguliére en ug si pour tout v € X, la derivée
directionelle ®' (ug; v) existe et

I

O (up;v) = D°(ug;v).

Remarque. Observons que si chaque fonctions ©; est réguliere dans la proposition 1.2.1,
on obtient I’égalité.

Voici quelques propriétés des fonctions réguliéres.
Proposition 1.2.3. [48] Supposons que la fonction ® est lipschitzienne au voisinage de .
(a) Si ® est strictement differentiable au voisinage de u alors ® est réguliére en w.
(b) Si @ est convexe alors, @ est réguliére en uy.

(c) Une combinaison linéaire finie (par des scalaires nonnégatifs) des fonctions régulieres en
ug, est une fonction réguliére.

(d) Si ® est réguliére et admet une dérivée de Gateaux en ug alors 0P (ug) = {DP(ug)}.
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1.3 Gradient généralisé dans les espaces fonctionnelle

Dans cette section, nous allons focaliser sur le gradient généralisé d’une certaine
classe de fonctions agissant sur des espaces de Lebesgue, a fortiori, sur des espaces de
Sobolev. De telles fonctions seront appelées des fonctionnelles.

Soit ¢ : R — R une fonction measurable satisfaisant la condition suivante
6(8)] < CJt|"~, Yt e R, (13.1)

ou C' > 0 est une constante et le réel o est tel que o > 1. On introduit les fonctions
suivantes B
o(t) =limess inf ¢(s) et ¢(t) =limess sup ¢(s). (1.3.2)

— e—0 [s—t|<e =0 |s—t|<e

Lemme 1.3.1. [94] Les fonctions ¢ et ¢ sont mesurables.

Pour toute fonction ¢ qui satisfait (1.3.1), on définit la fonction ¢ : R — R par

B(t) = /0 o(s)ds. (133)

Lemme 1.3.2. La fonction ® définie dans (1.3.3) est localement Lipshitzienne. De plus, on
a

O®(t) C [¢(t), d(t)], Vt €R.

Démonstration. De la relation (1.3.1), pour tout ¢ > 0 il existe € > 0, tel que pour tout
ty <ty €]t —¢,t+¢[,ona

o) — 0(ta)| < [ lotlds < Stz 1)

t1

C — g— C g _o0—
< ;(t‘; Vt9 (it — ) < ~2%e Yty —t1).

Ceci implique que la fonction ® est localement Lipschitzienne sur R. Ainsi, sa dérivée
généralisée existe pour toutt € R et on a

Ot +h+ Az) — o(t + h)

®°(t; z) = lim sup

h—0 A
A0
t+h+Az
= limsup—/ o(s)ds.
h—0 A t+h
A0
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De la derniére expression, on remarque que

°(t;2) < B(t)z siz > 0 et que
< ¢(t)zsiz <0 pour toutt € R.

D°(t; 2)

Par conséquent, on a

0®(t) C [¢(t), ¢(t)] p.p. dans R.

Soit © une fonction définie sur R". On note par VU la fonctionnelle suivante
u(z)
U(u) = / / o(t)dtdr, (1.3.4)
RN Jo

Nous allons étudier les propriétés de la fonctionnelle W losqu’elle agit sur 'espace de
Lebesgue L°(RY).

Proposition 1.3.1. La fonctionnelle ¥ est localement Lipschitzienne de L° (RY) dans R
si ¢ satisfait I'inégalité (1.3.1). De plus, on a pour tout u € L7 (RY)

0L (u(z)) C [g(u(@)), d(u(x))] pp.w € RY,

ot O, désigne le gradient généralisé dans L7 (RY).
Démonstration. Soient uy,uy € L°(RY). De I'inégalité (1.3.1) on a
(W (ur) — W(up)| < C/ (Ju (@) |77+ fuz(2) |7 ur (2) — ua(2)|d
RN

En appliquant I'inégalité de de Holder, on obtient

W (uy) — W (ug)| < Cllfug|”" + |uol” oot llur — uells
< 2C||wl|gllur — usalls

ot w(z) = max{|u(z)], [us(2)]}.

Notons par U un voisinage ouvert dans L7 (R") contenant u; et uy, alors on a

W (1) — W(uz)| < 2C sup [|w|lo]lur — uzllo-
welU
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Ceci prouve que W est localement Lipschitzienne sur L7 (RY).

Soit u € L7(RY) et soit v € C5°(RY). De la définition de la dérivée généralisée, on
peut toujours trouver des suites h,, — 0 dans L7 (R") et \,, | 0 dans R, telles que

w(z)+hn(z)+Anv(x)
Ue( = hm/ / o(s)ds.
RN

Sans perte de la généralité, on peut supposer que la suite £, est telle que h,, — 0 p.p.
dans RY. Du Lemme de Fatou, il vient que

U (u;v) < /RN O°(u(z);v(x))dx
v(x).o(u(z))d v(x).0(u(x))dz.
g/mo (¢) Blu(a)) */Wo (@).6(u(a))

Supposons par contradiction qu’il existe un élément p € 9,V (u) et une partie A € RV
avec meas(A) > 0 tel que

p(x) < ¢(u(z)) p.p. dans A.

Alors, il existe B C A avec 0 < meas(B) < oo tel que

p(x) < ¢(u(z)) p.p. dans B.

/Bp(x)dx</Bgﬁ(u(x))dx

Maintenant, posons que v(m) = —XB, on obtient

- [ vtz = [ plopioyis
< /  dlula))o(a)ds = - /A S(u(z))dr,

et ceci est une contradiction. Donc, nécessairement on a

Ceci implique que

¢(u(r)) < p(x) p.p. dans RV,

Par analogie, on a aussi

p(x) < ¢(u(x)) p.p. dans RV,

28



GRADIENT GENERALISE

Le résultat est ainsi démontré. O]

Dans certaines situation, on a besoin de déterminer la relation entre les gradients gé-
néralisés relatifs a des espaces de Sobolev et\ou Lebesgue liées par des injections conti-
nues. S’il s’agit d’espace réflexif, le théoréme de Riesz explicite cette relation.

Lemme 1.3.3. Soient X etY deux espaces de Banach. On suppose que X s’injecte conti-
niement dans Y. Soit U : Y — R une fonctionnelle localement Lipschitzienne. On note
U=y
Alors, on a

OxU(u) C Oy W(u), pourtoutu € X,

dans le sens ot tout élément de Ox U (u) admet une extention appartenant a Oy U (u).
Démonstration. L’injection X C Y étant continue, alors il existe C' > 0 tel que
lully < C|lu|lx, pourtoutu € X. (1.3.5)

Fixons ug € X et soit Be,(ug) pour € > 0 la boule de centre ug et de rayon C'e dans Y.
Alors il existe K, € > 0 telles que pour tout u;, us € Be,(ug) on a

(W () = W(ug)| < Ky [l — sy, (1.3.6)

puisque V est localement lipshitzienne.

Soit B.(u) la boule de centre wu, et de rayon € dans X et soient uy,u, € B.(ug) C
BCE(U()).
En combinant les relations (1.3.5) et (1.3.6) on obtient

[ (uy) = W(uy)| < Kool —tally < CKoglluy —wsllx, Vuy,uy € Bo(ug).  (1.3.7)

Donc la fonctionnelle U est localement lipcshitzienne sur X.
De la définition de la dérivée généralisée, on a

T ()] x > 0 (us.). (1.3.8)

Soient u € X et p € dx € U(u), alors
(P,v) < U°(u;v) > V°(usv), Vo € X, (1.3.9)
L’application v — W°(u;v) est sous-additive et positivement homogéne sur Y d’aprés
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la Proposition 1.1.1, le théoréme de Hahn-Banach assure alors 'existence d’une forme
linéaire p définie sur tout Y qui prolonge p. La continuité de la forme p sur Y découle
directement de la Proposition 1.1.1. Ceci achéve la démonstration. [
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METHODES DE RESOLUTIONS

Les sciences n’essayent pas d’expliquer;
c’est tout juste si elles tentent
d’interpréter; elles font essentiellement
des modeéles. Par modéle, on entend une
construction mathématique qui, a
Paide de certaines interprétations
verbales, décrit les phénoménes
observés. La justification d’une telle
construction mathématique réside
uniquement et précisément dans le fait
qu’elle est censée fonctionner

— John Von Neumann
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Le calcul différentiel associé au concept du gradient généralisé de Clarke a contribué
de maniere significative au développement des méthodes variationnelles et a ’étude des
problémes nonstandards. Dans ce chapitre, nous attribuons une attention particuliere a
la présentation détaillée des méthodes qui seront utilisées pour résoudre les problémes
abordés dans les chapitres a venir, reconnaissant ainsi I'importance cruciale de fournir
une explication approfondie de ces approches, afin de permettre une mise en ceuvre ef-
ficace et une compréhension claire de nos études.

Parmi les différentes approches existantes, deux théories principales se démarquent
par leur pertinence et leur application pratique. Tout d’abord, le théoreme du Col est mis
en avant en tant qu’outil essentiel de résolution de problémes nonlinéaires.

En outre, nous abordons le principe de concentration-compacité qui représente un
outil fondamental pour décider de la nature des suites de Palais-Smale.

2.1 Rappel sur la théorie de la mesure

2.1.1 Définitions

Soit ¢ une mesure sur la o-algébre des ensembles boréliens B(X') d'un espace topo-
logique localement compact de Hausdorff (X, 7).

Définition 2.1.1 (Mesure de Radon). On dit que . est une mesure de Radon si pour tout
B € B(X) et pour tout € > 0, il existe un compact K. C B tel que |u|(B\ K.) < €, ot |14]
est la variation de la mesure .

Remarque. Si i est une mesure réelle positive, alors |j| = p.

Théoréme 2.1.1. [58][Riesz-Markov-Kakutani] Supposons que I’espace topologique X est
séparé et est localement compact. Alors, pour toute fonctionnelle positive L : C.(X,R) — R,
il existe une mesure de Radon p sur X tel que

VfeCJ(X,R): L(f)= / flx)du(z).
X
De plus, cette measure est unique.

Grace a ce théoréme, nous pouvons avoir une autre définition équivalente de la me-
sure de Radon en définissant I’espace de measures de Radon M (.X) par le dual topolo-
gique de 'espace C.(X, R).
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Théoréme 2.1.2. [33] Si X est un espace métrique complet séparable, alors toute measure
de Borel est une measure de Radon.

Définition 2.1.2. On dit qu’une suite {j1,,} de measures de Radon sur X converge faible-
ment™ vers p dans M (X) si

X X

n—oo

et on note [, ha .

La convergence faible des mesures de Radon est donc un cas particulier de la convergence
faible dans I’espace dual.

Théoréme 2.1.3. [32] De toute suite bornée de mesures de Radon on peut extraire une
sous-suite qui converge au sens faible des mesures.

Soit f une fonction intégrable par rapport a une mesure p. On peut définir la fonction

V(B) = /B fdu, VB e B(X).

Il est facile de voir que v est une mesure sur (X, B(X)). On note v par f.u. La fonction

dv

f est appelée la densité de Radon-Nikodym et il est noté par I
1L

2.1.2 Quelques critéres de convergence

Soit @ C RY un ouvert, N > 1.

Lemme 2.1.1 (Brezis-Lieb). Soient 1 < p < oo et {uy,}, une suite bornée de L* () tel
que
U, — u p.p. dans €.

Alorsu € LP(Q) et

Tim (a2 — i — ) = Jul.
Remarque. Observons que siu,,u € LP(Q),1 < p < oo tel que
Up, = up.p. dansQ et lim |Juy,|l, = ||ullp,
n—o00
alors on a lim,, . ||u, — ul|, = 0.
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Lemme 2.1.2. [68] Soient 1 < p < 00 et {u, } une suite bornée de L*($2) convergeant p.p.
vers u. Alors u,, converge faiblement vers u dans L*((2).

Lemme 2.1.3. [73] Supposons quep > 1 et u,,u € WHP(Q), (n € N). Soita € C°(Q x
RY RY) qui vérifie pour certaines constantes positives c, 3, les propriétés suivantes

() alé]® < alx,€)E pour tout (x,£) € Q0 x RY,
(i) |a(z,&)| < BIEI*~" pour tout (v,€) € Q x RY,

(iii) (a(x,&) — a(z,n))(€ —n) > 0 pour tout (z,&,1) € Q2 x R*Y avec{ # 1.
Alors,
Vu, — Vu dans LP(2)

si et seulement si

lim [ (a(z, Vu,(x)) — a(z, Vu(x))).(Vu,(x) — Vu(z))de = 0

n—o0 0

2.2 Méthodes Variationnelles

En pratique, la résolution des équations aux dérivées partielles peut se faire a ’aide
des méthodes variationnelles. Ces méthodes convertissent I’équation en un probléme de
points critiques, qui peut étre résolu a I’aide des techniques d’optimisation. Cette partie
vise a exposer ’extension de I'application des méthodes variationnelles a un ensemble de
fonctions qui manquent de régularité. En particulier, celles qui sont localement Lipschit-
ziennes. De nombreuses références peuvent étre consultées pour s’approfondir dans le
sujet, telles que [42, 63, 93, 94, 108, 114].

2.2.1 Suite de Palais Smale

La suite de Palais-Smale qui est un outil important a I’étude des points critiques des
fonctionnelles, suppose dans sa définition originale, que la fonctionnelle est différen-
tiable. Cependant, il est possible d’étendre ce concept a des fonctionnelles nondifféren-
tiables en utilisant le gradient généralisé de Clarke.

Soit (X, ||.]|) un espace de Banach et I : X — R une fonction Lipschitzienne. On
définit la fonction A : X — R par

AMu) = min{||wl+, w € I (u)}. (2.2.1)
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La définition qui suit caractérise la suite de Palais-Smale associée aux fonctionnelles
localement Lipschitziennes.

Définition 2.2.1. [Suite de Palais-Smale] On dit qu’'une suite {u,} C X est de Palais-
Smale de la fonctionnelle I au niveau c € R si elle vérifie

I(u,) —c et Mu,) =0 dans R, quandn — oo. (2.2.2)

On dit que I vérifié la condition de Palais-smale (au niveau ¢ € R) si de toute suite de
Palais-Smale {u,, } lui associée, on peut en extraire une sous-suite convergente.

Proposition 2.2.1. La fonction \ est bien définie et est semi-continue inférierement sur X .

Démonstration. Soit u € X. La fonction w — ||w]| est faiblement semi-continue infé-
rieurement et bornée inférieurement, alors il existe un wy € 0I(u) tel que

[[woll+ = min{|wll., w € OI(u)}.

Ainsi A\(u) = |Jwpl|« est fini.

Soit {u,} C X une suite convergente vers un élément u € X. Supposons que
lim A(u,) < A(u). (2.2.3)

n—oo

Pour n € N, soit w,, € 01(uy,) telle que ||wy ||« = A(uy,).

De la relation (2.2.3), la suite {w,, } est bornée dans X*, alors elle converge faiblement
vers un élément w € X*.

Puisque 0 (u) est faiblement* fermé dans X* alors w € 0/ (u) donc nécessairement
Au) < fJwl|s
Ceci combiné avec la convergence faible* de la suite {w,,} donne
Au) < liminf]||wy, |-
n—00

Mais ce résultat est en contradiction avec (2.2.3) car lim inf||w, ||« = lim A(u,,). Ainsi, la
n—oo n—oo

fonction A(u) est semi-continue inférieurement. O
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2.2.2 Théoreme du Col "Mountain pass theorem"

Le théoréeme du Col de la montagne est un outil essentiel dans ’approche variatio-
nelle des problémes nonlinéaires. Il est trés efficace dans la recherche des points critques
des fonctionnelles nonlinéaires dans les espaces de Banach. En particulier, ceux qui se
posent dans I’étude des équation aux dérivées partielles. Dans sa forme principale don-
née par Ambrosetti et Rabinowitz dans [15], le théoréme du Col consédere une fonction
I : X — R de class C"! satisfaisant les condition géométriques suivante

(i) il existe r > O et p > 0, tels que I (u) > p, si |jul| =r
(i) 1(0) <p
(iii) il existe e € X \ B,(0) tel que I(e) < p,
Avec la condition de Palais-Smale, il s’ensuit que la fonctionnelle / admet un point cri-
tique u € X \ {0, e}, de valeur critique correspondante ¢ > p.

D’un point de vue schématique, si on se trouve dans un village 0 d’haltitude a, en-
touré par une chaine de montagnes S := {u € X;||u|]| = r} ou I'haltitude est élévée
(plus grand que p tel que p > ay), si on veut aller & un village e en dehors de la chaine
de montagnes, il faut monter puis redescendre, donc / doit atteindre un point critique
plus bas quelque part entre les deux villages 0 et e, appelé le point Col. Autrement dit il
existe un chemin passant par un col. En particulier, le point Col se trouve sur le chemin
qui traverse les montagnes a I’haltitude la plus basse.

Une extension du théoréme du Col aux fonctionnelles localement Lipschitzienne est
dae a Chang [42]. Plutard, Radulescu [93] a donné une version encore plus faible qui est
donné dans le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.1. Soit I € Lip;,.(X,R). On suppose que 1(0) = 0 et que
(i) il exister > 0 et p > 0, tels que I(u) > p, si ||u| = r,
(ii) il existee € X \ B,(0) tel que I(e) < 0.

Si
c= 'lyrellf; %3}1(} J(y(t)) (2.2.4)
oul' ={y € C([0,1], X),7(0) =0 et (1) = ¢} (2.2.5)

Alors, ¢ > p et il existe une suite de Palais-Smale {u,,} C X au niveau c, c’est a dire une
suite qui vérifie
I(u,) — cet Muy,) — 0 lorsque n — 0.

Avant de démontrer ce théoréme on introduit le principe d’Ekeland.
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Théoréme 2.2.2. [94] Soient (X, d) un espace métrique complet et I est une fonctionnelle
semi-continue inférieurement de X dans R. On suppose que I a une borne inférieure c =
in)f(](u). Alors, pour tout € positif, il existe u. € X tel que

ue

c<I(u) <c+e,
Vu e X, I(u) — I(u.) + ed(u,u.) > 0.

Démenstration du Théoréme 2.2.1 (Théoréme du Col). Observons que I'’espace métrique (I, d)
muni de la distance

d(7,0) = max [y(t) = ()], 7,0 €T,

t€(0,1]

est complet.

Soit la fonctionnelle ¥ définie sur I

U(y) = max I(~(t)).

L’application W est continue et est bornée inférieurment car
() > 1(0) = 0.
Puisque ¢ = inf,cp ¥(7), alors
U(y) >e¢, Vyel.

Appliquons le principe d’Ekeland, on obtient
Ve > 0, 3y € I tel que :

V(o) = ¥(y) +ed(y,0) 20, Vo €T,

U(y) < inf U(y) +e. (2:2.6)
vel
Ceci signifie que
c<V¥(y)<cte (2.2.7)

Maintenent, soit
M(v) =A{t €[0,1]; I(v(?)) = ¥(7)}-

Lemme 2.2.1. [94] Soit M un espace métrique compacte et o : M — 2% une application
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semi-continue supériéurement telle que, pour toutt € M, I'ensemble ¢(t) est convexe et
faiblement compact. Pourt € M, notons

aft) = nf{[lz"[; 2% € (1)},

et

a= tlenj‘g alt).

Alors, pour tout € > 0, il existe une application continue v : M — X telle que pour tout
t e M eta* € o(t),
lo@IF <1, &% o(t) =2 a—e

Ce Lemme affirme qu’il existe une application continue v : M(vy) — X telle que
pour tout t € M () etu* € 9I(v(t)),

lo@I <1, (W o(t) > a—e

ou

a= inf A(y(t)).

teM(v(¢)

D’apreés la Proposition 1.1.2, on obtient

IP(y(t), —v(t)) = max{(u®, —o(t)); u” € dI(¥(t))} (2.2.8)
= —min{(u*,v(t)); u* € II(y(t))} < —a+e. (2.2.9)

D’autre part, on a pour touty € T,

~([0,1]) N Br(0) # 0,

par conséquent

U(y) = max I(y(t)) > p > 0.
te[0,1]

Il vient que

M(v) Nn{0,e} = 0.

Dong, il existe une extension continue w : [0,1] — X de v telle que w(0) = w(1) = 0 et
pour tout ¢ €]0, 1],
[w(®)]] < 1.

Remplagons ¢ dans (2.2.6) par
By = () — hu(?),
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pour h > ( assez petit, on obtient

V(o) — ¥(y) + € max |hw(t)| > 0.
te(0,1]

Alors,
V(dn) — ¥(v)
- :
Dans ce qui suit, € > 0 sera fixé, tend que h — 0, soit £,[0, 1] telle que W (d,) = 1(5x(tr))
et supposons que la suite ¢, — to, to € M (7y)(car M(7) est compact). Observons que
W(0n) = W(y) _ W(y = hw) = ¥(y)

—e < —w(®)]| < (2.2.10)

h h
< LOv(tn) = hw(tn)) = 1(3(th))
< - ,
De (2.2.10), on a
< 10(tn) — hw(tn)) — I(v(tn))

N h

< LO(tn) = hwto)) = I(v(t)) | I(v(tn) — hew(th)) = I(y(tn) — hw(to))

< - . '

Comme [ est localement Lipschitzienne, alors

I(v(th,) — haw(th,)) — 1(7(th,) — haw(to))
hn

< Cllultn,) — wito)]| — 0.

Par conséquent,

—e < limsup I((to) + 20 = hnwlto)) = I(v(fo) + 2n)

Y
n—oo h

ou z, = y(tn,) — ¥(to)-

Combinant cette inégalité avec la relation (2.2.8), on obtient
—e < I°(y(t), —w(ty)) = I°(7(t), —v(to)) < —a +e.

Il vient que
a = inf{|lu*[j;u" € dI(y(t)), t € M(7)} < 2e.
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Puisque \ est semi-continue inférieurment, alors il existe ' € M () telle que
A(y(t)) = inf{|Ju*||; u* € DI(y(t))} < 2e. (2.2.11)
Nous obtenons aussi a partir de la relation (2.2.6)

c<I(Y(t)) <c+e (2.2.12)
En prenant e = — et u,, = (), on trouve que
n

I(uy,) — cet AN(u,) — 0.

Ce qui cloture la preuve. O

2.3 Principe de concentration-compacité

Le principe de la concentration-compacité a été introduit par P. Lions dans [79]. Son
importance réside dans le fait qu’il nous permet d’étudier les problémes variationnelles
ou les injections de Sobolev ne sont pas compactes par exemple si le domaine est non-
borné ou bien si I’étude se fait dans un espace de Lebesgue a exposant critique. Nous
commongcons par introduire le premier lemme du principe de concentration-compacité
(le cas localement compact).

.
Lemme 2.3.1 (Lions). Soient 1 < 7 < 00,1 < v < 00 avecy # siT < N.
T

N —
Soit {u, } une suite bornée de L7 (R") telle que {Vu,} est bornée dans L™ (RY) et pour un

certain R > 0, on a
lim sup / |un|"dz = 0. (2.3.1)
y+Br

n—oo yGRN

Alors, u,, — 0 dans L*(RY) pour tout o entre vy et N !

Démonstration. Tout d’abord, supposons que la suite {u,} est bornée dans L>°(R™Y).
Puisque 7 < N alors pour tout m > min{~v, 7*}, {u,} est bornée dans L™(R"). Alors,
il est clair que

lim sup / |un|"dx = 0.
y+Br

n—oo yERN
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Nous appliquons I'inégalité de Holder pour obtenir

lim sup / | (2)|P 7 [V (2)|de = 0
y+Br

n— o0 yERN

telle que (8 — 1)7 > min{y, 7"} et B > .

En supposant z,, = |u, |’ et en utilisant les injections de Sobolev, on obtient que pour
1<0< % ona

0
/ |zn|?dz < Cy </ (lzn(@)| + |Vza(2)]) d:c)
B(y,R) B(y,R)

< Cge / (|2l + [V2n(@)]) dz
B(y,R)

olle, = sup / (|2a| + |V 2n(x)]) dz — 0lorsque n — oo. Pour v/ = (v, ..., y%) €
yERN B(y,R)

| R . R
R¥, j € N,nous supposons que les boules B(y?, R) sont des cubes Hf\il ] vl — Ex vl + 3 [

En recouverant R” par cette suite disjointe on en déduit que

/ ]znledx < Cgezl/ (lzn] + |Vzn(z)]) dx < 01679[1.
RN RN

On conclut que u,, — 0 dans L*(R") si 80 = «.

Pour le cas général, observons que pour tout K > 0, la suite v,, = min{|u,|, K} satis-
fait les hypothéses du Lemme 2.3.1. De plus, v,, est bornée dans L°>°(R™). Par conséquent
v, — 0 dans L*(R") pour tout « entre v et 7*. Si s est compris entre 7y et 7* telle que
s> a,ona

/ () < / o ()| *dr + / ()|
RN RN [[n|>K]
g/ |vn(x)]°‘da:—i—K°‘S/ ()| .
RN RN

Comme la suite {u,, } est bornée dans L*(R"), alors

C
limsup/ |un (2)]%de < —2— — 0 lorsque K — o0,
RN

n—o00 Ks~«
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et le lemme est prouvé. ]

Nous allons maintenant introduire le scond lemme du principe de concentration-
compacité (cas limite) qui concerne le cas critique.

Lemme 2.3.2. Soient q < N un réel et {u,, } une suite bornée dans D"*(R™) qui converge
faiblement vers u € DV (RY). Supposons qu’il existe une mesure positive bornée v de RY
telle que

lu, |9 = v dans M(RY).

Alors, il existe un ensemble, au plus dénombrable J tel que

V= |U’q*d$ + ZV]-(SIJ., {xj}jEJ C RN, Vi > 0, Vj e J,

jed

ot 0., est la mesure de Dirac au point ;.
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3.1 Introduction

L’étude des EDP nonlinéaires avec des nonlinéarités discontinues offre des perspec-
tives fascinantes pour comprendre les phénoménes dynamiques complexes qui se pro-
duisent dans des domaines variés tels que la physique, la biologie, I'ingénierie, 1’éco-
nomie et bien d’autres. Les systémes nonlinéaires discontinus peuvent modéliser des
phénomenes tels que les transitions de phase, les chocs, les fronts d’ondes, les interfaces
et les interfaces mobiles, les phénomeénes de propagation, les singularités et bien d’autres
encore, voir [16, 14, 23, 40] et [41].

La théorie des équations elliptiques avec des nonlinéarités discontinues a vu le jour
dans les années 1980 en étroite relation avec le concept novateur du gradient généralisé
de Clarke. Avant cette période, les problémes elliptiques traités étaient principalement
liés a des fonctionnelles énergétiques de classe C, caractérisées par leur continuité et
leur régularité. Cependant, ces approches traditionnelles se sont avérées inadéquates
pour résoudre efficacement les problémes nonlinéaires discontinus.

En effet, 'absence de théories adaptées a longtemps limité la compréhension et la ré-
solution de ces types de problémes elliptiques présentant des nonlinéarités discontinues.
Les nonlinéarités discontinues se réferent a des fonctions qui ne sont pas continiiment
différentiables, ce qui rend leur étude plus complexe et exige des méthodes mathéma-
tiques spécifiques.

L’introduction du concept de gradient généralisé de Clarke a marqué une avancée si-
gnificative dans le domaine des équations elliptiques avec des nonlinéarités discontinues.
Ce concept a permis de développer des approches théoriques et computationnelles plus
sophistiquées pour traiter ces problémes complexes. Il a offert un cadre mathématique
solide pour analyser les solutions et les propriétés des équations elliptiques comportant
des nonlinéarités discontinues.

Ainsi, la théorie des équations elliptiques avec des nonlinéarités discontinues a ou-
vert de nouvelles perspectives de recherche et a contribué a élargir le champ des connais-
sances en mathématiques appliquées.

Au début, il existait quelques ceuvres simples datant de la période entre 1978 et 1980,
comprenant [40, 41] et [108]. Toutefois, ce n’est qu’apres les travaux de Chang [42] en
1981 que I'étude de ces problemes prit véritablement son envol. Les premiers articles
abordeérent principalement les problémes de type Laplacien dans des domaines bornés,
comme en témoigne les références [16, 14, 15].
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Durant les années 90, les recherches se sont progressivement étendues pour englo-
ber des problémes plus complexes, tels que le p-laplacien dans des domaines bornés. Ce
développement ouvrit la voie a une exploration plus approfondie des propriétés et des
caractéristiques de ces types de problemes voir ([20, 21]).

Les investigations se sont ensuite intensifiées, en globant des études couvrant a la
fois les problémes de type Laplacien et p-Laplacien étendue sur R”. Les études couvrant
de 'année 2000 jusqu’a nos jours [7, 4, 60].

Dans le présent chapitre, nous nous intéressons a divers problémes elliptiques de type
p-Laplacien et (p, ¢)-Laplacien avec des nonlinéarités discontinue issus de la littérature.

3.2 Probléme de type p-Laplacien

Nous commencons par introduire 'opérateur p-Laplacien, qui est un opérateur dif-
férentiel nonlinéaire généralisent I'opérateur de Laplace. Il est défini comme :

Ayu = div(|VuP?Vu).

Le probléme p-Laplacien est une équation aux dérivées partielles bien connue en
analyse mathématique et est largement étudié. L’équation peut s’écrire :

—Ayu = g(z,u), dans (2,

ot Q C RY est un ouvert et f(u) est une fonction nonlinéaire de I'inconnu .

3.2.1 Le p-Laplacien régulier

Le mot "régulier" est employé pour caractériser un probléme uniquement lorsque sa
fonction associée g(, u) est continue. Il y a deux types principaux de ces problémes

— Problemes défini sur des domaines bornés réguliers (2.

— Problémes défini sur RY.

L’existence et la multiplicité des solutions des problemes de type p-Laplacien régulier
ont été largement étudiées; voir par exemple [75] dans les domaines bornées et [2, 3]
dans RY.
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Les problemes dans un domaine bornée

Ce probléme consiste a trouver une fonction u(x) qui satisfait I'’équation suivante :

{Apu = 9(1'7 u) pour tout = € Q’ (3'2'1)

u =20, pourtoutx € 0,

ot 2 est un domaine borné régulier de RY et u ~ g(z, u) est une fonction continue.

Formulation Faible. La résolution du probléme (3.2.1) se fait en utilisant ’approche
variationnelle, qui est basée sur la notion de solutions faibles.

La formulation faible de ce type des problemes consiste a trouver une solution v €
Wy (Q) qui satisfait :

/]Vu|p_2Vu.Vgodx:/ggodx, (3.2.2)
Q Q

pour toutes les fonctions ¢ € W, (€2).

Cette formulation est obtenue a partir de la formulation forte en multipliant I’équation
(3.2.1) par une fonction ¢ et en intégrant sur ).

On dit que u est une solution faible du probléeme (3.2.1) si u est une solution du probléme
(3.2.2).

Formulation Variatinnelle. Soit la fonctionnelle / : I/VO1 P(Q2) — R définie par

I(u) = %”U”pr - /Q G(z,u)dz, (3.2.3)

ou

G(z,u) = / g(z, t)dt.
0
Puisque g est continue, alors I est de classe C! et

/

(I (u),v) :/ ]Vu|p2Vu.Vvd:C—/gvd:C.
Q 0
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Il est facile de voir que les solutions faibles du probléme (3.2.1) sont exactement les points
critiques de la fonctionnelle d’énergie 1.

Ainsi, le probleme (3.2.1) peut se réécrir sous forme variationnelle. Il s’agit de trouver
une fonction u dans W, () pour la quelle I' (u) = 0.

Les problémes dans R

Les équations de type p-Laplacien dans R” s’expriment de la maniére suivante :
—Apu = g(x,u) pour tout v € RY. (3.2.4)

Formalation Faible. Observons que I’espace de Sobolev classique W/ 1*(R") muni de
la norme

fulhy = ([ (50l +aP)as

n’est pas un choix appropié pour étudier le probléme (3.2.4). En particulier, cet espace
est lié au probleme suivant

—A(u) — |ulP?u = g(v,u), dansRY.

Si on considérent I'espace W'?(R™) muni de la norme

1
el = ( / |w|pdx) |
]RN

il n’est pas certain que cet espace soit ’'espace normé approprié pour étudier le probléme
(3.2.1), puisque cet espace n’est méme pas un espace de Banach.

Ensuite, notre exigence est I’espace D'?(R") concu dans [28] muni de la norme

lulls, = ( / |Vu|pdx)
]RN

et DP(RY) désigne la fermeture de C5°(R™) par rapport a la norme ||.||;, qui est éga-
lement caractérisé par

DURY) = {u € L (RY) - / VulPde < +o00}.
RN
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Sil < p < N alors D'?(RY) est un espace de Banach réflexif.

Une formulation faible du probléme (3.2.4) est donné par :

trouver u € DYP(RY), u £ 0 tel que
3.2.5
/ |VulP*Vu.Vodr = / gedz, pour tout p € DVP(RY). (3:2.5)
RN Q

Formulation Variatinnelle. Le probléme (3.2.5) est équivalent a trouver les points
critiques de la fonctionnelle / : D'?(RY) — R définie par

1
I(u) = lull?, / G, u)da, (326
p ’ RN

ou

G(z,u) = /Oug(x,t)dt.

3.2.2 Probléme p-Laplacien avec des nonlinéarités discontinues

Un aspect important du probleme p-Laplacien est le comportement de nonrégularité
de I’équation. En particulier, la nonlinéarité peut étre discontinue, ce qui rend le pro-
bléme encore plus difficile a résoudre. Dans ce chapitre, nous aborderons le probléeme
p-Laplacien avec des nonlinéarités discontinues.

Probléme dans un domaine borné

Le probléme p-Laplacien dans un domaine borné Q C R de bord 92 consiste a
trouver une fonction u € W, () tel que

{—Apu =g(z,u), z€Q, (3.2.7)

u=0, =z €O,

ot u +— g(x,u) est une fonction discontinue.

Formulation Faible. La présence d’une discontinuité dans la fonction g signifie que
le concept de solution classique ne peut pas étre appliquer. Par conséquent, la situation
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nécessite I'introduction d’un nouveau concept de solution adéquat avec le comportement
discontinue de la nonlinéarité g.

Définition 3.2.1. On dit qu’une fonctionu € Wol’p(Q) est solution du probléme multivalué
associé a (3.2.7) si u satisfait

—Ayu € [g(z,u(x)), g(x,u(x))], p.p. dans Q,

avec g(x,t) = limessinfg(x, s) et g(z,t) = limesssupg(z, s). C'est a dire s’il exite p :
= el0 |t—s|<e el0 |1—s|<e

Q2 — R tel que
—Ayu = p(x), p.p. dans (2,

o p(x) € [g(z,u(x)),g(x,u(x))], p.p. dans .

Ce nouveau concept permet de formuler une définition des solutions faibles.

Définition 3.2.2. On dit queu € W, 7(Q) est une solution nontriviale du probléme (3.2.7)
si u satisfait

/|Vu|p_2Vu.V<,0dx=/P90d$a pour tout ¢ € Wol;p(Q),
Q Q

oup(z) € [g(z,u(x)), g(x,u(x))] pp. dansQ.

Formulation Variationnelle. Soit la fonctionnelle I : VVO1 P(Q1) — R définie par

ou

et

avec G(z,u) = / g(z, t)dt. T est clair que Q est de classe C'!. Puisque g est discontinue
0

alors ¥ ne peut pas étre de classe C!, donc I ne I'est pas aussi.

Afin d’aborder cette difficulté, il devient crucial d’établir des hypothéses appropriées
sur g. En particulier, nous supposons que g satisfasse la condition de croissance suivante

lg(x,t) < C(1+ |t]"), (3.2.8)
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ol p < r < p*. A partir de ceci, nous assurons que la fonctionnelle ¥ sera localement
lipschitzienne dans W, ?(9), c’est ce que nous examinerons en détail dans le chapitre
suivant.

Remarque. Il convient de noter que la condition de croissance existe a la fois dans les
problémes continus et discontinus, et pas uniquement dans ces derniers. Grace a cette condi-
tion, nous nous assurons que la fonction d’énergie associée au probléme reste bien définie et
physiquement significative.

Puisque W est localement lipschitzienne dans VVO1 P(Q) et Q est de classe C' alors le
Corollaire 1.2.1 implique que [ est localement lipschitzienne dans W17 (Q) et

Owl(u) = Q (u) — dw¥(u), Yue W,P(Q), (3.2.9)

ou Oy désigne le gradient généralisé dans I'espace W, 7 (Q).

Si nous supposons que g est un point critique de I c’est a dire 0 € Oy I (ug), alors il
existe py € Ow VW tel que

/ (Vug|P~2Vug.Vpds — / powdr =0, pourtout o€ W,7(Q). (3.2.10)
Q Q

En vertu du Théoréme 1.3.3 et de la proposition 1.3.1, nous obtenons que

po(r) € [g(z,u(x)),g(z,u(x))], p.p. dans 2. (3.2.11)

De (3.2.10) et (3.2.11) nous concluons que u est une solution faible du probleme (3.2.7).
On en déduit que les points critiques de la fonctionnelle I sont des solutions faibles du
probleme (3.2.7).

Articles fondamenteaux Les problemes de type p-Laplacien avec des nonlinéari-
tés discontinues dans un domaine borné ont été largement étudiée (voir par exemple
[20, 64]). Parmi les nombreux articles, un se distingue incontestablement par son role
primordial dans I'exploration approfondie et la compréhension des problématique de
cette nature. Rédigé par D. Acroya, [20] est un article tenant une position centrale dans
I'exploration de ces problémes, lui conférant ainsi un statut distingué. En particulier,
D. Acroya a étudié le probleme (3.2.7) sous certaines hypothéses sur la nonlinéarité

gla,u) = f(u) +q(z) ot f: R — Retqe LP ().

L’auteur considére d’abord le cas ou f satisfait les conditions suivantes.
(f2) Nlexiste a € R tel que f € C(R — {a},R).
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(f2)
|f(z,t)] < Cy+ Colt|™,

pour certaines constantes positives C, Co, 7 > p.

Sous ces hypothéses et par la notion du gradient généralisé, il montre que les solutions
du probléme sont exactement les points critiques de la fonctionnelle suivante

I(u) = ]1) /Q VulPds — /Q F(u)dz — /Q g(2)u(z)dz,
ot F(u) = /0 o

L’utilisation de la théorie des points critiques pour les fonctionnelles nondifféren-
tiables [42] a permis d’établir certains résultats d’existence dans des cas particuliers de
la nonlinéarité g.

Ce travail a exercé une influence marquante sur 'investigation des problemes dis-
continues, en produisant des résultats significatifs et en établissant les fondements des
recherches ultérieures dans ce domaine.

Les problémes posés dans R”

La complexité de ’analyse du probléme sur un domaine non borné surpasse celle du
probléme sur un domaine borné en raison de la non compacité des injections de Sobolev.

La tache actuallement entreprise concernant le p-Laplacien dans I’espace R" est de
trouver une fonction non identiquement nulle u : RY — R, qui satisfait

~Apu = g(r,u), dansR". (3.2.12)

Formulation Faible.

En suivant la méme démarche que celle adoptée dans la section précédente pour les
problémes posés dans des domaines bornés, nous parvenons a la définition suivante

Définition 3.2.3. On dit que u € Dé’p(RN) est solution nontriviale du probléeme (3.2.12)
Si:
/ |VulP~*Vu.Vodr = / ppdx,  pour tout @ € DyP(RY),
RN RN
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ou p(x) € [g(z,u(x)),g(z,u(z))] p.p. dansRN.

Formulation Variationnelle.

Soit la fonctionnelle d’énergie I : D'?(RY) — R définie par

1
Iw) = ull, ~ | Glau)d.
D ’ RN
Puisque la nonlinéarité g est discontinue, alors I n’est pas de classe C'.

Pour assurer que la fonction d’énergie I associée au probléme 3.2.12. soit bien définie
et physiquement significative, nous supposons que la nonlinéarité g satisfait la condition
de croissance suivante

lg(x,t) < C|t|", Vt € R, (3.2.13)

oup < r < p*.Cette condition assure que I est localement lipschitzienne dans D'*(RY).
Et comme nous I’avons vu dans la section précédente, les points critiques de la fonction-
nelle / sont des solutions faibles du probleme (3.2.12). Ceci nous permet de chercher les

solutions faibles du probléme 3.2.12 comme étant des points critiques de la fonctionnelle
1.

Articles fondamentaux

Le premier article que nous discuterons dans cette partie est intitulé "A Disconti-
nuous problem involving the p-Laplacian Operator critical exponent in RY " par C.O.
Alves et A.M. Bertone [3]. Les auteurs ont étudié I'existence d’une solution nontriviale
pour I’équation suivante

~Apu = H(u—a)u” "'+ Mh(z), dans RY. (3.2.14)

p , H

Dans ce contexte, I'exposant p* est 'exposnant critique de Sobolev donné par

est la fonction de Het a > 0, A\ > 0 sont des parametres réels. Les auteures ont étudié le
probléme sous les hypothéses suivantes

(Hi) 1<p< NetN >2.
(H,) La fonction h : RY —]0, +00] est une fonction positive mesurable telle que

!/

he LP(RY)n LYRY), ou d = (p*) .
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Une formulation variationnelle de ce probléme utilisant le concept du gradient généralisé
de Clarke est donnée par

{trouvez u € DYP(RY) tel que 0 € Opl(u),

ou [ est la fonctionnelle d’énergie donnée par

Iw) = 2 /R |Vupds - /R Flu)dz -~ ) / h(z)u(a)dz,

p RN

avec F'(u) = / H(u — a)u? .
0

Les auteurs démontrent, a I’aide de cette formulation, que le probléme (3.2.14) pos-
séde au moins une solution faible nontriviale. La preuve a été établie a I’aide du principe
de concentration-compacité (cas limite) de Lions et du théoréeme du Col pour les fonc-
tionnelles nondifférentiables.

Un autre article dans la méme problématique est intitulé "Existence and multiplicity
of solutions for a discontinuous problems with critical Sobolev exponents" par Shang, X.
[100]. L’auteur a examiné I'existence d une solution nontriviale pour I’équation suivante

~Apu = MulP" "*u+ f(z,u), dansRY, (3.2.15)

oul < p < N, > 0estun parameétre et f : RN+ 5 R est une fonction mesurable
discontinue. L’auteur a étudié le probléme en tenant compte les conditions suivantes

(Hy) f(x,t)=0sit <0pp.zeRY

(Hs) |f(z,t)] < c1(x) + o) |t]"1, V(x,t) € RNTL ou ¢y, ¢y sont des fonctions posi-
tives qui vérifient

ci(z) € LT (RN) N LP(RY), cy(z) € L= (RY) N L2(RY), p<r < p".

(Hs) lime 229 = 0 pp. 2 € RV,

i1
(H,) 1l existe une constante positive 6, telle que p < § < r pour la quelle on a
[z, t)t > 0F(z,t) > 0Vt € R\ {0}, pp.z € RY,
ou

t
F(x,t) = / f(x,s)ds.
0
(Hs) f est impair par rapport a .
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La fonction d’énergie liée au probleme (3.2.15) est donnée par

I(u) = %/RN VulPdz — /\/RN fu(z)

Une formulation variationnelle est fournie par

p*d:t—/ F(u)dz.
RN

trouver une solution u € Dj*(Q) telle que 0 € dpI (u). (3.2.16)

L’auteur utilise cette formulation particuliere pour démontrer I'existence d’une solution
faible nontriviale. A I'aide du principe de concentration-compacité (cas limite), I’auteur
démontre avec succes que la fonctionnelle [ satisfait la condition de Palais-Smale. Par
la suite, il montre que la fonctionnelle / satisfait la géométrie de Col. En appliquant le
théoreme du Col, il arrive a la conclusion que le probléme (3.2.15) admet une solution
faible nontriviale. I’auteur a également établi un résultat de multiplicité a 'aide d’un
théoréeme de points critiques pour les fonctionnelles paires.

3.3 Probléme du type (p, ¢)-Laplacien

L’opérateur (p, ¢)-Laplacien est défini comme suit :
A, (u) = div(|VulP~2Vu) + div(|Vul|! > Vu)
ou u est une fonction de vecteur N-dimensionnel, p et ¢ sont deux parametres non né-

gatifs, V est 'opérateur gradient et div est I'opérateur de divergence.

Lorsque p = ¢, l'opérateur (p, ¢)-Laplacien se réduit a I'opérateur p-Laplacien. 'opé-
rateur (p,q)-Laplacien est donc une généralisation de I'opérateur nonstandard de p-
Laplacien qu’est également connu opérateur quasilinéaire.

L’opérateur (p, q)-Laplacien est utilisé pour modéliser 1’écoulement des fluides dans
des milieux poreux, ou pour étudier les équations d’élasticité nonlinéaires. Il est égale-
ment utilisé pour étudier les modeles de diffusion qui contient des fonctions de la concen-
tration.

Il est important de souligner que la manipulation de 'opérateur (p, ¢)-Laplacien peut
poser des difficultés en raison de son caractere nonlinéaire.

Les problémes elliptiques du type (p, ¢)-Laplacien sont des problémes mathéma-
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tiques qui concernent la résolution d’'une équation aux dérivées partielles nonlinéaires
qui contient 'opérateur (p, ¢)-Laplacien. Ce type d’équation est souvent utilisé dans des
modéles mathématiques pour décrire des phénomeénes physiques. Cependant, la com-
plexité du modele exige de recourir a des techniques mathématiques avancées.

L’équation caractéristique des problemes elliptiques de type (p, ¢)-Laplacien est don-
née par
—A,u=g(x,u), dans, (3.3.1)

ouf) CRYetg:Q xR — R est une fonction donnée.

La resolution du probleme (3.3.1) s’effectue en adoptant I’approche variatinnelle, qui
est fondée sur la notion la solution faible.

3.3.1 Rappel sur les problémes du type (p, ¢)-Laplacien régulier

Dans cette partie, nous supposons que g est une fonction continue.

Les probléemes dans un domaine borné

L’équation correspondante au (p, ¢)-Laplacien dans un domaine borné est formulée
comme suit :

(3.3.2)

—A, u=g(xz,u) pour tout z € €,
u =20, pourtoutx € 0,

ol l < p < q < oo,  est un domaine bornée régulier de RY et u — g(z,u) est une
fonction continue.

Formulation Faible On considérent’espace des solutions 11¢(R”" ) muni de la norme

ol = (] 1vulvac)
Q

La formulation faible du probléme (3.3.5) consiste a trouver une solution u € W, (1)
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qui satisfait :
/|Vu|p_2Vu.V<,0dx+/ |Vu|q_2Vu.V<pdx:/gg0dx, (3.3.3)
Q Q Q

pour toutes les fonctions ¢ € VVO1 9(Q).

Formulation Variationnelle. Les solutions faibles du probléme (3.3.3) sont les points
critiques de la fonction d’énergie I : W,'%(€2) — R définie par

1 1
uw=+wm++wu—/emwm, (33.4)
p p Q

ou

G(z,u) = /Oug(az,t)dt.

Pour des informations plus approfondies sur ce sujet, veuillez consulter les articles [26,
84, 74, 116, 117].

Les problémes dans R

Si le probléme est posé dans RY il s’exprime de la maniére suivante :

3.35
u € DP(RY) N DM(RY) (33

{—Amu = g(z,u) pour tout z € RV,
ol < p < q < +oo et DV™(RY) désigne la fermeture de C5°(RY) par rapport a la

norme N

Hu||17m:</ \Vu\mda:> .
RN

Formulation Faible. L’espace des solutions £ = D'?(RY) N DY(RY) muni de la
norme
[ull = llullip + lull1q,

est un espace de Banach réflexif.
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On dit que u € E est une solution faible de (3.3.5) si elle vérifie

/ |Vu|p_2Vu.Vg0dx+/ |Vu\q_2Vu.Vg0dx:/ gpd, (3.3.6)
RN RN R

N

pour tout ¢ € E.

Formulation Variationnelle. Soit la fonction d’énergie / : £ — R définie par

1 1
Ia) = 3 ull, + - Jullt, ~ [ Glow)da, 637)
p p Q

ou

G(z,u) = /Oug(x,t)dt.

Si une fonction u € E vérifie I' (u) = 0 dans E* alors elle solution du probléme (3.3.5).
Pour obtenir des informations plus approfondies concernant le sujet, veuillez consulter
les articles [18, 29, 43, 54, 56, 71, 72, 115].

3.3.2 Les problémes de type (p, ¢)-Laplacien avec des nonlinéari-
tés discontinues

Dans cette partie, nous examinerons le probléme du (p, ¢)-Laplacien qui englobe des
nonlinéarités avec des discontinuité.

L’exploration de ce type de probléme est relativement récemmente. Plus précisément,
la premieére investigation a été entreprise en ’année 2019 par Figueiredo, G. M. et Nasci-
mento, N. C. [57]. Cet article examine I’existence de solutions positives pour une classe
de problémes elliptiques du type (p, ¢)-Laplacien avec un exposant critique et une non-
linéarité discontinue. L’article considére des solutions positives pour le probléme (3.3.1)
lorsque la fonction g a un ensemble non dénombrable de points de discontinuité, en
étudiant les combinaisons de nonlinéarité discontinue avec croissance critique et ’opé-
rateur (p, ¢)-Laplacien. Le principal résultat de cette recherche est que le probléme a une
solution positive nontriviale.

En particulier, les auteurs ont étudié le probleme suivant

(3.3.8)

—div(a(|VulP)|VuP=2Vu) = f(u) + |u|? ~2u dans ©,
u=0, sur0df,

59



CHAPITRE 3

oul < p < q < ¢* Q est un domaine borné régulier de RY, f : R — R est une
fonction discontinue et @ : R — R est une fonction continue. Les hypotheses proposées
concernant les fonctions a et f sont dans ce qui suit

(aq) Ils existent des constantes positives ko, k1, k2, k3 telles que
ko + klt% <a(t) < ks + kgt%, pour tout ¢ > 0.
(az) Il existe o € (0, 1] tel que

A(t) > aa(t)t, pour tout ¢t > 0,

ot A(t) = /0 ta(s)ds.

(f1)
[f(z, )] < Cr+ Colt,

pour certaines constantes positives Cy, Cy et r > p.
(f2) Pourtoutt € R, il existe 6 € (pa, ¢*) tel que

0< O (1) < t1(0)
ou
f(t) = limessinf f(s).
- el |t—s|<e
(f3) Il existe 5 > 0, tel que
H(t— ) < f(t), pourtoutt € R.

(f1) limsup% =0et f(t) =0sit <0.

t—0+
Un exemple d’une fonction vérifiant les hypothéses (a;) et (ay) est

at)=1+t7,
(ici ko = k1 = ko = k3 = 1). Par conséquent, le probléme (3.3.8) se reduit au probléme

(p, q)-Laplacien suivant

—Apu= f(u)+ |ulf "?u, dans,
u=0, surJf2.

Afin de prouver I'existence des solutions, les auteures emploient une méthode basée sur
I’approche variationnelle et intéegrent des concepts techniques de ’analyse non convexe.
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Une formulation faible du probléme (3.3.8) est donnée par

trouver une solution u € W, ?(Q) tel que pour tout € W;%(2) on a

/a(|Vu|p)|Vu|p_2Vu<pd9: = / pgodx+/ lu|?” ~updz p.p. dans Q, (3.3.9)
Q _ Q Q

avec p € [f(u(z), f(u(z))] p.p. dans Q

La fonction énergétique associée au probléme (3.3.9) peut étre exprimée comme suit :

I(u) :%/{)A(\Vu]p)dx—/gﬁ’(u)dm—/{l|u|Q*dx.

ou A(t) = fot a(s)ds. Pour établir I'existence d’une solution positive nontriviale du
probleme (3.3.9), les auteurs appliquent le principe de concentration-compacité, notam-
ment dans le cadre du cas limite. Ce principe permet aux auteurs d’étudier le comporte-
ment de la fonctionnelle sous divers modeles de concentration, assurant la présence des
points critiques et des solutions potentiellement nontriviales.

En réussissant a établir que la fonctionnelle / satisfait la condition de Palais-Smale,
les auteurs s’assurent de la présence de points critiques.

De plus, les auteurs démontrent que cette fonctionnelle satisfait la géométrie du Col
qui joue un role incontournable dans la détermination des suites de Palai-Smale.

En appliquant le théoréme du Col les auteurs conclutent que le probléme (3.3.8) pos-
séde une solution faible positive nontriviale.

Dans I'’ensemble, ce manuscrit contribue a I’étude des problémes nonlinéaires avec
croissance critique et nonlinéarité discontinue. Il étend les recherches précédentes en
étudiant une classe plus large de problémes du type (p, ¢)-Laplacien et fournit des exemples
utiles et des arguments convaincants pour assurer I’existence des solutions positives.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, en utilisant le théoréme de Col 2.2.1, on cherche les solutions d’une
EDP contenant 'opérateur (p, ¢)-laplacien et une nonlinéarité discontinue sur R". Nous
assurons l'existence d’une suite de Palais-Smaile de la fonctionnelle d’Euler-Lagrange as-
sociée au probleme qui contiendra une sous-suite faiblement convergente dans 'espace
des solutions. Par le principe de concentration-compacité de Lions, nous concluons que
la limite faible est une solution nontriviale.

4.2 Position du probléme

Pour desréels 1 < p < q < N, N > 2, on considére le probléeme

~Apu — Ayju = f(u) dans RY. (4.2.1)

4.2.1 Hypotheses

Afin d’étudier l'existence d’une solution nontriviale du probléme (4.2.1), nous sup-
posons que la fonction f satisfait les hypothéses suivantes.

(f1) la fonction f : R — R est discontinue. De plus f(¢) = 0, ¥Vt < 0 et il existent
Cr > 0etr € (max{q,p*}, ¢*) tels que pour toutt € Ron a

[f()] < O™, vt > 0.

(f2) Pour toutt € R
0 <rF(t) <tf(t),

ou

et
f(t) =liminfessf(s) et f(t) = limsupessf(s).

- el0 [t—s|<e b0 |i—s|<e

4.2.2 Formulation faible

Soit E I'espace de Banach réflexif donné par £ = D'?(RY) N D4(RY) et muni de
la norme
lull = llullip + lull1q,
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1

ott |l n = (/ ]Vu]mdx) "
RN

Définition 4.2.1 (Solution faible). On dit qu’une fonction u € FE est solution faible du
probléme (4.2.1) si elle vérifie

/ \Vu\p2Vu.Vgpdm+/ \Vu\qQVu.dex—/ pod, (4.2.2)
RN RN

RN

pour tout p € I ou

plx) € [f(u(@)), F(u(z)] pp.dans RV (423)

4.3 Fonctionnelle d’énergie

Soit la fonctionnelle d’Euler-Lagrange donnée par

1 1
I(u) = —/ \Vu|Pdz + —/ |Vulldx —/ F(u)dz. (4.3.1)
P JrN q JrN RN

Comme la fonction f est discontinue, la fonctionnelle I n’est pas de classe C' sur E.
Nous écrivons la fonctionnelle I sous la forme

I(u) = Q(u) — ¥(u) (4.3.2)

avec

1 1
Qu) = —/ \Vul|Pdx + —/ |Vul|dz et ¥(u) = / F(u)dx.
P JrN q JrN RN
Alors, on a le résultat suivant.

Proposition 4.3.1. La fonctionnelle W est localement Lipschitzienne dans E. De plus, si
p € 0g¥(u), alors

p(z) € [f(u(@)), f(u(x))] pp.dans R".
Démonstration. De ’hypothése (f1) et d’aprés la Proposition 1.3.1, on a
U € Lipo(L"(RY),R) et 9 ¥(u) C [f(u()), f(u(z))] pp.dans RY.

Puisque F s’injecte de facon continue dans L"(RY) (p* < r < ¢*), le Théoréme 1.3.3
affirme que

U e Liploc(E,R) et (9E\I/(u) C 8[/\1’(71,)
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Ainsi, si p € 0g¥(u) alors nécessairement

p(z) € [f(u(x)), f(u(z))] pp.dans RY.
O

Des argument standards montrent que @ € C'(E,R) et que sa dériveé au sens de
Gateaux est

/

(@ (u), p) :/ |Vu|p_2Vu.Vgpdx+/ |Vu|"2Vu.Vpdr, Yo € E.
RN RN

Comme ¥ € Lip,.(E,R), la Proposition 1.2.1 et le Corollaire 1.2.1 affirment que / €
Lipioe(E,R) et que pour tout u € F, on a

Opl(u) ={Q (u)} — 0¥ (u). (4.3.3)

4.4 Géomeétrie du Col

Pour montrer 'existence d’une solution faible, il faut d’abord montrer que la fonc-
tionnelle / vérifié la géométrie du Col.

Lemme 4.4.1. La fonctionnelle I définie en (4.3.1) vérifie
(i) 1(0) =0,
(ii) il existe R > 0 et « > 0, tels que I(u) > « si||u|]| = R,
(iii) il existee € E'\ Bg(0) tel que I(e) < 0.
Pour démontrer ce lemme on a besoin du résultat suivant.

Lemme 4.4.2. IIs existent deux constantes positives C et Cy telles que

f(t) > Cit"™! — Cy, pourtoutt € [0, +00).

Démonstration. D’aprés la définition de f, on a clairement

f(s) £ f(s), Vs € [0, +00). (4.4.1)
Ceci avec 'hypothése (f2) implique que
0 < F(s) <sf(s) Vs €[0,+00), (4.4.2)
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ou

F(s) = / i(’]’)d’]’.
0
Maintenant, supposons que K = F'(k) et

¢i(s) = F(st), pour touts > 0,

ou x est une constante positive et ¢ > x.
Ceci, en combinaison avec la relation (4.4.2), implique que

0 <7rgy(s) =rE(st) < stf(st) = s®,(s), pour tout s > g

Par conséquent,

1 1
¢t(8)d82/ tdS,
k oi(s) L
alors i
K
1) > -)—.
¢e(1) = ¢t(t>/<ﬂ’
De la relation (4.4.3), on obtient
K, t" t"

F(t) > F(t-)— = K— = C1t", pourtoutt € [k, +00).
/{17’

- t° K"
Par (4.4.2) et (4.4.4), nous concluons que
f(t) > Cit"™", pour tout ¢ € [k, +00).
D’autre part, 'hypothése (f;) affirme que
If(t)] < Ct"t < Ck"!, pour tout t € [0, K]

En combinant (4.4.1), (4.4.4) et (4.4.5), on obtient

f(t) > Cit"! — Cy, pour tout t € [0, +00).

Démonstration du Lemme 4.4.1. (i) Il est clair que 7(0) = 0.
(ii) De I’hypothése (f1), ona

\If(u):/ / f(t)dtd:chf/ / \trldtd;c:ﬁ/ " dz.
RN 0 RN 0 T RN
7

6

(4.4.3)

(4.4.4)

(4.4.5)
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Donc pour toutuw € Eona

I(u) = =([|ully, + [lu

C
gq)——f/ " da.
’ T RN

1
q

Prenons ||u|| < 1, on trouve alors que

) 2 = (ol + ullty) = 2 [ Julda (446

C s
g+ i) = S5 [ urde. @an)

1
q

>
= 901y

Par I'injection de Sobolev, on a I'inégalité suivante

[ull, < Csllullg < Csllull-
Ce fait avec (4.4.6) implique que

I(u) = Csllul|* = Cyl[ul]".
Choisissant 0 < Ry < 1, alors pour tout u € F tel que ||u|| = Ry, on a

I(u) > C3R} — C4Ry,.
Puisque r > ¢ il vient qu’il existe o € R tel que
I(u)>a>0, Yue E avec |u| = Ry,

pour Ry > 0 suffisamment petit.

(iii) Du Lemme 4.4.2, on a

B " Cy . Cy
U(u) = /RN/O f(t)dtdx > T/RN |u|"dx — T/RN |u|dzx. (4.4.8)

Choisissons v € C§°(R™) \ {0} avec v > 0. Alors, de la relation (4.4.8) il vient que

o g
I(tv) = 2l + 7o, = W)

< r H Hp " || “q C t/R ¢ 2 /RN '
— |V + — v + vaxr v axr
~ 1,p 1,q 2 v 1 9

r
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pour tout ¢ > 0. Ceci implique que

I(tv) — —00.
—00

Donc, on peut choisir ey = tgv € E '\ Bg,(0) telle que
[(60) < 07

pour ty > 0 suffisament grand.

4.5 La suite de Palais-Smale et ses propriétés

Le lemme précédent combiné avec le théoreme du Col nous assure I'existence d’'une
suite de Palais-Smale {u,,} C E. En particulier, {u,, } satisfait

I(u,) — ¢ et A(up,) — 0lorsque n — oc. (4.5.1)
ou A\(u,) est défini dans (2.2.1) et

— inf J(y(t
¢ = Inf max (v(t))

I'= {7 < C([()? 1]’X)77(0) =0 et 7(1) = 60}'

Comme f(t) = 0 pour tout ¢ < 0, alors on peut supposer que u, est positive pour tout
n € N.

Lemme 4.5.1. La suite de Palais-Smale {u,,} est bornée dans F.

Démonstration. Comme {u,} est une suite de Palais-Smale, alors il existe une suite
{w,} C E* telle que

Puisque
Op(un) = {Q (un)} — IV (un),
alors, il existe {p,,} C Og¥(uy,) telle que

!

wn = Q (uy,) — p, pour tout n € N. (4.5.2)
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Ainsi, on a
(Wi + Py un) = (Q (un); tn) = funllf) + llualli, (4.5.3)

D’autre part, de la Proposition 4.3.1 on a

fun(x)) < po(z) < f(un(z)) p.p. dans RY. (4.5.4)
Ceci conduit a I'inégalité

U () f (un(2)) < wn(2)pn() p.p. dans RY.

Donc,

/ f(up)dz < / Prlndx = {pp, Up).
RN

Comme 0 < rF(t) < tf(t) Vt € R, il vient que

—_

U(un) < =(pns un)- (4.5.5)

<

Combinant (4.5.3) et (4.5.5) pour aboutir a la relation

1 1 1 1 1
) = ot puind = (2= 1) hulty + (5= 3 )l — [ Pl

1 1 1 1 1
p q
> (Z; - ;) unlly, + (5 - ;) unll, — ;(Pmun>-
Par conséquent, on obtient

1 1 1 1 1
) = o) 2 (5= 1) Bually 4 (5 = 7) Tl

Puisque la suite /(u,,) est bornée et (wy,, u,) < ||uy,|l0,(1), alors il existent des constantes
positives Cj, Cy, C7 telles que

Cs(1 4 [lunl]) = Collunllt, + Crllunlli,

Supposons par contradiction que ||u,|| — oo. Alors, nous avons les trois possibilités
suivantes :

@ Junllp = oo et [lun[l1y = oo,

(i) |Jun|l1p — 00 et ||uy]|14 est bornée ,
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(iii) ||unl/1,p est bornée ||u,|/1,, — oo.
Si le premier cas est satisfait, alors il existe n telle que Vn > ny :

[unlli g = llunll,
car p < q. Par conséquent, on a
Cs(L+ [Junll) = Collunlly ), + Crllunll{ g = Cs(llunlli, + lunllt,)

C 8 CS

= vl Tt

(lunllp + llunllrg)” [

Ceci est une contradiction car ||u,|| — coetp > 1.
Si la deuxieume possibilitée est satisfaite, alors

Cs (14 [[unll1p + lJun

10) Z Collunll ), + Crllunllty = Collunlly,,

donc,
C 1 1
0<% < lim (— + —— Hu”“},’q
Cs = n—oo |lunlly,  luallf,  lluallt,

)207

qui est une contradiction.

En procédant comme dans le deuxieme cas, on peut vérifier facilement que le troi-
siéme cas ne peut pas avoir lien. Ainsi, la suite {u, } est bornée dans E. O

Comme le probléme est posé dans un domaine non borné, I'injectioni : £ — L"(RY)
n’est pas nécessairement compacte. C’est pourquoi nous ne pouvons pas garantir la
convergence forte de la suite de Palais-Smale.

Le résultat suivant nous est de grande importance.

Lemme 4.5.2. Il existe un élément u € E pour lequel on a

Vu, — Vu p.p. dansRY .

Démonstration. La réflexivité de 'espace E assure I'existence d’une sous-suite de {u,,}
qui converge faiblement vers un élément u € E. Les theorémes d’injection nous assurent
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les convergences suivantes

(RY) pour s € [p, ¢*[,

loc

u, — u dans L7
{ (4.5.6)

U, — u p.p.dans RV,
On introduit la fonction P, donnée par
Po(z) = (|Vu,|P2Vu, + |Vu,|? *Vu, — |VulP"2Vu — |Vu|"2Vu).(Vu, — Vu)(z).

Sachant que
(1€172¢ = Inl""n).(€ = n) > 0

pour tout [ > 1et &, n € RY avec € # 7, on déduit que P,(z) > 0. Soit ¢ € C°(RY)
avec 0 < ¢ < 1 et = 1 sur Bg(0). Donc, on a

0< /B PRABIE /R P,

D’autre part, on a
[ Palaitads =
RN
/ (IVua [PV, + [V, |**Vu, — |VulP*Vu — |[Vu|'*Vu) .(Vu, — Vu)(z)y(z)ds
RN
+ / (VU [PV, + |V, |"*Vu,) (u, — u)(z)Vip(z)de
RN
— / (IVua PV, 4+ [V, |**Vu,) (u, — u)(z)Vip(z)de
RN
+ / P (U — uw)hdr — / Pn (U, — u)thdx
RN RN
= (W, Y(u, —u)) — / (IVun PV, 4+ [V, " *Vu,) (u, — u)(z)Vip(z)dz
RN
+ / P (U, — u)bdx — / (|VulP=>Vu — |Vu|"*Vu) (Vu, — Vu)(z)y(z)dz,
RN RN
qu’on peut écrire aussi sous la forme

0 S / Pn($)d$ S Jl - JQ + Jg - J4, (4.5.7)
Br(0)
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ou
‘]1 = <wn7¢<un - u)>,
Jy = / (\Vun|p_2Vun + ]Vun|q_2Vun) (uy — u)(2)Vio(x)de,

J3 = Pn (U, — u)hde,
RN
Jy = / (|VuP=>Vu — [Vu|"*Vu) (u, — u)(z)¢(z)dz.
\ RN

Dans ce qui suit, nous allons prouver que chaque J; — 0 pouri = 1,2, 3, 4.

Comme tYu,, est bornée dans F alors

J1 — 0 quand n — oo. (4.5.8)

Par I'inégalité de Holder, on trouve que

j—1

/ (IVun2Vuy,) (up—u) Vipda < (/ |Vun|jdx>j (/ | (ty, — u)Vw\jdx) J . J=0q.
RN RN RN

Par conséquent,

| Ja| < Co (/ |ty — u)w\pdx> " O (/ |(w, — u)w\qczx) "
RN RN

car u, est bornée dans F. Puisque u,, — u dans L] (R") alors

Jo — 0 lorsque n — oo. (4.5.9)

De la relation (4.5.4) et de I’hypotheése (f1) il vient que
pn(7) < Ctlun ()]~ p.p. dans RY.

Ainsi p, est telle que

/ pﬁild:c < C’f/ lun(z)|" < Chy (4.5.10)
RN RN

car u,, est bornée dans L"(R"), ce qui implique que p,, est bornée dans L"(R").
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On applique 'inégalité de Holder pour obtenir I’estimation

|J5] < / Pn|tn, — u|tpde < Chy (/ luntp — u1/1|rdx) .
RN RN

Alors, il vient que
Js — 0 lorsque n — oc. (4.5.11)

Considérons maintenant les applications

(Fiw) = / IVl VuVwdds, we DYP(RY),
N

(Fy,w) = /K V|t 2 Vu.Vwpdr, w € DH(RY).
]RN

1l est facile de voir que Fy € (D'?)'(RY) et F, € (D"9)'(RY). Puisque u,, — u dans E,
ona

/RN |Vu|"?Vu.Vu,hdr — . |Vul4pdz;i = p, q.

On en conclut que
Jy — 0, quand n — oo. (4.5.12)

De (4.5.8),(4.5.9),(4.5.11) et (4.5.12) , on déduit que
/ P,(xz)dz — 0 quand n — oc.
Br(0)

Le Lemme 2.1.3 implique que

Vu,, — Vu dans LY(Bg(0)).
Dong, il existe une sous suite de {u,} telle que

Vu, — Vu p.p. dans Br(0),
Comme R > 0 est arbitraire, nous concluons que

Vu, — Vup.p. dans RY,
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4.6 Existence des solutions faibles

Théoréme 4.6.1. La limite faible de la suite de Palais-Smale est une solution faible du
probléme (4.2.1).

Démonstration. Remarquons que |V, [P"2Vu,, et |V, |72V, sont bornés dans L1 (R )
et Lo (RY) respectivement. Du Lemme précédent on a aussi

Vu, — Vup.p. dans RY,
Le Lemme 2.1.2, implique que

VU, P2V, — |VulP~2Vu dans L7 1(RV) et
(4.6.1)

VU, |92V, — |[Vu|72Vu dans Li1(RN).

D’autre part, puisque {p,} est une suite bornée dans L7 (RY), alors il existe py €
L7 (R™N) et une sous-suite de {p, } telle que

pn — po dans L1 (RY). (4.6.2)

De (4.6.1) et (4.6.2), il vient que

/ |VulP~2Vu.Vodr + / |Vu|"2Vu.Vodr = / pop, Vo € E. (4.6.3)
RN RN RN
Pour que u soit une solution faible de I’équation (4.2.1), il nous reste a démontrer que

p € [f(u(@)), f(u(z))] pp. dans R™.

Pour tous R > 0 on note ¢ la fonction

1;(23) _ {¢($), sur Bg(0),

0, ailleurs,
avec ¢ € L"(Bg(0)).
Il est clair que ¢ € L"(RY).
Notons u, r, pn.r, Ur €t pg les restrictions a la boule Br(0) des fonctions w,,, p,, u

et po respectivement.
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D’apres le Lemme 1.3.3, on a
Op¥(u) C 0¥ (u), YueE.

Notons par Vg : L"(Br(0)) — R 'application définie par

Observons que

| o= [ e (464)
Br(0) RN

U p(tn,r, ) = U° (Un, ). (4.6.5)

De la définition du gradient généralisé, on a

et que

/ putbdr < U (uy,, 1)), (4.6.6)
]RN

Combinant (4.6.4), (4.6.5) et (4.6.6), on obtient que

/ pn,Rde S \Ij?{(un,Ra ¢)
Br(0)

Ainsi,
Pr.R € OLr(Br0) Y R(Un,R)-

Puisque u, z — ug dans L"(Bg(0)) et por — pr dans L7 (Bg(0)), la Proposition
1.1.3 affirme que
PR € Orr(Br0) VR(UR).

Alors, de la Proposition 1.3.1 on obtient

pr() € [f(ur(2)), f(ur(x))] p.p. dans Br(0).

Par conséquent,
po(x) € [f(u(z)), f(u(z))] p.p. dans Br(0),

et comme R est arbitraire, alors

po(x) € [i(u(x)),?(u(az))] p.p. dans RY. (4.6.7)

Ce fait avec (4.6.3) implique que la limite faible u de la suite de Palais-Smale est une
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solution faible du Probléme (4.2.1). O

4.7 Nontrivialité de la solution

La nontrivialité de la solution trouvée n’est pas évidente, car elle ne découle que
d’une limite faible. Le principe de la concentration-compacité est 'outil que nous allons
utiliser pour démontrer cette nontrivialité. Afin de pouvoir appliquer le Lemme 2.3.1, on
va rappeller le résultat suivant

Lemme 4.7.1. [72] Soit {p,} C L*(RY) une suite bornée avec p,, > 0. Alors il existe une

sous-suite, notée encore {p, }, telle que I'une des deux possibilités suivantes est satisfaite

(i) (Evanescence) lim sup / pn(x)dx = 0 pour tout R,0 < R < oc.
y+Br(0)

n—oo yERN

(ii) (Non évanescence) Il existe « > 0,0 < R < oo et {y,} C R" telle que

lim pn(x)dr > a > 0.

n—roo y7z+BR(O)
Proposition 4.7.1. La solution faible décrite dans le Théoréme 4.6.1 est nontriviale dans
RY,

Démonstration. Soit {b,} est une suite arbitraire de R". Posons

Un () = up(x — by).

Il est clair qu'on a ||@y,|| = ||u,||- Ainsi, la suite {@,} est bornée dans E. Par passage a
une sous-suite extraite, on a

{anéﬂ dans E

7 =~ S
U, - u dans Lj .

(RY), pour touts € [q, ¢*),

pour un certain € L.

L’invariance de RY par translation, nous assure que /(@,) = I(u,) pour tout n € N,
Donc
I(@,) — ¢ quand n — oc.

Soit v = max{p*; ¢}. La suite {|a, |} est positive. Elle est aussi bornée dans L'(R")
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en vue de I'injection continue de F dans LY (RY).
Ainsi et d’aprés le Lemme 4.7.1, elle contient une sous-suite qui est telle que

(i) lim sup / |G, |"dz = 0 pour tout R > 0.
y+Br(0)

n—oo yGRN

ou bien

(i) Jo, R;0 <, 0 < R< ooet{y,} CRV:

lim |t |"dx > a > 0,
"7 Jyn+Br(0)

sans avoir une autre possibilité.
Sile cas (i) a lieu, alors le Lemme 2.3.1 assure que

u, — 0 dans L"(R™).

Il s’ensuit que / F(u,(z))dx — 0 quand n — oo en vue des hypothése (f;) et (f2).
RN

Du résultat (4.5.1), on a

3 , 1, . 1.
0<c=I(tu,) = lim (;Hun\ﬁ)p + a”unH(fq)

n—oo

n—o0 RN
< lim ((wn,un> +/ pn(z — bn)ﬂndx> =0.
n—oo RN

De la propriété de la suite {w, } et de 'inégalité (4.5.10) on obtient que

n—oo

0<c< lim |t,|"dz = 0,
RN

mais ceci est contradictoire. Par conséquent, la suite {u, } satisfait (ii), c’est a dire qu’il
existe a > 0, il existent R > 0 fini et une suite {1, } C R tels que

lim |t,|"dzr > o > 0.
"% Jyn+Br(0)
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En choisissant b,, = v,,, on aboutit au résultat

lim |un(x)|"dx > o > 0.

Ceci prouve que la solution u est nontriviale sur Br(0) donc nontriviale sur R". O
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5.1 Introduction

Un exposent critique se référe a une valeur particuliere de I’exposent dans les équa-
tions aux dérivées partielles qui peuvent modéliser des phénomenes tels que la forma-
tion de singularités ou les changements brusques du comportement des solutions. Ces
équations sont utilisées pour étudier les transitions de phases ou les modeles instables.
Il convient de noter que chaque équation spécifique avec une nonlinéarité discontinue
et un exposent critique aura ses propres caractéristiques et défis particuliers. Des tech-
niques tells que I’analyse asymptotyque, les méthodes de régulisation et les simulations
numériques peuvent étre utilisées pour étudier les équations et obtenir des solutions ap-
proximatives.

Ce chapitre est consacré a un probléme contenant deux nonlinéarités discontinues
dont 'une d’entre elles contient 'exposent critique de Sobolev. Pour étudier I'existence
des solutions faibles nontriviales de ce type de probleme, nous allons employer une ap-
proche variationnelle basée sur une version non réguliere du théoréme du Col "Mountain
pass theorem" [93].

5.2 Position du Probléme

Pour un réel m tel que 1 < m < N, on définit son conjugué critique, le nombre noté

m*, donné par
. Nm

m _—

T N_-m

En dim N > 2 et pour des paramétres réels A > 0 et § > 0, on consideére le probléeme
~Apu—Agu = f(u) + AH(u— B)u?’ "' dans RV, (5.2.1)

oul < p < q < N, lafonction f est a variables et a valeurs réelles et la fonction de
Heaviside est représentée par H.

Hypotheéses

Nous supposons que la fonction discontinue f satisfait les hypothéses suivantes.

(f1) f(t) = 0 pour tout t < 0 et ils existent Cy > 0 et r € (max{q,p*}, ¢") tels que

pour toutt € R
[f(O] < Cylt]
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(f2) Pourtoutt € R, ona
0 < rF() < 1),

ou

et

f(t) = limessinff(s), f(t) = limesssupf(s).

- el0 |t—s|<e el0 |t—s|<e

Formulation Faible

L’espace des solutions associé au probleme (5.2.1) est U'espace noté £ qui est défini
par E = D" (RY) N DY (RY). On le munie de la norme

[ull = llullp + [[ullq:
Posons que g(u) = H(u — B)u? ~! et notons

t) = limessinfg(s), g(t) = limess supg(s).
g(t) = limess infg(s), g(t) = lin |t_SKEpg( )

Définition 5.2.1 (Solution faible). Une fonctionu € E est dite solution faible du probléeme
(5.2.1) si elle vérifie

/ |VulP~2Vu.Vedr + / |Vu|"2Vu.Vodr = / podr + A / Epdr, (5.2.2)
RN RN R RN

N

pour tous ¢ € E avec

plz) € [f(ul@)), T(u(x))] pp. dans R, (5.23)

et

£(x) € [g(u(z)),g(u(z))] p.p. dans RY. (5.2.4)

5.3 Fonctionnelle d’énergie

Notons par /) la fonctionnelle définie par

I(u) = Q(u) — Wy (u) — AVsy(u), (5.3.1)
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ou

avec G(t) = / g(s)ds.
0
De la Proposition 4.3.1 on a ¥; € Lip,,.(E,R) et pour tout p € gV, (u) on a

p(x) € [f(u(@)), f(u(x))] pp. dans R

Proposition 5.3.1. La fonctionnelle V5 et localement Lipschitzienne sur E. De plus,
OpWa(u) € [g(u(x)),g(u(:c))] p.p. dans RV,
Démonstration. 11 est facile de voir que
lg(t)] <t vt >0.

De la Proposition 1.3.1 on a

Uy € Lipioe(L” (RY),R) et Do U2 (u) C [g(u(2)), g(u())] p.p. dans R™.
Puisque E s’injecte contintiement dans L4 (RY), le Théoréme 1.3.3 implique que

Uy € Lipoe(E,R) et OpWa(u) C e Ua(u).

Par conséquent, on a

OpWa(u) C [g(u(x)),g(u(x))] p.p. dans RY.

]

Des arguments standards montrent que () est stictement différentiable sur £ et que

’

1 1
(@ (u), ) = ]—9/ |VulP~2.Vpdr + 5/ |Vu|?"2.Vpdr, Vo€ E.
RN RN

Ainsi le Corollaire 1.2.1 implique que I, € Lip;,.(E,R) et que
dpli(u) C Q (u) — Ay (u) — Adp¥s(u), Yu e E. (5.3.2)
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On en conclut que les points critiques de la fonctionnelle 7, sont des solutions faibles du
Probléme (5.2.1).

5.4 Existence des solutions faibles

Nous commencons cette section par exhiber le comportement de la fonctionnelle 7.

Lemme 5.4.1. Pour tout A\ > 0, la fonctionnelle I satisfait la géométrie du Col.

Démonstration. Tout d’abord, observons que /,(0) = 0. De 'hypothése (f1) on obtient
que pour tout v € Fona

In(u) = Cillu]|” = Colull; = ACs]lu

q*
e
L’injection de Sobolev implique que

q*

In(u) = Cillu]|* = Cslul|” = Callu

Comme g < r < ¢*, on peut toujours trouver R assez petit et py > 0 pour que

I(u) > po,

pour tout u € F avec |ju|| = Ry < 1.

Soit v € CZ°(RY) \ {0} avec v > 0. Puisque W5(u) > 0 pour tout u € E, du Lemme
(4.4.2) on obtient

P t4 tr
L(tv) < —||v|ff ., + —||v||¢ —|—Ct/ vdx — Cg— v'dx < 0,
Atv) < pH 17,0 qH 19, + Cs " .

pour t assez grand. Par conséquent, on peut choisir ¢y > 0 suffisament grand pour lequel
ona
I(e) <0,

oue =ty € E\ Bg,(0).

Le Théoréme du Col 2.2.1 assure l'existence d’une suite de Palais-Smale {u,} C E.
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C’est une suite qui vérifie
I\(un) — ¢ et AM(u,) — 0lorsque n — oo (5.4.1)

ou c est le niveau du Col de la fonctionnelle 7). Dans ce qui suit, nous étudierons les
propriétés de la suite de Palais-Smale {u,,}.

Lemme 5.4.2. La suite {u,} est bornée dans E pour tout X\ > 0.

Démonstration. La relation (5.4.1) implique qu’il existe une suite {w, } C E* telle que
Mup) = lwnlle,  wn € Opl(uy).
Dongc, il existes {p,,} C 0gV1(u,) et {&,} C OpVa(u,) telles que
wn = Q (un) = pu — A
Par conséquent, on a
(Wn A+ P+ Ay ) = (Q (un) ) = a7, + ] (5.4.2)

Comme les deux fonctions f et g satisfont la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz, alors
les relations qui suivent sont valables

Uy (uy,) < %/RN Up f (Un)dr < %(pn,ur) et (5.4.3)
W) < - /R gl < {6 ) (5.44)

Combinons (5.4.2), (5.4.3) et (5.4.4), pour aboutir a la relation

1 1 1 1 1
Iot) = - prt M) = (]—) - ;> lunll?, + (5 - ;) fonllty = [ Flunds = [ G
11 11 1 A
Z (— —_— ;) ||un||11)7p + (5 - ;) ||Un||({,q - ;<pn7un> - ;<€naun>

Ainsi, on aura

1 1 1 1 1
B = M) 2 (5= 2 ) okt + (5= 1) Bl

p

Par analogie a la preuve du Lemme 4.5.1, on peut facilement montrer que la suite {u,,}
est bornée. ]
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Lemme 5.4.3. La suite {u,,} décrite par (5.4.1) satisfait

Vu, — Vu p.p. dansRY,

Démonstration. Le lemme précédent affirme que la suite {u,} est bornée dans F et
puisque £ est un espace de Banach réflexif séparable alors, il existe un élément u € F et
une sous-suite de {u, } notée encore u,, qui converge faiblement vers u. Par 'injection
de Sobolev, on obtient que

{un —u dans Lj (RM) pour s € [p,q*], (5.4.5)
u, — u p.p.dans RV,
Considerons les mesures suivantes
(IVunl” + [Vug|?) et Jun|”,
ou |Vu, [P + [Vu,|? = N [V, |P + |[Vu,|?dz et |u, |7 = [on [un|? dz. Comme ces

R
mesures sont bornées, alors le Théoréme 2.1.3 affirme qu’il existe des mesures positives

et v qui satisfait
([Vun P + |Vun|?) = et |uy|? = v (5.4.6)
D’apreés le Lemme 2.3.2, ils existent un ensemble (au plus dénombrable) J, {z;};e; C RY
et {v;} C (0,+00) tels que
v=|ul" + Z Vjlg, - (5.4.7)

jed

Nous divisons ce qui reste de la démonstration en trois étapes.

Etape 1: Dans cette étape on démontre que pour tout j € .J on a

q

sui < nl{a,)).

Soit 1 € C°(RY) tel que 0 < 1 < 1 et

| lsize B%(0)7
viz) = {0 siz € RN /B, (0).

T—Tj

Fixons j € J. Pour tout € > 0, on introduit la fonction 1. () = 9 (=). De la définition
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de S on a pour tout n € N I'estimation

S </RN |¢€un|q*da:)q* < </]RN |V(¢Eun)|qd:ﬁ>

< ( / \vwerqmnrqu)q ; ( / |wnrq|w6\qu)q
RN RN

< (/ |V@/Je|q|un|qdm) ’ + (/ (|IVu,|? + |Vun|q)|@/25|qu) ! .
RN RN

En faisant tendre n vers +o00, on obtient

1 1
*

S (/RN |the|? du) < (/RN |V¢E|Q|U|de> + </sz |¢€|qdu> : (5.4.8)

En faisant tendre ¢ — 0, on trouve que
[Vpe|? — 0 et [the|! = X{z;) p-p- dans RY, (5.4.9)

ou )., est la fonction caractéristique de 'ensemble {x;}. Par conséquent, on obtient de
(5.4.8) et (5.4.9) que

1

(L) (L)
{z;} {z;}

a4
*

Sv! < p({zs}) = py. (5.4.10)

Etape 2 : J est un ensemble fini (éventuellement vide). Puisque la suite {t).u, } est

ou bien

bornée dans F, la relation (5.4.1) implique que

<Wm ¢eun> = On(l)'

La derniere affirmation est équivalente a

/ \Vun]p_QVun.V(weun)dw%—/ \Vun|q_2Vun.V(¢eun)dx:/ Pl dz+\ Entheunde.
RN RN RN RN
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Par conséquent, il vient que la suite {u, } est telle que

/ w€|Vun]pdx+/ we\VunPd:c—l—/ V[P~ *u, Vi, Vipdr
RN RN RN

+ / |V, |72V, Vu,hdr = / pntbetindr + X | Enbeund.
RN RN RN
(5.4.11)

Par la convergence faible de la suite {u, } on a pour tout j € J

limsup/ |1, Vi) |Tdx :/ |uV|ldz.
Be(z;)

n—oo Be (IJ)

L’application de I'inégalité de Holder combinée avec le résultat ci-dessus nous donne les
inégalités

<(Cqg </ ]u\q|VwE\qdm)
Be(zj)

1 1
*

q N
< Cy (/ |qu"dx> (/ |V1Z)E|Nda7> :
Be(z;) Be(z;)

(5.4.12)

lim sup
n—oo

/ |V, |7 *u, Vu, Vi do
RN

De méme, on obtient

1
*

P %
P*dx) ( / |V¢€|Ndx> :
Be(z;)

(5.4.13)

lim sup
n—oo

/ |V, P2V, Vi, dx
RN

< Cy / u
Be(z;)

Par un changement de variable, on obtient

(/ |we|Nda:> s(/ |w<2y>|Ndy)N
Be(z5) B1(0)

Ainsi,

lim lim sup/ (IVun [PV, Vipeun, + [Vug |9 °Vu, . Vipeu,) dv = 0. (5.4.14)
RN

=0 nooo
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L’hypothése ( f) combinée avec (5.4.5) implique que

/ Prlnedr < C’f/ [t | hedr = Cf/ |u|"tedz + 0, (1). (5.4.15)
RN RN RN

On a aussi

N Etntbedr < / i |t |7 eda. (5.4.16)
R R

Combinant (5.4.11), (5.4.12), (5.4.13), (5.4.15) et (5.4.16) pour obtenir

limsup [ ¢|Vu,|%dz + o (1) < A (lim sup/ ]unlq*wedx> + Clo/ |ul"edx.
RN Be(xj)

n—oo RN n—o0
(5.4.17)
Dong, il vient que
Yedp + 0.(1) < A Yedv + 010/ |u|"edz. (5.4.18)
RN RN Be(l‘j)
De la définition de )., on a
u(Bs () < / by
RN
Ainsi,
w(Bs(27)) + 00 < M(Bs (2;)) + Co / [ oda (5.4.19)
Be(x;)

En faisant tendre € — 0T, on obtient
i*
pi < Avjetpu; > vl S

ou S est la constante de Sobolev. Alors

9\ 74
VJZ(X) > 0.

Puisque v est bornée, alors J est nécessairement fini.

Etape 3 : La convergence ponctuelle du Vu,,. Nous allons démontrer que Vu,, — Vu
p.p. dans RY. Nous distinguons deux cas.
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Cas 1: L'ensemble J est non vide Soit( < ¢y < 1 tel que
{z;, j€J} CB1(0) et Bg(x;) N Be,(x;) = @ pour tout 7, j € J tel que i # j.
€0
On définit la fonction

0c(7) = 1p(ex) — Zwe(:c); zeRY, 0<e<e.

jed
Alors,
Osiz e U Be(x;),
six 2 2(m])

oc(x) =
lsize A= B%(O) \ UjesBe(z;).

On introduit la fonction de la variable spaciale x
P,(z) = (|[Vun "V, — [VulP*Vu + [V, |"*Vu, — [Vu|**Vu) .(Vu,—Vu)(z).
Remarquons que P, > 0 p.p. dans RY. Fixons ¢,¢ > 0 avec 0 < € < ¢ < ¢. Alors
0< / P,(x)dx < /RN P,(x)oc(x)dx.
Par conséquent, on obtient la relation suivante
/A P,(x)dr < {wn, 0c(un, —u)) — /RN(|Vun|p_2Vun + |V |92V, (u, — 1)V ocde

—/ (|VulP2Vu + |Vu|?*Vu)(Vu, — Vu)o.dr + / Pn (U, — w)ocdx
RN

RN
X [ E(un —w)ocdr = Jy — Jy — J3 + Jy 4+ AJs, (5.4.20)
RN
ou )
Jl = <wn7 Qe(un - U)>,
Jo= | ([Vu, P2V, + |Vu,|* *Vu,).(u, — u)Vodz,

N

(|VulP2Vu — |Vu|!*Vu).(u, — u)Vodz,

o
Il
\%\

RN

N
I

pn (un - u) Qedﬂﬁ,

N

En(Uy — u)ocdr.

N

s
I
%\%\

91



CHAPITRE 5

Comme la suite {g.u, } est bornée dans ), la relation (5.4.1) implique que
J1 = (wn, 0c(un, —u)) — 0 lorsque n — oo. (5.4.21)

L’inégalité de Holder implique que

1 1
<]2 S 013 (/ |Un — u|p]VgE\pdx) ’ + 014 </ |Un — u|q|VgE|qu> ’ .
RN RN

La relation (5.4.5) combinée avec I'inégalité ci-dessus affirment que
Jo — 0 lorsque n — oo. (5.4.22)

La convergence faible de la suite {u,} vers u dans E implique que
J3 = / (|VulP~2Vu + |[Vul|**Vu).(Vu, — Vu)o.dr — 0 lorsque n — oo. (5.4.23)
RN
Les injections de Sobolev avec ’hypothése ( f1) implique que,

[ palrde < Cualul:

On en conclut que la suite {p, } est bornée dans L (RY). De I'inégalité de Holder, on
obtient que

/ pulttn — uloed < |pnl] = 1(ttn — ) el
RN

Ce qui implique que
Jy — 0 lorsque n — oo. (5.4.24)

La suite &, est bornée dans L7 (RY) car 0 < &, < |un|? ! presque partout dans RY.

Par conséquent, on a

| (Un - U)Qe

q*-

/ Enlttn — uleds < (€] o
RN ot

Ainsi,

J5 = &n(uy — u)oedr — 0 lorsque n — oo. (5.4.25)
RN
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En combinant (5.4.21), (5.4.22), (5.4.23), (5.4.24) et (5.4.25), on obtient

lim [ (|Vu,|"*Vu, — |Vu|"2Vu).(Vu, — Vu)dr = 0.

n—oo A
£

Le Lemme 2.1.3 assure que
Vu, - Vu dans L7(A.)

d’ou
Vu, — Vu p.p.dans A..

Comme € > 0 est arbitraire, par le procédé de la suite diagonale, il existe une sous-suite
de {u,}, notée encore {u,}, telle que

Vu, = Vu pp.dans RY (5.4.26)

Cas 2:.J = & Du cas précédent, on prend o, = ¢ et A, = BQL (0) et on répéte les
mémes arguments pour avoir (5.4.26). [

Lemme 5.4.4. Supposons que le niveau critique c, donné en (5.4.1), satisfait

e (L)Y (5)"
C qr)\.

Alors, la limite faible u de la suite de Palais-Smale {u,,} est nontriviale.

Démonstration. Soit p,(x) = |u,(z)|?, ou v = max{p*, ¢}. La suite {p,} doit satisfait
I'une de deux possibilités du Lemme 4.7.1.

Si lim sup / |un|"dx = 0 pour tout 0 < R < 0o, le Lemme 2.3.1 garantit que
y+Br(0)

OO yeRN
u, — 0 dans L"(R").
Par conséquent,
(W tn) = Junl[¥ p + llunlltg = A&, tn) + on(1). (5.4.27)

: q p
Maintenant, supposons que ||u,||{ , + [|u,f , — [ lorsque n — oo. Nous supposons que
[ > 0 car dans le cas contraire, nous obtenons que ¢ = (. Ainsi, I’équation 5.4.27 nous
donne

) l

(5.4.28)
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En combinant ce fait avec 'inégalité

q*
. . * . 2 . 2 q*
S (G wn) < Jin | do < lim S (/RN |Vun!qd:v> < lim S7 (JJunlli, + lual7,)"

(%) <1 (5.4.29)

il vient que

1 1 1
I(uy) + 0,(1) = I(uy,) — ;<wn,un) > (— — ;) (Junllf g + ualt,) . (5.4.30)

Ainsi, on obtient I'estimation
N
1 1 S ¢
e> (=== (=
~\q r A

qui est une contradiction. Par conséquent, la suite de Palais-Smale {u,} satisfait le cas
(ii) du Lemme 4.7.1, c’est a dire qu’il existe « > 0, il existent R > 0 fini et une suite
{yn} C RY tels que

lim |un|"dx > a > 0.
"% Jyn+BR(0)

En choisissant u,(x) = u,(z + y,). Nous concluons que la limite faible u de la suite de
Palais-Smale est nontriviale. ]

Proposition 5.4.1. Soit {&,} C 90Uy (uy,) avec &, = ¢ dans L#=1 (RY). Alors,

¢(x) € [g(u(2)), g(u(@))] pp. dans RY.

Démonstration. Pour tous ¢, R > 0, désignons par Wy, : L7 (A) — R la fonctionnelle
suivante

\PQ,A:/G(u>dx7
A

ou A = Bg(0)\ AUJBe(llfj) et J représente I’ensemble des indices définis dans la preuve
je

du Lemme 5.4.3.
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Pour chaque ¢ € L (A), nous définissons

Y(z), €A,
0 zeRV\A

11 est clair que i) € L (RV).

Maintenant, soit u, A, §n.4, ua et &p les restrictions des fonctions w,,, &,, u et { sur
A respectivement. Pour tout ¢ € L9 (A), ona

/ bonvde = | Endde,
A RN

et
‘I’g,A(Un,A; V) = \Ifg(un, 1;)

Ainsi, nous obtenons
[ o= [ i < Wium d) = 08 s i ),
A R

1l s’ensuit que &,z € OUY , (un 2). DuLemme 5.4.3, nous avons u, x — s dans L7 (A)

et &, a — & dans L7 (A). Ainsi, par la Proposition 1.1.3, on a

fA S 8\112,/\(1@\).

Par conséquent, nous obtenons

En(@) € [g(un(2)), glua(z))] pp. = € A,

ceci implique que
§(x) € [g(u(x)), g(u(x))] pp. v € A.

Puisque ¢, R sont arbitraires, nous obtenons

§(x) € [g(u(@)), g(u())] pp. x € RY.

Le résultat principal de ce chapitre est le résultat suivant

Théoréme 5.4.1. Supposons que les hypothéses (f1) et (f2) sont satisfaits, alors il existe
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un A\, > 0 tel que pour tout A € (0, \,), le probléme (5.2.1) admet au moins une solution
faible nontriviale.

Démonstration. Par le Lemme 5.4.3, Vu,, = Vu p.p. dans RY  alors

|vun‘p_2vun — ‘VU‘p_QVU dans Lﬁ (RN),
(5.4.31)

|Vu,|"2Vu, — |Vu|?*Vu dans Lﬁ(RN).

*

Puisque les suites {p,} C L71(RY) et {&,} € L#1(RY) sont bornées, alors il existe
des sous-suites de {p, } et {{,} qui vérifient

pn — p dans Lﬁ(RN), (5.4.32)

et
¢, — & dans L7 (RY), (5.4.33)

avec ¢ € L1 (RN) et £ € L%(RN).

A partir de (5.4.31), (5.4.32) et (5.4.33), nous obtenons

/ |VulP~*Vu.Vpdx —i—/ |Vul|"*Vu.Vodr = / ppdr + )\/ Spdx, Yo € E.
RN RN RN RN
Par les Proposition 4.3.1 et 5.4.1, on a

p € [f(u(z)), f(u(z))] p.p. dans RY,

et
¢ € [g(u(2)), g(u(x))] p-p. dans RY.

On déduit que u est une solution faible du probléme (5.2.1).

Du Lemme 4.4.2 0n a
f(t) > Ciyt"* — C15 pour tout t > 0.

Par conséquent,

tP t? t"
Iy(tv) < —||v||} —|v||}, — Ci7— "dx + Cyst de = J(t
(t0) < S0l + ol = O [ Jolde+ Cust [ oo = T(eo)
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ouv € C§°(R2) avec v > 0. Donc

sup I\ (tv) < sup J(tv).
0 >0

En suite, on peut trouver A\, > 0 tel que

11 ¥
c<supl(tv) < (— - —> <§) pour tout A € (0, \,).

>0 q T A

Par Lemme 5.4.4 nous concluons que la solution faible u est nontriviale.
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette theése, nous avons abordé la problématique d’existence de solutions non-
triviales des EDP nonlinéaires a caractere non régulier. Plus précisément, nous avons
assuré 'existence de solutions faibles nontriviales pour un probléme (p, q)-Laplacien
dans RY, ou des nonlinéarités discontinues sont présentes.

Contrairement au cas régulier, la transformation des équations étudiées dans cette
thése en leur forme variationnelle représentait un défi qui a pu étre relevé moyennant
la notion du gradient généralisé de Clarke.

En substance, nous avons mis en ceuvre le théoréme du Col pour les fonctionnelles
nondifférentiables en vue que 'analyse des problemes de minimisation nécessitant I’ap-
plication de la théorie des points critiques classique n’est pas adéquate.

Une nonlinéarité discontinue sous-critique a été considérée dans le chapitre 4. Des
hypothéses sur cette nonlinéarité ont assuré 'existence d’une solution u qui est une li-
mite faible de la suite de Palais-Smale et qui n’est pas nécessairement un point critique
de la fonctionnelle d’énergie (clef. Lemme 4.5.2).

L’aspect critique de la nonlinéarité discontinue évoquée au chapitre 5 a provoqué la
perte des injections localement compactes. Le cas limite du principe de concentration-
compacité a contribué a I’assurance de la convergence presque partout du gradient de
la suite de Palais - Smale. La solution du probléme est dans ce cas une limite faible de la
suite de Palais-Smale et nous n’avons pu démontrer sa nontrivialité qu'au dessous d’un
certain seuil strictement positif.

Il serait pertinent, méme sans les avantages des explorations préliminaires, d’étu-
dier de prés le comportement de la solution au-dela du seuil. Cette approche permettrait
d’approfondir la compréhension de la relation entre les paramétres du probleme et la
solution.

En perespective, plusieurs voies s’ouvrent a la lumiére de la présente these.

Envisager I’étude de la régularité des solutions permettrait d’avoir des solutions
fortes a des problemes a multi-valeurs.
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Etendre les études a des problémes contenant des opérateurs agissant son les espaces
de Musielak- Orlicz offre des perespetives significatives permettant d’explorer des ten-
dances dans ce domaine de recherche.
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