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Résumé

Le but de cette these est d’étudier la stabilité de la solution d’'un probleme
aux limites dans un espace de Banach pour un systéme d’équations différentielles
fractionnaires non linéaires, en utilisant I'inégalité de Gronwall de type fractionnaire.

On commence par une étude de l'existence de la solution du systéme avec des
données bornées, basée sur les techniques du point fixe de Schauder.

Ensuite, nous traitons la stabilité de la solution du méme systéme par rapport
aux ordres de dérivation fractionnaire dans le cas ou les fonctions données sont
bornées. Nous donnons des conditions suffisantes, pour ce type de stabilité.

Enfin, en se basant sur le théoréme du point fixe de Schauder, nous déterminons
des conditions suffisantes pour I'existence de la solution, et nous étudions également

la stabilité dans le cas ot les fonctions données ne sont pas bornées.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, fonction de Green, le théoréme du point fixe

de Schauder, inégalité de type Gronwall.
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Abstract

Our aim in this thesis is to study the stability of the solution of a boundary
value problem in a Banach space for a system of nonlinear fractional differential
equations, using Gronwall inequality of fractional type.

We begin by the study of the existence of a solution to the system with bounded
data functions that is based on Schauder fixed -point techniques.

Then, we treat the stability of the solution of the same system with respect to
the fractional derivation orders in the case where the given functions are bounded.
We give sufficient conditions for this type of stability.

Finally, by the use of Schauder’s fixe point theorem, we determine sufficient
conditions for the existence of the solution, and we also study the stability in the

case where the given functions are unbounded.

Keywords : Fractional derivative, Green’s function, Schauder fixed-point

theorem, Gronwall-type inequality.
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Notations

e N : ensemble des nombres naturels.

e N*:=N\ {0}.

e R : ensemble des nombres réels.

e R" : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

e [ =[0,1] : intervalle fermée de R.

e [a,b] : intervalle fermée de R d’extrémités a et b.

e (' ([0,1]) : espace des fonctions continues sur [0, 1] .

e [P[a,b] : espace des fonctions mesurables de puissance p € [1,00) intégrables

sur [a, b].
e I'(.): fonction Gamma d’Euler.
e B(.,.): fonction Béta.
e Lf (t): transformation de laplace de la fonction f ().

o [2 f(t): intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville de la fonction

f(t).

e D% f(t): dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « de la fonction

f ().

e °D%f(t): dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a de la fonction f (t).
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques appliquées qui généralise
la notion de dérivation ou d’intégration usuelles (d’ordres entiers) aux ordres non
entiers. Plusieurs mathématiciens et physiciens ont étudié les opérateurs différentiels
et les systémes d’ordre fractionnaire. I’histoire du calcul fractionnaire commenca
par une question clé de Leibniz, & qui on doit I'idée de la dérivation fractionnaire. Il
introduisait le symbole de dérivation d’ordre n, % = D"y ou n est un entier positif.
C’est peut étre un jeu naif des symboles qui poussa ['Hospitale & s’interroger sur
la, possibilité d’avoir n dans Q. Il posa la question : et si n = 1/27. En 1695,
dans une lettre adressée a 1’'Hospital, Leibniz écrivait prophétiquement : « Ainsi
il s’ensuit que d>x sera égal & xv/dx : z, un paradoxe apparent dont 1’on tirera un
jour d’utiles conséquences». Sur ces questions, nous retrouvons les contributions
des grands mathématiciens tels qu'Euler ou Lagrange au XV II¢ siécle, Laplace,
Fourier, Liouville ou Riemann ainsi que Griinwald et Letnikov au X 7.X* siécle dans
la seconde moitié du méme siécle.

Plusieurs études théoriques et expérimentales montrent que certains systémes
électrochimiques, viscoélastiques et acoustiques sont régis par des équations dif-
férentielles a dérivées non-entiéres voir [8, 10, 17, 21].

Ces auteurs ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral, mais
ce n’est que lors des trois derniéres décennies que le calcul fractionnaire a connu le
plus d’intérét.

La stabilité des systémes non linéaires a dérivées d’ordres non entiers restent

encore des problémes ouverts a cause de leur nature fractionnaire et non linéaire. En



Introduction

effet, la stabilité est I'une des préoccupations majeures, aussi bien pour les chercheurs
que pour les ingénieurs.

On doit & Lyapunov la premiére méthode de I’étude de stabilité.

Notre theése s’organisera comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire
ol quelques concepts préliminaires seront introduits comme la fonction gamma, la
fonction de Mittag-Leffler et la fonction de Green qui jouent un role important dans
la théorie des équations différentielles fractionnaires.

Le deuxiéme chapitre sera basé sur deux approches, Riemann-Liouville et Caputo
et la généralisation des notions de dérivation seront ensuite considérées.

Le troisiéme chapitre de cette thése met le point sur un probléme aux limites pour
un systéme d’équations différentielles fractionnaires non linéaires avec des dérivées
fractionnaires de Riemann-Liouville. A I’aide du théoréme de point fixe de Schauder,
nous présenterons quelques résultats sur I’existence de la solution du systéme dans
un certain espace de Banach.

Ensuite, nous étudierons la stabilité du systéme, et nous proposerons des condi-
tions suffisantes pour la stabilité de la solution par rapport aux ordres de dérivation
fractionnaire, tout en supposant que les fonctions données sont bornées.

Le dernier chapitre, portera sur un systéme d’équations différentielles non linéaires,
ol nous supposerons que les fonctions données sont non bornées. Nous déterminons
des conditions optimales et suffisantes pour I’existence de la solution du systéme.

Sous ces mémes conditions nous montrons aussi que le systéme est structurelle-

ment stable en un sens qui sera bien défini.



CHAPITRE

Préliminaires

Dans ce chapitre, on va commencer par rappeler des résultats sur quelques espaces
fonctionnels et de fonctions spéciales. On donne ensuite les théorémes du point fixe

qu’on utilisera par la suite.

1.1 Espaces fonctionnels

Soit Q = [a,b]; (—o0 < a < b < +00) un intervalle borné ou non borné de R.

Définition 1.1.1 [21] Pour 1 < p < co on définit:
1. Lespace LP (), 1 < p < oo, est l'ensemble des (classes de) fonctions réelles

ou complexes sur () telle que

b
LP () = {f est mesurable : / |f ()] dt < oo}
muni de la norme
1
b P
I, = ([ 17 wra)" 1<p <o (1)
est un Banach.

2. L’espace L™ (2), p = 0o, est l'ensemble des (classes de) fonctions mesurables

bornées presque partout (p.p.) sur Q muni de la norme
I = esssup | (O] = inf (K > 05 1 (0] < K, p.psur @} (12
€

est un Banach.



1.2. Fonctions spéciales

1.2 Fonctions spéciales

Dans cette section, on va présenter deux fonctions spéciales qui sont trés utilisées
dans le calcul fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Béta.
La fonction Gamma

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle.

Définition 1.2.1 [2/ La fonction Gamma est définie par l'intégrale
+oo
I(z) = / et 71 gt Re(z) > 0 (1.3)
0

Théoréme 1.2.1 [2] La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes
1) Pour tout z € C\Z_ (ov Z_ =7Z\N), onaT'(z+1)=2T'(z2).
En particulier, pour z=n € N* on a I' (n) = (n —1)!
2) On peut représenter I' (2) par la limite,

) nln®
F<Z>:nl—1£loo(z+1)---(z+n)’Re(2)>o (1.4)

La fonction Gamma est indéfiniment dérivable sur R* et sa dérivée s’écrit

(E) = d%aogr ©) (15)

La fonction Béta
Définition 1.2.2 [2] La fonction Béta est donnée par
1
B (z,w) = / t*71(1 — )" dt,Re(2) > 0,Re (w) > 0. (1.6)
0

Remarque 1.2.1 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation
suivante
I'(z) T'(w)

B(z,w) = W,Vz,w :Re(z) > 0,Re(w) >0 (1.7)

La fonction de Mittag-Leffler
La généralisation de la fonction exponentielle & un seul paramétre a été introduite

par G.M. Mittag-Leffler [1], elle est définie comme suit:



1.2. Fonctions spéciales

Définition 1.2.3 Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E, (z) est définie par

=y P cm—{—l , (> 0) (1.8)

xk=0
et la fonction de Mittag-Leffler généralisée E, 5 (2) est définie a son tour par:

R

> z
Eop (2 :Zm (a>0,6>0) (1.9)

Exemple 1.2.1  Pour des valeurs spéciales de o et 5 on a
1) El (Z) = E171 (Z) = e?

2) ELQ (,Z) e 62771 ;s SOit, E1 2= Z F " 2)

0o oo
_ 1 K+l o 1 _
z (k+1)! T 2 6 1)
n:O =0

Théoréme 1.2.2 La fonction de Mittag-Leffler posséde les proprietés suivantes

1)Pour |z| < 1, on a

o 1
/ et B g (2t%) dt = (1.10)
0

z—1

2)Son intégrale

/ Eop (M) 1771 dt = 27 Eo g1 (A2%) (1.11)
0

3)Sa dérivée d’ordre n € N

da

T (2P Eup (A2%)) = 27" By gy (A2%) (1.12)

Lemme 1.2.1 [15] (I'inégalité Gronwall de type fractionnaire)

Soient «v,c; et o € Ry et t € ]0,1[. Supposons que ¢ : [0,7] — R est une

fonction continue telle que:

16 ()| <1+ T (a) /0 (x — )" |6 (t)| dt Nz €[0,T] (1.13)
Alors
|0 (2)] < 1 E, (c2T®) pour x € [0,T] (1.14)

La fonction de Green



1.2. Fonctions spéciales

A travers une recherche effectuée sur la formulation mathématique de la théorie
de I’électricité et du magnétisme, Georges Green (1793—1841) a été considéré comme
I'initiateur de l'introduction de la théorie du potentiel. Boulanger de métier, il
s’est initié seul aux mathématiques principalement, en lisant les travaux de Poisson.
Cela s’explique par l'originalité des approches qu’il a utilisées pour modeliser des
phénomeénes physiques.

En 1828, Green a publié un travail intitulé "An Essay on the Application of
Mathmatical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism", qui est passé
inapercu du monde des mathématiciens jusqu’a sa rédition par Lord Kelvin en 1846
dans le "Journal fut Mathematik". Nous y trouvons la formule de Green, ainsi que
la fonction de Green (Ain dénommée par Riemann) qui est devenue un des concepts
fondamentaux de la théorie des équations aux dérivées partielles.

En 1832 et 1833, Green a publié des articles sur les lois de ’équilibre des fluides,
sur les lois de 'attraction dans un espace n-dimensionnel.

Nous appelons fonction de Green en physique; ce que les mathématiciens appel-
lent aujourd’hui la solution élémentaire ou fondamentale d’une équation différentielle
linéaire.

Les fonctions de Green fournissent une méthode générale pour résoudre les équa-
tions différentielles (en particulier, le cas des équations différentielles fractionnaires)
dans des conditions aux limites appropriées. Elles sont largement utilisées en mé-
canique quantique. Nous les retrouvons dans divers domaines des mathématiques,
de la physique et de I'ingénierie. Ce ne sont que les fonctions de Green dans la défi-
nition généralisée. De 14, nous pouvons comprendre pourquoi les fonctions de Green
sont aujourd’hui trés populaires dans de nombreux domaines (I’hydrodynamique,
I’électrodynamique, I'acoustique, la mécanique et la physique des particules élémen-

taires.
Exemple 1.2.2 (Dans le cas de la fonction de Green en une dimension)

Soit ¢ : Ja,b[ — R une fonction bornée



1.2. Fonctions spéciales

On considére le probléme suivant:

(—j—;+q(m)) f@)=h(z) 0<z<l1

(

’

ar f(a)+ B, f(a)=0 (1.15)

’

Oé2f(b)‘|‘52f<b):0

ot h est une fonction donnée et a;, 8; (j = 1,2) sont des constantes données.

\

La méthode de la fonction de Green est solution du probléme aux limites, pour
chaque y € la, b] fixée.
L’équation
&+ q(@)]| Gy =o@-y)

G(a,y)=G(b,y) =0 (1.16)
[5],-, =0

qui doit étre au sens des distributions.

Définition 1.2.4 [29] La fonction de Green est une solution élémentaire du prob-
léme aux limites (1.16)

Si G est trouvée, alors f peut étre représentée sous la forme:

f(z) :/ G (z,y) h(z) dx (1.17)

Remarque 1.2.2 La fonction de Green G (x,y) satisfait les conditions suivantes :

1) G (z,y) est continue en x et y, pour z #vy
2) G(z,y) = G(y,x)
Exemple 1.2.3 Considérons le systéme:
2 f(z df (x
HD 390 4 93 = h ()

f0)=2£f(0)=0

L’équation (1.18) peut étre remplacée par:

(1.18)

2 xT T
PG _ 39660 4 3G (2,y) = b (1 — )
G(0,y) = £G(0,y) =0

10



1.3. Quelques théorémes du point fixe

En appliquant la transformée de Laplace, on obtient:

L(5G (r,9) () — 3L (dia (x, y>) () +2L(G(z.9) (5) = £z =) (s)

PG () = 20 (0,9) ~ G (0,9) 31 (r.9) ~ G (0,)] +2G (1,y) =

SHE

1, >y

oud(x—y) = alors, L(6 (x —y) (s) = +
0, z<uy
Donc,
G(,y) = ———
Y 2 (22 - 324+ 2)

Alors, la fonction de Green donnée par:

1 1
G(z,y) = [562@9) — eV + 2 Hz—-vy),z>y

ou H est la fonction de Heaviside.

la solution du probléme (1.18) s’écrit comme suit
b
fz) = / G (2,y) h(y) dy
"T1 1
= / {562(:0-@,) —e" 5} H(z—y)h(y)dy

1l est notée que la transformée de laplace d’une fonction f de la variable réelle

t € R, est donnée par

L f(s):= /000 e f(t) dt ,seC (1.19)

1.3 Quelques théorémes du point fixe

Les théorémes du point fixe sont des outils trés utils en mathématiques, essentielle-
ment dans le domaine de la résolution des équations différentielles.

Commencons par la définition d’un point fixe.

11



1.3. Quelques théorémes du point fixe

Définition 1.3.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui-méme. On ap-

pelle point fize de f tout point x € E tel que f(x) = z.

Le théoréme du point fixe de Banach
Le théoréme du point fixe de Banach donne un critére général dans les espaces
métriques complets pour garantir 1’existence et 'unicité d’un point fixe d’une fonc-

tion.

Définition 1.3.2 [7] Soit (E,d) un espace métrique. Une application f : E — E

est dite k-Lipschitzienne de constante k > 0 st

Vo,y € B, d(f (), f(y) < rd(z;9).

Définition 1.3.3 L’application k-Lipschitzienne f est dite une contraction si k €

(0,1).

Théoréme 1.3.1 (Théoréme du point fixe de Banach)
Soit (E,d) un espace métrique complet, soit F' une partie fermée de E, et soit

f : E — E une contraction. Alors [ admet un unique point fize.

Définition 1.3.4 Une partie M d’un espace métrique (E,d) est dite compacte si
toute suite {x,} de M admet une sous-suite convergente vers une limite appartenant
a M.

M est relativement compacte si toute suite de M admet une sous-suite conver-

gente vers une limite appartenant o E (i.e. si la fermeture de M est compacte)

Théoréme 1.3.2 (Théoréme Ascoli-Arzela)
Soit A C C (J,E), A est relativement compacte (i.e. A est compacte) si et
seulement si :

i) L’ensemble A est uniformément borné i.e:
AR > 0 tel que |f (t)] < R pour toutt e J, et f € A

et

12



1.3. Quelques théorémes du point fixe

ii) L’ensemble A est équicontinue i.e:

Ve > 0,30 > 0 telque |ty —ta| <6 = |f (t1) — f (t2)| <€
pour tout t1,ta € J et f € A

Le théoréme du point fixe de Schauder
Le théoréeme de point fixe de Schauder de nature topologique a affirmé qu’une
application complétement continue sur un convexe compact admet un point fixe qui

n’est pas nécessairement unique.

Théoréme 1.3.3 [7] (Théoréme du point fize de Schauder)
Soit E un espace de Banach, U un convezre fermé borné de E et A: U — U un

opérateur continu et compact, alors A admet au moins un point fixe dans U.

13



CHAPITRE

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques définitions sur les intégrales et les

dérivées fractionnaires.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative a la définition de I'intégrale fractionnaire
s’appuie sur la formule de Cauchy pour le calcul de 'intégrale répétée n fois qui est

donnée par

t1 t1 tn—1
I"f(t) = / dtl/ dtQ.../ f(tn) dtn
a X at a

= m/ (t—s)""" f(s) dsont>aetneN

Définition 2.1.1 L’intégrale fractionnaire a gouche au sens de Riemann-Liouville

d’ordre o € R d’une fonction f : [a,b] — R est définie par

1o f(t) = /t “”;a(:) T 4o a<t<b (2.1)

Exemple 2.1.1  Soit f (t) = (t —a)® ou > —1. Alors

I (6 + 1) (t . a)oé-‘rﬁ

Ta+A+D) 22

I3 f(t) =
En effet,

IO =g [ =9 s

14



2.1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

En effectuant le changement de variable s —q = T (t—a),0<7<1eten utilisant

la fonction Béta, on obtient

o) = ﬁ/o t—a—r(t—a) 7 (t—a)’ dr

1 -
= T (t—a)"*" B(a,B+1)
_ 1 (t_a)oc—‘rﬂ F(@)F(/B)
I () I'a+p8+1)
donc
« _ F(ﬁ—{_l) _aa-i-ﬁ
Ia f(t)_F(OZ—I—B—f-]_) (t )

Théoréme 2.1.1 [21] Si f € L' [a,b] et @ > 0, alors I f(x) existe pour presque
tout x € [a,b] et on a

I f e L'a,b]

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posseéde la propriété de semi-

groupe suivante:
Théoréme 2.1.2 [21], [10] Soit a, 3 > 0, alors, pour toute f € L' [a,b], on a
LI f () = 150 f (8) = 105 £ (1) (2.3)
pour presque tout t € [a, b].
Preuve. Soit f € L' [a,b], on a
1218 f () = _ / t (t—s)"" / S (s — 1) f (1) drds
['(a) T'(8) Ja a

En utilisant le théoréme de Fubini, on trouve:

ah x:—l t T t —8)* (s — 1) Ldsdr
@) = g [ S0 [ = = s

15



2.2. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

En effectuant le changement de variable s — 7 = z (¢t — 7) , on obtient

orf f(x) = _ t T — )ethl 1 — ) e dzdr
RIS = sy | S0 6= [ eyt

1

= — ’ T — ety
- F®+5Llf<>@ je1g

= I3 f ()

presque partout sur [a,b]. m

2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

Définition 2.2.1 Pour o € R et n € N* telsque n—1< «a <n , la dérivée frac-
tionnaire & gouche au sens de Riemann-Liouville d’ordre o d’une fonction f :
[a,b] — R est définie par

A= )
dtr J, I'n—a)

De f(t) =D "I f(t) = ds (2.4)

Exemple 2.2.1 En général, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au
sens de Riemann-Liouville est ni nulle ni constante. A titre d’exemple, si o > 0 est
non entier, alors pour tout K € R

o K(t—a)
I

Considérons la fonction f (t) = (t — a)” avec B > —1. Alors on a

rpg+1)
(B+n—a+1)

Dy f) =D f(t) = D" (t = a)" "
Il s’ensuit que si (o — ) € {1,2,...,n}, alors
Dy f(t)=0, (a—v)e{l,2,...,n}
Par ailleurs si (a« — 5) ¢ N, on a

Dy )= O

FG1iza) (t —a)’™ (2.6)
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2.2. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Théoréme 2.2.1 [21] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires
de Riemann-Liouville existent, pour tout X et u € R, alors DS (A f+ v g) existe, et

on a:

Dg (Af (t) + g (b)) = ADg f () + 1 Dgg (¢) (2.7)

Remarque 2.2.1 [26] Soit f € C'(0,1) N L(0,1) la dérivée fractionnaire est :

I°Def () = f (t) — zn: Cy t°F O R, n=[a] +1 (2.8)

k=1

Lemme 2.2.1 [21] Soient a > 0 et f € L' [a,b] , alors I’égalité
DIg f(t) = f () (2.9)
est vraie pour presque tout t € [a,b].
Preuve. On utilise (2,4) pour trouver
DRIS f(t) = DI 0g f(t) = D1y f(t) = f(t)
n

Théoréme 2.2.2 [21] Soient a, § > 0 tel quen —1 < a<n,m—-1<<m
(n, m € N*), alors on a:

1) Sia> 3 >0, alors pour tout f € L' [a,b] I’égalité
DI f) () =177 f (1) (2.10)

est presque partout sur [a,b].

2) Si 3> a>0, et sila dérivée fractionnaire DP=% f existe, alors on a
Dy (I3 f)(x) =D f («) (2.11)

pour presque tout t € [a, b].
3) Pour a > 0, k € N*, si les dérivées fractionnaires DS f et D5 f existent,

alors:

D™ (Dg f(t)) =D f (1) (2.12)
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2.2. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

pour tout t € [a,b]

4) S’il existe une fonction ¢ € L' [a,b] telle que f = I%p, alors
12Dg f(t)=[(t) (2.13)

Preuve. En utilisant (2.3) et (2,4), on obtient pour n > m

1)

D7 (g3 f) (&) = D™ L7 (I3 f) («)
= D" (L7 f) (x)
= D" (I27F f) ()
= 1377 f(2)
presque pour tout t € [a, b]
2) DJ(Ig f)(t) = DI =P (Ig f) (t) = D™= f (t) = DF~* f (1)
existe pour ¢ € [a, b].

3) on a

D*[Dg f ()] = D"D"I;~f (1)
= prinpretses £ (p)
_ Dn+n[;+n—(a+n)f(t>
= D;f(t)

4)D’apres (2,9), on peut écrire

LDy f @) =I5 Dg IT ¢ () = 15 (¢ (1) = [ (1)

Lemme 2.2.2 (Fonction de Green dans le cas fractionnaire)

Soit f:[0,1] =R et 1 < o <2, alors la solution du probléme

Dru(t)y=f(t), 0<t<l1
u(0)=u(l)=0

(2.14)
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2.2. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

s’écrit comme équation a l’équation intégrale

u(t):/0 G1(t,s) f(s)ds

ol
a—1 a—1
(t—s) 1:([(2()173)] ) s<t
Gy (t,s) = (2.13)
SUEIENY

Preuve. En utilisant (2.1) et (2.8), on obtient

°Du(t) = I°f(t)
If(t) = u(t) —cit™ !t —copt®?
u(t) = I°f(t) + it + cot® 2

_ tﬂssca—lca—z
—/0 I (a) f(s)ds+ eyt + cof

En tenant compte des conditions aux limites, on aura

02:0

1 _3 a—1
c1 = —fo (11"()04) f(S) dS

et la solution s’écrit :

u(t) = /O%f(s)ds—/o %f(s)ds

(- )
—/t (o) f(s)ds
= /0 G1(t,s) f(s)ds

ou G (.,.) est la fonction de Green donnée par (2.13). =

19



2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Ici, nous donnons une définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire

de Caputo.

Définition 2.3.1 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € Rt pour une

fonction f est donnée par :

t— S)n—a—l

DX f(t) =IO (1) = / ( Tl o) fM(s)ds , t>a (2.15)

oun = [a] + 1 (avec [a] désignant la partie entiére de ) .

Exemple 2.3.1 Soit o > 0 telque(n —1 < a<n)et f(t) = (t — a)ﬁ (ou 5> —1),
on trouve:

sife€{1,2,3,....mn—1}, alors D% f (t) =0

et si 8 >mn—1, alors “Df (t) = Fféf}:ﬂ) (t—a)’™"

En utilisant le changement de variables: s —a = 7(t —a)(ou 0 <7 < 1), on

aura

DIf(t) = Lf () =pL 0 (t-a)"

= —B t —8) % (s—a)tds
‘m—a)/a“ ) (s — @)’ d

= F(lL—a) (t — a)aJrﬁ/O (1 - 1) dr

1 —a+
— m(t—a) "B(B,1—a)

D) = oy -

Corollaire 2.3.1 La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante non

nulle est nulle.

La relation entre la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée frac-

tionnaire de Caputo sur l'intervalle [a, b] est donnée par le théoréme suivant:
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2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

Théoréme 2.3.1 [21] Soient a > 0, n = [a] + 1, si f posséde (n — 1) dérivées en

a et st DY f existe, alors:

< f® (q
DS f(t) = DS [f(t)— f ”(t—a)“] (2.16)

pour presque tout t € [a,b].

Preuve. D’aprés (2,4), on a

n—1 () a
= D [f -3 a)“]
_dn =) — /@ (a) .
= %/am[f(s)—ﬁo I (s—a)]ds
En utilisant I'intégration par parties, on obtient:
1) (g
e [f - a)ﬁ]
bt —s)" ! o f® (a)
[ [ - S0 ] s
— 1 = f(ﬁ) (CL) K n—o -
N _F(n—a+1) <f()_l{:0 K! (s—a))(t—s) L:a
1 t _— — f* (a) .
F(n—a+1)/a(t_ ) [Df(s)—DKO o (s—a)]ds
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2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

de la méme facon pour n fois, alors:

Iy~ | f () =

= e () -

O Ak IR

L k=0 rl i
n—1 -
Or Z ! Z!(“) (t —a)" est un polynome de dégré n — 1, alors
k=0
/@ (a)
e |50 - | =1 enns
k=0 ’
Donc
e
Ds [f n-S LW a)“] - DD £
K!
k=0

= Dt f ()

= “Dg (1)

Pour presque tout ¢ € [a,b]. =
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CHAPITRE
3 Systéme d’équations
différentielles
fractionnaires
non-linéaires (avec des

données bornées)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va considérer un systéme d’équations différentielles faction-

naires non linéaires donné par:

[ Dou(t) = f(to(t), DM (1), 0<t<l
DPu(t) =g (t,u(t),Du(t), 0<t<l (3 Do)

u(0)=u(l)=v(1)=0v(0)=0

ou

el< a,f<2,a—v>1l, f—pu>1, v,u>0,
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3.1. Introduction

o D® (respectivement DB) est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d’ordre « (respectivement [3) .

e f,g:[0,1] x R x R — R sont deux fonctions données continues.

on consideére 'espace X x Y = {(u,v) : (u,v) € (C[0, 1])? }

muni de la norme:

(s )y = max {lull s [[olly },

pour

lully = mae u (1) + max | D (1)
= D*
lolly = maxo (6] + max | Do (1)

ol (X x Y, [|(u,v)] xyy) €st un espace de Banach.

Commencons tout d’abord par le résultat suivant:

Lemme 3.1.1 Si f, g: I x R xR — R sont continues, (u,v) € X x Y est une
solution du systéme (3.1),, st et seulement si (u,v) € X x Y est une solution du

systeme suivant:

w(t) = [} Gy (t,s) f(s,v(s), Do (s)) ds

(3.2)
v(t) = [y G2(t,8)g(s,u(s), D"u(s))ds
ou:
t—s)7i T _[t(1—s)]7i L
ORI SN
BT

1"(0-1) ) —

telle que, pouri=1,2, 01 =« et 09 = 5.
Définition 3.1.1 Soit l'opérateur T : X x Y — X x Y défini par:

T(w0) () :(/0 Gy (1) f (5,0 (), D"v (s)) ds : /0GQ(t,s)g(s,u(s),D”u(s))ds)
= (T (t),Tou(t)) (3-4)
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3.2. Existence de la solution

3.2 Existence de la solution

Pour montrer I'existence des solutions en utilisant la fonction de Green correspon-

dante et le théoréme du point fixe de Schauder, on a le théoréme suivant:

Théoréme 3.2.1 [24] Soit f, g: I x R x R — R deux fonctions continues,
et supposons qu’il existe deux fonctions non-négatives a (t), b(t) € L]a,b] telles
que:
|f (X Y) <alt)+ e[ X[ +eY]?,
(H)
g (£, X, V)| <0 (1) + di | X[" + do [Y]™
o, pour i = 1,2, ¢;;d; > 0, et 0 < p;,q; < 1.Alors le systéme (3.1)(a3) admet une

solution.
Proposition 3.2.1 Si l’hypothése (H) est vérifiée et si

M =max|f (t,v(t),D"v (t))| < o0, N = ntlealx|g (t,u(t),D"u(t))] <oco (3.5)

tel

Alors, le systéme (3.1) (4,5 admet une solution.

Preuve. Considérons 'opérateur 7' donné par (3.4)

et soit

U={(u,v): (u,v) € X XY, |(u,v)]| <R}

ou R est la constante définie par:
R > max {3K, 3L, (34c1) T , (3Ac,) T2 , (3Bdy) T (3Bd2)ﬁ}

Il est clair que U est un convexe fermé et borné.

On va montrer que 7 : / — [U est compact, et pour ce faire, il suffit de dé-
montrer qu’elle est relativement compacte.

En effet:

(1) Montrons que T (U) est bornée < si (u,v) € U alors, T (u,v) € U
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3.2. Existence de la solution

Soit

T ()] = Achw@f@wwLD%@»w

< A|@U£NUSWQ%D%@DMS

d’apres (H), on peut écrire:

T < [ 1696+ alo G + e D ()P
< / |G (t,5) a(s)|ds + (c1 RP* + coRP?) / |G1 (L, s)|ds
t a—1 1 a—1
(t—s) _1/ (1—>s)
= G (t,s)a(s)|ds + (c1 RP* + coRP? /—ds—ta ds
[ 1o sawia ){0 o) y T
= / |G (t,5) a(s)|ds + (c1 RP* + coRP?) A
- 1 ' 2 Ta+1) T(a+1)
= / |G1 (t,s)a(s)|ds+ (c; RP* + o RP?) NEE (t* =71
1
T (t)] < / |G1 (t,s)a(s)|ds+ (c1 R + coRP?) NCES)
et
1
|\D"Tiv (t)] = D”/ G1(t,s) f (s,v(s),D'v(s))ds
0

= |D"I°f (t,v(t), D (t)) — D"t* "I f (t,v (), D*v (1))

{tZI}

D’apres (2.4), (2.10), (H) et le fait que (0 < (1 —s)” < 1), on trouve

I'(a)

| DTy ()] = {17 f (&, v (t) , D" (1)) — I'(a—v)

Y f (v (t), DR (1)),
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3.2. Existence de la solution

1
I'(a—v)

L(a) [1(1—s)"" by (5))] ds
Faow e Ve DO

DT (1) < /O(t—S)‘”llf(sw(S),D“v(S))\dS

1
I'(la—v)

IN

t
/ (t —s)*" " (a(s) + c1 R + coRP?) ds
0

1

+F(oz—y)

1
/ (1) (a(s) + LB + csB?) ds
0

- {t“"’ Mu — )" a(s)ds + (c, RY +C2Rp2)/0t(1 - s)o"’lds}

+ /01 (1—s)*Ya(s)ds + (c.R” + c,R™) /01 (1—s)*? ds}

T (al— V) { /01 (1= a(s) 1+ (1~ 5)ds

IA

(LR + e 7 /O 1 L (1— ) ds}

- (az_ ” {/01 (1—5)*"""a(s)ds+ (c1 R + cyRP?) /01 (1—s)*""" ds}

IN

- - (QQ_ S {/01 (1= 5)""  a(s)ds + (R + ) ! V}

2 ! a—v—1 2 (ClRpl + CQsz)
= F(a—y)/o (1—2s) a(s)ds+ Mla—v+1)
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3.2. Existence de la solution

Alors,
|Tw| = rrtléa[X|Tlv(t)|+maX|D”Tlv(t)|
1
D1 p2y _ ~
< Iltléa]X(/ ’Gl tS |d$+(ClR "—CQR )F(a+1>>
o 2 (c1RP + ¢y R”2)
1— a—v—1 d
+I?5X(F(a—y)/o< 2 als)ds+ 'a—v+1) )
2 ! 1
= max Gy (t,s)a(s)|ds + / 1—35)""""a(s)ds
[1Gea@nass 2 a9t
+ (¢  RP* 4+ o R™) 1 + 2
Fa+1) T(a—v+1)
On pose:
A_F(a—l/—{—l)—l—QF(a—i—l)
T+l (a—v+1)
et
M = /]G (t,s)a(s)|ds + =——— 2 /1(1— ) a(s)d
= max 1(t, 8) s o=/, s a(s)ds
Ainsi,

||T1U|| S K+ (ClRpl + CQRPQ) A S R

1

< max{gK (34c) T |, (3Acy) T } <R

De la méme maniére, on démontre que:

| Tyull < max {3L, (3Bd) ™5 , (3Bdy) ™% | < R

ou:
p_ DB-p+D+20r(B11)
FE+1)r@E-—p+1)
et )
L= max/ |Go (t,8)b(s)| ds + (52 M)/ (1—5)"""b(s)ds
On choisi,

R > max {3K, 3L, (3Acl)1—lp1 (31402)1 pz , (3Bd1)1 q1 , (3Bd2)ﬁ}
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3.2. Existence de la solution

ce qui implique que:

Donc T (u,v) € U.

HT (uav)HXxY S R

(7i) Montrons maintenant que:

T (U) est équicontinue < Ve > 0,0 (¢) > 0, |7 —t| < 0 = |T (u,v) (1) = T (u,v) (t)] <€

Soit t,7 € I, tels que t < 7 :

T (1) = Toe ()] =

IN

IN

/0 Gy (7,8) — Gy (t,s)] f (s,v(s), D v (s))ds

/0 G (7,8) = Gy (L, 9)[|f (5,0 (s), Do (s))| ds

t T
M/ |G1(7,8) — Gy (t,s)|ds+/ |G1(7,s) — Gy (t,9)|ds
0 ¢

+/T1 |G1(1,8) — Gy (t, )| ds]

M

['(«)

IN

Vot (T=8)* = (t—s) "+ (1 —9)* =t (1 —5)")

- /tT (r=8)* o (1 =8 =t (1 - s)afl) ds

+ /Tl G () e Al S Ry ds}

M [ /t a1 /T a—1 /1 a-1( _a-1 —1
= — | = t—s ds + T—38 ds + 1—s TN — Y ) ds
t | LY ) (7o) =9 )
M [ t* ™ 1
< - o _ _ Oé*]._taf].
- I'(a) a+a+a(T )]
M
— o _ o a—1 ta—l
Tlat1) (7' + 7 )
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3.2. Existence de la solution

et

|D"Thv (1) — D"Thv (t)|

IA

IA

['(a)
I'a—v)

1270 f (r,0(r), Do (1)) — TV f (v (1), DM ()],

' (a)

_]a*"f(t,v(t),D“U(t»‘FF<a_y)

t I f(t o (t), DR (1)),

‘ﬁ/{) (1—8)""" f(s,0(s), D0 (s)) ds

1

r(a_y)/o (t=9)"" f(s,v(s), D" (s)) ds

['(«)
['(a—v)

et ooty [ o o)D)
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3.3. Stabilité du systéme

DT () = DT )] < s | [ (@ e s [

['(a—v
M —v—1 —v—1
- a—v _ tOé v
+aI‘ (a—v) (7 )
M 1
- a-v. _ qa-v a—v—1 tafl/fl
F(a—y—l—l)(T )+aF(a—u)(T )
De la méme maniére, on démontre que,
Tyu(r) = Tou (t)] €~ (751 — 31 4 18 _ )
= T+
N N
D*Tou (1) — DPTou(t)| < ——— (PP Py (7Pl Pl
DT (r) = DT ()] < g )+ 5= )

Alors:
[Ty (1) — Tyo (t)|+|Tou (1) — Tou () |[4+| D" Tiv (1) — DY Tio (t)|+|D*Tou (1) — D*Thu ()| < €

Ce qui montre que T est équicontinue.
On conclut d’apres le théoréeme de Schauder que 'opérateur 7" admet au moins

un point fixe qui est une solution du systéme (3.1)( 5 ®

a,

3.3 Stabilité du systéme

Dans cette section, nous allons étudier la stabilité de la solution du systéme (3.1)(a 5)

considéré.

Définition 3.3.1 On dit que le systéme (3.1)(q,) est stable (par rapport aux ordres

de dérivées) si et seulement si:
Ve>0, 3K >0, |a—a|+|3—B| <K
=
lu—Ta|+ v —T7| <e

ot (u,v) et (u,v) sont les solution de (3.1), 5 €t (3.1)( 3) respectivement.

a’
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3.3. Stabilité du systéme

Théoréme 3.3.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées

(H1) f et gsont deux fonctions continues dans [0,1] x R x R et il existe Ky, K, Ly et L, des

constantes positives telles que

|f(t7$1;yl>_f(t>$2792>‘ S Kf|$1—.7)2|+[/f|y1—y2|

‘g (taxlayl) ) (t7x2ay2)‘ < Kg ’331 - :C2| + Lg |y1 - y2’

(H,) A::HMXUQgﬂﬁK@Lanx{¢mwww@m}<]

N _ 1 1 _ 1 1
ou ¢(a,V) — T(a+1) + T(a—+1)’ w(,&u) — T(B+1) + T(B—p+1)

(H3) a<B,pveta—v<fB—pn

Alors, le systéme (3.1) (a,) €St stable.

Preuve. Le lemme (1.2.1) implique que,

u(t)—u(t) = /o G1(t,s) f(s,v(s),D'v(s))ds — /0 G (t,s) f (s,0(s), D" (s))ds

= /o G (t,s) f(s,v(s),D"v(s))ds — / G1(t,s) f (s, (s),D"*v(s))ds

0

+/0 G1(t,s) f(s,0(s),D'v(s))ds — /0 G (t,s) f(s,0(s),D'v(s))ds
_ / Gy (£,3)[f (5.0 (), Do (3)) — [ (5,7 (s) , D" (5))] ds

+ / Gy (t,8) = Gy (s,1)] f (5,0 (s), DT (s)) ds
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3.3. Stabilité du systéme

D’apreés (2,14), on peut écrire:

w(t)—a(t) = A( o) [( v(s) . Do (s)) — f (5,7 () D5 (s))] ds

[ (a)
PE(—s) , B -
/0 il a) (s,v(s), D"v (s)) — f (5,7 (s), D"T (s))] ds
- t—s)afl . .
+/o I (@) ]f<”(5>7Dv(s>>d
/ [t (1-135)) t(l—(;;)allf(si(s) D"5 (s)) ds

Il vient

w10 = [Tl (9,00 () - £ (5.7 (5), DT ()] ds

I' () I' (@)
= L1+ 1
= t(t ) s,v (s # Ho S
h= [ 1 (09, D0 (s) = £ (5,7 (9. DT (s)
1 (t(1 ) - Hu(s)) — ) S
[ 1 00 D0 (9) = (T () DT ()] d
et
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3.3. Stabilité du systéme

D’apres (Hy) , on trouve que:

ft—s)! T 1 H
I < /0W(Kﬂv(s)—v(sﬂ—i—LﬂDv(s)—Dv(s)Dds

Lt (1 - s)™! _ . .
/0 Ry Ko 9) =)+ Ly DR () = DY (s)) s

Et en utilisant (3.5), on déduit que

t 1
IQSM / d8+/
0 0

En vertu du théoreme de la moyenne, on obtient, pour tout 1 < o, & < 2

(t—s)*" (t—s5)""

I'(«) I'(a

(tL—s)"" (A9
I (e) (@)

(@) (s) = @ (@) (s)ll = sup [[&(e) ()]l -|or =] (3-8)
| _ta-s)
v (@) (s) (o)
En posant x = t(1 — s), elle s’écrit:
o)) = Fis

Si on fixe > 0,on aura:

22T (a)Inz — 1 () T (o) 2971

b)) = o
2% ne ¢(e)a!
I'(a) I' ()
: (0= )™ (1= 5)  (a) (£(1—5)"!
¢(a)(s) = o) _ L
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3.3. Stabilité du systéme

donc
[ () (), = i 4 () (s)| ds
_ /1 (t(l 8))a_1]n(t(1—8)) @D(Oé) (t(l_s))a—l .
0 F(Oz) T Oz)
N =9) " (1~ s)) He (@ Ea—s)!
= /0 I (a) ds + /0 o) ds
[ e T (=) @)
- /0 (o) d +/0 e d
= ki+ko
| M=) T (1= s)
= /0 I'(«) ds
et

[e@ea-9r
e .

Ensuite, en intégrant k, par parties, on trouve

= _/1 (t(l—s))a_lln(t(l—s))ds

I' ()

= —{—M%ln(t(l—s))] —I—/ (t(1 —as)) ds
e
= lfflw (1—s)In(t(1—s))— ta;lnt + t;l
_ O_to‘_llnt t‘”“;

t* 't !
- T a + a2

et X ;
b= (o) [ (=) s = i)
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3.3. Stabilité du systéme

Donc

O e

< ¢

ouf<t<letl<a<?2
L’inégalité (3.8) devient :

L A e

< o la—1a

De méme, si on pose y = £, il s’ensuit que:

t t
J =,
0 0

(t—s)*" (t—s5)""

I' () I'(a

alors ) L
[eezar _ea—ar, g
0 ['(a) I'(a)
D’ou
L<MA{ci+ce}|la—al=Kl|a—7aq|
Par suite,

lu(t) —u(t)] < K|a—@|+/0 (t;(so);_ (Kylv(s)—v(s)|+ Lg|D" v (s) — D' (s)]) ds

(- )t ] v (s)— DFD
_|_/0 W(Kﬂv(s)—v(sﬂﬁ—LHD v (s) — D" (s)])ds

Considérons maintenant
D'u(t) = D"(I*f(t,v(t), D"v (t)) =t f(t,0(t), D"v (1)),
= I[*7Vf(t,v(t), D" () = I* f (t,v (t), Do (t))],_, D"t

- tw s.v(s Ly (s)) ds
= | S ) D) d

—tovl 1(1_3)0*1 s,v (s Hu(s)) ds
et [ e @) D () d
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3.3. Stabilité du systéme

Dru(t) — /0 %f(s,v(s),D“v(s))ds

[P =)t O £ (s v (s). D () ds
/0 T (o —v) (1—5)"f(s,v(s),D"v(s))d

Donc:

puy - - | %(ﬂs,v(s)ﬂ“v(s))—f(sﬂ(s),D’“‘@(s)))ds

0

+/
0

. {/ L) (1= 5 (£ (5,0 (5). DP (3)) — £ (,7() . D5 () ds

T (a—v)
+/01

D’aprés les hypotheses (H1), (3.5) et le fait que 0 < (1 — 5)” < 1 , on aura:

(t . S)afufl B (t . S)a—u—l
I'a—v) I'a—v)

] f(s,v(s),D"v(s))ds

) N (A ()

Fa-v)  Tla-v ]“‘SV“WS%D”ws))dS}

Duy - 0awl < [T (17 (0 (), DR s) — £ (5,7(5). D () s

o I'(a—v)

+/

[ (17 (0 (9) D)~ 79, DT () s

T (a—v)
+/01

Kla-al+ [ %U(s,v(s)ﬂ“v(s))—f(sﬂ(s),D“v(s))\ds

(t . S)afufl (t . 8)571171

Tla-v) ~ Tla-w |76, Dl)lds

) N )

T (o — v) T (@- 1) If (5,3 (s), Do (s))| ds

[D"u(t) = D" (t)]

IN

L1 - S))aiyil I _ 0l Ho (s S
+/o Fla gy M (50 (), D0 (3)) = f (5,7 (5), DT ()] d
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3.3. Stabilité du systéme

Du(t) — DYa ()| < K|a—a\+/ (t=s)" "

| Tia—p) Kl =)+ LD (s) = D5 (s)]) ds

L s . " -
+/0 Fla sy UK 0() =T )]+ L (D0 5) = D () ds

De la méme maniére, on peut trouver:

ft—s)!
L)

() v ()] < L\ﬁ—BH/O (Kylu(s) = (s)[ + Ly [D"u(s) — D'u(s)]) ds

P —s)! - r g
+/O W(KMU(S)—MS)HLHD u(s) — D"u(s)|) ds

et

. t(t_s)ﬁ—u—l _ _
[D*v (t) — Do (t)] < L\ﬁ—ﬁH/ (K u(s) = u(s)| + Ly |[D*u(s) — D*u(s)]) ds

o T'(B—n)

(1 )t . () — D
_|_/0 NG (Kylu(s) = (s)| 4+ Ly |D"u(s) — D"u(s)|) ds

Enfin, d’aprés (Hz) et (H3) on trouve:
max {|u (t) —u(t)| + |[D"u(t) — D"u(t)|} < K |a — @

i CIE ) N A ) . ko (s) — D
+/0 ( Ta) + Mo — 1) )maX(Kf,Lf)max(|v(s)—U(3)|+|D v (s) — D5 (s)]) ds

=)t (t—s) " = m — D" ()] ds
+/0< T (a) + T (a—v) )maX(Kijf)(lv(S) o (s)| + |[D*v (s) — D" (s)|) d

et
max {[v (t) — 7 (t)| + |Dv (t) — D5 ()|} < L|8 — B

L =) ) . vu(s) - D'
+/o< T TG-n )max(Kg’Lg)maX”“(S)‘“<8>‘+‘DU<8> D" (s)) ds

! (t—S)B_l (t—s)ﬁ_“_1 _ ) o
+/< ORI )max(KQ’Lg)(‘““) w(s)|+ D" (s) = D (5)) ds

donc:

max {|u (t) — @ (t)| + |D"u (t) — Du (t)|}+max {|v (t) — v (t)| + |D"v (t) — D"V (¢)|} < K |a — @
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3.3. Stabilité du systéme

+L}5—B|+/O <<t;(2‘;_ + (tF—(as)j_:)_ )max(Kf,Lf,Kg,Lg)(]U(s)—ﬂ(s)]

+[D"0 (s) = D' (s)[ + [u(s) —w(s)| + |[D"u(s) — D*u(s)]) ds

ta_l ta—u—l ~ . -
" <F(a+ D " Tla-v+ 1)) max (K, L) max ([v (s) = v (s)| + [D"v (s) — D"V (s)])

L i K, L u DY D'u
+<F(ﬁ+1)+F(ﬁ—M+1))maX( g Lg) max (Ju (s) —u(s)| + |D"u (s) — D"u(s)|)

En prenant Ag ; = max (K;, Ly, K,, L,) , on obtient:

max {|u (t) — @ (t)| + |D"u (t) — Du (t)|}+max {|v (t) — v (t)| + |D"v (t) — D"V (t)|} < K |a — @

I'(«a) I'(a—v)
+lu(s) —u(s)| + [D'u(s) — D"u(s)]) ds

+L\@—B\+AK,L/O (“‘3) I Gl A ) (0 (s) 5 ()] + | D"v (s) — D5 (s)|

+A {max (v (s) = v (s)| + [D"v (s) — D" (s)]) + max (|u (s) = u (s)| + [D"u(s) — D"u(s)[)}

Alors:

(1 = A){max (fv () = v ()| + |[Dv (t) = Do (t)]) + max (ju (t) —w (@)] + [D"u (t) — D" (8)])}

)t (=)t

SK|@—O¢HL‘B—B}+AK,L/O ((t;(@ + T lo =) )(|U(s)—@(5)|+|D“v(s)—D”E(s)|

+|u(s) —u(s)| + |D*u(s) — D'u(s)])ds

SO < max(jo(t) — ()] + (D (t) — DT (B]) + max (fu (6) — 7 ()] + [ D" (t) - D7 (D)
Kla—a|l L|8-5| N A D N ) =
= -3 Ta-a *(1—A>/o( T Tla-v) ><'”(S> o)

+[DM v (s) = D"V ()] + [u(s) —u (s)| + [D'u(s) — D'u(s)|) ds

Donc:

0 (@) <

Klo—al  L|B-B|  2Ags /t(t—s)a_”_1|5(s)|d8
0

1-4A) " (1-A) (1-4A)), T(a-v)

si on pose:

o K L £\ — 2Ak 1,
€ 1= max T ANT-A et A =
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3.3. Stabilité du systéme

on trouve que:
§(t)<c(la—al+|8-B|) +A/O

ce qui implique que:
0<6(t) <c(la—al+|8-7]) Bar (V) <e.

Donc, d’aprés la définition 3.3.1, le systéme (3.1) (a,5) €St stable. m
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CHAPITRE
Systéme d’équations
différentielles
fractionnaires

non-linéaires (avec des

données non bornées)

4.1 Introduction

Dans cette section, on va mettre des conditions suffisantes pour 'existence et la
stabilité du systéme d’équations différentielles fractionnaires non-linéaires.
Ce systéme avec des données bornées a été déja traité par X. Su dans [24]. Notre

but est de considérer le méme systéme avec des données non bornées.

4.2 Existence de la solution

Pour montrer 'existence des solutions en utilisant le théoréme du point fixe de

Schauder, on a le théoréme suivant:
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4.2. Existence de la solution

Théoréme 4.2.1 Soient f, g : [0,1] X R x R — R deux fonctions continues, sup-

posons que les hypothéses sont satisfaites,
(Hy) Nl existe a(t), b(t) : [a,b] — R telles que:

[f @&z, y)l < a(t) (o] + Jyl)

lg (8,2, 9)| < () (2] + |y)

(H,) Ils existent deux constantes positives m et n telles que:

Q=

1 % 1 _
( / Uy (s,a,w(”)qaq(s)ds) < m, ( / %(s,ﬁ,u)“”%%s)ds) <n
0 0

N _s a—v—1 s B—p—1 _
ou ¢1(37aa’/>:%7¢2(5757M):%et%ﬁr>1
(H3) max (ca + 2mca), ¢ + 2nc(57u)) <1

] o= maxie [V Gy (t,8)| a(t) ds, cp = maxses [y |Ga (¢, )| b (t) ds

_ 1 _ 1
Clow) = Tlamrn)y @ CBm = TE=mny

Alors, le systéme (3.1), 5 admet une solution.

Preuve. Considérons 'opérateur 7' donné par (3.4)
et soit:

U= {(u,0)\(v,v) € X <Y, [ (1,0) | yrry < R}

ou >0

On va montrer que 7T : [/ — [U est compact, et pour ce faire il suffit de démontrer
qu’il est relativement compact. en effet,

i) Montrons que 7' (U) est borné

Soit (u,v) € U

T ()] = / Gy (t,5) f (5.0 (), D0 (s)) ds

< /0|G1<t,s>||f<s,v<s>,D“v<s>>|ds
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4.2. Existence de la solution

D’apres (Hy), on peut écrire:
1
Ty ()] < / G (t, )] a(s) (Jv(s)| + D" (s)]) ds
0
1
< / |G1 (L, 8)|a(s) <max |v (s)| + max | D*v (s)\) ds
0 sel sel
1
<k [ [6i(t9)la(s)ds
0
et

|D"Thv (t)] = D”/O G1(t,s) f(s,v(s),D*v (s))ds

= ‘D”Iaf (t,v(t), D" (t)) — D"t (f (t,v (t), D*v (@))t:l‘

D’apres (2.3), (2.9), (H;) et le fait que (0 < (1 —s)” < 1), on trouve

[(a)

| D" Ty (8)] = |17 f (&, v (t), DM (1)) — I'(a—v)

Y (f (8o (E), DM (1)),

= tw s,v (s kv (s))ds
- || St ) D)

a-v-l 1—(1_8)0171 s,v(s v (s)) ds
—rrt [ s (9). D () d

43



4.2. Existence de la solution

En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

/0 by (5, 0,v) a(s) ds < / (61 (5, 0,0)) (@ (1,5, 00, 0))' " a(s) ds

<( (o (sron v))”’); (/ (W (5, 0,0) M a1 s) ds)é
<o ([ s ds)'l’

Si nous posons rp =1, on a:

A

1 1
/wl(s,a,y ds<m< (¢q (s,a,v Tpds)
0

aul T
p— d
(/0 Fa—l/ S)

Alors:

D"y ()] < 2Rm (ﬁ)

Ainsi,

[Tyl = nax Tyo (1)] e | DTy ()]

gR(tem[Oaic/ |G (, s) a(t)ds +2m (ﬁ)?

De la méme maniére, on démontre que:

1 I3
| Toully <R (t%}a“’f/ |G (t,5)| b (t) ds + 2n <m> )

On déduit que:
1T (u,v) ||y < Rmax (cq + 2mcqa,), ¢ + 2nc(57u))
D’apres (H3) cela implique que:
1T (u, 0) | xy < R

Donc T (u,v) € U.
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4.2. Existence de la solution

ii) Montrons maintenant que 7' (U) €St....c.ccccecuvevurernnennnee.

Soit t,7 € [0,1] (out < 7)

T (r) =Tw (@) =

< /0!Gl(T,S)—Gl(t’S)\\f(sav(S),D“v(S))\dS

d’aprés (H;) et en utilisant 'inégalité de Holder, on peut écrire:

Ty (1) — T (t)| < C[/o ]Gl(T,S)—Gl(t,s)\a(s)ds—l—/tT]Gl(t,s)—G1(7,5)|a(s)ds

+/T1 Gy (7, 8) — G (t,8)] a(s) ds]

< cs [ -t s ey
(1= ) als)ds)
[ (= = =) ) el ds
[ (G- - -9 a0 |
- %{ﬂ S e s+ [ (s als) ds
[ emramal
< {07 o )
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4.2. Existence de la solution

et

|D"Thv (1) — D"Thv (t)|

IN

I'(a)
I'(a—v)

1477 (r,0(r), Do (1)) — T f (70 (7), DM ()],

SIF (100, D0 ()~ S (), Do)
[‘(al_ » { /0 (7= 9)* "7 f(s,0(s), D" (s)) ds

|

/0 (1= )" |f (s.0(5) . D' ()] ds

_ /O (= )" F(s,0(s), D" (s)) ds

(Ta—y—l _ ta—l/—l)

* I'(a—v)
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4.3. Stabilité du systéme

|D"Tyv (1) — D" Tyv (t)] = % { /0 = a(s) ds — /0 t (t— )" a(s)ds

# o) [T a s

= r(@c— V) { - (T ) PG t‘“‘”‘l)}

(a—v

_ Cm a—v __ qa—v Cm a—v—1 a—v—1
_(a—y)rl“(oz—y)(T ! )+oz7“l"(oz—l/)(T ! )
De la méme maniére, on démontre que
Cn B=1 _4B—1 4 B _ 4B
| DFTyu (1) — D*Tou ()] < ?n (Tﬁ—u — tﬁ—u) + L (Tﬁ—u—l _ tﬁ—u—l) .
(B=p)"T(B—mn BT (8 — )

Ce qui montre que 7T est équicontinue. On conclut, d’apres le théoréme du point
fixe de Schauder que 'opérateur 7" admet au moins un point fixe qui est une solution
du (3.1), 5 ™

(a7/3

4.3 Stabilité du systéme

Dans cette section, nous allons étudier la stabilité du systéme par rapport aux ordres

de dérivation fractionnaire

(fo tsaa(quhq()d:s)}lSM, <f01 (s, 5, ﬁ)(lr ()ds)é_N

_ 1 1 _ 1 1
¢(aﬂ/) — T(a+1) + T(a—v+1)’ ¢(6,u) — T+ + T(B—p+1)

q,7, 7> 1
_g))Pi—1 _g))Pi—1 .
ou ¢ (t, s, py 1) = | W — — LU ‘ pour i = 1,2 (py = a, py = f)

Théoréme 4.3.1 Etant donné f et g deux fonctions continues sur I x R x R.

Supposons que
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4.3. Stabilité du systéme

(S1) 1l existe K¢, K,, Ly et L, des constantes positives telles que:
|f(tz,yn) — f (G a,p2)| <0 Kjloy — x|+ Ly lyr — o
9 (21, 41) — g (25, 95)] < Ko la) — a5 + Ly [ — 4]
(S2) Il existe hy (t), he (t) : [0,1] — RT, satisfaisant:

|f(tzy)l < ha(8) (2] + |y])

lg(t,z,y)] < ha(t) (2] + |y])
pour tout .y € R
(83) a<B,pusveta—-v<fB—pu
(S4) A:=max (Ky, Ls, Ky, Ly) max {¢(a,y),¢(57u)} <1
Alors, le systeme (3.1), 5 est stable.

Preuve. Le lemme (1.2.1) implique que:

U(t)—ﬂ(t)Z/O (£ )" [f (s,0(s), D" (s)) = f (5,0 (s), D"V (s))] ds

11 vient:

ju(t) —u(t)] < /0%|f(87v(8),D“v(8))—f(Sﬁ(S),D“E(S))IdS

L1 —s)*! I — f(s,v(s),D"v(s))|ds
+/OTU($,U(S,DU(S)) f(s,0(s), D0 (s))|d

t (t_s)ail — (t_3)5*1 v (s Hu (s))| ds
[ = S ). D )] a
N[O N 1) i PP
e |1 (5.7 (). DT (s))
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4.3. Stabilité du systéme

ou

et

e -srt pa— s
+/0 I' («) I (@)

D’apres (S7), on trouve:

t(t_s)a_l = 7 By
hos [ (K (s =T+ Ly D0 (s) = D () ds

L1 —s)* _ u s
/0 T(Kf [v(s) =0 (s)| + Ly |[D"v (s) — D"V (s)]) ds

Et en utilisant (S5), on déduit que:

t (t_S)ail—(t_S)ail S viSs Ho (s S
B [ = S @ (e 0]+ 1D ()
U= @=L LD (o)) de
=[S e | O () + D)) d
(G S Gt it PR [TC ) S (e r) it P
SC{/O S mie UL My r@ hl“d}

En utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient:

/O\I/(t,s,a,a)hl (s)dsg/o (W (£ 5,00 (0 (¢, 5,0, 3) " by (5) ds

<(/ Wit a,a»”’); (/ (0 (15,0, R (5 i)

([ wnamyra)

Q=
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4.3. Stabilité du systéme

si nous posons rp = 1,0n a:

/0 vl ainle)ds= (/0 (t(lr_(osz)))a_ - (t(lr_(;)))a_ ds)
_ /1 (k=) -\
0 I () T (@)

En vertu du théoreme de la moyenne, on obtient, pour tout 1 < o, & < 2

ou:

o1 (0) (s = LT

' (e)
En posant x = t(1 — s)
elle s’écrit
o1
1 @) (@) =

L’inégalité (3.6) devient:

(1 (@) () — oy (@) (8)]1,)" = ( /

<

—|T
C(1,0) la — @]

ou C(lva) = 07{

. S . .
De méme, si on pose y = n il s’ensuit que:

(t—s)*" (t—s5)""

t t
J =,
0 0

Alors,

F'(e)  I(a)

ou:

D’ow:

Ca) = Cy

L <M {C(LQ) + C(Q}a)} ‘Oz — a]T =K |a — 6|T
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4.3. Stabilité du systéme

Par suite

() — ()| < K |a—af +/ C=S) (e o () — 5 (s)] + Ly [DM0 (s) — DFo(s)]) ds

0 I'(a)

P —s)
+ / ——————— (Kf|v(s) =0 (s)| + Ly |D"v(s) — D"5 (s)]) ds
0 I'(a)
D’apres (S1), (S2) et le fait que 0 < (1 — s)” < 1, on aboutit a:
t (t . S)(;v—l/—l

D)= Da0) < [ S (1 (50(9). D0 (9) = £ (5.7 (). DT () ds

0

t
/
0

NG . z — 7 "7 (s))]) ds
+/0 F(CY—V) (|f(87’0(8),D U(S)) f(S,U(S),D ( ))Dd

(t . S)afufl (t . S)a—u—l

Ta—v)  T@_p | /&7, DTE)ds

+/0 (t(;(—QS)_)‘Z;V_ (¢ (;(—;)_)ay_)y_ If (5,7 (s), D5 (s))| ds
donc
|D"u (t) — D'u (t)| < K |a —a|” + /0 % |f (s,v(s),D"v(s)) — f(s,u(s),D"v(s))|ds

P =) r — (s Wy
+/0 I'(a—v) | (s,0(s), D*v (s)) = f (5,0 (s), D" (s))| ds

< Kla—af +/0 %(Kf [0(5) = 5 (3)] + Ly | D" (5) — D5 (5)]) ds

(1) . y .
+/0 Rz S 0() =T )]+ Ly (D0 s) = D (5)) ds

De la méme maniére, on peut trouver que:

Lt—s)"!

T (3) (Kylu(s) =w(s)[ + Ly [D"u(s) — D'u(s)]) ds

v (t) =7 ()] < K{B—B{’"Jr/o

P -t - u iy
+/0 W(Kﬂu(s)—u(sﬂ—i—l}f\l) u(s) — D" (s)|) ds

et

7 t(p — g)Pr1
|D"v (t) — Do (t)] < KW—B\W/ (t—s)

S Krlu() ~w @]+ LD u(s) - DU(s))) ds

(1))t o t(s) - Db
_|_/O NG (Kylu(s) = (s)| 4+ Ly |D"u(s) — D"u(s)|) ds
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4.3. Stabilité du systéme

Enfin,
maxicp [Ju () — @ (6] + D" (t) = DY (1)) < K o —af

+ max (K7, Lj) /0 (““F_(Z)))a_ G (1{(_;)_):”_ )Srg[%qv(s) _5()| + | D" (s) — D (s)]) ds

+ max (Kf,Lf)/o [<<t ;(SO);_ + (tI‘_((j)j_:)_ ) (lv(s) =T (s)| + |D v (s) — D”ﬂ(s)|)] ds
et

maxsepo) ([0 () =7 ()] + |Dro () = D3 (1)) < 1|8 — B[

1 ANV _gyyFnl
+ max (Kg,Lg)/O ((t (1F (5;> + (t (; € z)/i) ) max (lu(s) —u(s)| + |D"u(s) — D"u(s)|) ds
v

((t A )
On définit la fonction ¢ par:

NG >maX(Kg,Lg)(\U(S)—ﬂ(8)|+|D’“‘U(8)—D“ﬂ(S)I)] ds

0@ =06 (t) = |u®) —u(®)[+[D"u(t) = D" (t)|+[v (t) = v (@) +][D"v (t) — D (1)
D’apres les hypothéeses (S3), (S4) on obtient:

[0 (®) < max [[ut) =@ (@] + [P (t) = D (#)[J+max jv (t) = v ()] + [P (£) = D" (¢)]]

_ t
< K|a—a|r+L|ﬁ—B|r+/
0

(t—s)*" (t—s)""
( (o) + Fla—7) >maX(Kf,Lf,Kg,Lg)

(lv(s) = (s)| + |D"v (s) = D" (s)] + |u(s) = w(s)| + [D"u(s) = D*u(s)[)] ds

1 1 - . ~
+ (F(a+1) +F(a—y+1)) max (K, Ly) max (|v (s) — 7 (s)| + |D"v (s) — D5 (s)])

1 1 B o e
+(F(ﬁ+1)+F<ﬁ_u+1))maX(Kg,Lg)maX(|u(s)—u(s)H—]Du(s) D" (s)|)
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4.3. Stabilité du systéme

En prenant Ay ; = max (Ky, Ly, K,, L,) , on obtient

_ t . a—1 B a—v—1
50 < Klo—a + 213 B[ + A [ (“ 9, (=) )
0

I'(«) I'a—v)
[v(s) = (s)| +[D"v (s) = Do (s)| + [u(s) = u(s)| + [D"u(s) — D*u(s)| ds

+A L@%(\v( ) = 0(s)| +[D"v (s) = Do (s)]) + max (Ju(s) —u(s)| +[D"u(s) —D”ﬂ(S)I)]

s€[0,1]
Alors:

t€0,1]

(1-4) Lrg[% (lo () =v (@)] + |Do (t) = D*o (t)]) + max (Ju (t) —w ()| + |D"u (t) — D"u (t)l)]

< Klo—af + L1387 + Axs (“E@:_ I )<|v<s>—@<s>|

+[D v (s) — DM ()| + |u(s) —u(s)| + [D"u(s) — D"u(s)|) ds
\()\<t€m[g>1<](lv() v ()] + DM (1) — D' (t )\)+trgg>l<(IU() w(t)| 4+ [D"u(t) — D"u(t)])
Kla—al" L|g- 5\ AKL t—s“l P
STn-a TTaoa K a—y)>
(Jv(s) =0 (s)|+ |D"v (s) — D" (s)| + [u(s ()] + [ D"u(s) — D*u(s)|)] ds
Donc
Kla—al L|B—B|F 20k 1, t(t—s)o‘*l’*1
O T NE R ey +(1—A)/0 Tla—p) OWlds
si on pose: . . oA
c::max(l_A,m) et A = (1_KX).
D’ou:
B B t(t_s)a—y—l
30 < e(a—al+ |5 =)+ [ G2l olas

ce qui implique que:

0<6(t)<c(la—al+|8=B|) Easr (N <

Enfin, d’aprés la définition 3.3.1, le systéme (3'1)(%6) et stable. m
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CHAPITRE

Conclusions

Conclusions

Dans cette thése, notre objectif principal était ’étude de la stabilité d’un systéme
d’équations différentielles fractionnaires non linéaires & multi-ordres.

D’abord, on a présenté des résultats sur I'existence de la solution de ce systéeme
lorsque la partie non linéaire est représentée par des fonctions bornées.

Notre premier résultat concernant la stabilité de la solution du systéme en ques-
tion, s’appuie essentiellement sur 'inégalité de Gronwall de type fractionnaire.

D’autre part, on a déterminé des conditions suffisantes pour l'existence et la
stabilité du méme systéme, lorsque les données dans la partie non linéaire sont non

bornées.
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Abstract

Our aim in this work is to study the stability of the solution of a boundary value
problem for a coupled system of nonlinear fractional differential equations. By
using the Gronwall inequality of fractional type, we can derive sufficient conditions
for the stability which depends on orders of fractional derivatives.
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1. Introduction

The fractional calculus is a field of mathematics, which studies the integral and derivative
operators with the possibility that a differential operator be of a fractional order.

In recent years, fractional differential equations have attracted the attention of many
researchers due to their various applications in several fields of science and engineering,
for example: electromagnetics, viscoelasticity and acoustics, (see [1, 3, 4, 8, 11]).

In [14] X. Su has studied the following system,

Du(t)y= f(t,v(®),D"v (), O0<r<]l
DPv(t)y=g(t,ut),D’u(r)), O0<t<l (Dap))

u@=ul)=vl)=v0) =0,
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where l < o, B <2,a—v>1,B—pu>1,v,u>0, f,g : [0, ] x RxR —
R are given continuous functions and D is the standard Rieman—Liouville fractional
derivative.

To show the existence of solutions by using the corresponding Green’s function and
the Schauder fixed point theorem, the author assume that f and g are bounded.

Motivated by the work of X. Su (see [14]), here we consider the system (1) 4, g) With
f and g unbounded.

First, in section 2, we deduct an integral equation of Fredholm type, equivalent to
problem (1), g). Then, in section 3, by using the Schauder fixed point theorem we show
the existence of solutions. Finally, in section 4, we consider the stability of solutions
with respect to orders of fractional derivatives of the system (1), g)-

2. Preliminaries

In this section, we present some necessary definitions and results of fractional calculus
theory. Letw > O and n = [@] + 1 = N +1, where N is the smallest integer less than
or equal to «, I" is the gamma function, n € N, and x € [a, b].

Definition 2.1. ([8]) The Riemann-Liouville integral fractional of a function f €
L! [a, b] of order @ € R is defined by

1 t
1°f (x) = m/o (x =0 f (o) dr. (2)

Definition 2.2. ([8]) The Riemann—Liouville fractional derivative of order of o €
(n — 1, n) of the function f is defined by

1 dn X
DS s =D ) = e [ w-ortrwan o

d

Lemma 2.3. ([8]) Letw, B > 0, f € C [a, b], and assume that the Riemann—Liouville
fractional integral of f exists, then we have

P =1 f oy = 1018 f(x).

Lemma 2.4. ([8]) Leta > 8 > 0and f € Ll[a, b], then almost everywhere in [a, b],
we have

DE(Ig f) @) =I1¢7P f (). )
Lemma 2.5. ([4]) (Gronwall inequality of fractional type) Leto,e;ande; € Ry (0 <
t < 1), suppose that § : [0, T] — R is a continuous function such that

15 ()] < €1 + —2— / (x —* 7118 (1)] dt: Vx € [0, T],
T (@) Jo

then
18 (x)| < €1E4 (2T7),
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E, is the Mittag-Leffler function:

o0 k

X
Ey(x) = Zm, (a > 0).

k=0

Next, we define the space

XxY = {(u, v) : (u,v) € (C[0, 1) et [[(u, v)[lxxy = max {Jully, IIUIIY}}, (&)

where,

ully = max |u (t)| + max [D"u (1)|,
lullx = max. u ()] + max [D"u o)

v|ly = max |v(¢)| + max |D"v (t)|.
lvlly t€[0’1]| 3] t€[0’1]| ()}

Lemma 2.6. ([10]) (X x Y, ||(u, v)||X><Y) is a Banach space.

Lemma 2.7. ([10]) If f, g : [0, 1] x R x R — R are continuous, then (u, v) € X x Y is
a solution of (1), gy if and only if (4, v) € X x Y is a solution of the following system:

1
u(t) = / Gi(t,s)f (s, v (s), D*v (s)) ds,
0

1 (6)
v () = / Gar(t,5)g (s, u(s),D'u (s)) ds,
0
where, fori=1,2, 01 =a and o, =
_ Ui—l _ _ (7,'—1
(t—s) r‘([Otgl )] <1

Gi(t,5) = D e (7)

—[r(d =+)] <

I (01)

Here, (G1, G») is the Green’s function of the system (1), g)-

3. Existence of the system

In the following theorem, we prove the exitence of solutions for the fractional boundary
value problem (1), g)-
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Theorem 3.1. Let f, g : [0, 1] x R x R — R be two continuous functions, where,

_ a—v—1
p,q,r,?>1,1ﬁ1(s,a,v):(1r(:+v),
Vo (s, B )_w
2T e

1
Cq = maxf |G (t,8)|a(t)ds,
tel Jo

1
cp = max/ |G2 (¢, 8)|b(t)ds,
tel Jo

1
N = T a—vt D)y

and
1

CB—p+1)"
Such that, (H;) There exists a (¢), b (t): [a, b] — R such that,

CB.w =

lf @ x, I =a@xl+1yD,
g (t, x, I <b@) (Ix[+1[yD,

(H») There exists positive constants m, n such that, (H3)
max (cq + 2mc(a,vy, € + 2ncp,) < 1,

Then, the system (1), g has a solution.

Proof. We use the Schauder fixed-point theorem, to prove this result, let us consider the
space

U= {(I/l, U)\(l/l, U) € X x Ya ||(I/t, U)”XXY S R} ’

where X x Y is the space defined by (5) and R > 0.
Let7T : X xY — X x Y be the operator defined as

1 1
T (u,v) (1) = (/ G (t,5) f (s, v(s), D"v (s)) ds,f G» (t,s)f(s,u(s),D”u(s))ds)
0 0
=: (T1v (1), Tou (1)) .

Weprovethat T : U — U (U C X x Y) is bounded for any (u, v) € U. Using (4),
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r ta—v—l
(H,) and D't*" ! = %, we obtain,
a—v

1
|Thv(2)| = ‘/ Gi(t,s)f (s, v (s), D*v (s)) ds
0

1
5/0 G (5] | f (5.0 (). D™ (s))| ds

1
5/0 Gy (1, )l a(s) (v ()] + | D" (5)]) ds

1
5/0 |G1 (t,8)]a(s) (Srel}gﬁllv(S)l+Srel}g§]\0“v(S)|>dS

1
§R/ G1 (1, 9)la (s) ds,
0

and

|D"Tyv ()| = | DV I°f (t, v (t), D*v () — D*t* 1% (f (t, v (t), D" (1))
=17 f (t,v (@), D*v (1))

F(Ol) a—v—1 ju
_F(a_v)l’ 1 (f(hv(t),DMU(t)))z:l

a—v— 1
/ (tF (oz)— - s v(s), D*v (s)) ds

t=1|

1 —s!
o I'(@—v)

(t S)Ol v—1 l(l_s)(x—l
<R{/ T ) —a(s)ds + A F(a—_v)a(s)ds}

a—v—1
<2R/ 4= ——a((s)ds
I' (@ —v)

_ta—v—l

f (s, v (s), D*v (s)) ds

= ZR/ Y1 (s,a,v)a(s)ds,
0

we use the Minkowiski’s inequality for p, ¢ > 1 and (H3) , we have

1 1
/O%(S,Ot,V)a(S)dS = /0(I/fl(S,Ot,V))r(Wl(S,Ot,V))l_ra(S)dS

1

1 ! 7
(f (Y1 (s,a,v»”’ds) (f (V1 (s,a,v»“—”qcﬂ(s)ds)
0 0

IA
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1

1 [z
<m (/ (Y1 (s, a,v))'P dS)
0

1 p
m (f (Y1 (s, a0, v))"P dS) ,
0

if we set, rp = 1, we have

1

1 1 >
/ Y1 (s, a,v)a(s)ds <m (/ (Y (s, o, v)'P a’s)
0 0
1 a—v—1 r
m < aLw)
o T'(ax—v)

m(—l )
T(@—v+1)

Then,

1 r
|ID"Tyv ()| <2Rm | ———— ) .
Fae—v+1)
Thus,

Tiv|ly = max |Tiv (¢)] + max |D*Tyv (¢
ITivlx = max [Ty (0] + max [D"Tiv (1)

1 1 r
< R(tlgE&)i]‘/(\) |G1(t,8)|at)ds +2m (m) ), 8

similary, we can prove that

1 1
T2zl SR(,E%S‘?%][O G20+ 20 (= ) )

Finally, according to (8), (9) and (H3), we obtain
IT (u, V)l xxy < Rmax (cq + 2mc(a,vy, cp + 2ncp ) < R.

Now, we show that T is a completely continuous operator. Let ¢, € [0, 1] (t < 1),
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then, by using (7) and (H;), we have

1
[T (0) —Tiv ()] = /0 (G1(z,5) = Gi1(1,5) f (s,v(s), D*v (s)) ds

1
sfo 1G1(t,5) — G (t,9)]|f (s,v(s), D*v (s))| ds
t
:C[/ |G1(t,8) — G (t,s)|a(s)ds
0
+/ G (1, 5) — G (z, 9)|a (s) ds
t

1
+/ |G1(T,8) — Gy (t,5)|a(s) ds]

C t
@ [/0 (t=—9) 1= —9)* T+ @ —s)*!

— (@t (1 —s)*"a(s)ds)
+f (C=)*"= A=)+ @A =" a(s)ds

=

1
/ (A== —s)*""a(s) ds]

= ¢ [/1 (1—s)* (2 = to‘_l) a(s)ds
I' (o) LJo

—I—/T (t—9)a(s)ds — / (t — )% a(s) ds]
0 0

L a—1 _ ,a—l L a .o
5C{<F<a+l))’(’ )t Fary t)}

C
= ﬁ (Ta_l — ta_l —+ Ta — ta) .

Furthermore by (H) and (H>), we have

|D'Tiv (r) — D'Tv (1) =

17V (z,v (), D" (1))

_ I (a) a—v—1jya
T U)f 1°f (t,v (), D*v (1)) _
‘ —I°7Vf (t,v (1), D" (1))
I (@)

Y f (20 (1), DR ()],

T (ax—v)
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— 1 i _ a—v—1
= Ta-v |:/0 |(r s) f(s,v(s),D“v(s))ds

1
) f (1 =)' f (s, v(s), D*v (5))| ds
0

—f (t—s)* V7 f (s, v(s), D*v (s)) ds
0

a—v—1 _ ja—v—1
(t t

* I' (@ —v)
(Ta_v_l _ta_v_l) : a—1 0
* (e —v) fo (1= |f (s, v(s), D" (s))|ds
= 1 ! o a—v—1 ©
= F(a—v)[/o (t — ) f(s,v(s), D*v (s))ds

—/r t =) f(s,v(s), D*v(s))ds
0

+

fr (t =) f(s,v(s), D*v(s))ds
0

—/ (t—s)* V7 f (s, v(s), D*v (s)) ds
0

a—v—1 _ ja—v—1
(t t

]

1
) / (1 =) f (s, v(s), D*v (5))| ds
0

)
< ¢ /f ((‘L’ —s) v — s)“_v_l) a(s)ds
- TI'(e—v) Jo

T 1
+f t—)*"la(s)ds+ (27! —t“—”—l)/ (1—5)*""a(s)ds
t 0

= R {/T (=) la)ds — ft (t—5)*""La(s)ds

I'(e —v) LJo 0

m

1
_|_ (TO{—U—I . ta—v—l)/ (1 . S)O{—l a (S) dS}
0
C m oa—v a—v a—v—1 a—v—1
= Ta@—w) {<a—v>’ (=) G )}

Cm a—v a—v Cm
@—v) T (a—v) (7 =17 T (@ —v)

similary, we can prove that

(_L_a—v—l _ ta—v—l) ’

n

B—1 _ p-1y . " p_ B
(IB_M)7(T ! )+ﬁr(r t)}’

(Tﬁ—u — tﬂ—u)

C
Tau (1) = Tou ()] = s {
Cn
B—w)'T(B—w

nC
B—pn—1 _ B—p—1
MY ),

|D*Tou (t) — D*Tou (1)| <
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since the functions 1%, 41, r@=v (2= v=l 4B (B yB=1t (B=1=1 are uniformly contin-
uous on [0, 1], the family of functions TU is equicontinuous. Thus, we conclude that
T is a completely continuous operator. Hence, according to the Schauder fixed point
theorem, there exists a solution of (1), g) - |

4. Stability
In this section, we study the stability of the system of coupled equations given by (1) 4, g)-

Definition 4.1. The system (1), g) is stable (with respect to the orders of derivatives)
if and only if
Ve >0, 3K >0, la—al + |8 —B] <K
=
lu —ul+ v —v] <e,
where (u, v) et (u, v) are respectively the solutions of (1), g) and (1)(&3).

Theorem 4.2. If f, g are continuous functions on [0, 1] x R x R, where, p,q,r, 7 > 1,
fori =1,2

CA=s)t @ —s)7!

(plza,pzzﬂ),lll(t,s,pi,ﬁ)z

9

I (0i) " (i)
1 |
Ve = v T Fa—v )
and i !
Ven =T rn TTE-ut D
satisfy:

(S1) There exists K¢, Kg, L r and L, positive constants such that:
If (o x1,y1) — f(t,x2, ) = Kyglxy —x2|l+Lylyr — yal
g (1, x1,v1) =g (1. x3, »3)| = Kg|x{ —x3| + Lg [y = »3],
(S») There exists i (¢), by (t) : [0, 1] — R, satisfy
|f @ x, < hi (@) (xl+ 1D s [g (127, )| < ha ) (|| + [5'])

where x, y € R, and there exists positive constants M , N such that:

1

1 g
</O \p(z,s,a,a)“—”%?(s)ds) <M,

1

! _ i
(/0 xp(z,s,/s,E)“‘”"hg(s)ds) <N,
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Sa<pB,u<viandao—v<B—pu

(S4) A =max (Ky, Ly, Kg, Lg) max {¥a,v), Y0} < 1,
Then the system (1), gy 1s stable.

Proof. Lemma 5 implies that

1 o1
u()—u(t) = (1 . (s)) [f (s, v(s), D"v(s)) — f (5,0 (s), D"V (5))] ds
a—1
/ (1 (1F (;))) f(s,v(s), D*v (s)) — f (5,0 (s), D v (s))] ds
=" -5
+/0 [ Fr@  T@ }f(s’”(””)“”@))ds
1 (r(1— S))Ol—l (t (1 — S))&—l ~ ~
_/0 [ @ Tt |/ ET®DTE)ds
Then,
_ Lt —s)*! ~ )
lu @) —u@)| < I @) | £ (s,v(s), D*v () — f (5.0 (s), D"V (5))| ds
1 _ a—1
i % |f (s.v(s), D v (s)) — f (5.0 (s), D"V (s))|ds
t (t . S)ot—l (l‘ . S)a_l
+/0 I' (o) B I (@) ‘f(s’v(s),DMU(S))‘ds
Hed=—sn*' @ =s)™! ~ B
+/o Fw T | BTe. D))
= L1 + I,
where

a—1
I = / (t = - ‘(9;) s v(s), D*v (s)) — f (S,U(s) , D“ﬁ(s))|ds

a—1
/ ( (IF (jt))) f(s.v(), D" () = f (5,7 (s), D' (s))|ds,

and

| f (s, v(s), D*v (5))| ds

L /t (¢ _S)O{—l B (¢ _S)E—l
T L Tw I @)

N /1 (r(L—s)*" @1 —s)*"
0

I (@) o || 6T, DT)|ds
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According to (S1), we can have
L -9t _ _
Kf lv(s) —v(s)|+ Ly ‘D“v (s) — D*v (s)|) ds

@

a—1
/(l(lr(S))) (K lv(s) =0 ()l + Ly [D' (s) — D"V (5)]) ds

Now, by using (5>), we can write
t _ a1 _ o—1
I < / (t—19) _ (t sl
0 I (o) I' (o)

+/1 (=)' =5
0 I («) I @)

hi (s) (|v ()| + }D“v (s)‘)ds

hi (s) (v () + | D" v (s)|) ds

t _ a1 a1
<c / G oD (s ds
o | T(@ r@
1 a—1 a—1
(=) ((1-9)
+/0 Fro  T@ hl(s)ds}’

by Minkowski’s inequality, we obtain

1 1
/ W (t,s,a,)h(s)ds < / (W (1,5, 0,0) (W (1,5, a,@) " h(s)ds
0 0

1 ! :
5(/ <lv<r,s,a,a)>”’) (/ (w(t,s,a,a))“"”h‘f(s)ds)
0 0
I ;
<M </ Y (t,s,a,a)? dS> ,
0

if we set rp = 1, then
rp

1 1 _ a—1 _ o—1
f W(t:s.a.@) h(s)ds =M / td=s7 _¢d=s5) ds
0 0 I' (o) I (@)

_u fl A =s)* =T
0| T@ I @)

Now, we use the mean value theorem. For this, we use

N SN—
S |-

o1 (@) (s) — @1 @) () < sup @) (@) ), -l —al, (10)

l<a<?2
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where, |
(=)™
@1 (o) () = T
if we putx = ¢(1 — s), then
a—1
@1 (o) (x) = @)

therefore,

XM (@) Inx — ¥ (@) T () x> !

¢y (@) (x) =

I ()?
(where, ¥ (§) = % (logTI' (§)) : diagamma function)
_d =) 'In@d=5) Y@ @ed=s)"
- T (a) T () '

Thus,

1
lei @ )], = fo |0} (@) (s)| ds

_/‘ _(r(l—s»“—’ln(r(l—s»+w<a> (t (1 —s)*"
~Jo T (@) I ()

ds

1
" T'(a)
now, integrating by parts, we obtain

1 a—1 a—1 a—1
_ A =s5)""In@1—-y)) _ Int ¢t
ki = /0 I @) ds = " + R

(k1 + k2),

and
ta—]

1
ky = ‘/’(“)/o (t(1—s)*lds = ¥ ().

o

So,

@My ! o) 12!
B + L+ Y ()
I' (@) o o o

<c (c1:=c,a)

o1 (@) ()l =

The inequality (10) becomes:

Q=5 @d=s)*!
I (@) I (@)

ds)

1
(g1 (@) (s) — @1 @) ()" = (/O

<cawle—al" (cua =cf)
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Simillary, we put x = ; as follows,

[

(t o S)Ol—l (t . S)&—l

T (o) T (@)

U )

T (o) T (@)

:/Ot

and

¢ A=x)" @ d—x)*!
I' (o) I' (@)

([

this implies that,

dX> <comla—al", (com =)

L<M{ciw+coplla—al’=K|a—al".
Then, we have

_ s)otfl

t
u () —u ()] < K o —al" +/ ¢ (Kylv(s) =0@)I+ Ly [D"v(s) = DT (s)]) ds
o T

1 _ a—1
+/ COZDT (k) = 5@ + Ly [D 0 (s) — DT (s)]) ds.
0 I (a)

Now,

DYu(t) =D (I f (t,v (1), D"v (1)) — t* ' I* f (t,v (1), D*v ()], _,
=1°""f(t.,v (@), D v (1)) — I* f(Lv (1), D"v(D)| _, D%~ !

B t (l _ S)a—v—l "
_A mf(s,v(s),D v(s))ds

B 1 (t (1 _ s))a—v—l
0 'l —v)

(1=5)" f (s,v(s), D"v (s))ds.

By the use of (S}), (S2) and the fact that 0 < (1 —s)” < 1, we obtain

t (t — s)a—v—l

|D"u (t) — D'u (1)| 5/ (|f (s,v(s), D*v (s)) — f (s, 0 (s), D"V (s5))]) ds

o T@—v)
Tt — S)Ul—v—l (t — s)&—u—l B .
+‘/(; I'(ax—v) N T (@—v) ‘f(S,U(S),D U(S))|ds

1 _ a—v—1

+/0 %(If(s,vm),wws)) = £ (59, D"V (s))]) ds

+/1 A=) =g
0

(e —v) (@ —v) |f(s’i(s)’DM5(s))|ds’

13
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|D"u (t) — D" (1)
t o a—v—1

<Kle—al +/0 % | (s:v(5). D" (9)) = f (5.0 (s). D" (5))| ds

1 (t (1 . s))a—v—l

o T—v) [ (s.v (). DM () = f (5.0 (s) . D"V (5))] ds

t _ a—v—1
< K |Ol —Elr +/(; % (Kf |U(S) —E(S)l ‘I’Lf ‘DMU (S) - DME(S)DdS

P —spe! - _
+/0 F(;_ » (Kflv(s)—v(s)|+ Ly |D"v(s) — D v (s)]) ds.

In the same way, we can bound |v () — v (¢)| and {D“v (t) — D*v (t)‘.
Now, we apply the Gronwall theorem, and we obtain,

max [lu@) —w @)+ |[D’u(t) = D'u@®)|] < Kl —a|

ad—sn* ! ad—s)* !
+maX(Kf,Lf)/O < (@) + Mo — )

X rrhz)ui] (Iv (s) —v(s)| + }D“v (s) — D“U(s){) ds

t -1 _ a—v—1
+ max (Kf,Lf)/O |:<(t F:o)e) + (tr (2)_ - )(Iv(s) —v(s)|

+ |D v (s) — D“U(s)!)] ds,

and

max (lv(@) =5 @)+ |D*v (@) — D" v (1)]) < L|B—B|

Plaa—s)P=t (1 —s)f+!
K,, L
+ max (K g)/o( e TB-w

X n%(a)vi] (Iu (s) —u(s)| + ‘D”u (s) —D"u (s)!) ds

Nfa=9f @ —sf !
+ [( @ TE-w

x max (Kg, Lg) (lu (s) —u ()| + |D"u (s) — D"u (s)})] ds.

Let us define the function § by

8 () =8() :=|u(@) —u @)+ |D"u(t) — D"u @)
+ v (1) —v ()| + |D*v (1) — D*o (1)] .
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According to (53) and (S4), we have

18 (1)] < max. [lu@) —u @]+ |D'u@)—D'u@)|]+ max [lv) —v @)+ |D"v (1) — D'V (1)]]

<K|a—&|’+L|ﬂ—B|r+/t e w1
= 0 T (@) T (@ —v) LA

(v (s) = ()| + | D v (s) — D*T (s)| + |u (s) —u (s)| + | D" u (s) — D*u (s)|)] ds

+ L, 1 max (K¢, L) max (v (s) = ()] + | D"v (s) — D"V (5)])
F'ae+1) T@—v+1) )

1 1 B ; .
" (F(ﬂ+ DTGt 1))maX(Kg’Lg)ma"('”(”‘”(S)'+ D% (s) = D"E(5)]).

setting A g 1 = max (Kf, Ly, K, Lg) , We obtain,

T () T (¢ —v)

(lv () =T )]+ [D'v (s) = DT (5)| + |u () — T ()]
+ | D" u (s) — D*u (s)|)] ds

i =7 @ —s*t (¢t —s)* !
8 < Kla—al"+L|p— B +AK,L/O +

e LE%S‘,’%] (I ) =V () +[D*v () = D (5)])
+ max. (lu(s) —u ()| + |D"u(s) — D'u (S)|)]
Then, we have
1-a) [z?&’h (b ) =T Ol +[ Do (1) = D" ()])

+ max (lu @) —u @)+ |D"u(t) — D"u (z)\)}

<K|a—a|r+L|ﬁ—B\’+AKLf[ b S Gl i
= L, T () T (@—v)

(lv(s) =0 ()| + | D"v () — D"V (s)| + |u (s) —u (s)| + | D"u (s) — D" (s)|)] ds

8] < max (v (1) =v O] +[D*v (1) = DT (1))

+ max, (lu(®) =@ ()| + |D"u (1) — D'u (1))

S (1—4A) " (1-24)J T () T (a—v)
(v () =0 ()| + [ D"v () — D"V (s)| + |u (s) —u ()| + | D"u (s) — D" (s)])] ds.

_Kla—al L|B=B  Axu ’|:<(t—s)“_1+(t—s)°‘_”_1)
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Thus
Kla—a L|p—8 2AKL (t — s)“”l
15.(1)] < J L=l / 18.(5)] ds.
(1—-A) (1—-A) (I—A) ' —v
we set,
K L 2A
¢ := max , and A = XL .
1-A 1-A (1—-A)
So,
t a—v—1
§(t) <c(la—al+|p —B\)+/\/ O 5 (9)lds
- o I['(x—v) ’
which means that,
0<8@) <c(la—al+|B—B|) Eacv V) <e.
Finally, the defintion 9 implies the stability of solutions to the system (1) (4, g). [
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