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ملخّص
الأولية والنتائج الإيجابية الحلول استكشاف في الأساسي تركيزنا يكمن الرسالة، هذه في
ودرسنا للبانتوغراف. ية كسور تفاضلية معادلة سياق في ووحدانيتها وجودها عن الناجمة
فضاء في لبانتوغراف ية الـكسر التفاضلية المعادلات لنوع الصفري الحل استقرار أيضا
دالة على تعتمد نواة مع الـكسرية كابوتو مشتقات المعادلة هذه تستخدم المثقل. بناخ
ذات الـكسرية المشتقات تلك Ψ-كابتو). باسم (مختصرة Ψ بـ إليها مشار تماما متزايدة
العوامل من متعددة أنواع وتعميم توحيد على القدرة لديها Ψ الدالة على تعتمد التي النواة
الجوانب لذلك، ونتيجة وغيرها. وهادمار وكابتو ليوفيل ريمان ذلك في بما الـكسرية،
تم التي النتائج من العديد ودمج تعميم إلى تهدف العمل هذا في فيها نبحث التي النوعية
نستخدم الرئيسة، الإيجابية الحلول وجود لتأكيد الأبحاث. بعض في مسبقاً توثيقها
بالإضافة السفلي. والحل العلوي الحل يقة طر مع بالاشتراك لشودر الثابتة النقطة ية نظر
وجود نثبت أن نستطيع لباناخ، الثابتة النقطة ية نظر استخدام خلال من ذلك، إلى
النتائج لتوضيح عددياً مثالاً ونقدم أبحاثنا نتائج نلخص الختام، في وحيد. إيجابي حل

ية. النظر
الثابتة النقطة ية نظر بانتوغراف، معادلة الـكسرية، التفاضلية المعادلات مفتاحية: كلمات
الاشتقاق المثقل، بناخ فضاء الحل، استقرار الموجبة، الحلول كراسنوسيلسكي)، بناخ، (شودار،

Ψ-كابتو. الـكسري
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Abstract

In this thesis, our primary focus lies in the exploration of positive solutions and the initial

implications stemming from their existence and uniqueness in the context of a fractional

pantograph differential equation and we are also interested in studying the stability of a

fractional pantogrpah problem. This equation employs Caputo fractional derivatives with

a kernel that is contingent upon a strictly increasing function denoted as Ψ (abbreviated

as Ψ-Caputo). These kernel fractional operators, which depend on the function Ψ, have

the capacity to consolidate and generalize various types of fractional operators, including

Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, and others.

As a result, the qualitative aspects we investigate in this work serve to generalize and

amalgamate several previously established findings in the literature. To establish the ex-

istence of the positive solutions, we employ Schauder’s fixed point theorem in conjunction

with the upper and lower solution method. Additionally, by leveraging the Banach fixed

point theorem, we can demonstrate the existence of a unique positive solution.

In conclusion, we summarize our research findings and provide a numerical example

to elucidate the theoretical results.

Keywords: Fractional differential equations; Pantograph equation ; Fixed point theorem

(Schauder, Banach, Krasnoselskii) ; Stability ; Weighted Banach space ; Positive solution; Ψ-

Caputo fractional derivative.
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Résumé

Dans cette thèse, notre principal objectif réside dans l’exploration des solutions posi-

tives et des premières implications découlant de leur existence et de leur unicité dans le

contexte d’une équation différentielle pantographe fractionnaire et nous nous intéressons

également à l’étude de la stabitilité d’un problème de pantographe fractionnaire. Cette

équation fait usage de dérivées fractionnaires de Caputo avec un noyau dépendant d’une

fonction strictement croissante désignée par Ψ (abrégée en Ψ-Caputo). Ces opérateurs

fractionnaires à noyau dépendant de la fonction Ψ ont la capacité de regrouper et de

généraliser divers types d’opérateurs fractionnaires, tels que Riemann-Liouville, Caputo,

Hadamard, et d’autres.

En conséquence, les aspects qualitatifs que nous étudions dans ce travail visent à

généraliser et à fusionner plusieurs résultats précédemment établis dans la littérature.

Pour établir l’existence des solutions positives, nous utilisons le théorème du point fixe

de Schauder en conjonction avec la méthode des solutions supérieure et inférieure. De plus,

en tirant parti du théorème du point fixe de Banach, nous pouvons démontrer l’existence

d’une solution positive unique.

En conclusion, nous résumons nos résultats de recherche et fournissons un exemple

numérique pour élucider les résultats théoriques.

Mots-clés : Equations différentielles fractionnaires ; Equation de pantographe ; Théorème du

point fixe (Schauder, Banach, Krasnoselskii) ; Stabtilité ; Espace de Banach pondéré ; Solution

positive ; dérivée fractionnaire Ψ-Caputo.
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Introduction

Contenu de la thèse

Le calcul fractionnaire gagne une importance croissante dans la modélisation mathé-

matique, et il suscite une attention significative, notamment dans le domaine de la nano-

technologie. Cette discipline mathématique émergente trouve des applications dans divers

problèmes du monde réel, notamment en biologie, sciences numériques, sciences physiques,

systèmes dynamiques, économie, etc., comme en témoignent les références [62, 70].

Parmi les différents types d’équations différentielles fractionnaires, celles impliquant

les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard sont particulièrement importantes et

trouvent des applications dans un large éventail de domaines d’ingénierie et scientifiques.

Ces applications englobent les sciences de l’ingénieur, la mécanique, la médecine, la biolo-

gie, la chimie, la physique, ainsi que l’étude de l’instabilité et de la stabilité des géodésiques

sur les variétés Riemanniennes et des systèmes Hamiltoniens, entre autres [38, 66].

Les généralisations de l’équation pantographe à différents ensembles d’équations ont

de diverses applications dans diverses disciplines scientifiques. On peut citer des applica-

tions notables en théorie des nombres [50], en électrodynamique [27], et dans l’étude de

l’absorption d’énergie par le pantographe d’une locomotive électronique [34, 39, 44, 59].

L’investigation de l’existence et de l’unicité des solutions dans le domaine des équa-

tions différentielles fractionnaires non linéaires représente un sujet complexe et multifa-

cette. Les équations différentielles fractionnaires (EDF) élargissent le champ des équations

différentielles ordinaires (EDO) en permettant des dérivées d’ordres non entiers. L’intro-

duction de la non-linéarité accroît encore la complexité de ce sujet. La détermination de

l’existence et de l’unicité des solutions pour de telles équations dépend de divers facteurs,

notamment la forme spécifique de l’équation, l’ordre fractionnaire impliqué, et l’imposi-

tion des conditions aux limites.
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2 Table des matières

Voici quelques notions générales et méthodologies relatives à l’établissement de l’exis-

tence et de l’unicité des solutions dans le contexte des équations différentielles fraction-

naires non linéaires :

Existence des Solutions : L’établissement des résultats d’existence pour les équa-

tions différentielles fractionnaires non linéaires repose fréquemment sur l’utilisation de

théorèmes des points fixes et de techniques variationnelles. Une stratégie courante consiste

à convertir l’équation fractionnaire en une équation intégrale, suivie de l’application de

méthodes conventionnelles pour démontrer la présence de solutions. Il est à noter que le

choix de l’opérateur de dérivation fractionnaire, qu’il s’agisse de l’opérateur de Caputo

ou de Riemann-Liouville, peut influencer l’existence des solutions.

L’unicité des solutions : Établir l’unicité des solutions dans le contexte des équa-

tions différentielles fractionnaires non linéaires est généralement une tâche plus complexe

que d’établir leur existence. L’unicité des solutions peut dépendre de la nature spécifique

de la non-linéarité dans l’équation.

Pour aborder l’unicité sous certaines conditions, des méthodes telles que les fonctions

de type Lyapunov et les inégalités de type Gronwall peuvent être avantageuses.

La régularité et la stabilité des solutions jouent un rôle central dans les résultats d’exis-

tence et d’unicité. Les solutions présentant une régularité plus élevée peuvent conduire

à des résultats plus robustes. La caractérisation de la régularité des solutions peut être

facilitée par l’utilisation d’espaces de Sobolev fractionnaires.

Dans le domaine des équations différentielles fractionnaires, le choix des conditions aux

limites est d’une importance capitale, car il peut influencer à la fois l’existence et l’unicité

des solutions. Il est pertinent de noter que les conditions aux limites fractionnaires non

locales posent souvent des défis plus importants par rapport à leurs homologues locaux.

Méthodes numériques : Dans des applications pratiques, des techniques numériques

telles que les méthodes aux différences finies, les méthodes aux éléments finis et les mé-
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thodes spectrales sont fréquemment utilisées pour approximer les solutions des équations

différentielles fractionnaires non linéaires. Ces méthodes computationnelles se révèlent

précieuses en fournissant des approximations, notamment dans des situations où des so-

lutions analytiques exactes sont difficiles à obtenir.

Dans des cas spécifiques :

L’existence et l’unicité des solutions peuvent présenter une variabilité significative, en

fonction de la structure spécifique de l’équation différentielle fractionnaire non linéaire.

Certaines équations peuvent avoir des solutions connues, tandis que d’autres nécessitent

l’utilisation de techniques spécialisées.

Il est impératif de souligner qu’il n’existe pas de solution universellement applicable

pour aborder l’existence et l’unicité des solutions des équations différentielles fraction-

naires non linéaires. Le choix des méthodes analytiques et des techniques est étroitement

lié aux caractéristiques uniques de chaque équation et problème envisagé. Les chercheurs

utilisent couramment une combinaison d’approches analytiques et numériques pour étu-

dier ces équations et explorer leurs propriétés inhérentes. De plus, il est prudent de consul-

ter les articles de recherche actuels et les textes autoritaires pour les avancées les plus

récentes dans ce domaine.

Le choix d’un opérateur fractionnaire particulier pour modéliser des scénarios du

monde réel captive constamment l’attention de nombreux chercheurs dans le domaine du

calcul fractionnaire et de ses applications pratiques. Dans une étude récente (voir [61]),

les auteurs ont illustré comment des formulations fractionnaires pertinentes peuvent

être considérées comme des extensions des définitions conventionnelles d’ordre entier fré-

quemment utilisées en traitement du signal. De plus, des travaux de recherche récents

(voir [4, 10, 18, 19, 25]) se sont penchés sur divers aspects théoriques et applications liés à

différents types d’opérateurs fractionnaires. Par exemple, la référence [10] examine le cas

Ψ-Hilfer, tandis que les articles [4, 25] se concentrent respectivement sur les opérateurs

Ψ-Caputo et Caputo.

L’étude des solutions positives dans les équations différentielles revêt une importance
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primordiale en raison de son applicabilité à la modélisation de scénarios du monde réel

dans divers domaines tels que l’économie, la physique, l’ingénierie et la biologie. Le calcul

fractionnaire, une extension du calcul dérivé traditionnel remontant à 1695 (comme noté

dans [54, 55, 62]), a suscité de nombreuses études qui explorent les aspects qualitatifs

des solutions positives dans les équations différentielles fractionnaires (EDF) (comme

cité dans [11, 45]). Certaines de ces investigations visent principalement à déterminer

l’existence de solutions, en utilisant à la fois les dérivées fractionnaires de Caputo et

généralisées de Caputo (CFD), y compris les dérivées Ψ-Caputo (Ψ-CFD). Le cas du

noyau logarithmique, communément appelé Hadamard (comme référencé dans [1, 12, 14,

40, 73]), revêt un intérêt particulier.

Un pantographe, qui comprend quatre barres de taille égale reliées par des charnières,

est un système de liaison mécanique. Les équations régissant le mouvement d’un panto-

graphe sont dérivées des principes de triangles similaires, déterminant le facteur d’échelle

qui relie les longueurs des barres à la taille de l’image résultante. Ces équations englobent

généralement la trigonométrie et l’algèbre vectorielle, en tenant compte des angles entre

les barres et des longueurs des barres individuelles. L’objectif principal est de déterminer

la trajectoire du stylet ou du point terminal de la quatrième barre, compte tenu du mou-

vement de l’objet d’origine qui est tracé (comme discuté dans [27, 34, 39, 44, 50, 59] et les

références connexes).

La thèse est structurée comme suit :

Chapitre 1 : Le chapitre introductif passe en revue les définitions essentielles et les

concepts fondamentaux.

Chapitre 2 : Ce chapitre offre une introduction à plusieurs fonctions distinctes avec des

applications tout au long de la thèse. Il propose des explications approfondies sur ces

fonctions.

Chapitre 3 : Dans des scénarios généraux impliquant des équations différentielles fraction-

naires, il est nécessaire de rechercher une solution dans un espace fonctionnel approprié.

Le problème est ensuite modifié, et l’un des théorèmes des points fixes est appliqué, sou-

vent en conjonction avec des estimations utiles supplémentaires et des inégalités établies.



Table des matières 5

Cette approche est utilisée pour établir les résultats souhaités liés à l’existence, à l’unicité

ou à la stabilité. Notre étude vise principalement à identifier les solutions positives de

l’équation différentielle pantographique suivante :

 Dα;Ψ
ℓ ϕ(η) = F (η ,ϕ(η),ϕ (ℓ+ϑη))+Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ (ℓ+ϑη)), η ∈ [ℓ,T ] ,

ϕ (ℓ) = µ1 > 0, ϕ ′ (ℓ) = µ2 > 0.

Dans le contexte donné, nous avons ϑ ∈
(

0, T −ℓ
T

)
, ϕ (ℓ(1+ϑ)) = ϕ0 > 0, Dα;Ψ

ℓ est la

DF Ψ-Cqputo d’ordre 1 < α ≤ 2, De plus, G , et F , deux fonctions définies sur [ℓ,T ]×

[0,∞)× [0,∞) et se mappant vers [0,∞), sont des fonctions continues. Il est pertinent de

noter que G présente un comportement non décroissant par rapport à ϕ et µ2 > G (1,ϕ0).

Chapitre 4 : Ce chapitre revisite une sélection de théorèmes des points fixes bien

connus. Elle vise à fournir une couverture complète de ces théorèmes, y compris leurs

variations, leurs démonstrations et leurs applications pratiques.

De manière plus précise, nous nous concentrons sur l’étude de la stabilité asymptotique

de la solution nulle dans le cadre des équations différentielles fractionnaires de Caputo-

Hadamard. Nous examinons l’équation suivante :

 Dα
1 κ (t)−Dα−1

1 G (t,κ (1+λ t)) = F (t,κ (t) ,κ (1+λ t)) , t ≥ 1,

κ (1) = κ0, κ′ (1) = κ1,

ici, λ est dans l’intervalle (0, 1), 1 < α ≤ 2, κ0 et κ1 sont des nombres réels, Dα
1 repré-

sente la dérivée standard derivée fractionnaire de Caputo, et G et F sont des fonctions

continues définies sur des domaines spécifiques. La solution de l’équation présidente est

notée κ(t).

Chapitre 5 : Dans ce chapitre, nous examinons l’existence et l’unicité des solutions

pour les EDF ψ-Caputo liées au problème mentionnée ci-dessous. L’existence des solutions

est établie par l’application du théorème de Krasnoselkii, et l’unicité des solutions est

obtenue en utilisant le principe de la contraction. Nous considérons des EDF ψ-Caputo
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avec des conditions aux limites différentielles de ψ-Caputo (CLD ψ-Caputo) de la forme

Dα1;ψ(Dα2;ψκ)(ς) = g(ς ,κ(ς)) ς ∈ J := [a,b], 1 < α1,α2 < 2,

κ(a) = 0, κDϑ1;ψκ(b)+(1−κ)Dϑ2;ψκ(b) = ϑ3, ϑ3 ∈ R,

où Dα1;ψ , Dα2;ψ sont les EDF ψ-Caputo d’ordres α1, α2, Dϑ1;ψ , Dϑ2;ψ sont les CLD ψ-

Caputo d’ordres ϑ1, ϑ2 respectivement. 0 < ϑ1,ϑ2 < α1−α2,0 ≤ κ ≤ 1 est une constante

et une fonction continue g : J×R→ R.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Fonctions Spéciales

Ce chapitre offre une introduction concise à plusieurs fonctions distinctes qui trouvent

des applications tout au long du livre. Des explications supplémentaires sur ces fonctions

peuvent être trouvées dans les références [44, 46, 58, 62].

1.1.1 Fonction d’Euler

Fonction Gamma

Nous commençons par examiner la fonction Gamma, également connue sous le nom

d’intégrale d’Euler d’ordre deux, notée Γ(·).

La fonction Gamma, notée Γ, est définie comme suit :

Γ(n) =
∫ +∞

0
e−xxn−1dx. (1.1)

Théorème 1.1. La fonction Γ(n) converge pour n > 0.

Démonstration. L’intégrale peut être écrite comme :

Γ(n) =
∫ 1

0
e−xxn−1dx+

∫ +∞

1
e−xxn−1dx = I1 + I2,

où I1 =
∫ 1

0 e−xxn−1dx converge. Puisque e−x décroît sur l’intervalle [0,1], à partir de x = 0,

nous avons : ∫ 1

0
e−xxn−1dx <

∫ 1

0
xn−1dx =

1
p
.

7
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De plus, I2 =
∫+∞

1 e−xxn−1dx converge également. Nous obtenons :

1 ⩽ x ⇒ e−xxn−1 ⩽ e−
x
2 ⇔ xn−1 ⩽ e

x
2 ⇔ xn−1

e
x
2

⩽ 1.

Parce que nous avons :

∫ +∞

1
e−xxn−1dx ⩽

∫ +∞

1
e−

x
2 dx = 2e−

1
2 .

L’intégrale (1.1) converge pour p > 0 et diverge pour p ⩽ 0.

Les propriétés de base de la fonction Gamma sont les suivantes :

1. La fonction Γ(p) est continue pour p > 0.

2. La fonction Γ(p) obéit à la propriété :

Γ(p+1) = pΓ(p).

Démonstration. Γ(p+ 1) =
∫+∞

0 e−xxndx = −[e−xxn]+∞
0 + p

∫+∞
0 e−xxn−1dx = pΓ(p).

3. Les relations suivantes sont également valides :

Γ(p+n) = (p+n−1) . . .(p+1)Γ(p) (1.2)

Γ(1) = 1,

Γ(p+1) = p!,

Γ(0) = +∞.
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4. Pour p =−n, on obtient :

Γ(−n) =
Γ(−n+1)

−n
=

Γ(−n+2)
(n(n−1)

=
Γ(−n+3)

n(n−1)(n−2)
= . . .= (−1)n Γ(0)

n!
= (−1)n∞.

5. En tenant compte du fait que la fonction Γ peut être écrite comme Γ(p) = Γ(p+1)
p , on

en déduit que la fonction Γ peut également être définie pour des valeurs négatives

de p, dans l’intervalle −1 < p < 0. Si −n < p <−(n−1), alors à partir de (1. 3), on

obtient :

Γ(p) =
Γ(p+n)

p(p+1) . . .(p+n−1)
.

En utilisant la substitution p+n = α , on obtient après calculs :

Γ(α −n) =
(−1)nΓ(α)

(1−α)(2−α) . . .(n−α)
.

6. En utilisant l’identité (1. 2), on obtient :

Γ(m+
1
2
) = Γ(1+(m− 1

2
)) = (m− 1

2
)Γ(m− 1

2
)

= (m− 1
2
)(m− 3

2
)Γ(m− 3

2
)

= (m− 1
2
)(m− 3

2
) . . .

5
2

3
2

1
2

Γ(
1
2
),

ou

Γ(m+
1
2
) =

(2m!)
m!22m Γ(

1
2
).

7. La fonction Γ s’écrit :

Γ(p) =
∫ 1

0

(
ln

1
y

)p−1
dy.

8. Les valeurs spécifiques suivantes de la fonction Gamma (Γ) peuvent s’avérer utiles

à des fins de calcul :

Γ(
1
2
) =

√
π, : Γ(−1

2
) =−2

√
π,
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Γ(
3
2
) =

1
2
√

π, : Γ(
5
2
) =

3
4
√

π,

Γ(
1
3
) = 2.678938, : Γ(−2

3
) = 1.354118,

Γ(
1
4
) = 3.625600, : Γ(

3
4
) = 1.225417.

9.
Γ(p+1)

Γ(q+1)Γ(p−q+1)
=

(
n
k

)
,

10. La formule de Gauss est :

Γ(p) = Π∞
k=1

(
1+

1
k

)p(
1+

p
k

)−1
.

Démonstration. Nous exprimons e−x comme :

e−x = lim
k−→∞

(
1− x

k

)k
.

Ensuite, nous obtenons :

Γ(p) =
∫ ∞

0
e−xxp−1dx = lim

k−→∞

∫ k

0

(
1− x

k

)k
xp−1dx.

Pour x = tk ⇒ dx = kdt, on obtient :

Γ(p) = lim
k→∞

∫ 1

0
(1− t)kt p−1dt.

En intégrant par parties, on obtient :

1
p

∫ 1

0
(1− t)kdt p =

1
p

[
(1− t)kt p]1

0 −
1
p

∫ 1

0
t p(1− t)k =

k
p

∫ 1

0
(1− t)kt pdt.
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En répétant cette opération, on obtient :

Γ(p) = lim
k→∞

kpk!
p(p+1) . . .(p+ k)

.

Par contre,

lim
k→∞

(k+1)p

kp = 1.

D’après :

Γ(p) =
1
p

lim
k→∞

1
(1+ p)(1+ p/2) . . .(1+ p/k)

2p3p . . .(k+1)p

1p2p . . .kp ,

on obtient :

Γ(p) =
1
p

∞

∏
k=1

1
1+ p/k

(k+1)p

kp =
1
p

∞

∏
k=1

(
1+

1
k

)p(1+ p
k

)−1
,

sauf pour les valeurs Re(p) = 0,−1,−2, . . .

Fonction Bêta

Ici, nous considérons la fonction Bêta, notée B. La fonction Bêta, ou fonction d’Euler

d’ordre un, peut être définie comme suit :

B(p,q) =
∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx,

où Re(p)> 0 et Re(q)> 0. Dans ce qui suit, nous énumérerons les propriétés fondamentales

de la fonction Bêta :

1. Pour chaque p > 0 et q > 0, nous avons :

B(p,q) = B(q, p).
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2. Pour chaque p > 0 et q > 1, la fonction B satisfait la propriété :

B(p,q) =
q−1

p+q−1
B(p,q−1).

Démonstration.

B(p,q) =
∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx

xp(1− x)q−2 = xp−1(1− x)q−2 − xp−1(1− x)q−1,

B(p,q) =
∫ 1

0
(1− x)q−1 dxp

p
=

xp(1− x)q−1

p

∣∣∣∣1
0
+

q−1
p

∫ 1

0
xp(1− x)q−2dx

=
q−1

p

∫ 1

0
xp−1(1− x)q−2 − q−1

p

∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1

=
q−1

p
B(p,q−1)− q−1

p
B(p,q).

3. Pour chaque p > 0 et q > 0, l’identité suivante est valable :

B(p,q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q)

.

Démonstration. Le produit Γ(p)Γ(q) peut être écrit comme :

Γ(p)Γ(q) =
∫ +∞

0
e−tt p−1dt

∫ +∞

0
e−ssq−1ds =

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(t+s)t p−1sq−1dtds,

Γ(p+q) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(t+s)t p−1sq−1dtds.

Nous avons utilisé le changement de variable suivant t = xy et s = x(1− y), alors

s+ t = x et t
t+s = y, pour 0 < t < ∞ et 0 < s < ∞. Le Jacobien est D[t,s]

D[x,y] =−x, d’où :

dtds = xdxdy,
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Γ(p)Γ(q) =
∫ ∞

0

∫ 1

0
e−x(xy)p−1xq−1(1− y)q−1xdxdy

=
∫ ∞

0
exxp+q+1dx

∫ 1

0
yp−1(1− y)q−1dy,

Γ(p)Γ(q) = Γ(p+q)B(p,q).

4. Pour chaque p > 0, et pour le nombre naturel n, on peut prouver que

B(p,n) = B(n, p) =
1 ·2 ·3 . . .(n−1)

p(p+1) . . .(p+n)
,

et aussi :

B(p,1) =
1
p
.

Pour tous les nombres naturels m, n nous obtenons :

B(m,n) =
(n−1)!(m−1)!
(m+n−1)!

.

1.1.2 Fonctions intégrales

Dans cette section, nous introduisons les fonctions d’erreur, d’erreur imaginaire, com-

plémentaire d’erreur et intégrale exponentielle, notées respectivement erf(·), erfi(·),

erfc(·) et Ei(·).

La fonction d’erreur (erf) est définie comme suit :

erf(az) =
2a√

π

∫ z

0
e−a2z2

dz.
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La fonction d’erreur imaginaire (erfi) est définie comme suit :

erfi(az) =
2a√

π

∫ z

0
ea2z2

dz =−ierf(iaz).

La fonction complémentaire d’erreur (erfc) est définie comme suit :

erfc(az) =
2a√

π

∫ ∞

z
e−a2z2

dz.

La fonction intégrale exponentielle (Ei) est définie comme suit :

Ei(az) =
∫ z

−∞

eaz

z
dz.

Fonction de Mittag-Leffler

Dans cette section, nous introduisons les fonctions de Mittag-Leffler à un et deux

paramètres, notées respectivement Eα() et Eα,β ().

La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre, fonction de Mittag-Leffler à un paramètre

(Eα), est définie comme suit :

Eα(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+1)
pour Re(α)> 0.

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres, fonction de Mittag-Leffler à deux pa-

ramètres (Eα,β ), est définie comme suit :

Eα,β (z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+β )
pour Re(α)> 0,Re(β )> 0,β ∈ C.

Pour des valeurs particulières de α et β , on a :

E1,1(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(k+1)
=

∞

∑
k=0

zk

k!
= ez, (1.3)
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E1,2(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(k+2)
=

∞

∑
k=0

zk

(k+1)!
=

1
z

∞

∑
k=0

zk+1

(k+1)!
=

ez −1
z

, (1.4)

E1,3(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(k+3)
=

∞

∑
k=0

zk

(k+2)!
=

1
z2

∞

∑
k=0

zk+2

(k+2)!
=

ez − z−1
z2 (1.5)

Eα,β (z) =
1

Γ(β )
+ tEα,α+β (z). (1.6)

Eα,β (z)=
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+β )
=

∞

∑
k=−1

zk+1

Γ(α(k+1)+β )
=

∞

∑
k=−1

zk+1

Γ(αk+α +β )
=

1
Γ(β )

+tEα,α+β (z).

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous présentons un aperçu des propriétés fondamentales associées

aux intégrales et dérivées fractionnaires. Ces propriétés seront essentielles lorsque nous

aborderons l’analyse de problèmes spécifiques. Les informations présentées ici proviennent

de diverses sources, notamment des livres et des articles académiques.

1.2.1 Intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Il existe de nombreuses généralisations potentielles du concept de dérivée d’une fonc-

tion qui peuvent répondre à la question : ”Qu’est-ce que dn

dxn y(x) lorsque n est un nombre

réel ?” Notre exploration commence avec la formule de Cauchy pour une primitive n-ième

d’une fonction f , exprimée comme :

aIα
t f (t) =

1
(n−1)!

∫ t

a
(t − τ)n−1 f (τ)dτ, t ∈ [a,b], n ∈ N,

où l’on suppose que f (t) = 0 pour t < a. Remarquez que (n− 1)! = Γ(n), où Γ est la

fonction gamma d’Euler.

Définition 1.1. L’intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre α ∈ C
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est formellement donnée par

aIα
t f (t) =

1
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1 f (τ)dτ, (1.7)

où t ∈ [a,b], Re(α)> 0 et Γ(z) est la fonction gamma.

Un calcul direct donne

aIα
t (t −a)p =

Γ(1+ p)
Γ(1+ p+α)

(t −a)p+α .

Dans le cas particulier où α est un réel positif et f ∈ L1(a,b), l’intégrale aIα
t f existe

pour presque tous les t ∈ [a,b]. De plus, aIα
t f ∈ L1(a,b) (voir [44]). Pour α = 0, nous

définissons aI0
t f = f . Cette définition est motivée par le raisonnement suivant. Supposons

que f ∈C1([a,b]). Alors, après intégration par parties, à partir de (1.7), nous avons

aIα
t f (t) =

(t −a)α

Γ(α +1)
f (a)+

1
Γ(α +1)

∫ t

a
(t − τ)α f (1)(τ)dτ,

de sorte que

lim
α→0

aIα
t f (t) = f (a)+

∫ t

a
f (1)(τ)dτ = f (t).

Définition 1.2. L’intégrale fractionnaire à droite de Riemann-Liouville d’ordre α ∈ C

est formellement donnée par

tIα
b f (t) =

1
Γ(α)

∫ b

t
(τ − t)α−1 f (τ)dτ, t ∈ [a,b], Re(α)> 0. (1.8)

L’existence est la même que dans le cas de l’intégrale fractionnaire de gauche de

Riemann-Liouville donnée ci-dessus.

Dans le cas particulier où f (t) = (t −a)β−1 et g(t) = (b− t)β−1, t ∈ [a,b], α,β ∈ C, nous

avons

aIα
t (t −a)β−1 =

Γ(β )
Γ(β +α)

(t −a)β+α−1, Re : α > 0,Re : β > 0,
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tIα
b (b− t)β−1 =

Γ(β )
Γ(β +α)

(b− t)β+α−1, Re : α > 0,Re : β > 0.

Les opérateurs aIα
t et tIα

b avec Re : α > 0 sont des opérateurs bornés de Lp(a,b) dans

Lp(a,b), p ≥ 1. Les estimations suivantes sont valables :

∥aIα
t f∥Lp(a,b) ≤

(b−a)Re :α

| Γ(α) | Re : α
∥ f∥Lp(a,b), ∥tIα

b f∥L(0,b) ≤
(b−a)Re :α

| Γ(α) | Re : α
∥ f∥Lp(a,b),

voir [44]. Si α ∈ (0,1) et 1 < p < 1
α , alors les opérateurs 0Iα

t et aIα
t sont bornés de

Lp(a,b) dans Lq(a,b) pour q = p
1−α p (voir [44, 46]).

Introduisons la fonction

∥x∥=

−x si x < 0,

x si x ≥ 0.
(1.9)

Nous concluons que l’intégrale (1.7) peut être écrite sous la forme d’une convolution

comme

aIα
t y(t) = fα(t)∗ y(t) =

∫ t

a
f (t − τ)y(τ)dτ. (1.10)

Définition 1.3. Les dérivées fractionnaires à gauche et à droite de Riemann-Liouville

aDα
t f et tDα

b f d’ordre α ∈ C, Re α ≥ 0, n− 1 ≤ Re α < n, n ∈ N, avec les hypothèses

appropriées sur f (voir ci-dessous), sont définies comme

aDα
t f (t) =

dn

dtn

(
aIn−α

t f (t)
)
=

1
Γ(n−α)

dn

dtn

∫ t

a

f (τ)
(t − τ)α−n+1 dτ, t ∈ (a,b). (1.11)

tDα
b f (t) = (−1)n dn

dtn

(
tI

n−α
b f (t)

)
= (−1)n 1

Γ(n−α)

dn

dtn

∫ b

t

f (τ)
(τ − t)α−n+1 dτ, t ∈ (a,b). (1.12)

Si f ∈AC([a,b]) et n−1≤Reα < n, n∈N, alors aDα
t f et tDα

b f existent presque partout
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sur [a,b] et

aDα
t f (t) =

n−1

∑
k=0

f (k)(a)
Γ(1+ k−α)

(t −a)k−α +
1

Γ(n−α)

∫ t

a

f (n)(τ)
(t − τ)α−n+1 dτ, (1.13)

tDα
b f (t) =

n−1

∑
k=0

(−1)k f (k)(b)
Γ(1+ k−α)

(b− t)k−α +
(−1)n

Γ(n−α)

∫ b

t

f (n)(τ)
(t − τ)α−n+1 dτ, (1.14)

À partir des définitions, il découle que dans le cas particulier où f (t) = (t − a)β−1,

t > a, et f (t) = (b− t)β−1, t < b, β ∈ C, nous avons

aDα
t (t −a)β−1 =

Γ(β )
(β −α)

(t −a)β−α−1,

tDα
b (b− t)β−1 =

Γ(β )
(β −α)

(t −a)β−α−1.

(1.15)

De plus, à partir de (1.13) et (1.14), pour une fonction constante f =C, nous avons

aDα
t C = C

(1−α)(t −a)−α et tDα
b C = C

(1−α)(b− t)−α

Aussi, aDα
t f (t) = 0 et tDα

b g(t) = 0, n−1 ≤ Reα < n, si et seulement si, respectivement,

f (t) =
n

∑
k=1

ck(t −a)α−k et g(t) =
n

∑
k=1

dk(b− t)α−k (1.16)

où ck et dk, k = 1, . . . ,n, sont des constantes arbitraires. Ainsi, les fonctions f et g dans

(1.16) jouent le rôle de constantes pour les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

à gauche et à droite, respectivement.

Soit α = k+ γ , k ∈ N0, γ ∈ [0,1). Alors, 0Dα
t et tDα

b peuvent être écrits comme
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aDα
t f (t) =

1
(1− γ)

dk+1

dtk+1

∫ t

a

f (τ)
(t − τ)γ dτ, t > 0,

tDα
b f (t) = (−1)k+1 1

(1− γ)
dk+1

dtk+1

∫ b

t

f (τ)
(τ − t)γ dτ, t < b.

Parfois, de manière concise, on écrit aDα
t f = f (α).

Soit α ∈ [0,1). Alors, pour t > a et t < b, nous avons

aDα
t f (t) =

1
Γ(1−α)

d
dt

∫ t

a

f (τ)
(t − τ)α dτ,

tDα
b f (t) =− 1

Γ(1−α)

d
dt

∫ b

t

f (τ)
(τ − t)α dτ.

(1.17)

Dans le cas où α est purement imaginaire, c’est-à-dire α = iθ , la dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville à gauche est définie comme

aDiθ
t f (t) =

1
Γ(1− iθ)

d
dt

∫ t

a

f (τ)
(t − τ)iθ dτ, t ≥ a.

Considérons le problème de déterminer limα→1− aDα
t f . Alors, nous avons la proposi-

tion suivante

Proposition 1.1 ( [44]). Supposons que f ∈C1([0,T ]). Alors, limα→1− aDα
t f = f (1)

Nous posons dn

dtn (.) = Dn(.). La règle des indices s’applique aux intégrales et dérivées

d’ordre entier

(aIn
t aIm

t ) f (t) = (aIm
t aIn

t ) f (t) = (aIn+m
t ) f (t), n, m ∈ N0

(aDn
t aDm

t ) f (t) = (aDm
t aDn

t ) f (t) = (aDn+m
t ) f (t), n, m ∈ N0

(1.18)

La propriété de semi-groupe s’applique uniquement aux intégrales fractionnaires.

Proposition 1.2 ( [44]). L’intégrale fractionnaire aIα
t en tant qu’application de L1(a,b)→
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L1(a,b) forme un semi-groupe commutatif par rapport aux ordres des intégrales. L’opéra-

teur d’identité aI0
t est l’élément neutre. Ainsi, si Re α, Re β > 0

(aIα
t aIβ

t ) f (t) = (aIβ
t aIα

t ) f (t) = (aIα+β
t ) f (t),

(tDα
b tDβ

b ) f (t) = (tDβ
b tDα

b ) f (t) = (tDα+β
b ) f (t),

s’applique pour presque tous les t ∈ [a,b] (presque partout (p. p.) dans [a,b]) si f ∈ Lp(a,b),

1 ≤ p ≤ ∞

Il peut également être démontré que pour Re α > 0, f ∈ Lp(a,b), 1 ≤ p ≤ ∞, la compo-

sition des dérivées fractionnaires et des intégrales fractionnaires est valable, pour presque

tous les t ∈ (a,b) (voir [44, 46]),

(aDα
t aIα

t ) f (t) = f (t), et (tDα
b tIβ

b ) f (t) = f (t).

Montrant que aDα
t , tDα

b sont les inverses gauches de aIα
t , tIβ

b , respectivement, en ap-

pliquant aDα
t et tDα

b à droite de aIα
t , et tIβ

b , nous avons une situation différente. Pour

examiner les relations résultantes, nous définissons les espaces suivants :

aIα
t (L

p) = { f | f =a Iβ
t φ, φ ∈ Lp(a,b)} et

tDα
b (L

p) = {g|g =t Iβ
b ψ, ψ ∈ Lp(a,b)}.

(1.19)

Proposition 1.3. Soit Re α ≥ 0, n− 1 ≤ Re α < n. Alors, les résultats suivants sont

vérifiés :

i) Si f ∈ aIα
t (L

p), 1 ≤ p ≤ ∞, alors

(aIα
t aDα

t ) f (t) = f (t),p. p. dans [a,b]. (1.20)
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ii) Si f ∈ L1(a,b), aIn−α
t f ∈ AC([a,b]), alors

(aIα
t aDα

t ) f (t) = f (t)−
m

∑
j=1

(t −a)α− j

Γ(α − j+1)

[ dn− j

dtn− j

(
aIn−α

t
)]

t=a
. (1.21)

est vrai pour presque tout t ∈ [a,b].

1.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Nous présentons la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo [44] et Caputo

et Mainardi [46]. La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d’une fonction d’ordre α ,

notée C
a Dα

t f , est définie comme suit :

C
a Dα

t f (t) =


1

Γ(n−α)

∫ t
a

f (n)(τ)
(t−τ)α+1−n dτ, n−1 ≤ α ≤ n

dn

dtn f (t) α = n,
t ∈ [a,b] (1.22)

De même, la dérivée de Caputo à droite est définie comme

C
t Dα

b f (t) =

 (−1)n 1
Γ(n−α)

∫ b
t

f (n)(τ)
(τ−t)α+1−n dτ, n−1 ≤ α ≤ n

(−1)n dn

dtn f (t) α = n,
t ∈ [a,b] (1.23)

Il est facile de voir que

C
a Dα

t f (t) =a In−α
t

( dn

dtn f (t)
)

et C
t Dα

b f (t) = (−1)n
t In−α

b

( dn

dtn f (t)
)
,

où aIn−α
t et tIn−α

b sont les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville respectivement.

Remarquez que (1.22) pour a = 0 peut être écrit comme

C
a Dα

t f (t) =
tn−1−α

Γ(n−α)
∗ dn

dtn f (t), t > 0, n−1 ≤ Re α < n. (1.24)
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Notez que la dérivée de Caputo d’une fonction constante est nulle

C
a Dα

t C = 0 et C
t Dα

b C = 0. (1.25)

1.4 Dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard et

Ψ-Caputo

Définition 1.4 (Intégrale fractionnaire de type Hadamard). Soit f une fonction continue

sur [a;b] à valeurs dans R L’intégrale fractionnaire d’ordre α au sens Hadamard de la

fonction f est définie par :

(HIα
a f )(t) =

1
Γ(α)

∫ t

a
(ln

t
τ
)α−1 f (τ)

τ
dτ. (1.26)

Définition 1.5 (Dérivée fractionnaire au sens d’Hadamard). La dérivée fractionnaire au

sens d’Hadamard de la fonction f est définie par :

(HDα
a f )(t) =

1
Γ(n−α)

(t
d
dt
)n
∫ t

a
(ln

t
τ
)n−α−1 f (τ)

τ
dτ. (1.27)

Définition 1.6 ( [55, 62, 64]). L’intégrale fractionnaire de type Ψ-Riemann-Liouville

d’ordre α ∈ C pour la fonction continue ϕ : [a,b]→ R est donnée par

I α;Ψ
a ϕ(t) =

∫ t

a

(Ψ(t)−Ψ(s))α−1

Γ(α)
Ψ′ (s)ϕ(s)ds.

.

Définition 1.7 ( [55, 62, 64]). Les dérivées fractionnaires de Ψ-Caputo pour la fonction

continue ϕ : [a,b]→ R est donnée par

Dα;Ψ
a ϕ(t) =

∫ t

a

(Ψ(t)−Ψ(s))n−α−1

Γ(n−α)
Ψ′ (s)∂ n

Ψϕ(s)ds, t > a, n−1 < α < n,
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où ∂ n
Ψ =

(
1

Ψ′(η)
d

dη

)n
,n ∈ N.

1.5 Autres types de dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous introduisons d’autres formes d’intégrales et dérivées fraction-

naires. Pour une revue complète des définitions, veuillez vous référer à [46].

1.5.1 Dérivée fractionnaire de Canavati

Une définition alternative des dérivées fractionnaires, qui s’avère utile pour dériver

des inégalités, est la dérivée fractionnaire de Canavati. Cette dérivée se situe entre la

dérivée de Riemann-Liouville et la dérivée de Caputo. Lorsque n−1 < α < n, la dérivée

de Canavati d’ordre α est définie comme suit :

Can
a Dα

t f (t) =
1

Γ(n−α)

d
dt

∫ t

a

f (n−1)(τ)
(t − τ)α−n+1 dτ. (1.28)

La dérivée de Canavati [11, 64] est utilisée dans [44, 46] pour f ∈Cα([a,b]) où

Cα([a,b]) =
{

f ∈Cn−1([a,b]) | aI(n−1)
t f (n−1) ∈C1([a,b])

}
.

1.5.2 Dérivées fractionnaires de Marchaud

La dérivée fractionnaire de Marchaud à gauche d’ordre 0 < α < 1 pour f ∈H λ ([a,b]),

λ > α (voir section 1. 1) est définie comme

M
a Dα

t f (t) =
f (t)

Γ(1−α)(t −a)α +
α

Γ(1−α)

∫ t

a

f (t)− f (τ)
(t − τ)1+α dτ, t ∈ [a,b]. (1.29)

La dérivée fractionnaire de Marchaud à droite est définie comme

M
t Dα

b f (t) =
f (t)

Γ(1−α)(b− t)α +
α

Γ(1−α)

∫ b

t

f (t)− f (τ)
(τ − t)1+α dτ, t ∈ [a,b]. (1.30)
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Les intégrales dans (1.29) et (1.30) sont supposées convergentes. Pour préciser, soit

ψε(t) =
∫ t−ε

a

f (t)− f (τ)
(t − τ)1+α dτ, ε > 0. (1.31)

Ensuite,
M
a Dα

t f (t) =
f (t)

Γ(1−α)(t −a)α + lim
ε→0

ψε(t). (1.32)

Si f ∈ Lp(a,b), alors la limite dans (1.32) est considérée dans la norme de Lp(a,b).

Pour les fonctions appartenant à C1([a,b]), les dérivées de Marchaud coïncident avec les

dérivées correspondantes de Riemann-Liouville.

1.6 Dérivées fractionnaires de Grünwald-Letnikov

La dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov à gauche d’ordre α est, selon [44, 46],

formellement définie comme

GLaDα
t f (t) = lim

h→0

( 1
hα

[ t−a
h ]

∑
j=0

(−1) j f (t − jh)
)
, t > a, α > 0. (1.33)

De même, la dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov à droite d’ordre α est définie

comme

GLtDα
b f (t) = lim

h→0

( 1
hα

[ t−a
h ]

∑
j=0

(−1) j f (t + jh)
)
, t > a, α > 0. (1.34)

Il existe une connexion entre les dérivées fractionnaires de Marchaud et de Grünwald-

Letnikov

Proposition 1.4. Soit f ∈ Lp(a,b), 1 ≤ p < ∞. Alors, la limite (1.33) existe au sens de

la convergence Lp(a,b), si et seulement s’il existe la dérivée fractionnaire de Marchaud

au sens de (1.32). Les deux limites, si elles existent, sont égales presque partout.
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1.7 Espaces fonctionnels fractionnaires

Avant d’explorer les solutions des équations différentielles, il est impératif d’identifier

l’espace fonctionnel dans lequel réside la solution. Cette détermination facilite l’établisse-

ment de propriétés de régularité spécifiques. Les sujets abordés dans les sections suivantes

font usage de divers espaces de Banach introduits dans cette sous-section ou construits

sur la base des définitions fournies ci-dessous. Il est pertinent de reconnaître que la liste

présentée ici n’est pas exhaustive. Pour une exploration plus approfondie de ce sujet, nous

renvoyons les lecteurs à la littérature spécialisée dans ce domaine, comme documenté dans

les références [20, 28].

Définition 1.8. Nous désignons par AC(0,1) l’espace des fonctions absolument continues

définies sur [0,1]. En fait, x ∈ AC(0,1) si et seulement s’il existe ϕ ∈ L1((0,1),R) et c ∈R

tels que

x(t) = c+
∫ t

0
ϕ(s)ds pour t ∈ (0,1).

où L1([0,1],R) est l’espace de Banach des fonctions intégrables de Lebesgue de [0,1]

dans R avec la norme ∥h∥L1 =
∫ 1

0 |h(t)|dt. Également, nous définissons ACn−1(0,1) par

ACn−1(0,1) = {x ∈Cn−2,x(n−1) ∈ AC(0,1)}.

Théorème 1.2 ( [63]). Si θ : [a,b] → R est différentiable en chaque point de [a,b] et

θ ′ ∈ L1 sur [a,b], alors

θ(t)−θ(a) =
∫ t

a
θ ′(τ)dτ.

Théorème 1.3 ( [26]). Si θ : [a,b]→ R, les énoncés suivants sont équivalents :

(i) θ est absolument continue sur [a,b].

(ii) θ(t)−θ(a) =
∫ t

a ϕ(τ)dτ pour un certain ϕ ∈ L1([a,b],R).

(iii) θ est différentiable presque partout sur [a,b], θ ′ ∈ L1([a,b],R), et θ(t)− θ(a) =∫ t
a θ ′(τ)dτ.
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1.8 Fonctions de contrôle inférieure et supérieure

Les outils de base présentés dans cette section peuvent être rappelés depuis [6, 7, 11,

12, 45, 47, 55, 62, 64, 65], où plus de détails peuvent être trouvés.

Soit Ψ : [ℓ1, ℓ2] → R une fonction croissante avec Ψ′(η) > 0, ∀η . Le symbole Y =

C ([ℓ,T ],R) représente l’espace de Banach des fonctions continues ϕ : [ℓ,T ]→ R avec la

norme ∥ϕ∥= sup{|ϕ(η)| : η ∈ [ℓ,T ]}.

Nous définissons A = {ϕ ∈ Y : ϕ (η)≥ 0, η ∈ [ℓ,T ]} comme un sous-ensemble de Y

constitué de toutes les fonctions positives dans Y . Supposons ℏ1,ℏ2 ∈ R+ avec ℏ2 > ℏ1.

Pour toute ϕ ,χ ∈ [ℏ1,ℏ2], nous associons la fonction de contrôle inférieure

L(η ,ϕ ,χ) = inf{F (η ,υ ,µ) : ϕ ≤ υ ≤ ℏ2,χ ≤ µ ≤ ℏ2} ,

et la fonction de contrôle supérieure

U (η ,ϕ ,χ) = sup{F (η ,υ ,µ) : ℏ1 ≤ υ ≤ ϕ ,ℏ1 ≤ µ ≤ χ} .

La fonction F a été définie précédemment dans la Section 1. Sur les arguments ϕ ,χ, L

et U sont non-décroissantes et

L(η ,ϕ ,χ)≤ F (η ,ϕ ,χ)≤U (η ,ϕ ,χ) .

Lemme 1.1 ( [55]). Supposons q, ℓ > 0, et ϕ ∈C([ℓ,ℏ],R). Alors ∀η ∈ [ℓ,ℏ] et en supposant

Fℓ(η) = Ψ(η)−Ψ(ℓ), nous avons

• Dq;Ψ
ℓ I q;Ψ

ℓ ϕ(t) = ϕ(t),

• I q;Ψ
ℓ (Fℓ(η))ℓ−1 = Γ(ℓ)

Γ(ℓ+q)(Fℓ(η))ℓ+q−1,

• Dq;Ψ
ℓ (Fℓ(η))ℓ−1 = Γ(ℓ)

Γ(ℓ−q)(Fℓ(η))ℓ−q−1,

• Dq;Ψ
ℓ (Fℓ(η))k = 0, k ∈ {0, . . . ,n−1}, n ∈ N, q ∈ (n−1,n].
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1.9 Préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques techniques, définitions, lemmes et théo-

rèmes importants. Pour plus de détails, voir [11, 15, 38, 39, 62, 64].

Lemme 1.2 ( [15,62]). Pour α ∈ (n−1,n], n ∈N. L’égalité
(
Iα

1 D
α
1 κ
)
(t) = 0 est vraie si

et seulement si

κ(t) =
n

∑
k=1

ck(log t)α−k

où ck ∈ R est une constante arbitraire pour k = 1, . . . ,n.

Lemme 1.3 ( [15, 62]). Soit m−1 < α ≤ m, m ∈ N et κ ∈Cn−1[1,∞). Alors

Iα
1 [D

α
1 κ(t)] = κ(t)−

m−1

∑
k=0

(δ kκ)(1)
Γ(k+1)

(log t)k.

Lemme 1.4 ( [15, 62]). Pour tout ρ > 0 et ν >−1,

1
Γ(ρ)

∫ t

1
(log(t/τ))ρ−1(logτ)ν dτ

τ
=

Γ(ν +1)
Γ(ρ +ν +1)

(log t)ρ+ν .

Lemme 1.5 ( [15,62]). Soit κ(t) = (log t)ρ , où ρ ≥ 0 et soit m−1 < α ≤ m, m ∈N. Alors

Dα
1 κ(t) =

0 si ρ ∈ {0,1, . . . ,m−1},
Γ(ν+1)

Γ(ρ+ν+1)(log t)ρ−ν si ρ ∈ N,ρ ≥ m ou ρ /∈ N,ρ > m−1.

Remarque 1.1. Par les définitions 1.6, 1.7 et le lemme 1.3, il est évident de voir que

(i) Soit ℜ(α) > 0. Si κ est continue sur [1,+∞), alors Dα
1 I

α
1 κ(t) = κ(t) pour tout

[1,+∞).

(ii) Soit κ(t) = c, Dα
1 κ(t) = 0.

Soit E = {κ ∈C ([1,∞)) : supt≥1 |κ(t)|/h̄(log t)< ∞}, qui représente un lien important

dans notre discussion. Soit h̄ : [0,∞) → [1,∞) une fonction croissante strictement avec
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h̄(0) = 1, h̄(log t)→ ∞ lorsque t → ∞, et

h̄(logτ)h̄(log(t/τ))≤ h̄(log t) pour tout 1 ≤ τ ≤ t ≤ ∞.

Alors E est un espace de Banach équipé de ∥κ∥= supt≥1
|κ(t)|
h̄(log t) . Pour plus d’informa-

tions sur cet espace, voir [55]. De plus, soit

∥Ψ∥t = max{|Ψ(τ)| : 1 ≤ τ ≤ t} ,

pour tout t ≥ 1, donné Ψ ∈ C ([1,∞)), soit B(ε) = {κ ∈ E : ∥κ(t)∥ ≤ ε pour t ∈ [1,∞)}

pour tout ε > 0.

1.10 La υ-ième dérivée fractionnaire

Définition 1.9 ( [22]). Pour une fonction au moins n-fois différentiable χ : [a,∞)→ R,

la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre υ est définie par

(
CDυ

0

)
χ (ς) =

1
Γ(n−υ)

∫ ς

0
(ς − s)n−α1−1χ(n)(s)ds, pour n−1 < υ < n,

où n = [υ ]+1.

Définition 1.10 ( [22]). Le IFRL d’ordre υ pour une fonction χ : [a,∞)→ R est défini

comme

(RLIυ)χ (ς) =
1

Γ(υ)

∫ ς

a

χ (s)

(ς − s)1−υ ds, pour υ > 0,

à condition que l’intégrale existe.

Définition 1.11 ( [22]). La IFH d’ordre υ est définie par

(HJυ)χ (ς) =
1

Γ(υ)

∫ ς

b

(
log

ς
s

)υ−1 χ(s)
s

ds, υ > 0.

sous réserve de l’existence de l’intégrale.
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Définition 1.12 ( [22]). Le DFCH est défini comme

HDυ χ(ς) =
1

Γ(n−υ)

∫ ς

a

(
log

ς
s

)n−υ−1
∂ n χ(s)

s
ds,n−1 < υ < n, n = [υ ]+1,

où χ : [a,∞)→ R est une fonction n-fois différentiable et ∂ n =
(

ς d
dς

)n
.

Soit ψ : [τ1,τ2]→ R, croissante par ψ ′ (ς) ̸= 0,∀ς . Nous commençons cette partie par

définir les intégrales et dérivées fractionnaires par rapport à ψ . Dans toutes les notations

de cette section, nous posons

∂ψ =
1

ψ ′ (ς)
d

dς
.

Définition 1.13 ( [7,46]). La υ-ième ψ-intégrale pour une fonction intégrable χ : [τ1,τ2]→

R par rapport à ψ est illustrée comme suit :

I υ ;ψ
τ+1

χ (ς) =
1

Γ(υ)

∫ ς

τ1

(ψ (ς)−ψ (ξ ))υ−1 ψ ′ (ξ )χ (ξ )dξ , (1.35)

où

Γ(υ) =
∫ +∞

0
e−ς ςυ−1dς , υ > 0.

Définition 1.14 ( [7, 46]). Soit n ∈ N et v ∈ Cn [τ1,τ2] tel que ψ possède les mêmes

propriétés mentionnées ci-dessus. La υ-ième dérivée fractionnaire ψ de χ est définie par

Dυ ;ψ
τ+1

χ (ς) = ∂ (n)
ψ I n−υ ;ψ

τ+1
χ (ς)

=
1

Γ(n−υ)
∂ (n)

ψ

∫ ς

τ1

(ψ (ς)−ψ (ξ ))n−υ−1 ψ ′ (ξ )χ (ξ )dξ ,

dans lequel n = [υ ]+1. La υ-ième dérivée de Caputo ψ de χ est définie par

CDυ ;ψ
τ+1

χ (ς) = I n−υ ;ψ
τ+1

∂ n
ψ χ (ς) ,

dans lequel n = [υ ]+1 pour υ /∈N, n = υ pour υ ∈N. La υ-ième dérivée de Caputo ψ de
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χ est définie par

CDυ ;ψ
τ+1

χ (ς) =

∂ n
ψ χ (ς) υ ∈ N,∫ ς
τ1

ψ ′(ξ )(ψ(ς)−ψ(ξ ))n−υ−1

Γ(n−υ) ∂ n
ψ χ (ξ )dξ , υ /∈ N.

(1.36)

Cette dérivée donne la dérivée de Caputo-Hadamard et la dérivée de Caputo lorsque

ψ (ς) = lnς et ψ (ς) = ς , respectivement. La υ-ième dérivée de Caputo ψ de la fonction

χ est spécifiée comme ( [46], Théorème 3)

CDυ ;ψ
τ+1

χ (ς) = Dυ ;ψ
τ+1

(
χ (ς)−

n−1

∑
k=0

∂ k
ψ χ (τ1)

k!
(ψ (ς)−ψ (τ1))

k

)
.

On peut utiliser les règles de configuration pour les opérateurs ψ ci-dessus.

Lemme 1.6 ( [7, 46]). Soit n−1 < υ < n et χ ∈ Cn [τ1,τ2]. Alors ce qui suit est vrai :

I q;ψ
τ+1

(
CDq;ψ

τ+1
χ (ς)

)
= χ (ς)−

n−1

∑
k=0

∂ k
ψ χ (τ1)

k!
[ψ (ς)−ψ (τ1)]

k ,

pour tout ς ∈ [τ1,τ2]. De plus, si m ∈ N et χ ∈ Cn+m [τ1,τ2], alors nous obtenons

∂ m
ψ

(
CDυ ;ψ

τ+1
χ (ς)

)
(ς) =C Dυ+m;ψ

τ+1
χ (ς)+

m−1

∑
k=0

[ψ (ς)−ψ (τ1)]
k+n−υ−m

Γ(k+n−υ −m+1)
∂ k+m

ψ χ (τ1) .

Notez que si ∂ k
ψ χ (τ1) = 0,∀k = n,n+1, . . . ,n+m−1, nous concluons cette relation :

∂ m
ψ

(
CDυ ;ψ

τ+1
χ (ς)

)
(ς) =C Dυ+m;ψ

τ+1
χ (ς) , ς ∈ [τ1,τ2] .

Lemme 1.7 ( [7, 46]). Soit q,q′ > 0 et χ ∈C[τ1,τ2]. Alors, ∀ς ∈ [τ1,τ2] en supposant

𝟋τ1 (ς) = ψ (ς)−ψ (τ1), nous avons

1. I q;ψ
τ+1

I q′;ψ
τ+1

χ (ς) = I q+q
′
;ψ

τ+1
χ (ς) ;

2. CDq;ψ
τ+1

I q;ψ
τ+1

χ (ς) = χ (ς) ;
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3. I q;ψ
τ+1

(χ (ς))q′−1 = Γ(q′)
Γ(q′+q) (𝟋τ1 (ς))

q′+q−1 ;

4. CDq;ψ
τ+1

(𝟋τ1 (ς))
q′−1 = Γ(q′)

Γ(q′−q) (𝟋τ1 (ς))
q′−q−1

5. CDq;ψ
τ+1

(𝟋τ1 (ς))
k = 0, (k = 0, . . . ,n−1) , n ∈ N, q ∈ (n−1,n] .

1.11 Entre l’EFD et l’équation intégrale

L’objectif principal de cette sous-section est de dériver des résultats généraux qui sont

parallèles aux résultats standards classiques dans les domaines du calcul différentiel et

intégral.

Théorème 1.4 (Théorème fondamental du calcul classique). Soit x : [a,b] −→ R une

fonction continue et X : [a,b]−→ R définie par

X(t) =
∫ t

a
x(s)ds.

Alors, X est dérivable et X ′ = x.

Lemme 1.8 ( [55]). Supposons que u ∈ C(0,1)∩L1(0,1) avec une dérivée fractionnaire

d’ordre α > 0 qui appartient à u ∈C(0,1)∩L1(0,1), alors

Iα
0+Dα

0 u(t) = u(t)+C1tα−1 +C2tα−2 + . . .+Cntα−n,

pour certains Ci ∈ R, i = 1,2, . . . ,n.

Lemme 1.9 ( [55]). Pour α > 0, la solution générale de l’équation différentielle fraction-

naire Dα
0+u(t) = 0 est donnée par

u(t) =C1tα−1 +C2tα−2 + . . .+Cntα−n,

où Ci ∈ R, i = 1,2, . . . ,n, et n = [α]+1.
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Lemme 1.10. Soit v ∈ L1((0,1),R), alors

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1v(s)ds,

est la solution continue unique sur [0,1] de l’équation

Dα
0+u(t) = v(t), (1.37)

satisfaisant aux conditions initiales

u(+) = 0, D(α−i)u(0) = 0, i = 1, . . . , [α]. (1.38)

Démonstration. En effet, nous pouvons appliquer le Lemme 1.9 pour réduire l’équation

(1.37) à une équation intégrale équivalente

u(t) = Iα
0+v(t)+C1tα−1 +C2tα−2 + . . .+Cntα−n,

pour certains Ci, i= 0, . . . ,n. En utilisant les conditions initiales u(0) = 0, D(α− i)u(0) = 0,

i = 1, . . . , [q], nous obtenons C1 = C2 = . . . = Cn = 0. En substituant ces valeurs dans la

dernière formule, nous obtenons l’expression de la solution unique de (1.37) sous réserve

des conditions (1.38) on a u(t) = 1
Γ(α)

∫ t
0(t − s)α−1v(s)ds



Chapitre 2

Théorèmes d’existence et d’unicité

Dans des scénarios généraux, lors de l’approche d’une équation différentielle fraction-

naire, il devient nécessaire de chercher une solution dans un espace fonctionnel approprié.

Ensuite, le problème est modifié de manière appropriée, et l’un des théorèmes des points

fixes est appliqué, souvent en conjonction avec des estimations utiles supplémentaires

et des inégalités établies. Cette approche est utilisée pour établir les résultats souhaités

concernant l’existence, l’unicité ou la stabilité.

2.1 Théorie des points fixes

2.1.1 Théorème des points fixes de Banach

Rappelons qu’un problème de valeur initiale

x′ = f (t,x), x(t0) = x0, (2.1)

peut être exprimé comme une équation intégrale

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f (s,x(s))ds, (2.2)

à partir de laquelle une séquence de fonctions {xn} peut être définie par induction

x0(t) = x0, x1(t) = x0 +
∫ t

t0
f (s,x0)ds,

et, en général,

33
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xn+1(t) = x0 +
∫ t

t0
f (s,xn(s))ds. (2.3)

Cela s’appelle la méthode des approximations successives de Picard et, sous des conditions

généreuses sur f , on peut montrer que {xn} converge uniformément sur un intervalle

|t − t0| ≤ k vers une fonction continue, disons x. En prenant la limite dans l’équation

définissante xn+1, on passe la limite à travers l’intégrale et on obtient

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f (s,x(s))ds,

de sorte que x(t0) = x0 et, après différenciation, on obtient x′(t) = f (t,x(t)). Ainsi, x est

une solution du problème de valeur initiale.

Banach a réalisé que c’était en fait un théorème des points fixes avec une large ap-

plication. En définissant un opérateur B sur un espace métrique complet C([t0, t0 + k],R)

avec la norme du supremum ∥.∥ pour x ∈C implique

(Bx)(t) = x0 +
∫ t

t0
f (s,x(s))ds. (2.4)

Si un point fixe de l’opérateur B, noté comme Bϕ = ϕ , est trouvé, cela correspond à

une solution du problème de valeur initiale. Cette approche avait deux caractéristiques

remarquables. Premièrement, elle a trouvé des applications dans des problèmes à travers

un large éventail de disciplines mathématiques impliquant des espaces métriques com-

plets. Deuxièmement, elle introduisait un niveau de clarté et de rigueur. Par exemple,

les démonstrations souvent complexes et incertaines des théorèmes des fonctions impli-

cites ont été simplifiées et renforcées par l’application de la théorie des points fixes. Dans

ce contexte, nous utiliserons cette théorie pour démontrer l’existence de solutions pour

divers types d’équations différentielles.

Définition 2.1. Soit (E,ρ) un espace métrique complet et B : E → E. L’opérateur B est

un opérateur contractant s’il existe un λ ∈ (0,1) tel que x,y ∈ E implique
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ρ(Bx,By)≤ λρ(x,y).

Théorème 2.1 (Principe de la contraction). Soit (E,ρ) un espace métrique complet et

B : E → E un opérateur contractant. Alors, il existe un unique x ∈ E tel que Bx = x. De

plus, si y ∈ E et si {yn} est définie de manière inductive par y1 = By0 et yn+1 = Byn, alors

yn → x, le point fixe unique. En particulier, l’équation Bx = x a une et une seule solution.

Démonstration. Soit x0 ∈ E et définissons une séquence {xn} dans E par x1 = Bx0, x2 =

Bx1 = B2x0, . . . ,xn = Bxn−1 = Bnx0. Pour voir que {xn} est une suite de Cauchy, notons que

si m > n, alors

ρ(xn,ym) = ρ(Bnx0,Bmx0)

≤ λρ(Bn−1x0,Bm−1x0)

...

≤ λ nρ(x0,xm−n)

≤ λ n {ρ(x0,x1)+ρ(x1,x2)+ . . .+ρ(xm−n−1,xm−n)}

≤ λ n{ρ(x0,x1)+λρ(x0,x1)+ . . .+αm−n−1ρ(x0,x1)
}

= λ nρ(x0,x1)
{

1+λ + . . .+λ m−n−1}
≤ λ nρ(x0,x1)

{
1

(1−λ )

}
.

Comme λ < 1, le côté droit tend vers zéro lorsque n → ∞. Ainsi, {xn} est une suite de

Cauchy et (E,ρ) est complet, donc elle a une limite x ∈ E. Maintenant, B est certainement

continu, donc

Bx = B
(

lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
(Bxn) = lim

n→∞
xn+1 = x,

et x est un point fixe. Pour voir que x est le point fixe unique, supposons que Bx = x et

By = y. Alors

ρ(x,y) = ρ(Bx,By)≤ λρ(x,y),
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et, parce que λ < 1, nous concluons que ρ(x,y) = 0, de sorte que x = y. Cela complète la

démonstration.

En appliquant ce résultat à (2.1), un événement dérangeant s’est produit que nous dé-

crirons brièvement. Supposons que f soit continue et satisfasse une condition de Lipschitz

globale en x, disons

| f (t,x1)− f (t,x2)| ≤ L |x1 − x2| ,

pour t ∈ R et x1,x2 ∈ Rn. Alors, par (2.4), nous obtenons (pour t ≥ t0)

|Bx1 (t)−Bx2 (t)|=
∣∣∣∣∫ t

t0
[ f (s,x1(s))− f (s,x2(s))]ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

t0
L |x1(s)− x2(s)|ds,

de sorte que si ∥.∥ est la norme sup sur les fonctions continues sur [t0, t0 + k], alors

∥Bx1 −Bx2∥ ≤ Lk∥x1 − x2∥ .

C’est une contraction si Lk = λ < 1. Maintenant, L est fixé et nous prenons k assez petit

pour que Lk < 1. Cela donne un point fixe qui est une solution de (2.1) sur [t0, t0+k].

Cependant, l’aspect préoccupant est que cet intervalle est plus court que celui four-

ni par les résultats des approximations successives de Picard. Bien que cette disparité

puisse être adéquatement résolue dans de nombreux cas significatifs, elle reste décon-

certante. Heureusement, deux remèdes sont disponibles. Hale [35] propose une métrique

alternative qui résout cette disparité. Une autre approche implique l’utilisation de théo-

rèmes des points fixes asymptotiques. En plus de celui discuté, nous explorerons deux

autres théorèmes des points fixes asymptotiques, à savoir ceux de Browder et de Horn.

Théorème 2.2. Soit (E,ρ) un espace métrique complet et supposons que B : E → E tel

que Bm est une contraction pour un entier positif fixe m. Alors, B a un point fixe dans E.

Démonstration. Soit x le point fixe unique de Bm, Bmx = x. Alors BBmx = Bx et BBmx =

BmBx donc BmBx = Bx. Ainsi, Bx est également un point fixe de Bm et donc, par unicité,
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Bx = x. Ainsi, x est un point fixe de B. De plus, il est unique car si By = y, alors Bmy = y

donc x = y. Cela complète la preuve.

Le terme ”contraction” est utilisé de différentes manières dans la littérature. Notre

utilisation est parfois notée ”contraction stricte”. La propriété ρ(Bx,By) ≤ ρ (x,y) est

parfois appelée ”contraction” mais elle a une utilisation limitée dans la théorie des points

fixes. Un concept entre ces deux, qui est fréquemment utile, est décrit dans le résultat

suivant.

Théorème 2.3. Soit (E,ρ) un espace métrique compact non vide,

B : E → E et ρ(Bx,By)< ρ(x,y),

pour x ̸= y. Alors B a un point fixe unique.

Démonstration. Nous avons

ρ(x,Bx)≤ ρ(x,y)+ρ(y,Bx)≤ ρ(x,y)+ρ(y,By)+ρ(By,Bx),

et comme ρ(By,Bx)≤ ρ(x,y), nous concluons

ρ(x,Bx)−ρ(y,By)≤ 2ρ(x,y).

La permutation de x et y donne

|ρ(x,Bx)−ρ(y,By)| ≤ 2ρ(x,y).

Ainsi, la fonction ϑ : E → [0,∞) définie par ϑ(x) = ρ(x,Bx) est continue sur E. La com-

pacité de E donne z ∈ E avec ρ(z,Bz) = ρ(Bz,z) = infx∈E ρ(x,Bx). Si ρ(Bz,z) ̸= 0, alors

0≤ ρ(B(Bz),Bz)< ρ(Bz,z), ce qui contredit la propriété de l’infinimum. Ainsi, ρ(Bz,z) = 0

et Bz = z. S’il existe un autre point fixe distinct, disons By = y, alors ρ(y,z) = ρ(By,Bz)<

ρ(y,z), une contradiction pour y ̸= z. Cela complète la preuve.
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Remarquez que les approximations successives sont constructives dans l’esprit. Au

moins en théorie, on peut commencer avec x0 ∈ E, calculer x1, . . . ,xn. Souvent, on s’inté-

resse à déterminer à quel point x0 et xn sont proches du point fixe unique x. Le résultat

suivant donne une approximation.

Théorème 2.4. Si (E,ρ) est un espace métrique complet et B : E → E est un opérateur

de contraction avec le point fixe x, alors pour tout y ∈ E nous avons

(a) ρ(x,y)≤ ρ(By,y)/(1−λ )

et

(b) ρ(Bny,x)≤ λ nρ(By,y)/(1−λ ).

Démonstration. Pour prouver (a), nous notons que

ρ(y,x)≤ ρ(y,By)+ρ(By,Bx)≤ ρ(y,By)+λρ(y,x),

de sorte que

ρ(y,x)(1−λ )≤ ρ(y,By).

Pour (b), rappelez-vous que dans la preuve du Théorème 2.3 nous avions

ρ(Bny,Bmy)≤ λ nρ(By,y)/(1−λ ).

Comme m → ∞,Bmy → x de sorte que

ρ(Bny,x)≤ λ nρ(y,By)/(1−λ ).

Cela complète la preuve.

2.1.2 Théorème du point fixe de Krasnoselskii

Définition 2.2. Soit M un sous-ensemble d’un espace de Banach et A : M → E une

application. Si A est continue et que AM est contenu dans un ensemble compact de
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E, alors nous disons que A est une application compacte (nous disons aussi que A est

complètement continue).

Théorème 2.5 (Schauder, [47,56,65]). Soit M un ensemble convexe dans un espace de

Banach E et A : M → E une application compacte. Alors A a un point fixe.

En 1955, Krasnoselskii (voir [56, 65]) a observé que dans bon nombre de problèmes,

l’intégration d’un opérateur différentiel perturbé donne lieu à une somme de deux appli-

cations, une contraction et une application compacte. Il déclare alors,

Principe : l’intégration d’un opérateur différentiel perturbé peut produire

une somme de deux applications, une contraction et un opérateur compact.

Pour mieux comprendre cette observation de Krasnoselskii, considérons l’équation

différentielle suivante.

x′ (t) =−a(t)x(t)−g(t,x) . (2.5)

Nous pouvons transformer cette équation sous une autre forme en écrivant, de manière

formelle

x′ (t)e−
∫ t

0 a(s)ds =−a(t)e−
∫ t

0 a(s)dsx(t)−g(t,x)e−
∫ t

0 a(s)ds,

ainsi

x′ (t)e−
∫ t

0 a(s)ds +a(t)e−
∫ t

0 a(s)dsx(t) =−g(t,x)e−
∫ t

0 a(s)ds,

ou (
x(t)e−

∫ t
0 a(s)ds

)′
=−g(t,x)e−

∫ t
0 a(s)ds,

puis en intégrant de t −T à t, nous obtenons

∫ t

t−T

(
x(u)e−

∫ u
0 a(s)ds

)′
du =−

∫ t

t−T
g(u,x)e−

∫ u
0 a(s)dsdu,

ce qui donne

x(t)e−
∫ t

0 a(s)ds − x(T − t)e−
∫ T−t

0 a(s)ds =−
∫ t

t−T
g(u,x)e−

∫ u
0 a(s)dsdu,
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ou

x(t) = x(T − t)e−
∫ t

T−t a(s)ds −
∫ t

t−T
g(u,x)e−

∫ u
t a(s)dsdu. (2.6)

Si nous supposons que e−
∫ t

T−t a(s)ds := λ et si (E,∥.∥) est l’espace de Banach des fonctions

φ : R→ E continues, alors l’équation (2.6) peut être écrite comme

φ (t) = (Bφ)(t)+(Aφ)(t) := (Pφ)(t) .

où B est une contraction à condition que la constante λ < 1 et A est une application

compacte.

Cet exemple montre la naissance de l’application Pφ := Bφ +Aφ qui est identifiée

comme la somme d’une contraction et d’une application compacte.

Ainsi, la recherche de la solution pour (2.6) nécessite un théorème approprié qui

s’applique à cet opérateur hybride P et qui peut conclure à l’existence d’un point fixe qui

sera, à son tour, solution de l’équation initiale (2.5). Krasnoselskii a trouvé la solution

en combinant les deux théorèmes de Banach et celui de Schauder dans un seul théorème

hybride qui porte son nom. En substance, il établit le résultat suivant [65].

Théorème 2.6 (Krasnoselskii [65]). Soit M un sous-ensemble convexe non vide et fermé

d’un espace de Banach (E,∥.∥). Supposons que A et B sont des applications de M dans

E telles que

(i) Ax+By ∈ M pour tous x,y ∈ M ,

(ii) A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact de E,

(iii) B est une contraction avec une constante λ < 1.

Alors, il existe un x ∈ M tel que Ax+Bx = x.

Notez que si A = 0, le théorème devient le théorème de Banach. Si B = 0, alors le

théorème n’est autre que le théorème de Schauder.

Démonstration. Selon la condition (iii), nous avons

∥(I −B)x− (I −B)y∥= ∥(x− y)− (Bx−By)∥
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≤ ∥x− y∥+∥Bx−By∥

≤ ∥x− y∥+λ ∥x− y∥

= (1+λ )∥x− y∥ ,

et

∥(I −B)x− (I −B)y∥= ∥(x− y)− (Bx−By)∥

≥ ∥x− y∥−∥Bx−By∥

≥ ∥x− y∥−λ ∥x− y∥

= (1−λ )∥x− y∥ .

En résumé

(1−λ )∥x− y∥ ≤ ∥(I −B)x− (I −B)y∥ ≤ (1+λ )∥x− y∥ .

Cette inégalité montre que (I −B) : M → (I −B)M est continue et bijective. Ainsi,

(I −B)−1 existe et est continue. Posons U := (I −B)−1 A. Il est clair que U est une applica-

tion compacte, car U est une composition d’une application continue avec une compacte.

Selon le théorème de Schauder, U a un point fixe, c’est-à-dire

∃z ∈ M tel que (I −B)−1 Az = z.

Cela équivaut à z = Az+Bz.

Lemme 2.1 (Théorème d’Arzelà-Ascoli). Soit X un espace métrique compact et Y un

espace métrique quelconque. Un sous-ensemble Φ de l’espace C(X ,Y ) des applications

continues de X dans Y est totalement borné dans la métrique de convergence uniforme si

et seulement si Φ est équicontinu sur X et Φ(x) = {ϕ(x) : ϕ ∈ Φ} est un sous-ensemble

totalement borné de Y pour chaque x ∈ X .
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2.2 Stabilité et stabilité asymptotique

La stabilité et la stabilité asymptotique sont deux concepts essentiels dans le domaine

des systèmes de contrôle et des systèmes dynamiques.

La stabilité désigne la capacité d’un système à maintenir son comportement dans

le temps, malgré de légères perturbations ou des altérations des conditions initiales du

système. Un système stable reviendra finalement à son état d’équilibre après une per-

turbation, la magnitude de sa réponse diminuant avec le temps. En essence, un système

stable ne présentera pas de croissance non bornée.

La stabilité asymptotique représente une forme plus stricte de stabilité. En plus de

satisfaire les critères de stabilité, un système asymptotiquement stable approchera son

état d’équilibre à mesure que le temps tend vers l’infini. Cela signifie que le système revient

non seulement à son état d’équilibre après une perturbation, mais le fait de manière à ce

que la réponse approche zéro au fil du temps.

En résumé, la stabilité concerne la capacité d’un système à revenir à son état d’équi-

libre après une perturbation, tandis que la stabilité asymptotique exige que le système

revienne non seulement à son état d’équilibre, mais démontre également une réponse

approchant zéro à mesure que le temps s’étend à l’infini.

2.2.1 Stabilité

Définition 2.3. La solution triviale de (2.5) est dite stable si, pour chaque ε > 0, t0, il

existe une fonction positive δ = δ (t0,ε), continue en t0 pour chaque ε, telle que, lorsque

∥ϕ0∥ ≤ δ , (2.7)

nous avons

∥x(t0,ϕ0)(t)∥< ε, t ≥ t0. (2.8)

Définition 2.4. La solution x = 0 est dite uniformément stable si le nombre δ dans la

définition précédente est indépendant de t0.
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Théorème 2.7. Supposons qu’il existe une fonction V (t,x) satisfaisant les conditions

suivantes :

(i) V ∈ C([−τ,∞)× Sρ ,R+), V (t,x) est positive, décroissante et localement Lipschit-

zienne en x ;

(ii) pour t > t0,ϕ ∈ Ω0,

cDα
+V (t,ϕ(0),ϕ)≤ 0. (2.9)

Alors, la solution triviale de (2.5) est uniformément stable.

Démonstration. Étant donné que V est définie positive et décroissante, il existe des fonc-

tions a,b ∈ K satisfaisantes

b(∥x∥)≤V (t,x)≤ a(∥x∥) , (t,x) ∈ [t0,∞)×Sρ . (2.10)

Choisissons 0 < ε < ρ et t0 ∈ R+. Sélectionnons δ = δ (ε)> 0 tel que

a(δ )< b(ε). (2.11)

Affirmons que si ∥ϕ0∥ ≤ δ , alors ∥x(t0,ϕ0)∥< ε pour t ≥ t0. Supposons que cela ne soit

pas vrai. Alors, il existe une solution x(t0,ϕ0) de (2.5) avec ∥ϕ0∥0 ≤ δ telle que

∥x(t0,ϕ0)(t2)∥= ε, (2.12)

et

∥x(t0,ϕ0)(t)∥ ≤ ε, t ∈ [t0, t2] , (2.13)

de sorte que

V (t2,x(t0,ϕ0)(t2))≥ b(ε), (2.14)

à cause de (2.10). De plus, cela signifie que x(t0,ϕ0)(t2) ∈ Sρ , t ∈ [t0, t2]. Ainsi, le choix
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u0 = a(∥ϕ0∥0) et la condition

cDα
−V (t,ϕ(0),ϕ)≤ 0, t ∈ [t0, t2] , ϕ ∈ Ω0, (2.15)

donnent l’estimation

V (t,x(t0,ϕ0)(t))≤ a(∥ϕ0∥0), t ∈ [t0, t2] , (2.16)

Maintenant, les relations (2.14), (2.16), et (2.11) conduisent à la contradiction

b(ε)≤V (t2,x(t0,ϕ0)(t2))≤ a(∥ϕ0∥0)≤ a(δ )< b(ε). (2.17)

Cela prouve que la solution triviale de (2.5) est uniformément stable.

2.3 Pantographe

2.3.1 Définitions générales

Un pantographe est un mécanisme utilisé pour la reproduction ou l’amplification du

mouvement. Il se compose d’une série de tiges ou de bras interconnectés, avec un point

pivot fixe à une extrémité et un point pivot mobile à l’autre extrémité. Le mouvement

du point pivot mobile est directement proportionnel au mouvement du point pivot fixe,

et cette corrélation est décrite par un ensemble d’équations de pantographe.

Les équations de pantographe représentent un système d’équations linéaires qui ex-

pliquent la relation entre les positions des points pivots fixes et mobiles.

La forme spécifique des équations de pantographe peut varier en fonction de la confi-

guration du mécanisme de pantographe. Dans un contexte général, ces équations peuvent

être exprimées en termes des longueurs des bras du pantographe, des angles entre les

bras et des positions des points pivots fixes et mobiles. Ces équations sont des outils

précieux pour la conception et l’analyse des mécanismes de pantographe, permettant de

comprendre l’interaction entre le mouvement d’entrée et de sortie dans le mécanisme.
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2.3.2 Applications du problème de pantographe

Les applications du problème de pantographe sont vastes et se trouvent dans divers

domaines, notamment :

Ingénierie mécanique : Les pantographes sont utilisés dans les machines où une

amplification précise du mouvement est nécessaire, comme les machines-outils, les robots

industriels et les dispositifs de gravure.

Transport ferroviaire : Les pantographes sont utilisés dans les locomotives élec-

triques pour collecter l’énergie des lignes aériennes et la transmettre aux moteurs.

Arts et métiers : Les artistes et artisans utilisent parfois des pantographes pour

agrandir ou réduire des dessins avec précision.

Technologie médicale : Les pantographes peuvent être utilisés dans la conception

de dispositifs médicaux nécessitant une reproduction précise de mouvement, tels que les

prothèses et les instruments chirurgicaux.

Fabrication de moules et matrices : Les pantographes sont utilisés dans l’industrie

de la fabrication pour la création de moules et de matrices nécessaires à la production en

série de pièces.

Industrie automobile : Les pantographes peuvent être utilisés dans la conception et

la fabrication de prototypes automobiles pour reproduire des formes et des mouvements

avec précision.

Aérospatiale : Les pantographes peuvent être utilisés dans la fabrication de pièces

aérospatiales nécessitant des mouvements complexes et précis.

En résumé, le problème de pantographe trouve des applications dans de nombreux

domaines où une reproduction précise du mouvement est essentielle.



Chapitre 3

Sur les solutions positives des

équations pantographe fractionnaires

avec noyau dérivées Ψ- Caputo

3.1 Introduction

L’étude des solutions positives des équations différentielles revêt une importance ca-

pitale, car elles émergent naturellement lors de la modélisation de phénomènes du monde

réel dans des domaines tels que l’économie, la physique, l’ingénierie et la biologie. En

tant qu’extension du calcul des dérivées ordinaires, le domaine du calcul fractionnaire

est en développement depuis 1695 (comme référencé dans [54, 55, 62]). Au fil du temps,

de nombreux chercheurs ont rédigé de nombreuses œuvres visant à explorer qualitati-

vement les propriétés positives des solutions des équations différentielles fractionnaires

(comme discuté dans [11, 45]). Certaines de ces investigations se sont particulièrement

concentrées sur la quête de solutions en utilisant les dérivées fractionnaires de Caputo

et généralisées de Caputo. Dans ce contexte, une attention particulière a été accordée

au cas du noyau logarithmique, communément appelé la dérivée de Hadamard (comme

documenté dans [1, 12, 14, 40, 73]).

Un pantographe, à son tour, représente un système de liaison mécanique composé

de quatre barres de taille égale articulées à leurs extrémités. Les équations régissant le

mouvement d’un pantographe sont fondées sur les principes des triangles similaires. Ces

équations sont conçues pour déterminer le facteur d’échelle ou la corrélation entre les

longueurs des barres et la taille de l’image résultante. En général, ces équations sont

46



3.1 Introduction 47

dérivées en utilisant la trigonométrie et l’algèbre vectorielle, en tenant compte des angles

formés entre les barres et des longueurs de chaque barre individuelle. Leur objectif ultime

est de déterminer le trajet du stylet ou le point final de la quatrième barre, en fonction

du mouvement de l’objet original en cours de traçage (comme discuté dans [27,34,39,44,

50, 59], ainsi que les références associées).

Particulièrement remarquable, dans [52], pour le cas 1 < α ≤ 2 et CDα désignant

la CFD conventionnelle, les auteurs se penchent sur l’investigation de l’existence et de

l’unicité de solutions positives pour l’équation différentielle fractionnaire suivante CDαz(t) = f (t,z(t)), 0 < t ≤ 1,

z(0) = 0, z′ (0) = θ > 0.

L’équation implique f ∈C ([0,1]× [0,∞) , [0,∞)). Dans le travail documenté dans [14], les

auteurs ont obtenu avec succès des résultats positifs en utilisant la technique de Solution

Supérieure et Inférieure en conjonction avec des Théorèmes de Point Fixe. Ce qui distingue

ce travail est son aspiration à étendre et généraliser les résultats de [14] en incorporant

l’utilisation de ce qui est appelé la Ψ-Caputo fractionnaire dérivée. Il est à noter que

les dérivées fractionnaires Caputo Hadamard appartiennent à cette catégorie lorsque la

fonction du noyau Ψ(t) est définie comme ln t. Par conséquent, la pertinence du concept

de pantographe est considérée dans un contexte plus large. En effet, l’objectif principal

de cet article est de traiter des problèmes liés aux solutions positives dans les équations

différentielles fractionnaires pantographiques.

De plus, il est important de reconnaître que les travaux mentionnés ci-dessus ont été

stimulés et influencés par les articles de recherche [6, 7, 9, 12, 16, 21, 36, 47, 56, 57, 67, 72].

Notre principal objectif dans ce travail est centré sur la détermination des solutions

positive pour l’équation différentielle pantographique suivante :

 Dα;Ψ
ℓ ϕ(η) = F (η ,ϕ(η),ϕ (ℓ+ϑη))+Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ (ℓ+ϑη)), η ∈ [ℓ,T ] ,

ϕ (ℓ) = µ1 > 0, ϕ ′ (ℓ) = µ2 > 0.
(3.1)
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Dans le contexte donné, nous avons ϑ ∈
(

0, T −ℓ
T

)
, ϕ (ℓ(1+ϑ)) = ϕ0 > 0, Dα;Ψ

ℓ est la

DF Ψ-Cqputo d’ordre 1 < α ≤ 2, De plus, G , et F , deux fonctions définies sur [ℓ,T ]×

[0,∞)× [0,∞) et se mappant vers [0,∞), sont des fonctions continues. Il est pertinent

de noter que G présente un comportement non décroissant par rapport à ϕ et µ2 >

G (1,ϕ0). Pour résoudre le problème, nous effectuons une transformation de l’équation

(3.1) en utilisant l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville par rapport à la fonction

Ψ. Cette transformation conduit à une équation intégrale équivalente, sur laquelle nous

appliquerons la technique de Solution Supérieure et Inférieure (SSI), ainsi que le théorème

du Point Fixe de Schauder et le théorème du point fixe de Banach, pour établir à la fois

l’existence et l’unicité des solutions positives.

Le chapitre est structuré comme suit :

La Section 2 englobe des concepts essentiels, des définitions, des lemmes et des théories

qui serviront de base pour prouver nos principaux résultats.

La Section 3 est consacrée à la présentation de nos principales conclusions théoriques, qui

étendent et généralisent celles obtenues dans [52] et [14].

Dans la Section 4, nous fournissons un exemple illustratif.

La Section 5 contient nos remarques conclusives.

Lemme 3.1 ( [7,55]). Soit n−1 < α1 ≤ n,α2 > 0, ℓ > 0, ϕ ∈ L(ℓ,T ), Dα1;Ψ
ℓ1

ϕ ∈ L(ℓ,T ).

Alors l’équation différentielle

Dα1;Ψ
ℓ ϕ = 0

admet l’unique solution

ϕ(η) = w0 +w1 (Ψ(η)−Ψ(ℓ))+w2 (Ψ(η)−Ψ(ℓ))2 + · · ·+wn−1 (Ψ(η)−Ψ(ℓ))n−1 ,

et

I α1;Ψ
ℓ Dα1;Ψ

ℓ ϕ (η) = ϕ (η)+w0 +w1 (Ψ(η)−Ψ(ℓ))+w2 (Ψ(η)−Ψ(ℓ))2

+ · · ·+wn−1 (Ψ(η)−Ψ(ℓ))n−1 ,
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avec wℓ ∈ R, ℓ= 0,1, . . . ,n−1. De plus,

Dα2;Ψ
ℓ I α1;Ψ

ℓ ϕ(η) = ϕ(η),

et

I α1;Ψ
ℓ I α2;Ψ

ℓ ϕ(η) = I α2;Ψ
ℓ I α1;Ψ

ℓ ϕ(η) = I α1+α2;Ψ
ℓ ϕ(η).

Lemme 3.2. Soit ϕ ∈ C1 ([ℓ,T ]), ϕ (2) et ∂G
∂η existent, alors ϕ est une solution de (3.1)

si et seulement si

ϕ (η) = µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds. (3.2)

Démonstration. Soit ϕ une solution de (3.1). Pour commencer, nous pouvons écrire par

I α;Ψ
ℓ Dα;Ψ

ℓ ϕ (η)=I α;Ψ
ℓ

(
F (η ,ϕ(η),ϕ(ℓ+ϑη))+Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ (ℓ+ϑη))
)
, ℓ<η ≤T .

(3.3)

Du Lemme 3.1, on à

ϕ (η)−ϕ(ℓ)−ϕ ′(ℓ)(Ψ(η)−Ψ(ℓ))

= I α;Ψ
ℓ Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ (ℓ+ϑη))+I α;Ψ
ℓ F (η ,ϕ(η),ϕ (ℓ+ϑη))

= IℓI
α−1;Ψ
ℓ Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ (ℓ+ϑη))+I α;Ψ
ℓ F (η ,ϕ(η),ϕ (ℓ+ϑη))

= Iℓ (G (η ,ϕ (ℓ+ϑη))−G (ℓ,ϕ0))+I α;Ψ
ℓ F (η ,ϕ(η),ϕ (ℓ+ϑη))

=
∫ η

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds−G (ℓ,ϕ0)(Ψ(η)−Ψ(ℓ))

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds. (3.4)

On peut démontrer de manière directe la réciproque également.

Dans ce qui suit, nous rappelons les théorèmes du point fixes qui seront utilisés pour

prouver l’existence et l’unicité de solutions de l’équation (3.1).
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3.2 Résultats principaux

Dans cette section, nous présentons les résultats de l’existence de l’Équation Diffé-

rentielle Fractionnaire (3.1). Nous donnons également les hypothèses nécessaires pour

l’unicité de (3.1).

Nous définissons l’opérateur Θ : A −→ Y par l’inversion de l’équation (3.2) et appli-

quons ensuite théorème du point fixe de Shauder.

(Θϕ)(η) = µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds, η ∈ [ℓ,T ], (3.5)

où le point fixe est nécessaire pour satisfaire l’équation de l’opérateur identité Θϕ = ϕ .

Pour la prochaine étape de nos résultats principaux, les formes suivantes sont adop-

tées.

(Σ1) Soient ϕ∗,ϕ∗ ∈ A , ainsi que ℏ1 ≤ ϕ∗(η)≤ ϕ∗(η)≤ ℏ2 Dα;Ψ
ℓ ϕ∗(η)−Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ∗(ℓ+ϑη))≥U(η ,ϕ∗(η),ϕ∗(ℓ+ϑη)),

Dα;Ψ
ℓ ϕ∗(η)−Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ∗(ℓ+ϑη))≤ L(η ,ϕ∗(η),ϕ∗(ℓ+ϑη)),
(3.6)

pour tout η ∈ [ℓ,T ].

(Σ2) Pour η ∈ [ℓ,T ] et ϕ1,ϕ2,χ1,χ2 ∈ Y , il existe β1,β2,β3 > 0 tels que

|G (η ,χ1)−G (η ,ϕ1)| ≤ β1 ∥χ1 −ϕ1∥ , (3.7)

|F (η ,χ1,χ2)−F (η ,ϕ1,ϕ2)| ≤ β2 ∥χ1 −ϕ1∥+β3 ∥χ2 −ϕ2∥ .

Pour (3.1), les fonctions ϕ∗ et ϕ∗ sont appelées respectivement ”solutions supérieures” et

”solutions inférieures”.

Théorème 3.1. Si (Σ1) est satisfaite, alors l’EDF (3.1) possède au moins une solution

ϕ ∈ Y et satisfait ϕ∗(η)≤ ϕ(η)≤ ϕ∗(η), pour tout η ∈ [ℓ,T ].
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Démonstration. Soit Ω = {ϕ ∈ A : ϕ∗(η)≤ ϕ(η)≤ ϕ∗(η), η ∈ [ℓ,T ]}. Si nous utilisons

la norme ∥ϕ∥ = maxη∈[ℓ,T ] |ϕ(η)|, alors nous constatons que ∥ϕ∥ ≤ ℏ2. Ainsi, nous dé-

duisons que Ω est convexe, fermé et borné dans Y . De plus, les fonctions G et F étant

continues, cela implique que Θ, défini par (3.5), est continu sur Ω. Si ϕ ∈ Ω, il existe des

constantes cF ,cG > 0 telles que

max{F (η ,ϕ(η),ϕ (ℓ+ϑη)) : η ∈ [ℓ,T ], ϕ(η),ϕ (ℓ+ϑη)≤ ℏ2}< cF , (3.8)

et

max{G (η ,ϕ (ℓ+ϑη)) : η ∈ [ℓ,T ], ϕ (ℓ+ϑη)≤ ℏ2}< cG . (3.9)

Alors

|(Θϕ)(η)| ≤ |µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))|+
∫ η

ℓ
|G (s,ϕ (ℓ+ϑs))|Ψ′ (s)ds

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 |F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))|Ψ′ (s)ds

≤ µ1 +(µ2 + c0 + cG )(Ψ(T )−Ψ(ℓ))+
cF (Ψ(T )−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
, (3.10)

où |G (ℓ,ϕ0)|= c0. Ainsi,

∥Θϕ∥ ≤ µ1 +(µ2 + c0 + cG )(Ψ(T )−Ψ(ℓ))+
cF (Ψ(T )−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
. (3.11)

Il s’ensuit que Θ(Ω) est uniformément borné. L’équicontinuité de Θ(Ω) peut alors être

traitée. Soit ϕ ∈ Ω et ℓ≤ η1 < η2 ≤ T , alors

|(Θϕ)(η1)− (Θϕ)(η2)|

≤ (µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η2)−Ψ(η1))

+

∣∣∣∣∫ η1

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds−

∫ η2

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ η1

ℓ
(Ψ(η1)−Ψ(s))α−1 F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

∣∣∣∣
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− 1
Γ(α)

∫ η2

ℓ
(Ψ(η2)−Ψ(s))α−1 F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

∣∣∣∣
≤ (µ2 + c0)(Ψ(η2)−Ψ(η1))+

∣∣∣∣∫ η2

η1

G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ η1

ℓ

(
(Ψ(η1)−Ψ(s))α−1 − (Ψ(η2)−Ψ(s))α−1

)
×F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

∣∣
+

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ η2

η1

(Ψ(η2)−Ψ(s))α−1 F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds
∣∣∣∣

≤ (µ2 + c0 + cG )(Ψ(η2)−Ψ(η1))

+
cF

Γ(α +1)
[
(Ψ(η2)−Ψ(ℓ))α − (Ψ(η1)−Ψ(ℓ))α] . (3.12)

Le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro lorsque η1 → η2. Ainsi la compacité,

Θ(Ω) est équicontinu. Par conséquent, la compacité de Θ : Ω −→ Y découle du théorème

d’Arzelè-Ascoli. Enfin, pour utiliser le théorème du point fixe de Schauder, nous devons

prouver que Θ(Ω)⊆ Ω. Soit ϕ ∈ Ω, alors

(Θϕ)(η) = µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

≤ µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ∗ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1U(s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

≤ ϕ∗(η), (3.13)

et

(Θϕ)(η) = µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

≥ µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,x∗ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds
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+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 L(η ,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

≥ ϕ∗(η). (3.14)

Par conséquent, ϕ∗(η)≤ (Θϕ)(η)≤ ϕ∗(η), η ∈ [ℓ,T ], c’est-à-dire, Θ(Ω)⊆ Ω. En outre,

le théorème du point fixe de Schauder assure que la fonction Θ a au moins un point

fixe ϕ ∈ Ω. Cela signifie que EDF (3.1) admet au moins une solution positive ϕ ∈ Y , et

ϕ∗(η)≤ ϕ(η)≤ ϕ∗(η), η ∈ [ℓ,T ].

Ensuite, nous adoptons et proposons un ensemble différent d’utilisations pour le théo-

rème ci-dessus.

Corollaire 3.1. Supposons que les fonctions de forme φ1, φ2, φ3 et φ4 existent, de sorte

que

0 < φ1(η)≤ G (η ,ϕ(ℓ+ϑη))≤ φ2(η)< ∞, (η ,ϕ(ℓ+ϑη)) ∈ [ℓ,T ]× [0,+∞),

µ2 ≥ φ1(ℓ), µ2 ≥ φ2(ℓ), (3.15)

et

0<φ3(η)≤F (η ,ϕ(η),ϕ(ℓ+ϑη))≤φ4(η)<∞, (η ,ϕ(η),ϕ(ℓ+ϑη))∈ [ℓ,T ]×([0,+∞))2 .

(3.16)

Alors, l’EDF (3.1) doit avoir au moins une solution positive ϕ ∈ Y . De plus,

µ1 +(µ2 −φ1(ℓ))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
φ1(s)Ψ′ (s)ds+I α;Ψ

ℓ φ3(η)

≤ ϕ(η)

≤ µ1 +(µ2 −φ2(ℓ))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
φ2(s)Ψ′ (s)ds+I α;Ψ

ℓ φ4(η). (3.17)

Démonstration. À partir de la formule (3.16) et de la fonction de contrôle, nous obtenons

φ3(η)≤ L(η ,ϕ ,χ)≤U(η ,ϕ ,χ)≤ φ4(η), (η ,ϕ(η),χ(η))∈ [ℓ,T ]× [ℏ1,ℏ2]× [ℏ1,ℏ2]. Nous
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considérons les équations Dα;Ψ
ℓ ϕ(η) = φ3(η)+Dα−1;Ψ

ℓ φ1 (η) , ϕ(ℓ) = µ1, ϕ ′(ℓ) = µ2,

Dα;Ψ
ℓ ϕ(η) = φ4(η)+Dα−1;Ψ

ℓ φ2 (η) , ϕ(ℓ) = µ1, ϕ ′(ℓ) = µ2.
(3.18)

L’équation (3.18) est manifestement équivalente à

ϕ(η) = µ1 +(µ2 −φ1(ℓ))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
φ1(s)Ψ′ (s)ds+I α;Ψ

ℓ φ3(η),

ϕ(η) = µ1 +(µ2 −φ2(ℓ))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
φ2(s)Ψ′ (s)ds+I α;Ψ

ℓ φ4(η).

Ainsi, la première partie de (3.18) implique

ϕ(η)−µ1 − (µ2 −φ1(ℓ))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))−
∫ η

ℓ
φ1(s)Ψ′ (s)ds

= I α;Ψ
ℓ φ3(η)≤ I α;Ψ

ℓ (L(η ,ϕ(η),ϕ(ℓ+ϑη))), (3.19)

et la deuxième partie de (3.18) suggère

ϕ(η)−µ1 − (µ2 −φ2(ℓ))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))−
∫ η

ℓ
φ2(s)Ψ′ (s)ds

= I α;Ψ
ℓ φ4(η)≥ I α;Ψ

ℓ (U(η ,ϕ(η),ϕ(ℓ+ϑη))). (3.20)

Ainsi, les deux équations de (3.18) ont toutes deux solutions supérieures et inférieures.

Par conséquent, l’EDF (3.1) a au moins une solution ϕ ∈Y qui satisfait (3.17), lorsque le

Théorème 3.1 est appliqué.

Corollaire 3.2. Supposons que (3.15), soit satisfaite et que

0 < σ < φ(η) = lim
ϕ ,χ→∞

F (η ,ϕ ,χ)< ∞,

pour η ∈ [ℓ,T ]. L’EDF (3.18) doit posséder au moins une solution positive, ϕ ∈ Y .

Démonstration. Si ϕ ,χ > ρ > 0, alors 0 ≤ |F (η ,ϕ ,χ)−φ(η)| < σ pour tous η ∈ [ℓ,T ].
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D’ou, 0 < φ(η)− σ ≤ F (η ,ϕ ,χ) ≤ φ(η) + σ pour η ∈ [ℓ,T ] et ρ < ϕ ,χ < +∞. Si

max{F (η ,ϕ ,χ) : η ∈ [ℓ,T ], ϕ ,χ ≤ ρ} ≤ ν , alors φ(η)−σ ≤ F (η ,ϕ ,χ)≤ φ(η)+σ +ν

pour η ∈ [ℓ,T ], et 0 < ϕ ,χ <+∞. D’après le corollaire 3.1, L’EDF (3.1) admet au moins

une solution positive ϕ ∈ Y avec

µ1 +(µ2 −φ1 (ℓ))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
φ1(s)Ψ′ (s)ds+I α;Ψ

ℓ φ(η)

− σ (Ψ(η)−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)

≤ ϕ(η)

≤ µ1 +(µ2 −φ2 (ℓ))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
φ2(s)Ψ′ (s)ds+I α;Ψ

ℓ φ(η)

+
(σ +ν)(Ψ(η)−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
. (3.21)

Corollaire 3.3. Supposons que 0 < σ <F (η ,ϕ(η),ϕ(ℓ+ϑη))≤ γ1ϕ(η)+γ2ϕ(ℓ+ϑη)+

η < ∞ pour η ∈ [ℓ,T ], et σ , η , γ1 et γ2 > 0 constantes. Alors, l’EDF (3.1) admet au

moins une solution positive ϕ ∈C ([ℓ,δ ]), où δ > ℓ.

Démonstration. Considérons l’équation Dα;Ψ
ℓ ϕ(η)−Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ(ℓ+ϑη)) = γ1ϕ(η)+ γ2ϕ(ℓ+ϑη)+η , ℓ < η ≤ T ,

ϕ(ℓ) = µ1 > 0, ϕ ′(ℓ) = µ2 > 0,
(3.22)

où ϕ (ℓ(1+ϑ)) = ϕ0 > 0. L’équation (3.22) a une solution de la forme :

ϕ(η) = µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 (γ1ϕ(η)+ γ2ϕ(ℓ+ϑη))Ψ′ (s)ds

= µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ (s) ,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
η (Ψ(η)−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
+

γ1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 ϕ(s)Ψ′ (s)ds
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+
γ2

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 ϕ(ℓ+ϑs)Ψ′ (s)ds. (3.23)

Pour ω une constante positive, et ϖ ∈ (0,1), il existe δ > ℓ tel que 0< (γ1+γ2)(Ψ(δ )−Ψ(ℓ))α

Γ(α+1) <

ϖ < 1 et

ω > (1−ϖ)−1
(

µ1 +(µ2 + c0 + cG )(Ψ(δ )−Ψ(ℓ))+
η (Ψ(δ )−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)

)
. (3.24)

Ensuite, si ℓ≤η ≤ δ , l’ensemble Bω = {ϕ ∈ Y : |ϕ(η)| ≤ ω, ℓ≤ η ≤ δ} est fermé, convexe

et borné dans C ([ℓ,δ ]). L’application Θ : Bω −→Bω définie comme

(Θϕ)(η) = µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ (ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
η (Ψ(η)−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
+

γ1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 ϕ(s)Ψ′ (s)ds

+
γ2

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 ϕ(ℓ+ϑs)Ψ′ (s)ds, (3.25)

est compacte avec la même approche que dans la démonstration du Théorème 3.1. De la

même manière,

|(Θϕ)(η)| ≤ µ1 +(µ2 + c0 + cG )(Ψ(T )−Ψ(ℓ))+
η (Ψ(T )−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)

+
(γ1 + γ2)(Ψ(T )−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
∥ϕ∥ . (3.26)

Maintenant, pour ϕ ∈Bω , nous avons

|(Θϕ)(η)| ≤ (1−ϖ)ω +ϖω = ω,

et donc ∥Θϕ∥ ≤ ω . Nous en concluons que théorème du point fixe de Schauder souligne

que Θ possède au moins un point fixe dans Bω , et donc l’équation (3.18) a au moins une
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solution positive ϕ∗(η), où ℓ < η < δ . Ainsi, si η ∈ [ℓ,T ] on peut affirmer que

ϕ∗(η) = µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ∗(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
η (Ψ(η)−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
+

γ1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 ϕ∗(s)Ψ′ (s)ds

+
γ2

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 ϕ∗(ℓ+ϑs)Ψ′ (s)ds. (3.27)

La fonction de contrôle de terme

U(η ,ϕ∗(η),ϕ∗(ℓ+ϑη))≤ γ1ϕ∗(η)+ γ2ϕ∗(ℓ+ϑη)+η

= Dα;Ψ
ℓ ϕ∗(η)−Dα−1;Ψ

ℓ G (η ,ϕ∗(ℓ+ϑη)) , (3.28)

ainsi ϕ∗ est une solution positive supérieure de l’EDF (3.1). Deuxièmement, on peut

prendre

ϕ∗(η) = µ1 +(µ2 −G (ℓ,ϕ0))(Ψ(η)−Ψ(ℓ))+
∫ η

ℓ
G (s,ϕ∗(ℓ+ϑs))Ψ′ (s)ds

+
σ (Ψ(η)−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
, (3.29)

comme une solution positive inférieure de (3.1). Par le théorème 3.1, l’EDF (3.1) a au

moins une solution positive ϕ ∈C ([ℓ,δ ]), où δ > ℓ et ϕ∗(η)≤ ϕ(η)≤ ϕ∗(η).

Le résultat final est l’unicité de la solution particulière de (3.1) en adoptant le Théo-

rème 3.1.

Théorème 3.2. Sous la satisfaction des conditions des investigateurs (Σ1) et (Σ2) et que

β1 (Ψ(T )−Ψ(ℓ))+
(β2 +β3)(Ψ(T )−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
< 1. (3.30)

L’équation différentielle fractionnaire (3.1) a une unique solution positive ϕ ∈ Ω.

Démonstration. L’EDF (3.1) possède au moins une solution positive dans Ω d’après le

Théorème 3.1. L’application spécifiée dans (3.5) est une contraction sur Y . En effet, pour
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tout ϕ ,χ ∈ Y , on a

|(Θϕ)(η)− (Θχ)(η)|

≤
∫ η

ℓ
|G (s,ϕ (ℓ+ϑs))−G (s,χ (ℓ+ϑs))|Ψ′ (s)ds

+
1

Γ(α)

∫ η

ℓ
(Ψ(η)−Ψ(s))α−1 |F (s,ϕ(s),ϕ(ℓ+ϑs))−F (s,χ(s),χ(ℓ+ϑs))|Ψ′ (s)ds

≤
(

β1 (Ψ(T )−Ψ(ℓ))+
(β2 +β3)(Ψ(T )−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)

)
∥ϕ −χ∥ . (3.31)

À la lumière de (3.30), l’application Θ est une contraction, et donc l’EDF (3.1) a une

unique solution positive ϕ ∈ Ω.

3.3 Exemple

Soit Ψ(η) = lnη . Nous explorons l’équation différentielle fractionnaire de pantographe

(dérivée fractionnaire de Caputo Hadamard) dans le cas.

 D
6
5 ;Ψ

1 ϕ(η)−D
1
5 ;Ψ

1
π+arctan(ϕ(η))

5 = 1
1+e+η (1+ e+ηsin(ϕ(η)+ χ(η))) , 1 < η ≤ e,

ϕ(ℓ) = 1, ϕ ′(ℓ) = µ2 ≥ 1,
(3.32)

où µ1 = 1, ℓ= 1, ϕ (1+ϑ) = ϕ0 > 0, T = e, G (η ,ϕ) = π + arctan(ϕ) et F (η ,ϕ ,χ) =
1

1+e+η (1+ e+η sin(ϕ +χ)). Comme G est non décroissante sur ϕ ,

lim
ϕ−→∞

π + arctan(ϕ)
5

=
3π
10

,

et

π
10

≤ G (η ,ϕ)≤ 3π
10

,

1
1+2e

≤ F (η ,ϕ ,χ)≤ 1.
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Par conséquent, nous concluons que l’équation (3.22) a une solution positive proportion-

nelle à tous les résultats naturels mentionnés ci-dessus. Nous avons

β1 (Ψ(T )−Ψ(ℓ))+
(β2 +β3)(Ψ(T )−Ψ(ℓ))α

Γ(α +1)
≃ 0.96660 < 1.

Par conséquent, en utilisant le Théorème 3.2, nous concluons que l’équation (3.22) possède

une unique solution positive.

3.4 Conclusion

Nous avons mené une enquête approfondie pour confirmer l’existence et l’unicité des

solutions positives de l’équation de pantographe différentiel fractionnaire (3.1) dans le

contexte de la dérivée de Caputo Ψ. Notre approche a impliqué la mise en œuvre de la

méthode des solutions supérieure et inférieure tout en imposant des conditions préalables

spécifiques pour démontrer l’existence et l’unicité de notre solution positive. De plus,

nous avons utilisé le théorème du point fixe de Schauder et le théorème du point fixe de

Banach pour obtenir une solution positive pour (3.1).



Chapitre 4

Stabilité asymptotique pour les

équations différentielles

fractionnaires de pantographe au

sens Caputo-Hadamard

4.1 Stabilité pour les EDFs de pantographe

Notre objectif dans cette étude est la stabilité asymptotique des équations différen-

tielles fractionnaires (EDF) non linéaires suivantes

CDα
0+κ(t) = F (t,κ(λ t)) t ≥ 0, (4.1)

κ(0) = θ0, κ′(0) = θ1, (4.2)

où λ ∈ (0,1) ,1 < α < 2, θ0,θ1 ∈ R, F : R+ ×R → R est une fonction continue et

F (t,0)≡ 0, CDα
0+ est la dérivée fractionnaire de Caputo du système (4.1) et (4.2).

Pour répondre aux besoins des applications modernes et à grande échelle des EDF, le

sujet du calcul partiel a émergé comme une nouvelle branche des mathématiques appli-

quées et a également été appliqué à un grand nombre de modèles mathématiques dans

divers domaines de la science et de l’ingénierie au cours des trois dernières décennies. La

théorie des EDF a été largement étudiée par de nombreux auteurs [46,57,60,62]. Cepen-

dant, à notre connaissance, l’étude de la théorie de la stabilité des EDF non linéaires

60
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en est encore à ses débuts, et il reste beaucoup de travail à faire. Récemment, plusieurs

méthodes ont été étudiées pour examiner la stabilité des EDF non linéaires. Par exemple,

l’inégalité généralisée de Gronwall-Bellman est utilisée dans [58] pour étudier la stabilité

des EDF non linéaires, et le principe de comparaison dans l’ordre partiel dans [48] est

utilisé. De plus, dans [37, 41], les stabilités de Mittag–Leffler des EDF non linéaires du

premier ordre (0 < α < 1) sont introduites. De plus, en utilisant les inégalités générali-

sées de Gronwall singulières, la stabilité d’Ulam pour les EDF impulsives est discutée

dans [9,71]. Cependant, ces méthodes introduites ci-dessus sont principalement mises en

œuvre pour l’analyse de stabilité des EDF, et il n’est pas facile de les utiliser pour discuter

de la stabilité des EDF non linéaires d’ordre (1 < α < 2). Pour cette raison, en tant que

tentative significative, l’objectif de cet article est de trouver une autre méthode efficace

pour étudier la stabilité des EDF non linéaires d’ordre (1 < α < 2).

Comme on le sait, les théories des points fixes ont été utilisées pour étudier la stabilité

des systèmes différentiels dans le bon ordre par de nombreux auteurs, notamment Burton

[5, 22, 31, 43, 49] et Becker [42, 69]. De plus, il existe des contributions à l’étude de la

stabilité des EDF par les théories des points fixes. Dans [5], l’auteur a dérivé le critère

de stabilité pour l’équation de Volterra qui est basée sur le principe de la contraction

et la théorie de la forme du solvant de Baker. Burton et Zhang considèrent la stabilité

des EDF de type Caputo du système dans [43, 56] où la stabilité des EDF dans l’espace

pondéré de Banach est étudiée à travers la théorie du solvant et les théories des points

fixes.

Dans ce chapitre, inspirés par ces contributions précieuses mentionnées ci-dessus, nous

discutons principalement de la stabilité des EDF non linéaires pour l’ordre (1 < α < 2).

Pour ce faire, nous suivons d’abord la conversion de l’équation différentielle fractionnaire

en une équation différentielle ordinaire du premier ordre avec un désordre fractionnaire

intégratif, à partir de laquelle nous obtenons les équations intégratives équivalentes (4.1)

et (4.2) par différentes constantes de formule et certaines compétences analytiques. De

plus, par le théorème du point fixe de Krasnoselskii, nous étudions la stabilité des deux

problèmes (4.1) et (4.2) sans considérer la théorie du solvant, et les résultats sont présentés
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de manière simplifiée.

Lemme 4.1 ( [46, 60]). Soit ℜ(α) > 0. Supposons κ(t) ∈ Cn−1 [0,+∞) et κ(n) existe

presque partout sur tout intervalle borné de R+. Alors

(
Iα C
0+ Dα

0+κ
)
(t) = κ(t)−

n−1

∑
k=0

κ(k)(0)
k!

tk.

En particulier, lorsque 0 < ℜ(α)< 1,
(
Iα C
0+ Dα

0+κ
)
(t) = κ(t)−κ(0).

Remarque 4.1. À partir de la Définition 1.9, 1.10 et du Lemme 4.1, il est facile de voir

que

(1) Soit ℜ(α) > 0. Si κ(t) est continue sur R+, alors Dα
0+Iα

0+κ(t) = κ(t) vaut pour

tous t ∈ R+.

(2) La dérivée de Caputo d’une constante est égale à zéro.

L’espace de Banach suivant joue un rôle fondamental dans notre discussion.

Soit ω : R+ → [1,+∞) soit une fonction strictement croissante continue avec

ω(0) = 1, ω(t)→ ∞ qd t → ∞, ω(s)ω(t − s)≤ ω(t)

pour tout 0 ≤ s ≤ t ≤ ∞. Soit

E =

{
κ(t) ∈C [0,+∞) : sup

t≥0
|κ(t)|/ω(t)< ∞

}
.

Alors E est un espace de Banach menu de la norme ∥κ∥ = supt≥0
|κ(t)|
ω(t) .Pour plus de

propriétés de cet espace de Banach, voir [49,62]. De plus, soit

∥φ∥t = max{|φ(s)| : 0 ≤ s ≤ t} ,

pour tout t ≥ 0, n’importe quel φ ∈C (R+) et soit ℑ(ε) = {κ : κ ∈ E,∥κ∥ ≤ ε} pour tout

ε > 0.



4.1 Stabilité pour les EDFs de pantographe 63

Lemme 4.2. Soit W (t) ∈ C [0,+∞) . Alors κ(t) ∈ C [0,+∞) est une solution du type

problème de Cauchy  CDα
0+κ(t) = W (t), t ∈ R+, 1 < α < 2,

κ(0) = θ0, κ′(0) = θ1,
(4.3)

si et seulement si κ(t) est une solution du problème de type Cauchy κ(t) = Iα−1
0+ W (t)+θ1

κ(0) = θ0.
(4.4)

Démonstration. Pour commencer, nous prétendons que pour tout 0 < γ < 1, if ψ ∈

C [0,+∞) , then
(
Iγ
0+ψ

)
(0) = 0. En fait, puisque

Iγ
0+ψ(t) =

1
Γ(γ)

∫ t

0
(t − s)γ−1ψ(s)ds,

nous pouvons conclure que

∣∣Iγ
0+ψ(t)

∣∣= 1
Γ(γ)

∣∣∣∣∫ t

0
(t − s)γ−1ψ(s)ds

∣∣∣∣≤ ∥ψ∥t
Γ(γ +1)

tk → 0 as t → 0.

1. soit κ ∈C [0,+∞) une solution du problème (4.3), alors pour tout t ∈ R+, La Défi-

nition 1.10 montre que

CDα
0+κ(t) =

(
CDα−1

0+ D1κ
)
(t) = W (t).

Selon le Lemme 4.1, nous avons

κ′(t) = κ′(0)+ Iα−1
0+ W (t) = Iα−1

0+ W (t)+θ1,

ce qui signifie que κ(t) est une solution du problème (4.4).

2. Soit κ(t) une solution du problème (4.4).
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Pour tout t ∈ R+, d’après la Remarque 4.1, il est facile de voir que

CDα
0+κ(t) =

C Dα−1
0+ κ′(t) =

(
CDα−1

0+ Iα−1
0+ W

)
(t)+C Dα−1

0+ θ1 = W (t).

En outre, notez que W (t) ∈C [0,+∞) , on à κ′(0) = Iα−1
0+ W (0)+θ1 = θ1.

Lemme 4.3. Le système (4.1) et (4.2) est équivalent au système

κ′(t) =
1

Γ(α −1)

∫ t

0
(t − s)α−2F (s,κ(λ s))ds+θ1, (4.5)

κ(0) = θ0.

Pour plus de commodité, pour 0 ≤ s ≤ t <+∞, où k ∈R satisfait qu’il existe une constante

β1 ∈ (0,1) telle que

e−kt/ω(t) ∈ BC [0,+∞)∩L1 [0,+∞) , |k|
∫ t

0
e−ks/ω(s)ds ≤ β1 < 1. (4.6)

Alors (4.5) peut être écrite de manière équivalente comme

κ′(t) =−kκ(t)+ kκ(t)+
1

Γ(α −1)

∫ t

0
(t − s)α−2F (s,κ(λ s))ds+θ1, (4.7)

κ(0) = θ0.

Par la formule de variation des constantes, nous avons

κ′(t)+ kκ(t) = kκ(t)+
1

Γ(α −1)

∫ t

0
(t − s)α−2F (s,κ(λ s))ds+θ1,

de manière équivalente

(
κ′(t)+ kκ(t)

)
ekt = kektκ(t)+

ekt

Γ(α −1)

∫ t

0
(t − s)α−2F (s,κ(λ s))ds+ ektθ1,
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et

∫ t

0

(
eksκ(s)

)′
ds =

1
Γ(α −1)

∫ t

0

∫ s

0
eks(s−u)α−2F (u,κ(λu))duds+

∫ t

0
eksθ1ds

=
ekt −1

k
θ1 +

1
Γ(α −1)

∫ t

0

∫ t

u
eks(s−u)α−2dsF (u,κ(λu))du.

D’autre part,

κ(t) = θ0e−kt +
1− e−kt

k
θ1 + k

∫ t

0
e−k(t−s)κ(λu)du

+
1

Γ(α −1)

∫ t

0

∫ t

u
e−k(t−s)(s−u)α−2dsF (u,κ(λu))du. (4.8)

Si cela est vrai, nous avons κ(0) = θ0. En se basant sur l’argument ci-dessus, nous obte-

nons que le système (4.1) et (4.2) peuvent être écrits de manière équivalente comme (4.8).

Ensuite, notre étude suivante se concentrera sur le système (4.8).

Définition 4.1. La solution triviale κ ≡ 0 de (4.1) et (4.2) est dite stable dans l’espace

de Banach E selon la condition

(i) Si pour tout ε > 0, il existe un δ = δ (ε)> 0 tel que |θ0|+ |θ1| ≤ δ implique que

la solution κ(t) = κ(t,θ0,θ1) existe pour tout t ≥ 0 et satisfait ∥κ∥ ≤ ε.

(ii) Elle est asymptotiquement stable si elle est stable dans l’espace de Banach E et

s’il existe un nombre σ > 0 tel que |θ0|+ |θ1| ≤ σ implique limt→∞ ∥κ(t)∥= 0.

Pour prouver nos résultats principaux, le critère de compacité modifié suivant est

nécessaire.

Lemme 4.4. [62]. Let ℵ Soit ℵ un sous-ensemble de l’espace de Banach E. Alors ℵ

est relativement compact dans E si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) {κ(t)/ω(t) : κ(t) ∈ ℵ} est uniformément borné,

(ii) {κ(t)/ω(t) : κ(t) ∈ ℵ} est équicontinu sur tout intervalle compact de R+;
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(iii) {κ(t)/ω(t) : κ(t) ∈ ℵ} est équiconvergent à l’infini, c’est-à-dire que pour tout

ε > 0, il existe un T0 > 0 tel que pour tout κ ∈ ℵ et t1, t2 > T0, si on a :

|κ(t2)/ω(t2)−κ(t1)/ω(t1)|< ε.

Théorème 4.1. Supposons que (4.6) soit vérifié et qu’il existe des constantes η > 0,

β2 ∈ (0,1−β1) et une fonction continue F : R+× (0,η ]→ R+ telle que

|F (t,υω(t))|
g(t)

≤ F (t, |υ |), (4.9)

valide pour tout t ≥ 0, 0 < |υ | ≤ η et

sup
t≥0

∫ t

0

N (t −u)
ω(t −u)

F (t,r)
η

du ≤ β2 < 1−β1, (4.10)

est valide pour tout 0 < r ≤ η, où β1 est défini dans (4.6), F (t,r) est non décroissante

en r pour t fixé et F (t,r) ∈ L1 [0,+∞) en t pour r fixé, et

N (t −u) =

 1
Γ(α−1)

∫ t
u e−k(t−s)(s−u)α−2ds, t −u ≥ 0,

0, t −u < 0.
(4.11)

Alors, la solution triviale κ ≡ 0 de (4.1) et (4.2) est stable dans l’espace de Banach E.

Démonstration. Pour tout ε > 0 donné, nous commençons par prouver l’existence de

δ > 0 tel que

|θ0|+ |θ1|< δ implique ∥κ∥ ≤ ε.

En effet, selon (4.6), il existe une constante M1 > 0 telle que

e−kt

ω(t)
≤ M1. (4.12)

Soit 0< δ ≤ (1−β1−β2)|k|
|k|M1+1+M1

ε. Considérons le sous-ensemble convexe fermé non vide ℑ(ε)⊆E,
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pour t ≥ 0, définissons deux applications P,Q sur ℑ(ε) comme suit :

Pκ(t) =
1

Γ(α −1)

∫ t

0

∫ t

u
e−k(t−s)(s−u)α−2dsF (u,κ(λu))du

=
∫ t

0
N (t −u)F (u,κ(λu))du, (4.13)

Qκ(t) = e−ktθ0 +
1− e−kt

k
θ1 + k

∫ t

0
e−k(t−s)κ(u)du. (4.14)

Évidemment, pour κ ∈ ℑ(ε), les fonctions Pκ et Qκ sont continues sur R+. De plus,

pour κ ∈ ℑ(ε), selon (4.6), (4.9), (4.10) pour tout t ≥ 0, nous avons

|Pκ(t)|
ω(t)

≤
∫ t

0

N (t −u)
ω(t −u)

∣∣∣∣F (
u,κ(λu)

ω(u)
)

∣∣∣∣du

≤
∫ t

0

N (t −u)
ω(t −u)

F

(
u,
|κ(λu)|

ω(u)

)
du

≤ β2 ∥κ∥ ≤ β2ε < ∞, (4.15)

et

|Qκ(t)|
ω(t)

=

∣∣∣∣∣ e−kt

ω(t)
θ0 +

1− e−kt

kω(t)
θ1 + k

∫ t

0

e−k(t−s)

ω(t)
κ(s)ds

∣∣∣∣∣
≤ M1 |θ0|+

1+M1

|k|
|θ1|+ |k|

∫ ∞

0

e−ku

ω(u)
du∥κ∥

≤ M1 |θ0|+
1+M1

|k|
|θ1|+β1ε < ∞. (4.16)

Alors Pℑ(ε) ⊆ E, et Qℑ(ε) ⊆ E. Ensuite, nous utiliserons le Lemme 4.4 pour prouver

qu’il existe au moins un point fixe de l’opérateur P +Q dans ℑ(ε) . Ici, nous divisons la

preuve en trois étapes.

Étape 1. Nous prouvons que Pκ+Qy ∈ ℑ(ε) pour tout κ,y ∈ ℑ(ε) .
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Pour tout κ,y ∈ ℑ(ε) , selon (4.15) et (4.16), nous obtenons que

sup
t≥0

|Pκ+Qy|
ω(t)

= sup
t≥0

{∣∣∣∣∣ e−kt

ω(t)
θ0 +

1− e−kt

kω(t)
θ1 + k

∫ t

0

e−k(t−u)

ω(t)
y(λ s)ds

+
∫ t

0

N (t −u)
ω(t)

F (u,κ(λu))du
∣∣∣∣}

≤ M1 |θ0|+
1+M1

|k|
|θ1|+ |k|

∫ ∞

0

e−ku

ω(u)
du∥y∥+β2 ∥κ∥

≤ M1 |k|+1+M1

|k|
δ +β1ε +β2ε ≤ ε,

ce qui implique que Pκ+Qy ∈ ℑ(ε) pour tout κ,y ∈ ℑ(ε) .

Étape 2. Il est facile de voir que P est continue. Maintenant, nous prouvons seulement

que Pℑ(ε) est relativement compact dans E. En fait, à partir de (4.15), nous obtenons

que {κ(t)/ω(t) : κ(t) ∈ ℑ(ε)} est uniformément borné dans E. De plus, un théorème

classique affirme que la convolution d’une fonction L1− avec une fonction tendant vers

zéro. Ensuite, nous concluons que pour t −u ≥ 0, nous avons

0 ≤ lim
t→∞

N (t −u)
ϖ(t −u)

≤ lim
t→∞

1
Γ(α −1)

∫ t

u

e−k(t−s)

ω(t −u)
(s−u)α−2

ω(s−u)
ds

= lim
t→∞

1
Γ(α −1)

∫ t

0

e−k(t−u−s)

ω(t −u− s)
sα−2

ω(s)
ds = 0, (4.17)

en raison du fait que limt→∞
tα−2

ϖ(t) = 0. Avec la continuité de N (t) et ω(t), nous obtenons

qu’il existe une constante M2 > 0 telle que∣∣∣∣N (t −u)
ω(t −u)

∣∣∣∣≤ M2, (4.18)

et pour tout T0 ∈ R+, la fonction N (t − u)ω(u)/ω(t) est uniformément continue sur

{(t,u) : 0 ≤ u ≤ t ≤ T0,} . Pour tout t1, t2 ∈ [0,T0] , t1 < t2, nous avons∣∣∣∣Pκ(t2)
ω(t2)

− Pκ(t1)
ω(t1)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ t2

0

N (t2 −u)
ω(t2)

F (u,κ(λu))du
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−
∫ t1

0

N (t1 −u)
ω(t1)

F (u,κ(λu))du
∣∣∣∣

≤
∫ t1

0

∣∣∣∣N (t2 −u)
ϖ(t2)

− N (t1 −u)
ω(t1)

∣∣∣∣ |F (u,κ(λu))|du

+
∫ t2

t1

N (t2 −u)
ω(t2 −u)

F (u,ε)du

≤
∫ t1

0

∣∣∣∣N (t2 −u)ϖ(u)
ω(t2)

− N (t1 −u)ω(u)
ω(t1)

∣∣∣∣F (u,ε)du

+M2

∫ t2

t1
F (u,ε)du → 0,

lorsque t2 → t1, ce qui signifie que {κ(t)/ω(t) : κ(t) ∈ ℑ(ε)} est équicontinu sur tout inter-

valle compact de R+. Par le Lemme 4.4, afin de montrer que Pℑ(ε) est un ensemble relati-

vement compact de E, nous avons seulement besoin de prouver que {κ(t)/ω(t) : κ(t) ∈ ℑ(ε)}

est équiconvergent à l’infini. En fait, pour tout ε1 > 0, il existe un L > 0 tel que

M2

∫ ∞

L
F (u,ε)du ≤ ε1

3
.

Selon (4.17), nous obtenons que

lim
t→∞

sup
u∈[0,L]

N (t −u)
ω(t −u)

≤ max
{

lim
t→∞

N (t −L)
ω(t −L)

, lim
t→∞

N (t)
ω(t)

}
= 0.

Ainsi, il existe T < L tel que t1, t2 ≥ T, nous avons

sup
s∈[0,L]

∣∣∣∣N (t2 −u)ω(u)
ω(t2)

− N (t1 −u)ω(u)
ω(t1)

∣∣∣∣≤ sup
s∈[0,L]

∣∣∣∣N (t2 −u)
ω(t2 −u)

∣∣∣∣+ sup
s∈[0,L]

∣∣∣∣N (t1 −u)
ω(t1 −u)

∣∣∣∣
≤ ε1

3

(∫ ∞

0
F (u,ε,ε)du

)−1

.

Ainsi, pour t1, t2 ≥ T,∣∣∣∣Pκ(t2)
ω(t2)

− Pκ(t1)
ω(t1)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ t2

0

N (t2 −u)
ω(t2)

F (u,κ(λu))du

−
∫ t1

0

N (t1 −u)
ω(t1)

F (u,κ(λu))du
∣∣∣∣
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≤
∫ L

0

∣∣∣∣N (t2 −u)ω(u)
ω(t2)

− N (t1 −u)ω(u)
ω(t1)

∣∣∣∣F (u,ε)du

+
∫ t2

L

N (t2 −u)
ω(t2 −u)

F (u,ε)du+
∫ t1

L

N (t1 −u)
ω(t1 −u)

F (u,ε)du

≤ ε1

3
+2M2

∫ ∞

L
F (u,ε)du ≤ ε1.

Par conséquent, la conclusion requise est vraie.

Étape 3. Nous affirmons que Q : ℑ(ε)→ E est une application de contraction.

En fait, pour tout κ,y ∈ ℑ(ε) , à partir de (4.6), nous obtenons que

sup
t≥0

∣∣∣∣Qκ(t)
ω(t)

− Qy(t)
ω(t)

∣∣∣∣= sup
t≥0

∣∣∣∣∣k
∫ t

0

e−k(t−u)

ω(t)
κ(u)du− k

∫ t

0

e−k(t−u)

ω(t)
y(u)du

∣∣∣∣∣
≤ sup

t≥0
|k|
∫ t

0

e−k(t−u)

ω(t −u)
|κ(u)− y(u)|

ω(u)
du

≤ |k|
∫ t

0

e−k(t−u)

ϖ(t −u)
du∥κ− y∥

≤ β1 ∥κ− y∥< ∥κ− y∥ .

Par le Lemme 4.4, nous savons qu’il existe au moins un point de l’opérateur P+Q dans

ℑ(ε) . Enfin, pour tout ε2, si 0 < δ1 ≤ (1−β1−β2)|k|
|k|M1+1+M1

ε2, alors |θ0|+ |θ1| ≤ δ1 implique que

∥κ∥= sup
t≥0

{∣∣∣∣θ0
e−kt

ω(t)
+

1− e−kt

kω(t)
θ1 + k

∫ t

0

e−k(t−s)

ω(t)
κ(u)du

+
∫ t

0

N (t −u)
ω(t)

F (u,κ(λu))du
∣∣∣∣}

≤ sup
t≥0

{
e−kt

ω(t)
θ0 +

∣∣1− e−kt
∣∣

|k|ω(t)
|θ1|

+ |k|
∫ t

0

e−k(t−u)

ω(t −u)
|κ(u)|
ω(u)

du +
∫ t

0

N (t −u)
ω(t −u)

|F (u,κ(λu)|
ω(u)

du
}

≤ M1δ1 +
1+M1

|k|
δ1 +β1 ∥κ∥+β2 ∥κ∥

≤ M1 |k|+1+M1

(1−β1 −β2) |k|
δ1 ≤ ε2.
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Ainsi, nous savons que la solution triviale du système (4.1) et (4.2) est stable dans l’espace

de Banach E.

Théorème 4.2. Supposons que toutes les conditions du Théorème 4.1 soient satisfaites

lim
t→∞

e−kt

ω(t)
= 0, (4.19)

et pour tout r > 0, il existe une fonction φr(t) ∈ L1 [0,+∞) , φr(t) > 0 telle que |u| ≤ r

implique
|F (t,u)|

ω(t)
≤ φr(t), p. p. t ∈ [0,+∞) . (4.20)

Alors, la solution triviale de (4.1) et (4.2) est asymptotiquement stable.

Démonstration. Tout d’abord, il découle du Théorème 4.1 que la solution triviale de

(4.1) et (4.2) est stable dans l’espace de Banach E. Ensuite, nous montrerons qu’elle est

attractive. Pour tout r > 0, en définissant

ℑ∗ (r) =
{
κ : κ ∈ ℑ(r) , lim

t→∞

κ(t)
ϖ(t)

= 0
}
.

Nous devons seulement prouver que Pκ+Qy ∈ ℑ∗ (r) pour tout κ,y ∈ ℑ∗ (r) , c’est-à-dire

Pκ(t)+Qy(t)
ω(t)

→ 0 lorsque t → ∞,

où

Pκ+Qy = θ0e−kt +
1− e−kt

k
θ1

+ k
∫ t

0
e−k(t−s)y(u)du+

∫ t

0
N (t −u)F (u,κ(λu))du.

En fait, pour κ,y ∈ ℑ∗ (r) , en se basant sur le fait utilisé dans la démonstration du
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Théorème 4.1 (Étape 2), il découle de (4.6) et (4.19) que

∫ t

0

e−k(t−u)

ω(t −u)
y(u)
ω(u)

du → 0 et N (t −u)
ω(t −u)

=

∫ t
u

e−k(t−s)

ω(t−u) (s−u)α−2ds

Γ(α −1)
→ 0,

lorsque t → ∞. En conjonction avec l’hypothèse φr(t) ∈ L1 [0,+∞) , nous obtenons que

∫ t

0

N (t −u)
ω(t −u)

|F (u,κ(λu))|
ω(u)

du ≤
∫ t

0

N (t −u)
ϖ (t −u)

φr(u)du → 0

lorsque t → ∞. Ainsi, nous obtenons la conclusion.

4.2 Exemple

Nous formulons une hypothèse d’application théorique dans le problème de valeur

initiale non linéaire fractionnaire suivant CD
3
2
0+κ(t) = µ

(
t2(λκ)2

e(ϑ+1)t +
(λκ)3/2

(1+t2)eϑ t/2

)
,

κ(0) = θ0,κ′(0) = θ1,
(4.21)

où ϑ > 1,µ > 0. Supposons que 0 < |k| ≤ ϑ−1
2 , soit ω(t) = eϑ t ,β1 =

|k|
ϑ+k , alors (4.2)) est

satisfaite et l’espace de Banach est

E∗ =

{
κ(t) ∈C [0,+∞) : sup

t≥0

|κ(t)|
eϑ t < ∞

}
,

muni de la norme ∥κ∥= supt≥0
|κ(t)|

eϑ t , et en prenant λ = 1. Soit F (t,r) = µ(r2t2e−t + r3/2

1+t2 ).

Alors (4.9) est satisfaite et F (t,r) ∈ L1 [0,+∞) en t pour r fixé. Remarquons que

N (t −u)
eϑ(t−u)

=
1

Γ(1/2)

∫ t

u

1
e(ϑ+k)(t−s)

(s−u)−1/2

eϑ(s−u)
ds

≤
∫ t

u
(s−u)−1/2

eϑ(s−u) ds

Γ(1/2)
=

∫ t−u
0

ω−1/2

eϑω ds

Γ(1/2)
≤ ϑ 1/2,
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pour tout t ≥ 0, s’il existe η ≥ 0 tel que

µ ≤ 1
2
(
2η + π

2 η1/2
)
(ϑ + k)ϑ 1/2 +1

, (4.22)

alors

∫ t

0

N (t −u)
ω(t −u)

F (u,r)
r

du = µ
∫ t

0

N (t −u)
ω(t −u)

(rt2e−t +
r1/2

1+ t2 )du ≤ 1/2
ϑ + k

< 1−β1,

pour tout t ≥ 0,0 ≤ r ≤ η . Ainsi, la solution triviale de (4.21) est stable dans E∗, ce qui

découle du Théorème 4.1.

De plus, soit φr(t) = µ
(

t2r2

e(ϑ+1)t +
r3/2

(1+t2)eϑ t/2

)
∈ L1 [0,+∞) . Pour tout r borné r > 0, on

obtient |F (t,u)| ≤ φr(t) et

lim
t→∞

e−kt/ω(t)≤ lim
t→∞

e−
ϑ t
2 = 0.

Ensuite, par le Théorème 4.2, on conclut que la solution triviale de (4.21) est asymptoti-

quement stable.

4.3 Stabilité asymptotique pour les équations diffé-

rentielles fractionnaires de pantographe

Dans un travail récent d’Agarwal et al. [6], l’existence de solutions a été étudiée pour

une équation différentielle fractionnaire neutre avec un retard borné. Cette étude a utilisé

le théorème du point fixe de Krasnoselskii pour établir des résultats. Dans leurs recherches,

Ge et Kou [30] ont considéré l’équation différentielle fractionnaire non linéaire suivante : CDα (κ (t)−g(t,κt)) = f (t,κt) , t ≥ t0,

κt0 = χ,
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où 0 < α < 1, et CDα représente la dérivée fractionnaire de Caputo standard. Ils ont

appliqué le théorème du point fixe de Krasnoselskii dans un espace de Banach pondéré

pour étudier la stabilité asymptotique de la solution nulle pour cette équation CDα
0+κ (t) = f (t,κ (t)) , t ≥ 0,

κ(0) = κ0, κ′(0) = κ1,

où 1 < α < 2.

Dans ce chapitre, nous nous appuyons sur divers travaux antérieurs, y compris des pu-

blications telles que [1,12,14,16–18,29], pour analyser la théorie qualitative des problèmes

de stabilité asymptotique liés à la solution nulle des équations différentielles fractionnaires.

Plus précisément, notre attention se porte sur l’investigation de la stabilité asymptotique

de la solution nulle dans le contexte des équations différentielles fractionnaires de Caputo-

Hadamard. L’équation (4.23) que nous considérons est la suivante :

 Dα
1 κ (t)−Dα−1

1 G (t,κ (1+λ t)) = F (t,κ (t) ,κ (1+λ t)) , t ≥ 1,

κ (1) = κ0, κ′ (1) = κ1,
(4.23)

ici, λ est dans l’intervalle (0, 1), 1 < α ≤ 2, κ0 et κ1 sont des nombres réels, Dα
1

représente la dérivée standard derivée fractionnaire de Caputo, et G et F sont des fonc-

tions continues définies sur des domaines spécifiques. La solution de l’équation (4.23) est

notée κ(t). Pour établir la stabilité asymptotique de la solution nulle, nous appliquons le

théorème du point fixe de Krasnoselskii et transformons l’équation (4.23) en une équation

intégrale. Cette équation intégrale est une combinaison de deux applications, dont l’une

est compacte, et l’autre est une application de contraction.

Nous introduisons les notations essentielles, les lemmes, les résultats préliminaires et

l’inversion de l’équation (4.23). Nous présentons également le théorème du point fixe de

Krasnoselskii. En suite, nous sommes dédiée à la présentation de nos principaux résultats

concernant la stabilité.

Lemme 4.5. Soit W (t)∈C ([1,+∞)). Alors κ ∈C ([1,+∞)) est une solution du problème
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de Cauchy  Dα
1 κ (t) = W (t), t ≥ 1, 1 < α < 2,

κ(1) = κ0, κ′(1) = κ1,
(4.24)

si et seulement si κ est une solution de l’équation suivante tκ′(t) = Iα−1
1 W (t)+κ1, t ≥ 1,

κ(1) = κ0.
(4.25)

Démonstration. Tout d’abord, nous suggérons que pour tout 0 < γ < 1, si ψ ∈C [1,+∞) ,

alors
(
I

γ
1ψ
)
(1) = 0. En effet, puisque

I
γ
1ψ(t) =

1
Γ(γ)

∫ t

1
(log

t
τ
)γ−1ψ(τ)

dτ
τ
,

nous pouvons conclure que

∣∣Iγ
1ψ(t)

∣∣= 1
Γ(γ)

∣∣∣∣∫ t

1
(log

t
τ
)γ−1ψ(τ)

dτ
τ

∣∣∣∣≤ ∥ψ∥t
Γ(γ +1)

(log t)γ → 0 lorsque t → 1.

(1) Soit κ ∈C [1,+∞) une solution du problème (4.24).

Pour tout t ≥ 1, la Définition 1.7 montre que

Dα
1 κ (t) =

(
Dα−1

1 D1
1κ
)
(t) = W (t).

En raison du Lemme 5.1, nous avons

tκ′(t) = κ′(1)+Iα−1
1 W (t) = Iα−1

1 W (t)+κ1.

Cela indique que κ (t) est une solution de l’équation (4.25).

(2) Supposons que κ (t) soit une solution de (4.25).

Pour tout t ≥ 1, on voit facilement que

Dα
1 κ (t) =Dα−1

1
(
tκ′(t)

)
=
(
Dα−1

1 Iα−1
1 W

)
(t)+Dα−1

1 κ1 = W (t).
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De plus, notez que W (t) ∈C [1,+∞) , nous avons κ′(1) = Iα−1
1 W (1)+κ1 = κ1.

Lemme 4.6. Soit k ∈R. Alors, κ ∈C ([1,+∞)) est une solution de (4.23) si et seulement

si

κ (t) = κ0e−kt +(κ1 −G (1,κ(1+λ ))))
∫ t

1
e−k(t−τ)dτ

τ

+
∫ t

1
e−k(t−τ) (kτκ(τ)+G (τ,κ(1+λτ)))

dτ
τ

+
1

Γ(α −1)

∫ t

1

∫ t

u
e−k(t−τ)

(
log

t
u

)α−2 dτ
τ

F (u,κ(u),κ(1+λu))
du
u
. (4.26)

Démonstration. Soit κ ∈C ([1,+∞)) une solution de (4.23). Par le Lemme 4.5, on obtient tκ′(t) = Iα−1
1

[
F (t,κ (t) ,κ(1+λ t))+Dα−1

1 G (t,κ(1+λ t))
]
+κ1, t ≥ 1,

κ(1) = κ0.

Ensuite, 
tκ′(t) = 1

Γ(α−1)
∫ t

1
(
log t

τ
)α−2

F (τ,κ(τ),κ(1+λτ))
dτ
τ

+G (t,κ(1+λ t))−G (1,κ (1+λ ))+κ1, t ≥ 1,

κ(1) = κ0.

(4.27)

Réécrivons (4.27) comme


κ′(t)+ kκ(t) = kκ(t)+ 1

t
1

Γ(α−1)
∫ t

1
(
log t

τ
)α−2

F (τ,κ(τ),κ(1+λτ))
dτ
τ

+1
t G (t,κ (1+λ t))− 1

t G (1,κ (1+λ ))+ 1
t κ1, t ≥ 1,

κ(1) = κ0.

Nous obtenons (4.26) à partir de la formule de variation des constantes. La réciproque

découle facilement. Ainsi, la démonstration est complète.

Définition 4.2. La solution triviale κ = 0 de (4.23) est

(i) stable dans E , si pour tout ε > 0, il existe un δ = δ (ε)> 0 tel que |κ0|+ |κ1| ≤ δ

implique que la solution κ (t) = κ(t,κ0,κ1) existe pour tout t ≥ 1 et satisfait ∥κ∥ ≤ ε.
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(ii) asymptotiquement stable, si (i) est vérifié et s’il existe un nombre σ > 0 tel que

|κ0|+ |κ1| ≤ σ implique limt→∞ ∥κ (t)∥= 0.

Maintenant, le théorème du point fixe de Krasnoselskii sera présenté afin de démontrer

la stabilité asymptotique de la solution nulle de (4.23). Pour plus de détails, le lecteur

peut consulter [64].

Pour un survol (ii), la norme de Hoarding standard modifiée suivante est nécessaire.

Théorème 4.3 ( [55]). Soit E un espace de Banach et ℵ ⊂ E . Alors ℵ est relativement

compact dans E si les hypothèses suivantes sont satisfaites

(i) {κ (t)/h̄(log t) : κ ∈ ℵ} est uniformément borné,

(ii) sur n’importe quel intervalle compact de [1,+∞) , l’ensemble {κ (t)/h̄(log t) : κ ∈ ℵ}

est équicontinu,

(iii) {κ (t)/h̄(log t) : κ ∈ ℵ} est équiconvergent à l’infini, c’est-à-dire que pour tout

ε > 0, il existe un T0 > 1 telle que pour tous κ ∈ ℵ et t1 , t2 > T0, si l’on a

|κ(t2)/h̄(log t2)−κ(t1)/h̄(log t1)|< ε.

4.4 Stabilité asymptotique pour les EDFs de panto-

graphe

Ci-dessous, nous présentons les conditions avant de mentionner et de prouver les

résultats matériels.

(Λ1) Les fonctions G et F sont des fonctions continues et G (t,0) =F (t,0,0) = 0. On

suppose que G est localement Lipschitz continue en κ. C’est-à-dire, il existe un LG > 0

tel que si |κ| , |y| ≤ l alors

|G (t,κ)−G (t,y)| ≤ LG ∥κ− y∥ .
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(Λ2) Il existe un β1 ∈ (0,1) tel que

β1

(
1+

LG

|k|

)
< 1, (4.28)

et

e−kt/h̄(log t) ∈ BC ([1,+∞))∩L1 ([1,+∞)) , Ainsi |k|
∫ t

1
e−ku/h̄(logu)du≤ β1 < 1. (4.29)

(Λ3) Il existe des constantes η > 0, β2 ∈ (0,1−β1) et une fonction continue F :

[1,∞)× (0,η ]× (0,η ]→ R+ telle que

|F (t,υ1h̄(log t),υ2h̄(log(1+λ t)))|
h̄(log t)

≤ F (t, |υ1| , |υ2|) , (4.30)

tiennent pour tout t ≥ 1, 0 < |υ1| , |υ2| ≤ η et

sup
t≥1

∫ t

1

ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

F (u,r1,r2)

η
du
u

≤ β2 < 1−β1, (4.31)

tient pour chaque 0 < r1,r2 ≤ η , où F (t,r1,r2) est non décroissante en r1 et r2 pour t fixé,

F (t,r1,r2) ∈ L1 ([1,+∞)) en t pour r1 et r2 fixés, et

ϖ(log
t
u
) =

 1
Γ(α−1)

∫ t
u e−k(t−τ) (log τ

u

)α−2 dτ
τ , t

u ≥ 1,

0, t
u < 1.

(4.32)

Théorème 4.4. Supposons que (Λ1)− (Λ3) soient vérifiées. Alors κ = 0 de (4.23) est

stable dans E .

Démonstration. Tout d’abord, nous montrons l’existence de δ > 0, pour tout ε > 0 donné,

tel que

|κ0|+ |κ1|< δ implique ∥κ∥ ≤ ε.
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En raison de (4.29), il existe une constante M1 > 0 telle que

e−kt

h̄(log t)
≤ M1. (4.33)

Soit 0< δ ≤
(

1−β1

(
1+ LG

|k|

)
−β2

)
|k|

M1|k|+(1+M1)(1+LG )
ε . Proposons l’ensemble convexe fermé non vide B(ε)⊆ E ,

pour t ≥ 1, notons deux applications P et Q sur B(ε) comme suit :

Pκ (t) =
1

Γ(α −1)

∫ t

1

∫ t

u
e−k(t−τ)

(
log

τ
u

)α−2
dτF (u,κ(u),κ(1+λu))

du
u

=
∫ t

1
ϖ(log

t
u
)F (u,κ(u),κ(1+λu))

du
u
, (4.34)

et

Qκ (t) = κ0e−kt +(κ1 −G (1,κ (1+λ )))
∫ t

1
e−k(t−τ)dτ

τ

+
∫ t

1
e−k(t−τ) (kτκ(τ)+G (τ,κ(1+λτ)))

dτ
τ
. (4.35)

Clairement, pour κ ∈B(ε), Pκ et Qκ sont des fonctions continues sur [1,+∞). De

plus, pour κ ∈B(ε), en utilisant (4.30)-(4.31) pour tout t ≥ 1, nous avons

|Pκ (t)|
h̄(log t)

≤
∫ t

1

ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

|F (u,κ(u),κ(1+λu))|
h̄(logu)

du
u

≤
∫ t

1

ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

F

(
u,

|κ(u)|
h̄(logu)

,
|κ(1+λu)|

h̄(log(1+λu))

)
du
u

≤ β2 ∥κ∥ ≤ β2ε < ∞, (4.36)

et

|Qκ (t)|
h̄(log t)

=

∣∣∣∣∣κ0
e−kt

h̄(log t)
+(κ1 −G (1,κ(1+λ )))

∫ t
1 e−k(t−τ) dτ

τ
h̄(log t)

+
∫ t

1

e−k(t−τ)

h̄(log t)
(kτκ(τ)+G (τ,κ(1+λτ)))

dτ
τ

∣∣∣∣∣
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≤ M1 |κ0|+
1+M1

|k|
(|κ1|+ |G (1,κ (1+λ ))|)+ |k|

∫ ∞

1

e−ku

h̄(logu)
du(1+

LG

|k|
)∥κ∥

≤ M1 |κ0|+
1+M1

|k|
(|κ1|+LG |κ (t)|)+β1

(
1+

LG

|k|

)
ε < ∞. (4.37)

Ainsi, PB(ε) ⊆ E et QB(ε) ⊆ E . Ensuite, nous utilisons le théorème 4.4 pour dé-

montrer qu’il existe au moins un point fixe de l’opérateur P+Q dans B(ε). Ici, nous

présentons la preuve en trois étapes.

Étape 1. Nous montrons que Pκ+Qy ∈B(ε) pour tout κ,y ∈B(ε).

Pour tout κ,y ∈B(ε), en utilisant (4.36) et (4.37), nous avons

sup
t≥1

|Pκ (t)+Qy(t)|
h̄(log t)

= sup
t≥1

{∣∣∣∣∣κ0
e−kt

h̄(log t)
+(κ1 −G (1,y(1+λ )))

∫ t
1 e−k(t−τ) dτ

τ
h̄(log t)

+
∫ t

1

e−k(t−τ)

h̄(log t)
(kτy(τ)+G (τ,y(1+λτ)))

dτ
τ

+
∫ t

1

ϖ(log t
u)

h̄(log t)
F (u,κ(u),κ(1+λu))

du
u

∣∣∣∣}
≤ M1 |κ0|+

1+M1

|k|
(|κ1|+LG δ )

+ |k|
∫ ∞

1

e−ku

h̄(logu)
du
(

1+
LG

|k|

)
∥y∥+β2 ∥κ∥

≤ M1 |k|+(1+M1)(1+LG )

|k|
δ +β1

(
1+

LG

|k|

)
ε +β2ε ≤ ε,

ce qui conclut que Pκ+Qy ∈B(ε) pour tout κ,y ∈B(ε).

Étape 2. Maintenant, nous montrons simplement que PB(ε) est relativement compact

dans E , pour montrer que P est continue. En fait, à partir de (4.36), nous obtenons

que {κ (t)/h̄(log t) : κ ∈B(ε)} est uniformément borné dans E . De plus, la théorie habi-

tuelle dit que la convolution d’une fonction L1 avec une fonction tendant vers zéro tend

également vers zéro. Ensuite, nous pouvons conclure que pour t
u ≥ 1, on a

0 ≤ lim
t→∞

ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

≤ lim
t→∞

1
Γ(α −1)

∫ t

u

e−k(t−τ)

h̄(log t
u)

(
log τ

u

)α−2

h̄(log τ
u)

dτ
τ
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= lim
t→∞

1
Γ(α −1)

∫ t

1

e−k(t−uτ)

h̄(log t
uτ )

(logτ)α−2

h̄(logτ)
dτ
τ

= 0, (4.38)

en raison du fait que limt→∞
(log t)α−2

h̄(log t) = 0. Avec la continuité de ϖ et h̄, nous concluons

qu’il existe une constante M2 > 0 telle que∣∣∣∣ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

∣∣∣∣≤ M2, (4.39)

et pour tout T0 ∈ [1,∞), la fonction ϖ(log t
u)h̄(logu)/h̄(log t) est uniformément continue

sur {(t,u) : 1 ≤ u≤ t ≤ T0}. Pour tout t1 , t2 ∈ [1,T0], t1 < t2 , on a

∣∣∣∣ Pκ(t2)

h̄(log t2)
− Pκ(t1)

h̄(log t1)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣
∫ t2

1

ϖ(log
t2
u )

h̄(log t2)
F (u,κ(u),κ(1+λu))

du
u

−
∫ t1

1

ϖ(log
t1
u )

h̄(log t1)
F (u,κ(u),κ(1+λu))

du
u

∣∣∣∣∣
≤
∫ t1

1

∣∣∣∣∣ϖ(log
t2
u )

h̄(log t2)
−

ϖ(log
t1
u )

h̄(log t1)

∣∣∣∣∣ |F (u,κ(u),κ(1+λu))| du
u

+
∫ t2

t1

ϖ(log
t2
u )

h̄(log
t2
u )

F (u,ε,ε)
du
u

≤
∫ t1

1

∣∣∣∣∣ϖ(log
t2
u )h̄(logu)

h̄(log t2)
−

ϖ(log
t1
u )h̄(logu)

h̄(log t1)

∣∣∣∣∣F (u,ε,ε)
du
u

+M2

∫ t2

t1
F (u,ε,ε)

du
u

→ 0,

à mesure que t2 → t1, ce qui signifie que {κ (t)/h̄(log t) : κ ∈B(ε)} est équicontinu sur

tout intervalle compact de [1,∞). Par le théorème 4.3, pour prouver que PB(ε) est un en-

semble relativement compact de E , nous devons simplement démontrer que {κ (t)/h̄(log t) : κ ∈B(ε)}

converge uniformément vers zéro. En fait, pour tout ε1 > 0, il existe un L > 1 tel que

M2

∫ ∞

L
F (u,ε,ε)

du
u

≤ ε1

3
.
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À partir de (4.38), nous obtenons

lim
t→∞

sup
u∈[1,L]

ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

≤ max
{

lim
t→∞

ϖ(log t
L)

h̄(log t
L)

, lim
t→∞

ϖ(log t)
h̄(log t)

}
= 0.

sup
u∈[1,L]

∣∣∣∣∣ϖ(log
t2
u )h̄(logu)

h̄(log t2)
−

ϖ(log
t1
u )h̄(logu)

h̄(log t1)

∣∣∣∣∣≤ sup
u∈[1,L]

∣∣∣∣∣ϖ(log
t2
u )

h̄(log
t2
u )

∣∣∣∣∣+ sup
u∈[1,L]

∣∣∣∣∣ϖ(log
t1
u )

h̄(log
t1
u )

∣∣∣∣∣
≤ ε1

3

(∫ ∞

1
F (u,ε,ε)

du
u

)−1

.

En conséquence, pour t1, t2 ≥ T ,

∣∣∣∣ Pκ(t2)

h̄(log t2)
− Pκ(t1)

h̄(log t1)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣
∫ t2

1

ϖ(log
t2
u )

h̄(log t2)
F (u,κ (u) ,κ (1+λu))

du
u

−
∫ t1

1

ϖ(log
t1
u )

h̄(log t1)
F (u,κ (u) ,κ (1+λu))

du
u

∣∣∣∣∣
≤
∫ L

1

∣∣∣∣∣ϖ(log
t2
u )h̄(logu)

h̄(log t2)
−

ϖ(log
t1
u )h̄(logu)

h̄(log t1)

∣∣∣∣∣F (u,ε,ε)
du
u

+
∫ t2

L

ϖ(log
t2
u )

h̄(log
t2
u )

F (u,ε,ε)
du
u

+
∫ t1

L

ϖ(log
t1
u )

h̄(log
t1
u )

F (u,ε,ε)
du
u

≤ ε1

3
+2M2

∫ ∞

L
F (u,ε,ε)

du
u

≤ ε1.

Ainsi, la conclusion nécessaire est obtenue.

Étape 3. Supposons que Q : B(ε)→ E soit une application de contraction.

En fait, pour tout κ,y ∈B(ε), à partir de (4.29), nous obtenons que

sup
t≥1

∣∣∣∣ Qκ (t)
h̄(log t)

− Qy(t)
h̄(log t)

∣∣∣∣= sup
t≥1

{∣∣∣∣∣
∫ t

1

e−k(t−u)

h̄(log t)
(kuκ(u)+G (u,κ(1+λu)))

du
u

−
∫ t

1

e−k(t−u)

h̄(log t)
(kuy(u)+G (u,y(1+λu)))

du
u

∣∣∣∣∣
}

≤ sup
t≥1

|k|
∫ t

1

e−k(t−u)

h̄(log t
u)

u |κ(u)− y(u)|
h̄(logu)

du
u
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+ sup
t≥1

∫ t

1

e−k(t−u)

h̄(log t
u)

|G (u,κ(1+λu))−G (u,y(1+λu))|
h̄(logu)

du
u

≤ |k|
∫ t

1

e−k(t−u)

h̄(log t
u)

du
(

1+
LG

|k|

)
∥κ− y∥

≤ β1

(
1+

LG

|k|

)
∥κ− y∥ .

Selon le théorème 2.6, nous savons que l’opérateur P+Q a au moins un point fixe dans

B(ε). Enfin, pour tout ε2 > 0, si 0 < δ1 ≤
(

1−β1

(
1+ LG

|k|

)
−β2

)
|k|

|k|M1+(1+M1)(1+LG )
ε2, alors |κ0|+ |κ1| ≤ δ1

implique que

∥κ∥= sup
t≥1

∣∣∣∣∣κ0
e−kt

h̄(log t)
+(κ1 −G (1,κ(1+λ )))

∫ t
1 e−k(t−τ) dτ

τ
h̄(log t)

+
∫ t

1

e−k(t−τ)

h̄(log t)
(kuκ (u)+G (u,κ (1+λu)))

du
u

+
∫ t

1

ϖ(log t
u)

h̄(log t)
F (u,κ(u),κ(1+λu))

du
u

∣∣∣∣

≤ sup
t≥1

{
e−kt

h̄(log t)
κ0 +

∣∣1− e−kt
∣∣

|k| h̄(log t)
(|κ1|+LG |κ(1+λ )|)

+ |k|
∫ t

1

e−k(t−u)

h̄(log t
u)h̄(logu)

(
u |κ(u)|+ LG

|k|
|κ(u)|

)
du
u

+
∫ t

1

ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

|F (u,κ(u),κ(1+λu))|
h̄(logu)

du
u

}

≤ M1δ1 +
1+M1

|k|
(δ1 +LG δ1)+β1

(
1+

LG

|k|

)
∥κ∥+β2 ∥κ∥

≤ |k|M1 +(1+M1)(1+LG )(
1−β1

(
1+ LG

|k|

)
−β2

)
|k|

δ1 ≤ ε2.

Par conséquent, nous affirmons que la solution triviale de (4.23) est stable dans E .
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Théorème 4.5. Supposons que toutes les conditions du théorème 4.4 sont satisfaites,

lim
t→∞

e−kt/h̄(log t) = 0, (4.40)

et pour tout r> 0, il existe une fonction ψr(t) ∈ L1 ([1,+∞)), ψr(t)> 0 telle que |u| , |v| ≤ r

implique

|F (t,u,v)|/h̄(log t)≤ ψr(t), p. p. t ∈ [1,+∞) . (4.41)

Ainsi, la solution triviale de (4.23) est AS (asymptotiquement stable).

Démonstration. Tout d’abord, nous constatons que la solution triviale de (4.23) est stable

dans E d’après le théorème 4.4. Ensuite, nous démontrons que la solution triviale κ = 0

de (4.23) est attractive.

Pour tout r> 0, en définissant

B∗ (r) =
{
κ ∈B(r) , lim

t→∞
κ (t)/h̄(log t) = 0

}
.

Nous devons prouver que Pκ+Qy ∈B∗ (r) pour tout κ,y ∈B∗ (r), c’est-à-dire

Pκ (t)+Qy(t)
h̄(log t)

→ 0 lorsque t → ∞,

où

Pκ (t)+Qy(t) = κ0e−kt +(κ1 −G (1,y(1+λ )))
∫ t

1 e−k(t−τ) dτ
τ

h̄(log t)

+
∫ t

1
e−k(t−τ) (kuy(u)+G (u,y(1+λu)))

du
u

+
∫ t

1
ϖ(log

t
u
)F (u,κ(u),κ(1+λu))

du
u
.

Réaliste, pour κ,y∈B∗ (r), afin de prouver le Théorème 4.4 (Étape 2), il découle de (4.29)

et (4.40) que ∫ t

1

e−k(t−u)

h̄(log t
u)

(kuy(u)+G (u,y(1+λu))
h̄(logu)

du
u

→ 0,
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et
ϖ(log t

u)

h̄(log t
u)

=

∫ t
u

e−k(t−τ)

h̄(log t
u )

(
log τ

u

)α−2 dτ
τ

Γ(α −1)
→ 0,

quand t → ∞. Avec l’hypothèse ψr(t) ∈ L1 ([1,+∞)), nous obtenons que

∫ t

1

ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

|F (u,κ(u),κ(1+λu))|
h̄(logu)

du
u

≤
∫ t

1

ϖ(log t
u)

h̄(log t
u)

ψr(u)
du
u

→ 0,

à mesure que t → ∞. Nous obtenons la conclusion.

4.5 Remarques

Dans ce chapitre, on fournit des conditions suffisantes pour garantir la stabilité asymp-

totique de la solution nulle pour les équations différentielles fractionnaires de type pan-

tographe utilisant Caputo-Hadamard, telles que données dans l’équation (4.23). En ap-

pliquant le théorème du point fixe de Krasnoselskii dans un espace de Banach pondéré,

nous établissons des résultats novateurs concernant la solution nulle asymptotiquement

stable, sous la condition que G (t,0) = F (t,0,0) = 0.



Chapitre 5

Existence de solutions pour les

équations différentielles

fractionnaires séquentielles

ψ-Caputo

5.1 Introduction

Le concept de calcul fractionnaire a une histoire riche, remontant à de nombreuses

années. L’idée d’une dérivée d’ordre demi a été introduite par Leibniz et L’Hospital, susci-

tant un intérêt pour le calcul à ordre fractionnaire (voir, par exemple, [22]). Au fil des ans,

les équations différentielles fractionnaires (EDF) ont gagné une popularité significative et

ont été appliquées à un large éventail de domaines, notamment les matériaux polymères,

la physique fractionnaire, la théorie du contrôle de la diffusion anormale et les processus

stochastiques (voir, par exemple, [43]).

La théorie des points fixes (TPF) a été un sujet central dans l’analyse mathématique

depuis les 150 dernières années, trouvant des applications dans divers domaines scienti-

fiques, y compris la physique mathématique, la topologie et la théorie de l’approximation.

L’étude de la TPF a commencé avec les travaux de Poincaré au XIXe siècle. En 1922, le

travail novateur de Banach a établi l’existence et l’unicité des solutions pour la théorie des

points fixes classique, couvrant à la fois les équations différentielles et intégrales. Cette

réalisation a marqué une étape importante dans le développement de la TPF. Par la

suite, en 1930, Schauder a étendu la théorie aux espaces de Banach de dimension infinie,

86
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conduisant à la création du théorème du point fixe de Schauder et élargissant la portée de

ses applications pratiques dans divers domaines, tels que la théorie des jeux, l’économie

et l’ingénierie (voir, par exemple, [41, 48]).

Les EDF ont émergé comme un puissant outil mathématique pour modéliser divers

phénomènes dans des domaines variés, y compris des applications en thérapie contre le

cancer, en médecine, en traitement du signal, et plus encore (voir, par exemple, [5,31,37,

42, 49, 60, 62, 71]).

Des recherches récentes se sont concentrées sur les équations différentielles fraction-

naires ψ-Caputo (EDF ψ-Caputo) et les équations différentielles fractionnaires de Caputo-

Hadamard (EDFCH). Ces définitions généralisent les intégrales fractionnaires de Caputo

et Riemann-Liouville (IFRL) et les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (DFRL).

L’existence de solutions a été étudiée dans plusieurs travaux, dont [2,3,8,9,14,36,56,57,69],

où les conditions de bande et la théorie des points fixes (TPF) jouent un rôle central.

De nombreux auteurs et chercheurs ont consacré leurs travaux à explorer la théorie

des résultats d’existence, d’unicité et de stabilité asymptotique, utilisant principalement

les dérivées fractionnaires de Caputo et Riemann-Liouville, ainsi que les équations frac-

tionnaires de Caputo-Hadamard (voir, par exemple, [32, 68]).

La structure de ce chapitre est organisée comme suit : la prochaine section couvre les

définitions et théories nécessaires qui servent de base à notre travail ultérieur. La Section

3 présente les résultats clés que nous avons déduits, tandis que la Section 4 propose un

exemple numérique pour illustrer les applications pratiques de nos découvertes théoriques.

La dernière section conclut notre étude.

M. Matar et ses collègues, dans leur étude rapportée dans [53], se sont plongés dans

l’investigation de l’existence et de l’unicité des solutions pour les équations différentielles

fractionnaires séquentielles de Hadamard.
(
Dα

a + γDα−1
a

)
κ (t) = f (t,κ (t)) , 1 < α < 2,

κ (a) = κ′ (a) = 0,
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et 
(
Dα

a + γDα−1
a + λ 2−1

4 Dα−2
a

)
κ (t) = g(t,κ (t)) ,

κ (a) = κ′ (a) = κ′′ (a) = 0,

où 2<α < 3, t ∈ [a,T ] , 1≤ a< T, f ,g : J×R→R sont des fonctions continues données,

et γ et λ sont des nombres réels. Dans [51], les auteurs ont pris en compte le système

infini d’EDs du deuxième ordre

 t d2ui
dt2 + dui

dt = f j(t,u(t)), t ∈ J := [1,q]

u j(1) = u j(q) = 0,

où u(t) = {u j(t)}∞
j=1, dans l’espace de séquence de Banach lp, p ≥ 1.

Inspirés par le TPF ci-dessus et des travaux cités, nous considérons des EDF ψ-Caputo

avec des conditions aux limites différentielles de ψ-Caputo (CLD ψ-Caputo) de la forme

Dα1;ψ(Dα2;ψκ)(ς) = g(ς ,κ(ς)) ς ∈ J := [a,b], 1 < α1,α2 < 2 (5.1)

κ(a) = 0, κDϑ1;ψκ(b)+(1−κ)Dϑ2;ψκ(b) = ϑ3, ϑ3 ∈ R (5.2)

où Dα1;ψ , Dα2;ψ sont les EDF ψ-Caputo d’ordres α1, α2, Dϑ1;ψ , Dϑ2;ψ sont les CLD ψ-

Caputo d’ordres ϑ1, ϑ2 respectivement. 0 < ϑ1,ϑ2 < α1−α2,0 ≤ κ ≤ 1 est une constante

et une fonction continue g : J×R→ R.

Nous utilisons les hypothèses suivantes pour démontrer les résultats de EDF ψ-Caputo

utilisant CLD ψ-Caputo.

(Ω1 g : J = [a,b]×R→ R est fonction continue.

(Ω2) Il existe des fonctions croissantes ϕg(ς) ∈ C([a,b],R+) :

|g(ς ,κ)| ≤ ϕg(ς), pour tout κ ∈ R

(Ω3) Il existe la fonction ϒg(ς) ∈ C([a,b],R+) :

|g(ς ,κ)−g(ς ,κ1)| ≤ ϒg(ς)|κ−κ1|, for any κ,κ1 ∈ R.
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Les concepts bien connus liés au problème (5.1)-(5.2) et le lemme associé peuvent être

trouvés dans les références [5, 53, 60, 62].

Lemme 5.1. Les CLDs ψ-Caputo

Dα1;ψ(Dα2;ψκ)(ς) = φ(ς), ς ∈ J := [a,b], 1 < α1,α2 ≤ 2, (5.3)

κDϑ1;ψκ(b)+(1−κ)Dϑ2;ψκ(b) = ϑ3,κ(a) = 0. (5.4)

Le problème (5.3) et (5.4) est équivalent à :

κ(ς) = I α2;ψ(I α1;ψφ)(ς)+ (ψ(ς)−ψ(a))α2

λ1Γ(α2+1) (ϑ3 −κI α2;ψ(I α1−ϑ1;ψφ)(b)

−(1−κ)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψφ)(b)), ς ∈ J := [a,b],
(5.5)

où

λ1 =
κ(ψ (b)−ψ (a))1−ϑ1

Γ(2−ϑ1)
+

(1−κ)(ψ (b)−ψ (a))1−ϑ2

Γ(2−ϑ2)
̸= 0. (5.6)

Lemme 5.2 ( [7,46]). Soit n−1<α1 ≤ n,α2 > 0, a> 0, χ ∈L (a,T ), Dα1;ψ
a+1

χ ∈L (a,T ).

Alors l’équation différentielle

Dα1;ψ
a χ = 0

a pour solution unique

χ(ς) = w0 +w1 (ψ (ς)−ψ (a))+w2 (ψ (ς)−ψ (a))2 + · · ·+wn−1 (ψ (ς)−ψ (a))n−1 ,

et

I α1;ψ
a Dα1;ψ

a χ (ς) = χ (ς)+w0 +w1 (ψ (ς)−ψ (a))+w2 (ψ (ς)−ψ (a))2

+ · · ·+wn−1 (ψ (ς)−ψ (a))n−1 ,

avec wℓ ∈ R, ℓ= 0,1, . . . ,n−1.

De plus,

Dα1;ψ
a I α1;ψ

a χ(ς) = χ(ς),
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et

I α1;ψ
a I α2;ψ

a χ(ς) = I α2;ψ
a I α1;ψ

a χ(ς) = I α1+α2;ψ
a χ(ς).

Démonstration. En prenant l’intégrale ψ-ième de la Définition 1.13 dans l’équation (5.3),

nous obtenons

κ(ς) = I α2;ψ(I α1;ψφ)(ς)+ c1 + c2
(ψ (ς)−ψ (a))α2

Γ(α2 +1)
, (5.7)

La première condition limite de (5.4) ⇒ c1 = 0 et la 2ème condition limite de (5.4),

l’équation (5.7) nous obtenons

ϑ3 = κI α2;ψ(I α1;ψφ)(b)+ c2κ
(ψ (b)−ψ (a))1−ϑ1

Γ(2−ϑ1)

+(1−κ)I α2;ψ(I α1;ψφ)(b)+ c2(1−κ)
(ψ (b)−ψ (a))1−ϑ2

Γ(2−ϑ2)
, (5.8)

c2 =
1
λ1

(ϑ3 −κI α2;ψ(I α1−ϑ1;ψφ)(b)− (1−κ)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψφ)(b)). (5.9)

En substituant la constante c2 dans (5.7), nous obtenons l’équation (5.5). Fin de la

preuve.

5.2 Résultats principaux

Nous commençons par définir ζ =C([a,b],R+) comme l’espace de Banach de toutes les

fonctions continues avec la norme ||κ||= sup{|κ (ς) |,ς ∈ [a,b]} . Maintenant, définissons

l’application Φ ∈ ζ par

Φκ(ς) = I α2;ψ (I α1;ψ(gκ))(ς)+ (ψ(ς)−ψ(a))α2

λ1Γ(α2+1) (ϑ3 −κI α2;ψ (I α1−ϑ1;ψ(gκ)
)
(b)

−(1−κ)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(gκ))(b)), ς ∈ J = [a,b],

(5.10)
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Nous résumons g(ς ,κ(ς)) par gκ(ς)

I α2;ψ(I α1;ψ(gκ))(ς) =
1

Γ(α2)Γ(α1)

∫ ς

a

∫ s

a
(ψ (ς)−ψ (s))α2(ψ (s)−ψ (σ))α1−1

×g(σ ,κ(σ))ψ ′ (σ)dσψ ′ (s)ds.

Nous choisissons ici le TPF qui nous garantit de nombreux résultats récents, voir, par

exemple, [13, 23, 24].

Théorème 5.1 (Principe du Contraction). Supposons que (Ω1),(Ω3) sont vérifiées. Si

λ2ϒ∗
g < 1, où

ϒ∗
g = sup{ϒg(ς) : ς ∈ [a,b]}

λ2 = I α2;ψ(I α1;ψ(1))(b)+
|(ψ (ς)−ψ (a))α2 |

|λ1|Γ(α2 +1)

× (|ϑ3|− |κ|I α2;ψ(I α1−ϑ1;ψ(1))(b)− (|1−κ|)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(1))(b)).

Ainsi, le problème (5.1) et (5.2) ont une solution unique sur ζ .

Démonstration. Soit Br = {κ ∈ C : ∥κ∥ ≤ r} un ensemble borné, convexe et fermé de C,

où la constante fixe r satisfait

r ≥ pλ2

1−ϒ∗
gλ2

, (5.11)

où p = sup{g(t,0) : t ∈ [a,b]} . Nous montrons que ΦBr ⊂ Br et en utilisant l’inégalité

triangulaire |gκ| ≤ |gκ−g0|+ |g0|, nous avons

|Φκ(ς)| ≤ I α2;ψ(I α1;ψ(|gκ|))(ς)+
|(ψ (ς)−ψ (a))α2 |

|λ1|Γ(α2 +1)
(|ϑ3|− |κ|I α2;ψ

(
I α1−ϑ1;ψ (|gκ|)

)
(b)

− (|1−κ|)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(|gκ|))(b)),

|Φκ(ς)| ≤ I α2;ψ(I α1;ψ(|gκ−g0|+ |g0|))(ς)+
|(ψ (ς)−ψ (a))α2 |

|λ1|Γ(α2 +1)

× (|ϑ3|− |κ|I α2;ψ(I α1−ϑ1;ψ(|gκ−g0|+ |g0|))(b)
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− (|1−κ|)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(|gκ−g0|+ |g0|))(b)),

≤ I α2;ψ(I α1;ψ(ϒ∗
g + p))(ς)+

|(ψ (ς)−ψ (a))α2 |
|λ1|Γ(α2 +1)

× (|ϑ3|− |κ|I α2;ψ(I α1−ϑ1;ψ(ϒ∗
g + p))(b)

− (|1−κ|)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(ϒ∗
g + p))(b)),

= ϒ∗
grλ2 + pλ2

≤ r.

De plus, ΦBr ⊂Br. Soient κ1,κ2 ∈Br, nous obtenons

|Φκ1(ς)−Φκ2(ς)| ≤ I α2;ψ(I α1;ψ(|gκ1 −gκ2 |))(ς)

+
|(ψ (ς)−ψ (a))α2 |

|λ1|Γ(α2 +1)
(|ϑ3|− |κ|I α2;ψ

(
I α1−ϑ1;ψ (|gκ1 −gκ2 |)

)
(b)

− (|1−κ|)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(|gκ1 −gκ2 |))(b)),

≤ ϒ∗
g||κ1 −κ2||I α2;ψ(I α1;ψ(1))(ς)+

|(ψ (ς)−ψ (a))α2 |
|λ1|Γ(α2 +1)

× (|ϑ3|− |κ|ϒ∗
g||κ1 −κ2||I α2;ψ(I α1−ϑ1;ψ(1))(b)

− (|1−κ|)ϒ∗
g||κ1 −κ2||I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(1))(b)),

= ϒ∗
gλ2||κ1 −κ2||,

⇒ |Φκ1(ς)−Φκ2(ς)| ≤ ϒ∗
gλ2||κ1 −κ2||. Comme ϒ∗

gλ2 < 1, alors l’application Φ est une

contraction. Maintenant, Φ a un unique point fixe, démontrant que le problème (5.1)-(5.2)

a une solution unique sur J = [a,b].

Théorème 5.2. Supposons que (Ω1), (Ω2) sont satisfaites. Si

ϒ∗
g[I

α2;ψ(I α1;ψ(1))(b)]< 1, (5.12)

alors le problème (5.1) et (5.2) a au moins une solution sur [a,b].

Démonstration. Soit Bσ = {κ ∈ C([a,b],R) : ||κ|| ≤ σ} où une constante σ satisfait σ ≥
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ϕ∗
g λ2 et ϕ∗

g = sup
{

ϕg(ς) : ς ∈ [a,b]
}

. Divisons l’opérateur Φ en deux opérateurs Φ1 et Φ2

sur Bσ avec

Φ1κ(ς)=
(ψ (ς)−ψ (a))α2

λ1Γ(α2 +1)
(ϑ3−κI α2;ψ(I α1−ϑ1;ψ(gκ))(b)−(1−κ)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(gκ))(b)),

et

Φ2κ(ς) = I α2;ψ(I α1;ψ(gκ))(ς).

La boule Bσ est un sous-ensemble borné, fermé et convexe de l’espace de Banach C([a,b],R).

Ici, nous prouvons que Φ1κ+Φ2y ∈Bσ . Soient κ,y ∈Bσ , alors, nous avons

|Φ1κ(ς)+Φ2y(ς)| ≤ |(ψ (ς)−ψ (a))α2 |
|λ1|Γ(α2 +1)

(|ϑ3|− |κ|I α2;ψ(I α1−ϑ1;ψ(|gκ|))(b)

− (|1−κ|)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(|gκ (b))+I α2;ψ(I α1;ψ(gy))(t)

≤ |(ψ (ς)−ψ (a))α2 |
|λ1|Γ(α2 +1)

(|ϑ3|− |κ|I α2;ψϕ∗
g

(
I α1−ϑ1;ψ (1)

)
(b)

− (|1−κ|)I α2;ψϕ∗
g (I

α1−ϑ2;ψ(1))(b))+I α2;ψΨ∗(I α1;ψ(1))(ς)

= ϕ∗
g λ2

≤ σ ,

ce qui implique que Φ1κ+Φ2y ∈Bσ . Ensuite, pour montrer que Φ2 est une application

de contraction, pour κ,y ∈Bσ , nous obtenons

||Φ2κ−Φ2y|| ≤ I α2;ψ(I α1;ψ(|gκ−gy))(b)

≤ ϒ∗
gI

α2;ψ(I α1;ψ(1))(b)||κ− y||,

par (Ω3), ce qui est une contraction par (5.12).

Ensuite, nous démontrons que Φ1 est continue et compacte. Comme g est continue

sur [a,b]×R, nous pouvons déduire que Φ1 est continue. Pour κ ∈Bσ ,

||Φ1κ|| ≤ ϕ∗
g λ3,
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où

λ3 =
|(ψ (ς)−ψ (a))α2 |

|λ1|Γ(α2 +1)
(|ϑ3|−|κ|I α2;ψ(I α1−ϑ1;ψ(1))(b)−(|1−κ|)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(1))(b)).

Cela indique que Φ1Bσ est uniformément borné. Maintenant, nous démontrons que Φ1Bσ

est équicontinu. Pour ς1,ς2 ∈ [a,b] : ς1 < ς2 et pour κ ∈Bσ , nous avons

| |Φ1κ(ς1)−Φ1κ(ς2)|

≤ |(ψ (ς2)−ψ (a))α2 − (ψ (ς1)−ψ (a))α2 |
|λ1|Γ(α2 +1)

× (|ϑ3|− |κ|I α2;ψ
(
I α1−ϑ1;ψ (|gκ|)

)
(b)− (|1−κ|)I α2;ψ(I α1−ϑ2;ψ(|gκ|))(b))

≤ ϕ∗
g λ3|(ψ (ς2)−ψ (a))α2 − (ψ (ς1)−ψ (a))α2 |.

Il est évident que l’expression ci-dessus est indépendante de κ et tend également vers

zéro lorsque ς1 → ς2. Par conséquent, Φ1Bσ est équicontinu. Ainsi Φ1Bσ est relativement

compact. Maintenant, en appliquant le théorème d’Arzelà-Ascoli (voir, par exemple, [33]),

l’opérateur Φ1 est compact sur Bσ . Ainsi, Φ1 et Φ2 satisfont les hypothèses du Théorème

5.1. Par le Théorème 5.1, nous confirmons que le problème (5.1) et (5.2) a au moins une

solution sur [a,b].

5.3 Exemple

Considérons les EDF ψ-Caputo avec les CLD ψ-Caputo, soit ψ (ς) = logς

D
7
4 ;ψ (Dα2,ψκ)(ς) = g(ς ,κ (ς)) , ς ∈

(
1
3
,
7
3

)
, (5.13)
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κ
(

1
3

)
= 0,

1
7
D

7
3 ,ψκ

(
7
3

)
+

6
7
D

1
3 ,ψκ

(
7
3

)
=

8
3
, (5.14)

où α1 = 7
4 ,α2 = 4

3 ,a = 1
3 ,b = 7

3 ,ϑ1 = 1
2 ,ϑ2 = 1

4 ,ϑ3 = 1
4 et κ = 1

8 ,λ1 = 1.00201235

,H J
4
3

(
HJ

7
4 (1)

)(7
3

)
= 0.026579,H J

4
3
(HJ1 (1)

)(7
3

)
= 0.9021586

HJ
4
3

(
HJ

7
4 (1)

)(7
3

)
= 0.062785, (log5)

4
3

λ1Γ( 7
3)

= 0.482569, et soit g :
(1

3 ,
7
3

)
×R→ R avec

g(ς ,κ(ς)) =
1
2

arctanς
(2ς +1)

(
κ2 +1

)
telle que, |g(ς ,κ(ς))−g(ς ,y(ς))| ≤ ϒ∗

g |κ− y| et ϒ∗
g =

1
2 . Ainsi, ϒ∗

gλ2 = 0.862487 < 1.

Alors, par le Théorème 5.2, le problème (5.13) et (5.14) avec g(ς ,κ(ς)) a une solution

unique sur
(1

3 ,
7
3

)
.

5.4 Commentaire

Dans ce chapitre, nous avons exploré l’existence et l’unicité des solutions pour les

EDF ψ-Caputo avec les CLD ψ-Caputo concernant le problème (5.1)-(5.2). Nous avons

établi l’existence de solutions grâce à l’application du Théorème de Krasnoselkii, tandis

que l’unicité des solutions a été obtenue en utilisant le principe de la contraction. De plus,

nous avons fourni un exemple numérique pour illustrer les implications pratiques de nos

résultats théoriques.



Conclusions and perspectives

Dans notre thèse, nous avons abordé ce sujet en fournissant une introduction générale

au calcul de la différentiation avec des exposants fractionnaires. Cela inclut l’intégrale de

Riemann Liouville et la dérivation fractionnaire de Caputo, ainsi que les concepts de sens

Intégral de Hadamard et de Caputo-Hadamard, ainsi que la dérivée de ψ-Caputo.

Nous avons également examiné l’émergence de la théorie des points fixes, incluant ceux

de Cheafer, Schauder, Banach, Krasnoselskii, entre autres. De plus, nous avons abordé les

définitions et les applications des équations de pantographe. En outre, nous avons fourni

des notions et des définitions sur la stabilité et la stabilité asymptotique.

Dans le chapitre trois, Nous étudions le premier problème en étudiant la positivité

de la solution en utilisant les théories de Schauder et Banach des points fixes. Nous

appliquons également la technique de ”solution supérieure et inférieure” pour illustrer

notre théorie par un exemple numérique.

Notre deuxième étude, dans le chapitre quatre, porte sur la stabilité d’un problème

fractionnaire de type pantographe en utilisant la dérivée de ψ-Caputo. Avec le théorème

du point fixe de Krasnoselskii, nous concluons que notre objectif, la solution nulle de

notre problème, est stable.

Enfin, nous proposons deux pistes de recherche pour notre étude dans le futur, en

envisageant l’application de nouvelles approches, notamment :

1- En appliquant cette nouvelle notion dans les deux problèmes, nous introduisons la

notion de multi-ordre fractionnaire, également connue sous le terme de multi-termes ?

Dα1Dα2 ......Dαn .

2- En appliquant cette nouvelle notion dans les deux problèmes, nous introduisons la

96
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notion de variable-ordre fractionnaire, également connue sous le terme de variable ordre ?

Dα(t), t ∈ [a,T ] .
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