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Résumé

Les modéles AFT ou modeéles & temps de vie accéléré sont des modeéles ot les fonctions
d’intérét sont fonctions de variables dites explicatives représentant les différents facteurs
de stress. Ces modeéles consistent & réduire ou a augmenter les durées de vie des produits
par 'accélération ou la décélération des dégradations provoquant les défaillances dans le but
d’obtenir des résultats dans des délais courts. Dans cette thése, on propose les modeéles AFT —
GEE, AFT — LE et AFT — KwGEFE dont les distributions de base sont respectivement
la distribution généralisée exponentielle exponentiée (GEFE), la distribution exponentielle
linéaire (LE) et la distribution Kumaraswamy généralisée exponentielle exponentiée Kw —
GEE. Apres I'étude des propriétés statistiques, nous construisons des statistiques de tests
du type du chi-deux modifié permettant d’ajuster des observations a chacun de ces modéles
dans le cas de censure aléatoire droite et de parameétres inconnus. Nous développons aussi les
critéres de tests d’ajustement pour les distributions de base utilisées dans les modeles AFT
proposés ainsi que pour la transformée de la distribution linéaire généralisée T'G LE. Enfin, on
introduit une nouvelle distribution, flexible, obtenue par I’exponentiation de la distribution
Kumaraswamy exponentielle exponentiée qu'on note EKw — GEFE. En utilisant la méme
approche que pour les autres modeéles, on fournit une statistique de test d’adéquation pour

cette distribution.
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tié, Transformée de la distribution linéaire généralisée, Modéle Kumaraswamy exponentiel
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Abstract

Accelerated failure time (AFT) models relate survival times to covariates representing
different stresses. In order to obtain failures data in a short time, the lifetime of devices
are increasing or decreasing. In this thesis, we propose accelerated models AFT — GEFE,
AFT — LE and AFT — KwGEE where the baseline distributions are the generalized ex-
ponential exponentiated (GEE), the linear exponential (LFE), and the Kumaraswamy gen-
eralized exponential exponentiated distributions respectively. After studing the statistical
properties, we constructed modified chi-squared goodness-of-fit tests for each model when
data are right censored and the parameters are unknown. We develope, also, goodness-of-
fit test statistics for the baseline distributions of the proposed models and the transmuted
generalized exponential linear distribution (T’'GLE). Finally, we introduce a new flexible
distribution noted FKw — GEE obtained by the exponentiation of the Kumaraswamy gen-
eralized exponential exponentiated. Using the same approach as for the other models, we

provide a criteria goodness-of-fit test for this distribution.

Keywords : Accelerated failure time model, Censored data, Chi-squared type goodness-
of- fit test, generalized exponential exponentiated distribution, linear exponential distribu-
tion, Kumaraswamy generalized exponential exponentiated distribution, transmuted gener-
alized exponential linear distribution, Kumaraswamy generalized exponential exponentiated

distribution, Survival analysis.
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CHAPITRE 1

Introduction générale

Dans les études de fiabilité, pour optimiser la qualité d’un matériel depuis la phase de
conception jusqu’a la phase de production, ensuite proposer les techniques adéquates pour la
maintenance du produit, les ingénieurs utilisent les données de retour d’expériences obtenues
a partir des tests de vie accélérés (Accelerated Life Testing ALT'). Dans ces expériences, on
met les composants du matériel sous des conditions appelées stress qui influencent sa durée
de vie. Les modéles mathématiques utilisés pour décrire et analyser ce type d’observations
sont appelés "modeles AFT” ou modéles a temps de vie accéléré ou tests de vie accélérés. Ces
modeles ou les fonctions d’intérét sont fonctions de variables dites explicatives représentant
les différents facteurs de stress, consistent & réduire ou a augmenter les durées de vie des
produits par l'accélération ou la décélération des dégradations provoquant les défaillances.
Ainsi, on peut estimer la fiabilité du matériel dans des délais courts permettant d’optimiser
les performances et la planification de la maintenance de celui-ci.

Les modeéles AFT sont utilisés dans presque tous les domaines comme par exemple,
quand on cherche & évaluer I'impact d’un schéma thérapeutique sur le temps de guérison d’un
patient en analyse de survie, ou pour analyser les effets comportementaux de clients dans des
études commerciales, ou bien I’dge, le niveau d’éducation, le salaire des individus dans une
étude démographique. Dans les modéles AF'T, les résultats sont facilement interprétables.

Par exemple, a partir des résultats d’un essai clinique, on peut estimer l’amélioration de
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I’espérance de vie suite & un nouveau traitement par rapport au controle. Ces modeéles sont
proposés comme alternative aux modeles a risques proportionnels de Cox (1972) connus sous
le nom de modeéles PH (proportional hazards) et largement développés en analyse de survie
(voir Wei, 1992). Pour les modeéles PH, I'hypothese de proportionnalité des risques doit étre
vérifiée alors qu’il n’y a pas de contraintes pour les modeles AF'T.

Les modéles AFT paramétriques sont construits & partir d’une distribution paramétrique
dite distribution de base. Les distributions utilisées dans la littérature statistique sont la
distribution classique de Weibull, ’exponentielle, la log-logistique et la log-normale (voir
Bagdonavicius et Nikulin, 2002).

Vu les grandes avancées technologiques et la complexité des données de retour d’expéri-
ence de systémes rééls des différents secteurs d’une part et les développements des études
médicales d’autre part, les modeéles AF'T existants ne sont pas en mesure de décrire toutes
les observations. La construction de nouveaux modéles flexibles capables de générer une
grande variété de formes de risque fréquemment observées est devenue plus que nécessaire.
Ces derniéres décennies, les chercheurs ont proposé diverses techniques de généralisation
des distributions de probabilité classiques ayant toute forme de risque y compris croissante,
décroissante, unimodale et en baignoire. Récemment, Ortega et al. (2009) ont introduit le
modele AFT dont la distribution de base est la distribution log-gamma. Goual et Seddik-
Ameur (2014) ont étudié le modele AFT — WIG dont la distribution de base est celle de
Weibull inverse généralisée (WIG). Celle-ci a été introduite par Gusmao et al. (2009) en
ajoutant un autre parameétre de forme v a la distribution Weibull inverse standard .

Comme les résultats de n’importe quelle analyse statistique dépendent du choix de la
distribution utilisée, il devient nécessaire de valider le modeéle choisi. Jusqu’a la derniére
décennie, la technique la plus courante pour ajuster des données & un modeéle AFT était
I'utilisation des tests graphiques des distributions des résidus, tandis que pour choisir entre
deux distributions on applique les tests du rapport de vraisemblance, le test de Wald ou
les tests de score. Un grand nombre d’articles concernant les modéles AFT ont été publiés

sans pour autant développer des tests d’ajustement pour ceux-ci (Bagdonavicius and Nikulin



(2002), Kalbeisch and Prentice (2002), Klein and Moeschberger (2003), Antonov and Nikulin
(2012)). Ceci est du essentiellement a la présence de censure ce qui est le cas dans les études
de fiabilité et de I'analyse de survie et ou les tests d’ajustement classiques ne sont plus
adaptés.

Les chercheurs ont commencé a s’intéresser a ce probléme en proposant de nouvelles méth-
odes qui tiennent compte aussi bien de la censure que des parameétres inconnus. Galanova
et al. (2012) ont développé des modifications des statistiques classiques de Kolmogorov,
Cramer-Von Mises-Smirnov et celle d’Anderson-Darling pour les modéles AF'T'—exponentiel,
AFT—gamma, AFT—Weibull, AFT—Lognormal et AFT— Weibul généralisée. Balakrish-
nan et al. (2013) ont considéré des statistiques de tests basées sur les résidus. Ils ont étudié
les distributions des statistiques de tests classiques pour différents modeéles. Bagdonavicius et
al. (2013) ont construit un test du type du chi-deux modifié pour les modeles AFT —Weibull,
AFT—loglogistique, AFT —lognormal. Goual and Seddik-Ameur (2014) ont fourni un critére
de test du type du chi-deux modifié pour valider le modeéle AF'T'— Weibull inverse généralisée.
Meideros et al. (2014) ont évalué les performances du test du gradient introduit par Terrell
(2002) par rapport au test du rapport de vraisemblance pour les modeles AFT—Weibull,
AFT—log-normal et AFT—log-logistique.

Dans ce travail de recherche, nous nous sommes intéressées a la construction de nouveaux
modeles AFT basés sur les généralisations de la distribution exponentielle. La distribution
exponentielle a des domaines d’application nombreux et diversifiés. En radioactivité, la durée
de vie d’un atome radioactif est distribuée selon une loi exponentielle dont le parameétre
représente la constante de désintégration. En théorie des files d’attente, elle modélise I’ar-
rivée des clients dans une file. En électronique, elle peut aussi modéliser la durée de vie des
composants électroniques qui, en général, ne s’usent pas durant toute la durée de vie du
produit dans lequel ils sont installés. Il s’agit par exemple de composants de circuits intégrés
de haute qualité comme des transistors, des résistances et des condensateurs. Cette distri-
bution décrit également la longue période ou le risque de défaillance est faible, c’est a dire

la période qui caractérise la durée de vie utile du produit.
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Les généralisations de la distribution exponentielle considérées comme distributions de
base pour les modeles AFT, proposés dans cette thése, sont la distribution généralisée ex-
ponentielle exponentiée (GEE), la distribution exponentielle linéaire (LE) et la distribution
Kumaraswamy généralisée exponentielle exponentiée Kw — GEE. Apres ’étude et I'estima-
tion des parameétres inconnus des modeles AF'T—GEE, AFT—LE et AFT— KwGEE, nous
construisons des statistiques de tests du type du chi-deux modifié permettant d’ajuster des
observations a chacun de ces modeles dans le cas de censure aléatoire droite et de parameétres
inconnus. Nous avons aussi développé des tests d’ajustement pour les distributions de base
des modeéles sus-cités.

D’un autre coté, en combinant deux approches généralisant la distribution de Kumaraswamy
(Kumaraswamy, 1980), celle proposée par Lemonte et al. (2013) et celle de Cordeiro et Castro
(2011), nous introduisons une nouvelle distribution, flexible, obtenue par I’exponentiation de
la distribution Kw — GEE proposée récemment par Mohammed (2014). Cette distribution
sera notée par FKw — GEFE. Pour ces types de généralisations, les paramétres additionnels
permettent de modéliser I'aplatissement, I'asymétrie et la forme de la queue des distribu-

tions ce qui les rend plus utiles dans les applications. Nous adaptons la méme approche que

précédemment, pour développer un test d’ajustement du type du chi-deux modifié pour ce
modele (EKw — GEE) dans le cas de censure aléatoire droite. Huang et Oluyede (2014)
ont proposé la distribution exponentielle de Kumaraswamy-Dagum, Rodriguez et al. (2015)
la distribution exponentielle de Kumaraswamy-exponentiée ou les distributions de référence
sont respectivement la distribution Dagum et ’exponentielle. Les auteurs ont étudié les
propriétés statistiques sans toutefois proposer de techniques pour valider ces nouveaux mod-
éles. Ainsi avec la mise en place du test d’ajustement pour la distribution FKw — GEFE, on
peut valider plusieurs sous-modéles tels que la distribution GEFE, la distribution Kw—GEFE,
les distributions exponentielles exponentiées (EE) avec différents paramétres, la distribution
Kumaraswamy-exponentielle Kw— Exp (Nadarajah et al., 2012), la distribution (EKw—exp)

proposée par Rodriguez et al. (2015) et bienstr différentes distributions GEE.
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Des dizaines de milliers d’échantillons de plusieurs tailles et avec différentes valeurs des
parameétres, provenant des distributions étudiées, ont été simulés pour confirmer les résultats
théoriques obtenus. Enfin, on a utilisé les statistiques de tests développées dans ce travail
pour ajuster aux modeles étudiés plusieurs jeux de données réelles provenant des domaines

médical et industriel, montrant ainsi la maniabilté et ’applicabilité de ces tests.

La these est structurée de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, les différentes généralisations de la distribution exponentielle
classique en l'occurrence la distribution généralisée exponentielle exponentiée (GEFE), la dis-
tribution exponentielle linéaire (LE), la distribution Kumaraswamy généralisée exponentielle
exponentiée (Kw — GEF) et la transformée de la distribution exponentielle linéaire général-
isée (TG LE) sont présentées. Les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres
inconnus en présence de censure aléatoire droite sont déterminés par des méthodes itératives
numériques.

Etant donné que les tests d’ajustement classiques ne sont pas adaptés pour valider les
données censurées, on expose dans le chapitre deux la théorie de tests d’ajustement du
type du chi-deux modifié, proposée récemment par Bagdonavicius et Nikulin (2011) pour
les modéles paramétriques a données censurées a droite. Ce test est basé sur les estimateurs
du maximum de vraisemblance sur les données non regroupées et dont la distribution suit
une loi du chi-deux. Comme dans la littérature, les tests utilisés pour valider la distribution
GFEFE, la distribution LF), la distribution Kw — GFEE et la distribution TG LE sont des tests
graphiques ou ceux du rapport de vraisemblance, ceci nous a motivé & construire des criteres
de tests pour permettre d’ajuster des observations & chacun de ces modéles. Le calcul des
différentes statistiques de test sont développées dans ce chapitre.

Dans le chapitre trois, un modéle & temps de vie accéléré dont la distribution de base est la
distribution généralisée exponentielle exponentiée (AFT — GEFE) est introduit. En utilisant
les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres inconnus de la distribution de
base et ceux de la régression, on construit un test d’ajustement du type du chi-deux modifié

pour valider un tel modéle.
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Quand au quatriéme chapitre, il est consacré au modele AFT — LE dont la distribution
de base est la distribution exponentielle linéaire généralisée. Ce modeéle utilisé pour les durées
de vie a croissance linéaire trouve son application aussi bien en fiabilité qu’en étude médicale.
Une analyse statistique compléte a été faite. Une statistique de test d’adéquation a ce modéle
a été aussi proposée.

Au cinquiéme chapitre, on propose un modéle AF'T — KwG E E basé sur la distribution de
Kumaraswamy généralisée (Kw — GEFE) présentée dans le premier chapitre. La distribution
de Kumaraswamy a plusieurs avantages particulierement en simulations numériques ou elle
permet de générer des variables aléatoires de plusieurs distributions. La statistique de test
du chi-deux modifié introduite dans le deuxiéme chapitre a été adaptée au modeéle proposé
et la forme explicite de tous les éléments du critére de tests a été obtenue.

On termine enfin par I'introduction d’une nouvelle distribution, flexible, obtenue par I'ex-
ponentiation de la distribution Kumaraswamy exponentielle exponentiée qu’on note £ Kw —
GEE. Apreés I'étude des caractéristiques statistiques, on détermine les estimateurs du max-
imum de vraisemblance. En utilisant la méme approche que pour les autres modeéles, on
fournit également une statistique de test d’adéquation pour cette distribution.

D’importantes simulations numériques ont été conduites pour le calcul des estimateurs
du maximum de vraisemblance des parameétres et le calcul des critéres de tests pour chacun
des modeles étudiés. Des applications & des jeux de données réelles provenant de différents

domaines ont montré la maniabilité des tests proposés dans ce travail.
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CHAPITRE 2

Les généralisations du modele exponentiel

La modélisation des durées de vie est un probléme auquel sont confrontés les analystes
des différents domaines d’étude. Par exemple, en fiabilité pour décrire le comportement de
la durée de vie du matériel ou de la durée entre deux pannes successives , en médecine
pour estimer la durée entre ’apparition d’une maladie et la guérison ou bien la durée de
rémission aprés une intervention chirurgicale, en assurance pour prévoir la durée entre deux
sinistres. Les modéles mathématiques utilisés dépendent du type de données et surtout du
comportement de la fonction risque ou taux de hasard qui indique la cause des pannes. Si
la forme de cette fonction est décroissante, elle décrit les pannes accidentelles ou pannes
de jeunesse, si elle croissante, elle représente les pannes de vieillesse ou d’usure, si elle est
constante, elle représente la phase de vie utile. La distribution de base utilisée dans la
modélisation des durées de vie est la distribution exponentielle. Néanmoins celle-ci dont le
taux de hasard est constant, ne peut décrire que des durées de vie d’un systéme qui ne
vieillit pas c’est-a dire pendant la phase de vie utile. Weibull (1951) a proposé la fameuse
distribution de Weibull, de taux de hasard monotone, pour calculer la fiabilité d’un matériel
réparable, et dont la distribution exponentielle constitue un cas particulier. Les distributions
de Weibull sont utilisées aussi en analyse de survie, en démographie et en assurance vie.

Seulement ces distributions ne modélisent pas les durées de vie pouvant présenter différentes
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2.1. Modéle exponentiel généralisé GEE

causes de panne, ou des durées de rémission de patients ayant plusieurs facteurs vitaux.
De nouvelles distributions dont la fonction de hasard est en forme de cloche, ou en forme
de baignoire, ont été alors proposées comme la loi Gamma, différentes généralisations de la
distribution de Weibull et d’autres familles de lois.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de quelques généralisations de la distribution
exponentielle telles que la distribution généralisée exponentielle exponentiée (GEE), la dis-
tribution exponentielle linéaire (LE), la distribution Kumaraswamy généralisée exponen-
tielle exponentiée (Kw — GEFE) et la transformée de la distribution exponentielle linéaire
généralisée (I'GLE). Ces distributions a deux et quatres parameétres ont différentes forme
de fonction risque et donc pourront modéliser un grand nombre de durées de vie issues de

tous les domaines.

2.1 Modéle exponentiel généralisé GEE

Les distributions Weibull et gamma sont les plus utilisées pour modéliser les durées de
vie et ceci est di & leurs interprétations physiques et leur flexibilité. Néanmoins, la fonction
de fiabilité de la distribution gamma ne peut étre exprimée sous une forme explicite si le
parameétre de forme n’est pas entier. Tandis que la convergence des estimateurs du maximum
de vraisemblance pour la distribution Weibull est faible. Pour contourner ces inconvénients,
une nouvelle distribution a deux parameétres ayant les mémes caractéristiques que celles-ci, a
été introduite par Gupta et Kundu (1999). Cette distribution est appelée distribution expo-
nentielle exponentiée généralisée (GEE). Ce modeéle peut étre considéré comme alternative
au modele gamma et au modele Weibull dans de nombreuses situations. La répartition GEE
constitue un sous-modeéle de la distribution de Weibull exponentielle introduite par Mud-
holkar et Srivastava (1993), Mudholkar et al. (1995), Mudholkar et Hutson (1996) et Kim et
Song (2011).

Les caractéristiques de la distribution et les différentes méthodes d’estimation ont été

développées par Gupta et Kundu (2001, 2007), Ragab et Ahsanullah (2001), Ragab (2002).
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2.1. Modéle exponentiel généralisé GEE

Pradhan et Kundu (2008) ont étudié le cas de censure progressive alors que Sarhan (2007)
a considéré des modeles a risques concurrents basés sur cette distribution. Jaheen (2004),
Raqgab et Madi (2005), Kundu et Gupta (2008) et Achcar et al.(2015) se sont intéressés a
I’analyse bayésienne de cette distribution. Rao (2012) a considéré 'estimation de la fiabilité
de la résistance d’un modele multicomposant lorsque les variations des composants sont
décrits par cette distribution avec différents parameétres de forme. Cette distribution est
encore au centre d’intérét de beaucoup de chercheurs (Zheng, 2002, Singh et al., 2008, Kim
et Song, 2010, Chen et Lio, 2010 et Yarmohammadi, 2010, Valiollahi et al., 2017, Lee et al.,
2017, Abd el Monen et Jaheen, 2017).

Vu l'intérét de cette distribution et étant donné que dans la majorité des articles, les tests
d’ajustement en présence de censure n’ont pas été traités, nous nous proposons de construire
un test d’ajustement pour ce modeéle. Dans cette section, on commence par présenter les
caractéristiques de la distribution exponentielle exponentiée généraliste GEE. Ensuite, on
utilise les méthodes numériques pour calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance

des parameétres. L’étude des tests sera exposée au chapitre deux.

2.1.1 Présentation du modéle

La distribution exponentielle généralisée proposée par Gupta et Kundu (1999) de parametre

de forme « et de parameétre d’échelle A notée GEFE (), a pour fonction densité
flt;a,\) = aX(l — e )2 tem M, t>0

Ou v = (a,\)7

La fonction de distribution cumulative est :
F(t;y) = (1 —e)"
La fonction de survie et le taux de hasard sont respectivement :

Sltiy) =1— (1=
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2.1. Modéle exponentiel généralisé GEE

et
Oé)\(l o e—/\t)oa—le—)\t
h(t;~v) =
(t;7) 1— (1= e

Le taux de hasard cumulé est donné par :
H(t77) =—1In S(t, Q, )\) = —1In (]_ _ (]_ _ e—kt)a)

Pour simuler une variable provenant de la distribution GEFE, nous utilisons 1’équation

non linéaire

1
t=—sIn(1-2%)
Ou Z suit la distribution uniforme sur [0, 1].

Quelques exemples des formes de la densité GEFE sont présentés respectivement dans les

figures 1 et 2, et le taux de hasard dans les figures 3 et 4.

® alpha=2
= alpha=1 |
#* alpha=1.5
alpha=5
%  alpha=10 ||

Fig. 1. Densité de la distribution GEFE pour A = 0.8 et o = (0.8, 1.5,2,5,10).

Nous remarquons que :
— Si le paramétre de forme av = 1 , on retrouve la distribution exponentielle,
— Si a > 1, la distribution est unimodale,

— Si a < 1 la distribution est décroissante.
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2.1. Modéle exponentiel généralisé GEE

% lambda=08
185 #  lambda=1 ]
#  lambda=1.5
lambda=5 ||
#  lambda=10 ||

T
%3

Fig. 2. Densité de la distribution GEFE pour a = 3 et A = (0.8,1,1.5,5,10)

Nous remarquons que :
— Si le paramétre d’échelle A > 1, la distribution est décroissante.

— Si A <1 la distribution est unimodale.

35

®  alpha=2
#  alpha=0.5
#*  alpha=0.0 [|
alpha=1
st #  alpha=g

Fonction de hasard

Fig. 3. Taux de hasard de la distribution GEE pour A = 0.8 et a = (0.5,0.8,1,2,5)

Nous remarquons que :
— lorsque le parameétre de forme o > 1, la fonction du taux de panne est croissante,
— décroissante lorsque o < 1,

— et biensfir constante quand o = 1 (c’est la loi exponentielle).

18



2.1. Modéle exponentiel généralisé GEE

#*  lambda=0.8
#  lambda=0.5
W ook F lambda=1
lambda=2
*  lambda=5

Fonction de hasard

Fig. 4. Taux de hasard de la distribution GEE pour o =2 et A = (0.5,0.8,1,2,5)

Nous remarquons que la forme du taux de hasard ne change pas avec la valeur de \.

2.1.2 Estimation des paramétres dans le cas de censure droite

Nous nous intéressons au calcul des estimateurs du maximum de vraisemblance des
parametres du modeéle exponentiel exponentiée généralisé en cas de censure aléatoire droite.
Les différentes méthodes d’estimations bayésienne et classiques ont été largement dévelop-

pées par Gupta et Kundu (2001, 2007).

Estimation du maximum de vraisemblance

Soit 11, T5, ....., T, un échantillon de variables aléatoires censurées indépendantes de loi
exponentielle généralisée GEE(Y), de vecteur de paramétre v = (a, A\)T. Chaque individu i
est supposé avoir une durée de vie t; et un temps de censure C;, ot T; et C; sont des variables
aléatoires indépendantes. Supposons que les données sont constituées de n observations t; =
min(T;, C;) pour i = 1,..,n. La distribution de C; ne dépend pas des paramétres inconnus
de T.

La fonction de vraisemblance s’écrit :

l(t, 7) = H?:lf(ti)éis(tiyiéiv 0; = 1T¢<Ci

0; est 'indicateur de censure.
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2.1. Modéle exponentiel généralisé GEE

La fonction log-vraisemblance du modéle :

L(t,y) = Z(Si In f(t:) + Z (1 —=0;)InS(;)

=1

alors I’équation de la log-vraisemblance devient :
L(t,y) = Zn: d;Inh(t;) + Zn: In S(t;)
i=1 i=1
= i di[ln f(t;) — In S(t;)] + iln S(t;)
=1 =1
Ce que donne :

L(t,y) = z”: §i Ina+InA—X;+(@—1)In(1—e ™) —In(1-(1- e’)‘t")a)}

=1
3 I (1— (1 - )
=1

Les fonctions de score pour les parameétres a et A sont données par :

a_L _ zn:(sz l i In (1 — e*Ati.)a - n (1 . efAti)aln(il fsf)‘ti)
O pay a  1—(1—e M) o 1—(1—e M)

8_L — i 5, 1 n t; (oze—jti ,+ (1 - e_m)j _i) - i ate~ M (1 _ e_&izla_l
e N P e DD} IS I Gl

Pour résoudre ce systéme de fonctions non linéaires, on fait appel aux méthodes numériques,
telles que la méthode de Newton Raphson, 'algorithme Barzilai-Borwein (BB) ou d’autres

algorithmes.

Simulations

On considére le modele GEE. Les données ont été simulées N = 10,000 fois, avec les
tailles des échantillons n; = 15, ny = 25, ng = 50, ngy = 130,n5 = 350 et ng = 500, et
les valeurs des parameétres o = 3, A = 2. En utilisant le logiciel R et I’algorithme Barzilai-

Borwein (BB) (Ravi, 2009) pour les calculs des moyennes des valeurs simulées
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2.2. Modéle exponentiel linéaire généralisé LFE

des estimateurs du maximum de vraisemblance &, A\ des parameétres et leurs erreurs

quadratiques moyennes (notées S.ME), nous obtenons les résultats présentés dans la table 1.

N =10.000 | ny =15 | ng =25 | ng =50 | ng = 130 | n5 = 350 | ng = 500
Q 2.8594 | 2.8897 | 2.9585 | 2.9698 2.9898 3.0001
S.M.E 0.0057 | 0.0043 | 0.0031 | 0.0022 0.0011 0.0009
A 1.9541 | 1.9675 | 1.9742 | 1.9869 1.9975 2.0003
S.M.E 0.0045 | 0.0034 | 0.0022 | 0.0015 0.0009 0.0006

Tab. 1. Les valeurs moyennes des EMV (&, 5\) des parametres et leurs erreurs

quadratiques moyennes pour données censurées.

Les résultats des simulations confirment le fait que pour les modéles réguliers, les esti-

mateurs du maximum de vraisemblance sont convergents.

2.2 Modéle exponentiel linéaire généralisé LE

Le modéle exponentiel linéaire (LE) est une généralisation de la distribution exponentielle
et de celle Rayleigh. La distribution LF, utilisée pour décrire les phénoménes de fonction
risque linéairement croissante, attire I'intérét de plusieurs auteurs. Broadbent (1958), utilise
la distribution LE pour décrire le service des bouteilles de lait qui sont remplies dans une
laiterie, distribuées aux clients et renvoyées a la laiterie. Le modeéle exponentiel linéaire a
également été utilisé par Carbone et al. (1967) pour étudier le schéma de survie des patients
atteints de myélome plasmocytaire. Les données censurées de type 2 sont utilisées par Bain
(1978) pour discuter des estimations minimales des paramétres a et \ et par Pandey et al.
(1993) pour déterminer les estimateurs de Bayes de (o, A).

La distribution exponentielle linéaire a de nombreuses applications en analyse de survie
et en fiabilité. C’est une distribution qui intéresse beaucoup de chercheurs, Al-Khedhairi

(2008) a développée I'estimation bayésienne et celle du maximum de vraisemblance pour les

21



2.2. Modéle exponentiel linéaire généralisé LFE

données groupées, Mahmoud et Alam (2010), Mahmouda et al. (2013), Tian et al. (2014)
et d’autres ont proposé des généralisations pour cette distribution telle que la distribution
exponentielle linéaire généralisée (GLE), la distribution exponentielle linéaire généralisée
exponentiée (EGLE), la nouvelle distribution exponentielle linéaire généralisée (NGLE).

Leurs études concernent les propriétés statistiques et les méthodes d’estimation.

2.2.1 Présentation du modéle

On dit qu’une variable aléatoire T' suit la distribution exponentielle linéaire généralisée
avec « le parameétre de forme et A le parameétre d’échelle notée LE (7), si sa fonction densité

est

f(t;y) = (o + M) exp <— [at+%t2]> t>0

Ou v = (a,\)7.

La fonction de distribution cumulative est :

re =1 (o)

La fonction de survie et le taux de hasard sont respectivement :
At?
S(t;y) = exp (— [at + 7])

h(t;y) =a+ At

et

Le taux de hasard cumulé est donné par

A\t2

H(t;’y):at—l—?

Pour simuler les variables aléatoires t ~ LFE(7), on utilise I’équation non linéaire :

«

t:
A

1
+ X\/oﬂ —2\In(1— 2)

Ou Z suit la distribution uniforme sur [0, 1].
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2.2. Modéle exponentiel linéaire généralisé LFE

Des graphes de la densité de la distribution LE sont présentés respectivement dans les

figures 5 et 6, et ceux du taux de hasard dans les figures 7 et 8.

% i

alpha=0.1
alpha=0.2
alpha=05 ||
alpha=0.8
alpha=1

alpha=12

Fig. 5. Densité de la distribution LE pour A = 0.8 avec a = (0.1,0.2,0.5,0.8,1,1.2).
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Fig. 6. Densité de la LE pour o = 3 avec A = (0.1,0.2,0.5,0.8,1)
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Fig. 7. Taux de hasard de la distribution LE pour A = 0.8 avec o = (0.1,0.2,0.5,0.8,1,1.2).
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2.2. Modéle exponentiel linéaire généralisé LFE

40
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Fig. 8. Taux de hasard de la distribution LE pour oo = 2 avec A = (0.1,0.2,0.5,0.8,1).

2.2.2 Estimation des paramétres dans le cas de censure droite

Dans cette section, nous présentons I’estimation des parameétres par la méthode du max-
imum de vraisemblance en cas de censure aléatoire droite. Les estimateurs trouvés seront

utilisés pour tester la validité du modele.

Estimation du maximum de vraisemblance

On considére un échantillon aléatoire censuré a droite 11,75, ..., T, et ou T; est distribué
selon une loi exponentielle linéaire généralisée LE avec le vecteur de paramétres v = (o, A)T.
Les observations consistent en t; = min(71;, C;) pour i = 1,..,n ou T} sont les taux de pannes

et C; les taux de censures. Ils sont supposés indépendants.

L’équation de la log-vraisemblance pour ce modéle LE est alors donnée par :

L(t,y) = Xn:5iln(a+)\ti) _ aiti _ %zn:tf
i=1 P —

0; est 'indicateur de censure.

Et les fonctions de score sont obtenues comme suit :

n

oL 5 a

i=1
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2.2. Modéle exponentiel linéaire généralisé LFE

8L . 52751 Zi:l i
5 N Z o+ )\tz B 2

=1

Les estimateurs ne peuvent pas étre déduit d’une maniere explicite, alors on utilise n’im-
porte quelle méthode itérative. Dans notre travail, nous avons appliqué 1’algorithme BB solve

et le logiciel R.

Simulations cas de données censurées

Pour calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance & et 5\, nous effectuons
N = 10,000 simulations d’échantillons de données censurées du modele LE( o = 3, \ = 2),
de tailles respectives n; = 15, ny = 25, ng = 50, ny = 130, n5 = 350 et ng = 500. Les valeurs

moyennes de & et A et leurs erreurs quadratiques moyennes sont réunies dans la table 2.

N =10.000 | ny =15 | ng =25 | ng =50 | ng = 130 | ns = 350 | ng = 500
Q 2.7895 | 2.8647 | 2.9874 | 2.9954 2.9978 2.9999
S.M.E 0.0068 | 0.0053 | 0.0048 | 0.0036 0.0028 0.0009
A 1.5843 | 1.6572 | 1.7489 | 1.8854 1.9541 1.9954
S.M.E 0.0064 | 0.0055 | 0.0045 | 0.0037 0.0021 0.0018

Tab. 2. Estimateurs du maximum de vraisemblance (&, A) des paramétres et leurs erreurs

quadratiques moyennes.

Nous remarquons que les erreurs quadratiques sont trés faibles et donc les estimateurs

du maximum de vraisemblance sont convergents.
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2.3. Modéle Kumaraswamy généralisé exponentiel exponentié Kw — GEE

2.3 Modéle Kumaraswamy généralisé exponentiel ex-

ponentié Kw — GEFE

En raison de ses multiples avantages notamment en matiére de simulation, de nouveaux

modeles statistiques reposent sur la distribution de Kumaraswamy (1980) :
Kw(t)=1—(1—-1t7)°

on0<t<1,etf o> 0sont des parametres de forme. Cordeiro et Castro (2011) ont
proposé une nouvelle famille de distributions, dérivée d’une distribution cumulative continue
G(t) par
Fi(t)=1-{1-G"(1)}’

appelée la distribution de Kumaraswamy généralisée. Avec en plus deux parameétres de
forme 6 et o et ceux de la distribution de base G(t), les auteurs ont montré que ces distribu-
tions sont tres flexibles. Cette nouvelle famille est capable de modéliser plus de données réelles
que les modeéles classiques. En utilisant la distribution de base une expoentielle exponentiée
généraliste GEFE, Mohammed (2014) a proposé la distribution Kumaraswamy généralisée
exponentielle exponentiée et notée Kw — GEE. Grace aux différentes valeurs prises par ses
parameétres de forme, ce modeéle peut controler 'asymeétrie, la dispersion et la queue de la

distribution.

2.3.1 Présentation du modéle

Caractérisée par A > 0, le paramétre d’échelle et a, 0,0 > 0, les parameétres de forme,
la fonction de répartition du modeéle Kumaraswamy généralisé exponentiel exponentié est

donnée par :
F(t)y=1—{1—(1 =)}’
La fonction de densité de probabilité est

6—1

f(t) = aocAfe (1 — e M)t {1 —(1- e—)\t)ag}
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2.3. Modéle Kumaraswamy généralisé exponentiel exponentié Kw — GEE

La fonction de survie et le taux de hasard sont respectivement :

S(t7) = {1 - (1 - e}

et
aoAle (1 — e M)ao—t

ht;y) = —— (1o

Le taux de hasard cumulé est
H(t;y) = —0ln (1 — (1 — e )*)

Pour générer les variable aléatoires d’une loi de Kw—GEFE, on utilise I’équation suivante :
1 1o 1/«
t——Xln<1—{(1—(1—Z)1/9) ] )

Ou Z suit la distribution uniforme sur [0, 1].

Quelques graphes de la densité de la distribution Kw — GEE sont présentés respective-
ment dans les figures 9,10, 11 et 12 et ceux du taux de hasard dans les figures 13, 14, 15 et
16.

= alpha=3
alpha=1
= alpha=0.5
alpha=5
#*  alpha=10

#

Fig. 9. Densité de la distribution Kw — GEE pour A =2,0 =0.82 et § = 0.5 et

a = (0.5,1,3,5,10).
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Fig. 11. Densité de la distribution Kw — GEFE pour a = 3, A = 2 et 6 = 0.82 avec

o= (0.5,1,1.5,5,10)

Fig. 12. Densité de la distribution Kw — GEE pour a = 3, A = 2, et 0 = 0.82 avec

6 = (0.5,1,1.5,5,10).
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2.3. Modéle Kumaraswamy généralisé exponentiel exponentié Kw — GEE

Comme on le voit, la densité de probabilté de cette distribution est décroissante ou bien

unimodale plus ou moins aplatie et avec différentes asymétries.

Fig. 13. Taux de hasard de la distribution Kw — GEFE pour A =2 et a = (0.5, 1, 3,5, 10).
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Fig. 15. Taux de hasard de la distribution Kw — GEFE pour o = 3 et 0 = (0.5, 1, 1.5, 5, 10).
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Fig. 16. Taux de hasard de la distribution Kw — GEFE pour a = 3 et § = (0.5,1, 1.5, 5, 10).

La fonction risque est soit décroissante, soit croissante plus ou moins rapidement.

2.3.2 Estimation des parameétres pour données censurées

De méme que pour toutes les distributions exposées dans ce travail, nous avons besoin de
déterminer les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres du modeéle Kw —
GFEF dans le cas de censure aléatoire droite. Mohammed (2014) a étudié les caractéristiques
de cette distribution et n’a considéré les estimateurs du maximum de vraisemblance que

pour les données completes.

Estimation du maximum de vraisemblance

Considérons un échantillon de données censurées aléatoirement & droite. L’échantillon est
issu de la loi Kw — GEE (v), de vecteur de paramétre v = (a, A, 0,0)7. Les observations
sont représentées par les variables t; = min(T;, C;) pour i = 1,..,n. T; et C; sont respective-
ment les taux de panne et les taux de censure. La censure est supposée non informative et
indépendante des T;.

Dans ce cas, la log-vraisemblance est donnée par :

n
L(y) = Z(Si [Inach — Mt + (a0 —1)In (1 — e ) —In (1 — (1 — e )*7)]
i=1

+0 Z In (1—(1—e*)*)
i=1
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2.3. Modéle Kumaraswamy généralisé exponentiel exponentié Kw — GEE

Les fonctions de score sont obtenues :

n

oL 1 oln(1 — e ) 1—e Ati) O“’ln(l—e 20
=N | = _ o0
> gt ]y

_ (1 e~ )\t ao e*/\ti)aa

oL 1t (1—aoe i — (1 — e Mi)oo) “L e Mi(1 — e M )ao
- 25 A (=) (1= (1—eMa)eo) | ach )

n - . )\t . )\t ao _ oAt
a—L_Z5i l—i— aln(l —e ] 92 (1—e In(1 — e ™)

1— (1 _ €_>‘t1 ao 1 — ]_ _ e—At,)aa

g’; i +Zln1— — e M)e7)

Comme les formes analytiques des estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres

ne peuvent pas étre déduites, alors on applique les méthodes numériques.

Simulations cas de données censurées

Nous proposons une étude numérique pour déterminer les estimateurs du maximum de
vraisemblance. Nous avons généré une série de N = 10, 000 échantillons avec différents taux
de censure, et différentes taille ny = 15,no = 25, n3 = 50, ny = 130, n5 = 350 et ng = 500, de
variables aléatoires issues d'une loi Kw — GEFE de paramétres « =2, A =1.5,0 =0.7,0 =
0.9. On calcule les valeurs des estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres
pour chacun de ces échantillons en utilisant 1’algorithme BB solve et le logiciel R. Les valeurs
moyennes simulés & et 5\, &, 0 et leurs erreurs quadratiques moyennes (notées S.M.E) sont

réunies dans le tableau suivant :
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2.4. Modéle transformé de la distribution exponentielle linéaire généralisée TGLE

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ngy =130 | n5 = 350 | ng = 500

Q 1.8954 | 1.9214 | 1.9543 1.9654 1.9874 1.9897

S.M.E 0.0045 | 0.0041 | 0.0035 0.0024 0.019 0.0012

A 1.3547 | 1.3987 | 1.4231 1.4513 1.4786 1.4987

S.M.E 0.0039 | 0.0031 | 0.0022 0.0018 0.0012 0.0008

o 0.6235 | 0.6514 | 0.6599 0.6789 0.6897 0.6964

S.M.E 0.0046 | 0.0037 | 0.0029 0.0025 0.0015 0.0005

>

0.8698 | 0.8746 | 0.8830 0.8948 0.8966 0.8987

S.M.E 0.0029 | 0.0027 | 0.0020 0.0013 0.0009 0.0003

Tab. 3. Les valeurs moyennes des EMV des parametres et leurs erreurs

quadratiques moyennes de la distribution Kw — GEE.

Nous remarquons que les résultats sont trés satisfaisants.

2.4 Modéle transformé de la distribution exponentielle
linéaire généralisée TTGLE

La transformée de la distribution exponentielle linéaire généralisée (T'GLE) caractérisée
par quatre parameétres 7 = (a, A, 3, 0) et proposée récemment par Elbatal et al. (2013) a un
grand intérét pour la modélisation de nombreuses données réelles, que ce soit en fiabilité,
en analyse de survie ou en biologie. Elle peut étre considérée comme la généralisation d’au
moins quatre distributions de probabilité : les transformées de la distribution exponentielle
linéaire, exponentielle linéaire généralisée, Weibull et Rayleigh, en plus des transformées des

distributions exponentielles linéaires simples.
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2.4. Modéle transformé de la distribution exponentielle linéaire généralisée TGLE

2.4.1 Présentation du modéle

On dit qu’une variable aléatoire t ~ TGLE de paramétre d’échelle o et de paramétres

de forme A, [ si sa fonction de répartition est donnée par
8 8
F(t; 7) — (1 . 6—(at+%t2) ) (1 —|—O’€_<at+%t2) >

ou o est le parameétre de la transformation.

La fonction de densité est

B-1
i) = (a0 83 (a4 3) (1= + 20 39))

La fonction de survie et le taux de hasard sont respectivement :
6 8
S(t,'y) — 1 _ (1 _ e*(d{t+%t2> > (1 + O_ef(at+%t2) )

et
s - 8
(o + At) ﬁei(aH%ﬁ) (at + %tZ)ﬁ 1 (1 -0+ 90e—(at+3t) )

- (1o () ) (1 e ()

Le taux de hasard cumulé est donné par

h(t;7) =

H(t;7y) = —In [1 - (1 - e*(o‘”%tz)@) (1 + U@f(aH%tZ)B)]

La transformée de la distribution exponentielle linéaire généralisée est un modele trés
flexible qui se rapproche de différentes distributions selon les valeurs des parameétres choisis.
Pour o = 0, on obtient la distribution exponentielle linéaire généralisée GLE (o, A, 5) ,dont

le taux de hasard est donné par

AL\
h(t;y) = B (a+ At) (&t + §t2>

Pour 8 = 1, on obtient la transformée de la distribution exponentielle linéaire TLE(a, A, o)
(a+ At) e (et+31%) (1 -0+ 206_(at+%t2)>
1— (1 _ ef(aﬁgﬂ)) (1 I ae*(aH%tZ))

Pour § = 1,0 = 0, on obtient la distribution linéaire exponentielle LE(c, \)

h(t;y) =

h(t;7) = (0 + M)
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2.4. Modéle transformé de la distribution exponentielle linéaire généralisée TGLE

Pour o = 717, A = 0, nous obtenons la transformée de la distribution de Weibull TW (7, 3, o)

2 (1) 6 (1 Co+ 2ae—<z>‘*)

n A"

) 1— (1 - e(i)ﬁ) (1 + Je(fi)ﬁ)

Pour o = %, o = A = 0, nous obtenons la distribution de Weibull W (n, )

w=3(0)"

Pour § = 1,a = 0, nous obtenons la transformée de distribution de Rayleigh TR(\, o)
Ate 2t (1 —o+ 20’6_%t2)

h(t;y) = . (1 —efgtz) (1—1—067%’52)

Pour = 1,a = ¢ = 0, nous obtenons la distribution de Rayleigh R(\)

h(t;y) = At

Comparaison des formes de la densité de la distribution TGLE et les différents sous-

modéles :

@
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2.4. Modéle transformé de la distribution exponentielle linéaire généralisée TGLE

Comparaison des formes du taux de hasard de la distribution TGLE et les différents

sous-modéles :

0
N
— TGLED

8 - 4 — GLED
" — TRD
< RD
o _
LO -
O —

I | I I

0 1 2 3

2.4.2 Estimation des parameétres pour données censurées

Les différentes caractéristiques du modéle sont développées dans l'article de Elbatal
(2013). Néanmoins, le cas de la censure n’a pas été abordé. Dans cette section, on se propose
de calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres du modéle basés

sur un échantillon aléatoire censuré aléatoirement & droite.

Estimation du maximum de vraisemblance

Considérons une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement T; dis-
tribuées selon un modeéle transformé de la distribution exponentielle linéaire généralisée
(TGLE). L’échantillon est composé des variables t; = min(T;, C;) ou C; représente la cen-

sure. La fonction de la log-vraisemblance peut s’écrire dans ce cas sous la forme :

n B
L(y) = > 6in(B)+In(a+ M) — (ati + %t?) +(B—1)In (ati + %tf)
i=1

+1In (1 -0+ 206_<°‘“+%t?)ﬁ> —1In [1 - <1 - e_(o‘t”%tzz)ﬁ) (1 + ae_(at”%tzz)ﬁ)]]

C 1 (1= e (o3’ (ot 3e2)’
+;ln[1 <1 e \otitat )<1+ae titgt )]
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2.4. Modéle transformé de la distribution exponentielle linéaire généralisée TGLE

Aprés de longs calculs, nous obtenons les fonctions de score pour les paramétres

5 g
& _y 20Btie™ ul ™!

oL 1
— = ) 4 — Bt} + (B — D)ty
Jda Z [a + A\t Plas— + (B Jti 1— 0+ 20e %

=1

tie_“fuf_l [1 — 0+ 206_“5]
+8 ]
1-— <1 — e*“iﬁ> (1 + ae*“z‘ﬁ>

n tie_“fuf_l [1 — 0o+ 206_“?}
—62

i=1 1 — (1 — 6’“53) (1 + ae*“5>

L o YL | (B-VBu  optretul
[3)) “a+ M 2 2 | — o+ 200

5 t?e_“' 'LLZ-Bil [1 — 0+ 20’6_11’;'3] 5 n t?e_uiﬁuiﬁil |:1 — 0 + 20'6_“‘?:|

s ] _ =
21 (1) (o)) 20 (1= o) (12 )

~f ul I (wy) e~ [1 —o+ 206‘“?]

oL _ |1 (4 @>_20u?ln(ui)e i
57 ;5 5+lnuz(1 W) - T e ) (e

n_u? In (u;) e [1 —o+ 2ae_uf]

2 (1) (120 )

oL

Jo

20t 7 1 e (1 — e_”f) n e <1 — e_“f>

= Wy + —
; 1—0+20e" 11— (1 — e*“5> (1 + 06443) ; 1-— (1 — e*“z‘5> (1 + ae*“f)

En égalisant ces fonctions a zéro, pour calculer les estimateurs du maximum de vraisem-

blance des parameétres, on obtient des équations non linéaires non résolvables analytiquement.

Dans ce cas, on fait appel aux méthodes numériques.

Simulations

La génération d’une variable aléatoire 7" suivant une loi 7’GLE se rameéne a la génération

des suites des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Si Z représente

une variable aléatoire uniforme dans [0, 1], alors

/B
J—1+\/(1+0)2—4JZ

20

1
T:—%+X a2+2x [ —In
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2.4. Modéle transformé de la distribution exponentielle linéaire généralisée TGLE

Pour le calcul des estimateurs du maximum de vraisemblance &, 7, 5\, B et ¢ et leurs
erreurs quadratiques moyennes (S.M.E) des parameétres du modeéle, nous avons simulé les
données de N = 10,000 échantillons de taillles respectives n; = 15, ny = 25, ng = 50,
ng = 130, ns = 350 et ng = 500, ayant les valeurs suivantes des paramétres : a = 0.3,

A=0.6, 5 =0.65, 0 = 0.7. Les valeurs obtenues sont résumées dans le tableau suivant :

N =10,000 | ng =15 | neg =25 | ng =50 | ngy =130 | n5 = 350 | ng = 500

Q 0.2425 | 0.2541 | 0.2625 0.2745 0.2894 0.2978

S.M.E 0.0141 | 0.0116 | 0.0107 0.0098 0.0018 0.0010

p

0.5423 | 0.5525 | 0.5714 0.5854 0.5945 0.6012

S.M.E 0.0191 | 0.0124 | 0.0121 0.0054 0.0035 0.0022

g 0.6821 | 0.6754 | 0.6625 0.6554 0.6562 0.6519

S.M.E 0.0152 | 0.0148 | 0.0098 0.0050 0.0035 0.0017

o 0.7654 | 0.7425 | 0.7315 0.7245 0.7194 0.7098

S.M.E 0.0135 | 0.0130 | 0.0126 0.0089 0.0052 0.0036

Tab. 4. Les valeurs moyennes des EMV des parametres et leurs erreurs

quadratiques moyennes pour les données censurées

Du tableau 4, nous pouvons remarquer que les erreurs quadratiques moyennes sont faibles

confirmant la convergence des estimateurs obtenus.
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CHAPITRE 3

Tests d’ajustement pour données censurées

3.1 Introduction

Vérifier si une série d’observations peut étre modélisée par une distribution de proba-
bilité est et restera I'un des problémes les plus importants dans ’analyse statistique. Pour
valider le choix d’un modéle, on utilise ce qu’on appelle les tests statistiques d’ajustement.
Les chercheurs se sont penchés sur ce probléme depuis le début du 20éme siécle ot Karl Pear-
son (1900) a proposé le fameux test du chi-deux. Et depuis, plusieurs techniques et méth-
odes ont vu le jour comme les statistiques classiques trés répandues d’Anderson-Darling, de
Kolmogorov-Smirnov, Cramer-VonMises et bien d’autres, sans oublier les tests graphiques.
Avec le développement technologique dans tous les domaines que ce soit dans I'industrie par
la production de matériels de plus en plus performants, ou dans la recherche médicale avec
les nouveaux schémas thérapeutiques, en biologie, en assurance, les échantillons récoltés sont
souvent incomplets. Dans ces cas, les méthodes classiques d’ajustement ne sont plus adap-
tées, alors des modifications de celles-ci ont été proposées ces dernniéres décennies pour tenir
compte de la censure et des parameétres inconnus. Galanova et al. (2012) ont donné les mod-
ifications des statistiques de Kolmogorov, Cramer-Von Mises-Smirnov, et Anderson-Darling
pour quelques modeéles ou les fonctions de répartitions empiriques sont remplacées par leurs

estimateurs de Kaplan-Meyer. D’autres tests d’ajustement basés sur la différence entre les
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3.2. Test de Bagdonavicius et Nikulin

fonctions cumulatives théoriques et estimées par 'estimateur de Kaplan-Meyer et celui du
maximum de vraisemblance ont été proposés par Habib et Thomas (1986), Hollander et Pena
(1992), alors que Hjort (1990) a basé son test sur les différences entre les nombres de taux
de pannes observées et théoriques.

Dans ce chapitre, on expose un test d’ajustement proposé récemment par Bagdonavicius
et Nikulin (2011), Bagdonavicius et al. (2013) pour les familles de lois paramétriques con-
tinues. Basé sur les différences entre les nombres de taux de pannes observées et théoriques
dans les intervalles de groupement des données, ce test utilise toute 'information apportée
par les estimateurs du maximum de vraisemblance sur les données initiales non groupées.
La statistique de ce type de test est distribuée selon loi du chi-deux. Ensuite nous con-
struisons des tests d’ajustement pour les différentes distributions présentées dans le premier
chapitre, en 'occurence la distribution GEE, la distribution LE, La distribution Kw-GEE et

la distribution TGLE.

3.2 Test de Bagdonavicius et Nikulin

La statistique de test pour données censurées, proposée par Bagdonavicius et Nikulin
(2011), Bagdonavicius et al. (2013) suit asymptotiquement une distribution du chi-deux et
dont le regroupement des données est fonction de variables aléatoires telles que le nombre
de pannes attendues soit le méme pour toutes les classes choisies.

On considére un échantillon censuré a droite

<t1751)7<t2762)7"7(tn75n) (1)

Supposons que les taux de panne T;, T, ..., T;,, sont n variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées. La fonction de densité de T; appartient & une famille parameétrique

{ft,v),ye0 CRY}
ti =T, NC; 0i = lyr<cy)
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3.2. Test de Bagdonavicius et Nikulin

sous une censure non informative C'.

H(t,y)=—InS(t,7) :/0 h (u,7y) du

est la fonction de hasard cumulative. Et la fonction de la log-vraisemblance est :

=1 1=1

alors 'estimateur du maximum de vraisemblance 4 de vérifie :
L(y)=0

ou

E0) = - 10) = (o () o L))

La matrice d’information de Fisher est :

I(y)=~E,L(v)

ou
.. n 52 "5
Lin =3 bz At y) + > gy H(t)

=1 =1

Si 7y, est la vraie valeur de v et sous les conditions de régularité, on a :

~ P N P .,
A5 V(=) = N (05,37 (7)), 05 =(0,0,....,0)";

%L(%) LN (05,07 (7)) ; - %L (3) =i (%),

L’ échantillon (1) peut étre représenté en termes de processus de comptage comme suit :

(N (), Ya(t),t=0), ..., (N (t), Yo (t),t = 0)

Ou

N; (t) = 1{Xi§t15i:1}7 Y; (t> = 1{0<t§Xi}

En posant

(6)



3.2. Test de Bagdonavicius et Nikulin

Les auteurs ont exprimé les expressions des équations (2), (3), (4) et (5) en termes des
processus stochastiques N; et Y;. Les trajectoires du processus de comptage N; (t) ont la

forme :

0, 0<t< X;
t>X;
Sid; =1, et N;(t) =0, si 0; = 0, les trajectoires du processus de comptage Y; ont la

forme :

0, 0<t<X,
t> X,

En utilisant ces processus, ils obtiennent les relations suivantes :

o0 Inh(t;,7), 0; =1,
/ In f (1, 7) dN; (u) = S () (8)
0 0, 5= 0

et

Ce qui implique

L(y) :Z/Om {inh (u,7) N, () — Y, (u) B (1,7)} dus

La matrice d’information de Fisher est :

I(y) = —EyL(v)

= EHZ/OT%Inh(u,’y) (%lnh(u,v)) h(u,v)Y; (u) du

Sous les conditions suivantes [Hjort (1990)] :

1- Il existe un voisinage O de 7, la vraie valeur de 7y tels que pour tout n et v, € Oy, et
pour tout ¢ € [0, 7], les dérivées partielles d’ordre let 2 de h(t,y) par rapport & vy existent et
sont continues et bornées.

On suppose aussi que la fonction de log-vraisemblance est deux fois difiérentiable par
rapport & 7y, € Q.

2- h(t,~) est bornée dans [0, 7] X Oy.
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3.2. Test de Bagdonavicius et Nikulin

3- Il existe une fonction positive y(t) telle que :

sup |Y(t)/n—y(t)] — 0

te[0,7]

4- La matrice i (7,) = lim,— oo @ (la limite existe sous les conditions 1-3) est définie
positive.
On suppose que les processus N; et Y; sont observés pendant un temps fini 7 . L’intervalle

[0, 7] est partagé en k > s petits intervalles.

I; = (aj_1,a5], ao=0, ap =T

notons par

Uj=N(aj) = N(a;1) = > 6
ut;€l;

yeme

le nombre de défaillances observées dans le 7°™¢ intervalle, j = 1,2, ..., k.

On prévoit d’observer e; défaillances

o= [ b)Y du= 3 (H 0 AtA) — H(@o07)

j—1 i:ti>(l]‘_1

ou a A b= min(a,b); ici ¥ est 'estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre

Pour tester I’hypothese Hy, Bagdonavicius et Nikulin (2011) ont proposé la statistique :
v2=27"v"Zz
basée sur le vecteur

Z=(Zy, 2, . 20)",  Zj=—(U,—¢;), j=1,k

1
NG
ou

Vo= A1 ATICTGCATY, G =i-CATICT

est une matrice inverse généralisée de V'

A, 0 0
A: 0 AQ . 0 ’ A:%
n

0 0 A,
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3.2. Test de Bagdonavicius et Nikulin

Cll 012 Clk

(@)
I
X
I
S |
=S
=
>
=
SN
S—

Coa Cu .. Cy
T ST R Ao
o1 lag ... 1oy
1 <~ 0lnh(t;4) Olnh(t; 4
G — ’ by = — Z(Si ((2%0) (t:,%)
n ‘= 0, oy
isl isQ fzsr

Cette statistique peut s’écrire

k 2
" o a A A s U: — e
Y2 =Z"AT 2+ Z"ATNCTGCAT 2 =) Wize) | q
= U
ou la forme quadratique () est
. . . . \T
Q = WIGW, W=CA'z= (Wl,...,Ws) ,
k k
W, = UA;le, G =[0wlss, Juw="tw— ZCUCV]‘A;l
j=1 Jj=1
i = 1,.,n, j=1,..k Lir=1,..,s

Choix des intervalles du groupement des données

Les auteurs ont proposé de prendre les limites a; des intervalles I; comme fonctions
de variables aléatoires pour obtenir des effectifs théoriques des taux de pannes tous égaux.

L’intervalle [0, 7] est partagé en k intervalles tels que.

E, -l
aj = H™' ( 1= 2 H(0,7) ’?) , ay, = max (t(m),7)

n—i+1 ’
ol H~! est 'inverse de la fonction de hasard cumulative H

Nous avons
O<ay <@y < ..Qp=T
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3.3. Test d’ajustement pour le modele GEE

Pour ce choix d’intervalles, on a

Ej, :
e; = % pour tout 7,

ou
E, =Y H(ti,9)
i=1
En remplagant a; par a; dans 'expression de la statistique Y;?, la distribution limite de

la statistique Y, est un Chi-deux avec v degrés de liberté v = tr V'~ comme dans le cas de

a; fixe.

3.3 Test d’ajustement pour le modéle GEE

Dans cette section nous utilisons ’approche proposée par Bagdonavicius et Nikulin (2011)
et exposée ci-dessus, pour construire un test d’ajustement pour la distribution exponentielle
exponentiée généraliste GEFE dans le cas de censure aléatoire droite et de parametres in-
connus. Comme nous ’avons mentionné, toutes les méthodes d’estimation pour cette dis-
tribution, ont été développées dans la littérature statistique. Pour les données complétes et
paramétres inconnus, Hassan (2005) a fourni des tables de valeurs critiques des statistiques
de test classiques de Kolmogorov-smirnov, Anderson-Darling, Watson test et Ln test. Pour
les données censurées, ce sont les tests du rapport de vraisemblance qui sont utilisés.

Soit T; un échantillon censuré a droite. Pour vérifier I’hypothése nulle Hy que le taux de
défaillance T; suit une distribution exponentielle exponentiée généralisée GEFE, on calcule
d’abord les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres o, A. Pour le choix
des limites a; des classes, lorsque la distribution de base est une GEE, est obtenu comme
suit :

1 UH (41,4) — E;
aj = —=In 1—[1—exp<zl:1 (1, 9) J)

A n—i+1

1

, pour j =1,. k=1, ap =1y,
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3.3. Test d’ajustement pour le modele GEE

Ou
l%zﬁé[f(@f)-—ﬁiln(l—(1—eXp{ )\t})a), =1, k-1
Ey

Pour chaque intervalle [; on a e; = &

Apreés calcul, nous trouvons les éléments de la matrice C' qui sont donnés par :

. 1SN (1 In(1—e
Cy = =Y, 0|~ ( X_>A
" itel, @ 1—(1—e M)l
B A Nt —\é
. 1> 1 t(ae +(1—e) —1)
02]' — - Z (51 =~ + ~ ~
n it €15 A (1 - e_At) <]‘ - (1 - e_At)&>

On en déduit la matrice W d’éléments :

k
Wi=> CyA'Z;, 1=12 j=1,..k

Calcul de la matrice de Fisher estimée

Dans ce cas, a partir de la fonction de la log-vraisemblance, nous pouvons calculer la

matrice d’information de Fisher estimée
n(1 Af') ’
— 6 3
1 = — 0;
R ]

t; (&G*S‘t +(1—e M) — 1) ’
(1— e (1 (1- e—;\t)@>

1 & 1
2 =—Y 0 |<
129 n A"‘

ti <&6_5‘t +(1— e M) — 1)
(1— ) (1 (- e_;\t)d>

n(l—e ’\tl)
(1 _ e—Ati)Oé

1
=+
A

Z21—212——5 di

Calcul de la matrice G

Les composants de la matrice G = [Gi],,., sont donnés comme suit :

d;
S

j=1 |itiel;

1—6 )\tl
g1 = — Z(S[ - —Atz



3.3. Test d’ajustement pour le modele GEE

A (1= e (1 —(1— e—,\ti)a>

-1 k n 1 ln(l . e—S\ti) n t; (&6_5@ + (1 — 6_5‘“)& — 1)
_ﬁz Z'& <5+1_(1_6—Mi)a> Z Gilst

iti€l; (1— ) (1 —(1- e_hi)&)

)|

-1 Zk: Z”: t; (ae Ati (1 — 6_;\“)‘3‘ — 1)
—— i | =+ -
n2 7j=1 i:tiGIj (1 eiAtl) <1 (1 - ei/\ti)d>

Enfin, on obtient la forme explicite de la statistique Y, du test

k

U. —e:)?
Yn2 :Z( JUIGJ) +Q
=1 !

AT
Cas ou v = (éz, /\) est inconnu

Ou
|G| est le déterminant de la matrice G.

Le cas ot o ou bien )\ est inconnu

A 2
k U.—e. 2 Zk: ClvA,*lZv7 . 3
> el | (2521 Ot 7 2) si  «a est connu et \ est inconnu

N = e e o 2w )
Yo () = E ey (S a2,
> e+ e si A est connu et « est inconnu
i=1 J "(illfzjzl[clj] A; )

3.3.1 Simulation des valeurs du critére de test

Pour tester I’hypothese nulle Hy selon laquelle un échantillon de données provient d’un

modele exponentiel exponentié généralise GEFE(Y), nous générons 10,000 échantillons de
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3.3. Test d’ajustement pour le modele GEE

données censurées provenant de cette distribution dont les tailles respectives sont n; = 15,
ny = 25, ng = 50, ng = 130, n5 = 350 et ng = 500.

Nous calculons le nombre de cas de rejet de ’hypothése nulle Hy, c’est a dire lorsque Y2
> x2 (k) (dans notre cas x? (k) est le quantile de la distribution du chi-deux a k degrés de
liberté ), pour les niveaux de signification ¢ = (0.10, 0.05, 0.01). Les valeurs des niveaux de
signification empiriques sont comparés avec leurs valeurs théoriques correspondantes.

Le cas o et )\ sont inconnus

N =10,000 | ny =15 | ny =25 | ng =50 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0081 | 0.0085 | 0.0089 | 0.0095 0.0098 0.0102
e =5% 0.0462 | 0.0475 | 0.0479 | 0.0483 0.0496 0.0501
e=10% 0.0978 | 0.0980 | 0.0984 | 0.0992 0.0995 0.0999
Le cas a est connu
N =10,000 | ny =15 | ng =25 | ng =50 | ng =130 | ny = 350 | ng = 500
e=1% 0.0080 | 0.0085 | 0.0089 | 0.0092 0.0097 0.0101
e =5% 0.0476 | 0.0488 | 0.0492 | 0.0495 0.0499 0.0502
e =10% 0.0979 | 0.0982 | 0.0989 | 0.0995 0.0998 0.1002
Le cas )\ est connu
N =10,000 | ny =15 | ng =25 | ng =50 | ng =130 | ny = 350 | ng = 500
e=1% 0.0085 | 0.0089 | 0.0093 | 0.0095 0.0098 0.0099
e =5% 0.0489 | 0.0492 | 0.0495 | 0.0498 0.0511 0.0504
e =10% 0.0974 | 0.0984 | 0.0989 | 0.0991 0.0996 0.0999

(¢ =0,1,0,05,0,01) pour les données censurées
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3.3. Test d’ajustement pour le modele GEE

A partir des résultats obtenus, on constate que les niveaux de signification empiriques
de la statistique Y;? coincident avec ceux correspondants aux niveaux théoriques de la dis-
tribution du chi-deux a k degrés de liberté. Par conséquent, nous pouvons dire que le test
proposé peut ajuster d’une maniére satisfaisante des données censurées de la distribution

exponentielle généralisée GEE(7).

3.3.2 Exemple de données de survie

Nous considérons les données d’échantillons de 51 patients atteints de leucémie myéloide
aigué avancée signalée dans le Registre international de transplantation de moelle osseuse.
Ces patients avaient regu une transplantation autologue (auto) de moelle osseuse dans laque-
lle, aprés de fortes doses de chimiothérapie, leur propre moelle a été réintroduite pour rem-
placer leur systéeme immunitaire détruit.

Temps de survie (en mois) pour les transplantations autologues :

0.658, 0.822, 1.414, 2.5, 3.322, 3.816, 4.737, 4.836*, 4.934, 5.033, 5.757, 5.855, 5.987, 6.151,
6.217, 6.447*, 8.651, 8.717, 9.441*, 10.329, 11.48 , 12.007, 12.007*, 12.237, 12.401*, 13.059%,
14.474* 15% 15.461, 15.757, 16.48, 16.711, 17.204*, 17.237, 17.303*, 17.664*, 18.092, 18.092*,
18.75*, 20.625*, 23.158, 27.73%, 31.184%*, 32.434*, 35.921*, 42.237* 44.638%,

46.48%, 47.467*, 48.322*, 56.086.

Nous appliquons le test proposé ci-dessus, pour tester I’hypothése nulle Hy, selon laquelle
ces données correspondent & une distribution exponentielle exponentiée généralisée GEFE.
Nous calculons les estimateurs de maximum de vraisemblance &, A des parameétres inconnus
a,\:

§— (a X)T — (0.9190,0.03)"

Nous choisissons k& = 5 classes pour grouper ces observations, les calculs intermédiaires

du critere Y,? sont donnés dans le tableau 6
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3.4. Test d’ajustement pour le modéle LE

a; | 3.0890 7.1303 | 12.5666 | 22.8197 | 56.0860
U,y 4 10 6 6 2

ej | 5.5863 5.5863 5.5863 5.5863 5.5863

C’lj —0.1917 | —0.2469 | —0.0924 | —0.0628 | —0.0095
C’2j 2.4278 6.1542 3.7326 3.7633 1.2740

Table 6. valeures des a;, e;, U;, Cyj, Cy;

et la matrice estimée GG

0.1198

G(2><2 -

—3.7226

—3.7226 177.7709

Le vecteur estimé W est égal a :

W= (Wl,Wg)T = ( —0.1259 8.2881 )

Nous obtenons donc la valeur de la statistique de test Y2 :

Pour le niveau de signification € = 0.05, la valeur critique de la distribution chi-carré est

X% = 11.07050. Comme Y2 > Y,?, Ainsi, nous pouvons dire que ces données peuvent étre

T

Y2 = X% 4+ Q = 9.0652 + 0.4406 = 9.5059

modélisées par la distribution GEFE.

3.4 Test d’ajustement pour le modéle LE

Pour valider le modeéle exponentiel linéaire, les techniques utilisées jusqu’alors sont les
tests graphiques ou bien le rapport de vraisemblance. Pour les données censurées, le probléme
reste ouvert. Nous proposons la construction d’un test d’ajustement pour le modele LE

dans le cas de censure aléatoire droite et de parameétres inconnus, en adaptant la statistique

développée précédemment.
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3.4. Test d’ajustement pour le modéle LE

Sous I’hypothése nulle Hy, qui consiste a supposer qu’une suite t; de données censurées
a droite est distribuée selon une loi exponentielle linéaire LE, on calcule les estimateurs
du maximum de vraisemblance des parameétres. Les valeurs estimées @; des bornes des

intervalles I; de groupement des données, sont obtenues comme suit :

zlA

| E - t+—
a2+ | = !

1
- =1, k—1, ap=twm,
R n—2+1 pour ) ag (n)

bl

ou

Z AtQ j=1,.k—1

Pour chaque intervalle /; on a

€; = Ek//{?

Calcul des matrices W et C'

Le calcul de la matrice W passe par celui de la matrice C:

. 1 & 5;
Clj = — N =
n (RAIF Q-+ )\tl
A 1 & it
CQJ' - - N =
i:tiEIj Q + )\tl

On déduit la matrice W d’éléments :

k
Wi=> CyA'Z, 1=12 =1,k
=1

Calcul de la matrice de Fisher estimée |

Les éléments de la matrice d’information de Fisher estimée sont donnés comme suit :

Z112—5

i=1 (a—f-)\t)

1 & 5;t?
t22 = —

N
N (d + )\ti>
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3.4. Test d’ajustement pour le modéle LE

Calcul de la matrice ¢

les éléments de la matrice G = [gi],,, sont obtenus comme suit :

A - R R el
I AR D POFCn

2 n2
i=1 <a + )\ti> j=1 \@x;cl;

k n

42 -1k "
g22 _ l Z (Sltl . j Z Z (Sltl

~ \2 2 A 3
" =1 <d + >\t1> " Jj=1 \iwx;€l; o+ Al

1 5it; ATt E LI "L St

~ 2 ~ 3
=1 (6{ + )\tl> j:1 i:xielj o + )\tl i:wiEIj

Enfin, on déduit la statistique Y,? du test proposé :

ps
N——
!

[¢)

0
o+
E.
()

)

=

=

e

Cas ou v = <d,

Ou |G| est le déterminant de la matrice G.

3.4.1 Simulation des valeurs du critére de test

Afin d’étudier la maniabilité et l'efficacité du test d’ajustement pour le modeéle expo-
nentiel linéaire LFE(¥) développé dans cette section, on a réalisé une importante étude par

simulations numériques.
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3.4. Test d’ajustement pour le modéle LE

Nous générons 10,000 échantillons de données censurées dont les tailles respectives des
échantillons sont n; = 15,n, = 25,n3 = 50, ny = 130, ns = 350, ng = 500. On calcule les
valeurs du critére de test Y,? pour chaque échantillon, ensuite on compte le pourcentage du
nombre de rejet de I’hypothése nulle Hy pour différents niveaux de signification que 'on va

comparer aux niveaux de signification théoriquex correspondants.

AT
Cas ou 4 = (éz, /\) est inconnu
N =10,000 | ny =15 | no =25 | ng =50 | ng = 130 | ns = 350 | ng = 500
e=1% 0.0083 | 0.0089 | 0.0092 | 0.0098 0.0112 0.0104
e = 5% 0.0479 | 0.0488 | 0.0493 | 0.0498 0.0513 0.0502
e=10% 0.0972 | 0.0979 | 0.0982 | 0.0988 0.1012 0.1001
Cas ou a est connu
N =10,000 | ny =15 | no =25 | ng =50 | ng = 130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0089 | 0.0082 | 0.0094 | 0.0098 0.0111 0.0103
e = 5% 0.0476 | 0.0488 | 0.0496 | 0.0499 0.0507 0.0502
e=10% 0.0981 | 0.0984 | 0.0994 | 0.0999 0.1008 0.1003
Cas ou )\ est connu
N =10,000 | ny =15 | ne =25 | n3 =50 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0085 | 0.0089 | 0.0092 | 0.0095 0.0099 0.0101
e = 5% 0.0489 | 0.0482 | 0.0495 | 0.0499 0.0512 0.0504
e=10% 0.0980 | 0.0984 | 0.0989 | 0.0991 0.0999 0.1002

Tab.7. Comparaison des risques empiriques et des risques théoriques correspondants

(¢ =0,1,0,05,0,01) pour les données censurées.

Les résultats des simulations confirment les résultats théoriques. Nous pouvons conclure

que le test proposé est bien adapté pour valider la distribution LE(¥5).
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3.4. Test d’ajustement pour le modéle LE

3.4.2 Exemple de données de fiabilité

Dans cet exemple, nous appliquons le test d’ajustement a un modéle L E pour un ensemble
de données considérées dans I’étude de Whitmore (1983). Il a examiné les taux de pannes
de 20 cellules de réduction de I'aluminium. Les nombres de pannes, en unités de 1000 jours
sont donnés ci-dessous :

0.468 — 0.725 — 0.838 — 0.853 — 0.965 — 1.139 — 1.142 — 1.304 — 1.317 — 1.427 — 1.554 —
1.658 — 1.764 — 1.776 — 1.990 — 2.010 — 2.224 — 2.279* — 2.244* — 2.286*.

Sous ’hypothése nulle Hy selon laquelle ces données suivent une distribution exponentielle

linéaire LE, nous trouvons les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres

mconnus :

~

a = —0.5350 et A =1.2950

Pour le calcul de la statistique Y2, nous choisissons par exemple, k = 5 intervalles de
regroupement de données, les calculs nécessaires pour le critere de test sont donnés dans la

table suivante :

a; | 0.9896 | 1.1547 | 1.7547 | 2.000 | 2.286

U,y ) 2 5 3 2

ej | 3.3997 | 3.3997 | 3.3997 | 3.3997 | 3.3997

C’lj 1.0760 | 0.1061 | 0.1889 | 0.0813 | 0.0454

C’gj 0.6375 | 0.1210 | 0.2711 | 0.1494 | 0.0960

Table 8 : Calculs de aj, e;, U;, C’lj, C’gj pour les données de Whitmore.

La matrice estimée W :
. e AT .
W= <W1,W2> — (1.2875 ,0.5314)

Par conséquent, la matrice G :

5.9967 2.4774
2x2 —

24774 1.0234
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle Kw — GEE

On obtient alors la valeur de la statistique de test Y2 :
Y2 =X%4Q = 3.0368 + 0.1893 = 3.2261

Puisque la valeur critique est x3 .5 (5) = 11.07050 > Y,> = 3.2261, donc nous pouvons
affirmer avec un risque ¢ = 0,05 que les taux de défaillance des cellules de réduction de

I’aluminium peuvent étre modélisées par une distribution LFE

3.5 Test d’ajustement pour le modéle Kw — GEE

La distribution généraliste Kumaraswamy exponentielle exponentiée introduite récem-
ment par Mohammed (2014) est une nouvelle distribution tres flexible et trés intéressante
pour les applications. Pour comparer ce modele au modele exponentiel exponentié généralisé
GFEEFE, lauteur a utilisé le test du rapport de vraisemblance et les critéres d’information
d’AIC, BIC et CAIC.

Dans cette section, nous nous proposons de construire un test d’ajustement du type du
chi-deux modifié¢ pour valider un tel modele en utilisant ’approche de Bagdonavicius et
Nikulin (2011). Il faut d’abord estimer les parameétres «, \, o, sur données initiales, puis

calculer les matrices W, 6, 1= <z’ll/> et G.
SXsS

Le choix de a; lorsque la distribution est celle d'une Kw — GEFE, est obtenu comme suit :

1/a6

1 "V H (t,4) — E;
dj:—iln 1—[1—exp< BEAUT) j) , o opour j =1, k=1, ar = t(n),

O(n—i+1)

ou

B, - _ﬁgém (1- @),
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle Kw — GEE

Calcul de la matrice d’information de Fisher estimée

Aprés quelques simplifications, on a obtenu les résultats suivants :

R 2
1< 1 6ln(l —e )
= — 0i | = 3
m n ; [a * 1—(1—eAi)as

[ &G o—Ati —At;\6é
1 1 tl-(l—aae P—(1—e M) )
log = — E 0 =+ - -
n — A (1 —eH) (1 —(1- e—Ati)&c%)

- « 2
1 < 1 aln(l —e M)
33 =—) 0;|=+ : ;
133 n Z K 1 — (1 — eHi)as

ti (1= aoe M — (11— e e

(1-— efj\ti) <1 —(1— efj\ti)d&)

+

Sl =

1 1 &1n(1 — e )
o= = =3 0 |+ + :
112 = 121 n Z [Oz 1— (1 _ 6*)‘“)5‘&

¢ '[1 Fln(1 — e=N) ] F+ aln(1 — e=M) ]

& 1—(1- e—Xti)a& 6 1—(1— e—ﬁ\ti)a&

< 1 51n(1 — )

(gt | ad (1—(1—6—;\“)@5’)9

1
o

n 1 tz <1 - (3[(3'67:\“ — (]_ — eij\ti)&&)
R 1— (1 _ efﬂti)d&

. . 1 aln(l — e M

2232232:—Z5¢ ~ + - — ( )
n-“ A (1 — e=Ati) (1 —(1- ef)\ti)aa>

n 1t (1 —abe M — (1 — e‘hi)é‘(}>

o i=1 B (1 —e—At) (1 —(1— e—&ti)a&)

aln(l — e M)

1 1
lsa =1la3=— > 0i | - "
n Z ol (1 —(1— e—)\ti)d&) 0
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle Kw — GEE

Calcul des matrices W et C'

De méme, nous trouvons les éléments de la matrice C'

SO 1 oln(l—e ™
Clj:EZ(Si[T—F ( )]

’i:tiEIj a 1 - (]‘ - e_j\ti)d&
n t (1 = ageri — (1— eff\ti)&&)
1 1 i (
Cyj = — 0 | = — - A
" z‘:;efj A (1 — e ) (1 —(1— e—An)a&)

A 1 < 1 aln(l — e M)
Ca: = = E 0; | = <
R [& + 1—(1—eH)as

it €15

A 1 < 9;
04]‘:5 Z 5

€l

On déduit la matrice W d’éléments :
k
Wi=> CyA;'Z;, 1=1,234 j=1,..k
=1

et donc, la statistique du test :

-1

~

k
. ~ A1
nr — E CleleAj
Jj=1

A

Y2 o _ (UJ — 6j>2 WT W
; J

U

7j=1
Sous I’hypotheése nulle Hy, la statistique Y,? suit asymptotiquement une loi de x3i a k

degrés de liberté.

3.5.1 Simulation des valeurs du critére de test

Pour confirmer les résultats théoriques, on méne une série de simulations numériques.
Sous I’hypothése nulle Hj selon laquelle la variable suit une distribution Kw — GEFE, on
géneére N = 10.000 fois, des échantillons de tailles respectives ny = 15, ny = 25, ng = 50,
ny = 130, n5 = 350 et ng = 500, de données censurées provenant de cette distribution. Nous
calculons les différentes valeurs Y2 du critére de test proposé. Ensuite, les différents niveaux

empiriques de rejet de ’hypothese nulle Hy, lorsque Y2 > x? sont comparés a leurs niveaux
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3.5. Test d’ajustement pour le modéle Kw — GEE

de signification théoriques € (¢ = 0,01, 0,05, 0,10) . Les résultats sont donnés dans la table

9.
N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ngy =130 | ns = 350 | ng = 500
e=1% 0.0056 | 0.0072 | 0.0078 | 0.0079 0.0089 0.0098
e=5% 0.0456 | 0.0479 | 0.0490 | 0.0496 0.0501 0.0502
e =10% 0.0984 | 0.0982 | 0.0988 | 0.0992 0.0998 0.1002

Tab. 9. Comparaison des risques théoriques et des risques empiriques correspondants

e =0,01;0,05 ;0,10

Nous observons, en tenant compte des erreurs des simulations, que les niveaux simulés
pour la statistique Y? coincident avec ceux correspondants des niveaux théoriques de la
distribution du chi-deux avec k degrés de liberté. En conséquence, nous pouvons dire que le
test proposé dans ce travail, peut ajuster convenablement les données provenant d’un modéle

de Kw — GEE.

3.5.2 Application 4 des données de survie

Pike (1966) a donné des données d’une enquéte de laboratoire dans laquelle les vagines de
rats ont été peintes avec le DMBA cancérigéne, et le nombre de jours 7' jusqu’a apparition
d’un carcinome a été enregistré. Les données ci-dessous concernent un groupe de 19 rats
(Groupe 1 dans l'article de Pike). Les deux observations avec des astérisques sont des temps
de censure.

143,164,188 ,188, 190, 192, 206, 209, 213, 216, 216*, 220, 227, 230, 234, 244* 246, 265,
304, .

Sous ’hypothése nulle Hy, nous trouvons les estimateurs du maximum de vraisemblance

des parameétres inconnus de la distribution KwGFEFE

& = 8.7659, \ = 6.6589, & = 2.1589, 0 = 4.3521.
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3.6. Test d’ajustement pour le modeéele TGLE

Pour le calcul de la statistique Y2, nous choisissons par exemple, k& = 5 intervalles de

regroupement de données, les résultats intermédiaires sont donnés dans la table10 suivante :

a; | 192.1 213.85 220.35 262.95 304

Uy |5 4 2 4 2

e; | 95.2658 2.2658 2.2658 2.2658 | 5.2658

Cyj | 2.1458 1.3659 0.2594 1.6258 | 0.0214

Cyj | —5.2658 | 0.2154 —4.2365 | 0.4156 | —0.2145

Csj | 2.1478 1.3256 3.0258 1.0245 | 0.0269

Cyj | —0.2145 | —0.2456 | 0.1235 0.0145 | —0.4523

Table 10 : Calculs de aj, e;, U;, C’lj, C'gj, C’3j, C’4j des données de Pike
La matrice estimée W :
W= (Wl, Wy, W, W4>T — (2.1578,1.2689,0.2147, —0.2145)"
La valeur de la statistique de test Y,2 est :
V2= X214+ Q=4215+2.1578 = 6.3728

Puisque la valeur critique est 2,5 (5) = 11.07050 > Y;2 = 6.3728, on peut dire que les

données de Pike suivent approximativement un modele Kw — GEFE.

3.6 Test d’ajustement pour le modéle TGLE

De la méme maniére en appliquant I’approche de Bagdonavicius et Nikulin (2011), on
fournit un critére de test d’ajustement capable de vérifier I'adéquation de la transformée
de la distribution exponentielle linéaire généraliste TGLE. Comme on 'a déja souligné,
cette distribution constitue une généralisation de plusieurs distributions connues. Avec la
statistique de test que I'on va construire, on peut déduire des critéres de tests d’ajustement

pour tous les sous-modéles.
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3.6. Test d’ajustement pour le modeéele TGLE

Supposons vraie ’hypothése nulle Hy qu’un échantillon censuré provienne d’une dis-
tribution TGLE. Comme les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres
inconnus «, A, B et o,ont été développés dans le premier chapitre, nous calculons les nombres
de défaillances théoriques de maniére qu’ils soient tous égaux dans les différentes classes de
groupement de données I;.

Pour cela, le choix des limites a; de ces classes est obtenu comme suit :

1/p

i1 N ]
G—1+ \/ (1-8) + 45 exp (=g )

4 a+2\| —In

20

S| =

<
> @

pourj:l,,,,/{j—:[’ &k:max (t(l),T),

Calcul de la matrice W et

Pour le calcul de la matrice W on calcule d’abord les dérivées partielles de la fonction

In h(t;~) par rapport & o, A, S et o :

f 2
o= & > 6 b <ﬁ_ 1> K + B (1— &) Bul M (t,7)
Y “la+ M 2u; v v

S

M(t;,~y) = e % <1 —o+oe"

-1 1
ﬁ) (1 — 0o+ 206_“53)

On déduit la matrice W d’éléments :
Wi => CuyA;'Z;, 1=1,234, j=1,..k
j=1
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3.6. Test d’ajustement pour le modeéele TGLE

Calcul de la matrice de Fisher estimée [

Dans ce cas, a partir de la fonction de la log-vraisemblance, nous pouvons estimer la

matrice d’information de Fisher :

. 2
1 & 1 (B-1)t
i==3 0, _ 1—6)tul T M(t;, A
2
ey (0
i = — i ZA + + [7 —[7 tzuz_ ti,A
D SL s o (1-0) (ti 7)
2
i33 = — Z(S ( +1n(u;) + o0 (1 —0) M(t;,v)u ln(uz)>
lyg = 1251]\42 ti, )
L
Z12 E 51 W -+ 55' (1 — (3) tlu'ZB_lM(t“ A)
=1 v
ki e
7 (1 t M
ou,  TPI(-0) (8, %)

Us

R 1 & 1 <6 o 1) b . . B—1 A
iy = —» 6| ——+ + 086 (1 —0o)tu;, M(t;,5)
n < a + /\tz‘

1 . )ti -
== 0 MEANE M(t;, ) + B6 (1 — &)t ' M>(t;,4
14 nz Y (tisy) + 86 ( ) (ti7)



3.6. Test d’ajustement pour le modeéele TGLE

1
X E+l (u;)) + 0 (1 —0a) M(t;,y)u ln(uz)>
e 2
M(ti, 1)t (ﬁ_l)ti DA AN 42 B=1172/, =
= 25 S g M) + 5o (1= 9 T MR 9)

tza
i34 = —25 < V) + M(ti,y) In (u;) + o (1 —0) M2<t177>u§1n(ui))
On déduit la matrice G = [Gir],,.,
Gur =l — Z C'Zjél'jA]
j=1
Tous les composants de la statistique du test Y;? sont calculés explicitement, on déduit
alors :

-1

W

X " (U —e:)? .
qu(V):Z(]U ]) —|—WT

j=1 7

,,
A N A -1
U — g Olel’jA]

=1

Notons que selon les différentes paramétrisations de cette distribution, nous pouvons
déduire des critéres de test d’ajustement pour les différents sous-modeéles qui sont les trans-
formées de la distribution exponentielle linéaire LE, exponentielle linéaire généralisée GLFE
, Weibull W et Rayleigh Ray, en plus des transformées des distributions exponentielles

linéaires simples T LE.

3.6.1 Simulation des valeurs du critére de test

Pour conforter les résultats obtenus, on méne une importante étude de simulations. On
génere N = 10,000 échantillons de tailles respectives ny = 15, ny = 25, ng3 = 50, ny =
130, n5 = 350 et ng = 500, suivant le modeéle TG LE. Puis, nous calculons les valeurs de la

statistique Y2 pour chaque échantillon. Ensuite, on compte le nombre de cas de rejets de
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3.6. Test d’ajustement pour le modeéele TGLE

I’hypothese nulle Hy que ’on reporte dans le tableau suivant en comparaison avec les niveaux
théoriques correspondants. Ensuite et selon les différentes paramétrisations, on applique nos
résultats aux différents sous-modeéles de la distribution TG LE pour calculer les critéres de

tests correspondants. Les résultats obtenus sont réunis dans les tableaux qui suivent.

Dans le cas TGLE

N =10,000 | n;y =15 | ng =25 | n3 =50 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0082 | 0.0087 | 0.0089 | 0.0094 0.0097 0.0101
e =5% 0.0472 | 0.0477 | 0.0479 | 0.0493 0.0498 0.0500
e =10% 0.0980 | 0.0985 | 0.0989 | 0.0995 0.0996 0.1000
Dans le cas GLFE (exponentielle linéaire généralisée)
N =10,000 | ny =15 | ng =25 | ng =50 | ng =130 | ny = 350 | ng = 500
e=1% 0.0084 | 0.0089 | 0.0092 | 0.0096 0.0099 0.0100
e =5% 0.0486 | 0.0489 | 0.0492 | 0.0497 0.0499 0.0501
e =10% 0.0980 | 0.0989 | 0.0992 | 0.0996 0.0998 0.1001
Dans le cas LFE (exponentielle linéaire)
N =10,000 | ny =15 | ng =25 | ng =50 | ng =130 | ny = 350 | ng = 500
e=1% 0.0083 | 0.0088 | 0.0092 | 0.0094 0.0097 0.0099
e =5% 0.0490 | 0.0492 | 0.0494 | 0.0497 0.0507 0.0502
e=10% 0.0984 | 0.0989 | 0.0990 | 0.0996 0.0998 0.0999
Dans le cas TLFE (la transformée de I'exponentielle linéaire)
N =10,000 | ny =15 | ng =25 | ng =50 | ny = 130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0089 | 0.0045 | 0.0054 | 0.0096 0.0101 0.0101
e =5% 0.0486 | 0.0488 | 0.0492 | 0.0495 0.0498 0.0504
e =10% 0.0982 | 0.0984 | 0.0991 | 0.0998 0.01012 0.1003
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3.6. Test d’ajustement pour le modeéele TGLE

Dans le cas TR (la transformée de Rayleigh)

N =10,000 | ny =15 | ng =25 | n3=>50 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0080 | 0.0084 | 0.0089 | 0.0095 0.0098 0.0102
e =5% 0.0475 | 0.0480 | 0.0482 | 0.0495 0.0508 0.0505
e =10% 0.0946 | 0.0965 | 0.0979 | 0.0983 0.0996 0.1003
Dans le cas Ray (Rayleigh)
N =10,000 | ny =15 | ng =25 | n3 =50 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0083 | 0.0089 | 0.0092 | 0.0098 0.0109 0.0101
e =5% 0.0479 | 0.0488 | 0.0493 | 0.0498 0.0507 0.0502
e =10% 0.0972 | 0.0979 | 0.0982 | 0.0988 0.1009 0.1001
Dans le cas TW (transformée de Weibull)
N =10,000 | ny =15 | ng =25 | n3=>50 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0085 | 0.0089 | 0.0092 | 0.0095 0.0099 0.0101
e =5% 0.0489 | 0.0482 | 0.0495 | 0.0499 0.0499 0.0504
e =10% 0.0985 | 0.0989 | 0.0995 | 0.0998 0.0999 0.1002
Dans le cas W (Weibull)
N =10,000 | ny =15 | ng =25 | n3 =50 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0089 | 0.0082 | 0.0094 | 0.0098 0.0101 0.0102
e =5% 0.0476 | 0.0488 | 0.0496 | 0.0499 0.0507 0.0501
e =10% 0.0981 | 0.0984 | 0.0994 | 0.0999 0.1008 0.1001

Tab.11. Comparaison des risques empiriques et des risques théoriques correspondants

(¢ =0,1,0,05,0,01) pour les données censurées

De ces résultats, et en tenant compte des erreurs de simulation, nous observons que les
niveaux de signification simulés de la statistique Y,? du test proposé, coincident avec ceux
correspondant aux niveaux théoriques de la distribution du chi-deux avec k (ici k& = 10)
degrés de liberté et ceci pour la distribution TGLE et tous les sous-modeéles de celle-ci. Par
conséquent, nous pouvons dire que les statistiques de test proposées peuvent ajuster des

données des différents modeéles de maniére trés satisfaisante.
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3.6. Test d’ajustement pour le modeéele TGLE

3.6.2 Application 4 des données de survie

Nous considérons des données d’échantillon de 50 patients atteints de leucémie aigué
myéloide, signalés au registre international des transplantations de moelle osseuse. Ces pa-
tients ont eu une transplantation de moelle osseuse allogénique (allo) ou la moelle d'un
homologue HLA (Histocompatibility Leukocyte Antigen) a été utilisé pour reconstituer leur
systéme immunitaire.

Les données ordonnées de cette étude sont présentées dans la table (12). ou (x) représente

la censure.

0.030 0.493 0.855 1.184 1.283 1.480 1.776 2.138 2.500

2.763 2.993 3.224 3.421 4.178 4.441* | 5.691 5.855% | 6.941*

6.941 7.993* | 8.882 8.882 9.145* | 11.480 | 11.513 | 12.105* | 12.796

12.993* | 13.849* | 16.612* | 17.138" | 20.066 | 20.329* | 22.368" | 26.776* | 28.717*

28.717 | 32.928" | 33.783* | 34.211* | 34.770* | 39.539" | 41.118" | 45.033* | 46.053*

46.941* | 48.289* | 57.401* | 58.322* | 60.625*

Tab 12 Taux de survie de la leucémie (en mois) pour les transplantations autologues et

allogéniques.

En supposant que ces données sont modélisées par une distribution T"GLFE, on utilise
R et I'algorithme BB solve pour calculer les estimateurs du vecteur de parametres 4 de ~y

maximisant la fonction de log-vraisemblance. On obtient les valeurs suivantes :

& = 8.7659, \ = 6.6589, 3 = 2.1589, & = 4.3521.
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3.6. Test d’ajustement pour le modeéele TGLE

Nous choisissons un nombre de classes k = 5, les ¢léments de la statistique Y,? du test

sont présentés dans le tableau qui suit :

a; | 2143 | 4596 | 11.254 |19.258 | 60.625
U; |8 6 4 3 1

e; | 7.2480 | 7.2480 | 7.2489 |7.2489 | 7.2489
Cy; | 01478 | 02158 | 0.1418 | 0.2356 | 0.0147
Cy; | —0.1400 | 0.2415 | 0.31578 | 0.0014 | 0.2145
Cs; | 0.0014 | —4.2515 | 0.9562 | —2.3654 | 0.21587
Cy; | 02241 | 0.0130 |0.1502 | 0.2430 | 0.2508

Tab 13 Calculs de &j 3 Uj y €55 élj ;égj 3 égj 3 é4j

La matrice estimée W

N R N N R T
W — (Wl,Wz,Wg,m) — (1.0325,0.1865, —3.0251, 0.4589)"

Nous déduisons alors la valeur du critére de test :

Y= X?+Q =6.3728 + 2.6584 = 9.0312

Au seuil € = 0.05, la valeur critique 2 os(5) = 11.07050, On peut dire que ces données

peuvent étre modélisées par la distribution TGLE.
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CHAPITRE 4

Modele AFT — GEE

4.1 Introduction

Les modeles appelés "modeles AFT” (accelerated life testing) ou modeéles a temps de vie
accéléré sont des modeles mathématiques utilisés pour décrire le comportement de durées de
vie ou les fonctions d’intérét sont fonctions de variables dites explicatives représentant les
différents facteurs de stress qui ont un impact direct sur ces durées de vie. L’utilité des mod-
éles AF'T consiste a réduire ou & augmenter les durées de vie des produits par I’accélération
ou la décélération des dégradations provoquant les défaillances en un temps court. Ainsi, on
peut estimer la fiabilité du matériel de maniére a optimiser ses performances et la planifica-
tion de sa maintenance. Ces modéles ont des applications dans tous les secteurs : la fiabilité,
I’analyse de survie, la biologie, la météorologie. Les modéles AFT paramétriques sont con-
struits & partir d’une distribution paramétrique dite distribution de base. Les distributions
utilisées dans la littérature statistique sont la distribution classique de Weibull, ’exponen-
tielle, la log-logistique et la log-normale (voir Bagdonavicius et Nikulin, 2002, Nikulin et
al., 2007, Bagdonavicius et al., 2013) . La diversification des observations qui ne peuvent
étre représentées par les distributions classiques, a encouragé les chercheurs a proposer de

nouveaux modeles AFT. On peut citer par exemple le modéle AF'T log-gamma introduit
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4.2. Le modéle AFT

par Ortega et al. (2009), et le modele AF'T inverse Weibull généralisée étudié par Goual et
Seddik-Ameur (2014).

Dans ce chapitre, on propose un modeéle a temps de vie accéléré AFT — GEE dont la
distribution de base est une exponentielle exponentiée généralisée. Apres la présentation du
modele, on utilise la méthode du maximum de vraisemblance pour estimer les parametres
inconnus de la distribution. Nous terminons par la mise en place d’un test d’adéquation pour
ce modele quand les données sont censurées a droite et les paramétres inconnus permettant

d’ajuster des observations & ce type de modéle de maniére satisfaisante.

4.2 Le modéle AFT

Un modele paramétrique AFT est défini & partir d’une fonction de survie de base notée
So(t)-
Soit E ’ensemble de tous les stress possibles, défini par :

E = {z() = (21(.), 22(.), ,zm())T}

Si z(.) est constant, nous écrivons z a la place de z(.), et nous notons par E; le sous-

ensemble de E de tous les stress constants et § = (5, 51, -----, Bm)T les parametres de la
régression des covariables représentant les stress éventuels z = (1, zq, ....., zm)T du modeéle
AFT .

Notons par 7. le taux de panne sous z(.) et par f.()(t),5.)(t) et F.()(t) respectivement

la fonction de densité, la fonction de survie et la fonction cumulative de la distribution, ot :
S:0(t) = P(T) 2 1) = 1= F.)(1) , 2() € E

La fonction risque de 7. sous z(.) est :

_ fZ(-)(t) _ S;(.)<75)

ho(t) S.)  Sa(t)

la fonction cumulative de risque de 7. sous z(.) est :

H.(y(t) = —In(S.)(1))
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4.3. Construction du modéle AFT — GEE

Définition du modéle AFT

Le modeéle AFT est défini sur F, si la fonction de survie sous stress z(.) € E | est

t

S.)(t) = SO(/r(z(u))du), Vz(.) e E

0

Si z(.) = z est constant, alors le modeéle devient :
S.(t) = So(r(2)t), Vz(.) € Ey

Le modele AFT paramétrique est donné par la formule :

t

Su(t) = S [ expl~6"2(w)}du), V2() € B

0

Si les stress sont constants dans le temps, on a :
Sa()(t) = So(exp {—5TZ} t)
Le logarithme du taux de défaillance T, sous z peut s’écrire :
In(T,) = 72+ ¢

ot la fonction de survie de € ne dépend pas de z et est S(t) = Sp(Int).

4.3 Construction du modéle AFT — GEE

Pour un modeéle a durée de vie accélérée AFT  dont la distribution de base est une

exponentielle généralisée, noté AFT — GEFE, la fonction de survie S(t) est donnée par :

S(t,y) = So (te_’BTZ>

= 1- (1 — exp {—)\te_BTZ}>a

ou Sy est la fonction de survie de la distribution GEE.
a est le parameétre de forme et A le parametre d’échelle de la distribution GEFE , 5 =
(Bos By oeveny ﬁm)T sont les parametres de la régression du modele AFT et z = (1, 21, ....., Zm)

sont les covariables représentant les stress éventuels.
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4.4. Estimation du maximum de vraisemblance

Ainsi, La fonction densité de probabilité du modele AFT — GEE est obtenue par la

formule suivante :

flt,7) = are " exp {_)\te_’BTZ} (1 — exp {_)\te_ﬂTz}>a_l

Nous pouvons alors déduire le taux de hasard et le taux de hasard cumulé comme suit :

are 7 exp {_)\tefﬁTZ} (1 — exp {_)\teﬁTZ}>a1
1— (1 —exp {-Ate#"2})"

h(t,y) =
H(t,7) =—1In (1 - (1 — exp {—)\te_BTZ}>a>

4.4 Estimation du maximum de vraisemblance

Soit T; une variable aléatoire distribuée selon un modele AFT — GEE avec le vecteur de

parameétres v = («, A, B, 51, ---->5m>T-

On considére un échantillon aléatoire censuré a droite composé de n observations in-
dépendantes t; = min(T;, C;) pour i = 1, ...,n. La distribution de la censure C; est supposée
indépendante de celle de T;. Dans le cas de censure, la fonction de log-vraisemblance du

modéle s’écrit alors :

L(t,y) = Z5ilﬂh(ti,7)+zln5(ti,7)
i=1 i=1

_ Z §;[In f(t:,~) — In S(t:,7)] + Z In S(t;,7)

L(t,’}/) = Z&[lﬂ (Oé/\) — BTZZ. — tiu; + (a . 1) In (1 . e—t,-ui)
=1

—In(1—(1—e™™)")]+ iln (1—(1—ef)®)

Apres de longs calculs, nous obtenons les fonctions de score pour les parameétres o, A, 3, By, ...

n _ ,—tiu, n o tiu\¥ _ —tiug
aL_Z(Sz{l In (1 — e tim) ]_Z(l et In (1 — e~ tiv)

o =" |a T —etm)ye - 1— (1 — e timi)®
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4.5. Test d’ajustement pour le modéle AFT-GEE

a—1

iél tie P 5 1 — qetiv — (1 — etiw)® ] & eﬁzlexp{ tiui} (1 — e~ti)

(1 —etiwi) (1 — (1 — e—tiw) — — (1 — etiwa )™

oL & t ul 1 — aqefivi — (1 — e tiui)® at; uz —tiui (] — gt )]
_ Z(g [ - ( d +Z : )
etuz)<1_(1 tul 1—6 tuz)

a—1

oL tizinu; [1 — e ti% — (1 — e~ tivi)® "L atizpuge i (1 — et
Z&‘ R [___ ( _..a)]+z : (_..a)
(1 — o) (1 — (1 — e o)) Ty ——

=1

a—1

OL Xn: 5 [ tizimu; [ — ce™t% — (1 — e‘““’i)a]} zn: atizimuie” " (1 —eh)
! o (1 —etivi) (1 — (1 — e tiwi)?) — 1—(1—etiwi)®
Pour trouver les estimateurs du maximum de vraisemblance, on égale ces fonctions au

vecteur zéro. Les méthodes utilisées pour les calculs sont numériques.

4.5 Test d’ajustement pour le modéle AFT-GEE

Dans cette section, nous allons développer une statistique de test d’ajustement pour
le modeéle AFT — GEFE en utilisant la statistique proposée par Bagdonavicius et Nikulin
(2011) décrite dans le chapitre deux de cette thése, et ceci dans le cas ou les paramétres sont
inconnus et les données censurées a droite.

Notons que dans le travail de Bagdonavicius et al. (2013), les auteurs ont construit des
tests d’ajustement pour les modeles AFT exponentiel, Weibull et Log-logistique alors que
Goual et seddik-Ameur (2014) l'ont fait pour le modéle AFT- inverse Weibull généralisé.

Pour un temps fixé 7 on partage l'intervalle [0, 7] en k sous-intervalles I; = [a;_1, a;[ pour
grouper les observations. Sous I’hypothése nulle Hy, et aprées avoir calculé les estimateurs du
maximum de vraisemblance des parameétres a, A, 3, 31, B9, ..., B,, sur les données initiales,

nous calculons les nombres de défaillances théoriques suivants :

=1
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4.5. Test d’ajustement pour le modéle AFT-GEE

Pour pouvoir avoir les mémes effectifs e; attendus dans toutes les classes, le choix de a;

dans le cas du modele AFT — GEFE , est obtenu comme suit :

1 "V H(t, ) — E;
&j:_TeﬂTzln 1— ll—exp< = At 9) J)
A

&

n—1+1

pour j =1,..k—1, a=1n),

Calcul de la matrice W et C

Le calcul de la matrice W passe par celui de la matrice C' obtenue comme suit :

R I & 1 In(1—etim)
R 5 | = -
Clj n Z [é{ + 1 . (1 - eti“i)a]

On déduit la matrice W d’éléments :

k
Wi=) CuA'Z, 1=1,...m j=1,.k
j=1
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4.5. Test d’ajustement pour le modéle AFT-GEE

Calcul de la matrice de Fisher estimée [

Sans perdre de généralité, nous n’allons considérer que les coefficients 3, 5, de la régres-
sion, le reste se fait de maniére analogue. Les éléments de la matrice d’information de Fisher

estimée sont obtenus comme suit :

2
1< 1 In(1—etu

i =—) 0 <7+ ( - )a)
Cr— a 1= (1—e )

2
A 1271:6 1 teﬁm 1 — et — (1 etzuq)]
192 = — =
n= )\ 1_€—tluz) (1_(1_€—t1u1)>
—t;u —tiu \&
1 n tu”t 1—a€ ll_(l_e 17,)]
o1 5,
=) ———
i=1 (1 —etiwi) (1 — (1 — e tim)
2

(1 — e—tiw) (1 (- e*fi“i)&>

1 n (1 — e )
@ 1 — e—tiui)é‘

n 1 In (1 — e—tiw tiu; [1 — Qe hi% — (1 — e‘t”‘i)&]
0i | =+ n{l - e -1+ -
T o\2 (1 — e—tow) (1 (- e—tiui)a>

t@-e_BTzi [1 —qetivi — (1 — e‘ti“i)d]

(1 — e—tiui) (1 —(1— e—tiui)&>

112 = 121 =

?44:%251 ( 21 +
2

S| =

In (1 — e_ti“i) N tizinu; [1 — Qe titi — (1 _ e*tiui)&:|
A Zil -
(1 _ e—tiui) <1 _ (1 _ e—tiui)a)

) *BTZz' — Qe tivi _ p—tiui\¥
tie 1—ae (1 — e tim)

(1 — e-tiws) (1 —(1- e—ti“i)é‘)
tiu; [1 —aqetivi — (1 — e*ti“i)a]

(1- e_tm;)z(l (1 — etiw) )

~1+

X




4.6. Simulation

tie_BTzi [1 — detit — (1 — e‘ti“’?)é‘]

1 1
log = dgg=—) 0;|=— :

n zzz; A (1 — e_tiui) (1 — (1 _ e—tiui)a)

tizinu; [1 —aetivi — (1 — e_tiui)&]
X | =z + .
(1 — e-tiw) (1 (1- e—tiui)a)

1 n tiu; [1 — Qe tivi (1 — e—tiui)é‘]
l3g = 543=—Zf5i -1+

[ (l—e—tiui)<1_ (1 — e—tiw) )

tizinu; [1 — e tivi — (1 — _ti“i)d}

(1 — e—tiw) (1 —(1— e—tiui)d>

X | —zi1+

Tous les composants de la statistique du test sont déterminés, elle sera alors déduite par

la formule quadratique

2 (5) :Z(Uj (;]ej) .

j=1

-1

W

k
wt p — E Clel/jAJ_l
Jj=1

Sous Hy,la distribution de la statistique Y? suit asymptotiquement une loi de chi-deux.

4.6 Simulation

4.6.1 Estimation des parameétres

En utilisant ’algorithme de Newton-Raphson et le logiciel maple, nous allons générer une
série de N = 10.000 échantillons de taille n; = 15, ny = 25, n3 = 50, ny = 130, n5 = 350,
ng = 500, de variables aléatoires censurées & droite issues d’un modeéle AFT — GEE de
parameétres o = 3, A = 2, 5, = 0.5, #; = 0.8, et ceci dans le but de montrer la convergence
des estimateurs du maximum de vraisemblance. Les valeurs de la moyenne des estimateurs
du maximum de vraisemblance &, 5\, BO, Bl, et leurs erreurs quadratiques moyennes (SME)

sont calculées et données dans le tableau suivant :
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4.6. Simulation

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ngy =130 | n5 = 350 | ng = 500

Q 2.8854 | 2.8985 | 2.9254 2.9523 2.9785 3.0026

S.M.E 0.0040 | 0.0032 | 0.0028 0.0021 0.0016 0.0004

A 1.8654 | 1.8925 | 1.9625 1.9745 1.9894 1.9998

S.M.E 0.0035 | 0.0029 | 0.0025 0.0019 0.0013 0.0008

Bo 0.5721 | 0.5654 | 0.5425 0.5254 0.5102 0.5019

S.M.E 0.0045 | 0.0039 | 0.0026 0.0019 0.0012 0.0006

31 0.8423 | 0.8325 | 0.8214 0.8154 0.8045 0.8012

S.M.E 0.0037 | 0.0025 | 0.0017 | 0.0012 0.0009 0.0005

Tab. 14. Les valeurs moyennes des EMV des parameétres et leurs erreurs

quadratiques moyennes pour les données censurées

Les erreurs quadratiques moyennes sont trés faibles (< 0.001). Les résultats de la simula-
tion confirment le fait bien connu que pour les modeles réguliers, les estimateurs du maximum

de vraisemblance sont convergents.

4.6.2 La distribution de la statistique Y?(9)

Pour montrer que la distribution de la statistique de test est invariante, nous avons
effectué¢ des simulations (N = 10.000) de la distribution de la statistique Y2(¥) sous 1’hy-
pothese nulle Hy, avec différentes valeurs de parameétres et différents nombres d’intervalles £
de regroupement de données soumises & une censure droite. Ensuite, nous avons représenté
les histogrammes des données des échantillons par rapport aux distributions du chi-deux

correspondantes avec k degrés de liberté (voir les exemples dans les figures ).
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4.6. Simulation
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Tenant compte des erreurs des simulations, nous pouvons dire que la distribution limite

de la statistique Y2(¥), est une distribution du chi-deux avec k degrés de liberté.
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4.7. Exemple de données de fiabilité

4.6.3 La statistique du test

Afin d’étudier la maniabilité et I'efficacité du test d’ajustement du type du chi-deux mod-
ifié pour le modele AFT—exponentiel généralisé AFT — GEE(4) dans le cas ou les données
sont censurées, proposé dans ce travail, on a réalisé une importante étude par simulations
numériques. Pour tester ’hypothése nulle Hy, nous générons 10,000 échantillons de don-
nées censurées de distribution AFT — GEE(4) dont les tailles respectives des échantillons
sont ny = 15, ny = 25, ng = 50, ny = 130,n5 = 350 et ng = 500. Les valeurs du critére
de la statistique Y2 sont calculées comme indiquées précédemment. Ensuite, nous calculons
le nombre de cas de rejet de hypothese nulle Hy, c’est a dire lorsque Y? > x% (k) (dans
notre cas x2 (k) est le quantile de la distribution du chi-deux a k degrés de liberté ), pour
les niveaux de signification ¢ = (0.10, 0.05, 0.01). Les valeurs des niveaux de signification

empiriques sont comparés avec leurs valeurs théoriques correspondantes.

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =950 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0089 | 0.0045 | 0.0054 | 0.0096 0.0101 0.0102
e =5% 0.0486 | 0.0488 | 0.0492 | 0.0495 0.0498 0.0504
e=10% 0.0982 | 0.0984 | 0.0991 | 0.0998 0.01012 0.1004

Tab. 15. Comparaison des risques théoriques et des risques empiriques correspondants

€=0,01;0,05; 0,10 pour les données censurées.

Au vu des résultats obtenus, on constate que les niveaux de signification empiriques sont
tres proches des niveaux de signification théoriques. On peut alors déduire que la statistique

de test proposée permet de valider le modéle AFT — GEE d’une maniére satisfaisante.

4.7 Exemple de données de fiabilité

Nous considérons un ensemble de données de Cox et Oakes (1984), représentant les ré-
sultats de tests vie de ressorts, donné par Armstrong. Nous voulons vérifier si ces données
peuvent étre modélisées par une distribution AFT — GEE. Les ressorts sont testés dans

des cycles de temps de chargement jusqu’a la rupture. Par commodité, on prend 10 cycles
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4.7. Exemple de données de fiabilité

comme 'unité de «temps». Les 60 ressorts ont été attribués, 10 & chacun des six différents

niveaux de stress.

Stress

0.950  0.225 0.171 0.198 0.189 0.189 0.135 0.162 0.135 0.117  0.162
0.900 0.216 0.162 0.153 0.216 0.225 0.216 0.306 0.225 0.243 0.189
0.850 0.324 0.321 0.432 0.252 0.279 0414 0.396 0.379 0.351 0.333
0.800  0.627 1.051 1.434 2.020 0.525 0.402 0.463 0.431 0.365 0.715
0.750  3.402 9.417 1.802 4.326  11.52* 7.152 2.969 3.012 1.550 11.211
0.700  12.51* 12.505* 3.027 12.505 6.253 8.011 7.795 11.604* 11.604* 12.47*

% Censuré

Table 16. Le temps de rupture des ressorts

En utilisant la méthode de Newton Raphson, nous calculons les estimateurs du maximum

de vraisemblance des parametres :

~

9:

A R T
(@, A, Bo, 51) — (3.0663, 0.0624,11.6171, ~18.1301)" .

Les résultats nécessaires pour le calcul du critére de test Y2 |, avec k = 6 intervalles de

regroupement de ces données sont donnés dans le tableau 17.

a; | 0.190 0.296 0.445 1.356 6.124 12.510
Uy |11 10 12 5 9 7

e; | 9.1682 9.1682 9.1682 9.1682 9.1682 9.1682
C’lj —0.0169 | —0.0285 | —0.0752 | —0.0375 | —0.0362 | —0.0103
C’gj 0.9726 0.0707 | 0.9864 0.6638 0.9867 | 0.4858
C’3j —0.2478 | —0.2540 | —0.3735 | —0.1662 | —0.2487 | —0.1551
C’4j —0.2362 | —0.2373 | —0.3418 | —0.1495 | —0.2121 | —0.1226

7

Tableau 17. Valeurs de @, €j, Uj, élj, éQj, égj, C’4j



4.7. Exemple de données de fiabilité

Nous obtenons donc la valeur du critére de test Y2

V2= X%+ Q =5.1920 + 7.1284 = 12.3204

Pour le niveau de signification ¢ = 0.05, et comme la valeur de Y;? = 12.3204 < 2 =
12.5915, nous pouvons conclure que ces données sont distribuées selon un modele AFT —

GLEE.
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CHAPITRE b

Modele AFT — LE

La distribution exponentielle linéaire (LE) est une généralisation de la distribution ex-
ponentielle et de la distribution de Rayleigh. L’avantage de cette ditribution est qu’elle peut
décrire les phénoménes de fonction risque linéairement croissante ce qui n’est pas le cas des
autres distributions utilisées dans ’analyse de fiabilité ou de I’analyse de survie. Ceci nous a
motivé a introduire un modele & durée de vie accélérée dont la distribution de base est une
exponentielle linéaire AF'T — LE. Ce modéle pourra étre appliqué dans les tests de vie ac-
célérée en intervenant sur les différents facteurs qui peuvent causer les défaillances. Avant de
donner les résultats d’une analyse, on doit s’assurer que ’on a choisi le modeéle adéquat, c’est
pourquoi nous construisons une statistique de test maniable capable d’ajuster & ce modele
des données censurées a droite. Nous proposons une étude par simulations numériques et on

termine par ’application de ce modele & un jeu de données de fiabilité.

5.1 Construction du modéle AFT — LFE

En suivant la méme démarche que dans le chapitre précédent, nous allons introduire un
modele & durée de vie accélérée dont la distribution de base est une distribution exponentielle
linéaire qu’on notera AFT — LE. Apres la présentation du modeéle, on estime les paramétres

inconnus par la méthode du maximum de vraisemblance. Ensuite en utilisant ’approche
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5.2. Estimation du maximum de vraisemblance

proposée par Bagdonavicius et Nikulin (2011), on fournit une statistique de test d’ajustement
du type du chi-deux modifié pour ce modeéle en présence de censure aléatoire droite.

Sous le modele AFT — LE, la fonction de survie est donnée par la quantité suivante :
pTa Ao o7
S(t;y) =exp | — |ate + Et e

Ou v = (a, \, By, .., 3,,)F est le vecteur des paramétres de la distribution exponentielle
linéaire et ceux de la régression.

La fonction densité de probabilité est déduite par
—BT2 —28T 2 —BT2 A 2,—2872
ft;7y) = (ae + Ate Yexp | — |ate + §t e t>0
Le taux de hasard et le taux de hasard cumulé sont respectivement :
h(t;7) = ae P74 Ate 2"

et

A
H(t;7) = ate ™% 4 Et%*%”

5.2 Estimation du maximum de vraisemblance

On considére un échantillon de données censurées provenant d’'un modele AFT — LE.
On suppose que I'échantillon est constitué de n observations ¢;, i = 1,2, ...,n, tel que t; =
min(T;, C;) o T; est la durée de vie et C; est une censure aléatoire droite.

I’équation de la log-vraisemblance peut étre écrite sous la formule suivante :

n n A n
L(’Y) = Z d;In <Oé€7’BTZ + )\ti€72BTz) -« Z tiefﬁTz — 5 Z tlze*QﬁTz
=1 i=1 i=1

Les dérivées par rapport a chacun des parameétres «, A, 3y, 81, -..., B,,, nous donne les

fonctions de score

n _ BT n
=Y e e
oo — e=B"z 4 \te28"= — '
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5.3. Test d’ajustement pour le modeéle AFT-LE

n _ Tz n
oL _ 3 Oitie™ ! > e
O\ ae=B"z 4 \e=2872 2 — ‘

=1

oL "L 0 (e P 4 20t e 282 a T a T
I E ? E Btz § 2 —2B*z
9B, ae=Bz 4 \te—28" % ta — tie A — tie

8L - 57;(042’7;167'6112 + 222‘1)\751‘672BTZ> “ T u 9 _9g8T
- Z T Yy ta Z zatie T 7 N Z Zptle 207
9B, — ae P 2 4 \te=28 — —
oL " Si(azime "7 + 2z Me 28 7) = T & T
_ (2 m m 7 . . _6 z . 2 _25 z
9B Zl aeB"z 4 \tje=28"= ta Zl Zimli€ +A Z Zimt; €

i=1
Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont obtenus par des méthodes itératives

comme la méthode de Newton Raphson ou par des logiciels de calculs numériques.

5.3 Test d’ajustement pour le modéle AFT-LE

Nous allons adapter la statistique développée précédemment pour tester I’hypothese nulle
Hy selon laquelle des données proviennent d’un modeéle a durée de vie accélérée dont la
distribution de base est une exponentielle linéaire (AFT — LE).

Considérons I’hypothése nulle :

Hy: F(t) € Fy = {Fy(t,7),t € R',v € © C R}
Ou v = (a, v, \, By, 31)F. Comme auparavant pour les calculs, on ne considére que deux
variables explicatives et donc deux coefficients, sans pour autant perdre de généralités.

Prenons un intervalle de temps fini [0, 7] et divisons-le en k > s intervalles I; = (a;_1, a;] ou

les observations sont groupées,

0=<ag<aj..<ap1 <a,=4+00
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5.3. Test d’ajustement pour le modeéle AFT-LE

Pour que les fréquences théoriques soit égales dans les classes de groupement des données

I;, la valeur estimée a; des limites des intervalles sera donnée, dans ce cas, par :

. 5T BN (s A
i :—%B’BTZ—F 65\ a2+2>\< J Zl:l (i, %) 7 ap =tw), j=1,..,k

n—1i1+1

ol ¥ est le vecteur des estimateurs du maximum de vraisemblance du vecteur des parameétres
v, et
E; = Lidt-e_ﬂ%—l—étze_%% j=1,.k—1
o 9 TR
Par un tel choix, on a ¢; = % pour chaque intervalle I;.
Pour le calcul du critére de test Y? permettant de valider un modéle AFT — LE |, on
a besoin de déterminer toutes les composantes correspondant & ce modeéle et qui sont les
matrices W et I . On calcule d’abord les estimateurs du maximum de vraisemblance des

parameétres inconnus du modeéle sur les données initiales comme indiqué dans la section

précédente.

Calcul de la matrice /I/I7

Les éléments de la matrice estimée W sont obtenus & partir de la matrice oF

A 1 & e B
Ch— =
Y Z e 8"z 4 \te—26"=
Z:tiGI]'
I P L
2 — —
Toon =Bz 4 \te=28"=

(RAIF

A1 i ae*BTZqLQ)\tie*QBTZ
n

—BT2 =287z
iel, Q€ + At;e

1 i OéZileiﬁTZ + 2Zi1/\t7;672’8Tz

6'4' = —
] T T
n —B* z p—2B" z
el «e + At;e
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5.3. Test d’ajustement pour le modeéle AFT-LE

Calcul de la matrice 7

Vu la nécessité de la matrice d’information I = ()44 , nous avons calculé explicitement

tous ses éléments :

2
ae P74 2/\t»62ﬁTz)

1 n
o 52 i
tss = Z ( ae BTz 4 \te—28"

2
R 1 & OéZileiﬁTZ + 22’i1>\ti6725Tz
l4a = — Z 51 T T
n s ae P E 4 Ao

e~ o280z
ae=B"z 4 \te—28"= 046_5 24 \te2872

ae P 4 2Ati6_25T2>

=Bz 4 \te—28"= =Bz 4 \te28"=

_pT
e Bz

=Bz 4 \te—28"=

1 & e Bz
113 = 131 = 5 di T

OéZileiﬁTZ + 2Zi1)\ti€2’8Tz>

ae Bz 4 \te=28"z )

g|
iy
I8
_l’_
[\
>
~
D
e
=
I8

azile_ﬁTz + 2211)\ti6_26Tz
ae=B"z 4 \te—28"=



5.4. Simulations

' ! 1 i 0 ae7TE 4 2Nte W azine P74 2z e 28"
7 =1 = — .
34 43 n P ¢ ae—ﬁTz + /\tie_QfBTZ ae_BTZ + /\tie—%TZ
Tous les éléments composant la statistique de test Y, sont maintenant calculés, on déduit

alors sa forme explicite :

k 2 -1

U_e) ~
Y2 3 — ( J J WT
SCIIED T

=1

W

k

- A A Al

by — g CiiCrjA;
=1

Cette statistique est distribuée asymptotiquement selon une loi du chi-deux & k degrés

de liberté.

5.4 Simulations

Dans cette section, on propose une étude par simulations numériques pour déterminer
les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramétres du modeéle et des valeurs du

critére de test d’adéquation développé pour le modele AFT — LE.

5.4.1 Estimation des paramétres

Etant donné que les formules analytiques des estimateurs des parameétres du modéle
AFT — LE ne peuvent pas étre déterminés, nous utilisons alors les méthodes itératives pour
les calculer. Pour cela, sous I’hypothése nulle Hy, on simule N = 10.000 fois des échantillons
de tailles respectives ny = 15, ny = 25, ng = 50, ny = 130, ns = 350, ng = 500, avec
les valeurs suivantes des parametres o = 0.7, A = 2.5, 8, = 0.5, 5; = 0.98. En utilisant
I’algorithme BB solve et le logiciel R, on calcule les valeurs moyennes des estimateurs du
maximum de vraisemblance &, 5\, BO, B 1, et leurs erreurs quadratiques moyennes (SME) qu’on

regroupe dans le tableau suivant :
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5.4. Simulations

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ngy =130 | n5 = 350 | ng = 500
Q 0.5854 | 0.5985 | 0.6254 0.6523 0.6785 0.7020
S.M.E 0.0040 | 0.0032 | 0.0028 0.0021 0.0016 0.0004
A 2.2654 | 2.2925 | 2.3625 2.3745 2.4894 2.4998
S.M.E 0.0035 | 0.0029 | 0.0025 0.0019 0.0013 0.0008
Bo 0.5721 | 0.5654 | 0.5425 0.5254 0.5102 0.5019
S.M.E 0.0045 | 0.0039 | 0.0026 0.0019 0.0012 0.0006
31 0.9423 | 0.9525 | 0.9614 0.9654 0.9745 0.9802
S.M.E 0.0037 | 0.0025 | 0.0017 0.0012 0.0009 0.0005

Tab. 18. Les valeurs moyennes des EMV des parameétres et leurs erreurs

quadratiques moyennes du modéele AFT — LE.

Nous pouvons remarquer que les erreurs quadratiques moyennes des estimateurs obtenus

sont toutes tres faibles méme pour les petits échantillons. Les résultats sont trés satisfaisants.

5.4.2 La distribution de la statistique Y?(¥)

Pour étudier la distribution de la statistique Y;>(¥) proposée pour tester la validité d’un
modele AFT — LE, nous avons représenté les histogrammes des données des échantillons (de
différentes tailles) par rapport aux distributions du chi-deux correspondantes avec k degrés

de liberté (voir les exemples dans les figures ).
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5.4. Simulations

0o 012

004

0.00

o n=180
d -
g
(=]
3
g
(=]
Y2_n
8 -
n=35(0
— Chi-2
» =

Quelque soit la taille de I'échantillon, la statistique Y,?> du test de validation du modéle

AFT — LFE suit a la limite la distribution du chi-deux avec k degrés de liberté.
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5.5. Exemple de données de fiabilité

5.4.3 Statistique du test

Pour vérifier les résultats théoriques obtenus pour tester I’adéquation d’une série d’obser-
vations au modele AFT — LE, on compare les risques théoriques (¢ = 0.01 , 0.05, 0.1) et les
risques empiriques des criteéres de test calculés plus haut, pour 10,000 échantillons simulés
de la distribution AFT — LE(%) dont les tailles respectives sont n; = 15, ny = 25, ng = 50,

ng = 130, n5 = 350 et ng = 500 .

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | n3 =50 | ngy = 130 | ns = 350 | ng = 500
e=1% 0.0080 | 0.0084 | 0.0089 | 0.0095 0.0098 0.0102
e=5% 0.0475 | 0.0480 | 0.0482 | 0.0495 0.0508 0.0505
e =10% 0.0946 | 0.0965 | 0.0979 | 0.0983 0.0996 0.1003

Tab.19. Comparaison des risques empiriques et des risques théoriques correspondants

(¢ =0,1,0,05,0,01) pour les données censurées

Nous pouvons dire que la statistique Y,? est bien adaptée pour ajuster des données

censurées au modele AFT — LE.

5.5 Exemple de données de fiabilité

On consideére les données de Nelson (1990) concernant les temps de défaillance (7;) de 76
fluides isolants électriques testés & une tension comprise entre 26 et 38 kilovolts (kv). Cette
expérience a été exécutée assez longtemps pour observer les taux de défaillance de tous les
¢éléments. Nous supposons I’hypothese nulle Hy que la répartition du temps de rupture du
fluide est un modele & temps de vie accéléré dont la distribution de base est une exponentielle
linéaire (AFT — LE) dépendant de la variable explicative Z;; qui représente les niveaux de

tension appliqués v;.
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5.5. Exemple de données de fiabilité

Les données sont reportées dans le tableau suivant :

v;(kv) | Failure times T;

26 5.79, 1579.52, 2323.7

28 68.85, 426.07, 110.29, 108.29, 1067.6

30 17.05, 22.66, 21.02, 175.88, 139.07, 144.12, 20.46, 43.40, 194.90, 47.30, 7.74

- 0.4, 82.85, 9.88, 89.29, 215.10, 2.75, 0.79, 15.93, 3.91, 0.27, 0.69, 100.58, 27.80,

13.95, 53.2

” 0.96, 4.15, 0.19, 0.78, 8.01, 31.75, 7.35, 6.50, 8.27, 33.91, 32.52, 3.16, 4.85, 2.78,

4.67, 1.31, 12.06, 36.71, 72.89

36 1.97, 0.59, 2.58, 1.69, 2.71, 25.50, 0.35, 0.99, 3.99, 3.67, 2.07, 0.96, 5.35, 2.90, 13.77

38 0.47, 0.73, 1.40, 0.74, 0.39, 1.13, 0.09, 2.38

Données de Nelson

En utilisant le logiciel statistique R, nous trouvons les valeurs des estimateurs MV :
a = 2.6580, \ = 4.1856, 3, = —12.6788, 3, = 10.8954
Si nous choisissons k£ = 6 intervalles pour grouper ces données, les résultats des calculs

préliminaires obtenus sont exposés dans le tableau suivant :

a; | 2.4587 9.4521 25.3621 | 42.1576 | 127.456 | 2323.7

Uy | 23 19 9 6 10 9

e; | 8.3695 8.3695 8.3695 8.3695 8.3695 8.3695

Cy; 1 0.8454 | 0.2154 | 0.4157 | 0.6784 | 0.3178 | 0.1589

Cyj | —2.6584 | —1.3265 | —4.1569 | —5.1291 | —4.3651 | —2.3154

Cs; | 0.5124 0.6214 0.3124 0.7415 0.2365 0.1245

Cuj | —3.1547 | =7.6214 | —4.6252 | 0.1456 0.8952 0.7451

Table 20. valeurs des a;, e;, U, élj, C’Qj, C’gj, é4j

88



5.5. Exemple de données de fiabilité

Nous obtenons donc la valeur du test Y,
V?= X%+ Q = 5.6258 + 4.1592 = 9.785

Pour le niveau de signification ¢ = 0.05, la valeur de Y;? = 9.785 < x2 = 12.3204, nous

pouvons donc dire que le modéle proposé AFT — LE décrit convenablement ces données..
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CHAPITRE 6

Modele AFT — KwGEE

La distribution Kumaraswamy généralisée exponentielle exponentiée, notée Kw — GEFE,
introduite par Mohammed (2014) et présentée dans le premier chapitre est une distribu-
tion trés flexible. Ses multiples paramétres de forme font que cette distribution peut avoir
différentes formes de queues et des asymétries plus ou moins prononcées. En raison de ses
multiples champs d’applications, la distribution Kw — GEFE pourrait étre une distribution
de base pour un modeéle a durée de vie accélérée tres intéressant. Dans ce chapitre, nous
construisons un modeéle a temps de vie accéléré a partir de cette distribution qu’on appellera
AFT — KwGEFE . Apres ’étude des estimateurs du maximum de vraisemblance, on propose
la construction d’'un test d’ajustement du type du chi-deux modifié pour ce modeéle dans
le cas de censure aléatoire droite et de paramétres inconnus et estimés par la méthode du
maximum de vraisemblance sur données non regroupées. On confirme nos résultats par des

simulations et une application & des données réelles.

6.1 Construction du modéle AFT — KwGEE

Pour un modeéle AFT dont la distribution de base est la distribution Kumaraswamy

généralisée exponentielle exponentiée, la fonction de survie est donnée par :
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6.2. Estimation du maximum de vraisemblance

S(t,y) = So <te_f3TZ>
= {1 — (1 — exp {—)\te_ﬁTz}>aU}9

La fonction densité de probabilité correspondante sera donnée alors par la formule suiv-

ante :

$it.3) = et exp { e} (1= exp e} {1 (1 e { e )Y

Le taux de hasard et le taux de hasard cumulé sont obtenus par :

arafe™"* exp {—Ate‘ﬁT'z} (1 — exp {—Ate—ﬁTz}>M_l
1— (1 — exp {_)\tefﬁTZ})ao

h(t,y) =

et
H(ty) = 0 (1 - (1 - exp {20 }) ™)

6.2 Estimation du maximum de vraisemblance

Supposons que 'on a un n—eéchantillon (7;); ,, de variables aléatoires censurées & droite
de la distribution AFT — KwGEE, les observations consistent en t; = min(T;,C;) pour
1 =1,..,n ou T; représentent les taux de pannes et C; les taux de censure. Les distributions
de T; et de C; sont supposées indépendantes, la fonction de la log-vraisemblance du modéle

s’écrit alors :

n

L(y) = Z di[In act\ — Bz — /\6_’8th¢ + (o —1)In (1 — exp {—/\tie—ﬁTZ}>

=1

1 (1 _ (1 — exp {_)\tie*ﬁTz}ym)] + eiln <1 — (1 — exp {—)\tieiﬁTZ})aa>
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6.2. Estimation du maximum de vraisemblance

Les fonctions de score sont données par :

oln(l —expq —Mte?
oL _ > 6 S+7 { }
o ~ |a — (1 — exp {—Ate "=} )00

_002": <1 — exp {—)\tie Tz}> n <1 —exp {—)\tiG*BTZD

— 1— (1 — exp {—)\tie_ﬁTZ})w

O\ — A (1—exp{— At;e=B" ) (1—(1—exp{- Mt;e=B" 2 })eo)

aoc—1
n t@-e_ﬁ exp {—)\tie_ﬁ } <1 — exp {—)\tie_ﬁT })

1—(1—exp {—)\tiefﬁTz})M

oL i(& |:l tie_BT (1 aaexp{ At; e‘ﬁT} (1 exp{ At; e=8'z }>M>

—aof
i=1

1 aln (1 — exp {—At,-e_fBTz}>
) -

oL
= = > 6| v
0o p |:0 * 1— (1—exp{—)\tie*5 Z}

b i <1 — exp {—/\tie—ﬁTz}yU In <1 — exp {_Atie_BTz})

— 1— (1 — exp {—)\tiefﬁTZ})aa

g—g = 12”1: %—i—iln (1 — (1 — exp {—)\tie’ﬁT‘Z})aa)

(1 —exp{—Atie#"2}) (1 — (1 — exp {—At;e B2} )o0)

n tie’ﬂTZ exp {—)\tie’ﬂTz} (1 — exp {—)\tieﬁT'z}>wl
—ao )\l
“ Z_; 1 (1—exp {— e 2™

oL = i5 [ 1 AtieiﬁTz (1 — QO €Xp {_)‘tieiﬁ%} N (1 —xP {AtieﬁTz}yﬁ)]

g—L _ i 5 [Zﬂ - zl-l)\tie_BTz (1 — ao eXp_{T—)\tl-e_BTz} — <1 — exp {);tieﬁTz})ao)]
B4 (1 — exp {—/\tie B Z}) (1 — (1 —exp {—/\tie p Z})O“’)
ao—1

n zﬂtie_BTz exp {—)\tie_BTz} (1 — exp {—)\tie_ﬂTz})
— o\l oo
“ ; 1—(1—exp {—)\tiefﬁTZ})
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6.3. Test d’ajustement pour le modéle AFT-KwGEE

ZimAtie P2 (1 — Qo exp {—)\tie_BTZ} — (1 —exp {_)\tie—BTz}) )

A
B, — ! o (1 — exp {—/\tie_fBTz}) (1 — (1 —exp {—/\tie—ﬁTz})aU)

n Zimtie_ﬁTZ exp {—)\tie—ﬁTz} (1 —exp {—)\tie_ﬁTz}>aU_1
— ao )l o
oo Z 1— (1—exp{_)\ti€,ﬁ:rz})

i=1

En égalant ces fonctions & zéro, on obtient un systéme d’équations dont les solutions

sont les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres inconnus. Cependant
9 . N 2 . . K

on n’arrive pas a dégager des formes analytiques de ces estimateurs. On peut utiliser alors

n’importe quelle méthode itérative.

6.3 Test d’ajustement pour le modéle AFT-KwGEE

Pour valider le modele AFT — KwGFEE, on adapte la statistique de test du type du
chi-deux modifié décrit dans le chapitre deux. On procéde de la méme fagon que dans les
chapitres précédents pour les calculs.

Supposons 'hypothése nulle Hy que le taux de défaillance 7T; suit un modeéle & durée
de vie accélérée, dont la distribution de base est une exponentielle exponentiée généralisée
AFT — KwGEE.

Apreés avoir calculé les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres o, A, o, 0,
Bo, B1y s B, sur un échantillon aléatoire censuré a droite, on regroupe les observations dans
k classes I; limitées par a;. Ces limites sont fonctions de variables aléatoires telles que les
classes choisies soient de méme fréquence théorique e;.

La valeur estimée a; pour la distribution FKw — GEE est obtenue comme suit :

BTz “UH(4,4) — E;
dj:—eA In<1—|1—exp =1 (l,’w J
h\ 0(n—i+1)

1/a6

pour j =1,..k—1, a3 = ty,, avec



6.3. Test d’ajustement pour le modéle AFT-KwGEE

Avec ce choix, nous calculons les effectifs théoriques e; qui seront égaux dans toutes les

classes I; de groupement des données.

Calcul de la matrice W et C

pour calculer la forme quadratique () du test, on doit d’abord déterminer les éléments
qui composent les matrices W et C.

Apres de longs calculs, on trouve :

~ > —BTZ
. 1 1 61In(1 —exp {—Ate })
Chy =~ 0 | =+ —
! n i:;elj a 1-— (1 — exp {_)\te*BTz})d&

te=B'= (1 — Qo exp {—;\te_BTz} — (1 —exp {_;\te—BTz})dt%)
" itel (1 —exp {—j\tef’BTz}) (1 — (I —exp {—S\te*BTZ})&f’)

n 1 aIn(1 — exp {—S\te*BT'z})

~ 1
Cayj=— ) 0|=+ _
" i:;elj o 1-— (1 — exp {_)\te—BTz}>d&

iz €15
o 2“: e B> (1 — & exp {—Xte—ffz} —(1—exp {_ ;te—BTz})a&)
Csj = — 0; | =1+ - - . -
‘o BAI (1 —exp {—)\te—fBTZ}) (1 — (1 —exp {_)\te—BTz})aaf)

AT R T A o B
O Ol e s L) 5 i
06 ~n (51 _zll + ~ ~ A~ PN
Con iiti€l; (1 —exp {—)\tef TZ}) <1 —(1—exp {—Ate*BTZ})@&)

On déduit la matrice estimée W d’éléments :
k
Wi=> CyA7'Z;, 1=123456  j=1k
j=1
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6.3. Test d’ajustement pour le modéle AFT-KwGEE

Calcul de la matrice d’information estimée I :

La matrice symétrique d’information I est nécessaire pour le calcul de la matrice G
A r A - 11
G = uy — Zj:l C’le’l/jAj

Apreés un calcul laborieux, on a obtenu tous les éléments de la matrice I.

i=1
L 1 2
i3 = ; 0; (5 + aA(t;, fy))
. 16
44 = — — ?

I55 = — 25 —1 4+ AM( zﬁ))

. 1
leg — ﬁ Z 51 (_Zil + Zil)\M<ti: 7))2

R I~ 1 .
i=1

1 1
l16 = 25(5 + At 7)) (—zin + za AM (t;,7))

1=1



6.3. Test d’ajustement pour le modéle AFT-KwGEE

125_—25 (5 = M(t,7) (=14 AM (7))
lo6 = 25 % M(t;, 7)) (—zi1 + za AM (t;, 7))

f3g = %;% G + @A(ti,fy))
i35 = 25 +aA (7)) (=1 + AM(t:,7))
I36 = 25 + aA(ti, 7)) (—za + 20 AM (t;,7))
245*_2 =14+ AM(t;,7))
46 = Z —zi1 + zn AM (t;,7))

56 = —Zé —1+ AM(ti,7)) (—zi1 + za AM (t;,7))

ou A(t;,y) et M(t;,~y) représentent les quantités suivantes :

In(1 — exp {—S\tG*BT‘Z})
1—(1—exp {—S\te—BTZ})&&

. e+ (1- a0 o { ;;\te—BTZ} (e {_ xfﬁ?})ﬂ
(1 —exp {—)\tefﬁ Z}) (1 — (1 —exp {—)\te*ﬁ Z})aa>

Etant donné que les valeurs des effectifs théoriques e; sont déja calculées, les matrices

Alti,y) =

W, C , et I sont complétement déterminées, alors on déduit la statistique Y,> d’un test

d’ajustement pour le modele AFT — KwGEE :

9 -1

Vi) =3 Bl

W
U

T
W7 i =Y~ ClyCu Ay
j=1

Sous ’hypothése nulle Hy, cette statistique est distribuée selon une loi du chi-deux a k

degrés de liberté.

96



6.4. Simulations

6.4 Simulations

Une étude par simulations numériques s’avére nécessaire pour vérifier les différents ré-
sultats obtenus. On commence par calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance
sur données initiales non groupées pour des dizaines de milliers d’échantillons de différentes

tailles, ensuite les valeurs des critéres de test correspondants.

6.4.1 Estimation des paramétres

Pour confirmer la propriété de la convergence des estimateurs du maximum de vraisem-
blance, nous calculons l'erreur quadratique moyenne pour les EMV simulés de tous les
parameétres du modele. Supposons que le modele AFT — KwGEE est considéré, on simule
N = 10 000 fois des échantillons de différentes tailles, avec les valeurs suivantes des parameétres :
(¢ = 2,A = 15,0 = 0.7,0 = 0.9,58, = 0.6,5, = 0.8,). Nous utilisons le logiciel statis-
tique R et I’algorithme Barzilai-Borwein (BB) (Ravi, 2009)). Les valeurs de la moyenne des
estimateurs du maximum de vraisemblance &, %, ;\, Bl et 32 et leurs erreurs quadratiques
moyennes (S.M.E) sont calculées et données dans le tableau suivant (tailles des échantillons

ny = 15,ny = 25,13 = 50, n4 = 130, n5 = 350 et ng = 500) :
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6.4. Simulations

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ngy =130 | n5 = 350 | ng = 500
Q 1.8854 | 1.8985 | 1.9254 1.9523 1.9785 1.9998
S.M.E 0.0035 | 0.0032 | 0.0029 0.0025 0.0018 0.0009
A 1.2564 | 1.2952 | 1.3256 1.3754 1.4849 1.4998
S.M.E 0.0032 | 0.0027 | 0.0021 0.0015 0.0010 0.0005
o 0.6721 | 0.6754 | 0.6825 0.6854 0.6982 0.7002
S.M.E 0.0036 | 0.0031 | 0.0025 0.0018 0.0012 0.0008
0 0.9123 | 0.9125 | 0.9114 0.9044 0.9015 0.9002
S.M.E 0.0030 | 0.0024 | 0.0018 0.0012 0.0009 0.0003
30 0.5423 | 0.5648 | 0.5742 | 0.5842 0.5912 0.5998
S.M.E 0.0029 | 0.0021 | 0.0017 | 0.0013 0.0008 0.0002
Bl 0.8072 | 0.8062 | 0.8045 | 0.8024 0.8012 0.8002
S.M.E 0.0025 | 0.0018 | 0.0014 | 0.0010 0.0005 0.0003

Tab 21 Erreurs quadratiques moyennes des estimateurs du maximum

Comme nous le constatons, les erreurs quadratiques moyennes sont trés faibles et donc

de vraisemblance &, \, 5,0, 5, et ;.

on confirme la convergence des estimateurs du maximum de vraisemblance obtenus.

6.4.2 La distribution de la statistique Y,%(9)

Nous simulons N = 10000 fois des échantillons du modéle AFT — KwGFEFE, avec dif-

férentes valeurs des parameétres et avec des nombres différents de groupement de classes

k.

Nous présentons dans les figures les histogrammes des échantillons simulés par rapport a

la distribution du Chi-deux avec k ddl.
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6.4. Simulations

6.4.3 La statistique du test

Afin d’étudier la maniabilité et 'efficacité du test d’ajustement du type du chi-deux
modifié pour le modele AFT — KwGEFE(y) dans le cas ou les données sont censurées, proposé
dans ce travail, on a réalisé une importante étude par simulations numériques. Ainsi et pour
tester I’hypothése nulle Hj selon laquelle un échantillon de données provient de ce modéle,
nous générons 10, 000 échantillons de données censurées de distribution AFT — KwGEE(7)
dont les tailles respectives des échantillons sont ny = 15, ny = 25, ng = 50, ny = 130, n5 = 350
et ng = 500. On calcule les valeurs prises par la statistique Y,?(%) pour tous ces échantillons.
Sous Hy, cette statistique est distribuée selon un chi-deux, on compte alors le pourcentage
de rejet de I’hypothése Hy pour différents seuils de signification que 'on compare avec les

seuils théoriques correspondants. Les résultats obtenus sont exposés dans le tableau suivant :

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =950 | ng =130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0089 | 0.0092 | 0.0093 | 0.0095 0.0098 0.0101
e =5% 0.0467 | 0.0478 | 0.0489 | 0.0492 0.0495 0.0499
e=10% 0.0983 | 0.0986 | 0.0992 | 0.0996 0.0998 0.1001

Tab.22. Comparaison des risques empirique et du risques théoriques correspondant

(¢ =0,1,0,05,0,01) pour les données censurées

A partir de ces résultats, on constate que les niveaux de signification empiriques de la
statistique Y,? coincident avec ceux correspondants aux niveaux théoriques de la distributions
du chi-deux a k degrés de liberté. Par conséquent, nous pouvons dire que le test proposé peut

ajuster d’une maniere efficace des données censurées de la distribution AFT — KwGEE(7).
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6.5 Exemple de données de fiabilité

Pour déterminer la relation entre les taux de pannes de motos et la température de
fonctionnement, Nelson et Hahn (1972) ont étudié les durées de vie (en heures) jusqu’aux
pannes d’un ensemble de motos fonctionnant sous différentes températures. Ils utilisent les
tests de vie accélérée ou la température est un facteur de contrainte (stress) pour accélérer
les taux de pannes par rapport a ce qui serait observé dans des conditions de fonctionnement
normales, la température normale de fonctionnement étant de 130°. Le facteur de stress
(température) est constant dans le temps pour n’importe quelle motorisation particuliére.

Les données sont présentées dans le tableau suivant :

Stress

150° Les 10 motos sans censurées 8064 heures

170° 1764, 2772, 3444, 3542, 3780, 4860, 5196

les 3 motos sans censurées 5448 heures

190" | 408, 408, 1344, 1344, 1440

les 5 motos sans censurées 1680 heures

220° | 408, 408, 504, 504, 504

Les 5 motos sans censurées 528 heures

Table . durées de vie des motos (Nelson, 1972)

Supposons I’hypothése Hy que ces données suivent un modeéle & durée de vie accéléré

AFT — KwGEE, 'estimateur du vecteur de parameétres 4 de v obtenu est :

4 =(&,\,6,0,5,,3,)" = (9.5684, 7.2548, —4.2135, 2.259, 1.2356, 0.0456 )
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6.5. Exemple de données de fiabilité

Nous allons regrouper ces observations dans k = 4 intervalles I;, tous les calculs inter-

médiares sont présentés dans le tableau suivant :

a; | 8356 2185 6687 8064
U 5 5 3 10

Cy, | 00124 | —2.1544 | 0.7842 | —3.546
Co; | 21434 | 1.2398 | 24578 | 1.6520
Cs; | —9.6544 | —7.1584 | —4.2589 | —6.3214
Cy; | 0.1478 | 0.0012 | 0.0074 | 0.0436
Cs; | —7.1548 | —5.2146 | —6.3254 | —8.1245
Ce; | 0.9654 | 0.8456 | 0.7458 | 0.0142

Tab 23 Calculs des &j y Uj ; C’lj ;égj 3 égj y é4j ; é5j; éﬁj

Les effectifs théoriques obtenus sont e; = 7.2569 pour toutes les classes.

Ainsi, on obtient la valeur du critére de test Y,

V2= X%+ Q =2.3569 +4.2578 = 6.614 7

Au seuil € = 0.05, la valeur critique Y32 ,5(4) = 9.488 largement supérieure & la valeur de

Y2 =6.6147, on conclut que les données de Nelson sont distribuées selon le modeéle proposé

n

AFT — KwGFEE. Le modéle étant validé, on peut estimer la fiabilité ou bien toutes autres

caractéristiques relatives au fonctionnement de ces types de motos.
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CHAPITRE [

Modéle EKw — GEE

7.1 Introduction

Comme les distributions existentes ne sont plus en mesure de modéliser toutes les don-
nées réelles obtenues dans les différents domaines, de nouvelles généralisations sont proposées
dans la littérature récente. Grace aux multiples avantages de la distribution de Kumaraswamy
(1980), particulierement dans les simulations, beaucoup de nouveaux modeéles sont basés sur
cette distribution. Etant donné que la variable aléatoire ¢ de la distribution de Kumaraswamy
est comprise entre 0 et 1, Cordeiro et Castro (2011) proposent de la remplacer par une fonc-
tion de répartition GG, ce qui permet d’avoir différents modeéles selon la distribution de base
choisie. Ils obtiennent alors les distributions Kumaraswamy généralisées (Kw — () en partic-
ulier celles dont les distributions de base G sont les distributions de Weibull, gamma, Gumbel,
Kumaraswamy et normale. Mohammed (2014) a considéré la distribution Kumaraswamy-
exponentielle exponentiée généralisée Kw—GEE. D’un autre coté, Lemonte et al. (2013) ont
suggéré I'exponentiation de la distribution Kumaraswamy (EKw). En combinant les deux
approches, Huang et Oluyede (2014) ont proposé la distribution de Kumaraswamy-Dagum
exponentiée (EKw — D), tandis que Rodriguez et al. (2015), ils ont considéré I’exponentia-
tion de la distribution Kumaraswamy-exponentielle (FKw —exp). Les auteurs ont étudié les

propriétés statistiques des ces distributions et I’estimation du maximum de vraisemblance
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7.2. Construction du modéle EKw — GEE

dans le cas de données complétes sans toutefois proposer de techniques pour valider ces
nouveaux modeles.

En suivant la méme approche, nous introduisons une nouvelle distribution, flexible,
obtenue par I'exponentiation de la distribution Kw—GFEFE proposée par Mohammed (2014).
Cette distribution sera notée par FKw — GEE. Pour ces types de généralisations, les
parameétres additionnels permettent de modéliser I'aplatissement, I'asymétrie et la forme de
la queue des distributions ce qui les rend plus utiles dans les applications. Nous utilisons la
statistique introduite par Bagdonavicius et Nikulin (2011) pour développer un test d’ajuste-
ment du type du chi-deux modifié pour ce modele, dans le cas de censure aléatoire droite.
Ainsi avec la mise en place de ce test, on peut vérifier 'adéquation de plusieurs sous-modéles
tels que la distribution Kw — GEFE), les distributions exponentielles exponentiées (EE) avec
différents parametres, la distribution Kumaraswamy-exponentielle Kw — Fxp (Nadarajah et

al., 2012), et la distribution (EKw — exp) proposée par Rodriguez et al. (2015).

7.2 Construction du modéle F Kw — GEFE

La distribution Kumaraswamy exponentiée exponentielle généralisée EKw — GEFE est
définie par une puissance positive (0 > 0) d’une distribution généralisée de Kumaraswamy
avec la distribution exponentielle exponentiée généralisée GEE comme distribution de base.

La fonction de densité cumulée correspondante (cdf) est définie par

F(tv’y) - [1 — {1 — (1 _ e—At)aﬁ}J]Q

avec le vecteur des paramétres v = (\, a, 3,0,0)T ot A > 0 est le paramétre d’échelle, et
a,3,0,0 = 0 sont des parameétres de forme. La fonction de densité de probabilité (pdf) est

définie comme suit

f(t,7) = aproe (1 — e )Pt {1-(1- e_)‘t)aﬁ}a_l 1-{1-(1- e_At)O‘B}U}G_l .
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7.2. Construction du modéle EKw — GEE

La fonction de survie et le taux de hasard sont respectivement :

S(t;y) =1- [1 — {1 —(1- e—At>aﬁ}U}9

aBMge N (L= M) 1 - (1= e )Y 1 {1 (1 - e e}]
I-[1-{1-(1- e—At)aB}U](’

H(t;y) = —In (1 — [1 - {1 —(1- e—At)a,B}ar?)

Pour simuler une variable de loi de EKw — GEFE, on utilise ’équation non linéaire

1 1/ V/aB
T:—Xln(l—{l—(l—Zl/e) } >

Ou Z suit la distribution uniforme sur [0, 1].

Selon les valeurs prises par les parameétres de la distribution, la fonction du taux de hasard
et la fonction de densité de probabilité ont différentes formes, comme illustré dans les figures
17, 18 et 19. La fonction de densité de probabilité est décroissante ou en N avec une queue

plus ou moins aplatie et un taux de hasard de croissance plus ou moins rapide.

3 18 = het=04
18 — beta=05

o | Deta=1

N befa=3
a0 = Dpta=5

C;! i )

o | b 11

0 T T T T T —

Fig. 17. Densité de la EKw — GEE pour 5 = (0.4,0.5,1,3,5)
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o | = sigma=3
o — sigma=2
7 = sigma=1
S - sigma=0.5
4 = sigma=0.3
" oy
g T ""-:.::::.. i OO m
1 e A
M. ano
0 1 2 3 4 5 i

Fig. 18. Densité de la EKw — GEE pour ¢ = (3,2,1,0.5,0.3)

o 0

NS = thefa=0.2
= thpta=0.3

2 — hela=

thata=3

2 — hela=5

0

(]

(] .

C:i_l | | '-.-- ?ammo lOO E?

q’ T -
sigma=5
o 4 s!gma:Z
sigma=0.5
sigma=1
& M .
sigma=4
o
O —

Fig. 20. Taux de hasard de la EKw — GEFE pour o = (5,2,0.5,1,4)
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7.3. Estimation du maximum de vraisemblance pour données censurées

Q
@ — theta=0.2
o — theta=).3
< ) o {heta=1
o] theta=3
. = thefa=5
o
8]
o
- | |
0 1 2 3 4 5 i

Fig. 21. Taux de hasard de la EKw — GEFE pour § = (0.2,0.3,1,3,5)

Notons que si # = 1, la distribution EKw — GEFE est réduite a la distribution de Ku-
maraswamy exponentielle exponentiée généralisée Kw — GEE proposée récemment par Mo-

hammed (2014).

7.3 Estimation du maximum de vraisemblance pour

données censurées

Pour un modéle FEKw — GEE, I'équation de la log-vraisemblance sur un échantillon

aléatoire avec censure aléatoire droite non informative, est donnée par la formule suivante :

L(t;y) = Zn:(?i[ln afMo — At + (af —1)In (1 — e_’\ti) +(c—=1)n(1-(1- e_’\t")aﬂ)

FO= DI (1= {1 (1=~ (1= 1= {1 (1= e 7))
+) In (1 B e—At)aﬁ}fff)

on pose

u=1—¢eM
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7.3. Estimation du maximum de vraisemblance pour données censurées

Les fonctions de score pour les parameétres a,\, 3, 0 et 6 sont obtenues par :
3 3 o—1
u;” Inw; (1 —uy )

1 (1 —ug‘ﬁ)

u In u;

oL _ ;5,~%—|—51nui—6(0—1)11—u?5+05(9—1)

da

o—1 o70-1
u®” In (1_%&6) [1—(1—u?’8) }
]

()]

R M

oq60—1
5 )]

oL - 1 tie tie u?ﬁ

oL _ Zai[x—tﬁ(aﬁ—l)m_0‘5(0_1)1——“6

+080

OA i=1 i
tieMig Pt (1 — uq’@)a_l
+ao(0 — 1) =
1— (1 - u;“ﬁ>
o—1 oq60—1
tie MiytP ! (1 u?ﬁ) [1 — (1 uf‘ﬁ) ]
+abfo — T ]
- ()]
o—1 o\ 0—1
w e (1) (1= (1))
— affo o
5 ()

0461 af o1
oL n 1 4w 1n s u;  Inwuy (1 U, )
— = Sil= +alnuy, —a(c—1) “—— 4 ac(f -1 -
06 2 & ( s o=y - (1)

u?ﬁ Inwu; (1 — uf"B>Ul [1 — <1 — u?ﬁ>g} 91]

()T

o—1 oq60-1
n uf"glnui<1—uqﬁ) [1—(1—u9‘6> ]

)

oq60-1
5 )]

+aob

—aof
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a1, n 1 (1—u?ﬂ)aln<1—uf"8>

oL z”:(si l_|_ ln(l—(l—u?ﬂ)g)

ol — 0 1 [1_ (1—uf‘ﬁ>o]9

Z o0
5 )]
Nous obtenons un systéme d’équations non linéaires en égalant ces fonctions & zéro. Nous

utilisons alors des méthodes numériques pour déterminer les estimateurs du maximum de

vraisemblance des parameétres solutions de ces équations.

7.4 Test d’ajustement pour le modéle FKw — GEE

Vu 'importance de la distribution EKw — GEFE du fait qu’elle constitue des généralisa-
tions de plusieurs distributions, nous proposons un test d’ajustement basé sur I’approche de
Bagdonavicius et Nikulin (2011). Le critére de test déterminé sera utilisé aussi pour vérifier
I’adéquation des différents sous-modéles.

Supposons Hj que le taux de défaillance T; suit une distribution FKw — GEE. La

fonction de survie est :

0

St;y) =1- [1 _ {1 _a- 6”)”}1
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7.4. Test d’ajustement pour le modéle EKw — GEE

Apreés avoir calculé les estimateurs du maximum de vraisemblance des parameétres o, A, 3, 6,0,

nous calculons les nombres de défaillances théoriques :

Le choix de a; lorsque la distribution de base est une FKw — GEFE, est obtenu comme

1 H(4,4) - E e
d]:—iln 1— 11— 1—{1—exp< l:1n—';’_:/]_ ]>}

pour j =1,..,k—1, a, = t(,). Les intervalles I; = (a,-1, a;] de groupement des données

suit :
1/67 1/6B

obtenus auront les mémes effectifs e;.

Calcul de la matrice W et C

Pour le calcul de la matrice W, on a besoin des dérivées partielles de la fonction In h(t;5)
par rapport A , A, 3, o et 6.

Apreés quelques simplifications, nous trouvons les éléments de la matrice oF

n of Bnu, (1 —u® o
A 1 ug” In u; Uy Uy U;

1
D I e iy o

i€l Y

)

1 [1 - (1 - ufﬁ)g] "

o—1 oq6-1
u® In <l—uqﬁ> [1—(1—u?5> ]
]

. 1 & 1 tie M te M U?ﬁ
Cy = ﬁ‘tzel5i[x—ti+(@5—1)1_—em_&6((j—1>w
it €l Z

tieMig 0Pl (1 — uqﬁ) o
- (1 - u?5>
o—1 o760-1
tie Mg 2P (1 — u;w) [1 — (1 — ulaﬁ) }
]

1— [1 . (1 . uf‘ﬁ)a} "
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7.4. Test d’ajustement pour le modéle EKw — GEE

o—1
u® In (1 — uq’3>

]

N By
C3 = — Z dil= —k()zlrluZ a(o— 1)UZ—HOZz+ag(9_ 1) /
ztGI 1= 1_(1_%045)

P 1) - ()]
()T

—l—oza@

o L Z ik +1n< a5>_(9_1)<1_u?6> 1n<1—uaﬁ>

Z

mmel 1-— (1—uf‘6>
IR M (R0 R R N

I ] G G

1 _+ o
naaen \9 1o [1— (1—ufﬂ) }

On déduit la matrice W d’éléments :

Wz=Zészzlzj7 1=1,2,3,4,5 j=1,..k
j=1

Calcul de la matrice d’information estimée [

Si on pose

of (1 _ o) !
Altiy) = a0 —1)— (1)

1-— <l—uiaﬂ>

A i e i
1-— [1— (1_uia5) }
R(ti,) = (=) m(1-u?) 1= (1-0”) ] o1

[ ()]
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7.4. Test d’ajustement pour le modéle EKw — GEE

aprés de longs calculs, les éléments de la matrice d’information de Fisher estimée I sont

obtenues comme suit :

) 1 1 Blnuy, (1_(7“?6) 2
= ;51' a * 1—u + B [A(ti, 7) + Mt )]
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7.5. Simulations

) %12;251 l—i_ln(l—u?ﬁ)(l—G(l—ufﬁ))_6R<t

L5 =

Les fréquences théoriques e; et empiriques U; des taux de pannes dans les classes I; de
groupement des données, sont calculées, les estimateurs du maximum de vraisemblance, la
matrice d’information et les autres composants sont tous déterminés, on obtient alors la

statistique du test d’ajustement Y,? pour le modele EKw — GEE :

, -1

A N A 41
U — E Clel’jAj

=1

Y2 N o - (U]_ej)z T 7
(%) _Z—U +W W

n
J

j=1

dont la distribution est un chi-deux a k degrés de libertés.

7.5 Simulations

Pour confirmer les résultats obtenus plus haut, nous conduisons une importante étude
par simulations numériques. On calcule en premier lieu, les estimateurs du maximum de
vraisemblance des parameétres des différents échantillons, ensuite les critéres de tests respec-

tifs.

7.5.1 Estimation des paramétres

Nous effectuons N = 10, 000 simulations d’échantillons de données censurées du modéle
EKw—GEE (a =2,A=1.5,=3,0 =4,0 =0.5), de tailles respectives n; = 15, ny = 25,
nz = 50, ng = 130, n5 = 350 et ng = 500. Les valeurs moyennes des estimateurs du maximum
de vraisemblance &, 5\, B , 0, 0 et leurs erreurs quadratiques moyennes sont calculées pour tous

les échantillons et sont réunies dans la table 24.
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7.5. Simulations

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ngy =130 | n5 = 350 | ng = 500

Q 1.9124 | 1.9389 | 1.9459 1.9683 1.9889 1.9999

S.M.E 0.0035 | 0.0028 | 0.0022 0.0019 0.0015 0.0008

A 1.5254 | 1.9547 | 1.9789 1.9874 1.9921 1.9935

S.M.E 0.0042 | 0.0035 | 0.0029 0.0020 0.0015 0.0011

o] 0.5523 | 0.5415 | 0.5369 0.5221 0.5147 0.5012

S.M.E 0.0040 | 0.0032 | 0.0027 | 0.0019 0.0010 0.0005

o 0.8547 | 0.8496 | 0.8320 0.8298 0.8196 0.8007

S.M.E 0.0031 | 0.0029 | 0.0025 0.0019 0.0015 0.0004

A

0 0.5430 | 0.5369 | 0.5322 | 0.5296 0.5201 0.5102

S.M.E 0.0021 | 0.0019 | 0.0015 | 0.0012 0.0008 0.0007

Tab. 24. Les valeurs moyennes des EMV des parameétres et leurs erreurs

quadratiques moyennes pour les données censurées

Les résultats des simulations confirment le fait que les estimateurs du maximum de

vraisemblance obtenus sont convergents.

7.5.2 La distribution de la statistique Yg(%)

Pour montrer que la distribution de la statistique de test est invariante, nous avons
effectu¢ des simulations (N = 10.000) de la distribution de la statistique Y?(%) sous I'hy-
potheése nulle Hy, avec différentes valeurs de parameétres et différents nombres d’intervalles &
de regroupement de données soumises & une censure droite. Ensuite, nous avons représenté
les histogrammes des données des échantillons par rapport aux distributions du chi-deux

correspondantes avec k degrés de liberté (voir les exemples dans les figures ).
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7.5. Simulations

agsh 08 aw AW W alm
1

%A n=350

Tenant compte des erreurs des simulations, nous pouvons dire que la distribution limite

de la statistique Y?(%), est une distribution du chi-deux avec k degrés de liberté.
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7.5. Simulations

7.5.3 La statistique du test

Pour tester ’hypothése nulle H, selon laquelle un échantillon de données censurées a
droite, provient d’'un modeéle Kumaraswamy exponentiée exponentielle généraliste £ Kw —
GFEE(¥), nous utilisons les échantillons générés plus haut dont les tailles respectives sont
ny = 15, ng = 25, ng = 50, ny = 130, n5 = 350 et ng = 500. On calcule les valeurs prises par
la statistique de test Y2(¥) pour chacun de tous les échantillons. Comme cette statistique
suit une distribution du chi-deux & k dégrés de libertés sous I’hypothése nulle Hy, on compte
le nombre de cas ou Y2 = x% pour différents seuils de signification que I'on compare aux

seuils de signification théoriques correspondants. Les résultats sont exposés dans le tableau

suivant :
N = 10, 000 ny = 15 Ng = 25 Nnsg = 50 ng = 130 Ny = 350 neg = 500
e=1% 0.0086 | 0.0092 | 0.0095 | 0.0099 0.0122 0.0102
e=5% 0.0456 | 0.0472 | 0.0486 | 0.0492 0.0495 0.0502
e =10% 0.0952 | 0.0963 | 0.0976 | 0.0984 0.0997 0.1002

Table 25. Comparaison des risques empiriques et des risques théoriques correspondants

(¢ =0,1,0,05,0,01) pour les données censurées

Nous remarquons que les résultats sont trés satisfaisants et donc que cette statistique,
distribuée selon un chi-deux a k degrés de libertés, nous permet d’ajuster une série de données
au modele FKw — GEE.

Comme on ’a précisé plus haut, cette distribution généralise plusieurs autres. On va
utiliser ce critére de test pour déduire les différentes statistiques qui permettent de vérifier
I’ajustement des distributions en question. En suivant le méme procédé, on calcule les valeurs

des statistiques de test selon les distributions a valider.
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7.5. Simulations

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =950 | ny =130 | ns = 350 | ng = 500
e=1% 0.0075 | 0.0082 | 0.0089 | 0.0092 0.0097 0.0099
e =5% 0.0463 | 0.0475 | 0.0485 | 0.0488 0.0495 0.0498
e=10% 0.0948 | 0.0953 | 0.0979 | 0.0986 0.0992 0.0995

Table 26. Simulated levels of significance for Y2(7)test for Kw — GEE (A, , 3, 0)

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ng = 130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0079 | 0.0084 | 0.0088 | 0.0094 0.0098 0.0101
e =5% 0.0478 | 0.0489 | 0.0492 | 0.0505 0.0508 0.0502
e =10% 0.0898 | 0.0942 | 0.0975 | 0.0995 0.103 0.1003

Table 27. Simulated levels of significance for Y2(7) test for EKw — E (), 3,0,0) .

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ng = 130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0081 | 0.0089 | 0.0092 | 0.0097 0.0099 0.0103
e =5% 0.0489 | 0.0492 | 0.0498 | 0.0512 0.0505 0.0502
e =10% 0.0921 | 0.0955 | 0.0965 | 0.0978 0.0989 0.0995

Table 28. Simulated levels of significance for Y>(7) test for Kw — E (X, 8,0) .

N =10,000 | n; =15 | ny =25 | ng =50 | ng =130 | ny = 350 | ng = 500
e=1% 0.0089 | 0.0092 | 0.0095 | 0.0092 0.0099 0.0103
e =5% 0.0456 | 0.0478 | 0.0489 | 0.0492 0.0498 0.0504
e =10% 0.0932 | 0.0956 | 0.0978 | 0.0989 0.0992 0.0999
Table 29. Simulated levels of significance for Y*(7) test for Exp()).
N =10,000 | n; =15 | ny =25 | ng =50 | ng =130 | ny = 350 | ng = 500
e=1% 0.0082 | 0.0089 | 0.0091 | 0.0094 0.0098 0.0099
e =5% 0.0432 | 0.0466 | 0.0477 | 0.0488 0.0492 0.0499
e =10% 0.0943 | 0.0975 | 0.0986 | 0.0992 0.0098 0.1003

Table 30. Simulated levels of significance for Y>() test for Exp(\0)
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N =10,000 | nq =15 | neg =25 | ng =50 | ngy = 130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0083 | 0.0085 | 0.0089 | 0.0093 0.0098 0.0105
e=5% 0.0432 | 0.0449 | 0.0462 | 0.0478 0.0489 0.0502
e=10% 0.0945 | 0.0978 | 0.0989 | 0.0995 0.1012 0.1004

Table 31. Simulated levels of significance for Y2(7) test for GEE (), ).

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | n3 =50 | ngy = 130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0081 | 0.0084 | 0.0087 | 0.0094 0.0099 0.0102
e=5% 0.0412 | 0.0434 | 0.0456 | 0.0471 0.0482 0.0498
e =10% 0.0932 | 0.0945 | 0.0975 | 0.0986 0.0988 0.0999

Table 32. Simulated levels of significance for Y2(7) test for GEE (A, 0) .

N =10,000 | nq =15 | ng =25 | ng =50 | ngy = 130 | n5 = 350 | ng = 500
e=1% 0.0078 | 0.0083 | 0.0086 | 0.0092 0.0097 0.0099
e =5% 0.0456 | 0.0478 | 0.0482 | 0.0489 0.0495 0.0499
e =10% 0.0912 | 0.0932 | 0.0965 | 0.0979 0.989 0.999

Table 33. Simulated levels of significance for Y?(7) test for GEE (), af3).

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | n3 =50 | ng = 130 | ny = 350 | ng = 500
e=1% 0.0084 | 0.0087 | 0.0091 | 0.0096 0.0099 0.0103
e=5% 0.0465 | 0.0472 | 0.0483 | 0.0488 0.0495 0.0502
e =10% 0.0935 | 0.0955 | 0.0977 | 0.0982 0.0994 0.1001

Table 34. Simulated levels of significance for Y2() test for GEE (Ao, 0).

N =10,000 | ng =15 | ng =25 | ng =50 | ng = 130 | ny = 350 | ng = 500
e=1% 0.0091 | 0.0094 | 0.0098 | 0.0123 0.0112 0.0102
e=5% 0.0484 | 0.0491 | 0.0499 | 0.0532 0.0511 0.0504
e =10% 0.0945 | 0.0975 | 0.0989 | 0.0997 0.1013 0.1003

Table 35. Simulated levels of significance for Y2(7) test for GEE (A, af3)
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7.6. Exemple de données de fiabilité

Comme on peut l'observer, la statistique de test proposée ajuste de maniére trés satis-
faisante les différentes distributions. On peut conclure que le test construit peut étre utilisé
pour valider les distributions de Kumaraswamy, les distributions exponentielles exponentiées
(E'E) avec différents parameétres, les distributions Kumaraswamy-exponentielles Kw — Exp

(Nadarajah et al., 2012) et la distribution (£ Kw —exp) proposée par Rodriguez et al. (2015).

7.6 Exemple de données de fiabilité

Dans cette section, nous appliquons les résultats obtenus dans cette étude, & des données
réelles de la fiabilité (Crowder et al., 1991). Dans une expérience, pour obtenir des informa-
tions sur la force d’un certain type de cordon tressé apres les intempéries, les forces de 48
morceaux de cordon ayant résisté pendant un temps déterminé, ont été étudiées. Les valeurs
de force censurées a droite observées sont données ci-dessous :

26.8*, 29.6*, 33.4*, 35%, 36.3, 40*, 41.7, 41.9%, 42.5*, 43.9, 49.9, 50.1, 50.8,51.9, 52.1, 52.3,
52.3, 52.4, 52.6, 52.7, 53.1, 53.6, 53.6, 53.9, 53.9, 54.1, 54.6, 54.8, 54.8,55.1, 55.4, 55.9, 56,
56.1, 56.5, 56.9, 57.1, 57.1, 57.3, 57.7, 57.8, 58.1, 58.9, 59, 59.1, 59.6, 60.4, 60.7.

Nous voulons vérifier si ces données peuvent étre modélisées par la distribution K Kw —
GEE. Sous ’hypothése nulle Hy, en utilisant le logiciel R et la méthode de Newton Raph-

son,on calcule les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres inconnus :

~

n A A
- <&,A,6,&,9) — (5.5252, 0.5181,0.2579,0.0853, 5.3104)" .

On regroupe ces observations dans k = 5 Intervalles I; et on calcule tous les éléments

nécessaires pour déterminer la statistique Y2 :
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7.6. Exemple de données de fiabilité

a; | 49.987 | 53.243 54.987 | 57.125 60.700

U; |4 10 8 9 10

(i | —0.0007 | —0.0013 | —0.0009 | —0.0002 | —0.0011

Cy; | 1.0324 0.2083 1.6127 1.7439 1.8439

Cs; | —0.0160 | —0.0283 | —0.0214 | —0.0229 | —0.0241

Cyj | 2.0169 4.7217 3.7487 4.1944 4.6390

Cs; | —0.0083 | —0.0124 | —0.0089 | —0.0090 | —0.0088

ej | 7.8575 7.8575 7.8575 7.8575 7.8575

Table 36. valeurs des ?ij, €j, Uj, C’lj, égj, égj, C’4j, ég,j

On obtient alors la valeur de la statistique Y,? comme suit :

V2= X%+ Q = 4.7857 + 2.9779 = 7.7636

Pour le niveau de signification ¢ = 0.05, la valeur de Y2 = 7.7636 < x% = 11.0705, nous

pouvons affirmer que ces données suivent une distribution FKw — GEE.
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7.6. Exemple de données de fiabilité

Les statistiques de test Y;2 relatives aux sous-modéles de la distribution EKw — GEE

sont aussi calculées et présentées dans la table suivante :

Modeling distribution Y?
EKw— GEE()\ a, 8,0,0) | 7.7636
Kw— GEE(\, 8,0,0) 8.8456
EKw— E () $,0,6) 6.9856
Kw— E(8,0,0) 6.5231
Exp()\) 7.2365
Exp (\0) 9.2587
GEE () a) 7.2365
GEE () 6) 7.0256
GEE (A, af) 9.7895
GEE (\a,0) 11.0258
GEE () aff) 12.1256

Table 37. Valeurs des Y, pour les sous-modeles de la distribution

EKw—GEE(\a,p,0,0).
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CHAPITRE 8

Conclusion

La modélisation mathématique est et restera le moyen essentiel d’analyse de tous les
phénomeénes naturels, industriel, médical, socio-démographique, etc. Le choix de la distribu-
tion qui peut décrire convenablement les observations est crucial. Avec les grandes avancées
technologiques, les distributions existentes ne sont plus en mesure de modéliser la quantité
volumineuse et la diversité des données. De nouveaux modeéles sont alors proposés dans la
littérature statistique. Basés sur des généralisation de la distribution exponentielle, on a in-
troduit dans ce travail des modeles a durée de vie accélérée (AF'T) permettant d’obtenir en
un temps court, les taux de panne de matériels de plus en plus performants ou les durées de
vie en analyse médicale. Apres I’étude des caractéristiques statistiques des modéles proposés
AFT—GEE, AFT—LE et AFT— KwGEFE, et I'estimation des paramétres inconnus, nous
construisons des statistiques de tests du type du chi-deux modifié permettant d’ajuster des
observations & chacun de ces modeéles dans le cas de censure aléatoire droite et de parameétres
inconnus. De plus, on a proposé une nouvelle distribution EKw — GEFE trés flexible, basée
sur une généralisation de la distribution de Kumaraswamy. Grace aux parametres additifs,
on peut controler ’asymétrie, I'aplatissement et la queue de la distribution. Apres I'étude
statistique, un critére de test d’adéquation a été aussi mis en place pour ce modeéle. Sans ou-
blier pour autant qu’on a fourni des statistiques de tests pour valider le modéle exponentiel

exponentié généralisé (GEFE), le modele exponentiel linéaire généralisé (GLE), la distribu-
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tion Kumaraswamy généralisée exponentielle exponentiée (Kw — GEFE) et la transformée
de la distribution exponentielle linéaire généralisée (T'GLE) et ceci dans le cas de censure
aléatoire droite et de parameétres inconnus.

En perspectives, on s’intéresse & de nouvelles distributions obtenues par les nouvelles
méthodes de généralisations comme les G-distributions, I’exponentiation des fonctions de
répartitions. Aussi, on se propose I’étude des distributions des statistiques de tests classiques,

Anderson-Darling, Kolmogorov-Smirbov et Von-Mises pour les modéles étudiés.
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