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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l'étude de la stabilisation de certains sys-

tèmes thermo-élastiques unidimensionnels, le premier est un système formé de deux

équations hyperboliques couplées à deux équations paraboliques impliquant la tem-

pérature et la micro-température. Ce système apparaît en thermo-élasticité poreuse.

Le deuxième est un système poreux thermo-visco-élastique, où la conduction ther-

mique est donnée par la théorie de Green et Naghdi appelé type III. Le dernier est

aussi un système thermo-visco-élastique type III où les oscillations sont dé�nies par

le modèle de Timoshenko avec deux amortissements type mémoire.

Pour démontrer la stabilisation de ces systèmes, nous utilisons une technique des

multiplicateurs, elle se base sur la construction d'une fonctionnelle de Lyapunov

équivalente à l'énergie.

Dans les deux derniers systèmes nous introduisons deux nouveaux nombres de sta-

bilité et nous prouvons un résultat général de décroissance, à partir du quel la

décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers.

Pour mieux observer l'e�et de la dissipation faible (e�et thermique ou amortissement

thermo-visco-élastique) sur le changement de la nature des nombres de stabilité, nous

renvoyons le lecteur à [6].

Mots clés : Thermoélasticité type III - Poreux - Timoshenko - Stabilité - Fonc-

tionnelle de Lyapunov.



Abstract

In this thesis, we are interested in studying the stabilization of some one-dimensional

thermoelastic systems, the �rst is a system of two hyperbolic equations coupled to

two parabolic equations involving temperature and micro-temperature. This system

appears in porous thermoelasticity. The second is a porous thermoviscoelastic sys-

tem, where the thermal conduction is given by the theory of Green and Naghdi

called thermoelasticity type III. The last one is also a thermo-visco-elastic system

type III where the oscillations are de�ned by the model of Timoshenko with two

memory type damping.

To show the stabilization of these systems, we use a multipliers technique, it is ba-

sed on the construction of a Lyapunov function equivalent to energy. In the last two

systems we introduce two new stability numbers and prove a general decay result,

from which the exponential and polynomial decay are only special cases.

For better observe the e�ect of weak dissipation (thermal e�ect or thermo-viscoelastic

damping) on the change in the nature of stability numbers, we refer the reader to

[6].

Key words : Thermoelasticity type III - Porous - Timoshenko - Stability -

Lyapunov Function.
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جزئية  نظمة مكونة من معادلات تفاضليةأ رستقراا  طروحة،الأ هذه ندرس في
 و  ثرة بالحرارة  أالمعادلات ما يسمى بالأنظمة المت هذه تمثل ،حادية البعدأ
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Introduction

En mécanique, les mouvements vibratoires sont souvent nocives à la structure.

Pour cela, des amortissements de di�érents types ont été élaborés et incorporés di-

rectement dans le système, sur la frontière ou une partie de la frontière. Par exemple,

les amortissement de type friction, thermique ou viscoélastique. Ainsi, dans les appli-

cation il est crucial que la stabilisation se produit très rapidement, a�n d'empêcher

les dommages possibles de la structures ou de son fonctionnement. Dans la théorie

de la thermoélasticité, la déformation d'un corps est associée à un changement de

la température corporelle. En d'autres termes, la thermoélasticité traite la relation

entre les propriétés élastiques d'un matériau et sa température, ou entre sa conduc-

tivité thermique et ses contraintes. En fait, la théorie de la thermoélasticité remonte

au travail pionnier de Duhamel [7], quand il a dérivé les équations joignant la souche

dans un corps élastique au gradient de température. Plus tard en 1841, ces mêmes

résultats ont été con�rmés par Neumann [34].

Au cours des trois dernières décennies, les problèmes liés à la thermoélasticité clas-

sique ont été examinés par de nombreux auteurs et de nombreux résultats de sta-

bilité ont été établis. Par exemple, Muñoz Rivera [30] et Hansen [16] ont considéré

indépendamment le système

{
utt − αuxx + βθx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

θt − γθxx + δutx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,
(1)

viii



où u est le déplacement transversal d'un faisceau de longueur L et θ est la di�érence

de température, et ont prouvé que l'amortissement de la chaleur est assez fort pour

stabiliser exponentiellement la partie oscillante de l'équation d'onde.

Dans le système ci-dessus, le �ux de la chaleur est donné par la loi de Fourier. En

conséquence, cette théorie prédit une vitesse in�nie de propagation de la chaleur. A

un moment donné cette perturbation thermique a un e�et instantané ailleurs dans

le corps. Des expériences ont montré que la conduction de la chaleur dans certains

cristaux diélectriques à basse température est exempte de ce paradoxe et que les

perturbations, qui sont presque entièrement thermiques, se propagent à une vitesse

�nie. Pour surmonter ce paradoxe physique, il y'a eu plusieurs théories telle que la

thermo-élasticité de type III. Pour le contexte lié à cette théorie, nous renvoyons le

lecteur à Green et Naghdi [12]-[13].

Muñoz Rivera et Racke [32] ont étudié le système thermo-élastique type Timoshenko

suivant 
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + γθx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θt − κθxx + γψtx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

(2)

où ϕ, ψ et θ sont le déplacement transversal, l'angle de rotation du �lament et

la di�érence de température, respectivement. Ils ont montré que le système, avec

diverses conditions aux limites, est exponentiellement stable si et seulement si les

vitesses de propagation sont égales. Notons par κ0 la di�érence entre ces vitesse

κ0 =
ρ1

k
− ρ2

b
. (3)

Un grand nombre de résultats intéressants sur la décroissance exponentielle des sys-

tèmes de Timoshenko avec une dissipation e�cace dans une seule équation ont été

établis, à condition que κ0 = 0. Ammar Khodja et al. [1] ont considéré l'e�et de



mémoire. Rivera et Fernandez [31] ont étudié les systèmes de Timoshenko avec une

histoire passée avec des conditions appropriées sur le terme histoire. Voir aussi [10],

[2], [14], [33] et [25] et les références qui s'y trouvent.

Pour des données initiales su�samment régulières, Guesmia et al [15] ont montré

que le taux de décroissance du système (2) est polynomial, quand κ0 6= 0.

Magaña et Quintanilla [24] ont considéré le système thermo-élastiques poreux sui-

vant 
ρutt − µuxx − bϕx + βθx − γutxx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

Jϕtt − bϕxx + bux + ξϕ−mθ = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

cθt − kθxx + βutx +mϕt = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

(4)

où u est le déplacement transversal, ϕ est la di�érence de fraction volumique et θ est

la di�érence de température. Ils ont montré que la dissipation produite par l'amor-

tissement thermique dans la troisième équation en présence du fort amortissement

utxx n'est pas assez puissante pour stabiliser uniformément le système.

Contrairement à cela, Casas et Quintanilla [4] ont montré qu'une dissipation par

un amortissement poreux τϕt dans la seconde équation, en plus de la dissipation

thermique, su�t pour stabiliser le système obtenu de manière exponentielle.

Messaoudi et Fareh [26] ont considéré le système poreux avec mémoire suivant


ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x + θx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ψtt − bϕxx + k(ϕx + ψ) + θ +

∫ t

0

g(t− s)ψxxds = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θt − κθxx + ϕxt + ψx + θx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

(5)

où g est une fonction de relaxation supposée satisfaire certaines conditions. Ils ont

obtenu, pour le cas κ0 = 0, un résultat général de décroissance, donnant notamment

les taux de décroissance exponentielle et polynomiale. Le cas où κ0 6= 0 a été discuté



dans [27]. Voir aussi [38].

Avec la nouvelle théorie de thermoélasticité, Messaoudi et Said-Houari ont considéré

le système thermoélastique type III de la forme de Timoshenko suivant
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ψtt − bϕxx + k(ϕx + ψ) + βθx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θt − κθxx + ϕxt + ψx − αθtxx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0.

(6)

Ils ont prouvé une décroissance exponentielle dans le cas où κ0 = 0. Et en ajoutant

à la deuxième équation de ce dernier système un amortissement viscoélastique de la

forme

∫ ∞
0

g(s)ψxx(t− s, .)ds [29]. Ils ont prouvé que l'énergie décroit exponentielle-

ment pour des vitesses de propagations égales et décroit polynomialement pour des

vitesses de propagations non égales c'est à dire κ0 6= 0.

Djebabla et Tatar [6] ont amélioré le résultat précédent en remplaçant la dissipation

forte par une autre plus faible de type visoélastique de la forme

∫ ∞
0

g(t − s)θxxds,

plus precisement, ils ont étudié le système
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ψtt − bϕxx + k(ϕx + ψ) + βθx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θtt − lθxx + β

∫ t

0

g(t− s)θxx(x, s)ds+ γψttx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

(7)

et ils ont introduit deux nouveaux nombres de stabilité exponentielle ν1 et ν2 telles

que

ν1 =
bρ1

k
− ρ2 − γ et ν2 = l − kρ3

ρ1

− γ.

Dans [21], Ka�ni a considéré le système (2) et a prouvé, pour les mêmes conditions

sur les coe�cients mais pour des fonctions de relaxation décroissantes plus géné-

rales, un résultat général de décroissance, dont les décroissances exponentielles et

polynomiales ne sont que des cas particuliers.

Plus tard, Santos [37] a dé�ni un autre nombre de stabilité χ0 pour le système de



Timoshenko suivant avec un deuxième son

ρ1utt − k(ϕx + ψ)x = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ux + ψ) + δθx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θt + qx + δψxx − δθ = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

τqt + βq + θx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

où il a utilisé la théorie des semi-groupes et il a montré que le système décroit

exponentiellement si et seulement

χ0 = (τ − kρ1

ρ3

)(ρ2 −
bρ1

k
)− τρ1δ

2

ρ3k
= 0.

Dans cette thèse, nous considérons trois problèmes. Le premier est un système

thermo-élastique poreux unidimensionnel formé de quatre équations di�érentielles

partielles. Deux équations hyperboliques couplées à deux équations paraboliques,

l'amortissement est constitué de champ thermique classique et de microtempéra-

ture. En utilisant la méthode des multiplicateur nous établissons un résultat de

décroissance exponentielle de l'énergie.

Le deuxième est un système thermo-élastique poreux unidimensionnel de thermo-

élasiticité type III. En amortissant ce système par une dissipation thermique faible.

Nous prouvons un résultat général de décroissance avec deux nouveau nombres de

stabilité.

Le dernier problème est un système thermo-élastique type Timoshenko, type III

amorti par deux dissipations visco-élastiques. En appliquant la méthode de l'éner-

gie, un résultat de stabilité générale est obtenu. Il convient de mentionner ici qu'à

notre connaissance, il n'y a pas de résultat concernant les systèmes de Timoshenko

type III, en présence de deux amortissements de type mémoire.

Cette thèse se compose de quatre chapitres :

Chapitre 1 : Nous prèsentons des notions préliminaires.



Chapitre 2 : Concerne un problème thermo-élastique poreux avec un e�et ther-

mique et un e�et micro-thermique, il est constitue de trois sections : position du

problème, résultat d'existence et d'unicité et résultat de stabilité exponentielle.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous étudions un problème poreux de thermo-

élasticité type III, en utilisant la méthode des multiplicateurs nous démontrons la

stabilité générale de ce systéme.

Chapitre 4 : Ce dernier chapitre constitue l'essentiel de ce travail. où nous nous

intéressons à la stabilité de la poutre de Timoshenko de thermo-élasticté type III et

nous donnons un résultat de décroissance générale. Il a fait l'objet d'une publication

dans une revue internationale : K. Ghennam and A. Djebabla, Energy decay re-

sult in a Timoshenko-type system of thermoelasticity of type III with weak damping,

Mathematical Methods in the Applied Sciences, DOI :10.1002/mma.4873, (2018).





Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques espaces de Sobolev et certaines inéga-

lités dans ces espaces qu'on utilisera ultérieurement et nous donnons brièvement,

les dé�nitions et les notations de quelques produits de convolution et aussi quelques

inégalités intégrales qui nous seront utiles pour la suite de notre travail. Dans ce qui

suit, on désignera par Ω un ouvert de Rn

1.1 Espace de sobolev

Commençons par les espaces Lp(Ω).

1.1.1 Les espaces Lp(Ω)

Dé�nition 1.1.1. 0n dé�nit l'espace Lp(Ω) par

Lp (Ω) = {f :Ω→ R, mesurables telles que (1.1)∫
Ω

|f(x)|p dx < +∞ , si 1 ≤ p < +∞ et sup ess |f(x)| < +∞, si p = +∞}

Théorème 1.1.1. Les espaces Lp(Ω), munis des normes suivantes

||f ||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
)1

p
, pour 1 ≤ p ≤ +∞ et ||f ||L∞ = supess|f(x)|,

(1.2)

1



Chapitre 1. Notions préliminaires

sont des espaces de Banach.

Remarque 1.1.1. Pour p = 2, l'espace L2 (Ω) est un espace de Hilbert.

1.1.2 Les espaces de sobolev Hm(Ω)

Théorème 1.1.2. Etant donné m ∈ N, on désigne par Hm(Ω) l'espace de Sobolev

où

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω)/ ∀α, |α| ≤ m ∃vα ∈ L2(Ω) tel que vα = ∂αu au sens faible}

(1.3)

On introduit sur Hm le produit scalaire

〈u, v〉 =
∑
αleqm

〈∂αu, ∂αv〉, (1.4)

et la norme associée ||u||Hm =
√
〈u, v〉m.

Théorème 1.1.3. Soit Ω un ouvert de Rn et soit m ∈ N. L'espace Hm (Ω) muni

du produit scalaire (1.4) est un espace de Hilbert séparable.

Dans le cas m = 1 on utilise la densité de C∞c (Ω) pour dé�nir l'espace de Sobolev

suivant :

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) tel que u = 0 sur ∂Ω}. (1.5)

H désigne un espace de Hilbert, H
′
son dual.

Théorème 1.1.4. [3] (Lax-Milgram) Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue

et coercive. Alors pour tout ϕ ∈ H ′ il existe u ∈ tel que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété.

u ∈ H et
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, u〉 = Min

{
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉

}
∀v ∈ H.

2



1.2 Quelques inégalités

Théorème 1.1.5. [3] (Hille-Yosida) Soit A un opérateur maximal monotone dans

un espace de Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction

u ∈ C1([0,+∞];H) ∩ C([0,+∞];D(A))

unique telle que


du

dt
+ Au = 0 sur [0,+∞[

u(0) = u0 (donnée initiale).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et |du
dt

(t)| = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

1.2 Quelques inégalités

Lemme 1.2.1. (Inégalité de Hölder) Soient p et p deux nombres réels conjugués

c'est à dire
1

p
+

1

q
= 1. Alors, pour tous f ∈ Lp (Ω) g ∈ Lq (Ω) , et q ∈ ]1,+∞[ on a

∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤
(∫

Ω

|f(x)|p dx
) 1

p
(∫

Ω

|g(x)|q dx
) 1

q

. (1.6)

Remarque 1.2.1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inégalité

de Hö lder dans le cas p = 2, q = 2.

Lemme 1.2.2. (Inégalité de Young) Soient p et q deux nombres réels conjugués

dans ]1,+∞[. Alors, pour tout α et β ∈ R+ on a

αβ ≤ ε

p
αp +

1

qε
1

p−1

βq, ∀ε > 0. (1.7)

En particulier pour p = q = 2 on a

αβ ≤ ε

2
α2 +

1

2ε
β2, ∀ε > 0. (1.8)

3



Chapitre 1. Notions préliminaires

Lemme 1.2.3. (Inégalité de Poincaré) Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné. Il existe

une constante c > 0 véri�ant :

∀f ∈ H1
0 (Ω) : ‖f‖H1(Ω) ≤ c ‖∇f‖L2(Ω) , (1.9)

où ∇f =

(
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, ...
∂f

∂xn

)
.

Notons qu'à partir de cette inégalité, on montre que ‖∇f‖L2(Ω) dé�nit une norme

sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme de H1 (Ω), et par conséquent H1

0 (Ω) est un espace

de Hilbert par rapport au produit scalaire :

〈f, g〉H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇f(x).∇g(x)dx. (1.10)

Aussi, on donne l'inégalité de Poincaré habituelle dans L2 (Ω) à partir du lemme

suivant :

Lemme 1.2.4. Soit f ∈ H1
0 (Ω). Alors il existe une constante C positive véri�ant

‖f‖L2(Ω) ≤ C ‖∇f‖L2(Ω) . (1.11)

1.3 Produit de convolution

Dé�nition 1.3.1. (Produit de convolution) Le produit de convolution de deux

fonctions réelles ou complexes f et g est une fonction, qui se note généralement

(f ∗ g) et qui est dé�nie par :

(f ∗ g) (t) =

∫ t

0

f(t− s)g(s)ds =

∫ t

0

f(s)g(t− s)ds. (1.12)

Dé�nition 1.3.2. Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes. On dé�nit les

opérateurs binaires � et ◦ respectivement par

(f � g) (t) =

∫ t

0

|f (t− s)| (|g (t)− g (s)|) ds (1.13)
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1.3 Produit de convolution

et

(f ◦ g) (t) =

∫ t

0

|f (t− s)| |g (t)− g (s)|2 ds (1.14)

Lemme 1.3.1. [1] Soientf etg deux fonctions de C1 [0, L], alors on a

(g ∗ f)
df

dt
= −1

2
g(t) |f(t)|2 +

1

2

(
dg

dt
◦ f
)
− 1

2

d

dt

(
g ◦ f −

(∫ t

0

g(s)ds

)
|f(t)|2

)
.

(1.15)

Lemme 1.3.2. [9] Soit g une fonction de C1[0, L]. Alors, il existe une constante

positive c0 tel que ∫
Ω

(g � f)2 dx ≤ c0

∫
Ω

(gof) dx,

pour tout f ∈ L2 (0, L).

Remarque 1.3.1. Utisant le Lemme 1.3.2 et l'inégalité de Poincaré, avec −g′ , au

lieu de g, on obtient∫
Ω

(∫ t

0

−g′(t− s) (h(t)− h(s)) ds

)2

dx ≤ c0

∫
Ω

(
g
′ ◦ hx

)
dx.

Lemme 1.3.3. Supposant que la fonction g ∈ C1[0, L]. Alors, il existe une constante

positive c0 tel que∫
Ω

(hx − (g ∗ hx))2 dx ≤ c0

(∫
Ω

h2
xdx+

∫
Ω

(g ◦ hx) dx
)
, t ≥ 0,

pour tout h ∈ L2 (Ω) .

Preuve. Utilisant le fait que
(
a2 + b2

)
≤ 2a2 + 2b2 et le lemme 1.3.2, on obtient∫

Ω

(hx − (g ∗ hx))2 dx

≤ 2

∫
Ω

h2
xdx+ 2

∫
Ω

(

∫ t

0

g(t− s) (hx(t)− hx(s)− hx(t)) ds)2dx

≤

(
2 + 4

(∫ t

0

g(s)ds

)2
)∫

Ω

h2
xdx+ 4

∫
Ω

(g � hx)2 dx

≤ c0

(∫
Ω

h2
xdx+

∫
Ω

(g ◦ hx) dx
)
.

d'où le résultat. �
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Chapitre 1. Notions préliminaires

1.4 Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans

la stabilisation des systèmes d'évolution dissipatifs et aussi non dissipatifs. En ef-

fet, plusieurs résultats concernant l'estimation de l'énergie de certains problèmes

dissipatifs sont basés sur les lemmes suivants :

Lemme 1.4.1. [17] SoientE : R+ → R+ une fonction continue décroissante et

φ : R+ → R+ une fonction strictement croissante de classe C1 (R+) telle que :

φ (0) = 0 et lim
t→+∞

φ (t) = +∞. Supposant que : ∃p ≥ 0 et d > 0 tels que

∫ +∞

s

φ′(t)Ep+1dt ≤ 1

d
Ep (0)E (s) , ∀s > 0. (1.16)

Alors 
E(t) ≤ E(0)e1−dφ(t) ∀t > 0 si p = 0

E(t) ≤ E(0)

(
1 + p

1 + pdφ(t)

) 1
p

∀t > 0 si p > 0,
(1.17)

dans le cas particulier où φ (t) = t on déduit les inégalités suivantes :

a) E(t) ≤ E(0)e1−dt ∀t > 0 si p = 0 (1.18)

b) E(t) ≤ E(0)

(
1 + p

1 + pdt

) 1
p

∀t > 0 si p > 0,

appelées respectivement, estimation exponentielle [17] et estimation polynomiale [22].

Lemme 1.4.2. [8] Soit E : R+ → R+ une fonction continue (décroissante) véri�ant

∫ +∞

s

φ(E(t))dt ≤ 1

d
E (s) , ∀s > 0, (1.19)

où d est un réel strictement positif et φ : R+ → R+ est une fonction convexe et stric-

tement croissante véri�ant φ (0) = 0. Alors il existe trois réels strictement positifs

t0, c0 et c1 tels que

E(t) ≤ φ−1

(
ψ−1 (c0t)

c1t

)
, ∀t > t0, (1.20)
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1.4 Inégalités intégrales

où ψ : R+ → R+ est dé�nie par

ψ(s) =

∫ 1

s

1

φ (t)
dt, ∀s > 0. (1.21)
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Chapitre 2

Système poreux avec e�et thermique

et microthermique

Ces dernières années, les matériaux poreux, sont largement utilisés dans l'ingé-

nierie, tels que les véhicules, les avions, les grandes structures spatiales et ainsi de

suite.

En raison de leurs applications étendues, le problème d'élasticité de ce type de maté-

riaux est devenu une question brûlante qui attire l'attention de nombreux chercheurs.

En introduisant le concept d'une théorie continue des matériaux granulaires et in-

terstitiels, Goodman et Cowin en 1972 [11] ont proposé une extension de la théorie

de l'élasticité classique aux milieux poreux. Outre les e�ets élastiques habituels, la

masse de ces matériaux dans chaque point peut être obtenue comme le produit de

la densité massique de la matrice de matière par la fraction volumique. Cette idée

a été développée par Nunziato et Cowin [35] pour proposer une théorie non-linéaire

pour ce type de matériaux élastiques. Ensuite en 1983 [5], Cowin et Nunziato ont

établi la théorie linéaire de ces matériaux. Plus tard Ie³an [18]-[20] a ajouté à cette

théorie la température ainsi que l'élément microtempérature.

Les équations d'évolution pour les matériaux poreux en une dimension et en présence
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de la température et la micro température sont données parρutt = Tx, Jφtt = Hx +G

ρηt = qx, ρEt = Px + q −Q

où T est le stress, H est le stress équilibré, G est la force corporelle équilibrée, q est

le �ux de chaleur, η est l'entropie, P est le premier moment de �ux de chaleur, Q

est le �ux de chaleur moyen et E est le premier moment de l'énergie. Les variables u

et φ sont, respectivement, le déplacement du matériau élastique solide et la fraction

volumique.

Et les équations constitutives sont

T = µux + bφ+ γutx − βθ, H = αφx − dω,

G = −bux − ξφ+mθ − τφt, ρη = βux + cθ +mφ,

q = κθx + κ1ω, P = −κ2ωx,

Q = κ3ω + κ4θx, ρE = −δω − dφx.

où θ et ω sont la température et la microtempérature, respectivement. Et ρ, J, µ, γ,

α, d, ξ,m, β, c, κ, κ1, κ2, κ3, κ4, δ sont les coe�cients constitutifs dont la signi�cation

physique est bien connue.

Notons que le concept de micro-température vient d'être utilisé dans la théorie

de la thermodynamique pour les matériaux élastiques à microstructure. Dans [36],

Santos a étudié le système élastique poreux en présence de viscosité poreuse et sans

dissipation élastique. Et en le combinant avec des microtempératures, il a obtenu le

système suivant
ρutt − µuxx − bφx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

Jφtt − αφxx + bux + dωx + ξφ+ τφt = 0 x ∈ [0, L], t ≥ 0,

δωt − κ2ωxx + dφtt + κ3ω = 0 x ∈ [0, L], t ≥ 0,

(2.1)

et il a montré qu'il est exponentiellement stable si et seulement si
ρ

µ
− J

α
= 0, et

qu'il décroit polynomialement avec un taux optimal si et seulement si
ρ

µ
− J

α
6= 0.

9



Chapitre 2. Système poreux avec e�et thermique et microthermique

Le système (2.1) a été étudié par A. Magaña et R. Quintanilla dans [23] et [24].

Là, les auteurs ont utilisé le théorème de Routh-Hurwitz pour prouver l'absence de

décroissance exponentielle si
ρ

µ
− J

α
6= 0.

Dans ce chapitre, nous considérons un système thermoélastique poreux formé d'équa-

tions amorti par des e�ets thermal et micro-thermale impliquant la di�érence de

température et la microtempérature. nous prouvons l'existence et l'unicité de la

solution et la décroissance exponentielle de l'énergie.

2.1 Position du problème

Considérons le système thermo-élastique suivant :

ρ1utt − k(ux + ϕ)x + γθx = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

ρ2ϕtt − αϕxx + k(ux + ϕ) + dωx −mθ = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

ρ3θt − lθxx + γutx +mϕt − k1ωx = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

ρ4ωt + k2ω − k3ωxx + k1θx + dϕtx = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), ϕ(x, 0) = ϕ0(x),

ϕt(x, 0) = ϕ1(x), ω(x, 0) = ω0(x), θ(x, 0) = θ0(x),

u(x, t) = ϕx(x, t) = θx(x, t) = ω(x, t) = 0, x = 0, 1,

(2.2)

où ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, α, γ, l, m, d, k, k1, k2, k3 sont des constantes positives, u est le

déplacement, ϕ est la fraction volumique, θ est la di�érence de température et ω est

la microtempérature.

A�n de pouvoir utiliser l'inégalité de Poincaré pour ϕ et θ, on déduit de la troisième

équation du système (2.2)

d

dt

∫ 1

0

θdx = −m
ρ3

d

dt

∫ 1

0

ϕdx, t ≥ 0.

∫ 1

0

θdx+
m

ρ3

∫ 1

0

ϕdx =

∫ 1

0

θ0(x)dx+
m

ρ3

∫ 1

0

ϕ0(x)dx, ∀t ≥ 0.
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2.1 Position du problème

En supposant les conditions suivantes ( ces conditions ont été imposées dans [4]),

∫ 1

0

θ0(x)dx =

∫ 1

0

ϕ0(x)dx = 0, (2.3)

nous obtenons ∫ 1

0

θdx = −m
ρ3

∫ 1

0

ϕdx.

A partir de la deuxième équation du système (2.2) nous aurons

ρ2
d2

dt2

∫ 1

0

ϕdx+ k

∫ 1

0

ϕdx−m
∫ 1

0

θdx

= ρ2
d2

dt2

∫ 1

0

ϕdx+ (k +
m2

ρ3

)

∫ 1

0

ϕdx = 0,

donnant ∫ 1

0

ϕdx = (

∫ 1

0

ϕ0(x)dx) cos(νt) +
1

ν
(

∫ L

0

ϕ1dx) sin νt, ∀t ≥ 0,

où ν =

√
k

ρ2

+
m2

ρ2ρ3

.

Ainsi, si nous mettons

ϕ̄(x, t) = ϕ(x, t)− 1

ν

(∫ 1

0

ϕ1(x)dx

)
sin(νt), t ≥ 0, x ∈ [0, 1]

et

θ̄(x, t) = θ(x, t)−
∫ 1

0

θ(x, t)dx = θ(x, t) +
m

ρ3

∫ 1

0

ϕ(x, t)dx

= θ(x, t) +
m

ρ3ν
(

∫ 1

0

ϕ1(x)dx) sin(νt), t ≥ 0, x ∈ [0, 1]

nous trouvons ∫ 1

0

θ̄(x, t)dx =

∫ 1

0

ϕ̄(x, t)dx = 0, t ≥ 0 (2.4)

et (u, ϕ̄, θ̄, ω) véri�é le système (2.2).

Dans la suite nous allons travailler avec ϕ̄ et θ̄ mais par commodité nous utilisons à

leur place ϕ et θ.
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Chapitre 2. Système poreux avec e�et thermique et microthermique

2.2 Résultat d'existence et d'unicité

Dans cette section, en utilisant le théorème de Hille-yosida, nous démontrons

l'existence et l'unicite de la solution du système (2.2).

Soit l'espace de Hilbert suivant

H = H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)×H1

∗ (0, 1)× L2
∗(0, 1)× L2

∗(0, 1)× L2(0, 1)

où

H1
∗ (0, 1) = {ω ∈ H1(0, 1);

∫ 1

0

ωdx = 0},

L2
∗(0, 1) = {ω ∈ L2(0, 1);

∫ 1

0

ωdx = 0}.

L'espace H est muni du produit scalaire

〈U, Ū〉 =

∫ 1

0

{ρ1vv̄ + kuxūx + ρ2φφ̄+ αϕxϕ̄x + kϕϕ̄+ ρ3θθ̄ + ρ4ωω̄}dx,

tels que U = (u, v, ϕ, φ, θ, ω)T ,et U = (ū, v̄, ϕ̄, φ̄, θ̄, ω̄)T .

Ainsi le système (2.2) peut être écrit sous la formeU
′
= AU,

U(0) = U0 = (u0, u1, ϕ0, ϕ1, θ0, ω0)T ,
(2.5)

où A est un opérateur linéaire dé�nit par

A



u

v

ϕ

φ

θ

ω


=



v
k

ρ1

(ux + ϕ)x −
γ

ρ1

θx

φ
α

ρ2

φxx −
k

ρ2

(ux + ϕ)− d

ρ2

ωx +
m

ρ2

θ

l

ρ3

θxx −
γ

ρ3

vx −
m

ρ3

φ+
k1

ρ3

ωx

−k2

ρ4

ω +
k3

ρ4

ωxx −
k1

ρ4

θx −
d

ρ4

φx


.

Le domaine de l'opérateur A est donné par D(A) = {U ∈ H, u, ω ∈ H2(0, 1) ∩

H1
0 (0, 1), ϕ, θ ∈ H2(0, 1), v, φ ∈ H1(0, 1), ϕx = φx = θx = 0, x = 0, 1}.
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2.2 Résultat d'existence et d'unicité

Clairement,D(A) est dense dans H. Ainsi Nous obtenons le résultat d'existence et

d'unicité suivant :

Théorème 2.2.1. Soit U0 ∈ H, alors le problème (2.5) admet une solution unique

U ∈ C(R+, H). De plus, si U0 ∈ D(A), alors U ∈ C(R+, D(A)) ∩ C1(R+, H).

Preuve du théorème 2.2.1. Pour obtenir le résultat ci-dessus, nous allons

prouver que A est un opérateur monotone maximal. C'est à dire que A est dissipatif

et Id− A est surjectif.

Pour tout U ∈ D(A), et en utilisant le produit intérieur ainsi que l'intégration par

parties, nous obtenons

(AU,U)H = −l
∫ 1

0

θ2
xdx− k2

∫ 1

0

ω2dx− k3

∫ 1

0

ω2
xdx ≤ 0, t ≥ 0.

ce qui implique que A est dissipatif. Ensuite, nous montrons que l'opérateur Id−A

est surjectif. Autrement dit, pour chaque F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6)T ∈ H, nous

devons trouver U = (u, v, ϕ, φ, θ, ω)T ∈ D(A) tel que

(Id− A)U = F. (2.6)

ainsi nous obtenons

u− v = f1,

ρ1v − kuxx − kϕxx + γθx = ρ1f2,

ϕ− φ = f3,

ρ2φ− αϕxx + kux + kϕ+ dωx −mθ = ρ2f4,

ρ3θ − lθxx + γvx +mφ− k1ωx = ρ3f5,

(ρ4 + k2)ω − k3ωxx + k1θx + dφx = ρ4f6.

(2.7)
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Chapitre 2. Système poreux avec e�et thermique et microthermique

En substituant u − f1 = v et ϕ − f3 = φ dans les deuxième, quatrième, cinquième

et sixième équations du système (2.7), nous obtenons



ρ1u− kuxx − kϕxx + γθx = ρ1(f1 + f2),

ρ2ϕ− αϕxx + kux + kϕ+ dωx −mθ = ρ2(f3 + f4),

ρ3θ − lθxx + γux +mϕ− k1ωx = γ∂xf1 +mf3 + ρ3f5,

(ρ4 + k2)ω − k3ωxx − k1θx + dϕx = d∂xf3 + ρ4f6.

(2.8)

Multipliant respectivement les équations du système (2.8) par ū, ϕ̄, θ̄ et ω̄, et inté-

grant par parties sur [0, 1], nous obtenons

ρ1

∫ 1

0

uūdx+ k

∫ 1

0

uxūxdx+ k

∫ 1

0

ϕūxdx+ γ

∫ 1

0

θxūdx = ρ1

∫ 1

0

(f1 + f2)ūdx,

ρ2

∫ 1

0

ϕϕ̄dx+ α

∫ 1

0

ϕxϕ̄xdx+ k

∫ 1

0

uxϕ̄dx+ k

∫ 1

0

ϕϕ̄dx+ d

∫ 1

0

ωxϕ̄dx

−m
∫ 1

0

θϕ̄dx = ρ2

∫ 1

0

(f3 + f4)ϕ̄dx,

ρ3

∫ 1

0

θθ̄dx+ l

∫ 1

0

θxθ̄xdx+ γ

∫ 1

0

uθ̄dx+m

∫ 1

0

ϕθ̄dx+ k1

∫ 1

0

ωθ̄xdx

= γ

∫ 1

0

∂xf1θ̄dx+m

∫ 1

0

f3θ̄dx+ ρ3

∫ 1

0

f5θ̄dx,

(ρ4 + k2)

∫ 1

0

ωω̄dx+ k3

∫ 1

0

ωxω̄xdx+ k1

∫ 1

0

θxω̄dx+ d

∫ 1

0

ϕxω̄dx

= d

∫ 1

0

∂xf3ω̄dx+ ρ4

∫ 1

0

f6ω̄dx.

(2.9)

Pour l'espace de Hilbert suivant

X ×X = [H1
0 (0, 1)×H1

∗ (0, 1)× L1
∗(0, 1)× L2(0, 1)]2,

Nous dé�nissons la forme bilinéaire

(
(u, ϕ, θ, ω)T , (ū, ϕ̄, θ̄, ω̄)T

)
=

∫ 1

0

[ρ1uū+ kuxūx + kϕūx + γθxū+ ρ2ϕϕ̄+ αϕxϕ̄x

+kuxϕ̄+ kϕϕ̄+ dωxϕ̄−mθϕ̄+ ρ3θθ̄ + lθxθ̄x + γuxθ̄

+mϕθ̄ + k1ωθ̄x + (ρ4 + k2)ωω̄ + k3ωxω̄x + k1θxω̄

+dϕxω̄]dx,
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2.3 Stabilité exponentielle

pour tout (u, ϕ, θ, ω), (ū, ϕ̄, θ̄, ω̄) ∈ X,

et la forme linéaire

l
(
(ū, ϕ̄, θ̄, ω̄)T

)
=

∫ 1

0

[ρ1(f1 + f2)ū+ ρ2(f3 + f4)ϕ̄+ (γ∂xf1

+mf3 + ρ2f5)θ̄ + (d∂xf3 + ρ4f6)ω̄]dx,

pour tout (ū, ϕ̄, θ̄, ω̄) ∈ X.

Nous pouvons montrer que a(., .) et l(.) véri�ent les conditions du théorème de

Lax-Milgram. Alors, il existe une solution unique (u, ϕ, θ, ω) ∈ X telle que

a
(
(u, ϕ, θ, ω)T , (ū, ϕ̄, θ̄, ω̄)T

)
= l
(
(ū, ϕ̄, θ̄, ω̄)T

)
, (2.10)

pour tout (ū, ϕ̄, θ̄, ω̄) ∈ X.

Puis, en substituant u et ϕ dans la première et la troisième équations du système

(2.8), nous obtenons (v, φ) ∈ L2(0, 1) × L2
∗(0, 1). Finalement, l'application de la

théorie de la régularité classique pour les équations linéaires elliptiques garantit

l'existence d'une solution unique (u, v, ϕ, φ, θ, ω)T ∈ D(A) qui satisfait (2.6). Par

conséquent, l'opérateur Id− A est surjectif. En�n, par le théorème de Hille-Yosida

( [3], [24] ), nous obtenons le résultat du théorème 2.2.1. �

2.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour dé-

montrer la stabilité exponentielle du système (2.2), le principe de cette méthode est

de construire une nouvelle fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, équivalente

à l'énergie classique et qui décroit exponentiellement. Nous commençons d'abord,

par la construction de quelques lemmes utiles pour la suite de ce chapitre.

Lemme 2.3.1. Soit (u, ϕ, θ, ω) solution du système (2.2), alors la fonctionnelle
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Chapitre 2. Système poreux avec e�et thermique et microthermique

énergie dé�nie par

E(t) =
1

2

∫ 1

0

{ρ1u
2
t + ρ2ϕ

2
t + ρ3θ

2 + ρ4ω
2 + k(ux + ϕ)2 + αϕ2

x}dx, t ≥ 0. (2.11)

véri�é

E
′
(t) = −l

∫ 1

0

θ2
xdx− k2

∫ 1

0

ω2dx− k3

∫ 1

0

ω2
xdx, t ≥ 0. (2.12)

Preuve. En multipliant la première équation du système (2.2) par ut, la deuxième

par ϕt, la troisième par θ et la quatrième par ω, en les sommant et en les intégrant

sur [0, 1], nous trouvons l'équation (2.12).

Donc la fonction énergétique est non-croissante. Cependant, cette inégalité n'im-

plique pas la décroissance exponentielle vers l'équilibre. Nous devons construire une

fonctionnelle de Lyapunov appropriée a�n d'établir une estimation de décroissance

exponentielle de l'énergie. �

Lemme 2.3.2. Soit

I1(t) = ρ1

∫ 1

0

utudx+ ρ2

∫ 1

0

ϕtϕdx, t ≥ 0, (2.13)

et soit (u, ϕ, θ, ω) solution du système (2.2), alors pour tout ε1 > 0

I
′

1(t) ≤ −k
∫ 1

0

(ux + ϕ)2dx− α

2

∫ 1

0

ϕ2
xdx+ ε1

∫ 1

0

u2
xdx+ ρ1

∫ 1

0

u2
tdx

+ρ2

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

d2

α

∫ 1

0

ω2dx+ (
γ2

4ε1

+
m2

α
)

∫ 1

0

θ2
xdx, t ≥ 0.

(2.14)

Preuve. Dérivant l'équation (2.13), nous obtenons

I
′

1(t) = ρ1

∫ 1

0

u2
tdx+

∫ 1

0

[k(ux + ϕ)x − γθx]udx+ ρ2

∫ 1

0

ϕ2
tdx

+

∫ 1

0

[αϕxx − k(ux + ϕ)− dωx +mθ]ϕdx

= ρ1

∫ 1

0

u2
tdx− k

∫ 1

0

(ux + ϕ)2dx+ ρ2

∫ 1

0

ϕ2
tdx− α

∫ 1

0

ϕ2
xdx

+γ

∫ 1

0

θuxdx+ d

∫ 1

0

ωϕxdx+m

∫ 1

0

θϕdx, t ≥ 0.

et utilisant les inégalités de Young et de Poincaré pour obtenir la relation (2.14). �
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2.3 Stabilité exponentielle

Lemme 2.3.3. Soit

I2(t) = ρ2ρ4

∫ 1

0

(∫ x

0

ω (y, t) dy

)
ϕtdx, t ≥ 0, (2.15)

et soit (u, ϕ, θ, ω) solution du système ((2.2)) , alors pour tout ε1 > 0

I
′

2(t) ≤ −ρ2d

2

∫ 1

0

ϕ2
t + ε1α

∫ 1

0

ϕ2
xdx+ ε1k

∫ 1

0

(ux + ϕ)2dx

+C1 (ε1)

∫ 1

0

ωdx+ C2

∫ 1

0

θ2
xdx+

3ρ2k
2
3

2d

∫ 1

0

ω2
xdx.

(2.16)

où C1 (ε1) =
3ρ2k

2
2

2d
+
ρ2

4

4
(
α

ε1

+
k

ε1

+
2m

ρ4

) et C2 =
ρ4m

2
+

3ρ2k
2
1

2d
.

Preuve. Dérivant la fonction I2, utilisant la deuxième et la quatrième équations

du système (2.2) et intégrant par parties sur [0,1], nous trouvons

I
′

2(t) = ρ2

∫ 1

0

(

∫ x

0

[−k2ω + k3ωxx − k1θx − dϕtx]dy)ϕtdx

+ρ4

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)[αϕxx − k(ux + ϕ)− dωx +mθ]dx

= ρ2k2

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)ϕtdx+ ρ2k3

∫ 1

0

ωxϕtdx

+[−ρ2k3ωx(0) + ρ2dϕt(0) + k1ρ2θ(0)]

∫ 1

0

ϕtdx

−k1ρ2

∫ 1

0

θϕtdx− ρ2d

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ4α

∫ 1

0

ωϕxdx+ ρ4d

∫ 1

0

ω2dx

−ρ4k

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)(ux + ϕ)dx+ ρ4m

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)θdx.

La condition (2.4), nous donne

I
′

2(t) = −ρ2k2

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)ϕtdx+ ρ2k3

∫ 1

0

ωxϕtdx

−k1ρ2

∫ 1

0

θϕtdx− ρ2d

∫ 1

0

ϕ2
tdx− ρ4α

∫ 1

0

ωϕxdx+ ρ4d

∫ 1

0

ω2dx

−ρ4k

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)(ux + ϕ)dx+ ρ4m

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)θdx.

(2.17)

Utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, nous obtenons

− ρ2k2

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)ϕtdx ≤
ρ2d

6

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

3ρ2k
2
2

2d

∫ 1

0

ω2dx, (2.18)

ρ2k3

∫ 1

0

ωxϕtdx ≤
ρ2d

6

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

3ρ2k
2
3

2d

∫ 1

0

ω2
xdx, (2.19)
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Chapitre 2. Système poreux avec e�et thermique et microthermique

k1ρ2

∫ 1

0

θϕtdx ≤
ρ2d

6

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

3ρ2k
2
3

2d
(2.20)

− ρ4α

∫ 1

0

ωϕxdx ≤ ε1α

∫ 1

0

ϕ2
xdx+

ρ2
4α

4ε1

∫ 1

0

ω2dx, (2.21)

ρ4m

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)θdx ≤ ρ4m

2

∫ 1

0

ω2dx+
ρ4m

2

∫ 1

0

θ2
xdx, (2.22)

− ρ4k

∫ 1

0

(

∫ x

0

ω(y, t)dy)(ux + ϕ)dx ≤ ε1k

∫ 1

0

(ux + ϕ)2dx+
ρ2

4k

4ε1

∫ 1

0

ω2dx. (2.23)

substituant (2.18)-(2.23) dans (2.17), nous obtenons (2.16). �

Lemme 2.3.4. Soit

I3(t) = ρ1ρ3

∫ 1

0

(

∫ x

0

θ(y, t)dy)utdx, t ≥ 0, (2.24)

et soit (u, ϕ, θ, ω) solution du système (2.2). Alors, pour tout ε2, δ1,

I
′

3 ≤ −
ρ1γ

2
(1− δ1)

∫ 1

0

u2
tdx+ ε2k

∫ 1

0

(ux + ϕ)2dx

+
ρ1m

2

2δ1γ

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

ρ1k
2
1

γ

∫ 1

0

ω2dx+ C3(ε2)

∫ 1

0

θ2
xdx, t ≥ 0,

(2.25)

où C3(ε2) =
ρ1l

2

γ
+
ρ2

3k

4ε2

+ ρ3γ.

Preuve. En dérivant la fonction I3(t), utilisant les deux équations première et

troisième du système (2.2) et intégrant par partie, nous obtenons

I
′

3(t) = ρ1

∫ 1

0

(

∫ x

0

[lθxx − γuxx −mϕt + k1ωx]dy)utdx

+ρ3

∫ 1

0

(

∫ x

0

θ(y, t)dy)[k(ux + ϕ)x − γθx]dx

= ρ1l

∫ 1

0

θxutdx+ ρ1γ

∫ 1

0

u2
tdx− ρ1m

∫ 1

0

(

∫ x

0

ϕt(y, t)dy)utdx

+ρ1k1

∫ 1

0

ωutdx+ ρ3k[ux(1) + ϕ(1)]

∫ 1

0

θ2dx

−ρ3k

∫ 1

0

θ(ux + ϕ)dx− ρ3γθ(1)

∫ 1

0

θdx+ ρ3γ

∫ 1

0

θ2dx, t ≥ 0.

En utilisant le fait que

∫ 1

0

θ(x, t)dx = 0,
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2.3 Stabilité exponentielle

nous trouvons

I
′

3(t) = ρ1l

∫ 1

0

θxutdx− ρ1γ

∫ 1

0

u2
tdx− ρ1m

∫ 1

0

(

∫ x

0

ϕt(y, t)dy)utdx

+ρ1k1

∫ 1

0

ωutdx− ρ3k

∫ 1

0

θ(ux + ϕ)dx+ ρ3γ

∫ 1

0

θ2dx, t ≥ 0.

(2.26)

D'après les inégalités de Young et de Poincaré nous aurons

ρ1l

∫ 1

0

θxutdx ≤
ρ1γ

4

∫ 1

0

u2
tdx+

ρ1l
2

γ

∫ 1

0

θ2
xdx, (2.27)

− ρ1m

∫ 1

0

(

∫ x

0

ϕt(y, t)dy)utdx ≤
δ1ρ1γ

2

∫ 1

0

u2
tdx+

ρ1m
2

2δ1γ

∫ 1

0

ϕ2
tdx, (2.28)

ρ1k1

∫ 1

0

ωutdx ≤
ρ1γ

4

∫ 1

0

u2
tdx+

ρ1k
2
1

γ

∫ 1

0

ω2dx, (2.29)

− ρ3k

∫ 1

0

θ(ux + ϕ)dx ≤ ε2k

∫ 1

0

(ux + ϕ)2dx+
ρ2

3k

4ε2

∫ 1

0

θ2
xdx, t ≤ 0. (2.30)

en substituant (2.22)- (2.25) dans (2.21), nous obtenons (2.20). �

Maintenant nous donnons le résultat principal qu'est la décroissance exponentielle

du système (2.2).

Théorème 2.3.1. Si les conditions initiales du système (2.2) véri�ent la condi-

tion (2.3), alors la solution (u, ϕ, ω, θ) décroit exponentiellement, i.e. existe deux

constantes positives C et d tel que

E(t) ≤ CE(0)e−dt,∀t ≥ 0. (2.31)

Preuve du théorème 2.3.1. Premièrement nous dé�nissons la fonctionnelle de

Lyapunov

L(t) = NE(t) + I1(t) +N1I2(t) +N2I3(t), t ≥ 0 (2.32)

tels que N, N1, N2 sont des constantes à déterminer. Pour N assez grand, on peut

montrer qu'il existe deux constantes positives β1 et β2 tels que

β1E(t) ≤ L(t) ≤ β2E(t), t ≥ 0. (2.33)

En prenant en compte (2.12),(2.14), (2.16), (2.25) et la relation
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Chapitre 2. Système poreux avec e�et thermique et microthermique

∫ 1

0

u2
xdx ≤ 2

∫ 1

0

(ux + ϕ)2dx+ 2

∫ 1

0

ϕ2
xdx,

nous obtenons

L
′
(t) ≤ −η1

∫ 1

0

ω2dx− η2

∫ 1

0

θ2
xdx− η3

∫ 1

0

ω2
xdx− η4

∫ 1

0

ϕ2
xdx

−η5

∫ 1

0

(ux + ϕ)2dx− η6

∫ 1

0

ϕ2
tdx− η7

∫ 1

0

u2
tdx,

(2.34)

où ηi = ¯1, 7 sont dé�nis comme suit

η1 = Nk2 −
d2

α
−N1C1(ε1)− N2ρ1k

2
1

γ
,

η2 = Nl − (
γ2

4ε1

+
m2

α
)−N1C2 −N2C3(ε2),

η3 = Nk3 −
3N1ρ2k

2
1

2d
,

η4 =
α

2
− ε1(N1α + 2),

η5 = k − ε1(N1k + 2)− ε2N2k,

η6 =
N1ρ2d

2
− N2ρ1m

2

2δ1γ
− ρ2,

η7 =
N2ρ1γ

2
(1− δ1)− ρ1.

Si nous sélectionnons nos paramètres avec soin, tous ces termes (du côté droit de

(2.34) deviennent négatifs.

Tout d'abord, prenons δ1 =
1

2
, et choisissons N2 assez grand tel que

N2 >
4

γ
,

et aussi N1 assez grand tel que

N1 >
2

ρ2d

(
N2ρ1m

2

γ
+ ρ2

)
> 0.

Ensuite nous sélectionnons ε1 assez petit tel que
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2.3 Stabilité exponentielle

ε1 <
1

4
min

(
α

N1α + 2
,

k

N1k + 2

)
,

et ε2 assez petit tel que

ε2 <
1

4N2

.

En�n nous choisissant N assez grand et véri�é (2.28)

Nl −
(
γ2

4ε1

+
m2

α

)
−N1C2 −N2C3(ε2) > 0,

Nk2 −
d2

α
−N1C1(ε1)− N2ρ1k

2
1

γ
> 0,

Nk3 −
3N1ρ2k

2
3

2d
> 0.

Tous ces choix conduisent à

L
′
(t) ≤ −C4

∫ 1

0

(u2
t + ϕ2

t θ
2 + ω2 + (ux + ϕ)2 + ϕ2

x)dx ≤ −C5E(t),

pour certaines constantes C4 et C5. Prenant en considération l'équivalence entre

E(t) et L(t), nous déduisons que

L
′
(t) ≤ −d1L(t), t ≥ 0, (2.35)

où d1 =
C5

β2

> 0. Une simple intégration de (2.35) nous donne

L(t) ≤ L(0)e−d1t, t ≥ 0,

en utilisant de nouveau l'autre côté de la relation d'équivalence, nous obtenons le

résultat souhaité (2.31). �
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Chapitre 3

Système poreux avec dissipation

thermo-viscoélastique

En 2008 [38], Sou�ane a proposé le problème thermo-élastique poreux avec une

dissipation de type mémoire suivant :
ρutt − uxx − ϕx + θx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ϕtt − ϕxx + ux + ϕ− θ −
∫ t

0

g(t− s)ϕxx(x, s)ds = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

θt − θxx + βutx + ϕt = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

où g est une fonction positive non croissante, et il a démontré la décroissance expo-

nentielle (resp polynomiale) lorsque la fonction de relaxation décroît exponentielle-

ment (resp polynomialement).

Récemment, Messaoudi et Apalara [28] ont considéré un système poreux-thermoélastique

de type III avec la présence d'un amortissement viscoélastique
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x + θx = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

ρ2ψtt − αψxx + k(ϕx + ψ)− θ +

∫ t

0

g(t− s)ϕxx(x, s)ds = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

ρ3θt − κθxx + δθxxt + ϕxtt + ψtt = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0,

où ϕ est le déplacement longitudinal, ψ est la fraction volumique, θ est la di�érence

de température et la fonction de relaxation g : R+ → R est une fonction non

croissante. Ils ont établi un résultat général de décroissance pour le cas des vitesses

égales. Notons que le terme θxxt dans la troisième équation représente une dissipation
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3.1 Hypothèses et transformations

forte.

Dans ce dernier chapitre nous remplaçons la dissipation forte par une autre qui est

plus faible (amortissement frictionnel) de type βθt et nous considérons donc avec les

données initiales et les conditions aux limites le système suivant :

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x + γθx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ)− γθ +

∫ t

0

g(t− s)ψxxds = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θtt − lθxx + βθt + γϕttx + γψtt = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x),

ψt(x, 0) = ψ1(x) θ(x, 0) = θ0(x), θt(x, 0) = θ1(x),

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = θ(0, t) = θ(L, t) = 0, t ≥ 0.

(3.1)

3.1 Hypothèses et transformations

A �n de montrer la nature dissipative du système, nous faisons le changement

suivant : ϕt = χ ∈ H1
0 (0, L) et ψt = ξ ∈ H1

0 (0, L).

Ainsi le système (3.1) devient

ρ1χtt − k(χx + ξ)x + γθtx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ξtt − bξxx + k(χx + ψ)− γθt +

∫ t

0

g(t− s)ξ(x, s)ds = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θtt − lθxx + βθt + γχtx + γξt = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

χ(x, 0) = χ0(x), χt(x, 0) = χ1(x), ξ(x, 0) = ξ0(x),

ξt(x, 0) = ξ1(x), θ(x, 0) = θ0(x), θ(x, 0) = θ0(x),

χ(0, t) = χ(t, L) = ξ(0, t) = ξ(L, t) = θ(0, t) = θ(L, t) = 0, t ≥ 0

(3.2)

ou ρ1, ρ2, ρ3, α, γ, l, m, d, k, k1, k2, k3 sont des constantes positives.

Concernant la fonction de relaxation g, nous supposons :

(A1 ) g : <+ → <+ est une fonction dérivable qui véri�é la condition suivante

g(0) > 0, λ = b−
∫ ∞

0

g(s)ds = b− ḡ > 0
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Chapitre 3. Système poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

(A2 ) Il existe une fonction dérivable décroissante ζ(t) : <+ → <+

g
′
(t) ≤ −ζ(t)g(t), ∀t ≥ 0

L'existence et l'unicité du système (3.2) est assuré par la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Soit ((χ0, χ1), (ξ0, ξ1), (θ0, θ1)) ∈ (H1
0 (0, L) × L2(0, L))2. Sup-

poson que (A1) et (A2) sont satisfaites. Alors le système (3.2) admet une solution

unique globale (χ, ξ, θ) ∈ (C(<+;H1
0 (0, L)) ∩ C1(<+;L2(0, L)))3

Remarque 3.1.1. Pour la démonstration on peut utiliser la méthode standard de

Galerkin voir [9].

l'énergie du premier ordre associé au système (3.2) est dé�nie par

E(t) =
1

2

∫ L

0

{ρ1χ
2
t + ρ2ξ

2
t + ρ3θ

2
t + k(χx + ξ)2 + lθ2

x

+(b−
∫ t

0

g(s)ds)ξ2
x + g ◦ ξx}dx, t ≥ 0.

(3.3)

3.2 Stabilité générale

Le résultat principal de ce chapitre est donné par.

Théorème 3.2.1. Soit ((χ0, χ1), (ξ0, ξ1), (θ0, θ1)) ∈ (H1
0 (0, 1)×L2(0, 1))3, et suppo-

sons que g satisfait (A1) et (A2) et que les coe�cients du système (3.2) satisfont la

condition

κ0 = γ +
bρ1

k
− ρ2 = 0 et κ1 =

ρ1b

ρ2

+
bγ

k
− l = 0. (3.4)

Alors, il existe deux constantes positives d0 et d1 telles que

E(t) ≤ d0e
−d1

∫ t1
t0
ζ(s)ds, ∀t ≥ t0. (3.5)

Pour la démonstration de ce théorème nous avons besoin des lemmes suivants
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3.2 Stabilité générale

Lemme 3.2.1. Soit (χ, ξ, θ) solution du système (3.2). Alors l'énergie E dé�nie par

(3.5) satisfait

E
′
(t) = −β

∫ L

0

θ2
t dx−

1

2
g(t)

∫ L

0

ξ2
xdx+

1

2

∫ L

0

(g
′ ◦ ξx)dx ≤ 0, t ≥ 0. (3.6)

Preuve. Nous multiplions la première équation du système (3.2) par χt, la

deuxième par ξt, et la troisième par θt, nous intégrons sur l'intervalle [0, L] et nous

utilisons le lemme 1.3.1 nous obtenons (3.6). �

Ensuite, nous introduisons la fonction ω donné par la solution du problème de Di-

richlet

−wxx = ξx, w(0) = w(L) = 0.

Lemme 3.2.2. Soit (ϕ, ψ, θ) solution du système (3.2). Alors pour toute constante

positive ε1 la fonctionnelle

I1(t) = ρ1

∫ L

0

χtwdx+ ρ2

∫ L

0

ξtξdx, t ≥ 0, (3.7)

satisfait l'estimation

I
′

1(t) ≤ −λ
2

∫ L

0

ξ2
xdx+ ε1

∫ L

0

χ2
tdx+

(
ρ2 +

ρ2
1Cp
4ε1

)∫ L

0

ξ2
t dx

+
3γ2Cp
bλ

∫ L

0

θ2
t dx+

3ḡ

2λ

∫ L

0

(g ◦ ξx)(t)dx, t ≥ 0.

(3.8)

Preuve. En dérivant I1(t) et en utilisant les deux premières équations du système

(3.2), nous obtenons

I
′

1(t) = ρ1

∫ L

0

χtwtdx+ k

∫ L

0

w2
xdx+ γ

∫ L

0

θtwxdx+ ρ2

∫ L

0

ξ2
t dx

−b
∫ L

0

ξ2
xdx− k

∫ L

0

ξ2dx+ γ

∫ L

0

θtξdx+

∫ L

0

(g ∗ ξx)ξx(t)dx.

De la relation

∫ L

0

w2
t dx ≤ Cp

∫ L

0

w2
txdx ≤ Cp

∫ L

0

ψ2
t dx,
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et de l'inégalité de Young nous aurons

I
′

1 ≤ ε1

∫ L

0

χ2
tdx+

ρ2
1Cp
4ε1

∫ L

0

ξ2
t dx+ δ

∫ L

0

ξ2
xdx+

γ2Cp
4δ

∫ L

0

θ2
t dx

+ρ2

∫ L

0

ξ2
t dx− b

∫ L

0

ξ2
xdx+ δ

∫ L

0

ξ2
xdx+

γ2Cp
4δ

∫ L

0

θ2
t dx

+

(∫ t

0

g(τ)dτ

)∫ L

0

ξ2
xdx+

∫ L

0

(g � ξx)ξxdx ∀δ > 0.

En appliquons l'inégalité de Young et le lemme 1.3.3, nous obtenons pour tout δ > 0,

∫ L

0

(g � ξx)ξxdx ≤ δ

∫ L

0

ξ2
xdx+

1

4δ

∫ L

0

g(τ)dτ

∫ L

0

(g ◦ ξx)(t)dx.

En mettant δ =
λ

6
, d'où la relation (3.8).�

Lemme 3.2.3. Soit (ϕ, ψ, θ) solution du système (3.2). Alors la fonctionnelle

I2(t) = −ρ1

∫ L

0

χtχdx− ρ2

∫ L

0

ξtξdx, t ≥ 0. (3.9)

satisfait l'estimation suivante

I
′

2(t) ≤ −ρ1

∫ L

0

χ2
tdx− ρ2

∫ L

0

ξ2
t dx+

3b

2

∫ L

0

ξ2
xdx+

γ2

2k

∫ L

0

θ2
t dx

+
3k

2

∫ L

0

(χx + ξ)2dx+
ḡ

2b

∫ L

0

(g ◦ ξx)(t)dx. t ≥ 0.

(3.10)

Preuve. Dérivant I2 et utilisant la première et la deuxième équations du système

(3.2), nous trouvons

I
′

2(t) = −ρ1

∫ L

0

χ2
tdx− ρ2

∫ L

0

ξ2
t dx+ k

∫ L

0

(χx + ξ)2dx+ b

∫ L

0

ξ2
xdx

−γ
∫ L

0

θt(χx + ξ)dx−
∫ t

0

g(τ)dτ

∫ L

0

ξ2
xdx−

∫ L

0

(g � ξx)ξx(t)dx.

Appliquons l'inégalité de Young sur les deux termes suivants

−γ
∫ L

0

θt(χx + ξ)dx ≤ γ2

2k

∫ L

0

θ2
t dx+

k

2

∫ L

0

(χx + ξ)2dx

−
∫ L

0

(g � ξx)ξx(t)dx ≤
b

2

∫ L

0

ξ2
xdx+

1

2b

∫ L

0

(g � ξx)2dx.

En�n, nous allons conclure avec le lemme 1.3.3 pour obtenir (3.10).�
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Lemme 3.2.4. Soit (ϕ, ψ, θ) solution du système (3.2). Alors la fonctionnelle

I3(t) = −ρ2

∫ L

0

ξt(g � ξ)(t)dx, t ≥ 0. (3.11)

satisfait l'estimation suivante

I
′

3(t) ≤ −(ρ2

∫ L

0

g(τ)dτ − δ1)

∫ L

0

ξ2
t dx+ ε2(1 + ḡ)

∫ L

0

ξ2
xdx+ kε2

∫ L

0

(χx + ξ)2dx

+
γ

2

∫ L

0

θ2
xdx+ C(ε2)

∫ L

0

(g ◦ ξx)dx−
ρ2

2

4δ1

g(0)Cp

∫ L

0

(g
′ ◦ ξ)(t)dx. t ≥ 0.

(3.12)

où C(ε2) =

[(
ε2 +

1

2ε2

+
b2

4ε2

+
kCp
4ε2

+
γCp

2

)
ḡ

]
.

Preuve.Dérivant la fonctionnelle I3 et utilisant la deuxième équation du système

(3.2), nous obtenons

I
′

3(t) = −ρ2

∫ 1

0

ξt(g � ψ)t(t)dx+ b

∫ L

0

ξx(g � ψx)(t)dx+ k

∫ L

0

(χx + ξ)(g � ξ)(t)dx

−γ
∫ L

0

θt(g � ξ)(t)dx−
∫ L

0

(∫ t

0

g(t− s)ξx(s)ds
)

(g � ξx)(t)dx

= −
(
ρ2

∫ t

0

g(τ)dτ

)∫ L

0

ξ2
t dx− ρ2

∫ L

0

ξt(g
′ � ξ)(t)dx+ b

∫ L

0

ξx(g � ξx)(t)dx

+k

∫ L

0

(χx + ξ)(g � ξ)(t)dx− γ
∫ L

0

θt(g � ξ)(t)dx−
∫ L

0

(g(t− s)ξx(s)ds) (g � ξx)(t)dx.

Nous estimons maintenant les termes de cette dernière identité, en utilisant l'inéga-

lité de Young et le lemme 1.3.3. Nous obtenons, pour tout δ1 > 0,

−ρ2

∫ L

0

ξt(g
′ � ξ)(t)dx ≤ δ1

∫ 1

0

ξ2
t dx+

ρ2
2

4δ1

∫ 1

0

−g′(τ)dτ

∫ 1

0

(−g′ ◦ ξ)(t)dx

≤ δ1

∫ L

0

ξ2
t dx+

ρ2
2

4δ1

g(0)Cp

∫ L

0

(−g′ ◦ ξx)(t)dx.

De même, nous avons pour tout ε2 > 0,

b

∫ L

0

ξx(g � ξx)(t)dx ≤ ε2

∫ L

0

ξ2
xdx+

b2ḡ

4ε2

∫ L

0

(g ◦ ξx)(t)dx,

k

∫ L

0

(χx + ξ)(g � ξ)(t)dx ≤ kε2

∫ L

0

(χx + ξ)2dx+
kCpḡ

4ε2

∫ L

0

(g ◦ εx)(t),

−γ
∫ L

0

θt(g � ξ)(t)dx ≤
γ

2

∫ L

0

θ2
xdx+

γCpḡ

2

∫
(g ◦ ξx)(t)dx.

27



Chapitre 3. Système poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

En�n

−
∫ L

0

(∫ t

0

g(t− s)(ξx(s)ds)
)

(g � ξx)(t)dx ≤
1

2ε2

∫ L

0

(g � ξx)(t)dx

+
ε2

2

∫ L

0

(∫ t

0

g(t− s)(ξx(t)− ξx(s)− ξx(t)ds)
)2

dx

≤ ε2 (g(τ)dτ)

∫ L

0

ξ2
x(t)dx+ (ε2 +

1

2ε2

)

∫ L

0

(g � ξx)(t)dx

≤ ε2 (g(τ)dτ)

∫ L

0

ξ2
x(t)dx+ (ε2 +

1

2ε2

)ḡ

∫ L

0

(g ◦ ξx)(t)dx

En combinant toutes les estimations ci-dessus, nous arrivons à la démonstration du

lemme 3.2.4.�

Lemme 3.2.5. Soit (ϕ, ψ, θ) solution du système (3.2). Alors pour ε3 > 0, la fonc-

tionnelle

I4(t) = ρ3

∫ L

0

θtθdx+ γ

∫ L

0

(χx + ξ)θdx+
β

2

∫ L

0

θ2dx, (3.13)

satisfait l'estimation

I
′

4(t) ≤ −l
∫ L

0

θ2
xdx+ (

γ2

4kε3

+ ρ3)

∫ L

0

θ2
t dx+ kε3

∫ L

0

(χx + ξ)2dx. (3.14)

Preuve. En dérivant I4(t) et en utilisant la dernière équation du système (3.2),

nous obtenons ∫ 1

0

θ(lθxx − βθt − γχtx − γξt)dx+ ρ3

∫ L

0

θ2
t dx

+γ

∫ L

0

(χtx + ξt)θdx+ γ

∫ L

0

(χx + ξ)θtdx+ β

∫ L

0

θθtdx

= −l
∫ L

0

θ2
xdx+ γ

∫ L

0

(χx + ξ)θtdx+ ρ3

∫ L

0

θ2
t dx.

En utilisant l'inégalité de Young, pour tout ε3 > 0, nous arrivons à

I
′

4(t) ≤ −l
∫ L

0

θ2
xdx+ (

γ2

4kε3

+ ρ3)

∫ L

0

θ2
t dx+ kε3

∫ L

0

(χx + ξ)2dx,

ce qui conduit au résultat (3.14) �
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Lemme 3.2.6. Soit (ϕ, ψ, θ) solution du système (3.2) et supposant que les coe�-

cients ρ1, ρ2, ρ3, b, et γ satisfont la relation (3.4). Alors la fonctionnelle

I5(t) = ρ2

∫ L

0

ξt(χx + ξ)dx+ (ρ2 − γ)

∫ L

0

χtξxdx−
ρ1

k

∫ L

0

χt(g ∗ ξx)(t)dx

−(
γ

k
+
ρ3

ρ2

)

∫ L

0

θx(g ∗ ξx)(t)dx+ ρ3

∫ L

0

ξtθtdx+ l

∫ L

0

θxξxdx,

(3.15)

satisfait, pour toute constante positive ε3, l'estimation

I
′

5 ≤ −
k

2

∫ L

0

(χx + ξ)2dx+ ε3

∫ L

0

χ2
tdx+ ε3θ

2
xdx+ ρ2

∫ L

0

ξ2
t dx

+ [χx(bξx − (g ∗ ξx)(t))]L0 + C1(ε3)

∫ L

0

θ2
t dx

− ḡ

2ε3

C2

∫ L

0

(g
′ ◦ ξx)(t)dx+

g2(0)

2ε3

C2

∫ L

0

ξ2
xdx,

(3.16)

où C1(ε3) =
γ2

k
+
β2

4γ
+
ρ3γ

ρ2

+
ρ2

3k

ρ2
2

et C2 = (
γ

k
+
ρ3

ρ2

)2 + (
ρ1

k
)2.

Preuve. Dérivant I
′

5, prenant en compte les équations du système (3.2) et inté-

grant par parties, nous obtenons

I
′

5 = −κ0

∫ L

0

ξxχttdx− κ1

∫ L

0

ξxθtxdx− k
∫ L

0

(χx + ξ)2dx+ (ρ2 − γ)

∫ L

0

ξ2
t

+
ρ3γ

ρ2

∫ L

0

θ2
t dx+ γ

∫ L

0

θt(χx + ξ)dx+ [χx(bξx − (g ∗ ξx)(t))]L0 −
ρ3k

ρ2

∫ L

0

(χx + ξ)θtdx

−β
∫ L

0

ξtθtdx− (
γ

k
+
ρ3

ρ 2

)

∫ L

0

θx(g(t)εx − g
′ � ξx)dx−

ρ1

k

∫ L

0

χt(g(t)ξx − g
′ � ξx)dx.

L'inégalité de Young, la relation (3.4) et les propriétés de g, donnent le résultat. �

Comme dans [23] , pour éliminer les conditions limites apparaissant dans (3.16),

nous dé�nissons la fonction suivante

q(x) = 2− 4x

L
, x ∈ [0, L]

Lemme 3.2.7. Soit (ϕ, ψ, θ) solution du système (3.2). les fonctionnelles dé�nies

par

J1(t) =
ε3

k
(ρ1)

∫ L

0

χtq(x)χxdx+ ρ3

∫ L

0

θtq(x)θxdx+ γ

∫ L

0

χxq(x)θxdx, (3.17)
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J2(t) =
ρ2

4ε3

∫ L

0

ξtq(x)(bξx −
∫ t

0

g(t− s)ξx(s)ds)dx, (3.18)

satisfont, pour ε3 > 0 les estimations suivantes

J
′

1 ≤ −ε3[χ2
x(L) + χ2

x(0)] +
2ε2ρ1

kL

∫ L

0

χ2
tdx+ ε3(

2

L
+ 1)

∫ L

0

χ2
xdx+ ε3

∫ L

0

ξ2
xdx

+
ε3

k
(
2l

L
+ β + γ)

∫ L

0

θ2
xdx+

ε3

k
(
2ρ3

L
+ β)

∫ L

0

θ2
t dx+

ε3γ

k

∫ L

0

ξ2
t dx

(3.19)

et

J
′

2(t) ≤ C(ε3)

∫ L

0

ξ2
xdx+ kε3

∫ L

0

(χx + ξ)2dx+
ρ2

2ε3

(1 +
1

L
)

∫ L

0

ξ2
t dx+

γ2L

4ε3

∫ L

0

θ2
t dx

− 1

4ε3

(bξx(L)−
∫ t

0

g(t− s)ξx(L, s)ds)2 − 1

4ε3

(bξx(L)−
∫ t

0

g(t− s)ξx(L, s)ds)2

+(
3ḡ

Lε3

+
kḡ

4ε3
3

)

∫ L

0

(g ◦ ξx)dx−
ρ2g(0)

4ε3

∫ L

0

(g
′ ◦ ξx)dx

(3.20)

où C3(3) = (
3

2Lε3

+
k

8ε3
3

)(b2 + 2ḡ2) +
ρ2

4ε3

g2(0).

Preuve. Dérivant J1 et utilisant la première et la troisième équations du système

(3.2), nous obtenons

J1(t) =
ε3

k

∫ L

0

[k(χx + ξ)x − γθtx]q(x)χxdx+
ε3

k

∫ L

0

[lθxx − βθt − γχtx − γξt]q(x)θxdx

+
ε3ρ1

k

∫ L

0

χtq(x)χtxdx+
ε3ρ3

k

∫ L

0

θtxq(x)θtxdx+
ε3γ

k

∫ L

0

χtxq(x)θxdx

∫ L

0

χxq(x)θtxdx

≤ −ε3[χ2
x(L) + χ2

x(0)] +
2ε3

L

∫ L

0

χ2
xdx+ ε3

∫ L

0

ξq(x)χxdx+
2ε3ρ1

kL

∫ L

0

χ2
tdx

+
2ε3

kL

∫ L

0

θ2
xdx−

ε3β

k

∫ L

0

θtq(x)θxdx−
ε3γ

k

∫ L

0

ξtq(x)θxdx+
2ε3ρ3

kL

∫ L

0

θ2
t dx.

Grâce à l'inégalité de Young, nous obtenons le résultat souhaité.

Ensuite, à partir de la deuxième équation du système (3.2) et en intégrant par
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parties, nous obtenons

J
′

2(t) =
1

2Lε3

∫ L

0

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)2

dx

− 1

4ε3

[(
bξx(L)−

∫ t

0

g(t− s)ξx(L, s)ds
)2
]

− 1

4ε3

[(
bξx(0)−

∫ t

0

g(t− s)ξx(0, s)ds
)2
]

+
γ

4ε3

∫ L

0

θtq(x)

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)
dx

− k

4ε3

∫ L

0

(ϕx + ξ)q(x)

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)
dx

+
ρ2

4ε3

∫ L

0

ξtq(x)

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)
t

dx.

(3.21)

En utilisant l'inégalité de Young, le lemme 1.3.3 et le fait que q2(x) ≤ 4,∀x ∈ [0, L],

nous estimons les termes de (3.21) comme suit

γ

4ε3

∫ L

0

θtq(x)

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)
dx

≤ γ2L

4ε3

∫ L

0

θ2
t dx+

1

4Lε3

∫ L

0

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)2

dx

≤ γ2L

4ε3

∫ L

0

θ2
t dx+

1

2Lε3

(b2 + ḡ2)

∫ L

0

ξ2
xdx+

ḡ

Lε3

∫ L

0

g ◦ ξdx,

et de même

− k

4ε3

∫ L

0

(ϕx + ξ)q(x)

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)
dx

≤ kε3

∫ L

0

(χx + ξ)2dx+
k

4Lε3

∫ L

0

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)2

dx

≤ kε3

∫ L

0

(χx + ξ)2dx+
k

8ε3
3

(b2 + 2ḡ2)

∫ L

0

ξ2
xdx+

kḡ

4ε3
3

∫ L

0

g ◦ ξxdx.

En�n,

ρ2

4ε3

∫ L

0

ξtq(x)

(
bξx −

∫ L

0

g(t− s)ξx(s)ds
)
t

dx

=
ρ2

4ε3

∫ L

0

ξtq(x)
(
g(t)ξx − g

′ � ξx
)
dx+

ρ2

4ε3

∫ L

0

ξtq(x)bξxtdx

= − ρ2

8ε3

∫ L

0

qxbξt2dx+
ρ2

4ε3

∫ L

0

ξtq(x)g(t)ξxdx−
ρ2

4ε3

∫ L

0

ξtq(x)(g
′
ξx)dx

≤ ρ2

2ε3

(
1 +

1

L

)∫ L

0

ξ2
t dx+

ρ2

4ε3

g2(0)

∫ L

0

ξ2
xdx−

ρ2g(0)

4ε3

∫ L

0

g
′ ◦ ξxdx.
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En combinant les estimations ci-dessus, nous arrivons à la l'inégalité (3.20).�

Preuve du théorème 3.2.1. Pour certaines constantes positives,N,N1, N2, que

nous choisissons d'une façon appropriée plus tard. Nous dé�nissons la fonctionnelle

de Lyapunov par

L(t) = NE(t)+N1I1(t)+
1

4
I2(t)+N2I3(t)+N3I4(t)+ I5(t)+J1(t)+J2(t), ∀t > 0.

(3.22)

Prenant en compte (3.6), (3.8), (3.10), (3.12), (3.14), (3.16), (3.19), (3.20) et les

relations suivantes ∫
Ω

χ2
xdx ≤ 2

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+ 2Cp

∫
Ω

ξ2
xdx,[

χx

(
bξx −

∫ t

0

g (t− s) ξx (x, s) ds

)]x=L

x=0

≤ ε3

[
χ2
x (L) + χ2

x (0)
]

+
1

4ε3

[(
bξx (L)−

∫ t

0

g (t− s) ξx (L, s) ds

)2
]

+
1

4ε3

[(
bξx (0)−

∫ t

0

g (t− s) ξx (0, s) ds

)2
]
,

nous obtenons

L
′
(t) ≤

−
[
λ1N1

2
− 3b1

8
−N2ε2(1 + ḡ)− g2(0)

2ε3

C2 − ε3 − C3(ε3)− 2ε3(
2

L
+ 1)Cp

] ∫ L

0

ξ2
xdx

−
[
Nβ − γ2

8k
−N3(

γ2

4kε3

+ ρ3)− 3N1γ
2Cp

λb
− C1(ε3)− ε1

k
(
2ρ3

L
+ β)− γ2L

4ε3

] ∫ L

0

θ2
t dx

−
[
k

8
− kN2ε2 − ε3(N3k + k + 2(

2

L
+ 1))

] ∫ L

0

(χx + ξ)2 dx

−
[
ρ1

4
−N1ε1 − ε3(1 +

2ρ1

kL
)

] ∫ L

0

χ2
tdx

−
[
N3l −

γ

2
N2 −

ε3

k
(
2l

L
+ β + γ + 1)

] ∫ L

0

θ2
xdx

+

[
3ḡN1

2λ
+

ḡ

8b
+N2C(ε2) +

(
3ḡ

Lε3

+
kḡ

4ε3
3

)]∫ L

0

(goξx) dx

+

[
N

2
−N2

ρ2
2

4δ1

g(0)Cp −
ρ2g(0)

4ε3

− ḡ

2ε3

C2

] ∫ L

0

(g′oξx) (t)dx.

(3.23)

Puisque g est une fonction continue et positive, alors pour tout t0 > 0, nous avons∫ t

0

g(s) ≥
∫ t0

0

g(s)ds = g0, ∀t ≥ t0.
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3.2 Stabilité générale

Si nous choisissons nos constantes d'une manière convenable, tous les termes du côté

droit de (3.23) deviennent négatifs.

Tout d'abord, nous prenons δ1 =
k

4N2

, ensuite, nous choisissons ε1 assez petit pour

que

ε1 ≤
ρ1

8N1

,

Deuxièmement, sélectionnons N1 assez grand pour que

λN1

4
− 3b

8
− g2(0)

2ε3

C2 − C3(ε3)− 2ε3

(
2

L
+ 1 +

1

2Cp

)
Cp > 0,

et sélectionnons ε3 assez petit pour que

ε3 ≤ min

[
ρ1

8

(
1 +

2ρ1

kL

)−1

,
k

16

(
N3k + k + 2

(
2

L
+ 1

))−1
]
.

Ensuite, nous choisissons N3 assez grand pour que

N3l −
γ

2
N2 −

ε3

k

(
2l

L
+ β + γ + 1

)
> 0,

et nous choisissons N2 assez grand pour que

N2g0 −
1

4
− 5ρ2

4
−N1

(
ρ2 +

ρ2
1Cp
4ε1

)
− ε3γ

k
− ρ2

2ε3

(
1 +

1

L

)
> 0

et ε2 si petit pour que

ε2 < min

(
1

8N2

,
λN1

4N2(1 + ḡ)

)

En�n, nous choisissons N assez grand tel que

Nβ − γ2

8k
−N3

(
γ2

4kε3

+ ρ3

)
− 3N1γ

2Cp
λb

− C1(ε3)− ε3

k

(
2ρ3

L
+ β

)
− γ2L

4ε3

> 0,

et

N

2
−N2

ρ2
2

4δ1

g(0)Cp −
ρ2g(0)

4ε3

− ḡ

2ε3

C2 > 0.
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Chapitre 3. Système poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

Par conséquent, (3.23) prend la forme

L
′
(t) ≤ −k0E(t) + c(g ◦ ξx)(t), t ≥ t0, (3.24)

avec k0 et c sont deux constantes positives.

Maintenant en multipliant (3.24) par ζ(t) et en utilisant (A1) et (A2), nous arrivons

à
ζ(t)L(t) ≤ −k0ζ(t)E(t) + cζ(t)(g ◦ ξx)(t)

≤ −k0ζ(t)E(t) + c1(g
′ ◦ ξx)(t)

≤ −k0ζ(t)E(t) + c1E
′
(t)

(3.25)

[ζ(t)L(t) + cE(t)]
′ − ζ(t)E(t) ≤ −k0ζ(t)E(t), ∀t ≥ t0.

En utilisant le fait que ζ
′
(t) ≤ 0, nous obtenons

[ζ(t)L(t) + cE(t)]
′ ≤ −k0ζ(t)E(t), ∀t ≥ t0.

Encore une fois, en notant par :

R(t) = ζ(t)L(t) + cE(t) ∼ E(t).

nous aurons pour une constante positive α,

R
′
(t) ≤ −αζ(t)R(t), t ≥ t0, (3.26)

une simple intégration de (3.26) sur (t0, t) conduit à

R(t) ≤ R(t0)e−c1
∫ t1
t0
ζ(s)ds, ∀t ≥ t0. (3.27)

Ce qui conduit au résultat du théorème 3.2.1. �
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Chapitre 4

Système de Timoshenko avec deux

termes mémoire

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle de poutre thermoélastique entiè-

rement hyperbolique. C'est-à-dire que, au lieu du système thermoélastique classique

dé�ni par l'équation d'Euler-Bernoulli couplée aux équations de la chaleur (para-

bolique), nous utiliserons le système de Timoshenko couplé à un modèle de chaleur

hyperbolique dé�ni par la loi de Cattaneo. De notre point de vue, ce modèle explique

mieux le phénomène thermoélastique. Nous allons ensuite expliquer les raisons de

ces changements. Le modèle bien connu d'Euler-Bernoulli pour la vibration trans-

versale d'une poutre n'est pas adapté à toutes les applications. Le modèle permet

la transmission d'énergie à des vitesses proches de l'in�ni. Rayleigh a résolu ce pro-

blème en principe en introduisant une inertie rotatoire, mais les corrections étaient

insu�santes. En 1921 [40], Timoshenko a fait une amélioration supplémentaire par

laquelle la déformation de cisaillement est prise en compte. Le modèle mathématique

est constitué de deux équations aux dérivées partielles présentées comme suit

ρutt − (Kux + ϕ))x = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

Iρϕtt − (EIϕxx +K(ux − ϕ) = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,
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Chapitre 4. Système de Timoshenko avec deux termes mémoire

Notre objectif dans ce chapitre est d'étudier l'e�et de la thermo-élasticité de type

III sur un nouveau couplage pour le système de Timoshenko avec la présence de

deux amortisseurs de type mémoire. Plus précisément, nous prouvons la décroissance

générale de la solution dans la norme énergie.

Dans la section suivante, nous posons notre problème et dans la deuxième nous

présentons l'énoncé et la preuve du résultat avec les di�érentes fonctionnelles par

lesquelles nous modi�ons l'énergie classique pour en obtenir une équivalente.

4.1 Position du problème

Soit le problème
ρ1ϕtt(x, t) = Sx(x, t),

ρ2ψtt(x, t) = Mx(x, t)− S(x, t),

ρ3θt(x, t) = −qx(x, t)− γ(ϕx(x, t) + ψ(x, t))t,

(4.1)

où t est la variable du temps, x est la variable de l'espace, ϕ est le déplacement

transversale, ψ est la rotation et θ est la température. ρ1 = ρA et ρ2 = ρI où ρ est

la densité de masse du matérielle, A est la cross-section area et I est le moment de

la cross-section area. On note parM de bending moment, S est la force transversale

et q est le �ux de la chaleur.

les équations constitutives correspondantes sont donnée par :
M = EIϕx −

∫ t

0

g1(t− s)ϕx(x, s)ds,

S = κAG(ϕx + ψ)ds,

q = −lpx −
∫ t

0

g2(t− s)ptx(x, s),

(4.2)

où g1 et g2 sont fonctions positives décroissantes, E est le module de Young, G est le

module de rigidité, et κ est le facteur de la force transversale. On note par p l'e�et

thermo-viscoélastique, alors θ = pt.
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4.1 Position du problème

Prenant en compte les deux système (4.1) et (4.2), les conditions initiales et les

conditions aux bord de dirichlet et mettant EI = b1, κAG = k, l = b2, on obtient le

système suivant

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x + γθx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ψtt − b1ψxx + k(ϕx + ψ)− γθ +

∫ t

0

g1(t− s)ψxxds = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θtt − b2θxx +

∫ t

0

g2(t− s)θxxds+ γϕttx + γψtt = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x),

ψt(x, 0) = ψ1(x) θ(x, 0) = θ0(x), θt(x, 0) = θ1(x),

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = θ(0, t) = θ(L, t) = 0, t ≥ 0.

(4.3)

Maintenant, pour montrer la nature dissipative du système (4.3), nous prenons le

même changement utilisé pour le système (3.1), ainsi nous obtenons

ρ1χtt − k(χx + ξ)x + γθtx = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ2ξtt − b1ξxx + k(χx + ψ)− γθt +

∫ t

0

g1(t− s)ξxxds = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

ρ3θtt − b2θxx +

∫ t

0

g2(t− s)θxx + γχtx + γξt = 0, x ∈ [0, L], t ≥ 0,

χ(x, 0) = χ0(x), χt(x, 0) = χ1(x), ξ(x, 0) = ξ0(x),

ξt(x, 0) = ξ1(x), θ(x, 0) = θ0(x), θ(x, 0) = θ0(x),

χ(0, t) = χ(L, t) = ξ(0, t) = ξ(L, t) = θ(0, t) = θ(L, t) = 0, t ≥ 0.

(4.4)

Supposant que les deux fonctions de relaxation gi(i = 1, 2) véri�ent les hypothèses

suivantes

(H1 ) gi : <+ → <+ sont deux fonctions dérivables satisfaisant la condition suivante

gi(0) > 0, λi = bi −
∫ ∞

0

gi(s)ds > 0, i = 1, 2.

(H2 ) Il existe deux fonctions dérivables décroissantes ζi(t) : <+ → <+ satisfaisant

g
′

i(t) ≤ −ζi(t)gi(t), i = 1, 2, ∀t ≥ 0.
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Chapitre 4. Système de Timoshenko avec deux termes mémoire

L'existence et l'unicité de la solution du système (4.4) est assuré par la proposition

suivante

Proposition 4.1.1. [9] Soit ((χ0, χ1), (ξ0, ξ1), (θ0, θ1)) ∈ (H1
0 (0, L)×L2(0, L))2. Sup-

posons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors le système (4.4) admet une solution

unique globale

(χ, ξ, θ) ∈ (C(<+;H1
0 (0, L)) ∩ C1(<+;L2(0, L)))3.

L'énergie associée au système (4.4) est donné par

E(t) =
1

2

∫ L

0

{ρ1χ
2
t + ρ2ξ

2
t + ρ3θ

2
t + k(χx + ξ)2 + (b1 −

∫ t

0

g1(s)ds)ξ2
x

+(b2 −
∫ t

0

g2(s)ds)θ2
x + g1 ◦ ξx + g2 ◦ θx}dx, t ≥ 0.

(4.5)

4.2 Résultat principal

Dans cette section, nous présentons le résultat principal de notre travail.

Théorème 4.2.1. Soit ((χ0, χ1), (ξ0, ξ1), (θ0, θ1)) ∈ (H1
0 (0, L) × L2(0, L))3, et sup-

posons que gi(i = 1, 2) satisfont (H1) et (H2) et que les coe�cients du système (4.4)

satisfont la condition

κ1 = γ +
b1ρ1

k
− ρ2 = 0 et κ2 =

ρ3b1

ρ2

+
b1γ

k
− b2 = 0. (4.6)

Alors, il existe deux constantes positives c1 et c2 telles que

E(t) ≤ c1e
−c2

∫ t1
t0
ζ(s)ds, ∀t ≥ t0, (4.7)

où

ζ(t) = min{ζ1(t), ζ2(t)}, t ≥ 0.

La démonstration du théorème 4.2.1 se fait à travers les lemmes suivants
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4.2 Résultat principal

Lemme 4.2.1. Soit (χ, ξ, θ) solution du système (4.4). Alors l'énergie E dé�nie par

(4.5) satisfait

E
′
(t) = −1

2
g1(t)

∫ L

0

ξ2
xdx+

1

2

∫ L

0

(g
′

1 ◦ ξx)dx

−1

2
g2(t)

∫ L

0

θ2
xdx+

1

2

∫ L

0

(g
′

2 ◦ θx)dx ≤ 0, t ≥ 0.

(4.8)

Preuve.Multipliant la première équation du système (4.4) par χt, la seconde par

ξt et la troisième par θt, intégrant sur (0, L) , utilisant le lemme 1.3.1 et e�ectuant

quelques manipulations nous obtenons (4.8). �

Dans ce qui suit nous mettons Ω = [0, L] et nous prenons c0 une constante positive

générale

Maintenant, introduisant le multiplicateur w donné par la solution de

− wxx = ξx, w(0) = w(L) = 0, (4.9)

alors nous pouvons obtenir les inégalités suivantes

∫
Ω

w2
t dx ≤ Cp

∫
Ω

w2
txdx ≤ Cp

∫
Ω

ξ2
t dx, (4.10)∫

ω

w2
xdx ≤ Cp

∫
Ω

ξ2dx ≤ Cp

∫
Ω

ξ2
xdx, (4.11)

Lemme 4.2.2. Soit (χ, ξ, θ) solution du système (4.5), alors pour ε1 > 0, la fonc-

tionnelle

I1 (t) = ρ1

∫
Ω

χtwdx+ ρ2

∫
Ω

ξtξdx, t ≥ 0 (4.12)

satisfait l'estimation

I ′1(t) ≤ −λ1

2

∫
Ω

ξ2
xdx+ ε1

∫
Ω

χ2
tdx+

(
ρ2 +

ρ2
1Cp
4ε1

)∫
Ω

ξ2
t dx

+c0

∫
Ω

θ2
t dx+ c0

∫
Ω

(g1 ◦ ξx) dx, t ≥ 0.

(4.13)

Preuve. En dérivant I1(t) et utilisant les deux premières équations du système
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Chapitre 4. Système de Timoshenko avec deux termes mémoire

(4.5), nous obtenons

I ′1(t) = ρ1

∫
Ω

χtwtdx+ k

∫
Ω

w2
xdx+ γ

∫
Ω

θtwxdx+ ρ2

∫
Ω

ξ2
t dx

−b1

∫
Ω

ξ2
xdx− k

∫
Ω

ξ2dx+ γ

∫
Ω

θtξdx+

∫
Ω

(g1 ∗ ξx) ξxdx.
(4.14)

Ainsi, en utilisant l'inégalité de Young, l'inégalité de Poincaré, le lemme 1.3.2 et les

relations (4.10), (4.11) nous concluons :

ρ1

∫
Ω

χtwtdx ≤ ε1

∫
Ω

χ2
tdx+

ρ2
1Cp
4ε1

∫
Ω

ξ2
t dx, (4.15)

γ

∫
Ω

θtwxdx ≤ δ

∫
Ω

ξ2
xdx+

γ2Cp
4δ

∫
Ω

θ2
t dx, (4.16)

γ

∫
Ω

θtξdx ≤ δ

∫
Ω

ξ2
xdx+

γ2Cp
4δ

∫
Ω

θ2
t dx, (4.17)

et ∫
Ω

(g1 ∗ ξx) ξxdx =

(∫ t

0

g1 (τ) dτ

)∫
Ω

ξ2
xdx−

∫
Ω

(g1 � ξx) ξxdx

≤
(∫ t

0

g1 (τ) dτ

)∫
Ω

ξ2
xdx+ δ

∫
Ω

ξ2
xdx+

c0

δ

∫
Ω

(goξx) dx,

(4.18)

avec ε1 et δ sont deux constantes positives.

En substituant (4.15)-(4.18) dans (4.14) et en choisissant δ =
λ1

6
, nous obtenons

(4.13). �

Lemme 4.2.3. Soit (χ, ξ, θ) solution du système (4.5), alors la fonctionnelle

I2 (t) = −ρ1

∫ L

0

χtχdx− ρ2

∫ L

0

ξtξdx, t ≥ 0, (4.19)

satisfait l'estimation

I ′2 (t) ≤ −ρ1

∫
Ω

χ2
tdx− ρ2

∫
Ω

ξ2
t dx+ c0

∫
Ω

ξ2
xdx+

γ2

2k

∫
Ω

θ2
t dx

+
3k

2

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+ c0

∫
Ω

(g1oξx) dx, t ≥ 0.
(4.20)

Preuve. Un calcul direct, utilisant la première et la deuxième équation du sys-

tème (4.5), nous aurons

I ′2 (t) = −ρ1

∫
Ω

χ2
tdx− ρ2

∫
Ω

ξ2
t dx+

(
b1 +

∫ t

0

g1(τ)dτ

)∫
Ω

ξ2
xdx

+k

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx− γ
∫

Ω

θt (χx + ξ) dx−
∫

Ω

(g1 � ξx) ξxdx.
(4.21)
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4.2 Résultat principal

Utilisant l'inégalité de Young et le lemme 1.3.2, nous trouvons

− γ
∫

Ω

θt (χx + ξ) dx ≤ γ2

2k

∫
Ω

θ2
t dx+

k

2

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx, (4.22)

−
∫

Ω

(g1 � ξx) ξxdx ≤
b1

2

∫
Ω

ξ2
xdx+

1

2b1

∫
Ω

(g1 � ξx)2 dx,

≤ b1

2

∫
Ω

ξ2
xdx+ c0

∫
Ω

(g1 ◦ ξx) dx.
(4.23)

En substituant (4.22) et (4.23) dans (4.21), l'inégalité (4.20) est véri�e.

Lemme 4.2.4. Soit (χ, ξ, θ) solution du système (4.5), alors la fonctionnelle

I3 (t) = −ρ2

∫
Ω

ξt (g1 � ξ) dx, t ≥ 0, (4.24)

satisfait, pour ε et δ1, deux constantes positives l'estimation

I ′3 (t) ≤ −
(
ρ2

∫ t

0

g1 (τ) dτ − δ1

)∫ L

0

ξ2
t dx+ c0ε2

∫
Ω

ξ2
xdx

+ε2

∫
Ω

θ2
t dx+ ε2

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx− c0

∫
Ω

(g′1oξx) dx

+c0

(
ε2 +

1

ε2

)∫
Ω

(g1oξx) dx, t ≥ 0.

(4.25)

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I3 (t) et en utilisant la deuxième équation

du système (4.5), nous aurons

I ′3 (t) = −ρ2

∫
Ω

ξt (g1 � ξ)t dx− b1

∫
Ω

ξx (g1 � ξx) dx− k
∫

Ω

(χx + ξ) (g1 � ξ) dx+

γ

∫
Ω

θt (g1 � ξ) dx−
∫

Ω

(g1 ∗ ξx) (g1 � ξx) dx

= −
(
ρ2

∫ t

0

g1(s)ds

)∫
Ω

ξ2
t dx− ρ2

∫
Ω

ξt (g′1 � ξ) dx+ b1

∫
Ω

ξx (g1 � ξx) dx

+k

∫
Ω

(χx + ξ) (g1 � ξ) dx− γ
∫

Ω

θt (g1 � ξ) dx−
∫

Ω

(g1 ∗ ξx) (g1 � ξx) dx.

(4.26)

nous estimons ces derniers termes par l'utilisation d'inégalité de Young, l'inégalité

de Poincaré et la remarque 1.3.1. Alors, pour toute constante δ1 > 0, nous obtenons

−ρ2

∫
Ω

ξt (g′1 � ξ) (t)dx ≤ δ1

∫
Ω

ξ2
t dx+

ρ2
2

4δ1

∫ t

0

(−g′1 (s) ds)

∫
Ω

(−g′1 ◦ ξ) (t)dx

≤ δ1

∫
Ω

ξ2
t dx−

c0

δ1

∫
Ω

(g′1 ◦ ξx) (t)dx, (4.27)
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et ∀ ε2 > 0. nous obtenons,

b1

∫
Ω

ξx (g1 � ξx) dx ≤ ε2

∫
Ω

ξ2
xdx+

c0

ε2

∫
Ω

(g1 ◦ ξx) dx, (4.28)

k

∫
Ω

(χx + ξ) (g1 � ξ) dx ≤ ε2

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+
c0

ε2

∫
Ω

(g1 ◦ ξx) dx, (4.29)

−γ
∫

Ω

θt (g1 � ξ) dx ≤ ε2

∫
Ω

θ2
t dx+

c0

ε2

∫
Ω

(g1 ◦ ξx) dx. (4.30)

−
∫

Ω

(g1 ∗ ξx) (g1 � ξx) dx

≤ 1

2ε2

∫
Ω

(g1 � ξx) dx+
ε2

2

∫
Ω

(∫ t

0

g1 (t− s) (ξx − ξx (s)− ξx (t) ds)

)2

dx

≤ ε2

(∫ t

0

g1(s)ds

)∫
Ω

ξ2
xdx+

(
ε2 +

1

2ε2

)∫
Ω

(g1 � ξx) dx

≤ c0ε2

∫
Ω

ξ2
x dx+ c0

(
ε2 +

1

ε2

)∫
Ω

(g1oξx) dx, (4.31)

Substituant (4.27)-(4.31) dans (4.26), nous obtenons (4.25). �

Lemme 4.2.5. Soit (χ, ξ, θ) solution du système (4.5). Alors la fonctionnelle

I4 (t) = ρ3

∫
Ω

θtθdx+ γ

∫
Ω

(χx + ξ) θdx, t ≥ 0, (4.32)

satisfait, pour toute ε3, l'estimation

I ′4 (t) ≤ −λ2

2

∫
Ω

θ2
xdx+ c0

(
1 +

1

ε3

)∫
Ω

θ2
t dx

+ε3

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+ c0

∫
Ω

(g2oθx) dx.
(4.33)

Preuve. En dérivant I4 (t), en utilisant la troisième équation du système (4.5)

et en intégrant par parties, nous obtenons

I ′4 (t) = −
(
b2 −

∫ t

0

g2 (s) ds

)∫
Ω

θ2
xdx+ γ

∫
Ω

(χx + ξ) θtdx

−
∫

Ω

θx (g2 � θx) dx+ ρ3

∫
Ω

θ2
t dx.

(4.34)
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4.2 Résultat principal

Grâce à l'inégalité de Young et au lemme 1.3.2, nous obtenons pour tout ε3, δ2 > 0,

les deux estimations suivantes

γ

∫
Ω

(χx + ξ) θtdx ≤
c0

ε3

∫
Ω

θ2
t dx+ ε3

∫ L

0

(χx + ξ)2 dx, (4.35)

−
∫

Ω

θx (g2 � θx) dx ≤ δ2

∫
Ω

θ2
xdx+

c0

δ2

∫
Ω

(g2 ◦ θx) dx. (4.36)

Substituant (4.35)-(4.36) dans (4.34) et choisissant δ2 =
λ2

2
nous trouvons (4.33). �

Lemme 4.2.6. Soit (χ, ξ, θ) solution du système (4.5). Alors la fonctionnelle

I5 (t) = −ρ3

∫
Ω

θt (g2 � θ) dx, t ≥ 0, (4.37)

satisfait, pour ε3 et δ1 > 0, deux constantes positives l'estimation

I ′5 (t) ≤ −
(
ρ3

∫ t

0

g2 (τ) dτ − δ2

)∫
Ω

θ2
t dx+ c0ε3

∫
Ω

θ2
xdx

+ε3

∫ 2

Ω

χ2
tdx+ c0

(
ε3 +

1

ε3

)∫
Ω

(g2 ◦ θx) dx

+ε3

∫ 2

Ω

ξ2
t dx−

c0

δ2

∫
Ω

(g′2 ◦ θx) dx, t ≥ 0.

(4.38)

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I5 (t) et en utilisant la troisième équation

du système (4.5), nous trouvons,

I ′5 (t) = −
(
ρ3

∫ t

0

g2 (τ) dτ

)∫
Ω

θ2
t dx− ρ3

∫
Ω

θt (g′2 � θ) dx

+b2

∫
Ω

θx (g2 � θx) dx−
∫

Ω

(g2 ∗ θx) (g2 � θx) dx

−γ
∫

Ω

χt (g2 � θx) dx− γ
∫

Ω

ξt (g2 � θ) dx.

(4.39)

Utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, le lemme 1.3.2 et la remarque 1.3.1

nous obtenons :

−ρ3

∫
Ω

θt (g′2 � θ) dx ≤ δ2

∫
Ω

θ2
t dx+

c0

δ2

∫
Ω

(−g′2 ◦ θx) dx, (4.40)

b2

∫
Ω

θx (g2 � θx) dx ≤ ε3

∫
Ω

θ2
xdx+

c0

ε3

∫
Ω

(g2 ◦ θx) dx, (4.41)

−γ
∫

Ω

χt (g2 � θx) dx ≤ ε3

∫ 2

Ω

χ2
tdx+

c0

ε3

∫
Ω

(g2 ◦ θx) dx, (4.42)

−γ
∫

Ω

ξt (g2 � θ) dx ≤ ε3

∫ 2

Ω

ξ2
t dx+

c0

ε3

∫
Ω

(g2 ◦ θx) dx (4.43)
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et

−
∫

Ω

(g1 ∗ θx) (g1 � θx) (t)dx

≤ 1

2ε3

∫
Ω

(g1 � θx) dx+
ε3

2

∫
Ω

(∫ t

0

g1 (t− s) (θx (t)− θx (s)− θx (t) ds)

)2

dx

≤ ε3

(∫ t

0

g1(s)ds

)∫
Ω

θ2
xdx+

(
ε3 +

1

2ε3

)∫
Ω

(g1 � θx) dx

≤ c0ε3

∫
Ω

θ2
xdx+ c0

(
ε3 +

1

ε3

)∫
Ω

(g1 ◦ θx) dx.

(4.44)

où δ2 et ε3 sont deux constantes positives.

Substituant (4.40)-(4.44) dans (4.39), nous obtenons (4.38). �

Lemme 4.2.7. En supposant que les coe�cients ρ1, ρ2, ρ3, k, b1, b2, et γ satisfont

la relation (4.7). Alors la fonctionnelle

I6(t) = ρ2

∫
Ω

ξt(χx + ξ)dx+ (ρ2 − γ)

∫
Ω

χtξxdx

−(
γ

k
+
ρ3

ρ2

)

∫
Ω

θx (g1 ∗ ξx) dx−
ρ1

k

∫
Ω

χt (g1 ∗ ξx) dx

+ρ3

∫
Ω

ξtθtdx+ b2

∫
Ω

ξxθxdx−
∫

Ω

ξx (g2 ∗ θx) dx, t ≥ 0,

(4.45)

satisfait, pour ε4, constante positive l'estimation

I ′6 (t) ≤ −k
2

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+ ρ2

∫
Ω

ξ2
t dx+ ε4

∫
Ω

χ2
tdx

+ε4

∫
Ω

θ2
xdx+ [χx (b1ξx − (g1 ∗ ξx))]x=L

x=0

+c0

(
1 +

1

ε4

)∫
Ω

ξ2
xdx−

c0

ε4

∫
Ω

(g′1 ◦ ξx) dx

−c0

∫
Ω

(g′2 ◦ θx) dx+ c0

∫
Ω

θ2
t dx, ∀t ≥ 0,

(4.46)

Preuve. En utilisant la deuxième équation et la troisième équation du système
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4.2 Résultat principal

(4.5) et en intégrant par parties, nous obtenons

I ′6 (t) = −b1

∫
Ω

ξx (χx + ξ)x dx− k
∫

Ω

(χx + ξ)2 dx+ γ

∫
Ω

θt (χx + ξ) dx

+

∫
Ω

(g1 ∗ ξx) (χx + ξ)x dx+ [χx (bξx − (g1 ∗ ξx) (t))]x=L
x=0 + ρ2

∫
Ω

ξ2
t dx

+ρ2

∫
Ω

ξtχtxdx+ (ρ2 − γ)

∫
Ω

χttξxdx+ (ρ2 − γ)

∫
Ω

χtξtxdx

−γ
k

∫
Ω

θtx (g1 ∗ ξx) dx−
(
γ

k
+
ρ3

ρ2

)∫
Ω

θx (g1 ∗ ξx)t dx−
ρ1

k

∫
Ω

χtt (g1 ∗ ξx) dx

−ρ1

k

∫
Ω

χt (g1 ∗ ξx)t dx−
ρ3b1

ρ2

∫
Ω

ξxθtxdx−
ρ3k

ρ2

∫
Ω

θt (χx + ξ) dx+
ρ3γ

ρ3

∫
Ω

θ2
t dx

−b2

∫
Ω

θxξtxdx+

∫
Ω

ξtx (g2 ∗ θx) dx− γ
∫

Ω

ξtχtxdx− γ
∫

Ω

ξ2
t dx+ b2

∫
Ω

θtxξxdx

+b2

∫
Ω

θxξtxdx−
∫

Ω

ξtx. (g2 ∗ θx) dx−
∫

Ω

ξx. (g2 ∗ θx)t dx,

et de la première équation, nous déduisons

I ′6 (t) = −k
∫

Ω

(χx + ξ)2 dx+ (ρ2 − γ)

∫
Ω

ξ2
t dx+

ρ3γ

ρ3

∫
Ω

θ2
t dx

+

(
γ − ρ3k

ρ2

)∫
Ω

θt (χx + ξ) dx−
∫

Ω

ξx (g2θx − g′2 � θx) dx

−
(
γ

k
+
ρ3

ρ2

)∫
Ω

θx (g1ξx − g′1 � ξx) dx−
ρ1

k

∫
Ω

χt (g1ξx − g′1 � ξx) dx

−
(
γ +

b1ρ1

k
− ρ2

)
︸ ︷︷ ︸

=κ1

∫
Ω

ξxχttdx−
(
ρ3b1

ρ2

+
b1γ

k
− b2

)
︸ ︷︷ ︸

=κ2

∫
Ω

ξxθtxdx

+ [χx (bξx − (g1 ∗ ξx))]x=L
x=0 .

(4.47)

Utilisant l'inégalité de Young et le lemme 1.3.3, nous arrivons à :

(
γ − ρ3k

ρ2

)∫
Ω

θt (χx + ξ) dx ≤ c0

∫
Ω

θ2
t dx+

k

4

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx, (4.48)

maintenant pour ε4 > 0, nous aurons

−
∫

Ω

ξx (g2θx − g′2 � θx) dx

= −g2(t)

∫
Ω

ξxθxdx+

∫
Ω

ξx (g′2 � θx) dx

≤ ε4

∫
Ω

θ2
xdx+ c0

(
1 +

1

ε4

)∫
Ω

ξ2
xdx− c0

∫
Ω

(g′2oθx) dx.

(4.49)

45



Chapitre 4. Système de Timoshenko avec deux termes mémoire

Et, de la même manière, nous aurons

−
(
γ

k
+
ρ3

ρ2

)∫
Ω

θx (g1ξx − g′1 � ξx) dx

≤ ε4

∫
Ω

θ2
xdx+

c0

ε4

∫
Ω

(ξx + g′1 � ξx)
2
dx

≤ ε4

∫
Ω

θ2
xdx+

c0

ε4

∫
Ω

ξ2
xdx−

c0

ε4

∫
Ω

(g′1oξx) dx,

(4.50)

−ρ1

k

∫
Ω

χt (g1ξx − g′1 � ξx) dx ≤ ε4

∫ 2

Ω

χ2
tdx+

c0

ε4

∫
Ω

ξ2
xdx−

c0

ε4

∫
Ω

(g′1oξx) dx. (4.51)

Substituant (4.48)-(4.51) dans (4.47), utilisant la relation (4.7), nous obtenons (4.46).�

Comme dans le chapitre III, nous dé�nissons la fonction

q(x) = 2− 4x

L
, x ∈ [0, L]

Lemme 4.2.8. Soit (χ, ξ, θ) solution du système (4.5). Les fonctionnelles J1 et J2

dé�nies par

J1 (t) =
ε4

k

 ρ1l

∫
Ω

χtqχxdx+ γ

∫
Ω

χxq(b2θx − g2 ∗ θx)dx

+ρ3

∫
Ω

θtq (b2θx − (g2 ∗ θx)) dx,

 t ≥ 0, (4.52)

et

J2 (t) =
ρ2

4ε4

∫
Ω

ξtq (b1ξx − (g1 ∗ ξx)) dx, t ≥ 0, (4.53)

satisfont, pour ε4 > 0, l'estimation

J ′1 (t) ≤ −ε4

[
χ2
x (L) + χ2

x (0)
]

+
1

ε3

∫
Ω

ξ2
xdx

+c0ε4

(∫
Ω

χ2
xdx+

∫
Ω

χ2
tdx+

∫
Ω

θ2
xdx

)
+c0

(
1

ε4

+ ε4

)∫
Ω

θ2
t dx+

c0

ε4

∫
Ω

ξ2
t dx,

(4.54)

J ′2 (t) ≤ − 1

4ε4

[(
b1ξx (L)−

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (L, s) ds

)2
]

− 1

4ε4

[(
b1ξx (0)−

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (0, s) ds

)2
]

+
c0

ε4

∫
Ω

θ2
t dx+ c0

(
1 +

1

ε4

)∫
Ω

ξ2
xdx+

c0

ε4

∫
Ω

ξ2
t dx

+kε4

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+
c0

ε4

(
1 +

1

ε2
4

)∫
Ω

(g1oξx) dx−
c0

ε4

∫
Ω

(g′1oξx) dx.

(4.55)
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Preuve. En prenant la dérivée de J1 (t) et en utilisant les première et troisième

équations du système (4.5), nous obtenons

J ′1 (t) = ε4b2

∫
Ω

χxxqχxdx+ ε4b2

∫
Ω

ξxqχxdx+
ε4ρ1b2

k

∫
Ω

χtqχtxdx

+
ε4

k

∫
Ω

(
b2θxx −

∫ t

0

g2 (t− s) θxx (s) ds

)
q

(
b2θx −

∫ t

0

g2 (t− s) θx (s) ds

)
dx

−ε4γ

k

∫
Ω

χxq(

∫ t

0

g2 (t− s) θx (s) ds)tdx−
ε4ρ3

k

∫
Ω

θtq

(∫ t

0

g2 (t− s) θx (s) ds

)
t

dx

+
ε4ρ3b2

k

∫
Ω

θtqθtxdx−
ε4γ

k

∫
Ω

ξtq

(
b2θx −

∫ t

0

g2 (t− s) θx (s) ds

)
dx.

En utilisant les relations

∫
Ω

χxq(

∫ t

0

g2 (t− s) θx (s) ds)tdx = −
∫

Ω

χxq

∫ t

0

g′2 (t− s) θx (s) dsdx−
∫

Ω

χxqg2(0)θxdx

= +

∫
Ω

χxq

∫ t

0

g′2 (t− s) (θx (t)− θx (s)) dsdx−
∫

Ω

χxqg2(t)θxdx,

∫
Ω

θtq

(∫ t

0

g2 (t− s) θx (s) ds

)
t

dx

= −
∫

Ω

θtq

(
g2(0)θx +

∫ t

0

g′2 (t− s) θx (s) ds

)
dx

= −
∫

Ω

θtq

(
g2(t)θx −

∫ t

0

g′2 (t− s) (θx (t)− θx (s)) ds

)
dx,

et en intégrant par parties, nous obtenons,

J ′1 (t) ≤ −ε4b2

[
χ2
x (0) + χ2

x (L)
]x=L

x=0
+

2ε4b2

L

∫
Ω

χ2
xdx+ ε3b2

∫
Ω

ξxqχxdx

+
2ε4ρ1b2

Lk

∫
Ω

χ2
tdx+

2ε4

Lk

∫
Ω

(
b2θx −

(∫ t

0

g2 (t− s) θx (s) ds

))2

dx

−ε4γ

k

∫
Ω

χxq

(
g2(t)θx −

∫ t

0

g′2 (t− s) (θx (t)− θx (s)) ds

)
dx

−ε4γ

k

∫
Ω

θtq

(
g2(t)θx −

∫ t

0

g′2 (t− s) (θx (t)− θx (s)) ds

)
dx

+
2ε4ρ3b2

Lk

∫
Ω

θ2
t dx−

ε4γ

k

∫
Ω

ξtq

(
b2θx −

(∫ t

0

g2 (t− s) θx (s) ds

))
dx.

(4.56)

En considérant l'inégalité de Young, le lemme 1.3.2 et le lemme 1.3.3, nous obtenons

47



Chapitre 4. Système de Timoshenko avec deux termes mémoire

les estimations

−ε4γ

k

∫
Ω

χxq

(
g2(t)θx −

∫ t

0

g′2 (t− s) (θx (t)− θx (s)) ds

)
dx

=
ε3γ

k

∫
Ω

χxq

(∫ t

0

g′2 (t− s) (θx (t)− θx (s)) ds

)
dx − ε4γ

k

∫
Ω

χxqg2(t)θxdx

≤ ε4c0

∫
Ω

χ2
xdx+ ε4c0

∫
Ω

θ2
xdx− ε4c0

∫
Ω

(g′2oθx) dx

(4.57)

de la même façon, nous obtenons

−ε4γ

k

∫
Ω

θtq

(
g2(t)θx −

∫ t

0

g′2 (t− s) (θx (t)− θx (s)) ds

)
dx

= −ε4γ

k

∫
Ω

θtg2(t)qθxdx+
ε4γ

k

∫
Ω

θtq

(∫ t

0

g′2 (t− s) (θx (t)− θx (s)) ds

)
dx

≤ ε4c0

∫
Ω

θ2
t dx+ ε4c0

∫
Ω

θ2
xdx− ε4c0

∫
Ω

(g′2oθx) dx,

(4.58)

En �n,

ε4

∫
Ω

ξxqχxdx ≤ ε4

∫
Ω

χ2
xdx+

1

ε4

∫
Ω

ξ2
xdx, (4.59)

− ε4β

k

∫
Ω

θtqθxdx ≤ ε4

∫
Ω

θ2
xdx+

c0

ε4

∫
Ω

θ2
t dx, (4.60)

− ε4γ

k

∫
Ω

ξtqθxdx ≤ ε4

∫
Ω

θ2
xdx+

c0

ε4

∫
Ω

ξ2
t dx. (4.61)

Substituant (4.57)-(4.61) dans (4.56)), nous obtenons (4.54)).

Et de la deuxième équation du système (4.5) et en intégrant par parties nous trou-

vons

J ′2 (t) =
1

2Lε4

∫
Ω

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)2

dx

− 1

4ε4

[(
b1ξx (L)−

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (L, s) ds

)2
]

− 1

4ε4

[(
b1ξx (0)−

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (0, s) ds

)2
]

+
γ

4ε4

∫
Ω

θtq

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)
dx

− k

4ε4

∫
Ω

(χx + ξ) q

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)
dx

+
ρ2

4ε4

∫
Ω

ξtq

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)
t

dx.

(4.62)
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En utilisant l'inégalité de Young, le lemme 1.3.2 et le lemme 1.3.3 et le fait que q2(x)

≤ 4, ∀x ∈ [0, L] , nous estimons les termes de (4.62) comme suit

γ

4ε4

∫
Ω

θtq (x)

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)
dx

≤ +
γ2L

4ε4

∫
Ω

θ2
t dx+

1

4Lε3

∫
Ω

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)2

dx

≤ +
c0

ε4

∫
Ω

θ2
t dx+

c0

ε3

∫
Ω

ξ2
xdx+

c0

ε3

∫
Ω

(goξx) dx,

(4.63)

− k

4ε4

∫
Ω

(χx + ξ) q (x)

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)
dx

≤ kε4

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+
k

16ε3
4

∫
Ω

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)2

dx

≤ kε4

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+
c0

ε3
4

∫
Ω

ξ2
xdx+

c0

ε3
4

∫
Ω

(goξx) dx ,

(4.64)

ρ2

4ε4

∫
Ω

ξtq (x)

(
b1ξx −

∫ t

0

g1 (t− s) ξx (t, s) ds

)
t

dx

=
ρ2

4ε4

∫
Ω

ξtqbξxtdx+
ρ2

4ε4

∫
Ω

ξtq (g(t)ξx − g′ � ξx) dx

=
ρ2b1

4Lε4

∫
Ω

ξ2
t dx+

ρ2

4ε4

∫
Ω

ξtqg(t)ξxdx−
ρ2

4ε4

∫
Ω

ξtq (g′ � ξx) dx

≤ c0

ε4

∫
Ω

ξ2
t dx+

c0

ε4

∫
Ω

ξ2
xdx−

c0

ε4

∫
Ω

(g′oξx) dx .

(4.65)

En substituant (4.63)-(4.65) dans (4.62), nous obtenons (4.54). �

Preuve du Theorem 4.2.1. Pour certaines constantes positives ; N,N1, N2, N3 et

N4 qui vont être choisis de manière appropriée. nous dé�nissons la fonctionnelle de

Lyapunov par

£ (t) = NE(t) +N1I1 (t) +
1

4
I2 (t) +N2I3 (t) +N3I4 (t)

+N4I5 (t) + I6 (t) + J1 (t) + J2 (t) , ∀ t > 0.

(4.66)

Ensuite, en prenant en compte (4.8), (4.13), (4.20) , (4.25), (4.33), (4.38), (4.46),
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(4.54), (4.55) et les relations suivantes∫
Ω

χ2
xdx ≤ 2

∫
Ω

(χx + ξ)2 dx+ 2Cp

∫
Ω

ξ2
xdx,[

χx

(
bξx −

∫ t

0

g (t− s) ξx (x, s) ds

)]x=L

x=0

≤ ε3

[
χ2
x (L) + χ2

x (0)
]

+
1

4ε3

[(
bξx (L)−

∫ t

0

g (t− s) ξx (L, s) ds

)2
]

+
1

4ε3

[(
bξx (0)−

∫ t

0

g (t− s) ξx (0, s) ds

)2
]
,

nous obtenons,

£
′
(t) ≤

−
[
λ1N1

2
− 3b1

8
−N2c0ε2 − c0

(
1 +

1

ε4

)
− 1

ε3

− c0ε4

] ∫
Ω

ξ2
xdx

−
[
N2

(
ρ2

∫ t

0

g1 (τ) dτ − δ1

)
− 3ρ2

4
−N1

(
ρ2 +

ρ2
1Cp
4ε1

)
−N4ε3 −

c0

ε4

] ∫
Ω

ξ2
t dx

−

 N4

(
ρ3

∫ t

0

g2 (τ) dτ − δ2

)
−N1c0 −

γ2

8k
− c0

−N2ε2 −N3c0

(
1 +

1

ε3

)
− c0

(
1

ε4

+ ε4

)
∫

Ω

θ2
t dx

−
[
k

8
−N2ε2 −N3ε3 − c0ε4

] ∫
Ω

(χx + ξ)2 dx

−
[ρ1

4
−N1ε1 −N4ε3 − c0ε4

] ∫
Ω

χ2
tdx

−
[
λ2N3

2
−N4c0ε3 − c0ε4

] ∫
Ω

θ2
xdx

+

[
N1c0 + c0 +N2c0

(
ε2 +

1

ε2

)
+
c0

ε4

(
1 +

1

ε2
4

)]∫
Ω

(g1oξx) dx

+

[
N3c0 +N4c0

(
ε3 +

1

ε3

)]∫
Ω

(g2oθx) dx

+

[
N

2
−N2c0 −

c0

ε4

] ∫
Ω

(g′1oξx) dx

+

[
N

2
− c0N4

δ2

− c0

] ∫
Ω

(g′2oθx) dx

(4.67)

Puisque g1 et g2 sont continues et positives, alors pour tout t ≥ t0 > 0, nous avons

g0 = min

{∫ t0

0

g1 (s) ds,

∫ t0

0

g2 (s) ds

}
.

Si nous sélectionnons nos constantes très soigneusement, tous les termes du côté

droit de (4.67) deviennent négatifs. Prenant δ1 =
ρ2

4N2

, δ2 =
γ2

8N4k
et choisissant ε1
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4.2 Résultat principal

assez petit tel que

ε1 ≤
ρ1

12N1

.

Deuxièmement, nous sélectionnons N1 assez grand pour que

λ1N1

2
− 3b1

8
−N2c0ε2 − c0

(
1 +

1

ε4

)
− 1

ε3

− c0ε4 > 0,

et N3 assez grand pour que

λ2N3

2
−N4c0ε3 − c0ε4 > 0.

Maintenant, nous choisissons ε2 si petit que

ε2 <
k

24N2

,

et N4 assez grand pour que

N4g0 −N1c0 − ε2N2 −N3c0

(
1 +

1

ε3

)
− c0

(
1

ε4

+ ε4

)
− c0 > 0.

Après cela, nous prenons N2 assez grand pour que

N2g0 − ρ2 −N1

(
ρ2 +

ρ2
1Cp
4ε1

)
−N4ε3 −

c0

ε4

> 0,

et nous choisissons ε3 si petit tel que

ε3 ≤ min

(
k

12N3

,
ρ1

24N4

)
.

En�n, nous choisissons N assez grand pour que

N

2
−N2c0 −

c0

ε4

> 0,

et

N

2
− c0N4

δ2

− c0 > 0.

51



Chapitre 4. Système de Timoshenko avec deux termes mémoire

Par conséquent, (4.67) prend la forme

£′ (t) ≤ −k0E (t) + c1

∫
Ω

(g1oξx + g2oθx) dx, ∀t ≥ t0, (4.68)

pour deux constantes positives k0 et c1.

En multipliant(4.68) par ζ (t) et en utilisant (H1) et (H2), nous arrivons à

ζ (t)£′ (t) ≤ −k0ζ (t)E (t) + c1ζ (t)

∫
Ω

(g1oξx + g2oθx) dx

≤ −k0ζ (t)E (t)− c2

∫
Ω

(g′1oξx + g′2oθx) dx

≤ −k0ζ (t)E (t)− c2E
′ (t)

[ζ (t)£ (t) + c2E (t)]′ − ζ ′ (t)E (t) ≤ −k0ζ (t)E (t) , ∀t ≥ t0.

En utilisant le fait que ζ ′ (t) ≤ 0, nous aurons

(ζ (t)£ (t) + c2E (t))′ ≤ −k0ζ (t)E (t) , ∀t ≥ t0.

Encore une fois, en notant que

R (t) = ζ (t)£ (t) + c2E (t) ∼ E (t) .

nous obtenons pour une constante positive α,

R′ (t) ≤ −αζ (t)R (t) , ∀t ≥ t0. (4.69)

Une simple intégration de (4.69) sur (t0, t) conduit à

R (t) ≤ R (t0) e
−c3

∫ t
t0
ζ(s)ds

, ∀t ≥ t0. (4.70)

Finalement, l'a�rmation du Théorème 4.2.1. est obtenue au fait que R ∼ E. �
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