s — 9 \
,‘l’) /E §/o J S
}'/6 & [ ()
o (o) ‘\\“\g\ w
BADJI MOKHTAR-ANNABA ”Q ]
UNIVERSITY s .
UNIVERSITE BADJI MOKHTAR- - ‘\-,\1-\9 -
ANNABA
Faculté des Sciences
Année: 2017/2018
Deépartement de Mathématiques
Présentée en vue de I’obtention du diplome de
Doctorat en Sciences
STABILITE D'UN SYSTEME
THERMO-ELASTIQUE POREUX
Option
Mathématiques Appliquées
Par
Ghennam Karima
DIRECTEUR DE THESE: Djebabla Abdelhak M.C.A U.B.M. ANNABA
Devant le jury

PRESIDENT: Guezane-Lakoud Assia Prof U.B.M. ANNABA
EXAMINATEUR: Benouhiba Nawel Prof U.B.M. ANNABA
EXAMINATEUR: Boussetila Nadjib Prof U. 8 MAI. GUELMA
EXAMINATEUR: Nisse Lamine Prof U. EL OUED

EXAMINATEUR: Ardjouni Abdelouaheb M.C.A  U. SOUK-AHRAS



Remerciements

Je remercie profondément mon directeur de thése Docteur Djebabla Abdelhak. Pour
la confiance qu’il m’a accordé, sa disponibilité, ses mots de soutien quand j’avais des
difficultés ou des problémes de motivation.

Aussi, j’exprime mes remerciements & Mme. Guezane-Lakoud Assia, Professeur a
’UBM Annaba d’avoir accepté de présider le jury de cette thése. Je remercie vive-
ment le Professeur Nisse Lamine de m’avoir fait I’honneur de participer a ce jury.
J’adresse également mes remerciements auz Professeurs Benouhiba Nawel et Bousse-
tila Nadjib et au Docteur Ardjouni Abdelouheb pour avoir accepté d’étre rapporteurs
de ce travail.

Enfin, 7’adresse un grand merci a toute ma famille qui a toujours été présente lorsque

j’en ai eu besoin.

Merei a tous...



Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a I'étude de la stabilisation de certains sys-
témes thermo-élastiques unidimensionnels, le premier est un systéme formé de deux
équations hyperboliques couplées a deux équations paraboliques impliquant la tem-
pérature et la micro-température. Ce systéme apparait en thermo-élasticité poreuse.
Le deuxiéme est un systéme poreux thermo-visco-élastique, ot la conduction ther-
mique est donnée par la théorie de Green et Naghdi appelé type III. Le dernier est
aussi un systéme thermo-visco-¢lastique type III ou les oscillations sont définies par
le modéle de Timoshenko avec deux amortissements type mémoire.

Pour démontrer la stabilisation de ces systémes, nous utilisons une technique des
multiplicateurs, elle se base sur la construction d’une fonctionnelle de Lyapunov
équivalente a I'énergie.

Dans les deux derniers systémes nous introduisons deux nouveaux nombres de sta-
bilité et nous prouvons un résultat général de décroissance, a partir du quel la
décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers.

Pour mieux observer I'effet de la dissipation faible (effet thermique ou amortissement
thermo-visco-élastique) sur le changement de la nature des nombres de stabilité, nous

renvoyons le lecteur a [6].

Mots clés : Thermoélasticité type I1I - Poreux - Timoshenko - Stabilité - Fonc-

tionnelle de Lyapunov.



Abstract

In this thesis, we are interested in studying the stabilization of some one-dimensional
thermoelastic systems, the first is a system of two hyperbolic equations coupled to
two parabolic equations involving temperature and micro-temperature. This system
appears in porous thermoelasticity. The second is a porous thermoviscoelastic sys-
tem, where the thermal conduction is given by the theory of Green and Naghdi
called thermoelasticity type III. The last one is also a thermo-visco-elastic system
type III where the oscillations are defined by the model of Timoshenko with two
memory type damping.

To show the stabilization of these systems, we use a multipliers technique, it is ba-
sed on the construction of a Lyapunov function equivalent to energy. In the last two
systems we introduce two new stability numbers and prove a general decay result,
from which the exponential and polynomial decay are only special cases.

For better observe the effect of weak dissipation (thermal effect or thermo-viscoelastic

damping) on the change in the nature of stability numbers, we refer the reader to
[6]-

Key words : Thermoelasticity type III - Porous - Timoshenko - Stability -

Lyapunov Function.
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Introduction

En mécanique, les mouvements vibratoires sont souvent nocives a la structure.
Pour cela, des amortissements de différents types ont été élaborés et incorporés di-
rectement dans le systéme, sur la frontiére ou une partie de la frontiére. Par exemple,
les amortissement de type friction, thermique ou viscoélastique. Ainsi, dans les appli-
cation il est crucial que la stabilisation se produit trés rapidement, afin d’empécher
les dommages possibles de la structures ou de son fonctionnement. Dans la théorie
de la thermoélasticité, la déformation d’un corps est associée a un changement de
la température corporelle. En d’autres termes, la thermoélasticité traite la relation
entre les propriétés élastiques d’un matériau et sa température, ou entre sa conduc-
tivité thermique et ses contraintes. En fait, la théorie de la thermoélasticité remonte
au travail pionnier de Duhamel [7], quand il a dérivé les équations joignant la souche
dans un corps élastique au gradient de température. Plus tard en 1841, ces mémes
résultats ont été confirmés par Neumann [34].

Au cours des trois derniéres décennies, les problémes liés a la thermoélasticité clas-

sique ont été examinés par de nombreux auteurs et de nombreux résultats de sta-

bilité ont été établis. Par exemple, Munoz Rivera [30] et Hansen [16] ont considéré
indépendamment le systéme

Uy — QU + B0, =0, € [0,L], t>0,

{ 0y — VO0pr + 0uy, =0, x€]0,L], t>0,

viii



oll u est le déplacement transversal d’un faisceau de longueur L et 6 est la différence
de température, et ont prouvé que 'amortissement de la chaleur est assez fort pour
stabiliser exponentiellement la partie oscillante de I’équation d’onde.

Dans le systéme ci-dessus, le flux de la chaleur est donné par la loi de Fourier. En
conséquence, cette théorie prédit une vitesse infinie de propagation de la chaleur. A
un moment donné cette perturbation thermique a un effet instantané ailleurs dans
le corps. Des expériences ont montré que la conduction de la chaleur dans certains
cristaux diélectriques a basse température est exempte de ce paradoxe et que les
perturbations, qui sont presque entiérement thermiques, se propagent & une vitesse
finie. Pour surmonter ce paradoxe physique, il y’a eu plusieurs théories telle que la
thermo-¢élasticité de type III. Pour le contexte lié a cette théorie, nous renvoyons le
lecteur & Green et Naghdi [12]-[13].

Muroz Rivera et Racke [32] ont étudié le systéme thermo-élastique type Timoshenko

suivant
prou — k(pe + 1) =0, r€0,L], t>0,
P21/Jtt - b¢xw + k’(@z + w) + 7913 = 07 HAS [07 L]a t Z 07 (2)
p30r — Kbz + Y = 0, re[0,L], t>0,

oll p,1 et O sont le déplacement transversal, ’angle de rotation du filament et
la différence de température, respectivement. Ils ont montré que le systéme, avec
diverses conditions aux limites, est exponentiellement stable si et seulement si les

vitesses de propagation sont égales. Notons par kg la différence entre ces vitesse

Ko = — — —. (3)

Un grand nombre de résultats intéressants sur la décroissance exponentielle des sys-
témes de Timoshenko avec une dissipation efficace dans une seule équation ont été

établis, a condition que ky = 0. Ammar Khodja et al. [I] ont considéré leffet de



mémoire. Rivera et Fernandez [31] ont étudié les systémes de Timoshenko avec une
histoire passée avec des conditions appropriées sur le terme histoire. Voir aussi [10],
12], [14], [33] et [25] et les références qui s’y trouvent.

Pour des données initiales suffisamment réguliéres, Guesmia et al [15] ont montré
que le taux de décroissance du systéme (2) est polynomial, quand rg # 0.

Magana et Quintanilla [24] ont considéré le systéme thermo-élastiques poreux sui-

vant
Py — gy — by + B0y — YUy =0, x €[0,L], t>0,
J i — bppe + buy +Ep —mb =0, xe|0,L], t>0, (4)
ey — kb, + Bug, +mp; =0, x€l[0,L], t>0,

ol u est le déplacement transversal, ¢ est la différence de fraction volumique et 6 est
la différence de température. Ils ont montré que la dissipation produite par I’amor-
tissement thermique dans la troisiéme équation en présence du fort amortissement
Uiz N'est pas assez puissante pour stabiliser uniformément le systéme.
Contrairement & cela, Casas et Quintanilla [4] ont montré qu’une dissipation par
un amortissement poreux 7y; dans la seconde équation, en plus de la dissipation
thermique, suffit pour stabiliser le systéme obtenu de maniére exponentielle.

Messaoudi et Fareh [26] ont considéré le systéme poreux avec mémoire suivant

P1Pt — k(spm + w)m + em - 07 x € [0, L], t 2 O,
t

p2th — bpuy + k(s + ) + 0 + / g(t — 8)iheeds =0, z€[0,L], t>0,
0

p39t_/{9xx+§0zt+¢m+9xzoy T € [O,L], tZO,

oll g est une fonction de relaxation supposée satisfaire certaines conditions. Ils ont
obtenu, pour le cas kg = 0, un résultat général de décroissance, donnant notamment

les taux de décroissance exponentielle et polynomiale. Le cas ol kg # 0 a été discuté



dans |27]. Voir aussi [38].
Avec la nouvelle théorie de thermoélasticité, Messaoudi et Said-Houari ont considéré

le systéme thermoélastique type III de la forme de Timoshenko suivant

P1Pet — k(gﬁx + ¢>I = 07 YRS [Oa LL t> 07
,039t - /ﬁ;ezx + Pt + wx - aetx:c = 07 S {07 LL t > 0.

Ils ont prouvé une décroissance exponentielle dans le cas ou ko = 0. Et en ajoutant
a la deuxiéme équation de ce dernier systéme un amortissement viscoélastique de la
e.)
forme / 9(8)e(t — s,.)ds |29]. Tls ont prouvé que I’énergie décroit exponentielle-
0
ment pour des vitesses de propagations égales et décroit polynomialement pour des
vitesses de propagations non égales c’est a dire kg # 0.
Djebabla et Tatar [6] ont amélioré le résultat précédent en remplagant la dissipation
o
forte par une autre plus faible de type visoélastique de la forme / g(t — 5)0,.ds,
0

plus precisement, ils ont étudié le systéme

P1Ptt — k’(%c + w):p = O; S [O, L], t> 0,

t
p30tt - lezm + ﬂ/ g(t - 5)6156(1'7 S)dS + ’thtx = 07 S [0, L], t 2 07
0
et ils ont introduit deux nouveaux nombres de stabilité exponentielle v et 15 telles
que
bp1 kps

V1=7—02—76t7/2: —Z—W

Dans [21], Kafini a considéré le systéme (2) et a prouvé, pour les mémes conditions
sur les coefficients mais pour des fonctions de relaxation décroissantes plus géné-
rales, un résultat général de décroissance, dont les décroissances exponentielles et
polynomiales ne sont que des cas particuliers.

Plus tard, Santos [37] a défini un autre nombre de stabilité xo pour le systéme de



Timoshenko suivant avec un deuxiéme son

( prites — k(00 + 1), = 0, rel0,L], t>0,
P2 — by + k(uy + )+ 00, =0, x€][0,L], t>0,
P30 + ¢z + 0y — 00 = 0, xel0,L], t>0,

(Tq + g+ 0, =0, re(0,L], t>0,

ou il a utilisé la théorie des semi-groupes et il a montré que le systéme décroit
exponentiellement si et seulement

Tp10*

bor —0.
psk

X0 = (T——)(Pz—7)—

Dans cette thése, nous considérons trois problémes. e premier est un systéme
thermo-élastique poreux unidimensionnel formé de quatre équations différentielles
partielles. Deux équations hyperboliques couplées a deux équations paraboliques,
I’amortissement est constitué de champ thermique classique et de microtempéra-
ture. En utilisant la méthode des multiplicateur nous établissons un résultat de
décroissance exponentielle de ’énergie.

Le deuxiéme est un systéme thermo-élastique poreux unidimensionnel de thermo-
élasiticité type III. En amortissant ce systéme par une dissipation thermique faible.
Nous prouvons un résultat général de décroissance avec deux nouveau nombres de
stabilité.

Le dernier probléme est un systéme thermo-élastique type Timoshenko, type III
amorti par deux dissipations visco-élastiques. En appliquant la méthode de I’éner-
gie, un résultat de stabilité générale est obtenu. Il convient de mentionner ici qu’a
notre connaissance, il n’y a pas de résultat concernant les systémes de Timoshenko
type III, en présence de deux amortissements de type mémoire.

Cette thése se compose de quatre chapitres :

Chapitre 1 : Nous présentons des notions préliminaires.



Chapitre 2 : Concerne un probléme thermo-élastique poreux avec un effet ther-
mique et un effet micro-thermique, il est constitue de trois sections : position du
probléme, résultat d’existence et d’unicité et résultat de stabilité exponentielle.
Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous étudions un probléme poreux de thermo-
élasticité type III, en utilisant la méthode des multiplicateurs nous démontrons la
stabilité générale de ce systéme.

Chapitre 4 : Ce dernier chapitre constitue I’essentiel de ce travail. o nous nous
intéressons a la stabilité de la poutre de Timoshenko de thermo-élasticté type III et
nous donnons un résultat de décroissance générale. Il a fait 'objet d’une publication
dans une revue internationale : K. Ghennam and A. Djebabla, Energy decay re-
sult in a Timoshenko-type system of thermoelasticity of type 111 with weak damping,

Mathematical Methods in the Applied Sciences, DOI :10.1002/mma.4873, (2018).






Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques espaces de Sobolev et certaines inéga-
lités dans ces espaces qu’on utilisera ultérieurement et nous donnons briévement,
les définitions et les notations de quelques produits de convolution et aussi quelques
inégalités intégrales qui nous seront utiles pour la suite de notre travail. Dans ce qui

suit, on désignera par {2 un ouvert de R"

1.1 Espace de sobolev

Commencons par les espaces LP(Q).

1.1.1 Les espaces L?(12)

Définition 1.1.1. On définit ’espace LP(§2) par

L (Q) = {f Q2 — R, mesurables telles que (1.1)

/|f(x)|pd$ < 400, sil<p<+ooet supess|f(x)] < +oo, si p=+o0}
Q

Théoréme 1.1.1. Les espaces LP(2), munis des normes suivantes

1

| Fllzo0) = (/Q If(fv)lpdx>p , pour 1 <p < oo et |[fl[re = supess|f(z)],

(1.2)



Chapitre 1. Notions préliminaires

sont des espaces de Banach.

Remarque 1.1.1. Pour p = 2, l'espace L* (Q) est un espace de Hilbert.

1.1.2 Les espaces de sobolev H"({)

Théoréme 1.1.2. Etant donné m € N, on désigne par H™(Q2) l’espace de Sobolev

ou
H™(Q) = {u € L*(Q)/ Va, |a| <m Fv, € L*(Q) tel que v, = 0°u au sens faible}
(1.3)

On introduit sur H™ le produit scalaire
(u,v) = Z (0%u, 0%v), (1.4)
et la norme associée ||u||gm =1/ (u,v), .

Théoréme 1.1.3. Soit Q un ouvert de R" et soit m € N. L’espace H™ (£2) muni

du produit scalaire (1.4]) est un espace de Hilbert séparable.

Dans le cas m = 1 on utilise la densité de C2°(Q2) pour définir I'espace de Sobolev
suivant :

H(Q) = {u € H'(Q) tel que u = 0 sur 90N}. (1.5)
H désigne un espace de Hilbert, H' son dual.

Théoréme 1.1.4. [3] (Laz-Milgram) Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue

et coercive. Alors pour tout ¢ € H' il existe u € tel que
a(u,v) = (p,v) Vv e H.
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété.

1 1
ue H et éa(u,v) — (p,u) = Min {§a(u,v) - <(p,’U>} Vv e H.

2



1.2 Quelques inégalités

Théoréme 1.1.5. [3] (Hille-Yosida) Soit A un opérateur mazimal monotone dans

un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction
u € C'([0,+oc]; H) N C([0, +o0]; D(A))

unique telle que

d
d—?—i—Au:O sur [0, +o00[
u(0) = ug (donnée initiale).
De plus on a
du

lu(t)| < |uo et ()] = |[Au(t)] < |Aug| vt > 0.

dt
1.2  Quelques inégalités

Lemme 1.2.1. (Inégalité de Hélder) Soient p et p deux nombres réels conjugués

1 1
c’est o dire — + — = 1. Alors, pour tous f € LP(Q) g € LY(Q), et ¢ € |]1,400[ on a

b q
[ir@atas < ([ irop d:c); (f |g<x>rqu);. (1.6)

Remarque 1.2.1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inéqgalité

de Hé lder dans le cas p =2, g = 2.

Lemme 1.2.2. (Inégalité de Young) Soient p et q deur nombres réels conjugués

dans |1, 400]. Alors, pour tout o et 5 € Ry on a

€ 1
af < —af + — B, Ve > 0. (1.7)
En particulier pour p=q =2 on a

€ 1
< —a?+ —p? Y . 1.
ozﬁ_Zoz +255, e>0 (1.8)



Chapitre 1. Notions préliminaires

Lemme 1.2.3. (Inégalité de Poincaré) Soit @ C R" un ouvert borné. I eriste

une constante ¢ > 0 vérifiant :

Ve Hy () [fllm < VIl (1.9)
o (OF OF  Of
ou Vf= (8201’ 8$2"”8xn) )

Notons qu’a partir de cette inégalité, on montre que ||V f{| 12 () définit une norme
sur Hy (Q) équivalente & la norme de H' (), et par conséquent Hj () est un espace

de Hilbert par rapport au produit scalaire :

(/-9 i /Vf Vg(x (1.10)

Aussi, on donne l'inégalité de Poincaré habituelle dans L? () a partir du lemme

suivant :

Lemme 1.2.4. Soit f € Hy (). Alors il existe une constante C positive vérifiant

11l 20 < CHV L2 - (1.11)

1.3 Produit de convolution

Définition 1.3.1. (Produit de convolution) Le produit de convolution de deux
fonctions réelles ou complexes f et g est une fonction, qui se note généralement

(fxg) et qui est définie par :

:/0 f(t—s)g(s)ds:/o F($)g(t — s)ds. (1.12)

Définition 1.3.2. Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes. On définit les

opérateurs binaires o et o respectivement par

(fog)( /|ft—8 (lg (&) — g (s)]) ds (1.13)

4



1.3 Produit de convolution

et
= [re=slat) -g P (1.19)
Lemme 1.3.1. [1] Soientf etg deux fonctions de C* [0, L], alors on a
d d 1d ¢
(0e0) 5 = —590UOF + 5 (%o r) - 55 (907 - ([ atas) 150R).
(1.15)

Lemme 1.3.2. [9] Soit g une fonction de C'[0,L]. Alors, il existe une constante

positive cqy tel que

/(gof)zdm < co/ (gof)dx
Q Q
pour tout f € L* (0, L).

Remarque 1.3.1. Utisant le Lemme 1.5.2 et 'inégalité de Poincaré, avec —g,, au

lrveu de g, on obtient

/Q (/ot —g (t = 5) (h(t) = h(s)) ds) dx < Co/Q (g/ o h$> dx.

Lemme 1.3.3. Supposant que la fonction g € C*[0, L]. Alors, il existe une constante

2

positive cqy tel que

/Q(hz—(g*hz))Qd:cgco </thda:+/ﬂ(gohx)dx), t>0,

pour tout h € L*(Q).

Preuve. Utilisant le fait que (a2 + b2) < 2a? + 2b? et le lemme 1.3.2, on obtient

[ e (g )
< Q/thdx + 2/Q</Otg(t — 8) (hat) — ha(s) — ha(t)) ds)2dz

< <2+4</Otg(s)ds)2>/thdx+4/9(g<>hx)2dx
< ¢ (/gzhidx—i—/gz(gohz)dx).

d’otu le résultat. ¢
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1.4 Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans
la stabilisation des systémes d’évolution dissipatifs et aussi non dissipatifs. En ef-
fet, plusieurs résultats concernant l’estimation de I’énergie de certains problémes

dissipatifs sont basés sur les lemmes suivants :

Lemme 1.4.1. [17] SoientE : Ry — Ry une fonction continue décroissante et
¢ : Ry — R, une fonction strictement croissante de classe C* (Ry) telle que :

»(0) =0 et tliJTrn ¢ (t) = +oo. Supposant que : Ip >0 et d > 0 tels que
—+00

+00 1
¢ (t)EPtidt < EE” (0)E(s), Vs>0. (1.16)
Alors
t) < E0 ld‘f’() ‘v’t>032p—0
1_|_p E ) (117)
vVt >0 >0
(1 T pdo(t) ) e
dans le cas particulier ot ¢ (t) =t on déduit les inégalités suivantes :
a)E(t) < E0)e"™ VYt>0sip=0 (1.18)

1 v
b) E(t) < E(0) (1 :pz» Yt >0 sip>0,

appelées respectivement, estimation exponentielle [17] et estimation polynomiale [22].

Lemme 1.4.2. [§] Soit E : R, — R une fonction continue (décroissante) vérifiant

m S(E(t))dt < éE (s), Vs>0, (1.19)

s
ot d est un réel strictement positif et ¢ : R, — R est une fonction conveze et stric-
tement croissante vérifiant ¢ (0) = 0. Alors il existe trois réels strictement positifs
to,co et ¢y tels que

—) LVt > 1o, (1.20)



1.4 Inégalités intégrales

ot ¥ : Ry — Ry est définie par

YP(s) :/S ﬁdt, Vs > 0. (1.21)



Chapitre 2

Systéme poreux avec effet thermique

et microthermique

Ces derniéres années, les matériaux poreux, sont largement utilisés dans I'ingé-
nierie, tels que les véhicules, les avions, les grandes structures spatiales et ainsi de
suite.

En raison de leurs applications étendues, le probléme d’élasticité de ce type de maté-
riaux est devenu une question briilante qui attire I’attention de nombreux chercheurs.
En introduisant le concept d’'une théorie continue des matériaux granulaires et in-
terstitiels, Goodman et Cowin en 1972 [I1] ont proposé une extension de la théorie
de I'élasticité classique aux milieux poreux. Outre les effets élastiques habituels, la
masse de ces matériaux dans chaque point peut étre obtenue comme le produit de
la densité massique de la matrice de matiére par la fraction volumique. Cette idée
a été développée par Nunziato et Cowin [35] pour proposer une théorie non-linéaire
pour ce type de matériaux élastiques. Ensuite en 1983 [5], Cowin et Nunziato ont
établi la théorie linéaire de ces matériaux. Plus tard Iesan [18]-[20] a ajouté a cette
théorie la température ainsi que 1’élément microtempérature.

Les équations d’évolution pour les matériaux poreux en une dimension et en présence
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de la température et la micro température sont données par

puy = Ty, Jouw = H, + G
Pt = Qo pE =P +q—Q

ol T est le stress, H est le stress équilibré, GG est la force corporelle équilibrée, ¢ est
le flux de chaleur, n est 'entropie, P est le premier moment de flux de chaleur, @
est le flux de chaleur moyen et E est le premier moment de ’énergie. Les variables u
et ¢ sont, respectivement, le déplacement du matériau élastique solide et la fraction
volumique.

Et les équations constitutives sont

(T = o, + b + Y, — 86, H = ady — dw,

G = —bu, —Ep+mb — Ty, pn = Bug + cd + mao,
q = Kb, + KW, P = —kow,,

@ = r3w + 4Oy, pE = —ow — do,.

oll # et w sont la température et la microtempérature, respectivement. Et p, J, i, 7,
a,d, &, m, B, ¢, K, K1, ke, K3, kg, 0 sont les coefficients constitutifs dont la signification
physique est bien connue.

Notons que le concept de micro-température vient d’étre utilisé dans la théorie
de la thermodynamique pour les matériaux élastiques & microstructure. Dans [36],
Santos a étudié le systéme élastique poreux en présence de viscosité poreuse et sans
dissipation élastique. Et en le combinant avec des microtempératures, il a obtenu le

systéme suivant

Py — Uy — b, = 0, xe|0,L], t>0,
Ty — Qpy + by +dw, + 0+ 70, =0 x€[0,L], t>0, (2.1)
0wy — KoWgy + Aoy + k3w =0 xe|0,L], t>0,

. . . . . J
et il a montré qu’il est exponentiellement stable si et seulement si P_2_ 0, et
TG

qu’il décroit polynomialement avec un taux optimal si et seulement si p_Z £ 0.
JTR!



Chapitre 2. Systéme poreux avec effet thermique et microthermique

Le systéme a été étudié par A. Magafa et R. Quintanilla dans [23] et [24].
La, les auteurs ont utilisé le théoréme de Routh-Hurwitz pour prouver I’absence de
décroissance exponentielle si 5 - # 0.

Dans ce chapitre, nous considérons un systéme thermoélastique poreux formé d’équa-
tions amorti par des effets thermal et micro-thermale impliquant la différence de

température et la microtempérature. nous prouvons l'existence et 'unicité de la

solution et la décroissance exponentielle de 1’énergie.

2.1 Position du probléme

Considérons le systéme thermo-élastique suivant :

p

prug — k(uz + @)z + 702 = 0, re0,1], t>0,
P2P1t — Py + k(Uuy + @) + dw, —mb =0, re0,1, t>0,
p30; — 10,0 + Y + mpy — kjw, =0, r€l[0,1], t>0,
paw;i + kow — kawee + k10, + dpi, = 0, re0,1], t>0, (22)

u(x,O) = U’O(x>’ ut(x’ 0) = ul(x)’ QO(J],O) = QDO(‘I%
9015(1;70) = 901(1])7 w(x,()) = wo(x), Q(ZE,O) - QO(ZE),
\u(x,t) = pi(x,t) = 0,(2,t) = w(x,t) =0, r=0,1,

oll p1, P2, P3, P4, @, 7V, I, m, d, k, ki, ko, k3 sont des constantes positives, u est le
déplacement, v est la fraction volumique, 6 est la différence de température et w est
la microtempérature.

Afin de pouvoir utiliser I'inégalité de Poincaré pour ¢ et 6, on déduit de la troisiéme

équation du systéme (2.2)

1

1 1 1
/ Odz + — wdr = / Oo(z)dx + - wo(x)dz, Yt > 0.
0 P3 Jo 0 P3 Jo
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2.1 Position du probléme

En supposant les conditions suivantes ( ces conditions ont été imposées dans [4]),

/01 Oo(x)dx = /01 wo(x)dx =0, (2.3)

nous obtenons

1 1
/ fdr = — pdx.
0 P3 Jo

A partir de la deuxiéme équation du systéme ([2.2)) nous aurons

d2 1 1 1
P2 wdr + k‘/ pdr — m/ Odx
0 0 0

d2 1 m2 1
el ( p3> ¢

donnant

1 1 1 (L
/ edr = (/ wo(z)dx) cos(vt) + —(/ prdz)sinvt, VYVt >0,
0 0 v-Jo

k m?

ouv=

P2 paps

Alinsi, si nous mettons

B, 1) = (o, 1) — % ( /0 1 gol(x)dx> sin(ut), £>0, z€0,1]

et

9(:5,15):9(90,75)—/0 «9(x,t)dw=9(x,t)+g/o ol t)da

=0(x,t) + p%(/ol ¢1(x)dx) sin(vt), t>0, z€l0,1]

nous trouvons
1 1
/ O(x,t)dr = / oz, t)de =0, t>0 (2.4)
0 0

et (u,p,0,w) veérifié le systéme (2.2).
Dans la suite nous allons travailler avec ¢ et § mais par commodité nous utilisons &

leur place ¢ et 6.
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Chapitre 2. Systéme poreux avec effet thermique et microthermique

2.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Dans cette section, en utilisant le théoréme de Hille-yosida, nous démontrons
I'existence et I'unicite de la solution du systéme (2.2)).

Soit I'espace de Hilbert suivant
H = Hy(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L2(0,1) x L(0,1) x L*(0,1)
ol
1
H0,1) = {w € H(0,1); / wdr = 0},
0
1
L2(0,1) = {w € L*(0,1); / wdx = 0}.
0
I’espace H est muni du produit scalaire

1
(U,U) = / {100 + kuyiiy + pagpd + 0@y + k@ + p300 + pywiv}de,
0

tels que U = (u, v, p, ¢,0,w)" et U = (4,0, 3, ,0,0)".
Ainsi le systéme ([2.2)) peut étre écrit sous la forme

U = AU,
(2.5)

U(O) = UO - (UO»UhQOOa 9017007(";0)71)

ol A est un opérateur linéaire définit par

v
v P1 P1
¢
Pl_ | a k m
P2 2 P2 P2
P3 P3 P3 P3
W k k k d
P4 P4 4 4

Le domaine de I'opérateur A est donné par D(A) = {U € H,u,w € H*(0,1) N
Hi(0,1),¢,0 € H*(0,1),v,¢ € H'(0,1), 0, = ¢ = b, = 0,2 = 0,1}.
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2.2 Résultat d’existence et d’unicité

Clairement,D(A) est dense dans H. Ainsi Nous obtenons le résultat d’existence et

d’unicité suivant :

Théoréme 2.2.1. Soit Uy € H, alors le probleme (2.5) admet une solution unique

U e C(R", H). De plus, si Uy € D(A), alors U € C(R", D(A))NCY(R", H).

Preuve du théoréme 2.2.1. Pour obtenir le résultat ci-dessus, nous allons
prouver que A est un opérateur monotone maximal. C’est & dire que A est dissipatif
et Id — A est surjectif.

Pour tout U € D(A), et en utilisant le produit intérieur ainsi que l'intégration par

parties, nous obtenons

1 1 1
(AU, U)y = —l/ 02dz — k;2/ widz — k;g/ widz <0, t > 0.
0 0 0

ce qui implique que A est dissipatif. Ensuite, nous montrons que 'opérateur Id — A
est surjectif. Autrement dit, pour chaque F = (fi, f2, f3, fau. [5, f6)! € H, nous

devons trouver U = (u,v, ¢, $,0,w)’ € D(A) tel que
(Id — A)U = F. (2.6)

ainsi nous obtenons

4
u—v=f,

P11V — kumm - k@zx + 70x - P1f27
Y — ¢ = f37
)OQ(Z5 — OPzy + kum + kSO + dwx - me = P2f4>

(2.7)

p39 - lexm + YV + m¢ - klwx - P3f5>

L (P4 + kZ)W - kSW:rx + klez + d(bx = /04f6-
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Chapitre 2. Systéme poreux avec effet thermique et microthermique

En substituant v — f; = v et ¢ — f3 = ¢ dans les deuxiéme, quatriéme, cinquiéme

et sixiéme équations du systéme (2.7, nous obtenons

(

p1U — Kpy — kpe + 70, = p1(f1 + f2),

P2tp = Wpag + ki + ko + dwy —mb = pa(fs + f1),
p30 — 10 + vz + mp — kiw, = 70. f1 + mfs + p3fs,
[ (P4 + k2)w — kswey — k10, + dp, = dOy f5 + pafe.

Multipliant respectivement les équations du systéme (2.8) par u, 3,0 et @, et inté-

grant par parties sur [0, 1], nous obtenons

1

1 1 1 1
p1 / uudx + k/ Uy dx + k’/ ougzdr +~ [ b.adr =p | (fi + f2)ude,
0 0 0 0

1 1 1 1
/)2/ ppdr + a/ PrPzdr + k/ Uz pdr + k’/ ppdr +d | wypdx
0 0 0
1

S—S5—,

1 0
05z = ps / (fs + f)pd,

1 1
pg/ 99d:c+l/99dx+’y/ ufdz +m <p6dx+k1/w9dx
0 0
—7/ 9) flédx+m/ f38dx+p3/ f58dsc
1 1
(ps + k2) / wodz + ks / Wypdx + ky wadx + d/ ppiod
0 0 0

1 1
0, fawdx + p4/ fewdx.
0

\ 0

(2.9)

Pour I'espace de Hilbert suivant
X x X = [Hy(0,1) x H}(0,1) x LL(0,1) x L*(0,1)]?,

Nous définissons la forme bilinéaire

((u,0,0,0)", (@, ¢,0,0)") = /0 l[mua + kg, + kot + 70,0 + popd + apad,
+kuy @ + ko 4 dw, @ — mO@ + pshf + 10,0, + yu,b
+mpl + kwl, + (pg + ko)wo + kaw, Wy + k10,0
+dyp,w]dx,
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2.3 Stabilité exponentielle

pour tout (u, ¢, 0,w), (4, p,0,&) € X,

et la forme linéaire

+mfs + pafs)0 + (A0, f3 + pafs)@lde,
pour tout (@, ,0,0) € X.
Nous pouvons montrer que af(.,.) et [(.) vérifient les conditions du théoréme de

Lax-Milgram. Alors, il existe une solution unique (u, ¢, 0,w) € X telle que

a((u,0.0,w)", (4,0,0,0)") =1((u,¢0,0)"), (2.10)

Puis, en substituant u et ¢ dans la premiére et la troisieme équations du systéme
(2-8), nous obtenons (v,¢) € L*(0,1) x L?*(0,1). Finalement, I'application de la
théorie de la régularité classique pour les équations linéaires elliptiques garantit
Iexistence d’une solution unique (u,v, ¢, ®,0,w)" € D(A) qui satisfait ([2.6). Par
conséquent, 'opérateur I'd — A est surjectif. Enfin, par le théoréme de Hille-Yosida

( [3l, [24] ), nous obtenons le résultat du théoréme 2.2.1. ¢

2.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour dé-
montrer la stabilité exponentielle du systéme , le principe de cette méthode est
de construire une nouvelle fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, équivalente
a I'énergie classique et qui décroit exponentiellement. Nous commencgons d’abord,

par la construction de quelques lemmes utiles pour la suite de ce chapitre.

Lemme 2.3.1. Soit (u,p,0,w) solution du systéme (2.2)), alors la fonctionnelle

15



Chapitre 2. Systéme poreux avec effet thermique et microthermique

énergie définie par
1 1
E(t) = 5/ (P11 + pagi + paf® + paw® + k(uy + ¢)* + apl}de, t > 0. (2.11)
0

vérifié
/ 1 1 1
E(t) = —l/ 02dx — k’g/ widx — kg/ widz, t>0. (2.12)
0 0 0
Preuve. En multipliant la premiére équation du systéme (2.2)) par u, la deuxiéme
par ¢y, la troisiéme par 6 et la quatriéme par w, en les sommant et en les intégrant
sur [0, 1], nous trouvons ’équation (2.12)).
Donc la fonction énergétique est non-croissante. Cependant, cette inégalité n’im-
plique pas la décroissance exponentielle vers I’équilibre. Nous devons construire une
fonctionnelle de Lyapunov appropriée afin d’établir une estimation de décroissance

exponentielle de I’énergie. ¢

Lemme 2.3.2. Soit

1 1
Li(t) = pl/ upudz + pg/ prpdr,t >0, (2.13)
0 0

et soit (u,p,0,w) solution du systéme (2.2)), alors pour tout e; > 0

1 1 1 1
I(t) < —k:/ (ug + p)*dx — %/ 2dx + 51/ uldr + pl/ uldx
0 0 (2.14)

1 d2 1
—l—pg/ gofdx—i——/ widz + ( —+—/62dxt>0
0 (0] 0 451

Preuve. Dérivant 1'équation ([2.13), nous obtenons
/ 1 1 1
L(t) = ,01/ urdz +/ [k(uy + @) — Y0 udz + pz/ rdx
0 0 0
1
—I—/ [apre — k(uy + @) — dw, + mbpdx
0

1 1 1 1
= / ufdx — k:/ (ug + ©)?dx + pg/ gpfdx — a/ gpid:ﬂ
0 0 0 0

1 1 1
—I—’y/ Ou,dr + d/ wpgdr+m | Opdz, t > 0.
0 0 0
et utilisant les inégalités de Young et de Poincaré pour obtenir la relation (2.14]). 4
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2.3 Stabilité exponentielle

Lemme 2.3.3. Soit

I(t) = paps /01 (/Oxw (y,1) dy> prdx, t >0, (2.15)

et soit (u,p,0,w) solution du systeme ((2.2))) , alors pour tout &1 > 0

/ pod [ 1 1
Lt) <= [ o'+ ala/ o2dr + alk/ (ug + )*dz
2 0 0 0 2.16
1 1 3ok [ (2.16)
+C (e1) / wdx + 02/ o / widz.
0 0 2d - Jo
3paks  pia  k 2m pam 3pak?
) = —_— —_—— —_— —_— t = —_— _
OUCl(éTl) 2% 4 61+€1+ p4>6 Cg 9 + 2

Preuve. Dérivant la fonction I, utilisant la deuxiéme et la quatriéme équations

du systéme (2.2) et intégrant par parties sur [0,1], nous trouvons

/

1 x
L(t) = pg/ (/ [—kow + kswee — k10, — doi|dy)pida
o Jo
1 T
—l—p4/ (/ w(y, t)dy)[apee — k(uy + @) — dw, + mbldz
0 1 0 x 1
:P2k2/ (/ w(y,t)dy)gotdm+p2k3/ Weprdx
o Jo 0
1
+pahyn(0) + padn(0) + hapab0)) [ s
1 1 0 1 1
—kpo/ H@tdx—pgd/ @fdx—m&/ wgpxdx+p4d/ Wwidx
0 0 0 0

—pak /01(/090 w(y, t)dy)(u, + @)dx + pym /01(/; w(y, t)dy)fdz.

La condition ([2.4)), nous donne

/

1 x 1
Li(t) = —pgkg/ (/ w(y, t)dy)pidr + kag/ Wy prdx
I 1 - 1
—klpg/ Qgptdx—pgd/ gofdm—pmz/ wgoxdm—l—md/ Wiz (2.17)
0 0 0 0

—pak /01(/; w(y, t)dy)(us + ©)dz + psm /;(/;w(y? t)dy)fda.

Utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, nous obtenons

1 T d 1 3 /{?2 1
e R R T e e AT
o Jo 0 0
1 d 1 3 k.2 1
pgkg/ weprdr < pi/ 2dr + P2 3/ widz, (2.19)
0 6 Jo 2d - Jo
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Chapitre 2. Systéme poreux avec effet thermique et microthermique

! d [ 3pak3
klpg/ Opidr < pi/ go?dx—i—ﬂ (2.20)
; 6 J, 2d
1
—p4a/ wdz §51a/ 2dx + 24 dea:, (2.21)
€1
1
p4m/ / ,0)dy)fdx < — pam w2d$+ M/ 02dz, (2.22)
2 Jo 2 Jo
1 ka 1
—p4k/ (/ w(y, t)dy)(u, + ¢)dz Selk:/ (ux—i—gp)zdxjti/ widz. (2.23)
0o Jo 0 de1 Jo
substituant (2.18))-(2.23) dans (2.17)), nous obtenons ). ¢
Lemme 2.3.4. Soit
1 T
I3(t) = plpg/ (/ 0(y,t)dy)udz, t>0, (2.24)
o Jo

et soit (u,p,0,w) solution du systéme (2.2)). Alors, pour tout €9, dy,
/ oy 1 1
<P (1—51)/ ufdx—i—agk/ (up + )da
0 0

2.25)

2 1 k’2 1 1 (

o / gpfclx—i—&/ w2d$+03(62)/ 02dx, t>0,
2017 Jo Y Jo 0

Preuve. En dérivant la fonction I3(t), utilisant les deux équations premiére et

troisiéme du systéme (2.2]) et intégrant par partie, nous obtenons

1 T
0 0

s / ( / "0y, O)dy) k(s + )s — 10,]de

1 1 1 x
=p1l/ qutdwrpw/ U?dfr—plm/ (/ ei(y, t)dy)ude
0 0 0 0

1 1
oy / wundz + psklua(1) + o(1)] [ 0%da
(1) 1 ° 1
—pgk/ 0(u, + @)dx — p379(1)/ Odx + pg")// 0*dx, t>0.
0 0 0

En utilisant le fait que

1
/ O(z,t)dx =0,
0
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2.3 Stabilité exponentielle

nous trouvons

1 1 1 T
Ié(t) = pll/ O, u,dr — plﬁy/ u?da: — plm/ (/ oy, t)dy)updx
0 0 o Jo

L L . (2.26)
+p1k31/ wugdr — pgk/ O(uz + p)dx + p37/ 0*dx, t > 0.
0 0 0
D’apres les inégalités de Young et de Poincaré nous aurons
P17y p1l? !
pll/ Orupdr < — 2dm+ —/ 02dx, (2.27)
4 Jo 7 Jo
A 1 2 1
—le/ / ei(y, t)dy)udz < 1P17/ U?dx"‘plm / pida, (2.28)
2 Jo 2017 Jo
P17 p1k? !
plkl/ wugdr < =L | wlde + 1/ widw, (2.29)
0 4 Jo 7 Jo

1 k 1
— pgk/ O(uz + p)dx < szk/ (ug + p)*dx + ZZ / 02dx, t < 0. (2.30)
0 2

en substituant ( - - ) dans , nous obtenons ). ¢

Maintenant nous donnons le résultat principal qu’est la décroissance exponentielle
du systéme ((2.2)).

Théoréme 2.3.1. Si les conditions initiales du systéeme (2.2) vérifient la condi-
tion (2.3), alors la solution (u,p,w,0) décroit exponentiellement, i.e. existe deux

constantes positives C' et d tel que
E(t) < CE(0)e ™, vt > 0. (2.31)

Preuve du théoréme 2.3.1. Premiérement nous définissons la fonctionnelle de
Lyapunov

L(t) = NE(t) + L(t) + N1 L(t) + NoIy(t), ¢ >0 (2.32)

tels que N, Ny, Ny sont des constantes a déterminer. Pour N assez grand, on peut

montrer qu’il existe deux constantes positives 31 et (35 tels que

BE(t) < L(t) < BE(t), t>0. (2.33)

En prenant en compte (2.12)),(2.14), (2.16), (2.25) et la relation
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Chapitre 2. Systéme poreux avec effet thermique et microthermique

1 1 1
/ uidr < 2/ (uz + @)*dx + 2/ 2dw,
0 0 0

nous obtenons

1 1 1 1
L,(t) < —771/ Widx — 772/ Hidx — 773/ widaz - 774/ gpidas
° ° 0 Y (2.34)
—n5/ (ug + ¢)*dx — na/ prde — 777/ ujdz,
0 0 0

otl m; = 1,7 sont définis comme suit

d? Nopk?
m= Nky — — — N101(€1) - &,
« Y
72 m2
=Nl—-(—+ —)—N — N.
M2 (461 + o ) 104 2C3(g2),
3N1P2/€%
= Nky — —
UE! 3 2d )

(%
Ny = 5 — 61(N10z + 2),

5 = k— 81(N1]€ -+ 2) — €2N2]{57

_ Nipad Nopim?

6= 20,7

_ Napiy
N7 5

(1=141) —p1.

Si nous sélectionnons nos parameétres avec soin, tous ces termes (du coté droit de

(2.34) deviennent négatifs.

1
Tout d’abord, prenons 6, = 5 et choisissons Ny assez grand tel que

4
N2>_a
Y

et aussi V] assez grand tel que

Ensuite nous sélectionnons £, assez petit tel que
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2.3 Stabilité exponentielle

- 1 . « k

€1 < —min

Ty Nia+2 Nik+2)°
et g5 assez petit tel que

- 1
£9 4N2

Enfin nous choisissant N assez grand et vérifié ([2.28))

2 2

M—(l+ﬁ>—M@—M@@bQ
481 «

d? Nopik?
Nk?g———Nlc'l(El)— 20171
o ol

> 0,

3N1;02k7§

4 > 0.

Nks —
Tous ces choix conduisent a
, 1
L(t) < —6’4/ (u? + @20 + W + (up + 0)* + 2 )dr < —Cs5E(t),
0

pour certaines constantes C4 et Cs. Prenant en considération 1’équivalence entre

E(t) et L(t), nous déduisons que
L'(t) < —d,L(t), >0, (2.35)

C
ol dy = 5_5 > 0. Une simple intégration de (2.35) nous donne
2

L(t) < L(0)e™™!, ¢ >0,

en utilisant de nouveau l'autre coté de la relation d’équivalence, nous obtenons le

résultat souhaité (2.31)). ¢
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Chapitre 3

Systéme poreux avec dissipation

thermo-viscoélastique

En 2008 [38], Soufiane a proposé le probléme thermo-élastique poreux avec une

dissipation de type mémoire suivant :

PUt — Ugy — Pz + 0, = 0, zel0,L], t>0,
t

tht_gpxx+ux+§0_9_/ g(t—S)gOm(x,s)dS:O, T e [07[4], tZO,
0

et_exx+6utx+90t:07 I’E[O,L], t>0,

oll g est une fonction positive non croissante, et il a démontré la décroissance expo-
nentielle (resp polynomiale) lorsque la fonction de relaxation décroit exponentielle-
ment (resp polynomialement).

Récemment, Messaoudi et Apalara [28] ont considéré un systéme poreux-thermoélastique

de type III avec la présence d'un amortissement viscoélastique

pr1ou — k(pe + )z + 0, =0, ze[0,1], t>0,
¢

P2l — Py + k(pp +1p) — 0+ / gt — 8)pue(z,8)ds =0, z€[0,1], t>0,
0

P30y — KOy + 00401 + Qo + Ve = 0, re (0,1, t>0,

oll ¢ est le déplacement longitudinal, ¥ est la fraction volumique, 6 est la différence
de température et la fonction de relaxation g : Ry — R est une fonction non
croissante. Ils ont établi un résultat général de décroissance pour le cas des vitesses
égales. Notons que le terme 6,,; dans la troisiéme équation représente une dissipation
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3.1 Hypothéses et transformations

forte.
Dans ce dernier chapitre nous remplacons la dissipation forte par une autre qui est
plus faible (amortissement frictionnel) de type 56, et nous considérons donc avec les

données initiales et les conditions aux limites le systéme suivant :

(

plgptt_k(@x+w)x+’yex :07 xr € [07[1], t Z O,
t

P2y — byy + k(g +10) — 70 —|—/ g(t — $)hyds = 0, re|0,L], t>0,
0

p30u — 1020 + B0 + Ypua + v0u = 0, rel0,L], t>0,

¢(x,0) = @o(x), ¢i(z,0) = ¢1(z), ¥(z,0) = Yo(x),
Ui(x,0) = Y1 (x) 0(x,0) = Oo(x), O:(x,0) = b:1(z),
©(0,t) = (L, t) =(0,t) = (L, t) = 0(0,t) = O(L,t) =0, t>0.

(3.1)

3.1 Hypothéses et transformations

A fin de montrer la nature dissipative du systéme, nous faisons le changement
suivant : ¢, = x € Hy(0, L) et ¢, = £ € Hy(0, L).

Ainsi le systéme (3.1]) devient
(

p1Xer = k(Xa + &) + 7101 = 0, ze€0,L], t=0,
prbs — o + b+ 0) =200+ [ 6= s)e(o)ds =0, we0L), 120
P30 — 100 + B0 + 7X1a +7& = 0, z€[0,L], t=0,
X(@,0) = xo(), xe(x,0) = x1(2), {(z,0) = &(2),

&i(x,0) = &i(x), 8(x,0) = bo(x), 0(x,0) = bo(x),

| X(0.1) = x(t, L) = £(0,) = €(L,t) = 0(0,8) = 6(L,) =0, ¢ >0

(3.2)
ou p1, P2, P3, @, 7, I, m, d, k, ki, ko, k3 sont des constantes positives.
Concernant la fonction de relaxation g, nous supposons :

(A1) g : Ry — Ry est une fonction dérivable qui vérifié la condition suivante

g(0)>0,/\:b—/ g(s)ds=b—g>0
0
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Chapitre 3. Systéme poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

(A2) Tl existe une fonction dérivable décroissante ((t) : Ry — R,

g @) <—=C)g(t), V=0
[’existence et 1'unicité du systéme (3.2)) est assuré par la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Soit ((xo0, x1), (€0,&1), (60,601)) € (H(0,L) x L*(0, L))*. Sup-
poson que (A1) et (A2) sont satisfaites. Alors le systéme (3.2]) admet une solution

unique globale (x,€,0) € (C(Ry; Hy(0, L)) N CH(Ry; L*(0, L)))?

Remarque 3.1.1. Pour la démonstration on peut utiliser la méthode standard de

Galerkin voir [9).

I'énergie du premier ordre associé¢ au systéme ([3.2) est définie par

1 L
Et) = 3 /O {12 4 pat? + psb? + k(xz + €)* + 162
(3.3)

t
+(b — / g(s)ds)&2 + go & Mz, t > 0.
0
3.2 Stabilité générale
Le résultat principal de ce chapitre est donné par.

Théoréme 3.2.1. Soit ((xo,Xx1); (&0, €1), (00,01)) € (Hy(0,1) x L*(0,1))?, et suppo-
sons que g satisfait (A1) et (A2) et que les coefficients du systéme satisfont la
condition

boy _pb by (3.4)

=7+ ——pp=0€et k1 =—+ — —
Ko =7 L P2 et K1 P 2

Alors, il existe deux constantes positives dy et dy telles que
t
E(t) < dge” o €8sy > g, (3.5)

Pour la démonstration de ce théoréme nous avons besoin des lemmes suivants
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3.2 Stabilité générale

Lemme 3.2.1. Soit (x, &, 0) solution du systéme (3.2). Alors l’énergie E définie par

(13.5) satisfait
:_5/ 0%dx — / E2dx + - / (g o&)dx <0, t>0. (3.6)

Preuve. Nous multiplions la premiére équation du systéme par x;, la
deuxiéme par &, et la troisiéme par 6;, nous intégrons sur U'intervalle [0, L] et nous
utilisons le lemme 1.3.1 nous obtenons (3.6). ¢
Ensuite, nous introduisons la fonction w donné par la solution du probléme de Di-

richlet
— Wy = &, w(0) =w(L)=0.

Lemme 3.2.2. Soit (p,1,0) solution du systéme (3.2). Alors pour toute constante

positive €1 la fonctionnelle

L L
L) = pm / vwdz+ps | &ede, >0, (3.7)
0 0

satisfait 'estimation

, )\ L L
L(t) < —5/ fﬁdm—l—&tl/ dew—l— (p2+ )/ ftdz
0 0

372C, ) 35 (*F
>
+—bA /0 07 dx +2A (go&)(t)dx >

(3.8)

Preuve. En dérivant I1(t) et en utilisant les deux premiéres équations du systéme

(3.2)), nous obtenons

L L L L
]1 (t)=m / Xewdx + k:/ wrdx + 7/ Oyw,dx + po dx
0 0 0 0

L L L L
—b/ Edr — k/ Edx + 7/ 0,&dx + / (9% &)Ex(t)da.
0 0 0 0
L L L
/ widr < Cp/ wi dr < C'p/ Yide,
0 0 0
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Chapitre 3. Systéme poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

et de I'inégalité de Young nous aurons

L
I;gel/ dx+(5/ 2dr + 1 p/ 0%dx
0 0
2 2 2 Cp k 2
+p2 ft dx —b fgcdas +9 fxdx +2 0, dx
0 0 0 49 0

t L L
+(/0 g(T)dT) ) fidg;+/0 (go&)éedr VI > 0.

En appliquons I'inégalité de Young et le lemme 1.3.3, nous obtenons pour tout § > 0,
g g

L 1 [E L
[[woesir<i [“gars i [ oyir [(gocivas
0 0
A X .
En mettant 6 = & d’oul la relation (3.8)).4

Lemme 3.2.3. Soit (p,,0) solution du systéme (3.2)). Alors la fonctionnelle

L L
L(t) = —pl/ Xexdr — pQ/ &édxe, t>0. (3.9)
0 0

satisfait ['estimation suivante

, L 3b L
Lo <-n [ x dw—pg/ iz + 2 /5d *% 02da

L

+—/ xm+£2dx+% (g0&)(t)dz. t=0.

(3.10)

Preuve. Dérivant I, et utilisant la premiére et la deuxiéme équations du systéme

(3.2), nous trouvons

L L L L
1) = —p / e — po / Edu 1 k / (o + €)%+ / s
0 0 0 0

= [[atar ot~ [ oo ["ear- [(goereii

Appliquons 'inégalité de Young sur les deux termes suivants

L 72 L k L
= [ e otn < I [Codn e [T v o2
0

L

1
—/ (go&)é(t)de < = / Edr + — % (g<>§x)2da:.
0
Enfin, nous allons conclure avec le lemme 1.3.3 pour obtenir (3.10).4
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3.2 Stabilité générale

Lemme 3.2.4. Soit (p,1,0) solution du systéme (3.2)). Alors la fonctionnelle

0 :—p2/0 E(go€)(t)dz, t>0. (3.11)

satisfait 'estimation suivante

L L L L
It) < —(p2 /0 g(r)dr — b)) /0 i + (1 + g) /0 €2 + ke, /0 (o +€)da

—I—%/O 02dx + 0(52)/0 (go&)dx — f; (O)C’p/0 (g 0 &)(t)dx. t > 0.
(3.12)

. 1 v kC, G\
OUO<62>— |:<€2+2—€2+4—€2+4—€2+T)g}.

Preuve. Dérivant la fonctionnelle I3 et utilisant la deuxiéme équation du systéme

(3.2), nous obtenons

1y(t) = —po / &g 0 V)e(t)dz + b / £4(g 0 62 (t)dz + k / (e + )(g 0 €)(1)da

[ (g o)1) — / ’ ( / ol s>£z<s>ds) (g0&)(t)de
(o[ tgde) / " e g, / “elg o) (t)dx + b / e (go )t

Tk / (o + €)(g 0 &) (t)dz — / (g0 )(t)dr — / (9(t — $)Ea(5)ds) (g © £)(t)dx

Nous estimons maintenant les termes de cette derniére identité, en utilisant 'inéga-

lité de Young et le lemme 1.3.3. Nous obtenons, pour tout §; > 0,

[ &g o0 < [ @daz+451 ~¢ ()i [ (=g 0§)(0a
L
<o [ gar s o016, [ (-5 oedis

De méme, nous avons pour tout €5 > 0,

— L

2
/&:90@ dx<62/ Sd:r+ (go&)(t)dx

0

E[ ot <ha [ (u+o dx+kf’;g [ woe

L L C.q
_7/0 Bi(g o &) (t)dx < %/0 egdwf%/(gﬁz)(ﬂdw
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Chapitre 3. Systéme poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

Enfin

-/ ’ (/ ol &9 (gostr < o (ot t)ds

2
€9

M OL (/Otg(t = 5)(&(t) = &(s) — &;(t)ds)) d

< &g (g(T)dT)/O E(t)dz + (g9 + L)/0 (go&)(t)dr

282
< &3 (g(r)dr) / fi(t)dﬂH(Eﬁ%)g / (g0&)(1)da

En combinant toutes les estimations ci-dessus, nous arrivons a la démonstration du

lemme 3.2.4.4

Lemme 3.2.5. Soit (,1,0) solution du systéeme (3.2)). Alors pour 5 > 0, la fonc-

tionnelle
L L 3 L
0 0 0

satisfait 'estimation

L 2 L L
I(t) < —l/ 02dz + ( T4 P3) / 02dx + k:83/ (X + §)%da. (3.14)
0 4k53 0 0

Preuve. En dérivant I,(t) et en utilisant la derniére équation du systéme (3.2)),

nous obtenons

1 L
/ 0(10,0 — 50, — ves — AE)d + ps / 02dz
0 0
L

L L
0 0 0

L L L
= —l/ 02dx + 7/ (X2 + &)0dx + ,03/ 02dx.
0 0 0

En utilisant I'inégalité de Young, pour tout 3 > 0, nous arrivons a

/ L 4 L L
I,(t) < —l/ 9§dx + ( + p3) / Qfdx + keg/ (xz + f)zdx,
0 dkes 0 0

ce qui conduit au résultat (3.14) ¢
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3.2 Stabilité générale

Lemme 3.2.6. Soit (¢,1,0) solution du systéme (3.2)) et supposant que les coeffi-

cients p1, p2, p3, b, et v satisfont la relation (3.4). Alors la fonctionnelle

B L _ k et " *
[5(t)—p2/0 & (Xe + E)dz + (po 7)/0 Xt€ad /f/o Xt(g * &) (t)dz 15

Y P3 L L
) / 0.(g % &)(t)de + ps / € + | / 0.6.dz.
k P2 Jo 0 0

satisfait, pour toute constante positive €3, [’estimation

, /{ L L L
I <=5 / (Xa +&)%dx + &5 / Xidz + e305dx + po / &dr
0 0 0

(86 — (9% E)ONE + Ci(es) / 02 (3.16)

—2—302 /OL(Q/ 0 &.)(t)

\ B ey | pik P3va | (Plyo
_ et =)=,
Ou01(€3)—k+47+p2+p2 Cy = (k p2) +(7)

Preuve. Dérivant I, éﬁ prenant en compte les équations du systéme (3.2) et inté-

grant par parties, nous obtenons

L L
I, = —fﬁo/ &Xttd:ﬂ—m/ &ﬂmdx—k/ (Xo + &)*dz + (p2 — / &

+227 / 62dx +~ / 0o + E)da + [xo(bs — (g% £)(EN]E — 2F (e + o

0
—ﬁ/ £t9tdsc— / 0.( — g 0&)d ——/ xt(g — g o&)dx

L’inégalité de Young, la relation (3.4) et les propriétés de g, donnent le résultat. 4
Comme dans [23] , pour éliminer les conditions limites apparaissant dans (3.16)),

nous définissons la fonction suivante
T
Q<x> =2- - TE [07L]

Lemme 3.2.7. Soit (p,1,0) solution du systéeme (3.2)). les fonctionnelles définies

par

L L L
£
Ji(t) = f(pl)/ th(x)xrdx—i-pg/ th(x)ézdx—i-v/ Xzq(x)8,dx,  (3.17)
0 0 0
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Chapitre 3. Systéme poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

0= / ) (b€, — / ot — 5)6u(s)ds)da, (3.18)

satisfont, pour €3 > 0 les estimations suivantes

/ 2 2 2€2p1 L 2 2 L 2 k 2
1< =G0 20+ 2 [ e v 1) [ aiere [ g
0

l
128 1) [ R+ 2y 0w D [ ew
(3.19)
et
L L
J, C 2de + k . d 2dx efd
(0 <ce [ e o [ G e 2 /5 vt T2 [ g
—4—83(6&( )—/0 g(t — s)&(L, s)ds)* — (b£m< )—/0 (t—s)ﬁx(L,S)dSV
37 kg L p2g(0) [*
+(L_£3+4_€§)/0 (gofx)dx—4—&))/0 (g o&)dx
(3.20)
3 k P2
ou Ca(3) = (57 + g (V" +28°) + -g"(0).

Preuve. Dérivant J; et utilisant la premiére et la troisiéme équations du systéme

(3.2), nous obtenons

L L
n) =2 /0 k(e + o — 10)a(a)xod + 2 / Uem — B0, — e — A€a(x)Bud

L
9
+3Tpl xeq(x )dex+3—p3 / 010q(x)0yudx + :;j xtxq(:v)%dx / X4 (2)brad

0 0 0

2 2 2e3 L 2 2e3p1 L 2
< —e3xa (L) + x5 (0)] + T XadT + €3 fq(w)xxdx += X;dx
0 0

L L
+@ 0%dx — % th / &q(x)0,dx + 53p3 / 02dx.
kL Jo k Jo 0

Grace a I'inégalité de Young, nous obtenons le résultat souhaité.
Ensuite, a partir de la deuxiéme équation du systéme (3.2)) et en intégrant par
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3.2 Stabilité générale

parties, nous obtenons

2

Alt) = 2L153 / L (bfw B /O Lg(t - 8)€x(s)ds> dx
I [(bﬁx( ) — /Otg(t — $)& (L, 3)d5>2

4; [( b2(0) = /Otg(t—s)gx((), 8)d5>2_ (3.21)
i [ ate (bsz [ ot~ )e(5)ds ) d
K / (0 +E)q (ng— / ) (t—s)@(s)ds) dz

/&q (b@— / (t—S)fx(s)ds)td:r;.

En utilisant I'inégalité de Young, le lemme 1.3.3 et le fait que ¢*(z) < 4,Vz € [0, L],

nous estimons les termes de (3.21)) comme suit

" /L <)(bfx /OL (t—s)@(s)ds) da
/ 62dz +4L€3 / (ng / gt — )6 (s >ds)2d:c
/ 0

2 2 9
dx—|—2L3 / £dx—|— / go&dx,

"f ”“\Q

et de méme

L

—4% i (pz +&)a(x) (b&- - /OLg(t - S)SI(S)dS) dx

§k€3/OL(Xx+§)2dl‘+4Lk€3 /L (ng—/L (t - 5)u(s)d S)de

L
§k€3/(xw—|—£) dx+—bQ+2 §dx—|— gogwdx.
0

Enfin,

/&q (bix— / (t—s)ﬁx(s)ds)tdx

453/ Sl —9 051) dz + _/ &q(2)bpuda

-2 xbfth:ch— / alw)g(0)uds — L2 / Ea(e)(g'€,)da

g2€3<1+ )/ ghio + L2 /52 - el >/0 g o&dx.
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Chapitre 3. Systéme poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

En combinant les estimations ci-dessus, nous arrivons a la l'inégalité (3.20)).4
Preuve du théoréme 3.2.1. Pour certaines constantes positives, N, N1, No, que
nous choisissons d’une facon appropriée plus tard. Nous définissons la fonctionnelle

de Lyapunov par

L(t) = NE(t)+ NI (t) + iJQ(t) + NoI3(t) + N3ly(t) + Is(t) + Jo(t) + Jo(t), Vit > 0.

(3.22)

Prenant en compte (3.6)), (3.8), (3.10), (3.12), (3.14), (3.16), (3.19), (3.20) et les

relations suivantes

/Xidl’ < 2/ (Xx+§)2dx+20p/§gdx,
Q Q Q

z=L

(e [ (- 96 () )| saliweeo)

=0

o (bsx (L) - / (- 96 (L.s) ds) ]

- (ng (0) - / tg(t—sm(o,s)ds)Q]’

nous obtenons

AN, 3b 2(0
— & 1——1—N2€2(1+§)—g()02—53—03(53)_253 / $odz
L 2 8 283
2 2 2
v v 3N1v*C, 2P3 L }/ 2
| NB- L _N _ ol N it} 0;d
_ & Y 3(4]%3 + p3) b L01(53) 2 ( I A z
L 9
I 0
, i 2 g
L (t) < - pz — N1€1 — 53(1 + %)} / Qde‘
21
_ Ngl——NQ—%’(L +B+~+1 ]/ 02da
(3G, 39 | kg /L
12 86 (E2) + (L e | de 3)} , (906) &
[N pa p29(0) g /L /
— _N — - t)d
+ 2 2451 (O)Cp Aes 26302 ; (g 059&)( ) £
(3.23)

Puisque g est une fonction continue et positive, alors pour tout ¢ty > 0, nous avons

t to
/ g(s) > / g(s)ds = go, YVt > .
0 0
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3.2 Stabilité générale

Si nous choisissons nos constantes d'une maniére convenable, tous les termes du coté
droit de (3.23)) deviennent négatifs.

Tout d’abord, nous prenons d; = N ensuite, nous choisissons €; assez petit pour
2

que

Deuxiémement, sélectionnons Ny assez grand pour que

ANy 3b g¥(0)

4 8 253

2 1
02—03(83)—283 (Z+1+E) Cp > 0,

et sélectionnons €3 assez petit pour que

P 200\ Tk 2 -
< min |2 it -~ = .
53_m1n[8 (1+kL) ,16(N3k—|-/€—|-2<L+1)) ]

Ensuite, nous choisissons N3 assez grand pour que

Y €3 21
Nyl — LN, — 2 (2 1
3l 5 V2 k(L+ﬁ+’Y+>>O,

et nous choisissons N, assez grand pour que

1 5py PiCy\ €37 p2 1
Nogo— > — 222 _ N S A P N
2907 ! <p 2 F 2\ T

et g5 si petit pour que

1 AN, )

€9 < min ,
? <8N2 AN,(1+ g)

Enfin, nous choisissons N assez grand tel que

3Nv2C 2 L
Ng_ 2 N3<£+p3)_$_CI(E3>_€_3(ﬁ+5)_%_>O,

sk Akes b E\ L des
et
N 05 p29(0) g
= N2 00, — 20,50
2 24519( )Co Aey 224



Chapitre 3. Systéme poreux avec dissipation thermo-viscoélastique

Par conséquent, (3.23)) prend la forme

’

L (t) < —koE(t) + c(go &) (1), t > to, (3.24)

avec ko et c sont deux constantes positives.
Maintenant en multipliant (3.24) par ((¢) et en utilisant (A1) et (A2), nous arrivons

a

C()L) < —koC()E(t) + cC(t)(g 0 &)(t)
< —koCE() + e1(g 0 &)(¢) (3.25)
< —koC(t)E(t) + 1 E'(t)

[COL() + cEM)]) = COE() < —koC()E(t), Vit > to.
En utilisant le fait que ¢ (£) < 0, nous obtenons
[CHYL(E) + cB®)] < —koC(H)E(t), V>t
Encore une fois, en notant par :
R(t) = ((t)L(t) + cE(t) ~ E(t).

nous aurons pour une constante positive «,

/

R(t) < —aC(t)R(t),  t=to, (3.26)
une simple intégration de (3.26]) sur (¢g,¢) conduit a

R(t) < R(to)e o €9% vt > 4, (3.27)

Ce qui conduit au résultat du théoréme 3.2.1. ¢
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Chapitre 4

Systéme de Timoshenko avec deux

termes mémoire

Dans ce chapitre, nous considérons un modéle de poutre thermoélastique entié-
rement hyperbolique. C’est-a-dire que, au lieu du systéme thermoélastique classique
défini par 'équation d’Euler-Bernoulli couplée aux équations de la chaleur (para-
bolique), nous utiliserons le systéme de Timoshenko couplé a un modéle de chaleur
hyperbolique défini par la loi de Cattaneo. De notre point de vue, ce modéle explique
mieux le phénoméne thermoélastique. Nous allons ensuite expliquer les raisons de
ces changements. Le modéle bien connu d’Euler-Bernoulli pour la vibration trans-
versale d’une poutre n’est pas adapté a toutes les applications. Le modéle permet
la transmission d’énergie & des vitesses proches de l'infini. Rayleigh a résolu ce pro-
bléme en principe en introduisant une inertie rotatoire, mais les corrections étaient
insuffisantes. En 1921 [40], Timoshenko a fait une amélioration supplémentaire par
laquelle la déformation de cisaillement est prise en compte. Le modéle mathématique

est constitué de deux équations aux dérivées partielles présentées comme suit

puse — (Kug + ¢)), =0, zel0,L], t>0,
Lo — (Elpes + K(u, — ) =0, xz€[0,L], t>0,
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Chapitre 4. Systéme de Timoshenko avec deux termes mémoire

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier 1'effet de la thermo-élasticité de type
IIT sur un nouveau couplage pour le systéme de Timoshenko avec la présence de
deux amortisseurs de type mémoire. Plus précisément, nous prouvons la décroissance
générale de la solution dans la norme énergie.

Dans la section suivante, nous posons notre probléme et dans la deuxiéme nous
présentons I’énoncé et la preuve du résultat avec les différentes fonctionnelles par

lesquelles nous modifions ’énergie classique pour en obtenir une équivalente.

4.1 Position du probléme

Soit le probléme

prpw(r,t) = Sp(z,1),
P2y (x,t) = My(x,t) — S(x,t), (4.1)
p39t(x>t) = _qgc(x>t> - 7(90$<x7t) + w(xv t>>t7

ol t est la variable du temps, x est la variable de 1'espace, ¢ est le déplacement
transversale, 1 est la rotation et 6 est la température. p; = pA et ps = pl ol p est
la densité de masse du matérielle, A est la cross-section area et I est le moment de
la cross-section area. On note par M de bending moment, S est la force transversale
et ¢ est le flux de la chaleur.

les équations constitutives correspondantes sont donnée par :

(

¢
M =FElp, — / g1(t — 8)pu(x, s)ds,
0
S = kAG(p, + )ds, (4.2)
¢
q=—Ip, — / Ga(t = 8)pa(, 5),
0

\

oll g1 et go sont fonctions positives décroissantes, F est le module de Young, G est le
module de rigidité, et k est le facteur de la force transversale. On note par p Ueffet
thermo-viscoélastique, alors 6 = p;.
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4.1 Position du probléme

Prenant en compte les deux systéme (4.1) et (4.2)), les conditions initiales et les
conditions aux bord de dirichlet et mettant EI = by, kAG = k,l = by, on obtient le

systéme suivant

(

prow — k(s +1¥)z + 70, =0, zel0,L], t>0,
P2 — b1tz + k(px +90) — 70 + /Ot 9i(t — 8)Yueds =0,  w€0,L], t>0,
P304 — balyy + /Ot Go(t = 5)022ds + VP + Yy = 0, rel0,L], t>0,
e(x,0) = @o(x), ¢i(z,0) = ¢1(z), ¥(z,0) = Yo(z),

x),

U(,0) = 1 (x) 0(x,0) = Oy(x), O(z,0) = 01(
L©(0,1) = p(L,t) =9(0,t) =¢(L,t) = 0(0,t) = O(L,t) =0, t>0.

(4.3)
Maintenant, pour montrer la nature dissipative du systéme (4.3), nous prenons le

méme changement utilisé pour le systéme ({3.1]), ainsi nous obtenons

(i — k(X + &) + 101 = 0, z€[0,L], t>0,
prb — ik + K+ ) =0+ [ it = s =0, w0 120
P36 — 020z, + /Ot 92t — 8)000 + VXta + V& = 0, rel0,L], t>0,
X(2,0) = xo(2), x¢(x,0) = x1(2), &(z,0) = (@),

§t<x70> = 61(‘73)7 9($,0) = QO(I), 6(“7:70) = 60(3:)7
| X(0,1) = V(L) = £(0.6) = (L. 1) = 6(0,8) = (L. 1) =0, 1> 0.

(4.4)
Supposant que les deux fonctions de relaxation g;(i = 1,2) vérifient les hypothéses
suivantes

(H1) g; : Ry — R, sont deux fonctions dérivables satisfaisant la condition suivante
0

(H2) Tl existe deux fonctions dérivables décroissantes (;(t) : $, — R, satisfaisant

!

) < —GM)gi(t), =12, Vt>0.
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Chapitre 4. Systéme de Timoshenko avec deux termes mémoire

L’existence et I'unicité de la solution du systéme (4.4)) est assuré par la proposition

suivante

Proposition 4.1.1. [9] Soit ((x0, x1); (&0, &1), (00,61)) € (Hy (0, L) x L*(0, L))?. Sup-
posons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors le systeme (4.4]) admet une solution

unique globale
(X, 0) € (C(Ry; Hy(0,L)) NCHRy; L2(0, 1)),

L’énergie associée au systéme (4.4)) est donné par

1 L t
E(t) = 5/ {p1x; + p2&7 + psb; + k(xa +€)* + (b1 — / 91(s)ds)E2
0 0 (4.5)

42— [ a(s)ds)E + g0+ 200}, 12 0.
0
4.2 Reésultat principal

Dans cette section, nous présentons le résultat principal de notre travail.

Théoréme 4.2.1. Soit ((xo0, 1), (€0,&1), (00,601)) € (Hy(0,L) x L*(0,L))*, et sup-
posons que g;(i = 1,2) satisfont (H1) et (H2) et que les coefficients du systéeme (4.4)

satisfont la condition

b b b
k P2 k

Alors, il existe deux constantes positives c; et ¢y telles que
E(t) < crem @l €Oy > g (4.7)

ou

C(t) = min{Ci(t), G2(t) }, t > 0.

La démonstration du théoréme 4.2.1 se fait a travers les lemmes suivants
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4.2 Résultat principal

Lemme 4.2.1. Soit (x, &, 0) solution du systéme (4.4). Alors l’énergie E définie par
(4.5) satisfait
E (1) = 5ot / i+ L / (9, 0 &)

1
——gQ(t)/ 02dx + = / (gy 0 0,)dz <0, t > 0.
2 0 2 0

(4.8)

Preuve. Multipliant la premiére équation du systéme (|4.4) par x;, la seconde par
& et la troisiéme par 6, intégrant sur (0, L) , utilisant le lemme 1.3.1 et effectuant
quelques manipulations nous obtenons . ¢
Dans ce qui suit nous mettons 2 = [0, L] et nous prenons ¢y une constante positive
générale

Maintenant, introduisant le multiplicateur w donné par la solution de

alors nous pouvons obtenir les inégalités suivantes

/w?dm < Cp/wfxdx < C’p/ffda:, (4.10)
Q Q Q
/wgdx < (Jp/§2dx < Cp/gidaz, (4.11)
w Q Q

Lemme 4.2.2. Soit (x,&,0) solution du systéme (4.5)), alors pour e > 0, la fonc-

tionnelle
L (t)=p / xrwdx + po / &Gédr, >0 (4.12)
9] Q

satisfait 'estimation

I’()<——/§dm+61/xtdx+( )/gtdx

+co/6’t2dx+co/ (gr0&)dx, t>0.
Q Q

Preuve. En dérivant [;(¢) et utilisant les deux premiéres équations du systéme

(4.13)
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Chapitre 4. Systéme de Timoshenko avec deux termes mémoire

([4.5)), nous obtenons

Ii(t) =p1/xtwtdm+k/wida:jtfy/@thdx%—pg/{fdx
Q Q Q Q

—bl/Qggdx—k/ﬂg2d:c+y/99t§dx+/ﬂ(gl*gx)gmdx.

Ainsi, en utilisant I'inégalité de Young, 'inégalité de Poincaré, le lemme 1.3.2 et les

relations (4.10)), (4.11)) nous concluons :

(4.14)

piC
pl/xtwtdxgsl/xfda:+ L p/éfda:, (4.15)
Q de1 Jo
/Hthdx < 5/§2dx+ Gy /e%z (4.16)
© /g
7°Cy 2
[ bgar<a | g + 2% [ g2, (4.17)
%/,

et

[ (o) gt = ( / () m) gt [@otca
< (/g yar) [ garrs [ e [ (goao

avec €1 et 0 sont deux constantes positives.

(4.18)

A
En substituant (4.15)-(4.18) dans et en choisissant § = El, nous obtenons
ER

Lemme 4.2.3. Soit (x,&,0) solution du systeme (4.5)), alors la fonctionnelle

L L
Lt)=-pn [ xonde=p [ Gtdn, 20 (119)
0 0
satisfait [’estimation

I(t) < —pl/ 2dx — pg/ftdx+co/§2da:+2k 02dx

(4.20)
+— [ (X +£) da:+co/ (g10&,) dz, t > 0.
Q Q

Preuve. Un calcul direct, utilisant la premiére et la deuxiéme équation du sys-

téme (4.5)), nous aurons

I (t) = — 205 — 24 b t d 24
5 (1) pl/ﬂxtw pz/g&ﬂ”(ﬁ/om(f) T)/Qéxx o)

—i—k/g(xgﬁ—ﬁ)de—W/QQt(Xm—Fﬁ)dx—/Q(glogm)gmdx.
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4.2 Résultat principal

Utilisant I'inégalité de Young et le lemme 1.3.2, nous trouvons

2 k
oy [abera< [ [ oot a2
Q 2k Jo 2 Jo

/(glofx)fxdx < —/§2da:+ %, ( 10 &)  da,

S;/ﬂﬁidﬁﬂLCo/ﬂ(mO&)dm

En substituant (4.22)) et (4.23) dans (4.21)), I'inégalité (4.20]) est vérifie.

(4.23)

Lemme 4.2.4. Soit (x,&,0) solution du systeme (4.5)), alors la fonctionnelle

13 (t) = —pg/th (91 05) dJT, t Z O, (424)

satisfait, pour € et 61, deux constantes positives [’estimation

¢ L
I(t) < — (p2/0 g1 (1) dr — 51> /0 dw +CO€2/Q§§dx

+€2/QQ?CZI—FEQ/Q(X;E—Ff)Qd%—CO/Q(giOfx) dx (4.25)

1
+cp (52 + —) / (g10&,) dz, t > 0.
€2 Q

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I3 (¢) et en utilisant la deuxiéme équation

du systéme (4.5, nous aurons
Iy (1 /& g106) dx—bl/fw (g1060) da — & /Q<><x+5><gl<>£>dx+
w/ﬂemgloé)dx—/<gl*£z><gl<>§x>

(Pz/o (s ds)/atdx—pz/ft (6 o €) da:+b1/5x (g1 0 &) d

+k/9 Yo+ 1<>g>d:v—w/99t<gl<>5>da:—/ﬂ<gl*&)(glog)dx
(4.26)

nous estimons ces derniers termes par 'utilisation d’inégalité de Young, I'inégalité

de Poincaré et la remarque 1.3.1. Alors, pour toute constante 6; > 0, nous obtenons

- [ 6 (ho8)( dx<51/5td v+ 22 [ o)) [ (oo e
<o [ gao=5 [ Groe) (. (127)
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Chapitre 4. Systéme de Timoshenko avec deux termes mémoire

et V €2 > 0. nous obtenons,

bl/ﬂfx (g10&)dr < 62/Q£§dx+§—;)/ﬂ(gl 0&,)dx, (4.28)

2 ‘o °
k/Q(Xz—l-f) (o Of)dxgsz/g(xx—kf) dx+€2/g(gl &) dx, (4.29)

—y/ﬂet (g1o&)dr < e /Q 07dx + g—z /Q (g1 0&,)du. (4.30)
- [(@re) mot)d
1 E9 t 2
<o [@owwt 2 [ ([at-9E -0 -cwi) d
t ) 1
< ey (/0 gl(s)d,S) /szdﬂv + (52 + 2—62) /Q(gl ©&,)dx

1
< 0052/ £ dx + ¢ (52 + —) / (g10&,) dx, (4.31)
Q €2/ Ja
Substituant (4.27)-(4.31)) dans (4.26)), nous obtenons (4.25)).

Lemme 4.2.5. Soit (x,&,0) solution du systéeme (4.5). Alors la fonctionnelle

I (t) = pg/ 0,0dx + ”y/ (Xz + &) 0dx, t>0, (4.32)
Q Q

satisfait, pour toute €3, l’estimation
A 1
I (t) < ——z/ﬁidx—l—co (1 + —) /Hfdx
2 Jo e/ Ja (4.33)
tes | (xe +6)7dz + ¢ / (g200,) dx.
Q Q

Preuve. En dérivant I, (), en utilisant la troisiéme équation du systéme (4.5))

et en intégrant par parties, nous obtenons

0= (b= [ 0as) [Gaen [ oo+
(o o) f foase
—/Qx (gQOHm)dx%—pg/Qfdx.
Q Q

42



4.2 Résultat principal

Grace a l'inégalité de Young et au lemme 1.3.2, nous obtenons pour tout €3, 63 > 0,

les deux estimations suivantes

L
7/ (Xo + &) Oydz < 2 / 07 dx + 63/ (Xo +€)* dx, (4.35)
Q €3 Ja 0
_/ 0. (g2 0 0,)dr < 52/ 02dx + % (g200,)dx. (4.36)
Q Q 52 Q

A
Substituant ([£.35))-(£.36) dans (4.34) et choisissant d, = ?2 nous trouvons (4.33)).

Lemme 4.2.6. Soit (x,&,0) solution du systeme (4.5). Alors la fonctionnelle

]5 (t) = —pP3 / Ht (gg 09) dl‘, t > 0, (437)
Q

satisfait, pour ez et 6y > 0, deux constantes positives l’estimation

t
Ié (t) < — <p3/ ga (T)dT—éz)/9§d$+00€3/9idl’
0 Q Q

? 1
+€3/ Xzdz + o (53 + —) / (9200,)dx (4.38)
Q, €3 Q

+€3/ ffda:—c—o/(géoﬁx)dx, t>0.
Q 02 Jo

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I5 () et en utilisant la troisiéme équation

du systéme ({4.5)), nous trouvons,
t
== ([ wr) [ [ 0600
0 Q Q
+bs / 0. (g2 00,)dr — / (g2 % 0;) (g200,)dx (4.39)
Q Q
—7/ Xt (92 © 0;) dx —7/ & (g2 00)du.
Q Q

Utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, le lemme 1.3.2 et la remarque 1.3.1

nous obtenons :

—,03/0t (gh 0 0) dx<52/92dx+62/( gy 00,)dz, (4.40)

b2/99 (9209)d93<53/92d$+—/ g2 0 0,) du, (4.41)

—fy/QXt(ggoﬁgg)deEg/ dm+—/ (9200,)dx,  (4.42)

—7/& (g2 0) dxgag/ §t2dx—|——/ (g2 00,)dx (4.43)
Q Q €3 Ja
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et

- / (g1 % 6,) (91 0 6,) (t)da

253 (g1<>9 dx+—/(/0 g (t—s) (t)—@z(s)—ﬁz(t)ds))de
<e (/ )/6de+(53+—) (g100,)dx
Scoegfgefcdwrco (53+€3)/Q(g109 )dz.

oll do et £3 sont deux constantes positives.

Substituant (4.40)-(4.44)) dans (4.39), nous obtenons (4.38)).

(4.44)

Lemme 4.2.7. En supposant que les coefficients py, pa, p3, k, b1, ba, et v satisfont

la relation (4.7)). Alors la fonctionnelle

= pg/ﬂ&(xx +&)dx + (pa — ) /ﬂ xt&adx
—X + %) /Q 0. (g1 &) do — % /Q Xt (91 % &) dz (4.45)

(k:
oy / €40, + by / €0.d — / & (o #0) dz, t>0,
0 QO Q

satisfait, pour £4, constante positive l’estimation

5
50 <-4 [ar&detp [ Gt [ i
Q Q @
+€4/ 02dzx + [xo (01&r — (g1 * E)))'h
Q

1
o (1+—)/f§dw—c—°/<gio@>dx
€4 Q €4 JQ

—co/ (gy 060,)dx + cqo / 02dz, vt >0,
0 Q

(4.46)

Preuve. En utilisant la deuxiéme équation et la troisiéme équation du systéme
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4.2 Résultat principal

1} et en intégrant par parties, nous obtenons

I (t /gx (xo +6), dz — k /(Xx+£)2dm+’y/9t(xx+§)dx
+/Q<g1*5m><xx+g>xda:+[m(ng (g1 6) ( x0+p2/€td$

P2 / {xXead + (p2 — ) / Xerlad + (p2 — ) / Xtz

_—/em (91 % &) do — <— p3)/9 (91 % &), dz — —/Xtt (g1 % &) d

b
pkl Xt (g1 % &), do — &/&c@md:ﬁ — O (Xa + &) dz + p;” 02dx
3

Q Q Q Q Q
+b2 / exgtxdx - / gta:- (92 * 93:) dl’ - / gm (92 * eac)t dl’,
Q Q Q

et de la premiére équation, nous déduisons

fé(t)z—k‘/ﬂ(xx+€) 4z + (pa — /&dwm 02da
p3k>/9t(xz+§)dfv—/ﬁx(ngx—géoé’m)dx

<Z_|_ )/9 (91&e — 910 &) d(E——/Xt 1€ — 91 © &) da (4.47)

b b b
7+1—p1—p2) / Evuda — (E by 62) / €0pdz

g
=K1 :Iiz

+ [xe (b€ — (g1 % &))"=y

Utilisant I'inégalité de Young et le lemme 1.3.3, nous arrivons a :

psk k 2
(V—E>/99t<Xx+§)d$§Co/QQthx+Z/Q(XI+§) dz, (4.48)

maintenant pour 4 > 0, nous aurons

- /Q gx (929x - gé % 01’) dr
=t [ &tudat [ & lgh00)da (4.49)

1
< 54/ 02dx + co (1 + —) /fgdx — co/ (ghoB,) du.
Q €4/ Ja Q

45



Chapitre 4. Systéme de Timoshenko avec deux termes mémoire

Et, de la méme maniére, nous aurons

Yo, P3 /
- (E + E) /(‘2013 (glfx — 0 05:1:) dx

o [ 2 [ (6 rgioe) ds (4,50)
Q €4 Ja
2 Co 2 Co /
<54/6’xd0&+6—/§md$——/(gloém)dx
Q
2 [t - gosdr<e [ it [ a2 [ (ogar s
Q

Substituant (4.48)-(4.51)) dans (4.47)), utilisant la relation (4.7)), nous obtenons (4.46).4

Comme dans le chapitre ITI, nous définissons la fonction
az) =27, z €0, 1]

Lemme 4.2.8. Soit (x,&,0) solution du systeme (4.5). Les fonctionnelles Jy et Jo

définies par

Pll/ XtqXzdx + 7/ X2q(b2ly — g2 % 0,)dx
Q Q

Ji(t) =5

1 = -

k +/J3/ 0:q (020, — (g2 % 0,)) dx,
Q

t>0,  (4.52)

et
J2 (1) = 4p_; /thq (016 — (91 % &) dz, t >0, (4.53)

satisfont, pour £4 > 0, ’estimation

ﬂ@é—mhﬂ@+ﬁ®ﬂ+%é@w

+coea (/ adx + / Xidz + / 9§da:) (4.54)
Q Q Q
1 2 o 2
+eo | — + e O;de + — [ & dx,
€4 Q €4 Jo

%@s—fl@%&@—é%ﬁ—ﬁ@@wmﬁj

€4

_4%4 [(blgz (0) — /t 91 (t—5)&(0,5) d5>2] (4.55)

—/02dx+co <1—|— )/5dm+—/§tdx
ke, /Q o+ P o+ 2 (H;li) /Q (106 d ~ £ /Q (¢)06,) da
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4.2 Résultat principal

Preuve. En prenant la dérivée de J; (t) et en utilisant les premiére et troisiéme

équations du systéme (4.5)), nous obtenons

e4p1b
Ji (t) = eaby / Xz @X2dT + £4by / £IQdex+% / XtqXtzdx
Q Q Q

+€—]; ) (bgem — /Ot G2 (t — ) Oy () dé’) q <b29x - /Ot g2 (t — ) 0. (s) ds) dx

827 Qqu(/Otﬁ(t—s)e (s) ds)eda —54—153 Qetq(/Otm(t—s)@x(s)ds)tdx

+€4'?jb2 / 01q0,.d x—— / &g (629 - / g2 (t — 5) ba (s >d5> dr.
Q

En utilisant les relations

t
/qu(/ g2 (t — s) 0, (s)ds)dx = /Xz /g2 (t—s)0 dsda:—/qugg 0)0,dx
Q 0 Q
/ / Gy (t —8) (0, (t) — 0, (s)) dsdx —

/Qth (/Oth(t—s)Qx(s)ds)tdx
_ /Q » (gQ(O)eﬁ /0 "= 80, (5) ds) dz
_4@4@@@—K%u—$@ﬁwwaww)w,

et en intégrant par parties, nous obtenons,

Xzq92(t)0.dz,

S~

o= 2e4b
B0 < —ebs [E O+ 2D+ 52 [ v ety [ Gads
Q Q

2

284p1b2/ 2 284/ _ /t _
LTl Ry by0, ng(t s)0: (s)ds | | dx

szv Xa4 <92(t)9x - /Ot gy (t —3) (0, (1) — 0, () ds) dz

627 9%1( 2(£)0a —/tg;(t—s> <Qm(t)—«9m(s))ds> dx

b
+%/{20§d:@— Eﬂ/gtq <b20 . (/ g2 (t — 5) 0, (5) ds)) dz.

En considérant I'inégalité de Young, le lemme 1.3.2 et le lemme 1.3.3, nous obtenons

(4.56)
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les estimations

413 Xz{ (92(15)91 — /Ot gy (t— ) (0, () — 0, (s)) ds) dr

=20 [ ([ b= 90000 as)as 20 [ \agos

Q

< 5400/Xidzv+€4co/9§da:—5400/ (gho0,) dx
Q Q Q

de la méme facon, nous obtenons

527 9#%( 2(£)0z —/Otgé(t—s) (ez(t)—Qz(S))ds) da

(4.57)

— 5;‘] brga(t)gbode + — / etq(/tgw—s)(ex(t)—ex<s>>ds)d:r (4.58)

§€4CQ/9?d$+€4C0/0§dI—€4CO/ (gh00,) dx,
0 0 0
En fin,

1
64/€quxdx < 64/Xidx+— dr,

€4
845

5 th9 dr < 54/92da: + — / «92d33

gw/ftqH dx<54/92da:+—/§t

Substituant (4.57))-(4.61)) dans (4.56))), nous obtenons (4.54))).

(4.59)
(4.60)

(4.61)

Et de la deuxiéme équation du systéme (4.5]) et en intégrant par parties nous trou-

vons

T 2Le, /Q (bl@ —/ g1 (t—5)&(t,s)d s)ng;
[(blﬁx /0 g1 (t — )& (L,s)ds )2]

[(blfz /0 g1 (t —5)& (0,5) ds )2]

/Qetq (blfx — /Ot g1 (t —s)& (t,5) ds) de

1
dey

1
dey

| e +8)q <b15x - /Ot g1 (t—s)& (t,s) ds) dx

484 0

+4P_;/Q€tq (blfx_A g1 (t_s>£x (t,S)dS)tdm.
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4.2 Résultat principal

En utilisant I'inégalité de Young, le lemme 1.3.2 et le lemme 1.3.3 et le fait que ¢*(x)

<4, Vz € [0, L], nous estimons les termes de (4.62)) comme suit

L [bat) (ne.- | (- 9)E (19) is) do

454 [9)
2

< TL | O3 ! (blsx— /tgl(t_s)w s)d) e (4.63)

484 4L
<+— 92d +—/§dx+—/ (go&,)d

k
464

(Xx+§) (z )(blfa:—/otm (t—5)& (t,s)ds) dx

< ey /Q (o + ) + H’f : / (blfx— /0 (- 9)E (1.9) ds) dr (4.64)

2 o
sm/g(xx%) dx+§/gggdx+§/g(gogx)dx ,
464/§tq (blfx / g1 (t—s)& (t,5) 5> dx

/ uabtad + 2 / 6 (96 — g 0 &) da

. sz1 2 /
 4Ley, /thQdIE—F—/ftqg(t)fxdm 1z /thq (¢ 0&)dx

Co ’
<@ [+ [ -2 [ (gog)as

(4.65)

En substituant (4.63)-(4.65) dans (4.62)), nous obtenons (4.54). ¢

Preuve du Theorem 4.2.1. Pour certaines constantes positives; N, Ny, Ny, N3 et
N, qui vont étre choisis de maniére appropriée. nous définissons la fonctionnelle de
Lyapunov par

£(t)=NE(t)+ NI (t) + %1[2 (t) + Nols (t) + N3ly ()
(4.66)

Ensuite, en prenant en compte (4.8), (4.13)), (4.20) , (4.25)), (4.33), (4.38), (4.46]),
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(4.54), (4.55) et les relations suivantes

/Xidarg 2/ (XQC—I—S)de—l—QC’p/{idx,
Q Q Q

r=L

(e [ - 9)E <x,s>ds)LZO < = [ (D) + 12 0]
- (bﬁz - [ - 9)E <L,s>ds)2]
o (b&p (0) —/Otg@—s)fx (0, 5) dsﬂ |

nous obtenons,

(AN 3b 1 1
— ! 1——1—N200€2—CO ]_—I—— — — — Cp&4 /gidfﬁ

L 2 8 €4 €3 QO

| ¢ 3 2C C
- NQ(p2/gl(T)dT_5l>_%_Nl <P2+pi p>—N453——0} & dx

_ 0, €1 €4 Q

N4 (pg/ gg(T)dT—52> —Nlco—g—k:—CO
— 0 /92(193
1 1 t
—N2€2 — NgCO (1 + —) — Cp (— + 84) Q

L €3 €4

k
“13 Nagg — N3es — c054] / (X2 + 5)2 dx

L Q

OE, (t) S — %—lel—N4€3—Co<€4:| /X?dl’

- Q

AN
_ 273 _ N4CQ€3 — 6084:| /92(123

L 2 Q

1 Co 1

+ N160 + ¢y + NQCO (52 + —> + — (1 + —2)} / (g10§$) dx

I €9 4 €4 QO

1

+ NgCO + N4Co (53 + —>} / (920(955> dx

L €3 Q

Co ’

+ 5 Nocyg — — / (g10&:) dz

I c4] Ja

N N.
T o / (ghob,) dx

| 2 09 Q

(4.67)

Puisque ¢; et g sont continues et positives, alors pour tout ¢ > ¢ty > 0, nous avons

w=winf [0 a5, [Monas |

Si nous sélectionnons nos constantes trés soigneusement, tous les termes du coté

P2 ’72

droit de (4.67) deviennent négatifs. Prenant d§; = A 9y = SN

et choisissant ¢;
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4.2 Résultat principal

assez petit tel que

P1

< .
L= ToN,

Deuxiémement, nous sélectionnons Ny assez grand pour que

ANy 3b 1 1
L 1——1—N200€2—CQ 14— ———C0€4>0,
2 8 €4 €3

et N3 assez grand pour que

)\2N3
2

— N4C()83 — CoEq > 0.

Maintenant, nous choisissons €5 si petit que

k

< J—
2 9aNy

et Ny assez grand pour que

1 1
N4go — Nicg — 9Ny — N3¢ (1 + —) — Cp (— + 54) —cy > 0.
3 4

Aprés cela, nous prenons Ny assez grand pour que

2C Is
Nogo — po — N (;02+pi ”) — Nyes — 2 >0,
€1 &4

et nous choisissons €3 si petit tel que

ey <min | ALY
- 12N3’ 24N,

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que

N
S Ny -2,
2 4

et
N CoN4
S — o> 0.
2 s, O
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Chapitre 4. Systéme de Timoshenko avec deux termes mémoire

Par conséquent, (4.67) prend la forme

£ (t) < —koE (t) + cl/ (910&; + g200,) dx, Yt > to, (4.68)
Q

pour deux constantes positives kg et c;.

En multipliant(4.68) par ¢ (¢) et en utilisant (H;) et (H2), nous arrivons a

C(t) £7(t) < —koC () E (t) + 1€ (t)/ (91080 + g200;) dx

Q

< —kol () E(t) — s /Q (910€: + g500,) d

< —koC (1) E (1) — 2 ()

[CE) £E) +eE®)) = () E({t) <~k ) E(t), ¥t >t

En utilisant le fait que ¢’ (¢) < 0, nous aurons
(C(t) £ (t) + B (1) < —koC (t) E (1), Vt > to.
Encore une fois, en notant que
R(t) = C() £() + B (1)~ E(t).
nous obtenons pour une constante positive c,

R'(t) < —aC(t)R(t), Vt > to. (4.69)
Une simple intégration de (4.69)) sur (¢g,¢) conduit a

R(t) < R(to) e oty > ¢, (4.70)

Finalement, I'affirmation du Théoréme 4.2.1. est obtenue au fait que R ~ E. ¢
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