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Chapitre 1

Notations, définitions et rappels de

base

e 7 : désigne le retard

e ISS : input-to-state stable.

e LMI : linear matriz inequalities.

e IR : ensemble des nombres réels ou nuls.

e IR" : espace vectoriel de dimension n sur le corps des réels.

e x| : transposée du vecteur z, AT : transposés de la matrice A.

e Id,, : matrice identité de IR™*".

e |- | : norme Euclidienne d’une matrice ou d’un vecteur de n’importe quelle dimension.

e C;;, : ensemble des fonctions continue dans IR™ définies sur l'intervalle [—7, 0] (C;,, = C([—7,0],IR")).
e Soit V = [v1,.counn. o] T € IR*. V > 0 indique que pour tout i = 1..k, v; > 0.

e Une fonction f(-) & valeur réelle est concave si, pour tout réels a, b 'inégalité
Lf(a) + (1 =1)f(b) < f(la+ (1—1)b)

est satisfaite pour tout [ € [0, 1].
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e Soit une fonction z : IR — IR™ et 7 un réel positif. Nous noterons par xz, la fonction définie

par z(0) = x(t + 0), Vo € [-T,0].
e Soit z : IR — IR". Alors £(¢) désigne la dérivée premiére de z.

e Soit ¢ : R™ — IRP. Alors

= (e@n @)

Ox1" 7 Oy

ol g—i(x) désigne la dérivée partielle de ¢ par rapport a la variable x;.
e Une fonction V : R™ — IR est définie positive si V(0) =0 et V(x) > 0 quand = # 0.

e Une fonction V : IR x IR™ — IR est radialement non bornée si pour toute constante m > 0, il

existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout t > 0, V(¢,2) > m si |z| > c.

e Une fonction « : [0,a) — [0,400), ol a est une constante strictement positive appartient a
la classe des fonctions K si celle-ci est continue, strictement croissante et a(0) = 0. Elle appartient

a la classe des fonctions Ko si a = 400 et

rlggo a(r) = oo.

e Une fonction continue 8 : [0,4+00) x [0, +00) — [0, +00) appartient a la classe des fonctions
KL si, pour tout s fixé, la fonction B(r, s) est de classe K par rapport a r et, pour tout r > 0 fixé,

la fonction S(r, s) est strictement décroissante par rapport a s et
lim B(r,s) =0.
S—>00
e Soient f : R? — IR? une fonction et k un réel strictement positif. On dit que f est k-
lipschitzienne si pour tout (z,y) € RP x IR?, linégalité |f(x) — f(y)| < k|x — y| est vérifiée.
e Soient a,b € R et p € (0,00). L’inégalité
2 2 L.y
(a+b)*<(1+pa +(1+@b )
est vérifiée. De plus si p € (0,1), Pinégalité
pa® — P < (a+b)?,
1—p =

est vérifiée.



e Soit P € IR™*" une matrice symétrique et définie positive et soit ¢ € (0,1]. Alors pour tout

vecteurs v, vy € IR™, 'inégalité suivante est vérifiée
1,02 9

1
(1 —c)v, P, + (1 - c) vg Py < (v1 4 v2) " P(vy 4 v3).

e L’inégalité de Cauchy-Schwartz est l'inégalité suivante : si f(-) et g(-) sont deux fonctions a

valeur réelle continues sur un intervalle [a,b] avec a < b alors

/ " fgls)ds < ¢ / " flods / " g(s)2ds.
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Chapitre 2

Notions et résultats introductifs

L’objectif de ce premier chapitre est d’introduire certains concepts de base qui seront utiles
dans la suite de notre travail et puis de présenter des notions clefs de la théorie de la stabilité et
de la stabilisation des systémes non linéaires avec ou sans retard.

En particulier nous évoquerons certaines méthodes d’analyse de stabilité basées sur la notion
fondamentale de fonction de Lyapunov, nous aborderons le probléme de la construction de lois de
commandes au moyen de la technique d’ajout d’intégrateurs, appelée également backstepping et
nous décrirons briévement la technique classique de stabilisation de systémes a retard dans I'entrée

au moyen appelée réduction de modéle.

1 Introduction

Cette thése a pour sujet centrale I’étude de systémes non linéaires commandés a retard & temps
continu. ces systémes sont de dimension infinie qui intervient dans de trés nombreux domaines
scientifiques : nous y reviendrons par la suite. Précisons encore toutefois que ces systémes sont des
équations différentielles fonctionnelles & évolution dans des espaces fonctionnels qui généralise les
équations différentielles ordinaires. Comme pour tous les systémes dynamiques, leur investigation
théorique inclut des sujets comme 1’existence et I'unicité des solutions, leur périodicité, I'analyse
des bifurcations, les problémes aux limites, la commande et ’estimation. Dans notre cas nous nous
intéresserons au probléme de la stabilité. Les enjeux de ce travail sont multiples :

(i) ils consistent a construire des lois de commandes pour les systémes non linéaires ayant une
commande & retard distribué,

(ii) établir de nouveaux résultats de type backstepping pour des systémes ayant un retard
ponctuel dans la commande,

(iii) construire des lois de commande & des systémes & commande échantillonnée une propriété

11



12 CHAPITRE 2. NOTIONS ET RESULTATS INTRODUCTIFS

de stabilité pratique.

Dans ce travail, nous avons choisi de mettre I’accent sur les systémes non linéaires possédent un
retard dans la commande. Le probléme de la stabilisation de systémes de ce type est d’intérét en
raison des retards induits dans les mesures, qui se rencontrent trés souvent dans les applications.
Nous avons démontré la stabilité des systémes en boucle fermée que nous avons obtenu en construi-
sant & retards des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. Nous avons fait le choix d’aborder les
problémes que nous avons considérés en utilisant un type d’outils bien spécifique : les opérateurs
faisant intervenir des termes distribués. Avant nos travaux, ces outils étaient essentiellement uti-
lisés pour stabiliser des systémes linéaires et cela dans le cadre de la technique dite de réduction
de modéle. Nous avons montré qu’ils peuvent aussi étre utilisé pour stabiliser des systémes non
linéaires. Le fait que nous traitons des systémes non linéaires mérite d’étre souligné. En effet, alors
qu’un grand nombre de résultat pour les systémes a retard ont été obtenu (au moyen de 'approche
fréquentielle et LMI en particulier) encore limitée sont ceux obtenus pour les systémes non linéaires

a retard.

1.1 Positionnement des systémes a retard

Faisons maintenant un bref rappel historique en mettant ’accent en particulier sur les grandes

avancées dans le domaine de l'analyse de la stabilité et de la stabilisation.

Historique

Les premiéres équations différentielles sans retard ont été examinées par des mathématiciens
célébres comme Euler, Lagrange, Laplace et de Poisson au dix-huitiéme siécle. Les systémes a
retard, également appelés systémes héréditaires, ou systéme a décalage dans le temps, ont été
considérés plus tardivement. Au début du XXe siécle, des premiers modéles d’équations & retard
ont été proposés dans divers contextes. Citons celui de ’étude de la viscoélasticité étudiés en 1909,
les problémes de biologie étudiés en 1934 par Costyzin et les problémes de stabilisation des navires
en 1942 par Minorsky.

Certains résultats fondamentaux concernant la stabilité des systémes a retard et qui sont établis
au moyen de I’étude des zéros de fonctions caractéristiques exprimés par des quasi polynomiales
ont été obtenus par Pontryagin en 1942.

Au début des années 40, Tchebotarev a publié des articles consacrés au critére de Routh-Hurwitz
pour les équations quasi polynémiales d’une grande importance.

Certains chercheurs ont par la suite cherché a étendre la théorie des fonctions de Lyapunov aux

systémes a retard. Les difficultés rencontrées n’ont été levées qu’avec les travaux de Krasovskii de
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1951 qui procurent des fonctionnelles de Lyapunov pour I’étude de la stabilité des systémes non
linéaires a retard. Observons au passage que Krasovskii a été le premier a souligner I'importance
qu’il y a & considérer les trajectoires dans leur ensemble plutot leur valeur & l'instant présent. A
la suite de ces travaux, Razumikhin a établit le théoréme ayant son nom qui permet de démontrer
la stabilité d’un systéme non linéaire & retard au moyen d’une fonction de Lyapunov classique.

Des extensions supplémentaires ont été élaborées par Kalmanovskii et Nosov [56]. Pour plus
détails concernant ces développements, nous référons au livre de Kalmanovskii et Nosov. D’autres
livres dans le domaine existent. Parmi les plus classiques, il y a Bellman et Cooke [8], Hale et
Verduyn Lunel [43].

L’ouvrage récent de Niculescu donne un bref apergu de ces développements historiques.

Depuis 1990, il y a eu un grand accroissement des activités de recherche relatives aux systémes
a retard dans la communauté du controéle. Les principales réalisations de cette période ont trait a

la prise en compte des non linéarités des systémes et a I’étude de questions de robustesse.

Systéme a retard

L’existence d’un ou plusieurs retards dans les procédés peut avoir une ou plusieurs causes [67]

comme, par exemple :

— la mesure des variables du systéme

— la nature physique d’un composant du systéme ;

— la transmission d’un signal.

On peut classifier les retards par rapport aux systémes physiques ou il interviennent [56] en :

— retards dis a la structure interne du systéme rencontré : la dynamique du systéme en boucle
ouverte contient explicitement le retard (procédés chimiques, dynamiques de populations,
modéles économiques) ;

— retards de transport rencontrés quand on a un transport & distance de substance, d’énergie
ou un signal entre deux sous systémes ( par exemple : le temps de transport de fluides dans
les procédés chimiques, les hormones dans le flot sanguin) ;

— retards d’information rencontrés dans les systémes de calcul ( par exemple : le temps de
calcul pour I'analyse d’une image télévisuelle avec un robot, l’analyse de la composition d’un
procédé chimique).

Ces systémes sont appelés génériquement systémes a retard. Il existe plusieurs maniéres d’abor-

der I'étude de ces systémes en considérant des représentation des modéles sous-jacentes comme :

— des évolutions dans des espaces abstraits [18] : dans ce cas, I'évolution des systémes est
décrite par des opérateurs bornés ou non bornés. Cette approche nécessite l'introduction de

nouveaux concepts de commandabilité, d’observabilité, de stabilisabilité et de détectabilité
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exprimés en terme d’opérateurs.

— des équations différentielles fonctionnelles [6] : cette vision des systémes & retard consiste a
donner une extension des résultats obtenus pour les équations différentielles ordinaires au
cas des équation différentielles fonctionnelles en fonction du contexte. Ce type d’approche
permet de voir et d’interpréter les systémes a retard comme des évolutions dans des espaces
euclidiens (de dimension finie) ou comme des évolutions dans des espaces de fonctions (la
condition initiale est une fonction).

— des équations différentielles sur un anneau ou sur un module [86] : cette approche permet
d’avoir des notions trés générales de commandabilité et d’observabilité [22], ou de stabilisa-
bilité [40]. Cette approche intéressante nécessite implicitement la connaissance de la taille du
retard.

Ce mémoire concerne des systémes a retard représentés par des équations différentielles fonc-
tionnelles. Comme les systémes a retard sont de systémes qui ne sont pas de dimensions finie,
un autre type d’approche consiste a les approximer par des systémes de dimension finie. Parmi
les techniques d’approximation, on peut mentionner la technique de Padé [61], la technique par
séries de Fourrier-Laguerre [94], la technique des approximations optimaux rationnels de Hankel
[36]. Les problémes spécifiques & ce type d’approches résident dans le choix des dimensions et la
stabilité des approximations [36], [39]. Il est relativement difficile d’étudier I'influence du retard sur
les propriétés d’'un systéme & partir de I'approximation considérée, mais toutefois ces techniques

ont été employées dans de nombreuses applications.

Exemples

Nos travaux sont motivés par le fait que d’un point de vue pratique, on constate souvent de
fagon naturelle que les phénoménes de retard apparaissent. Citons les domaines de la biologie, de
écologie et de ’économie. Les systémes & retard peuvent également provenir de la simplification
d’une équations aux dérivées partielles. Une présentation assez riche de ce sujet illustrée d’exemples

se trouvent dans Soong et Tongue. Nous rappelons ici deux exemples.

Industrie chimique

On considére une réaction chimique du premier ordre, exotherme, irréversible du composant
A en un produit de réaction B, réaction qui se déroule dans un réacteur infiniment mélangé avec
recirculation. La transformation du composant A en produit de réaction B n’est pas instantanée. Il
existe donc une quantité de A qui se transforme plus tard en B. Les bilans de matiére et d’énergie

sont donnés par des équations différentielles & états retardés de la forme :



1. INTRODUCTION 15

dAD = LN+ (1— NA(t—T7) — A(t)] — Koe™ T A(t) (1.1)
MO = Lo+ (1= NT(t—7) = T(1)] 22 — Koe FA®) — 55U (T() - T))

ot A(t) est la concentration du composant A, T'(t) est la température et A(0 < A < 1) est le
coeflicient qui caractérise la recirculation.

Le cas A = 0 correspond & une destruction compléte et le cas A = 1 correspond & une réaction
sans recirculation et 7 est le retard. Le cas 7 = 0 (systéme sans retard) a été complétement traité
dans la littérature [97].

Le comportement d’un tel systéme, avec retard constant, a été considéré dans [64]. L’auteur a
montré que si le systéme linéarisé (autour de la solution stationnaire) est localement asymptoti-
quement stable pour un retard nul, alors cette propriété est valable pour n’importe quelle taille du
retard. Cet exemple montre que la stabilité asymptotique d’un systéme & états retardés peut étre

indépendante de la taille du retard.
Réseaux de communications

Un modéle général décrivant un réseau de transmission des données (data network) utilise
les graphes. Il s’agit d’'un ensemble de nceuds N = n; qui contient les paquets des données, et
un ensemble L = I; de liaisons de communications qui permettent ’échange d’informations. En
termes mathématiques, chaque nceud est caractérisé par une capacité de traitement de données,
et chaque ligne par une capacité de transmission avec un certain retard de propagation. Pour un
tel réseau, on peut associer un modéle continu linéaire sous la forme d’une fonction de transfert,
et on peut interpréter les paquets de données perdus comme une information de type "feedback”.
Dans les réseaux internet a grande vitesse, les retards peuvent provoquer des oscillations et surtout
causer l'instabilité du réseau (données non regues). Par exemple, un modéle dynamique d’une file

d’attente dans un goulot d’étranglement est :

7i5(t) = / (s (w0 — 755) — i3 (6)))do, (1.2)

ou u; est le taux d’arrivée (et qui concerne le i-éme flux), 7;; est le retard entre la source i et le
queue j et d;; est le taux des paquets de données qui quittent la queue. Une idée utilisée dans la
littérature pour "réduire” ce retard [70] est basée sur le principe du prédicteur de Smith, méthode
qui peut étre appliquée seulement dans le cas ou le retard est bien connu. Etudier 'influence du

retard dans le réseau vu comme un systéme en boucle fermée est un probléme trés intéressant.
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1.2 Organisation du travail

Le chapitre 2 présentent un rappel sur des notions de bases de stabilité ainsi qu'une définition des
systémes a retard et des différents types de retard. Il présente et motive 'utilisation du théoréme
de Lyapunov classique et du théoréme de Lyapuno-Krasovskii. Le chapitre 3 est consacré a la
présentation de trois grands travaux que nous avons réalisé et qui sont relatifs a la stabilisation de
systémes a retard distribué, a ’extension de la technique backstepping au cas des systémes a retard
et a un probléme de commande de systémes a retard échantillonnée. Dans un premier temps, nous
avons présenté nos résultats en traitant des cas simples et dans deuxiéme temps, les résultats dans
toute leur généralité dans des chapitres ultérieurs. Des conclusions générales et perspectives de
recherche sont données dans le chapitre 4.

Dans le chapitre 5, nous avons exposé en détail notre nouvelle approche de réduction de modéle
pour les systémes non linéaires variant dans le temps avec retard distribué dans la commande.

Le chapitre 6, est consacré a 'adaptation de la technique de stabilisation pratique de systémes
non linéaires appelée backstepping au cas des systémes ayant un retard ponctuel dans la commande.
Dans le chapitre 7, nous avons présenté une nouvelle technique de stabilisation pratique de systémes

ayant des commandes échantillonnées et sujettes a un retard ponctuel constant.
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2 Divers types de systémes

2.1 Equations différentielles ordinaires & temps continu

Les équations différentielles ordinaires a temps continu sont des équations du type suivant

o(t) = f(t, (1)), (2.1)

ou f est un champ de vecteur. Cette famille fondamentale de systémes a été trés étudiée et de
grands résultats classiques ont été établis au cours des derniers siécles pour celle-ci, voir par exemple
[8], [47], [53] pour plus d’explications. Rappelons que ces systémes sont déterministes et qu’ils
admettent une et une seule solution locale si f est une fonction localement lipschitzienne en .

Lorsque ces systémes sont commandés, ils s’écrivent

z(t) = f(t,z(t),u). (2.2)

ou u désigne les variables de commande. Lorsque f(¢,0,0) = 0 pour tout ¢, un probléme classique

consiste & construire une fonction u(z) telle que le systéme

o(t) = f(t,2(t), u(z(t))) (2.3)

admet 'origine comme point d’équilibre localement ou globalement asymptotiquement stable.

2.2 Systémes a retard 4 temps continu et notion d’état

Contrairement aux équations différentielles du type (2.1), les systémes a retard ont des solutions
dont 1’évolution est déterminée par des valeurs "passées" de 1'état : (¢t —7), 7 > 0. Par conséquent,
il est nécessaire de mémoriser une partie de "I’histoire" du systéme pour connaitre leurs évolutions.
Cette caractéristique fait que les systémes a retard sont également appelés systémes héréditaires.
Ces systémes, lorsqu’ils sont & temps continu (et ne sont pas de type neutre), sont généralement

représentés par des équations différentielles de la forme

() = f(t, z), (2.4)

ou f est une fonctionnelle, c’est-a-dire une "fonction de fonction". La fonction x; représente 1’état

du systéme sur un certain intervalle du temps et est définie par
Ty @ [_Tmama 0} — IRTL, 0 — l’t(a) = fE(t —+ 9) (25)

Ol Tynae > 0 correspond au retard maximum, c’est-a-dire la valeur de 7 telle que I'instant ¢ — 7,44
est I'instant le plus ancien qui est nécessaire au calcul de &(t), ¢ > 0. A Uinstant ¢ = 0, la fonction

xy = x( nécessite la connaissance des valeurs de x(t) sur Uintervalle de temps —7,,4, <t < 0. En
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d’autres termes, une condition initiale doit étre précisée. Si la condition initiale & 'instant tg d’une
équation différentielle ordinaire est un point x(tg), celle d’une équation différentielle retardée est

une fonction que 'on suppose généralement appartenir a C,,

Lto (0) = 'r(tO + 9) = ¢(9), Vo € [_Tmaxa 0] (26)

L’ensemble C;,, étant de dimension infinie, les systémes a retards appartiennent & la classe des
systémes de dimension infinie. Les livres [43], [54], [90], [81] et [39] traitent de ces systémes de

fagon approfondie.

Divers types de retards

Lors d’une phase de modélisation, il est nécessaire de savoir quel type de retard affecte le sys-
téme. Dans certains cas, les propriétés intrinséques au systéme peuvent apporter des informations
sur le type de retard présent ainsi que sur la taille de celui-ci. Il est donc important de distinguer

les diverses familles de retard qui existent.

Nous avons dégagé quatre familles principales :

1. Retards inconnus :
Dans ce premier cas, aucune hypothése sur le retard n’est considérée. Qu’il soit constant ou

variant dans le temps, il peut prendre n’importe quelle valeur dans IR . Les articles [3], [4],

[15], [32], [31], [45], [50], [51], [108], [109], [114], [91] considérent de tel retard.

2. Retard appartenant a un interval :
Une large majorité des résultats [27] sur les retards variant dans le temps ne traitent que de
retards présentés par une fonction qui varie entre 0 et une limite supérieure. Cependant, dans
certains problémes de transport ou dans le cas de certains systémes commandés en réseaux,
les fonctions retardées varient uniquement dans un intervalle privé de zéro. En effet, le cas
ou on considére que le retard est égal a 0, signifie par exemple que le transport d’un fluide
ou des informations se fait instantanément, ce qui n’est pas réaliste dans la pratique. Ainsi,
il est souvent pertinent de supposer que le retard qui le retard ne peuvent varier que dans
un intervalle privé de zéro. On peut définir les conditions sur ce type de retard variant de la

fagon suivante. Il existe deux scalaires 0 < 71 < 75 tels que

0<m <7(t) < 7o.
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3. Retards a dérivée bornés :

Le phénoméne de retard est souvent induit par le transport d’information, qui impose dans
ce cas un délai (dit au temps de propagation) minimum incompressible. Dans ce cas, lorsque
le retard est supposé étre une fonction du temps différentiable, une contrainte supplémentaire

relative & sa dérivée peut étre ajoutée :
[T <d,  deRy, (2.7)

En pratique, la contrainte d < 1 est souvent utilisée afin d’assurer que le retard ne varie
pas plus rapidement que le temps et que les informations retardées arrivent dans l’ordre
chronologique. Par ailleurs, indépendamment du probléme appliqué étudié et du type de
retard associé, certains auteurs se sont intéressés a la robustesse de la stabilité d’un systéme
vis-a-vis du retard. Il s’agit dans ce cas d’estimer les intervalles tels que le systéme reste
stable si le retard appartient & ceux-ci. Certains résultats ont été obtenus en particulier pour
le probléme suivant : sachant qu’un systéme a retard est globalement asymptotiquement
stable lorsque le retard est nul, déterminer une borne supérieure sur le retard qui garantit

que la présence du retard ne déstabilise pas le systéme [74].

4. Retards distribués :

Le retard distribué, qui représente 'effet cumulé du passé sur la dynamique, apporte souvent
une modélisation fine de certains processus physiques. Si un modéle utilisant un retard distri-
bué est souvent plus fidéle au procédé qu'une modélisation employant un retard ponctuel, son
analyse est en revanche souvent plus délicate. De tels systémes sont généralement exprimés

sous la forme :
t

z(t) = f(z(t)) + fr(w, z(w), u(w))dw. (2.8)

t—7
avec x € IR",u € IR? ou 7 est une constante positive. Le retard w est un retard qui varie
dans intervalle [—7, 0]. Des intervalles de longueur infinie sont aussi considérés. La valeur 7

est généralement supposée connue, mais la fonction f,, appelée "noyau", peut contenir des

termes incertains.

5. Retard variant dans le temps par morceaux :

Dans la pratique et plus précisément dans les systémes commandés ou réseau, le retard est une
fonction du temps qui n’est pas continue. Considérons, par exemple, le cas de I’échantillonnage
sur des réseaux de communication. Echantillonner un signal en une suite croissante de temps
t;, qui peut étre vu comme un signal retardé avec un retard 7(t) =t — t;, [89], [30]. Ces cas

sont trés intéressant pour le fait que la dérivée du retard est égale a 1 presque partout.
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En générale, les conditions de stabilité qu’on peut trouver dans la littérature incluent les
différentes combinaison des contraintes précédentes. Il est également & noter que, la stabilité
d’un systéme dépend fortement du type de la fonction de retard.

Par exemple, la stabilité d'un systéme ayant un retard constant donné 7y, borné par un
retard connue et variant dans le temps 7o ou un retard échantillonné (avec une période
d’échantillonnage constante) sont différents [89]. A la fin, méme si les systémes a retard ont
eu déja beaucoup d’attention, il y a encore un grand nombre de probléme ouvert qui doivent

étre résolus.

2.3 Systémes 4 commande échantillonnée

La famille des systémes non linéaires & temps continu et & commande échantillonnée est une
classe de systémes d’une grande importance appliquée et qui de ce fait a suscité de nombreux
travaux [105], [7], [6], [16], [107], [83], [78], [14], [13], [33], [34].

Rappelons qu'un systéme a temps continu

@(t) = f((t), u(t)) (2.9)

est & commande échantillonnée s’il existe une suite d’instants ¢;, deux constantes ¢; > co > 0 telles
que pour tout entier k, tp11 — tx € [ca,c1] et u(t) est constante sur intervalle [tg, tx11). Une telle
commande est donc discontinue, mais continue par morceaux.

Un des exemple les plus simples de commandes échantillonnées est la commande émulée, c’est
a dire la commande qui consiste & bloquer sur chaque période d’échantillonnage (les intervalles
[tk,tr+1)) une commande synthétisée dans le cadre continu. En effet si us(x(t)) est une com-
mande qui donne aux solutions du systéme (2.9) une certaine propriété (propriété de stabilité
asymptotique par exemple) alors, au moins sur des intervalles finis du temps et sur des ensembles
compacts, la commande u(t) = us(x(t;)) pour tout t € [tg, tr11) donnera en général aux solutions
du systéme (2.9) des propriétés proches de celles procurées par us(x(t)), lorsque ¢ n’est pas trop
grand. Toutefois, la commande émulée n’est pas nécessairement la commande échantillonnée qui
génére les solutions les plus proches de la commande continue et elle peut nécessiter une fréquence
d’échantillonage plus grande que d’autre commandes échantillonnées. Aussi d’autres types de com-
mandes échantillonnées ont-ils été développées. En particulier, il en est certaines dont les instants

d’échantillonnage sont déterminés par les valeurs prises par la variable d’état x.

3 Notions fondamentales de la stabilité

La notion de stabilité est une des notions centrales de la théorie des systémes dynamiques. Sou-

vent liée a la fagcon d’appréhender un systéme, la stabilité posséde un large éventail de définitions.
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Nous allons en présenter certaines pour les systémes & temps continu.

3.1 Définitions

Soit un systéme dynamique non linéaire et variant dans le temps de la forme :

z(t) = f(t,zy)

.’lﬁ(t,to) =X ,

(3.1)

ou f: IR x Cj, — IR" est un champ de vecteurs continue en ¢ et localement lipschitzien en x; sur

[0,+00) x D ou D C IR"™ est un domaine ouvert positivement invariant qui contient l'origine = = 0.

Définition 3.1. L’origine est un point d’équilibre de (3.1) si x(t) = 0 pour tout t € R est une
solution du systéme (3.1).

Observons que si l'origine est un point d’équilibre de (3.1), alors f(¢,0) = 0 pour tout t € IR.

Définition 3.2. Le point d’équilibre x =0 de (3.1) est

(i) stable si, pour chaque € > 0 il existe § = (e, o) tel que
‘m(to,toﬂ <= |3§(t, to)| < E,vt >tg > 0. (32)

(ii) uniformément stable si, pour chaque € > 0, il existe § = d(e) > 0, (indépendant de to) tel que
la relation (3.2) est satisfaite.

(#i3) asymptotiquement stable si il est stable et si il existe ¢ = c(tg) > 0 tel que tlggo x(t,to) = 0
pour tout |z(to,t0)| < c.

(iv) uniformément asymptotiquement stable si il est uniformément stable et si il existe ¢ > 0

indépendant de tg, tel que pour chaque € > 0, il existe T = T(e) > 0 tel que

|z (t, to)| < €,V > to + T(€),V|x(to, to)| < c.

Rappelons maintenant un résultat classique.

Théoréme 3.1. Le point d’équilibre x =0 de (3.1) est
(i) uniformément stable si et seulement si il existe une fonction o de classe K et une constante
c > 0 telles que

|z(t,to)| < a(|z(to,to)]), Yt > to > 0,V|z(to, to)| < ¢,

(ii) uniformément asymptotiquement stable si il existe une fonction B de classe KL et une constante

c > 0 telles que

|z(t,20)| < B(l(to, o)],t = t0), VL = to > 0,V]z(to, o)| < ¢, (3-3)



22 CHAPITRE 2. NOTIONS ET RESULTATS INTRODUCTIFS

(iii) globalement uniformément asymptotiquement stable si l'inégalité (3.3) est satisfaite pour toute

condition initiale x(to, to).

Il est & noté que la notion de stabilité exponentielle est importante car beaucoup de systémes

sont localement exponentiellement stables.

Définition 3.3. L’origine du systéme x = 0 de (3.1) est exponentiellement stable si la condition
(3.8) est satisfaite avec B(r,s) = kre™'* ou k et | sont deuzx constantes strictement positives. Il est

globalement exponentiellement stable si cette condition est satisfaite pour toute condition initiale.

Nous introduisons maintenant les notions de stabilité et de stabilisabilité asymptotique glo-
bales. Les notions de stabilité et de stabilisabilité asymptotique locale sont similaires ; nous ne les

rappelons pas.

Définition 3.4. L’origine du systéme
= f(t, z,u), telR,z e R",u e R", (3.4)

est globalement stabilisable par retour d’état si il existe une commande u : R x R™ — IR™ continu
sur IR x R™ telle que :

1. u(t,0) =0 pour tout t € IR

2. Dorigine est un équilibre globalement uniformément stable du systéme
&= f(t,z,u(t,z)).

L’origine du systéeme (3.4) est globalement asymptotiquement stabilisable par retour d’état si il

existe une commande u : IR x IR™ — IR™ continu sur R x IR"™ telle que :
1. u(t,0) =0 pour tout t € IR

2. Dorigine est un équilibre globalement uniformément asymptotiquement stable du systéme

&= f(t,z,u(t, z)).

3.2 Stabilité « Entrée bornée - Etat borné » : Input-to-State Stability

La notion de stabilité ISS, exposée en particulier dans I’article [110], offre un cadre naturel pour
formuler des notions de stabilité par rapport a des perturbations sans propriété particuliére. Cette
notion a donc été particuliérement utile dans le cadre de I'analyse de la robustesse des systémes

non linéaires, mais elle I’a été également dans le contexte de ’analyse de systémes interconnectés.
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Nous allons rappeler quelques faits fondamentaux relatifs & cette notion.

Pour simplifier, nous considérons un systéme autonome et sans retard :

z = f(z,u), (3.5)

avec * € IR" et u € IRP, et ne considérerons que des définitions globales. Mais on doit avoir a

Pesprit que cette notion a aussi des définitions locales.

Définition 3.5. Le systéme (3.5) est globalement input-to-state-stable (ISS) (ou simplement ISS)

si il existe une fonction B de classe KL, une fonction v de classe K telles que

mel0,t]

[z(8)] < B(lzol,t) + ( sup IU(m)I> ;o V>0, (3.6)

pour tout zo € R™ et u continue par morceaux et définie sur [0, +00).

Observons que si le systéme (3.5) est ISS, alors nécessairement le systéme & = f(x,0) est
globalement uniformément asymptotiquement stable.
La propriété ISS entretient des liens étroits avec les fonctions de Lyapunov. Cela nous conduit

a rappeler la définition de fonction de Lyapunov ISS :

Définition 3.6. Une fonction V : IR" — IR contindment différentiable est appelée fonction de
Lyapunov 1SS pour le systéme (3.5) si il existe des fonctions oy, aa, as, 8 de classe Ko telles que,

pour tout v € R",

an([z]) < V() < ax(lz]), (3.7)
et, pour tout x € R"™ et u € RP,
ov
5 @f(@,u) < —as(lal),  lorsque: |z] 2 B(Jul). (3.8)

Rappelons un résultat fondamental.

Théoréme 3.2. Supposons que le systeme (3.5) admette une fonction de Lyapunov ISS. Alors le
systeme (3.5) est ISS.

La notion de propriété ISS a été adaptée aux systémes a retard [111], [96], [15], [19], [118], aux

systémes a commande échantillonnée et méme a celui des équations aux dérivées partielles [98].

4 Stabilité et fonction de Lyapunov

Nous allons présenter certains théorémes fondamentaux relatifs a la stabilité des systémes dy-
namiques sans et avec retard : il s’agit des théorémes de type Lyapunov. Ces résultats ont été

exposés et mis en pratique, pour la plupart, au début de la deuxiéme moitié du 20éme siécle
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(voir par exemple [62], [63], [101], [58], [102] ou encore [41], [21] et [42]). Deux théories, désormais
usuelles dans le domaine des systémes & retards, nous intéressent particuliérement : la méthode
de Lyapunov-Krasovskii, qui utilise des fonctionnelles de Lyapunov, et la méthode de Lyapunov-

Razumikhin, qui emploie des fonctions de Lyapunov classiques.

4.1 Systémes sans retard

Nous rappelons le théoréme suivant :
Théoréme 4.1. Soit x = 0, un point d’équilibre du systéme
z = f(t,x)

et D C R" un domaine ouvert contenant x = 0. Soit V : [0,4+00) x D — IR une fonction

continiment différentiable telle que

ag(|z]) <V (t,z) < az(|z|), Vt € [0,00),Vx € D (4.1)
%—Z(t,x) + g—‘;(t,x)f(t,x) < —as(|z|), vVt € [0, +00),Vz € D (4.2)

ol a1, ag, ag sont des fonctions définies positives et continues sur D. Alors x = 0 est un point
d’équilibre localement uniformément asymptotiquement stable. Si D = IR"™ et ay est de classe Ko,

alors x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément asymptotiquement stable.

Un des messages principaux de ce théoréme, c’est que 'on peut démontrer la stabilité asymp-
totique d’un point d’équilibre en déterminant une fonction définie positive dont la dérivée le long
des trajectoires du systéme considéré est définie négative. Quand cette derniére propriété est vé-
rifiée, la fonction V est alors appelée fonction de Lyapunov stricte. Rappelons que le théoréme
de Lyapunov inverse (voir par exemple [119]) assure que tout systéme globalement uniformément
asymptotiquement stable posséde une fonction de Lyapunov stricte, mais que ce théoréme n’est
pas constructif et que la détermination d’une fonction de Lyapunov stricte peut étre difficile.

De récentes avancées concernant la stabilité et la stabilisation des systémes non linéaires utilisent
la connaissance de fonctions de Lyapunov strictes. Ces fonctions sont trés utiles dans le cadre de
Panalyse de la robustesse des systémes [68]. Aussi est il intéressant de développer des techniques
de construction de fonctions de Lyapunov pour des familles de systémes non linéaires importantes,

voir par exemple [26], [68].
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4.2 Systémes a retard
Fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii

Rappelons un théoréme fondamental en matiére d’analyse de stabilité et de construction de lois
de commandes pour les systémes & retard. Il constitue une extension de la seconde méthode de

Lyapunov pour les équations différentielles fonctionnelles.

Théoréme 4.2. Considérons le systéme (2.4) et supposons f : IR x C;, — R", est une fonction
bornée dans R™. Soient u,v,w : RT — IR des fonctions continuement différentiable.
Supposons que u et v sont définies positives et croissantes sur [0,+00) et qu’il existe une fonction

V' continue R x Cy, — R telle que, pour tout ¢ € Cyy, et t > 0,

u(lp(0)]) <V (t,¢) < v([dloo),
V(t,¢) < —w(|$(0)]).

Alors, le point d’équilibre du systéeme (2.4) est uniformément stable.
Siu(s) — oo quand s — oo, le point d’équilibre du systeme (2.4) est uniformément stable.

Si de plus w(s) > 0 pour s > 0, le point d’équilibre est uniformément asymptotiquement stable.

11 est & noter que dans [58], il est démontré qu'un systéme a retard globalement asymptotique-
ment stable et vérifiant quelques conditions techniques supplémentaires admet une fonctionnelle
qui vérifie les conditions du Théoréme 4.2 et qui décroit strictement le long des trajectoires non
nulles (une telle fonctionnelle est alors appelée fonctionnelle Lyapunov-Krasovskii stricte). Quoi-
qu’il en soit, la démonstration de ce résultat ne repose pas sur une construction explicite et donc,
en pratique, construire une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii pour un systéme a retard peut

étre difficile, méme lorsque on est assuré de ’asymptotique stabilité de ’équilibre.
Exemple. Considérons le systéme non linéaire de dimension un :

#(t) = —a3(t) + ba(t — 1), (4.3)

ot b et 7 > 0 sont des constantes. Nous allons analyser les propriétés de stabilité du systéme (4.3)

au moyen de la fonctionnelle suivante :
4 0 0
Vip) = LQ( ) +/ $(0)%d6.

Elle vérifie les conditions du Théoréme 4.2 et est différentiable le long des trajectoires du systéme

(4.3). De plus un simple calcul donne

V(¢) = —¢°(0) +2b0°(0)6™(—7) — ¢°(—7) < (=14 [b)6°(0) + (=1 + [o])¢°(~7)
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Si |b] < 1, nous déduisons du Théoréme 4.2 que lorigine du systéme (4.3) est globalement asymp-

totiquement stable.

Théoréme de Razumikhin

Rappelons un second théoréme fondamental en matiére d’analyse de stabilité et de construction
de lois de commandes pour les systémes a retard présenté dans [101]. I1 constitue lui aussi une

extension de la seconde méthode de Lyapunov pour les équations différentielles fonctionnelles.

Théoréme 4.3. Soient a1, as deux fonctions de classe Ko, et ag une fonction définie positive. Si

il existe une fonction continue V : Ry x R™ — IR telle que :
1. oy (|z]) < V(t,2) < ao(|z]), vt € Ry, Vo € R™.

2. V(t,z(t) < —as(|z(t)]) lorsque V(t + 0,z(t + 0)) < V(t,z(t)),¥0 € [-7,0], ou V est la

dérivée de V le long des trajectoires de (2.4),

alors la solution nulle du systéeme (2.4) est globalement uniformément stable.

Sous les méme hypothéses, si il existe une fonction continue croissante p : Ry — IRy telle que

p(w) > w pour tout w > 0 et telle que

V(t,z(t)) < —as(Jz(t)]) lorsque V(t+0,z(t+0)) <p V(¢ z(t))),V0 € [-7,0],
alors la solution nulle du systéme (2.4) est globalement uniformément asymptotiquement stable.

Le résultat précédent utilise une famille de fonctions de Lyapunov qui est classique pour les
équations différentielles ordinaires. Il met en évidence le fait qu’il n’est pas nécessaire pour démon-
trer la stabilité asymptotique du systéme de vérifier que V(t, z(t)) < 0 tout au long des trajectoires.
Cette méthode présente la particularité de vérifier la décroissance de la fonction V (¢, z(t)) seule-

ment aux instants ou les trajectoires ont tendance a s’éloigner du point d’équilibre.

Exemple. Considérons le systéme variant dans le temps de dimension un
() = —a(t)z(t) — b(t)z(t — ro(t)), (4.4)

ou a(t) et b(t) sont des fonctions continues et bornées en norme par une constante § telles qu’il
existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout ¢t > 0, a(t) > |b(t)| + ¢ et ro(t) > 0 est une fonction
bornée par une constante 7 > 0.

Nous allons analyser les propriétés de stabilité du systéme (4.4) en utilisant une fonction définie

positive, radialement non bornée de classe C'!
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Evaluons sa dérivée le long des trajectoires du systéme (4.4). Un calcul simple donne
V(x(t)) = —a(t)z®(t) — b(t)z(t)z(t — ro(t)).
Soit ¢ =1+ 53. Lorsque qlz(t)| = [z(t —ro(t))|, on a
V(x(t) < —a(t) — qlb(®)[]2*(1).
Puisque a(t) > [b(t)| + ¢, on a a(t) — q|b(t)] > (1 — q)[b(t)| + ¢ > —55[b(t)| + ¢ = 5. Donc,

V(a(t) < —5e%(1) <0 lorsque  gV(a(t) 2 Via(t = ro(t))).

Le Théoréme 4.3 permet de conclure que l'origine du systéme (4.4) est un point d’équilibre globa-

lement uniformément asymptotiquement stable.

5 Technique d’ajout d’intégrateurs

La technique backstepping, appelée en frangais ajout d’intégrateurs, présente un grand intérét
pour la commande des systémes non linéaires. Cette méthode est I'une des approches de construc-
tion de commandes stabilisantes les plus connues et les plus utilisées. Elle met & profit une structure
triangulaire possédée par certaines équations pour construire de maniére itérative une loi de com-
mande et une fonction de Lyapunov associée stabilisante. Plus précisément, elle peut s’appliquer
lorsque le systéme non linéaire peut étre mis par changement de variables et de lois commandes
sous forme feedback stricte : la dérivée de chaque composante du vecteur d’état doit étre égale a4 une
fonction des composantes précédentes et doit dépendre additivement de la composante suivante.
De plus, et contrairement au bouclage linéarisant, le backstepping offre la possibilité de conserver

dans le bouclage les non linéarités ayant un effet stabilisant.

5.1 Technique d’ajout d’intégrateurs : cas sans retard

Parmis les trés nombreux travaux consacrés a la technique d’ajout d’intégrateurs lorsqu’aucun
retard n’est présent, citons [17], [72], [73], [113], [112], [49], [93].

L’idée centrale du backstepping est adaptée aux systémes ayant la forme triangulaire inférieure

suivante :
1 = fi(z1) + q1(z1)z2,
Ty = folx1,x2) + go(x1, x2)xs,
Tn = folxr,. o 20) +gn(T1,. .o 20U,

ot u est la commande. L’objectif est de déterminer des lois de commandes qui rendent globalement

asymptotiquement stable I’origine de ces systémes. Il est atteint au moyen d’une approche récursive.
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Afin de rappeler de quelle fagon procéde cette technique, nous allons présenter ses idées clés en ne
considérant qu’une de ses étapes et donc en considérant une famille de systémes de type feedback
simple de la forme
&= f(z)+9(z)z,
Z=u+h(z,z2),

(5.1)

avec x € IR™, z € IR, ou u € IR est la commande et f(z), g(z) et h(z, z) sont des fonctions non
linéaires localement lipschitziennes. On suppose de plus que f(0) = 0.
On suppose qu’on connait une fonction continuement différentiable z,(x) telle que z,(0) = 0 et le

systéme
&= f(z) + g(x)zs(x) (5:2)

admet origine pour point d’équilibre globalement asymptotiquement stable et une fonction V' (x)

définie positive et radiallement non bornée de classe C* telle que la fonction

ov

W(z) = =5 (@)[f (@) + g(2)2s ()] (5.3)

est définie positive. On peut alors démontrer que le systéme (5.1) en boucle fermée avec la com-

mande stabilisante suivante :

u(w,2) = —k(z — (@)~ h(r,2) + T2 @)[f @) +g(@)] - O @), (54)

ou k est un nombre réel positif, est globalement asymptotiquement stable en démontrant que la

dérivée de la fonction de Lyapunov
Uz, z) = V(z) + <[z — z5(2)]%, (5.5)
le long des trajectoires de (5.1) en boucle fermée avec (5.4) vérifie
Ulz,z) = —W(x) — k[z — zs(x)]?. (5.6)

Notons que U est une fonction de Lyapunov stricte pour le systéme en boucle fermée puisque la
fonction W (x) + k[z — z5(x)]? est définie positive et que U est définie positive et radialement non
bornée.

De nombreuses extensions de ce résultat de base ont été réalisées. Les multiples avantages
offerts par cette approche sont bien connus. Observons en particulier que cette technique procure
une grande famille de lois de commande globalement asymptotiquement stabilisantes, permet de
garantir certaines propriétés de robustesse et de résoudre des problémes de commande adaptative
et de stabilisation par retour dynamique de sortie. Notons que pour certaines familles de systémes,

elle permet de construire des commandes bornées [73].
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5.2 Technique d’ajout d’intégrateurs : cas avec retard

Un premier résultat de type backstepping pour des systémes non linéaires ayant un retard dans
la commande a été obtenu dans l’article [10]. Nous allons rappeler quelles sont ses grandes lignes
car nous aurons a évoquer cet article dans un chapitre futur. Dans [10], des conditions suffisantes

garantissant que le systéme non linéaire suivant

#(t) = flat)+g(x(t)=()
) = ult—1)+hz(t—7),2(t—1)),

(5.7)

avecx € R", z € IR, ot u € IR est la commande, 7 > 0 est le retard et ot f(0) = 0 et f et g sont glo-
balement lipschitziennes est globalement asymptotiquement stabilisables sont données. L’existence
d’une loi de commande z4(x), zéro a lorigine, rendant origine du systéme & = f(z) + g(z)zs(z)
globalement asymptotiquement stable est supposée. Des hypothéses techniques sont introduites

pour garantir que le systéme

w(t) = f(x(t) + g(x(t))zs (2(t — 7)) (5.8)

admet lui aussi que le point d’équilibre du systéme comme point globalement asymptotiquement
stable. Fondamentalement, ces hypothéses imposent des conditions de croissance sur les fonctions
f et g qui empéchent que ne se produise le phénoméne de I’explosion en temps finie et qui donnent
la possibilité de construire une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii stricte pour le systéme (5.8).
Dans une deuxiéme étape, I'introduction de l'opérateur Z : C;, — IR tel que, le long des trajec-
toires,

Z(t) = 2(t) — zs(z(t — 7)) , (5.9)

qui joue le role d’un changement de coordonnées, conduit & une fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii U et a la loi de commande suivante :

ult—71) = —€lz(t—7) — zs(x(t —27))] — h(z(t —7),2(t — 7)) + R(z(t — 7),2(t — 7))
(5.10)

avec

R(z,2) = 22 (@)[f(2) + g(2)7]

avec ¢ > 0, qui est telle que, pour tout ¢ > 7, la dérivée de U le long des trajectoires du systéme
en boucle fermée est plus petite qu’une fonction définie négative de z(t) et z(¢). Cette technique
offre la possibilité pour la premiére fois de stabiliser globalement le systéme non linéaire sous
forme feedback avec un retour d’état retardé de classe C! sans l'utilisation des termes distribués.
L’expressions de la loi de commande (5.10) dépend de la valeur du retard ; les retards 7 et 27 sont
présent dans celle-ci. Il est & observer que les hypothéses imposées au systéme (5.7) n’impliquent

pas sa stabilisabilité exponentielle locale du systéme (5.7).
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6 Réduction de modéle

6.1 Rappels

La méthode de réduction de modéle est une technique qui permet de ramener des problémes
relatifs & un systéme ayant un retard dans l’entrée (et donc de dimension infinie) a des problémes
identiques pour un systéme sans retard (et donc de dimension finie). Cette méthode permet no-
tament de résoudre des questions de stabilisation, d’analyse de controélabilité et divers problémes
d’optimisation.

Cette technique présente 'avantage majeur de permettre de traiter des systémes ayant des
retards ponctuels ou distribués de taille quelconque, mais elle a pour inconvénient de procurer des
lois de commandes qui dépendent & chaque instant des valeurs qu’elles ont prises dans le passé,
ce qui peut poser en pratique des problémes en terme de robustesse. De plus cette technique est
essentiellement limitée aux systémes linéaires. Initiée par D. Mayne [71], elle a été élaborée par de
nombreux chercheurs, voir en particulier [5], [69], [60], [116], [92], [59, Section 2.6], [77].

Exposons les idées maitresses de cette technique en considérant le cas des systémes linéaires

autonomes ayant un retard constant dans I’entrée :
X(t) = AX(t) 4+ Bu(t — 7). (6.1)

La paire (A, B) est supposée étre stabilisable et le retard 7 constant connu. La premiére étape

consiste a déterminer la dérivée de 'opérateur
Z(t) = X(@)+ /t e~ ABy(m)dm (6.2)
t—r
le long des trajectoires du systéme (6.1). Un simple calcul donne
Z(t) = AZ(t)+e "ABult). (6.3)

Puisque la paire (A, B) est supposée étre stabilisable, il en est de méme de la paire (A, e~ "4 B). Par
conséquent, il existe une matrice K telle que la matrice A+ e~ "4 BK est Hurwitz. Par conséquent
le choix

ut) = KZ(t) (6.4)

donne

Z(t) = (A+e "ABK)Z(t) (6.5)

et Z est solution d’un systéme linéaire de dimension finie exponentiellement stable. D’un autre

coté, (6.2) et (6.4) impliquent que, pour tout ¢t > 7,

Xt = Z@) - /tt e =DABK Z(m)dm. (6.6)
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On en déduit que toutes les solutions X (¢) convergent exponentiellement vers l'origine.

Notons que la loi de commande construite s’écrit
t
ult) = K {X(t) + / =M= ABy(m)dm (6.7)
t—T1

de sorte que u(t) dépend des valeurs u(m) avec m € (t — 7,t), ce qui pose des problémes d’implé-

mentation [85].

6.2 Retard ponctuel : nouvelle méthode

Les auteurs de [76] ont été inspirés par la technique de réduction de modéle que nous venons
d’évoquer lors de ’élaboration d’une nouvelle technique permettant de stabiliser des systémes avec
retard dans la commande au moyen de commandes sans terme distribué. Ainsi les problémes de
robuste vis-a-vis des erreurs que ’on peut avoir lors de I'implémentation du terme distribué de la
commande résultant de la technique de réduction de modéle sont ils totalement évacués. Toutefois
cette méthode présente 'inconvénient de ne s’appliquer que pour des retards suffisamment petit.

Nous allons rappeler certaines des idées de cette technique dans le cadre linéaire, bien qu’elle
s’applique & une famille de systémes non linéaires. En effet, nous serons amené a parler des résultats
de [76] dans les chapitres qui vont suivre.

Le systeme

#(t) = Ax(t) + Bu(t — 1) (6.8)
est considéré. On lui associe un opérateur :
s(t) = x(t) + / t =T Bu(l)dl, (6.9)
t—7
ot L € R™*™ est une matrice qu’il s’agit de choisir. Un simple calcul donne :
§(t) = Ls(t) + (A — L)x(t) + e L™ Bu(t). (6.10)
Si I’égalité matricielle
A—L+e"BM =0, (6.11)
est vérifiée, alors le choix u(t) = Mxz(t) donne
5(t) = Ls(t). (6.12)

Si la matrice L est Hurwitz, s est solution d’un systéme exponentiellement stable. Il est important
d’observer que méme si tel est le cas, cela n’implique pas la convergence exponentielle de la solution
x(t) du systéme en boucle fermée. On peut montrer qu’il n’y a convergence exponentielle que si

toutes les solutions de ’équation intégrale

(1) = /t i LD (A — L)a(l)dl, (6.13)
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sont exponentiellement stable. Observons que 'analyse de stabilité de (6.13) n’est pas simple. Elle
peut étre effectuée en construisant une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii stricte qui conduit a
une borne sur la taille du retard, telle que si le retard est inférieur a cette borne, alors toutes les

solutions de ’équation (6.13) convergent exponentiellement vers l'origine.



Chapitre 3

Contributions majeures de ce

mémoire

1 Nouveau type de réduction de modéle

Au cours du chapitre 2, nous avons rappelé quels sont les avantages et les défauts principaux de
I’approche par réduction de modéle classique et d’un nouveau type de réduction de modéle et cela
dans le cas particulier ou le retard est ponctuel et constant. Ces considérations nous ont amené
a établir un nouveau résultat que nous allons briévement décrire dans ce chapitre. Nous allons
montrer de quelle facon nous sommes parvenus a réaliser une construction de lois de commande
au moyen d’un nouveau type de réduction de modéle pour des systémes non linéaires ayant cette
fois des termes distribués en la commande. Cette méthode présente trois avantages.

(i) Les lois de commandes procurées ont des expressions qui ne comprennent pas de terme distribué.
(ii) Elle donne des systémes en boucle fermée pour lesquels des solutions toujours positives peuvent
facilement étre trouvées.

(iii) Les systémes stabilisés possédent certaines propriétés de robustesse que l'on peut quantifier
en utilisant les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii construites pour démontrer la stabilité des

systémes en boucle fermée.

1.1 Nouveau type de réduction de modéle : retard distribué.

Nous proposons une nouvelle technique de construction de lois de commande par réduction
du modéle pour les systémes non linéaires variant dans le temps avec retard distribué dans la

commande. Nous allons décrire succinctement cette approche. Nous considérons le systéme suivant :

33
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t

z(t) = f(t,z(t)) + fr(w, z(w))u(w)dw. (1.1)

t—T1

avec © € R", u € R? et ol 7 est une constante positive et ou f et f; sont deux fonctions
non linéaires suffisamment réguliéres. Notre objectif est de construire une commande qui stabilise
globalement exponentiellement le systéme (1.1). Les résultats publiés jusque ici ne traitent que le
cas particulier ou (1.1) est linéaire (voir en particulier [37]). Une des contributions majeurs de notre
travail vient du fait que notre technique permet de stabiliser des systémes non linéaires variant
dans le temps. Notre technique présente également ’avantage de reposer sur la construction de
fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii strictes grace aux quelles on peut établir des propriétés de
robustesse.

Nous introduisons ’hypothése suivante :

Hypothese Il existe une matrice L € IR™*" Hurwitz et une fonction localement lipschitzienne

g(t,x) telles que pour tout © € R™ et pour tout t > 0.

f(tvx) = Mfr(tux)g(t7x)u (1'2)
_ Te—Ll
M—/O dl, (1.3)

et

flt,x) = f(t,z) — L. (1.4)

Cette hypothése joue un role fondamental dans notre technique, elle permet de représenter le

systéme (1.1) de la fagon suivante :

@(t) = La(t) + f(t,z(t)) + /ti Jr(w, z(w))u(w)dw. (1.5)

Cette représentation nous améne a considérer 'opérateur suivant :

alt) = /t_ e Lt—1=) /l £ (w0, (w))u(w)dwdl. (1.6)

Sa dérivée le long des trajectoires est :
t

a(t) = La(t) — fr(w, 2(w)u(w)dw + / P (2 (t) Yu(t)dl. (1.7)

t—7 t—1

Considérons maintenant l'opérateur :

Gréace a (1.5) et (1.7), on obtient

5(t) :Ls(t)+/t7 P01 (¢ () u(t)dl + F(t, x(t)).
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Par conséquent
5(t) = Ls(t) + M fr(t, z(t))u(t) + f(t, 2(t)),

ot M est la matrice définie en (1.3). En remplagant f(¢,z) par M f,(t,x)g(t,x), on obtient

5(t) = Ls(t) + M f-(t, z(t))[u(t) + g(t, (1)))]. (1.9)
Le choix de la commande u(t) = —g(¢, z(t) donne
§(t) = Ls(t), (1.10)

ot t t

s(t) = z(t) —/ eL(t_T_l)/ f(w, z(w))dwdl. (1.11)

t—7 l

Le probléme maintenant consiste & analyser les propriétés de stabilité d’'une équation différentielle
linéaire et d’une équation intégrale. Puisque L est Hurwitz, alors le systéme (1.10) est un systéme
exponentiellement stable. D'un autre coté, I'intuition suggére que si f est globalement lipschit-
zienne, alors (1.11) est exponentiellement stable lorsque s(t) n’est pas présent et T est assez petit.
Gréace a ces remarques, nous avons pu montrer que le systéme en boucle fermée est globalement
exponentiellement stable en construisant une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii stricte pour le
systéme composé de (1.10) et de (1.11) et cela lorsque le retard 7 est suffisamment petit. Notons
que une borne supérieure sur les retards admissible peut étre déterminée de facon explicite au

moyen de nos résultats.
Exemple

On peut illustrer la technique évoquée au moyen du systéme suivant :

z(t)? k
1+(i)(t)2+/t_ u(w)dw. (1.12)

Nous concluons ce chapitre en observant que nous avons étendu notre résultat principal a la

&(t) = —sin(¢)

famille des systémes de la forme :

@(t) = f(t,z(t)) + /OTg(u,x(t — O)u(t — O)dl + w(t, z(t)), (1.13)

ol w : R xR™ — R™ est une fonction qui représente les termes additifs incertains. Sous une
hypotheése trés proche de celle imposée au systéme (1.1), nous avons construit une loi de commande

de la forme
wlt) = 1 (1 (1)), (1.14)

qui rend origine du systéme (1.13) globalement uniformément exponentiellement stable, lorsque

w est bornée par wpl|x| ol wy est une constante suffisamment petite.
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Fig. 1. L’évolution du systéme (1.12) en fonction du temps avec 7 = 0.08.

2 Backstepping a retard : nouveau résultat

Dans la section 5 du chapitre 2, nous avons rappelé que la technique de construction de lois
de commandes appelée backstepping a été étendu a une famille particuliére de systéme ayant un

retard dans la commande. Ce résultat présente 3 caractéristiques :

(i) Dans la formule de la loi de commande (5.10), & la fois z(t — 7), x(t — 27) sont présents,

alors qu'il n’y a que le retard 7 dans 'entrée du systéme (5.7).

(ii) La dérivée de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii le long des trajectoires du systéme

en boucle fermée n’est définie négative que pour des valeurs de temps supérieures a 7.

(iii) La fonction h dans (5.7), qui dépend des valeurs x(t — 7), z(t — 7) ne peut pas dépendre
de z(t), z(t).

En cherchons & surmonter ces limites, nous avons établi un résultat nouveau. En particulier,

nous avons parvenu & un résultat de stabilisation pour la famille des systémes suivants :

a(t) = flx(t)+9(=(t)=(1) ,
2(t) = w(t—7)+ hi(x(t),2(t)) + ho(x(t —7),2(t — 7)) ,

avec x € R", z € IR, u € IR. Il est & noter que cette classe de systéme est importante en
raison de la présence du terme hi(x(t), 2(t)) sans retard. En effet, des systémes de ce type se
présentent fréquemment ; observons en particulier que cette famille englobe la famille des systémes

de la forme :
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i(t) = x2(t),

En1(t) = za(t), (2.2)
in(t) = 2(t),
2t) = ult—7)+hi(x(t),2(t) ,

avec © = (x1,...,2,),2 € IR, u € IR. qui se représentent souvent lorsqu’on cherche & linéariser
un systéme par changement de variables et de commande. Notre nouveau résultat repose sur
I'introduction d’un opérateur d’un type proche de celui présenté a la section 2 du chapitre 2. Mais
cette fois I'opérateur ne porte principalement que sur le sous-systéme en z : le long des trajectoire
est de la forme z(t) + a(zy, 2¢) et satisfait, pour un choix de loi de commande approprié, une
équation du type z + & = L(z 4+ «a) avec L < 0, ce qui implique que z(t) + a(x¢, z¢) converge vers
zéro quand ¢ tend vers l'infini.

Ensuite, en utilisant cette propriété de convergence, divers hypothéses de stabilisabilité pour
le sous systéme en x et des propriétés de croissance imposées aux termes non linéaires, on peut
construire pour le systéme en boucle fermée une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui est stricte
quand le retard est suffisamment petit. La commande qui stabilise globalement asymptotiquement

le systéme (2.1) de la forme :

u(z,z) = —ho(z,2) + Le™b (2 — 2z,(2)) + e7F [ L2 (2)(f () + g(2)2) — ha(z, 2)] (2.3)

avec L < 0.

Il est & noter que notre résultat s’applique a des systémes qui ne sont pas localement linéarisable.

Dans une deuxiéme étape, nous avons montré de quelle facon la fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii que nous avons proposé permet d’établir que le systéme en boucle fermée est globalement

ISS vis a vis de perturbations additives, lorsqu’une hypothése technique supplémentaire est vérifiée.
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3 Stabilisation par commande échantillonnée

Les commandes qui existent actuellement sont généralement implantées sur des calculateurs
numeériques via un convertisseur analogique numérique qui peut étre modélisé par un échantillon-
neur bloqueur d’ordre zéro. De telles commandes ne sont pas des fonctions continues, puisque un
controleur travaille avec une fréquence limitée. On définit alors le pas échantillonnage comme le
temps nécessaire au calculateur pour passer d’une valeur de la commande & la suivante. Une com-
mande échantillonnée est équivalente & une commande continue lorsque la différence des effets sur
le processus est négligeable. Tel est souvent le cas lorsque le temps d’échantillonnage est trés faible
par rapport & la dynamique du processus. Toutefois méme si de nos jours les calculateurs et les
ordinateurs possédent une grande rapidité de calcul, il est intéressant de quantifier cette approxi-
mation et de vérifier pour quelles fréquences d’échantillonnage la stabilité asymptotique peut étre
garantie, sachant que la difficulté des études de stabilité pour ce type de systémes provient de la

discontinuité et du retard dans la commande.

Nous allons briévement décrire le résultat que nous avons obtenu pour le systéme & retard :
z(t) = ft,z(t)) + h(t — 1,2t — T))u(ty — 7), € [tg,tht1) (3.1)

ou x € IR" est I'état, u € IR est la commande, 7 > 0 est un retard ponctuel, f et h sont des
fonctions non linéaires lipschitziennes. Le temps t, avec k € IR™ U {0} et ¢y := 0, sont les instants
ou une nouvelle valeur de commande est appliquée.

Pour ces systémes nous avons mis au point une nouvelle stratégie de stabilisation qui a pour
but de limiter la fréquence d’échantillonnage. La premiére étape de cette stratégie consiste & définir
les instants d’échantillonnage en fonction de la valeur retardée du vecteur d’état : lorsque la valeur
retardée d’une certaine fonction de I’état s’éloigne d’une distance A/2 de la valeur qu’elle avait un
précédent instant d’échantillonnage t;, alors, par définition, un nouvel instant d’échantillonnage
tr+1 est atteint.

La deuxiéme étape consiste a définir la commande employée en utilisant la technique de réduc-
tion de modéle d’un type nouveau que nous avons présentés a la section 6.2 du chapitre 2. Notre
résultat n’est qu’un résultat de stabilisation pratique et I'on peut se demander pourquoi. En fait,
on peut démontrer que l'origine du systéme (3.1) ne peut en générale pas étre asymptotiquement
stabilisée lorsque la stratégie d’échantillonnage dépendant de 1’état que nous avons évoqué est
employée.

Notons toutes fois que la loi de commande que nous employons conduirait & une stabilité

asymptotique globale si un échantillonnage synchrone était employé.



Chapitre 4

Conclusion générale

1 Reésumé des travaux réalisés

Ce mémoire est consacré a la construction de commandes qui stabilisent globalement 1’origine

de systémes non linéaires a retard dans ’entrée. Nous avons développé plusieurs résultats.

Le premier consiste en une nouvelle approche par réduction de modéle pour des systémes non
linéaires a retard distribué dans la commande. Il procure des lois de commandes dont les expressions

n’ont ni retard ni terme distribué.

Le deuxiéme est un résultat de stabilisation obtenu au moyen d’une adaptation nouvelle de la

technique backstepping au cas de systémes ayant un retard ponctuel dans I’entrée.

Le troisiéme est un résultat de stabilisation de systémes non linéaires & commande échantillon-

née dont les instants d’échantillonage dépendent de la variable d’état.

Ces divers travaux sont unis par le fait qu’ils emploient tous des opérateurs et conduisent &
des commandes dont les expressions ne dépendent pas de valeurs passées. Nos travaux montrent le
profit que ’on peut tirer de I'usage des opérateurs dans le domaine de la commande des systémes
a retard non linéaires variant dans le temps. En ce sens, ils s’inscrivent donc dans la lignée des

travaux tels que [48], [59]

En plus des résultat de stabilisation que nous avons évoqué, nous avons également étudié le
comportement des systémes vis-a-vis de la présence de termes incertains entraant de fagcon additive

dans la dynamique des systémes.

Nos démonstrations de stabilité ont été basés sur des construction explicites de fonctionnelles

de Lyapunov-Krasovskii strictes.
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2 Futurs axes de recherche

Nous n’avons réalisé que des constructions de retour d’état. Mais il est bien connu qu’en pratique
il est fréquemment que certaines variables de systémes ne sont pas mesurées. Aussi souhaitons
nous étudier le probléme de la construction d’observateurs et de retours de sortie pour chacune
des grandes familles de systémes que nous avons considéré. Notons que dans la littérature de
nombreuses études ont été faites sur le probléme de la construction d’observateurs pour les systémes
non linéaires [24], [25], [35], [34], [44], [1], [2], [11], [12], [14], [52], [66], [99], [100], [103], [115], [117].

Plusieurs travaux ont été consacrées a la construction d’observateurs pour des systémes non
linéaires a retard dans ’état dans le cas ou il y a un retard ponctuel, voir [35], [1]. Le cas du retard
distribué dans la commande n’a en revanche, a notre connaissance, jamais été traité. Notons aussi
que le cas des systémes de forme feedback semble lui non plus n’avoir jamais traité, méme dans le
cas particulier ou le retard est ponctuel et constant. La méme remarque est vrai pour les systémes
échantillonnés dont les instants d’échantillonnage dépendent des valeurs de 1’état.

Dans de futures études, nous allons considérer d’autres types de systémes commandés par des
commandes échantillonnées dont les instants d’échantillonnages dépendent de 1’état. Nous pensons
en particulier aux systémes de type feedback et aux systémes de type feedforward. Par ailleurs, pour
des raisons de simplicités, dans la section 3 du chapitre 3 nous avons supposé que la commande est
un scalaire et le retard est une constante. Le cas de systémes multi-entrées avec retards variants dans
le temps ot retard distribués, représentent des extensions intéressantes de notre résultat. Observons
également qu’il serait intéressant d’étendre nos résultats au cas ot sont présents plusieurs retards,
notament dans le cas ott I’on est en présence d’'une combinaison de retards ponctuels et distribués.

Plusieurs autres pistes sont ouvertes. Il serait intéressant de reconsidérer nos divers résultats a
la lumiére du théoréme de Lyapunov-Razumikhin, et de voir si des résultats plus généraux, ou au
moins différents, peuvent étre établis. Il serait intéressant d’étendre nos résultats a des familles de
systémes non linéaires neutres et a des familles de systémes dont le retard lui méme une fonction
de D’état. Il serait intéressant d’adapter nos résultat au probléme de déterminer des commandes

qui stabilisent le systéme considéré tout en respectant certaines bornes.
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Chapitre 5

Stabilization of time-varying
nonlinear systems with distributed
input delay by feedback of plant’s

state

Abstract. We address the problem of stabilizing systems belonging to a family of time-varying
nonlinear systems with distributed input delay through state feedbacks without retarded term. The
approach we adopt is based on a new technique that is inspired by the reduction model technique.
The control laws we obtain are nonlinear and time-varying. They globally uniformly exponentially
stabilize the origin of the considered system. We illustrate the design with a networked control

system.

Key Words : Distributed delay, asymptotic stability, time-varying, nonlinear.

1 Introduction

Two recent contributions [2] and [5] are devoted to linear time-invariant systems with distributed
inputs of the form

(t) = Ax(t) —i—/OTF(E)u(t—E)dé, (1.1)

where x(t) € R™ is the system state, A € R™*™ is a constant matrix, u(t) € RP is the input,

7 > 0 is a constant and F' is the so-called delay kernel. The authors of these papers explain their

o1
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motivations for studying systems with distributed inputs. They can be summarized as follows. (i)
Only a few works are devoted to them, although their control is a challenging problem since no
direct control action can be applied to them. (ii) They are important from a practical point of
view : the study [2] points out that they can appear in population dynamics, in propellant rocket
motors and in networked control systems. The contribution [5] explains in details how the problem

of stabilizing a linear system

#(t) = Ax(t) + Bo(t)

through a digital network by state feedback leads to the problem of finding a control rendering the
origin of the system (1.1) globally exponentially stable.

The results of [2] and [5] significantly improve the stabilization techniques available for the
system (1.1) : in [2] a new approach provides with a Lyapunov functional for the system (1.1)
in closed loop with the predictor-based controller of [1] and [5] presents linear matrix inequality
(LMI) conditions ensuring that a linear state feedback u(x(t)) globally exponentially stabilizes
the origin of the system (1.1) when the delay kernel admits a linear fractional representation.
However, these two papers are devoted to linear time-invariant systems only and, to the best of
our knowledge, all the works devoted to the stabilizations of systems with distributed inputs are
focused on linear systems. This fact and the importance of the nonlinear time-varying systems
motivate us for aiming at stabilizing nonlinear time-varying systems with distributed inputs. More

precisely, we shall consider systems

z(t) = f(t,z(t)) + /OT g(t, L, x(t — 0)u(t — )dl + w(t, z(t)), (1.2)

where x(t) € R™ is the system state, u(t) € R? is the input, f : RxR” - R" and g : RxRxR" —
R™*P are nonlinear functions bounded in norm respectively by a linear function of |z| and a
constant, 7 > 0 is a constant and w : R x R® — R" is a function which typically represents
disturbances or unknown terms. This family is rather general : we notice that it incorporates both
“convolution-type” and “summation-type” models (see [20] for the definition of convolution-type and
summation-type) and that the delay kernel g(¢, 0, x) is not supposed to admit a linear fractional
representation. To the best of our knowledge, the problem of stabilizing these systems addressed
for the first time. In particular, it is worth noting that it does not seem that any finite spectrum
assignment technique can be applied to the system (1.2).

Under additional assumptions, we shall design state feedbacks that globally uniformly exponen-
tially stabilize the origin of the system (1.2), when 7 is sufficiently small. Since our control does not
incorporate distributed terms, the instability which may arise when is implemented a distributed
control (see for instance [4], [19]) is automatically avoided. Our approach is based on an approach

of a new type, which has been introduced for the first time in [16], and is inspired by the classical
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reduction model approach (which originates in the contributions [17], [13], [11] and [1]). It made

it possible for systems with pointwise delays of the family

a(t) = ft,x(t) + fr(t — 7 2(t = 7))ult —7), (1.3)

where z(t) € R", u(t) € RP is the input, and 7 > 0 is a pointwise delay and where f and f,
are Lipschitz continuous functions, to design a state feedback that renders their origin globally
uniformly exponentially stable. The proof of the stability of the corresponding closed loop systems
is based on the construction of a Lyapunov-Krasovskii functional. Similarly, in the present work, we
shall solve the stabilization problem for (1.2) we have described above by constructing a Lyapunov-
Krasovskii functional with the help of an operator of a new type (the definition of Lyapunov-

Krasovskii functional we adopt is the one proposed in [12, Chapt. 2], [6]).

In contrast to many contributions that are devoted to systems with distributed delay, our
control design does not rely on an LMI condition and the feedbacks we propose are nonlinear.
We will illustrate our main result by using a networked control system with a distributed delay
transmission channel in the case where the dynamical system to be controlled is nonlinear and
time-varying.

Finally, it is worth noticing that the technique of proof we adopt presents two main advantages.
(i) It relies on the representation of the closed loop system which make it possible, for a fairly large
family of systems, to perform a sign analysis of the solutions as done in [16]. But this study is
beyond the scope of the present contribution. (ii) It provides with a strict Lyapunov-Krasovskii
functional for the closed loop systems. The knowledge of a functional of this type for a system makes
it possible to establish robustness properties of many types. Thus, the importance of Lyapunov

functionals is more and more acknowledged by the researchers, as illustrated by the contributions

91, 7], 18], [2], [10], [15], [21], [12, Chapt. 2] and the references therein.

The remainder of this paper is organized as follows. Section 2 is devoted to the main result
of the paper and its proof. An illustrating example is given in Section 3. Concluding remarks in

Section 4 end the work.
Notations and definitions.

e The notations will be simplified whenever no confusion can arise from the context. ¢ We
denote by Id the identity matrix in R”*". e We let | - | denote the Euclidean norm of matrices
and vectors of any dimension. e Given ¢ : Z — R? defined on an interval Z, let |¢|z denote its
(essential) supremum over Z. ¢ We let Ci, = C([—7,0],R™) denote the set of all continuous R"-
valued functions defined on a given interval [—7,0]. ® For a function x : [-7,+00) — R*, for all

t > 0, the function z; is defined by z,(6) = x(¢t + 0) for all § € [—7,0].
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2 Main result

2.1 Problem statement and main result

We consider the nonlinear time-varying system (1.2). We introduce the function G, : R™"*" x
R x R™ — R™*P,

G, (M, t,z) = / e Mlg(0 41,0, x)dl @2.1)
0

and a set of assumptions :
Assumption 1. The functions f, g, w are locally Lipschitz. There exists a constant Hurwitz matriz

L e R™™, and a function pr 1, : R x R" — R" of class C' such that
ft,x) — Lx + G (L, t,z)pur (t,xz) =0, (2.2)
for all (t,x) € RY™™ and there exists a constant Hy, > 0 such that
ot 2, 2)pr (09, 2)] < 22, (23)

for all (t1,ta,t3, 1) € R3T™,
Since the matrix L in Assumption 1 is Hurwitz, there exists a constant positive definite matrix

@ such that the inequality
QL+L'Q < -3Id (2.4)

is satisfied. With this remark, we can give the next assumption :
Assumption 2. Let Q be a constant positive definite matriz such that (2.4) is satisfied. There

exists a positive real number wy such that the inequality

1
— 2.
"< 21q 29)
is satisfied and, for all (t,xz) € R the inequality
lw(t, z)| < wolz| (2.6)

is satisfied.

We are ready to state and prove the main result :

Théoréme 2.1. Assume that the system (1.2) satisfies Assumptions 1 and 2 and that 7 € (0,7ar),

where Ty > 0 is the constant such that

1
2H’

[Llrar

TME (2.7)

Then the origin of the system (1.2) is globally uniformly exponentially stabilized by the state feedback

u(t) = NT,L(tax(t))' (28)
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2.2 Discussion of Theorem 2.1

1. Assumption 1 implies that
)l < (121 + 57 mL) o], Vit @) € R (2.9)

Therefore it ensures that the system (1.2) is forward-complete (see [10] for the definition of forward-
complete system). The (implicit) assumption that f has a linear growth cannot be removed : if it
does not hold, the system (1.2) may be not stabilizable by a continuous state feedback wu(t, z(t)).
This fact can be established via an example similar to the one studied in [16, Appendix C].

2. The feedback in (2.8) depends only on ¢ and z(t). Hence, it does not require the knowledge of
past values. The control laws proposed in [5] have also this feature.

3. Theorem 2.1, in combination with the main result of [16], can be extended to many systems and

in particular to systems of the type

B(t) = f(taz(t)+ Z/Om gt = O)ult — Od+ > byt — mult —7),  (2.10)
k=1

k=1
where j is a positive integer and the h;, gi are continuous functions, bounded in norm, which have
been studied in a particular linear case in [3]. For the sake of simplicity, we shall not consider in

this work systems (2.10).

4. It does not always exist a matrix L and a function p, 1, such that the equality (2.2) is satisfied.
Moreover, finding a matrix L and a function p, 1, such that this equality is satisfied may be difficult.
However, this obstacle can be overcome in some important cases. When there is a Hurwitz matrix

L such that the matrix / e L™g(m + t,m,x)dm is invertible for all (t,z) € R (2.2) is
0
- —1
satisfied with p, (¢, z) = (/ e tmg(m +t,m, x)dm) [Lz — f(t,z)]. Moreover, since there is
0

some flexibility in the choice of the functions f and w (only f + w is imposed by the system), the
robustness with respect to w(t, z(t)) of the stabilization result of Theorem 2.1 can be used in some
cases to make it possible to find a matrix L and a functions p, 1, such that equality (2.2) is satisfied.
To understand how, we consider the basic case where f(t,z) = Rz, g(t,0,2) = S, where R and S
are constant matrices such that the pair (R, S) is stabilizable i.e. there exists a constant matrix K

such that the matrix R + SK is Hurwitz. Then the system (1.2) admits the representation
#(t) = Rzx(t)+ / Su(t — ¢)de
0 r (2.11)
= fz(t))+ / Su(t — £)dt 4+ w(z(t)),
0

with

f(x) = (R+ SK)x — / e~ (R0 g0 L ey
0 T
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and w(z) = Rx — f(z). Thus the matrix L = R + SK is Hurwitz and such that

f(z) — Lz +/ e_MSdﬁle =0, Vz e R".
0 T

It follows that the equality (2.2) is satisfied with p. (z) = L Kz. Finally, one can check that

jw(z)| < [Rz — f(z)|lx] < wolxl,

with wy = . We deduce easily that, for a given matrix @ such that

SK -1 / " (RS g
(2.4) is satisfied, one (():an determine a constant 7 > 0 such that if 7 € (0,7), then wy < ﬁ. It
follows that, if 7 € (0,7), Assumptions 1 to 3 are satisfied by the system (2.11).

5. From the forthcoming proof, one can deduce that when Theorem 2.1 applies, it leads to systems

in closed loop which are ISS relative to additive disturbances. However, due to length limitation,

we do not prove this result.

2.3 Proof of Theorem 2.1

To begin with, we observe that the system (1.2) in closed loop with p, (¢, ) can be written

as
t

at) = f(t,év(t))Jr/ gt t = £,x(0))pr, L (€, 2(0))dl + w(t, x(t)). (2.12)

t—7

Now, to ease the stability analysis of this system, we introduce the operator o : R x Cj, — R",

0 0
alt,d) = /7 eLT[ ) gt —r,—v —1,0(v))pr,(t + v, p(v))dvdr. (2.13)

Along the trajectories of (2.12), it satisfies

t t
alt,z) = / eklt=m=m) / g(m +1,m — €+ 1, 2(0))pr. (¢, 2(£))dldm. (2.14)
t—1 m

Elementary calculations give :

6 = Lalta) — [ gttt = Ca(Oni(ba(e)it
—l—/ eL(t_m_T)g(m +7,m—t+7,2()) Lt z(t))dm
t—r1 t (215)
= La(t,z;) — /t g(t,t —L,x(0))pr (€, x(€))dl

+ (/T e g+ t,f,m(t))d@) o1 (t, ().
0
It follows that the operator 5 : R x C;, — R™,
B(t,¢) = ¢(0) + alt, ¢), (2.16)

satisfies, along the trajectories of (2.12),

B(t,z) = z(t) + a(t, x¢) (2.17)
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and
B) = F0w(0)) + Lol a(d)) + o (Lt 2(0)ar o 1, 2(0)) + w(t, 2(1) os)
= LB(t, ) + f(t,2(t) — La(t) + G (L, t, (1)) pr L (t, 2(1)) + w(t, x(t)),
where G is the function defined in (2.1). It follows from (2.2) in Assumption 1 that
B(t) = LA(t 1) +w(t,x(t)). (2.19)

Moreover, from the expression of a(t, z;) in (2.14) and the definition of 5 in (2.16), it follows that

o) = Blta) = [ X [ gl rom = 4 () s (CaO)dtdm. (220

Next, we use (2.19), (2.20) to prove that the system (2.12) admits the origin as a uniformly
exponentially stable equilibrium point when 7 € (0, 757). We start our analysis by observing that

(2.20) implies that

t t
(t)] < |8t 20)| +/ Lt=m=) / lg(m — £+ 7, 2(0)) .1 (6, (£))] b, (2.21)
t—7 m
From (2.3) in Assumption 1, we deduce that
t t H
O] < [8(tan]+ [ HC [ o) deam
t—7 . m T (2.22)
< |B(t,@)| + elL\THL/ |2(£)|de.
t—T1
This inequality leads us to consider the functional V; : Cy, — [0, +00),
01y 0
Wi = [ [griomi+ [ looae am. (2:23)
—T m
Then, along the trajectories of (2.12),
t
Vi(t) = Srla(t)| — §7la(t — 1) —/ |z(€)|de. (2.24)
t—71
This equality, in combination with (2.22), gives
t t
V() < B ||8(ta)] + e\L\THL/ |x(£)|d4 —/ o (0)[de. (2.95)
t—1 t—7
Since T < T3y, the equality (2.7) implies that
t
WO < s -4 [ e (2.26)
t—7
We observe that
I 3 /0
o | Ielar < i) < 3r [ jooar (227)

for all ¢ € Cy,. It follows that

Vi(t) < 37IB(tad)| - g Valz). (2.28)
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It follows that the derivative of the functional V3 : Cy, — [0, +00),
1 2
Va(é) = 3Vi(0) (2.29)
along the trajectories of (2.12) satisfies
Va(t) < 37(B(t, ) |Vilze) — = Va(ze) (2.30)
Therefore the functional V3 : R x Ci, — [0, +00),
Va(t,¢) = Va(9) + c18(t, ¢) ' QB(t, ¢), (2.31)

where ¢; > 0 is a constant to be chosen later and @ is the matrix defined in (2.4), has a time

derivative along the trajectories of (2.12) that satisfies
Va(t) < STIB(t, @) Vi(we) — g=Va(@e)? — Bea| B(t, @) |* + 2c18(t, ) T Qut, z(t)). (2.32)
From Assumption 2, we deduce that
Va(t) < 371B(t, @) Vi () — g2 Vilae)? = 3ea| Bt ) |2 + 2c1wo| Q| B(¢, ) [|2(1)]. (2.33)
Now, from (2.22) and (2.27) we deduce that
[w(0)] < 1B (t, )| + 17 Hy 2 Va (). (2.34)

It follows that

Va(t) < 371B(txo)|Vilwe) — &Vi(me)? — Ber| B(t, o) [?

+21wo |Q|IB(t, w0)| (18(t )| + el MTHL 2Vi (20)) -

(2.35)

By grouping the terms, we obtain

Vs(t) < —EVi(@)? + e (=34 2wolQ) Bt ze)[> + (37 + Lerwo|QlelEITHL) |B(t, )|V ().
(2.36)

Let us choose ¢; = 672. Then, using Assumption 2 in combination with the equality (2.7), we

1

: 3 1
obtain wy < Q) Wo < Q] BH, e BT

1 (=3 4+ 2wo|Q|) < 673 <3 + 23|Q|> =973

41Q|
and
31+ 2eywo|QlelPITH, < %T+%673me|L|THL
< %T—l—TQWe'L'THL.

It follows that

Vs(t) < —évl(wt)2—9r3lﬁ(t,xt)|2+(gTHQ%e\Lh) 1Bt z)[Va(zy).  (2.37)

2rpel LlTm
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Since T € (0, 7ar), the inequality
Va(t) < —gVi(w)? — 97318t @) + 271 B(t, )| Va () (2.38)

holds. With the usual completion of squares, we get

Vs(t) < —5izValw)? —78|B(t, )2 (2.39)
< —Vala) — %ﬁ(tvxt)TQﬁ(tafﬂt)-
It follows that
Va(t) < —min{ﬁ,ﬁ}Vg(txt). (2.40)

This inequality implies that V3 decays exponentially to zero. However, V3 is a not a Lyapunov-
Krasovskii functional because this function is not lower bounded by a function of class Ko, of
|¢(0)|. Therefore, to establish the uniform exponential stability of the closed loop system, we
need to modify V3 to obtain a Lyapunov-Krasovskii functional. To complete our construction
of a Lyapunov-Krasovskii functional, we consider first the positive definite quadratic function
Vi: Cin — [0, +00),

Vi(a) = %W. (2.41)

The time derivative of this function along the solutions of (2.12) satisfies
t
Vi) = z@)Tf(tz(t)+z(t)T / gt t — 0, x(0)pr.r (6 x(0)dl + z(t) Tw(t, z(t).  (2.42)

t—7

From Assumptions 1 and 2, we deduce that

IN

Vi(t) |

(fm +wo)z()* + x| (t) |z(€)]de

t=r . (2.43)
< —sle@) + (fn +wo + 3) [2(@)] + B2 |2 (t)] ) |(€)]de,
with f,, = |L| + e/“I" Hy. Using (2.34), we obtain

Vi) < —HeF + (f + w0+ ) (1800 + 20V (2y))

. : (2.44)
L (|ﬂ(t,xt)| + 2e“fﬁ’ﬂfl(xt)) /ti | (£)]de.

From this inequality, one can determine, through lengthy but simple calculations, a constant ¢y > 0

such that the inequality
Vi(t) < —Vi(az(t)) + caVa(t, zy) (2.45)

holds. We deduce that the time derivative along the trajectories of (2.12) of the functional Vj :
R x Ciyy — [O,—I—OO),
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satisfies
Vs(t)

IN

—Vi(z(t)) — caVa(t, x¢)

— min {1 Vs (t, xt). (247

N

) 247> 12|Q|}

Finally, through lengthy, but simple calculations, one can prove that there exists a constant c3 > 0

such that

SIDO)P < Va(t,6) < eslff g (2.48)

for all t € R and ¢ € Cj,. From (2.47) and (2.48), it follows that the origin of the system (2.12) is
globally uniformly exponentially stable.

3 Example

The example we consider is similar to the one given in [5]. Instead of the one-dimensional

system

B(t) = O.36x(t)+v(t),v(t)_/OTF(E)u(E)dE, (3.1)

with 7 = 0.045 and F(¢) = %, we consider the one dimensional system

#(t) = Llcos(t) + 1] sin(x(t))x(t) + /07354246 B Cu(t — £)de, (3.2)

with 7 € (0,0.045). Then, with the notation of the previous section,

G.(L,t,x) = /0 " L3500~ B gy, (3.3)
It follows that the choice L = —ﬁ gives
G,(L,t,z) = 3542 / te~(—mut 50 ) gy
= 3542 /OT te= =l (34)
— 3542 [0—2-5;16—11”7 + (1 e 7))

This leads us to consider

177 [(cos(t) + 1) sin(z) + 5] @

et x) = . (3.5)
85008 |2 — (0.045 + 11727) ~oos]
Since g(t, ¢, z) = 35420e~ 120 ¢, we deduce that one can take
16107.177
Hy > . (3.6)

75274584 ¢ [12 — 19.965¢— =%

So we can choose Hy, = ﬁ

Now, let us check that 7 € (0, 757) with 73y > 0 defined by th equality TAeTsh = 1%—3
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Observe that

. , 123 .
reTs0 = 0.045¢ 120 < 0.046 < -5 = Tare a0

It follows that 7 € (0, 7as). Therefore Theorem 2.1 applies to the system (3.2), which implies that
the origin of the system (3.2) is globally uniformly exponentially stabilized by the feedback defined
in (3.5).

4 Conclusion

For nonlinear systems with distributed input delay, we have proposed a new stabilization tech-
nique. It provides wih state feedbacks which globally uniformly exponentially stabilize the origin
of the systems. The proof of stability we have adopted relies on the construction of a Lyapunov-
Krasovskii functional. Much remains to be done. We plan to perform robustness analyses with
respect to uncertainties on the delay and to additive disturbances on the inputs. We plan to use
our new approach to perform sign analyses of the solutions of the system (1.2) as done in [16]. We
plan to adapt use the result to establish a result of global practical stabilization for the (1.2) with

state-dependent sampling, as done in [14] for systems with pointwise delay in the inputs.
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Chapitre 6

Stabilization of nonlinear systems
with delay in the input through
Backstepping

abstract We propose a new solution to the problem of globally asymptotically stabilizing a non-
linear system in feedback form with a known pointwise delay in the input. The result covers a
family of systems wider than those studied in the literature and endows with control laws with
a single delay, in contrast to those given in previous works which include two distinct pointwise
delays or distributed delays. The strategy of design is based on the construction of an appropriate

Lyapunov-Krasovskii functional.

1 Introduction

Time-delay systems represent an important family of systems spanning a wide range of ap-
plication including network control, population dynamics, biological systems to cite only a few.
Most of the literature on systems with delay is devoted to linear systems (see, for instance [4], [25],
[23] and the references therein). Nevertheless, especially in the last two decades, some important
results for nonlinear systems with delay have appeared. In particular, extensions to systems with
delays of the two techniques of recursive design of control laws called Backstepping and forwarding
have been obtained. Forwarding in [11] and the Backstepping in [3], [24] have been adapted to
important families of systems with pointwise delays and delay-free inputs. It is worth mentioning
that the problem of stabilizing nonlinear systems with time delayed inputs is also of interest due

to the transport and measurement delays that naturally arise in control applications (see, e.g.,

65
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[23]). Although such a problem appears as being difficult, a few papers present extensions of the
forwarding approach to the case of retarded inputs ([14], [2], [28] and [20]). For Backstepping, the
situation is different : although Backstepping is one of the most popular techniques of design of sta-
bilizing control laws for nonlinear systems, which has been largely developed in the literature (see,
for instance, [16], [13], [17], [1], [15] and the references therein), to the best of our knowledge, only
two contributions [18], [12] are devoted to the problem of extending the Backstepping approach to
the case where there are delays in the inputs. More precisely, stabilization is achieved in [12], via
a control law with distributed terms over some time interval and in [18], stabilization is achieved
via a control law with two pointwise delays.

Motivated by the precedent considerations, the present work continues the efforts to extend the
Backstepping approach to nonlinear systems with a delay in the input. Since it owes a great deal

to [18], we briefly describe its main result. Systems of the form :

-
—~
~
~

(@) +g(x(t)=() ,
u(t—7)+ h(zt—71),2(t—71)),

(1.1)

N
—~
~~
~—

with € R", z € R, where v € R is the input and 7 > 0 is the delay and appropriate initial
conditions, are considered. The existence of a control law zs(x) which globally asymptotically
stabilizes the system & = f(x) + g(z)zs(x) is assumed. Technical assumptions are introduced to

guarantee that the system
&(t) = f(x(t) + g(x(t))zs(x(t — 7)) (1.2)

admits also the origin as a globally asymptotically stable equilibrium point. Basically, these as-
sumptions are growth conditions on the functions f and g which prevent the finite escape time
phenomenon from happening and make it possible to construct a strict Lyapunov-Krasovskii func-
tional for the system (1.2). With these considerations in mind, the introduction of the operator

Z : Cip — R defined on the dynamics of (1.1) by
Z(t) = 2(t) — zs(z(t — 7)) , (1.3)

which plays the role of a change of coordinates, leads to a Lyapunov functional U and a control

law
u(t—7) = —glz(t —7) = zs(x(t —27))] = h(x(t — 7),2(t = 7)) + R(z(t —7),2(t — 7)) (1.4)

with

R(w,2) = 52 (@)[f(z) + g(2)2

with € > 0, which ensures that, for all ¢ > 7, the derivative of U along the trajectories of the

closed-loop system is smaller than a negative definite function of z(t), z(t). To the best of the
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authors’ knowledge, this pioneer technique made it possible for the first time to globally stabilize
nonlinear systems in feedback form by retarded feedbacks of class C'!' without using distributed
terms. However, it has three limitations : (i) in the formula of the control law (1.4), both z(t — 7)
and x(t — 27) are present, although there is only the delay 7 in the input of (1.1) through w(t —7),
(ii) the derivative of the Lyapunov-Krasovskii functional along the trajectories of the closed loop
system is negative definite only for values of time larger than 7 and therefore this functional does
not offer all the advantages inherent to classical Lyapunov-Krasovskii functionals (see for instance
[26] and [7] for more information on the usefulness of Lyapunov-Krasovskii functionals) (iii) finally,
the function h in (1.1), which depends on the retarded values xz(t — 7), z(t — 7), cannot depend on
z(t), z(t). If it does, the technique of construction does not apply.

In the present work, we overcome these limitations. In particular, we wish to point out that

the main result of stabilization we are deriving applies to systems of the family

i(t) = flz(t)+g(z)=(t),
) = ult— 1)+ ha(z(t), 2(t) + ha(x(t — 1), 2(t — 7)) |

(1.5)

with x € R”, z € R, u € R, under appropriate initial conditions. It is worth mentioning that such
a class of systems is important due to the presence of the term without delay hq(x(¢), z(t)) and

because this family encompasses the family of the systems of the form

{tl(t) = :L‘g(t) s

i 1(t) = mn(t), (1.6)
To(t) = z(t),
£(t) = wu(t—7)+ hi(z(t), 2(2)) ,

with = (1, ..., ¥, ), which may result from the attempt to linearize a single-input single-output
system including a single delay only in the input, which cannot be completed when 7 > 0 because
the term hq(z(t), 2(t)) cannot be removed through a change of feedback. Interestingly, the contri-
bution [5] presents results for the systems (1.6), sous divers hypothéses sur les critéres de croissance
du terme h;. contrairement aux retours d’etat qu’on va voir dans ce travail, la loie de commande
[5] dépend des valeurs passées de la commande.

The Lyapunov based technique we will expose relies on the use of an operator of a new type.
It is reminiscent of the one introduced for the first time in [21] and [22] and also shares some
features with the one used in [9] and [10] to reduce a system with delay to another one without
delay. However neither the approach of [21] nor the one of [9] and [10] can be applied to stabilize
systems of tFhe form (1.5) : the assumptions imposed in [21] are not satisfied by (1.5) (notice in

particular that the main result of [21] is a result of exponential stabilization whereas (1.5) is not
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necessarily locally exponentially stabilizable) and the contributions [9] and [10] are not concerned
with retarded inputs. The operator leads to the construction of a Lyapunov-Krasovskii functional
whose derivative along the trajectories of (1.5) can be made negative definite by an appropriate
choice of state feedback of class C'. Using this strict Lyapunov-Krasovskii functional, we shall
prove for a family of systems with additive disturbances that the control laws we propose give to
the systems the desirable ISS property (see for instance [27], [17] for a detailed presentation of the
notion of ISS) with respect to additive disturbances.

The remaining of the paper is organized as follows. In Section 2, we introduce the general
family of systems that will be studied and the assumptions that will be used throughout the paper.
Next, the main result is stated and proved in Section 3. A result of ISS robustness is established
in Section 4. A second-order example in Section 5 illustrates the control design of the previous
section. Some concluding remarks in Section 6 complete the work.

Notations and definitions.

e Denote | - | the Euclidean norm of matrices and vectors of any dimension.

e Given ¢ : I — RP defined on an interval I, denote its (essential) supremum over I by |¢]|;.

e Let p be any positive integer. We denote Ci, = C([—T,0], ®P) the set of all continuous RP-
valued functions defined on a given interval [—7,0].

e For a continuous function ¢ : [—7,4+00) — R¥, for all ¢ > 0, the function ¢; defined by
ot(0) = p(t + 0) for all § € [—7,0] is sometimes called translation operator.

e A function & : [0,400) — [0, +00) is of class K if £(0) = 0, x is continuous, increasing and
unbounded.

e The notations will be simplified whenever no confusion can arise from the context.

2 Particular family of systems in feedback form

We consider the nonlinear systems :

i) = J@(t) + g 0)x(0) o
2t) = w(t—7)+ hi(x(t),2(t) + ho(x(t —7),2(t — 7)) ,

with x € R", z € R, where u € R is the input, where 7 > 0 is a constant, where f, g, hy, ho

are functions of class C', under appropriate initial conditions. The main goal of the section is to

develop a method for deriving stabilizing feedbacks for systems (2.1). To achieve it, we introduce

a set of assumptions :

Assumption H1. There exist a positive definite, radially unbounded function V of class C' and

a function zs(x) of class C? such that z4(0) = 0 and the function

W:iR" SR, W(z) = faa—Z(x)F(m) , (2.2)
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where

F:R" =R, Fx) = f(z)+ g(x)zs(z) (2.3)

is positive definite.
Assumption H2. There exist a constant c; > 0 and a nonnegative locally Lipschitz function Gy

such that the function

H : R"xR-oRN,

(2.4)
H(z,Z) = —Z(@)[F(2)+g(@)Z]+h(x,Z + z(x))
satisfies, for all x € R, Z € R, the inequality
|H(,2)| < a1|Z] + Ga(a) - (2.5)
There exist constants co > 0 and c3 > 0 such that, for all x € R™, the inequalities
v 2
2 @e@)| < W), (26)
x
Gi(z)? < esW(x) (2.7)
are satisfied.
Assumption H3. The delay T and the constants ¢;, i = 1,2, 3, in Assumption H2 satisfy
. 1 1 .
L mln{rﬁCl7 %66263} if ¢1>0, 2.8)
wl? if ¢1=0.

3 Main result

We are ready to state and prove the following result :

Théoréme 3.1. Consider the system (2.1). Assume that it satisfies Assumptions H1 to H3. Then
for all L € R such that

1
L e |:C1 - W,O) (31)
the system (2.1) in closed-loop with
u(w,z) = —ha(x,2) + L™ (2 — z4(x)) + 7% [%(x)(f(x) + g(x)2) — hi(z, 2)] (3.2)

admits the origin as a globally asymptotically stable equilibrium point.

Discussion of Theorem 3.1.
— Assumption H1 is one of the fundamental assumptions of the Backstepping method : it

ensures the stabilizability of the z-subsystem of (2.1) with z as virtual input.
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— There are in Assumption H2 growth restrictions on the functions f, g, hi. They allow us
performing our Lyapunov design. However, they are not simple technical assumptions which might
be removed without changing the result : in [18], it is proved that there are some systems (1.1),
which do not satisfy Assumption H2 and for which there exists no feedback u(x(t — 7),2(t — 7))
so that the finite escape time phenomenon does not occur.

— Since in the absence of delay, globally asymptotically stabilizing feedbacks can be determined
through the Backstepping approach, the result of [19], which is a result of robustness with respect
to the presence of a delay in the input, applies in some cases when extra assumptions, which pertain
in particular to the growth of %, g—g %, %, %, are satisfied.

— A restriction on the size of 7 must be imposed, otherwise the problem does not always admit
a solution. However, there is a subfamily of systems (2.1), for which for any delay 7 > 0, one
can select a “fictitious” feedback z, such that Assumptions H1 to H3 are satisfied. Typically, these
systems have no term h; and are such that, for all 4 > 0, there exists z; satisfying Assumptions
H1 and H2 such that {%(gc)’ <6 for all x € R".

— One can easily check that if the system (2.1) is linear and asymptotically stabilizable, then
there always exists a quadratic Lyapunov function V" and a linear function zs such that Assumptions
H1 and H2 are satisfied.

— Assumptions H1 to H3 do not imply that the system (2.1) with 7 = 0 admits an expo-
nentially stabilizable linear approximation at the origin : they are satisfied for instance by the
two-dimensional system

p(t) = x(t)z(t),
t) = u(t-71),

(3.3)

studied in [18] with V(z) = In(1 + 2?), zs(z) = f%, w > 0, where 7 is sufficiently small relative
to w. This is a remarkable feature of Theorem 3.1 because most of the stabilization results for sys-
tems with delays apply only to systems that can be locally exponentially stabilized by a feedback

of class C1.

Proof. To begin with, we observe that Assumption H3 ensures that there exist negative constants
L such that the inequality (3.1) is satisfied. Now, to ease the control design, we perform the change
of coordinate Z = z— z4(x) and take u under the form u(t—7) = v(z(t—7), 2z(t —7) — 25 (x(t —7))) —
ho(z(t — 7),2(t — 7)), where v is a function to be determined later. With these transformations,

the system (2.1) rewrites as :

<.
—~
~
=

F(x(t)) + g(x(t)2(t) ,
v(x(t —7), Z(t — 7)) + H(2(t), Z(1)) ,

(3.4)

N-
—
~~
Nt

with F' defined in (2.3) and H defined in (2.4). Then we start the construction of a Lyapunov
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functional candidate by introducing the operator « : Cj;, — R defined by

0
o(bs, 67) = / e Hm Ty (6 (m), oz (m))dm (3.5)

where L is the constant in Theorem 3.1. Along the trajectories of (3.4), it satisfies
t
alxy, Zy) :/ eLt=m=")y(x(m), Z(m))dm (3.6)
t—1

and its time-derivative, denoted simply &(t), satisfies
a(t) = La(zy, Zy) + e TLo(x(t), Z(t) —v(z(t — 1), Z(t — 7)) . (3.7)

It follows that the operator 3 : Cj, — R defined by

B¢z, 0z) = ¢2(0) + a(¢e, dz) (3.8)
is such that, for all ¢ > 0,
B(t) = La(w, Zi) + e "Fo(x(t), Z(t)) + H(x(t), Z(1)) . (3.9)
Selecting the function
v(z,Z) = —e"VH(x,Z) + Le™ 7 | (3.10)

which corresponds to the control (3.2), we obtain

B(t) = LB(w¢, Z:) (3.11)

We note that S(x¢, Z;) is a solution of an exponentially stable system since L < 0. We shall use

later this property implicitly. For the time being, we observe that the equality

Z(t) = Bz, Zt) — / eFE=m=")y(x(m), Z(m))dm (3.12)

t—7
with v defined in (3.10) and the negativity of L imply that, for all ¢ > 0, the inequality
t
1Z(t)| < / |H(x(m), Z(m)) — LZ(m)|dm + |B(x¢, Z:)] (3.13)
t—T1
holds. From (2.5) in Assumption H2 and the definition of H in (2.4), we deduce that, for all ¢ > 0,

2] < [ lalZm)]+ Gatm)ldm +8(e1. Z) (3.14)

with ¢4 = ¢; — L. This inequality together with the inequality (7.1), Cauchy-Schwartz inequality
imply that, for all ¢ > 0,

Z(t)?

IN
FNIS

r / (ealZ(m)| + Gy (w(m))2dm + 5B(xy, Z,)?
T (3.15)
T/ti [Z(m)? + Ga (x(m))2]dm + 58(z1, Z0)?

INA
rolen
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Then, we introduce a new operator 7 : C;,, — R defined by

0 0
(¢z) = / /1Z ¢z(m)*dmdel (3.16)

t gt
which satisfies, along the trajectories of (3.4), for all ¢t > 0, v(Z;) = / / Z(m)?dmd¢ and
t—7 JL

A(t) = TZ(t)Q_/t, Z(m)*dm

p (3.17)
= _TZ(t)2_~/t— Z(m)?dm +27Z(t)* .

Combining this equality with (3.15), we obtain, for all ¢ > 0, the inequality

t t

Z(m)?*dm + 27’27 /t_ [2Z(m)* + G1(x(m))?]dm (3.18)

+19T,8(l't, Zt)2

A(t) < —rZ(t)? /

t—7

which rewrites, by grouping the terms, as

() < —1Z(1t)? + (573 — 1)/1: Z(m)2dm + 572 ti G1(x(m))*dm (3.19)

+107’6(1}t, Zt)2 .

The inequality (3.1) implies that 57%c3 — 1 < —372c3. It follows that, for all ¢ > 0,

A1) < —1Z()? - 3e2r2 /t_ Z(m)2dm + 572 /t_ G (2(m))2dm 0

+10Tﬂ($t, Zt)2 .

We continue our Lyapunov construction by considering the functional U; : Cy, — R defined by

Ui(be, 02) = V(92(0)) + c57(9z) , (3.21)

where V' is the function given by Assumption H1 and where ¢5 > 0 is a constant to be chosen later.

Then, from Assumption H1 and (3.20), we deduce that, for all ¢ > 0,

Ui(t) < =W(z(t) + 3 (x(t)g(@(t) Z(t) — cs7Z(t)? — 8672/ Z(m)*dm
. b (3.22)
+5¢572 G1(z(m))2dm + 10cs76 (2, Z:)?

t—7

with ¢g = 3¢sc3. From the inequality (2.6) in Assumption H2, we deduce that, for all ¢ > 0,

Ui(t) < =W (z(t) 4+ JeaW (x(t)|Z(t)| — es7Z(t)? — o7 /t_ Z(m)%dm

+5c5ca7? W (z(m))dm + 10cs7B(x¢, Zi)* .

t—T1

(3.23)

This inequality leads us to consider the functional Us : C;,, — R defined by

0 0
Us(6s: 62) = kB, 62)> + Ui (e 62) + 6cscar? K /Z W (o (m))dmat (3.24)
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with k = 967 (since L < 0, k > 0). Bearing in mind (3.11), through elementary calculations,

we obtain that for all ¢ > 0, the following inequality holds :

o(t) < (Besest® — DWW (2(t) + /W @(B)|Z()] - es7Z(1)?

t (3.25)
—B(x¢, Zs)? — 067'2/ Z(m)?dm — 05037'2/ W (z(m))dm .
t—71 t—T1
Therefore there exists a constant ¢; > 0 such that, for all ¢ > 0,
) t
Oat) < —csW(a(t)) — erZ(t)? — Blae, Z0)? — cor? / Z(m)?dm
¢ = (3.26)
—c5e37? W (z(m))dm
t—7
if there exists ¢5 > 0 such that the inequality
o+ 4esT(6esca™ — 1) <0 (3.27)

holds. Since Assumption H3 ensures that 7 < \/ﬁ, the constant ¢c5 = ﬁ is such that (3.27) is

satisfied because this value for c5 leads to co+4c57(6c5c375 —1) = ca — 663% < 0. Then (3.26) holds

with for instance ¢; = min { 1—6c2037-2’ 12031;((312%2;#) } However, although the right hand side
of (3.26) is nonpositive, we cannot apply the Lyapunov-Krasovskii Theorem yet (see for instance
[6], [17]) because we do not know if there is a function A of class K such that, for all functions

(¢, dz) € Cin the inequality

M2 (0)]* + 62(0)*) < Ua(¢a, ¢2) (3.28)

is satisfied. To overcome this obstacle, we replace Us by the functional
0
Us(¢a, bz) = Uz(¢z, 92) + %7/ (W (¢2(m)) + ¢z(m)?]dm . (3.29)

—T

The rest of the proof is omitted.

4 ISS closed-loop systems

In this section, we use the Lyapunov-Krasovskii functional constructed in the previous section

to establish that, under extra assumptions, the control (3.2) gives an ISS property to the system

-
—~

~
~

f(@(8)) + g(2()2(t) + wa (1)

(4.1)
2(t) = w(t—7)+ hi(z(t),z(t) + ha(z(t —7),2(t — 7)) +wa(t) ,

with x € R"™, z € R, where u € R is the input, under appropriate initial conditions, where 7 > 0 is
a constant, and f, g, h1, hy are functions of class C! and where w; and ws are disturbances. More

precisely, we establish the following result :
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Théoréme 4.1. Consider the system (4.1). Assume that it satisfies Assumptions H1 to H3 with
a function W that is radially unbounded. Assume that there exists a constant cg > 0 such that, for
all x € R”,

<cg . (4.2)

0z,
‘ Ox (z)
Then for all L € R such that (3.1) holds, the system (4.1) in closed-loop with the control (8.2) is

ISS with respect to (w1, ws).

Proof. The proof is omitted.

5 Illustrative example

In this section, we illustrate Theorem 4.1. We consider the pendulum equations :

&(t) = 2(t) + wi(t)

(5.1)
2(t) = u(t — 7) + asin(z(t)) — bz(t) + wa(t)

where a # 0, b and 7 are positive constants, z € R, z € R, where u € R is the input and where wy,

wgy are disturbances. Due to the presence of the term asin(z) — bz, the technique of [18] does not
apply to (5.1).

For this system, with the notations of Section 4, f(z) = 0, g(z) = 1, hi(z,2) = asin(z) — bz,
ha(z,z) = 0. We apply Theorem 4.1 with the following functions zs(z) = —rz,

where r >0 and r#band V: R— R

V() =22 . (5.2)

W(z) =ra?, F(z) = —rx, 8—(m)g(:17) =z (5.3)

and H(z,Z) =r[-re+ Z] + asin(x) — b(Z — rz)

It follows that, for all (x, Z) € R2,
[H(z,Z)] < alZ]+Gi(z), (54)

with ¢, = |b—r|, G1(z) = |(b — r)rz + asin(x)|. Finally, noticing that W is positive definite and

radially unbounded, %Z; (z) = —r,

with ¢y = % and
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r2(b—r)’+a
r

with ¢z = 2, we deduce from Theorem 4.1 that if

. 1 1 T
T < min ,—= ,
{2\/§|b—r| \/6\/r2(br)2+a2}

then the system (5.1) in closed-loop with the control law

up(r,2) = Le™l(z+rz)+ el [—rz —asin(z) +b2] , (5.7)
with
Le b—r—2\}§7_,()> (5.8)
is globally ISS with respect to (w1, ws). Observe that, rewriting w, as
u,(z,2) = €V [Lre — asin(z) + (L + b — r)2] (5.9)
and choosing < b and L = r — b, we obtain the feedback
up(z,2) = ™70 [(r — b)re — asin(z)] (5.10)

which is independent from z. This feature may be of interest in cases where the variable of velocity
z cannot be measured. Of course, ISS for the system (5.1) can be also achieved by linear output
feedbacks

w(r)=—sz, seR, (5.11)

when the delay 7 is sufficiently small. However, the families of stabilizing feedbacks (5.11) and

(5.10) do not have the same features. Since, for all (z, z) € R2,
up(z,2)| < e [(b = r)r|z] + |a]] (5.12)

and since r can be chosen arbitrary close to b (independently from 7), for any € > 0, the family

(5.10) contains elements which satisfy, for all (z,z) € R?,
jun (2, 2)] < ela] + Ja] (5.13)

(For instance, a possible choice for obtaining this is
7 = b — min {%,% ). By contrast, one can prove that if a feedback w;(z) = —sz stabilizes the
system (5.1), then there exists x; € R such that |u;(z;)| > eo|xi| + 2|a| with eg = %. We omit this
demonstration.

We conclude that the family of stabilizing control laws w, given in (5.10) has an advantage
over the family of the stabilizing linear control laws u; given in (5.11), relative to the size of their

elements : roughly speaking, outside a compact set, no stabilizing linear feedback will be smaller

than some of the feedbacks provided by Theorem 4.1 .
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Simulation for a =b=1,7 = 0.1080 is :

Example With the same parameters and in the presence of the following additive terms :

wi(t) =1+ SmT@ et wo(t) = —%(t), we obtain

0sr

R ]
R A A et

Wy

o
3
‘,’\JULﬂnJ‘I\MJU\ﬂ i

05 L L L L L L L L L
1} a0 00 150 200 250 300 350 400 450 500

t

6 Conclusion

We have developed a new Backstepping method for a new family of systems with delay in
the input. We have obtained state feedbacks of class C' whose analytic expressions include delay
information, and explicit expressions of strict Lyapunov-Krasovskii functionals for the closed-loop

systems. Much remains to be done.
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7 Useful inequalities
For all real numbers A, B and p € (0, 4+00) the inequality
(A+B) < (1+p)A2+(1+$)BQ, (7.1)
is satisfied. For all real numbers A, B and for all p € (0, 1), the inequality

(A+ B)? > pA? — %32 (7.2)

is satisfied.

8 Technical lemma

Lemme 8.1. Let k be a function of class K. Then, for all A>0, B >0,

k(A) + B > k(A + B) (8.1)
where
ks(m) = min {/{ (%) ,%} . (8.2)

Moreover, ks is a function of class K.
Proof. Consider the case of constants A > 0 and B > 0 such that A > B. Then
1 1
k(A)+ B >k(A) >k (2A + 23) > ks(A+ B) . (8.3)
Consider the case of the constants A > 0 and B > 0 such that A < B. Then
1 1

Now, ks(0) = 0 and lim,,_, 4 ks(m) = +oo. Finally, we prove that x, is increasing. Let my > 0

and my > 0 be such that m; > mo. Then k(L) > r(™22). Therefore (L) > min {x(%2), %2},

Moreover, 2t > ™2 > min {x(2), %2 }. We deduce that rg(m1) > ks(ms).

9 Technical result

The analytic expression of Us is

0 0
Us(60,02) = EB(bwrd2) + V(6a(0) + s / /Z b2(m)2dmt

6o [ [ W amae+ < [ w ams [ 2
+ Cg/—r/@ (pz(m))dm —|—5 (pz(m)) m—i-? ¢z(m)“dm .

- o (9.1)
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It follows that, for all functions (¢, ¢z) € Cin,

0
Us(¢a, d7) < kB(da, d2)* + V(92(0)) + (c57 + £) / ¢z(m)*dm 92)
-7 9.2

0
+ (69T + %7)/_ W{(pz(m))dm .

This allows us to conclude that there exists ¢11 > 0 such that, for all functions (¢, ¢z) € Ciy,, the

inequality

cn1Us(¢z,02) < 1B(¢s,02)? + V(02(0)) + L¢z(0)?
0

0 ) (9.3)
+72¢ dz(m)“dm + cy W (¢ (m))dm
is satisfied.
End of the proof of Theorem 4.1
We first observe that the functional U, satisfies, for all functions (¢., ¢z) € C;
) 0 0
Us(n: 62) = h[62(0) + M(02 02" + V(o0 4 cs [ [ omamat
—TJe (9.4)

0 0
+6€563T2/ / W (¢z(m))dmde .
—T7 JY

with
M() = [ e L[~ H (¢ (m), ¢z(m)) + Loz (m)]dm .

Next, using successively the inequality (7.2), Cauchy-Schwartz inequality and the inequality (7.1),
we deduce that for all p € (0,1) and for all functions (¢, ¢z) € Ciy,

Us (¢, $2) = V(62(0)) + kpdz(0)? — 12 M (¢, 62)°

(9.5)
> V($2(0)) + kpdz(0)* — FZEN (¢, 07) -
with
N()= /_ 0 e 2 H (0 (m), ¢2(m))* + L2z (m)*|dm .
From the inequality (2.5) in Assumption H2, we deduce that
Uz (¢, 97) = V(92(0)) + kpdz(0)* = FZLO(¢, 6.2) (9.6)
with
O(¢;02) = / 0 e 2L [(er] gz (m)| + Gr(¢n(m)))? + L2 g z(m)?)dm .
Therefore T
Uz (62, 62) 2 V(62(0)) + kpd2(0)? — F22e=2L7P(¢,, ¢2) (9.7)
with

0

P(60,67) = / (262 + L2)g2(m)? + 261 (6, (m)*)dim.

-7
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From the inequality (2.7) in Assumption H2, we deduce that

Us(¢, $2) > V(62(0)) + kpdz(0)2 — FLe 27Q(,, 67)
0

0 9.8
w5 [ Wioatm)dm+ S [ 6z(m)am o
with
0
Q) = [ (263 + L2)62m)? + 2caW (6
Therefore, selecting p sufficiently small, we obtain
Us(¢z, 2) > V(92(0)) + kppz(0)* . (9.9)

Since V is positive definite and radially unbounded, there is a function k1 of class Ky such that,
for all z € R™, V(z) > k1(]z|) and next, from the inequality (9.9) and Lemma 8.1 in Appendix 8,
we deduce that there exists a function ks of class Ko such that, for all functions (¢, ¢z) € Ciy,

the inequality

5o (VI62(0)F + 62(072) < Us(@x, 02) (9.10)

is satisfied. Moreover, one can easily verify that there exists a function x; of class K, such that,

for all functions (¢,, ¢z) € Cin, the inequality

Us(¢w,d2) < k1 (|(B0s 62)|[—r.0]) (9.11)
is satisfied. Finally, the inequality (3.26) implies that, for all ¢ > 0, the inequality
Us(t) < —§W(x(t) = F2(t)* = Blxs, Z:)?
¢ t (9.12)
—7%c / Z(m)2dm — cscat? W (z(m))dm
t

—r t—7
is satisfied. Since the function —Z W (z) — ¢ Z? is negative definite with respect to (z,Z), the
conditions of the Lyapunov-Krasovskii theorem are satisfied (see for instance [6], [17]). We deduce
that the origin of the system (3.4) in closed-loop with the control (3.10) is globally asymptotically
stable. Since Assumption H1 ensures that z5(0) = 0, it follows that the origin of the system (2.1)
in closed-loop with the control (3.2) is globally asymptotically stable.
Proof of Theorem 4.1

We consider the system (4.1) in closed-loop with the control (3.2) after the coordinate transfor-
mation Z = z — z,(z). We infer from the proof of Theorem 4.1 that the derivative of the Lyapunov

functional Us defined in (3.29) along the trajectories of this system satisfies, for all ¢ > 0, the

inequality :
Us(t) < —GW(t) — ZZ(t)? - B, Zi)? — T3¢ /ti Z(m)%dm
~ o [ Wlam)dn+ GOl ) (9-13)

+ 2kB(x4, Zy) [wg(t) — %Z; (z)wl(t)] ,
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where 3 is the functional given in (3.8) and cg = 72c5¢3. From (2.6) in Assumption H2 and (4.2),

it follows that, for all ¢ > 0,

Us(t) < —GW(x(t) — §$2(t)* — Blxr, Z0)?

—TQCG/t Z(m)%dm — cy t W (z(m))dm (9.14)

—T t—1
/W ((t)|wi ()] + 2k B(we, Zp)| [[w2(t)] + es|wi(D)]] -
Using Young’s inequality, we deduce that, for all £ > 0,

(z(t) — L Z()* — 18(x, Zt)? — 7206/ Z(m)%dm

__%fpv
t—7
/t . (9.15)
C9
tf

W (z(m))dm + E\wl(t)\Q + 2k [|wa (t)] + cglwa ()]
Since both V and W are positive definite and radially unbounded, there exists a Ko, function p

C%(t) <

and of class C! such that for all z € R”,
Cr
2 W) 2 p(V(z)) . (9.16)

From Lemma 8.1 in Appendix 8, we deduce that
t t
SW(x(t) + ZLZ(t)? + 38(x, Z1)* + 7206/ Z(m)2dm + cg W (x(m))dm 017)
t—1 t—T .
> s ((xe, Z1))
with the function p,(m) = min{u(%), %5 }, which is of class K and

t t

V(o Zy) = V() + LZ(t)? + 38(x, Z1)* + 7'206/ Z(m)%dm + co W (z(m))dm .
t—T1 t—71
We deduce that, for all ¢t > 0,
Us(t) < —ps (¥(1, Z1)) + cro(jwi (8)]* + wa(t)?) (9.18)

with ¢19 = max {Z—i + 4k20574k2}. We show in Appendix 9 that there is a constant c¢;; > 0 such
that, for all ¢ > 0,

Us(t) < —ps (en1Us(we, z0)) + cro(jwi (8)% + wa(t)?) (9.19)

It follows that Us is a ISS Lyapunov-Krasovskii functional (see [7], [26]). Using [7] or [26], we can

complete the proof.



Chapitre 7

Practical stabilization of nonlinear
systems with state-dependent

sampling and retarded inputs

Abstract. A solution to the problem of stabilizing nonlinear systems with input with a constant
pointwise delay and state-dependent sampling is proposed. It relies on a recursive construction
of the sampling instants and on a recent variant of the classical reduction model approach. State
feedbacks without distributed terms are obtained. A lower bound on the maximal allowable delay

is determined via a Lyapunov-Krasovskii analysis.

1 Introduction

The importance of control problems of systems with sampled input and output is a well acknow-
ledge fact in the control community. This importance is clearly explained in particular in [8], [17].
A large body of literature is devoted to these control problems as sampling significantly increases
the complexity. A similar comment applies to systems with delay : for more information on systems
with delay, see [10]. Consequently, some studies are devoted to systems that are affected both by
sampling and delay. Most of them present results that rely on delay-dependent conditions [7], [18]
and the very recent paper [9] presents, for a wide family of nonlinear systems, a new control stra-
tegy based on a predictor-based compensation of delays that allows to cope with arbitrarily large
delays. Related methods have been employed in control systems under communication constraints
to cope with sampling, quantization and delays (see e.g. [13, 3, 5]). The stabilizing control laws in

[9] are given by expressions that incorporate past values of the controls. However, to the best of our

83
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knowledge, no work addresses the problem of the stabilization of a system with delay in the inputs
and state-dependent sampling. This problem, which is motivated by the fact that state-dependent
sampling may potentially lead to a reduced sampling rate, is the one we address in the present
work. Its difficulty arises from the fact that state-dependent sampling precludes the utilization of
the classical reduction model approaches (see for instance [14], [1], [11]), even in the linear case.
This leads us to use another technique : the main result we propose relies on the recent contribution

[16]. Let us briefly recall its main features. The nonlinear system with delay

(t) = f(t, x(t) + fr(t — 1,2t — 7)u(t — 1), (1.1)

where z € R”, u € RP, 7 > 0 is a pointwise delay and f and f, are globally Lipschitz functions, is
considered. For it, a new strategy of design of stabilizing state feedbacks is presented. It consists
of a variant of the reduction model approach. Two of its main desirable features are : (i) it leads
to continuous globally asymptotically stabilizing control laws of the form w(t, z(t — 7)) and (ii) it
provides a Lyapunov-Krasovskii functional for the closed-loop system, from which some robustness
properties can be derived. Its main limitation is that it applies only if suitable delay dependent
conditions are satisfied.

The main result of the present work has both the advantages and the limitation of the main
result of [16] we have mentioned. Another advantage of our approach is that it is based on a
state-dependent sampling technique that avoids unnecessary samplings by taking into account the
difference between the actual value of the sampled control and the value of the desired control.
It is inspired by the quantized control problems studied in [4, 6, 12]. One can easily prove that
systems of the family (1.1) cannot be asymptotically stabilized when it is used. However, we will
determine control laws that globally practically stabilize the origin of the considered system, relative
to the sampling period. In other words, we will determine control laws that render attractive a
neighborhood of the origin whose size is proportional to the accuracy of the sampling.

The control design and the stability analysis for the closed-loop system we propose can be
decomposed into three steps. In a first step, we give the analytic expression of the stabilizing
control laws we consider and we describe the sampling procedure we adopt. In a second step, we
prove that this control strategy results in a forward-complete system (see [10] for the definition of
forward-complete system) for which there is no solution whose corresponding sequence of sampling
times accumulate in finite time. In a third step, we prove the stability of the closed-loop system by
revisiting the proof of the main result of [16]. This last step is needed because the stability analysis
of [16] cannot be directly adapted to the closed-loop system we obtain because the sampling
procedure introduces terms that preclude the use of the Lyapunov-Krasovskii functional provided
in [16]. From the new Lyapunov-Krasovskii functional we construct, we will determine a lower

bound on the maximal delay for which a feedback that is independent of the past values of the
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inputs and globally practically stabilizes the system can be designed.

To the best of our knowledge, the result we propose is new, even when particularized to the
family of the linear time-invariant systems and it does not seem to us that other techniques of
control are more suitable than the one we adopt. We presume that the technique of [6], where
we solved the problem of stabilizing a family of nonlinear systems with discontinuous retarded
inputs by using a Lyapunov construction of the control laws that is reminiscent of ideas of the
construction of [15], can be applied to solve the problem that is investigated in the present study.
But we do not think that it would lead to a simpler or less conservative result.

The paper is organized as follows. Section 2 presents the control problem we consider. In Section
3, the sampling strategy and the control law are described and studied. The main result is stated
and proved in Section 4. An illustration is given in Section 5. Concluding remarks in Section 6 end
the paper.

Notation and definitions.

e Denote | - | the Euclidean norm of matrices and vectors of any dimension. e Given ¢ : I — RP
defined on an interval I, denote its (essential) supremum over I by |¢|;. ® Let p be any positive
integer and 7 be a positive real number. We denote Cy, the set of all RP-valued Lipschitz functions
defined on a given interval [—7,0].  For a continuous function ¢ : [~7,4+00) — R¥, for all ¢ > 0,
the function & defined by &:(m) = £(t + m) for all m € [—7,0] is sometimes called translation
operator. @ For any real number A > 0, let A = {i{A, i € Z}. e The notations will be simplified

whenever no confusion can arise from the context.

2 Particular control problem
We consider the nonlinear time-varying system
z(t) = ft,z(t)) + h(t — 1, 2(t = T))u(ty — 7), € [tg,tht1) , (2.1)

where x € R™ is the state, u € RP is the input, with p = 1 for the sake of simplicity, 7 > 0 is a
constant delay and f and h are nonlinear Lipschitz system functions. The times ¢y, with k& € NU{0}
and to := 0, are the times at which a new zero-order control value is applied. The notation u(t; —7)
refers to the fact that the (feedback) control value applied during the interval [ty,tr11) depends
on the state available at time ¢ — 7. The state is sampled at times t; — 7 and the corresponding
control value is applied 7 units of time later. Thus, the delay 7 in u(t; — 7) takes into account the
difference between the time the control law is computed and the time it is actually applied (for
instance due to the presence of a delayed communication channel). Having the same delay 7 in u
(due to computation and transmission) and h (due to the nature of the process to control) may

be unrealistic. However, we observe that in those cases where the delay in h is larger than the one



86 CHAPITRE 7. SAMPLING AND DELAY

in u, one can always introduce an artificial delay in u to match the difference. Although this may
cause some loss of performance, it allows us to deal with the two sources of delays in a unified
manner.

The problem we consider is to design a sequence of sampling times and a zero-order control law u
that result in a practically stable closed-loop system. We solve it under the following assumptions :
Assumption 1. There exist a continuously differentiable function g(t,z) and a constant Hurwitz

matriz L such that, for all x € R™ and t > —7, the equality
?(t,l’) - eiLTh(tv x)g(t,x) ) (22)

where

f(t>$) = f(ta Z) — Lz, (23)

is satisfied.

Assumption 2. There ezists a real number fo > 0 such that, for all z € R",

Sup |f(t, )| < folzl (24)
tS>uP |?(t,$)| S f0|1’| ) (25)
Sup h(t, )] < fo(lz]+1) . (2.6)

Observe for later use that Assumption 1 implies that there is a symmetric and positive definite

matrix P € R™*" and a positive real number ¢ such that the inequality
PL+L"P < —cP (2.7)

holds. Let g, denote the smallest eigenvalue of P. Notice for later use that ¢, > 0. Let us introduce

the constant

4p
= . 2'
’I"p |P| ( 8)

In the next section we define sequences of sampling times and control values leading to practi-

cally stable systems.

3 State-dependent sampling and control generation

The sequence of sampling times is iteratively designed relying on the initial condition of the
system and its response. The control value is initialized as a function of the initial condition of the

system and when a function of the state exceeds certain thresholds, which depend on the current
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control value, a new sampling time and a new control value are determined. We describe the process
rigorously below.

Let A be an arbitrary positive constant and ¢ € Cj, be the initial condition of a solution z of
the system (2.1) such that x(t) = ¢(t) for all ¢ € [ty — 7, t9], where t; = 0. Let

B= max |p(m)] (3.1)

me([—7,0]

and C be a constant such that, for all (¢1,%2) € [—7,0] X [—7,0],

p(t1) — p(t2)| < Cltr — L2 (3.2)

First of all, identify that number g € AZ such that

A A
po =5 < —g(to — 7, 0(to — 7)) <pot 3

and set accordingly

) A A
u(to—T):Holfuo—E<—9(t0—7'7%0(t0—7'))<Mo+§

and

A

A
U(to—T)=M0—5lf/lo—iz—g(to—T,@(to—T))

Observe that, as a consequence of the design of u(ty — 7),

A A
u(to — 1) — 5 < —g(to—T1,0(to — 7)) < ul(to—7) + 7

(3.3)
The control value u(ty —7) is applied during the interval [tg,t1), where the time ¢; is a real number
in (to, 7] that is equal to 7 if

u(to—T)—%< —g(l—7,0(l—71)) <u(to—7')+%

for all I € [0,7] or is such that

A A
u(ty — 1) — Bl <—g(l—m,0(l—7)) <ulto—7)+ E’W €[0,t1)

_A
2

and either u(to—7)+ 45 = —g(t1 — 7, 0(t1 —7)) or u(to—7) = —g(t1 — 7, p(t1 —7)). Moreover, if

the former equality holds, then we set u(t; —7) = u(to—7)+ 5, otherwise u(t; —7) = u(to—7)— 5.
The rest of the sampling times ¢, and the values of u are defined similarly : given the increasing
sequence of times tg, t1,...,tx—1 in [0, 7], with k > 2, the next time

(i) does not belong to [0, 7] if ty—1 = T,

(ii) is 7 if tp—1 < 7 and for all | € [tx_1, 7],

u(tp—1 —7) — % <—g(l—T1,0(l —7)) <u(tp—1—71)+ % , (3.4)
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(iii) is the smallest value r € (tx_1,7] such that either u(ty_; —7) + 5 = —g(r — 7, 0(r — 7)) or

2
u(tye1 —7) — 5 = —g(r —7,0(r — 7)) if t)_1 < 7 and (3.4) is not satisfied for all € [t;_1,7].
Then,
- in the case (ii), u(ty — 7) = w(tg—1 — 7),

- and in the case (iii),

A
u(ty —7) =ultp—1 —7) + 5

if —g(te — 7, 0(tk — 7)) = u(ty—r —7) + % and
A
u(ty —7) = u(ty—r —7) — 5

it —g(ty — 10ty — 7)) = u(the—r — 7) — %. Observe for later use that by construction, for all

te [tk—lytk)y
ultper —7) — 5 < —gt — T, 0t — 7)) <ultp_1 —7)+ 5. (3.5)

Now, we give a technical result, which will be instrumental in proving that an accumulation in

finite time of the t;’s does not occur.

Lemme 3.1. Assume that the system (2.1) satisfies Assumptions 1 and 2. Then, when the control

constructed above is applied, there is a finite number £y of times ty in [0,7).
Démonstration. The proof is omitted. O

Let us establish the following fact, which will allow us to prove by induction the forward-

completeness of the closed-loop system we consider.

Lemme 3.2. Assume that the system (2.1) satisfies Assumptions 1 and 2. Then, when the control
constructed above is applied, the solution x(t) exists for all t € [—7,7] and is globally Lipschitz on

[77—7 T}'

Démonstration. To begin with, we prove that x(t) exists over [0, 7], X1 := max;¢jo - |2(t)] is finite

and there exists a constant X such that, for all ¢; € [0, 7], t2 € [0, 7],
|2(t1) — x(t2)| < Xaltr — o] .

From Lemma 3.1, we deduce that [0,7] = U5 [t;, min{r,t;11}]. Let t € [0,7] be such that
x(+) is defined over [—7,t). Let k € {0, ...,¢p — 1} be such that ¢ € [t, tx+1). Bearing Assumptions

T

1 and 2 in mind, and using the Lyapunov function S(z) = 'z, we deduce through elementary

calculations that for [ € [tg,t), we have the bound

S(@(l)) < eoUS(a(tn)) + 545 (t — ti)e U= (B4 1) fu(ty, — )
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with B defined in (3.1).
From this property, we deduce that x(t) is defined for all ¢ € [tg, min{r,¢x+1}) and bounded.

Hence, for all ¢t € [0, 7] the solution z(t) exists, is bounded and satisfies, at each instant ¢,
|z (t)] < V22T |a(ty)| + fov/TeX T (B+1) u(ty, — 7))
for some integer k € {0,1,...,4y — 1}, ¢op > 1. Moreover, whenever @(t) exists,
[2(6)] = [f(t,x(8)) + bt — 7, 2(t = 7))ulty — 7)],
which, in combination with Assumption 2, implies that
[2(6)] < folz ()] + fola(t — )l|ulty — )] -
Therefore there exists a constant X3 > 0 such that
[B(t)] < As,

for all ¢ € [0,7) such that there is no integer k such that ¢t = ¢;. We deduce that the restriction
of x(-) to the interval [0, 7] is a Lipschitz function. We easily deduce that the restriction of x(-) to

the interval [—7, 7] is a Lipschitz function. O

We can now iterate. Assume that, for an integer j > 1 the numbers t;, are defined over [0, (5 +
1)7], the feedback w is defined over [0, j7] and the solution x(¢) is defined over [—7, (§ + 1)7] and
Lipschitz over this interval. Then we can define values t; over [0, (j + 1)7], u over [0,(j + 1)7]
using the constructions above and that way obtain a corresponding solution z(t) defined over
[—7, (4 4+ 2)7], which, according to Lemma 3.2, is Lipschitz over [j7, (j 4+ 1)7]. We easily deduce
that it is Lipschitz over [—7, (j + 1)7].

Observe that, as a consequence of this construction, no accumulation in finite time of the
sampling times t; is possible and the solution z(t) of (2.1) starting from the initial condition

p € Cyy exists for all ¢ > 0. The asymptotic behavior of the solution is studied in the next section.

4 Main result

In this section, we give the main result of our work, which requires the following extra assump-
tion :
Assumption 3. The delay T > 0 satisfies the inequalities

1 1 1 L
Lhﬂ<2+ 4+2|\/;§)

;o< V5 (4.1)

2
\/§fo\/5+(1+1 [1+42]L, /;—g+§:”)

\]
IN
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where fy, L are the constant and matriz introduced in Assumptions 1 and 2, P is the matriz
introduced in Section 2 and 1, is the constant defined in (2.8).

The constant A > 0 satisfies the inequality

ey
A< i (4.2)

We state and prove the following result :

Théoréme 4.1. Consider the system (2.1). Assume that it satisfies Assumptions 1 to 3. Then
there exists a real number w > 0 (independent of A and 7) such that all the solutions with initial
conditions in Ci, of the system (2.1) in closed-loop with the control law defined in Section 3 enter

the set £ = {x € R" : |z| < wA} and stay in it thereafter.

Discussion of Theorem 4.1.
(i) Discussions on the important Assumption 1 are given in [16].

(ii) If we consider the particular case of the linear time-invariant systems
z(t) = Ax(t) + Bu(ty — 7)

where A and B are constant matrices, then Assumption 1 is satisfied if and only if there exist
matrices M and L so that
A—L=e"'BM . (4.3)

Moreover Assumption 2 is automatically satisfied and Assumption 3 is satisfied for sufficiently
small values of 7 and A. Detailed discussions about the solutions of the matrix equation (4.3) are
given in [16]. From them, we deduce that Theorem 4.1 applies to a rather large family of linear
systems.

(iii) For the sake of simplicity, we did not address the case where the system (2.1) is subject to
additive disturbances. However, Theorem 4.1 can be adapted to this case by combining the proof
we give below and the one of Theorem 2 in [16]. As explained in the paper, this result can be used
for instance to apply the technique when only an approximate solution of the matrix equation (4.3)
can be found.

(iv) The proof of Theorem 4.1 provides an explicit expression for the constant w.

(v) In contrast to [16], in the present paper we do not address the problem of determining
positive solutions for the closed-loop system. From the forthcoming proof, it appears that this
problem does not admit a solution similar to the one presented in [16]. However, it is possible that
constructions of sampled feedbacks different from the one of Section 3 may lead to closed-loop

systems for which positive solutions may be exhibited. This may be the subject of future studies.
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(vi) For reasons explained in [16] and [18], the growth conditions imposed in Assumption 2
cannot be removed without being replaced by another assumption that prevents the finite escape
time phenomenon from happening.

(vii) The requirement (4.1) can be relaxed by using the fact that, for any invertible matrix R,
the matrix L satisfies the equality L = RGR™! with G = R™'LR and then arguing as in [16]. For
the sake of simplicity, we do consider the requirement (4.1) only.

(viii) Increasing A leads to a slower sampling rate (see for instance rule (iii) before Lemma
3.1 and, for a more explicit statement, Remark 1 after the proof of Theorem 4.1) and reduces the

accuracy of the stability induced by the controller.

Démonstration. To begin with, we observe that the arguments of Section 3 ensure that, under
the standing assumptions, the solutions of (2.1) are defined over [—7, +00) i.e. the system (2.1) is
forward-complete.

Since we select the increasing sequence of times ¢ and the feedback defined in Section 3 and

Assumption 1 is satisfied, the system (2.1) can be rewritten as :

#(t) = La(t) + h(t — 7,2t — 7))ulty — 7)
+ e Lh(t, x(t)g(t, (1) , t € [tr,trt1), k€N
and as
@(t) = f(t,x(t)) — e f(t —7,2(t — 7))
+h(t—r 2@t —7)[ulty —7) + 9t — 1,2t —1))], (4.5)
t € [th,tht1), Kk EN.
Both the representations (4.4) and (4.5) will be useful. Next, to ease our analysis, we introduce

the operator ¢ : R x Cj, — R™,

<(t, 0) = $(0) — /_ i " CER( 1, 6(0))g (L + t, ¢(0))de (4.6)

and the simplifying notation

s(t) = s(t, ) (4.7)

where z is any solution of (4.4). Then the equality

z(t) = s(t)+ /t t P (0, x(0)g(¢, 2(4))de (4.8)

—T

is satisfied for all ¢t > 0 and, for all ¢ such that it does not exist an integer m such that ¢ = ¢,,,
$(t) =Ls(t) + h(t — myx(t — 7)) [ulty — 7) + g(t — 7, z(t — 7))] . (4.9)

If the term h(t—7,z(t—7)) [u(ty — 7) + g(t — 7, 2(t — 7))] was not present in (4.9) or was satisfying
Assumption H4 in [16], then the equations (4.8), (2.8), with the help of the main result of [16],
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would lead straightforwardly to a strict Lyapunov-Krasovskii functional for the closed-loop system.
However, the presence of the term h(t — 7, z(t — 7)) [u(ty — 7) + g(t — 7, x(t — 7))] forces us to
conduct another construction of Lyapunov-Krasovskii functional because this term does not satisfy
Assumption H4 in [16].

In what follows, whenever we take the derivatives of functions depending explicitly on s(t)
and/or x(t), these derivatives must be intended to hold everywhere except at the times ¢, where
the functions are only continuous. This is enough to infer our conclusions.

The first part of our construction consists in determining the derivative along the trajectories of
the closed-loop system of several functionals. First we notice that the derivative of the nonnegative

functional Qg : R x Cj, — R,
Qo(t,0) = <(t,0) " Ps(t, ¢) , (4.10)

where P € R™*" ig the matrix in (2.7), along the trajectories of (4.4) satisfies, for a.e. t > 0,
Qo(t) < —cQo(t, ;) + 25(t) T Ph(t — 7,2t — 7)) [u(ty — 7) — g(t — 7, x(t — 7))] . (4.11)
Recall that the control value u(t; — 7) and the sampling time ¢, satisfy (3.5). It follows that

—% <ulty —=7)+ gt —T,0(t—7)) < % (4.12)

for all ¢ € [tg, trr+1). Hence, for ¢ € [tg,tpt1),

lu(ty —7) + gt —myz(t—7))| < = . (4.13)

vo| >

Since there is a symmetric positive definite matrix P2 such that P = Pz P2, from the triangle

inequality and (4.13), it follows that
Qo(t) < —LeQolt, ) + L|P||h(t — 7, 2(t — 7)) 222 . (4.14)
From (2.6) in Assumption 2, we deduce that
Qo(t) < —SQot,z) + LLp2(|la(t — )| +1)22% . (4.15)

From the inequalities (|z(t — 7)] + 1)? < 2(Jz(t — 7)|* + 1) < 2 (éx(t —7)TQx(t— 1)+ 1), it
follows that

Qo(t) < —5Qo(tm) + A fEQu(w(t — 7)) + G fRAZ, (4.16)

where r, is the constant defined in (2.8) and @ is the quadratic function
Qi(z) ==z Pz, (4.17)

which is positive definite because P is symmetric and positive definite.
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Next, using (4.5), we deduce that, for all ¢ € [tx, try1),

Ou(t) = 2e(t) TP [f(t2(t) — e* Tt — 7 (t — )]

(4.18)
+2x(t) TP [h(t — 1, 2(t — 7)) [ulty — 7) + gt — 7, 2(t —7))]] .
From Assumption 2 and (4.13), we deduce that
Qi) < 2a®) P [fol()] + foelH7la(e — 7)] o)
+2lz(t) TP fo(lz(t — )| +1)5
By reorganizing the terms and using the inequality P > g,/d, we obtain
Q) < Qua®) + (eF+5) VQi®) Qi ((t — 1)) (120)
VOLIE0) Y5 .
Using the triangle inequality, we obtain
FHA (0 < 20@0)+ 1+ 8) Qilalt - )+ (421)
Next, we consider the functional @) : Cj, — R,
0
a0 = [ ([ @ona)im+ [ auowar. 4.22)

¢ ¢ ¢
It is nonnegative and, for all t > 0, Q2(z;) = %/ (/ Qﬂm(ﬁ))dﬁ) dm + Q1(x(0))de. Tt
t—1 m t—1

follows that
t

Q2(t) = 2Qu(x(t) =+ [ Qu(z(6))dl — Qi (a(t —7)) . (4.23)

t—T1

Next, we observe that, it follows from (4.8) and Assumption 1 that, for all ¢ > 0,
Qia(t) = (s + J, HOF (@ x(0)d) x P (s(0) + [ H-OF(0x(0)dt)
= s(t)TPs(t )+2s( )Tpfpz [ PO (e x(0))de (4.24)
+ (S, MO (e (e ) P[' eLtDF (0, 3(0))de .

Using the triangle inequality, we obtain

Qu(z(1)) < 28( )" Ps(t)

t B (4.25)
w2 (f), eHOF(E () ) Pl eEOF (0, a(0))de .
From (2.5) in Assumption 2, it follows that, for all ¢ > 0,
t 2
@u(a(t) < 2000t ) + 2P g3 ([ Jotonae) (1.26)
t—1

Using successively the Cauchy-Schwartz inequality and ¢,Id < P, we deduce that, for all ¢t > 0,

t
Q1)) 2@ﬁw0+mmﬁ&Ww/ () e
t—T1

IN

(4.27)

IN

t
2Q0(t,xt)+%f§eQ‘L|TT/ Q1 (x(0))de
t—7
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So, to summarize, we have, for a.e. t > 0,

Qot) < —5Qolt,m) + A f3Qu(a(t — 7)) + L A%
Qit) < 2Qi(a(0) + 22 (e + 5)° Qua(t — 7)) + |Plfol .
t

Q) = 2160~ [ QO3 - Q=) (4.28)
Qat) < 2ultr + 2t [ oy,
These inequalities lead us to consider the functional ZT R x Cin = R,
U(t,6) = Qu(t. ¢) + Ufﬁw(o» + a2Q2(¢) | (4.29)

where a; and ay are positive real numbers to be selected later. According to the inequalities in

(4.28), for a.e. t > 0,

U(t) < —5Qo(t,xt) + fin? Qi(z(t—7)) + %AQ + %Ql(l’(t))
t

2cry
+%le1($(t — T)) + 01%2 + 2&2@1(1‘(0) — % ; Ql(l’([))dg — ang(x(t — 7')) ,
N (4.30)

with by = (el£1” + £)”. Due to space limitation, we omit the choices and the calculations that lead

to the inequality

U(t) < —bgU(t,xs) 4+ by A%, (4.31)
with
bs = min { - fo ol
8 87Tp7 b7 .

It follows that there exists T' > 0 such that, for all t > T,
Ult,a)) < 222A%. (4.32)
From the definition of U, we deduce that, for all t > T,

Gz < Qu(x(t)) < 2LA2, (4.33)

It follows that
2(t)] < wA, (1.34)

| 2fobe
w = .
Tpalbg

Observing that the constants present in the formula of w are independent from 7 and A, we deduce

for all ¢ > T, with

that w is independent from 7 and A. This allows us to conclude.

Remarque 1. From the proof of Theorem 4.1 and Lemmas 3.1 and 3.2 we can obtain, through
lengthy but simple calculations, an upper bound for the sampling rate over each interval [j7, (j+1)7].

In the special case of time-invariant systems, these bounds do not depend explicitly on the time.

O
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5 Illustration
To illustrate Theorem 4.1, we consider the one-dimensional system
z(t) = sin(z(t)) +u(ty —7) . (5.1)
Then, using the notation of Section 2, Assumption 1 is satisfied with L = —1, P = % and

ft,z) = sin(z)+z,
flts) = sin(a) .
hit,z) = 1, g(t,z) =e " (sin(z) + ) .

Moreover, ¢ = 1 and Assumption 2 is satisfied with fy = 2. Finally, Assumption 3 is satisfied with

1 1
ﬁ2\/5+( 1+ﬁ+§)2

(5.3)

and therefore Theorem 4.1 applies to (5.1) when the two equalities in (5.3) are satisfied.

6 Conclusion

We have established a result of global practical stabilization for a family of nonlinear time-
varying systems with state-dependent sampling and delay in the inputs. In further studies, we shall
consider other types of discontinuous systems, which in particular include systems in feedback form
and feedforward systems. Moreover, for the sake of simplicity, in this paper we have assumed that
the input is scalar, the sampling is driven by a function of the state and the delay is constant.
The case of multi-input systems in which the sampling depends on any component of the state

(independently of the others) and the delays are time-varying represents an interesting extension.
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of Lemma 3.1
Without loss of generality, we can restrict our attention to the case ¢y > 4 (if {y < 4, &y is
finite). Observe for later use that this assumption and Assumption 1 on the function g imply that

the constant

= 99 dg
Gu = me[_lﬁ%ffgsg{ ax(m7€)‘}0+me[_r£6a]>fggg{ 5 (M 75)’}, (6.1)

with B defined in (3.1) and C the Lipschitz constant of ¢, is a well-defined nonnegative real number.
Next, we determine a lower bound on t,, — t,,—1 where m € {2,..,¢y — 2}. Since m —1 > 0 and

m < fo — 1, we know that, necessarily, both ¢,,_1 and ¢,, are defined by (iii) and therefore
u(tn —7) = u(tm—r —7)| = 3,
wtm =7) = =g(tm = 7, (tm = 7))
U(tm—1—7) = —=g(tm—1— 7, 0(tm—1—7)) .
It follows that
0t~ 7. 0l 7)) — 9lts — T ot — 7)) = 5 (62)

On the other hand, since, for all a € [—-7,0], b € [—7,0],

lg(a, ¢(a)) = g(b,0(b))] < lg(a,(a)) — gla, (b))| + |g(a, ©(b)) — g(b, (b))
<|r£rlls%>é{‘a£‘}cla—bl (6.3)

—b
+m€[ab]\§\<8 at(m’ )'}|a |

and t,,—1 € [to,to + 7], tm € [to,to + 7], we deduce that

lg(tm — 7, 0(tm — 7)) = g(tm—1 — 7, 0(tm-1 — 7)) < (tm — tm—-1)Gm (6.4)
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with Gy defined in (6.1). Combining (6.2) and (6.4), we obtain

A
> -

(tm —tm—1)Gm > (6.5)

We deduce that
A

t, —tm—1 2 —>5——< -
P 26w +1)
Since, for all I € {1,...,4yp — 3}, [t1,t2] U ... U [t;, t;41], is included in [tg, to + 7], we deduce that

(6.6)

(t27t1)+...+(tl+1 7751) < (t0+7‘)7t0 =T (67)

for all { € {1,...,£y — 3}. From (6.6), we deduce that

2(Gar +1)
<r——r .
<7 A (6.8)
for all I € {1,..., 4y — 3}. It follows that necessarily ¢y is a finite integer.
Extra part of the proof of Theorem 4.1
Choosing
A2 2 2601
= — —b 6.9
a QCTpf0+ ® (6.9)
and reorganizing the terms, we obtain, for a.e. t > 0,
] (& aj 5(11 ng2 4a1b1
Ut) < —5Qo(t,me) — ZQu(x(t)) + | T+ + 5 + =5 | Qu(x(t))
t (6.10)
— %2 Q1(z(€))dl + by A?
t—T
with
[PIf§ | a
by = -
2T e T
Using the last inequality in (4.28), we deduce that, for a.e. t > 0,
. 2
U < [-g+2(om+ oy d0p)| Qolt )
t (6.11)

8 Qu(a(0) - Pty [ Qula()dt + 0
t—7
with
bg = =2 [% + Ai{zfg + 4a1b1]

CTp dp

2|L|7.2 | A? 2a1 2|L|T
JoeB T 4+ o0 fo + BT

From (4.2) it follows that 2 |PlA? fe< §- Using this inequality, we obtain, for a.e. t > 0,

Cqp

Ut) < [-% 42 5+ 4b)| Qolt ) -
¢ 6.12
—mQy (a(t)) — Lot / Q1 (2(0))dl + by A

r
D
t—7
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By grouping the terms, we obtain

_ 2|L|T | _rfo. 2 __ 4fobi . 2 1
b3_2a1€ |: 5QPT dp T+ ‘P|f0:|

2
+Ao [_%fer\Lh—TZ i 1} _

The first inequality in (4.1) implies that —%foezwﬁj + 1 > 0. We deduce that, for a.e. t > 0,

U(t) < [-%+ 22 5+ 40)] Qolt 2) — 2Qu(x(0)

t (6.13)
—%62@\%4/ Q1 (z(0))dl + by A? |
t—r1
with
13 2
b4: _7(5+4b1)7
Tp

From the first inequality in (4.1) and (4.2), we deduce that

2
1 1 L
b < <2+1/4+'2' +8f0)
2
1 |L| c
< <§+ Ly \ﬁ+%)
|L]|
< (2yi+ 2 +5%)
and therefore
4L| ?
by <2+ + .
Vo 32f¢

It follows that, for a.e. ¢t > 0,

U) < [_% + 2o (13+ o+ 8f2>LQO(ta33t)

(6.14)
2.0 (a(t)) - qp%ale?wl%/ Q1 (x(0)de + byA? |
t—T1
with
1 9 A\
bs =1 — — (13f2 +16|L|fo\/fo+ — ) 72 .
Tp 8
Choosing
cqp
a1 = 123[Z]
104 + =7= + 3 f2
and noticing that (4.1) implies that by > %, we obtain, for a.e. t > 0,
Ut) < —§Qolt,ze) — £Qu(z(t)
t (6.15)
— Lo Q1 (x(€))dl + by A? .
t—T
Now, recall that
U(t.6) = Qult, @) + 7= Q1(6(0)) 6.16)

+ |23+ 2 (el + 2] Qa(9)
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and observe that, for all ¢ € Cy,, the inequality

0
QR2(9) <2 Q1(g(0))de

—T

is satisfied. It follows that, for all £ € R and for all ¢ € C},, the inequality

U(t,6) < Qult,6) + i @ (0(0)
. (6.17)
+7 [ Qi(e(0)d
with bg = fo 4 (8 + 1\%%' + %) T, is satisfied. By using (4.2) and (4.1), we obtain
dp 0
rp | 16|L| c2 1 1 1 L] [rp
o< R e (5 ) b <z+\/4+2\/f0)
a 16|L| 2 1 [L]
< S+ (8+ — +W)m1n(1+ ﬁ)
< +M(&+W”+ ) ——
is Vi T8I i (6.18)
a 13 8|L\ 2
S;G+7+W)

+a1 <8+ 16|L| + )%
Vi TR) 2

= @y
%77’

N\'—‘

with b; = (E 4 161L] 4 ) . Therefore, for all ¢t € R and for all ¢ € Cyy, the
3 Vo s;fO f T - fo
inequality

U(t,¢) < QO(ta ¢) P|f Q1(¢( ))

b (6.19)
+he " o)t

is satisfied. We deduce that, for a.e. ¢ > 0, the inequality (4.31) is satisfied.
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Résumé. Ce doctorat est centré sur trois objectifs principaux. Le premier est le développement
d’une stratégie de construction de retours d’état sans terme a retard qui stabilisent globalement
asymptotiquement uniformément ’origine de systémes variant dans le temps non linéaires ayant
un retard distribué dans la commande. Le deuxiéme est ’adaptation de la célébre technique de
construction de lois de commande appelée backstepping au cas de systémes non linéaires de forme
feedback ayant dans la commande un retard ponctuel constant. Le troisiéme est la résolution d’un
probléme de stabilisation pratique pour une famille de systémes non linéaires ayant un retard
ponctuel dans I’entrée constant et ayant des commandes échantillonnées dont les instants d’échan-
tillonnage dépendent de la valeur de la variable d’état du systéme. Chacun de ces trois objectifs
est atteint au moyen de technique qui utilisent certains opérateurs d’un nouveau type. Des ré-
sultats de robustesse de type Input-to-State-Stability sont établis au moyen de fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii.

Mots-clefs : Commande, retard, Lyapunov-Krasovskii, systémes non linéaires.

Abstract. This PhD thesis is focused on three main objectives. The first goal is to develop a
method of construction of state feedbacks without retarded terms that render the origin of time-
varying nonlinear systems with a distributed input delay globally uniformly asymptotically stable.
The second objective is the adaptation of the celebrated technique of construction of state feedbacks
called ’backstepping’ to the case of nonlinear systems in feedback form with a pointwise constant
delay in the input. The third aim of this thesis is to solve a problem of practical stabilization for a
family of nonlinear systems with sampled retarded state feedbacks whose sampling instants depend
on the value of the state variable of the system. Each of these three goals relies on the introduction
of operators of a new type. Robustness results of Input-to-State-Stability type are established by
using Lyapunov-Krasovskii functionals.

Keywords : Control, delay, Lyapunov-Krasovskii, nonlinear systems.



