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Abstract

In this thesis, we present a theoretical derivation of the statistical and spatial properties of
signal scattering by two-dimensional slightly rough random surfaces. The work concerns the
intermediate field-zone where the scattered field is reduced to the contribution of the progressive plane
waves. Calculations are carried out within the framework of the first-order small perturbation method.
The surface is assumed to be ergodic and stationary with a Gaussian height distribution. For infinite
extension surfaces, we derive the probability density functions (PDFs) for the modulus and phase of
the total field components. The modulus PDF takes the form of infinite sum of modified Bessel
functions while the phase PDF is expressed in terms of the error function. We demonstrate that under
oblique incidence, the total field is not wide-sense stationary and under normal incidence, the total
field represents a strictly stationary stochastic process. From a spatial point of view, for a given
altitude and under all incidences, we show that the total field is ergodic to the second order. Under
oblique incidence, the spatial distribution of the total field modulus is a Rayleigh law and the phase is
uniform. Under normal incidence, the spatial distribution of the modulus is given by a law in the form

of infinite sum of modified Bessel functions and the phase is not uniformly distributed.



Résumé

Dans cette theése, nous présentons une étude théorique des propriétés statistiques et spatiales de

la diffraction d'une onde électromagnétique par des surfaces l€égerement rugueuses aléatoires en deux
dimensions. La procédure du travail concerne la zone intermédiaire ou le champ diffusé est réduit a la
contribution des ondes planes progressives. Les calculs sont effectués dans le cadre de la méthode des
petites perturbations du premier ordre et deuxiéme ordre. Les surfaces sont supposées étre ergodique et
stationnaire avec une distribution gaussienne de la hauteur. Pour les surfaces d'extension infinies, nous
tirons les fonctions de densité de probabilité (PDF) pour le module et la phase de la totalité des
composants des champs. Le PDF du module prend la forme de somme infinie de fonctions de Bessel
modifiées alors que le PDF de la phase est exprimée en termes de la fonction d'erreur. Nous
démontrons que sous incidence oblique, le champ total n'est pas stationnaire au sens large et sous
incidence normale, le champ total représente un processus stochastique strictement stationnaire. D'un
point de vue spatial, pour une altitude donnée et sous tous les angles d'incidence, nous montrons que le
champ total est ergodique au second ordre. Sous incidence oblique, la distribution spatiale du module
du champ total est une loi de Rayleigh et la phase est uniforme. Sous incidence normale, la répartition
spatiale du module est donnée par une loi sous forme de somme infinie de fonctions de Bessel

modifiées et la phase n'est pas uniformément répartie.
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

L'¢tude de la diffraction des ondes électromagnétiques par des surfaces rugueuses a commencé
depuis plus d'un siecle. Ce théme de recherche est devenu plus important au cours de ces derniéres
années grace a son large domaine d’application en télédétection, en télécommunication, en optique, ou

encore, en imagerie médicale.

Dans cette étude, nous intéressons au domaine de la télédétection, ou l'objectif est
d'analyser 1'écho radar aprés son interaction avec des surfaces naturelles telles qu’une surface de la
terre (sol agricole, mer, désert...etc). Une onde électromagnétique incidente, venant éclairer ce genre
de surfaces, n’est donc pas simplement réfléchie et transmise, mais aussi diffractée. Donc, il est
nécessaire d’étudier ’interaction d’une onde avec une surface afin de déterminer 1’influence de la

rugosité sur la diffraction des ondes électromagnétiques et en particulier le champ proche.

Dans cette these, I’objectif est d’étudier le comportement statistique et spatial du champ
¢lectromagnétique diffracté par une simple surface rugueuse, en premiére partie et en deuxiéme partie
par un milieu stratifié formé de surfaces rugueuses. Les interfaces qui séparent 1’air des différents
milieux sont des surfaces rugueuses bidimensionnelles et aléatoires, elles sont caractérisées par des
moments statistiques et spatials. Cette caractérisation nous aidera a mener I’étude statistique de la

diffraction des ondes électromagnétiques.

L’approche théorique du probléme de diffraction par des surfaces rugueuses a débuté avec
Lord Rayleigh a la fin du XIX*™ siécle [1,2], qui étudia la diffraction d’ondes acoustiques par une
surface sinusoidale. Le développement de Rayleigh consiste a supposer que ’onde diffractée est
formée par une somme d’ondes progressives planes et évanescentes. Malgré les nombreuses
objections faites a son égard, le développement de Rayleigh donne des résultats satisfaisants pour les
déformations de faibles hauteurs et aussi pour les milieux homogeénes. Avec 1’essor des
communications radios et le développement du laser en optique, ce probléme a donné lieu a de
nombreuses publications dédiées a ce sujet [3-11]. Plusieurs méthodes ont ét¢ développées pour
résoudre le probleme, ces méthodes peuvent étre classées en deux grandes catégories : les méthodes
approchées et les méthodes exactes. Les méthodes approchées sont les plus anciennes, elles sont
basées sur des hypotheses simplificatrices, de plus, le champ diffracté par la surface est approché de
maniére analytique. Parmi ces méthodes, nous citons la méthode des petites perturbations (SPM, Small
Perturbation Method) [12-13], I'approximation de Kirchhoff (KA, Kirchhoff Approximation) [14],

l'approximation de faible pente (SSA, Small Slope Approximation) [15] et la méthode de plan tangent.
1
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D’autre part, avec 1’apparition de 1’informatique, des méthodes exactes voient le jour telles que la
méthode des coordonnées curvilignes qui est connue sous le nom de la méthode C [16-17], la
méthode des moments (MOM) [18, 19] et la méthode de Monte Carlo [20]...etc. Dans notre cas, nous
effectuons la résolution a l'aide de la méthode des petites perturbations qui permet d’aboutir a des

résultats analytiques.

Le manuscrit est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre présente les notions
fondamentales de 1’électromagnétisme, nécessaires pour la compréhension des chapitres suivants.
Nous écrivons dans un premier temps les équations de Maxwell qui représentent la base de résolution
de tous les problemes de propagation des ondes et aussi les relations constitutives pour un milieu
linéaire, homogene et isotrope, ainsi que les relations de continuité qui décrivent le passage d'un milieu
a l'autre. Puis nous décrivons le comportement de la propagation des ondes électromagnétiques dans le
vide en abordant la notion d’onde plane. Pour mieux comprendre le probléme, nous étudions
I’interaction des ondes électromagnétiques avec les deux types de surfaces plane et rugueuse ce qui

nous permet de comprendre les phénomenes de réflexion et de diffraction.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons a la résolution du probléme de la diffraction
des ondes ¢lectromagnétiques par une surface rugueuse aléatoire bidimensionnelle. Nous commengons
par présenter, les propriétés statistiques et spatiales de la surface. En se basant sur ces notions, nous
présentons les expressions analytiques des champs diffractés dans les deux milieux. Ces expressions
qui sont établies par le développement de Rayleigh doivent vérifier les conditions aux limites qui reste
I’une des étapes les plus importantes. La modélisation de ce phénomeéne peut ce faire soit a 1’aide des
méthodes rapprochées soit par les méthodes numériques. Dans le cas ou les hauteurs quadratiques sont
faibles devant la longueur d’onde, la méthode des petites perturbations SPM nous permet de
déterminer les amplitudes du champ diffracté en abordant les deux cas fondamentaux de la

polarisation.

Le troisiéme chapitre est réservé a 1’étude statistique du champ total pour une simple interface
aléatoire. En se basant sur les résultats du deuxiéme chapitre, nous vérifions la stationnarité et
I’érgodicité du champ total proche qui représente la somme du champ incident, réfléchi et diffracté.
Dans la premiere partie de ce chapitre, nous déterminons les moments statistiques et les densités de
probabilité du module et de la phase, sans oublier de prendre en compte les propriétés statistiques de la
surface rugueuse afin d'étudier la stationnarité. Dans la deuxiéme partie, nous étudions 1’érgodicité du
champ total. Au début, nous déterminons les moments spatials jusqu’a I’ordre deux des composantes
du champ total pour une seule réalisation arbitraire. Puis, nous élargissons cette étude en présentant les
distributions spatiales du module et de la phase. Pour conclure ce chapitre, nous réalisons des

simulations numériques afin de valider les résultats théoriques.
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Le dernier chapitre est consacré a une étude détaillée de la stationnarité et 1’érgodicité du
champ total pour un milieu stratifié composé d'une structure multicouche. Avec la méme démarche de
celle du chapitre trois, nous déterminons les moments statistiques et spatials des composantes du
champ total ainsi les distributions statistiques et spatiales du module et de la phase. Pour conclure ce
chapitre, nous réalisons des simulations numériques afin de voir I'impact du nombre de couche sur les

propriétés statistiques du champ diffracté.
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Géneralités

CHAPITRE I

Généralités

I.1 Introduction

1.2 Présentation des outils électromagnétiques

.3 Interaction des ondes ¢lectromagnétiques avec une surface
1.4 Types de surfaces rugueuses

1.5 Conclusion



Chapitre 1 Généralités

1.1 Introduction

L’étude de la diffraction des ondes électromagnétiques par des surfaces rugueuses a
commencé depuis plus d’un siecle par Lord Rayleigh, I'un des premiers physiciens qui a introduit un
nombre de concepts fondamentaux dans la théorie de diffraction. Il a donné une définition rigoureuse
de la rugosité électromagnétique d’une interface et a étudié explicitement I’influence de celle-ci sur la
diffraction d’une onde [21,22]. Parmi les surfaces rugueuses, nous pouvons distinguer deux grandes
catégories de surfaces : les surfaces périodiques comme les surfaces sinusoidales, les surfaces en
créneaux, en dents de scie et les surfaces aléatoires, dont certaines caractéristiques statistiques sont
connues (hauteur quadratique moyenne, moyennes statistiques...). Pour la premiére catégorie, le
développement de certaines méthodes rigoureuses a permis de résoudre le probléme avec beaucoup de
succes [23,24]. Pour la deuxiéme catégorie, la forme aléatoire de la surface augmente

considérablement la difficulté du probléme.

Au départ, les méthodes qui ont été utilisées pour résoudre ce probléme étaient exclusivement
analytiques. Parmi ces méthodes, I’une des plus anciennes est la méthode de perturbation. Ensuite,
avec l’arrivée de ’outil informatique, plusieurs approches numériques ont également été développées.
Malgré leurs différences, toutes les méthodes de détermination de 1’onde diffractée par une surface

rugueuse ont en commun la théorie de base qui est la théorie électromagnétique de Maxwell.

Ce chapitre est consacré a la description du probléme et a I’introduction des grandeurs et
notations utilisées dans les chapitres suivants. Dans un premier temps, nous rappelons quelques
généralités sur les ondes électromagnétiques telles que les équations de Maxwell qui constituent la
base de I’¢lectromagnétisme. Nous présentons les ondes planes ainsi que leurs équations de
propagation dans le vide. Nous étudions par la suite 1’interaction des ondes avec une interface plane ou
bien la réflexion, la transmission et I’interaction avec une surface rugueuse c'est-a-dire le phénomeéne
de diffraction. Sachant que la modé¢lisation de ce dernier représente le but de notre thése afin de

caractériser les surfaces rugueuses.

L2 Présentation des outils électromagnétiques
L2.1 Les équations de Maxwell

L’interprétation des ondes électromagnétiques par le physicien et le mathématicien écossais
James Clerk Maxwell (1831-1879) est la réalisation la plus importante de I’histoire de sciences. Ce
physicien a traduit les connaissances scientifiques dans le domaine de I'électricité et du magnétisme

sous forme d’équations locales permettent d’exprimer les champs électrique E et magnétique B a

5
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chaque point du vide et a chaque instant t, a partir des densités de charge p et de courant J. Les

équations de maxwell dans les milieux sont données par [25] :

DivB=0 (LD
rotE= _%B (I.2)
ot
divD=p (1.3)
rotH=J +@ (L4)
ot

Avec :

E : Champ ¢lectrique (v/m).

B : Densité du flux magnétique (Tesla).
D : Densité de déplacement (C/m?).

H : Champ magnétique (A/m).

J : Densité de courant électrique (A/m?).
p : Densité de charge électrique (C/m”).

L’équation (I.1) est appelée 1’équation du flux magnétique, cette loi exprime ’absence de charge ou
monopole magnétique, cela permet de montrer que le flux magnétique a travers n’importe quelle
surface de Gauss est nul. La deuxiéme équation (I.2) est nommée équation de Maxwell-Faraday, cette
équation exprime la relation entre le champ électrique et le flux magnétique en fonction du temps.
L’équation (1.3) est 1'équation Maxwell-Gauss, elle présente la loi de Gauss en électrostatique sous
forme intégrale qui décrit la relation entre le champ électrique d’une surface fermée et la charge
¢lectrique existant dans cette surface. La quatriéme équation (1.4) est I’équation de Maxwell-Ampere

qui montre que le champ magnétique peut étre généré par des courants électriques.
1.2.2  Relations constitutives

Comme nous le savons, les ondes électromagnétiques se propagent dans tous les différents
milieux (le vide, matériaux diélectriques, matériaux magnétiques,...) et chacun de ces milieux a ses
propriétés électromagnétiques, telles que 1’indice de réfraction n, la permittivité ¢, la perméabilité z,
la conductivité o, ces trois parameétres apparaissent clairement dans les équations de Maxwell. On a

alors les relations, dites constitutives.
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Dans le cas le plus simple d’un milieu linéaire, homogene et isotrope (LHI), les équations constitutives

sont écrites comme suit :

D=¢E (15)
B=uH (1.6)
J=c E (L7)

ou &, uet o représentent respectivement la permittivité électrique, la perméabilité magnétique et la

conductivité, avec &,, , leurs constantes dans le vide :
&, =8.85x10"? F/m (1.8)

to =47 %107 H/m (1.9)

1.2.3 Conditions aux limites

Figure I.1. Schéma simplifié d'une surface séparant deux milieux différents.

Les équations de Maxwell sont valides pour les milieux continus, mais en réalité cela n’est pas le cas
car tous les milieux sont finis. Le comportement du champ électromagnétique aux fronti¢res entre
deux milieux de propriétés électromagnétiques différentes suit certaines regles, ces régles sont
appelées les conditions aux limites. En posant par convention que la normale A est dirigée du milieu 2
vers le milieu 1. Dans un premier temps, nous supposons que les deux milieux sont (LHI, linéaire,

homogene et isotrope). Les relations de continuité au niveau de I’interface de séparation sont données

par :
n-(B,-B,) =0 (1.10)
AA(E,-E,) =0 (L11)
A-(D,-D,) =p. (L12)
AA(H,-H,)=J, (113)
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ou J et p, désignant respectivement les densités de courant et de charge surfaciques libres.

Si les deux milieux (LHI) sont dié¢lectriques, les équations peuvent s’écrire de la maniére suivante :

AA(E,-E;)=0 (1.14)
n-(E,-E;)=0 (I.15)
AA(H,-H,)=0 (L16)
A-(H,-H,))=0 (L17)

Si le milieu inferieur est conducteur parfait, les champs macroscopiques sont nuls, donc les relations

deviennent

AAE, =0 (1.18)
h-gE, =—p, (1.19)
AAH, =-J, (1.20)
n-H,=0 (1.21)

1.2.4 L’équation de propagation

Les équations de Maxwell présentent les ondes électromagnétiques dans le cas le plus général,
mais leur utilisation directe n’est pas pratique. Par conséquent, dans le cas des milieux linéaires,

homogenes et isotropes (LHI), en 1’absence de charge p=0 et de courantJ =0, nous pouvons

obtenir les équations de propagation plus simples qui suivent les lois de I"optique géométrique. En

appliquant 1’opérateur rot et en utilisant la propriété suivante:
rot(rot A) =grad(DivA) - VA (1.22)

ou V? représente le Laplacien vectoriel.

Pour trouver 1’équation de propagation de E, on remplace I’équation (1.6) dans le rotationnel de

1’équation (1.2), on obtient :

oH 0
rot(rot E) =rot(—y—)=—u—(rot H 1.23
( ) (ﬂat) #at( ) (1.23)
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D’ou
rot(rot E) = —u%(s%) - —pg(a;—'f (1.24)
Utilisant 1’équation (I1.22), sachant que Div E=0 selon 1’équation (I.3), nous trouvons :
rot(rot E) =—V’E (1.25)
A partir des équations (I.24) et (1.25), la propagation d’onde électrique est décrite par:
) 0’E
VE- ,ugy =0 (1.26)
Sachant que la vitesse de propagation d’une onde électromagnétique est donnée par :
V= ! (1.27)
Eoldy

Suivant les mémes étapes, nous pouvons obtenir 1'équation d'onde pour le vecteur magnétique du

champ:

o°H

2 =

VH - gu 0 (1.28)

L.2.5 Onde plane

L’onde plane est une notion théorique, c’est un modéle qui sert a simplifier 1’étude des
ondes réelles. En notions complexes, une onde plane monochromatique de pulsation @ et de vecteur

d’onde k s’écrit :

E=E,exp[—i(wt—kr)] (1.29)
H=H,exp[ —i(at-kr)] (1.30)

avece
K- gﬂa)a:%’zu (131)

ou A désigne la langueur d’onde dans le milieu et U un vecteur unitaire choisi arbitrairement.
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[.2.6 Equation de Helmholtz

Appliquée a une onde plane, 1I’équation de Helmholtz conduit a 1’équation de dispersion
qui relie le vecteur d’onde a la pulsation @ . La dérivée des équations de Maxwell par rapport au temps,

en utilisant I’équation se raméne a une multiplication par —iw , donc :

2
gt? =iw-iw-E = -o’E (1.32)

Le terme de gauche de I’équation de 1’onde électrique (1.26) devient dans ce cas :
V’E - ue(-0’E) = V’E+K’E (1.33)
Finalement, nous pouvons dire que E vérifie 1’équation de Helmholtz :

(v2 +k2)E:O (1.34)

L’équation de Helmholtz (1.34), c’est une forme de I’équation des ondes applicables aux ondes

harmoniques. Dans cette équation le temps ne figure pas.

Note : Suivant les mémes étapes nous trouvons que le champ magnétique H vérifie 1’équation de

Helmholtz.

1.2.7 Polarisation de I’onde incidente

La polarisation d’une onde électromagnétique est définie par les propriétés du vecteur champ
¢lectrique E; de ’onde plane incidente dans un plan donné. En effet, le champ électrique de cette
onde plane peut se décomposer selon deux vecteurs indépendants et perpendiculaires a la direction de
propagation. Ces deux vecteurs représentent deux états de polarisation de 1’onde plane, la polarisation
horizontale et la polarisation verticale. Dans le cas d’une polarisation horizontale (transverse

¢lectrique TE) le champ électrique est perpendiculaire au plan d’incidence (voir figure 1.2).

Lorsque le champ H est perpendiculaire au plan d’incidence, on parle d’une polarisation verticale

(transverse magnétique TM).

10
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L v v

Eine

Hinc Hine .

Polarisation horizontale Polarisation verticale

Figure 1.2. Polarisation horizontale et verticale de l’onde électromagnétique.

1.2.8 Les zones de propagation

L’onde é¢électromagnétique n’a pas les mémes propriétés de propagation dans tout I’espace
entourant une source (antenne). Pour modéliser la propagation d’une onde dans 1’environnement d’une
source, on peut distinguer trois zones principales : zone de Rayleigh, zone de Fresnel, zone de

Fraunhofer.

zone de champ proche zone de champ lointain

antenne
parabolique

zonede | ;one de Fresnel zone de Fraunhoffer
Rayleigh

202

[

S
N
==
-

Figure 1.3. Les différentes zones de propagation.

e Zone de Rayleigh
2

. o, A .
C’est la zone la plus proche de I’émetteur, elle est située entre Ey et — ou D est I’hauteur de
T

I’antenne et A4 la longueur d’onde, dans cette zone la propagation se fait sans atténuation.

11
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e Zone de Fresnel (zone intermédiaire)

2 2
Cette zone se trouve entre e et L ici les ondes électromagnétiques se divergent, et c'est a cette

zone que notre étude est réalisée, on note que la zone intermédiaire constitue avec la premiére zone la

zone du champ proche.

e Zone de Fraunhofer

2

Cette zone se situe a trés grande distance de 1’émetteur au-dela de , le champ propagé dans cette

zone est un champ lointain.

L3 Interaction des ondes électromagnétiques avec une surface

Le phénomeéne de la diffraction d’une onde électromagnétique par une surface dépend de la
géométrie de celle-ci. Par exemple, les réponses d’une surface lisse et d’une surface rugueuse a une
excitation €lectromagnétique sont totalement différentes. Dans le cas d’une surface lisse S qui sépare
deux milieux diélectriques de permittivités relatives différentes, soient &, pour le milieu 1 ete,, pour
le milieu 2, I’interaction d’une onde plane (milieu 1) avec la surface S donne naissance a une onde
réfléchie dans la direction spéculaire (milieu 1) et une onde transmise (milieu 2). Ce phénomene obéit,

géométriquement, aux lois de Snell-Descartes

0 =10, (1.35)
nsiné =n,siné, (1.36)

ou n =,/g; (i=1,2) est I'indice de réfraction du milieu considéré, avec 6, et 6, désignent

respectivement I’angle d’incidence et I’angle de transmission.

onde incidnte onde réfléechie

milien 1 m,
milieu 2 | o

1

1

1

I &,

1 onde

1 transmise

Figure 1.4. Interaction onde électromagnétique avec une surface lisse.

12
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Utilisant les deux lois de Snell-Descartes (1.35, 1.36) et les relations de continuité (I.14, 1.15), nous
pouvons définir les coefficients de Fresnel pour les deux cas de polarisation [26]. En polarisation

horizontale, les coefficients de réflexion I, et de transmission (réfraction) t, s'écrivent:

_ n, cosé, —n, cosé,

(1.37)
n, cosé. +n, cos,

H

2n, cos o,

t =
" n,cosé +n,cosh,

(138)

Et a la polarisation verticale, les coefficients de réflexion F, et de transmission t, s’écrivent comme

suit :

S n, cosé, —n, cosé,

= 1.39
" n,cosé, +n,cosb, (.39)

t, = 2n, cos 6, (L40)

n, cosé, +n, cosé,

Dans le cas d’une surface rugueuse, le champ incident se trouve diffracté dans plusieurs
directions, la modélisation de ce phénomeéne peut ce faire soit a I’aide de théories approchées qui sont
basées sur des hypothéses simplificatrices, soit avec des théories rigoureuses basées sur la résolution
numérique des équations de Maxwell. Dans la suite du document, nous traitons le probleme de

diffraction par une structure rugueuse en détails.

0.
onde 1 onde diffractée 1
incidente
0d
milien 1
— . S
N
milieu 2
7, o
onde diffracté 2

Figure 1.5. Interaction onde électromagnétique avec une surface rugueuse.
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I.4 Types de surfaces rugueuses

En pratique, les surfaces rencontrées présentent des irrégularités, ces surfaces peuvent &tre
réparties en deux catégories, des surfaces périodiques et des surfaces aléatoires. La surface rugueuse
périodique appelée aussi un réseau posseéde des irrégularités périodiques. Dans les problémes de
diffusion électromagnétique, ce genre de surfaces modélise par exemple les antennes réseaux, les

composants optiques, les composants micro-ondes...etc.

Les surfaces aléatoires sont utilisées pour modéliser les surfaces naturelles par exemple la
surface du sol ou de la mer, les surfaces de végétations ou encore les surfaces métalliques, . . .etc.

Dans cette étude nous traitons le cas des surfaces rugueuses aléatoires 2D.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les bases du sujet qu’est la diffraction des ondes
¢lectromagnétiques par des surfaces rugueuses, nous avons tout d’abord introduit les équations de
Maxwell et quelques rappels d’électromagnétisme. Ensuite nous avons abordé le concept d’onde plane
qui représente 1’onde incidente qui éclaire la surface rugueuse sans oublier les conditions aux limites
qui décrivent le comportement du champ a la frontiére entre deux milieux. De plus, nous avons
présenté les deux lois Snell-Descartes et les coefficients de Fresnel pour décrire les phénomeénes de
réflexion et de transmission dans le cas d'une surface de séparation lisse. Finalement, nous avons
abordé¢ superficiellement le phénomene de diffraction que nous allons I’étudier dans la suite du

document.

14
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I1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré¢ a 1’é¢tude du champ électromagnétique diffracté par une surface
rugueuse aléatoire. Au contraire des surfaces périodiques qui sont bien connues et bien déterminées,
les surfaces aléatoires telles que les champs labourés et la surface de la mer ne peuvent pas étre
connues avec exactitude, mais il est possible d’en connaitre certaines caractéristiques statistiques. Ces
caractéristiques vont nous aider a mettre une description statistique de la surface aléatoire rugueuse.

Généralement, les statistiques jusqu’a I’ordre deux suffisent a décrire la surface aléatoire.

La connaissance statistique de la surface constitue la base de la deuxiéme partie de ce chapitre,
qui traite la procédure que nous allons suivre, conduisant a la détermination des amplitudes de
diffraction. De nombreuses méthodes de résolution suivant les cadres d’application ont été proposées,
parmi elles, nous nous intéresserons plus particuliérement a la méthode approchée qui est la méthode
des petites perturbations (SPM, Small Perturbation Method), en abordant les deux cas de polarisations

fondamentales, polarisation horizontale et polarisation verticale.

I1.2 Présentation du probléme
I1.2.1 Géométrie de la surface

La géométrie du probléme est représentée sur la figure (I.1). La structure est une surface
rugueuse aléatoire séparant le vide (au dessus) d’un milieu diélectrique (au dessous). L’interface est

un plan aléatoirement déformé de dimensions Lx L.

Milieu 1

Milieu 2
Figure I1.1. Géométrie du probléme de diffraction

I1.2.2 Description statistique

La fonction décrivant I’interface z=S(X,y) est un processus aléatoire gaussien stationnaire

a ’ordre deux, de plus il est centré, cela signifie que sa moyenne statistique est nulle :

16
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(S(x,y)y=0 Y(X,Y) (IL1)

L’opérateur ( ) représente une moyenne statistique. Nous considérons que cette interface présente
une fonction de corrélation gaussienne. La fonction d’autocorrélation statistique Rg (X, y)est définie

par :

2 2
R, (X, y) = 02 exp[— X IJ; y j (I1.2)

ou o représente la hauteur quadratique moyenne et | la longueur de corrélation.

Le spectre de la fonction d’autocorrélation est aussi gaussien, il est donné par :

(a4 57)

FAQSS (a, B) =P rexp| — 2

(1L3)

Sachant que IQSS (a, B) est la transformée de Fourier bidimensionnelle de R(X,y). Comme nous

I’avons noté, la surface est supposée stationnaire au sens large a I’ordre deux, ce qui implique que

’autocorrélation statistique s’écrit également :
Res (%, ¥) =(S(X, y)S(X+ X,y +y)) (I1.4)

De plus, cette fonction Rg(X,Yy)est supposée avoir une mémoire finie, qui disparait lorsque

X,y — 100 [27].

Et pour la méme raison, les propriétés statistiques sont indépendantes de 1'origine des coordonnées de

Xety.

D’autre part, la surface est supposée aussi érgodique au deuxiéme ordre, et la moyenne spatiale

S(X,Yy) de la réalisation S(X,Y) est donnée par :

+L/2+L/2

s(x,y)=lim— I _[ s(x, y)dxdy (IL5)
SRl NP
On définit la fonction d’autocorrélation spatiale par :
+L/2+L/2

Css(x’y)zlmﬁ I I s(x,y)s(x+x"y+y’dx'dy’ (IL6)

-L/2-L/2
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L’ergodicité de la surface implique que ses propriétés spatiales s(x,y) et C,(X,y) sont les mémes

quelle que soit la réalisation.

Selon le théoréme de Birkhoff, pour un processus aléatoire stationnaire et ergodique a I’ordre 2, les

moments statistiques et spatiales sont interchangeables, cela nous permet d’écrire :

(S(x, y))=s(x,y)=0 (IL7)
et

Res (%, y) =Ci (X, Y) (1L.8)

I1.3 Onde incidente

L’espace est rapporté a un triedre orthonormé (Oxyz), muni d’une base orthonormée (x, y, z).
La surface présentée dans la Figure. Il.1, est éclairée par une onde plane monochromatique se
dirigeant vers le bas avec une longueur d’onde A, de polarisation horizontale (%) ou verticale (v). Le

milieu supérieur est assimilé au vide avec une impédanceZ, =120z , le nombre d’onde
correspondant k, =27/4 . Par la suite, les grandeurs, Z,, et k, désignent les impédances et les

nombres d’ondes des deux milieux 1 et 2. On considére une dépendance temporelle en exp(jot) (@

est la fréquence angulaire). Le champ électromagnétique incident est donné par :
Woey (X, Y,2) =hy_exp(-—jk,_r) (IL.9)

Le vecteur d'onde incident Kk, est défini par I’angle de site 6, par rapport a ’axe (Oz) et ’angle

d’azimut ¢, dans le plan (xOy).

Ko =agX+ By —7,2 (IL.10)
avec
o, =k, sing, cosg,
B, =k sing, sing, (I.11)
7o =Kk, C0s 8,
ou: %S&OS% et 0<¢,<2r

On désigne par « r » le vecteur position :
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r=XxXX+yy+12z (IL.12)

La lettre (a) indique le type de la polarisation, lorsque (a=h), la polarisation est horizontale, dans ce

cas le vecteur ¢lectrique est parallele au plan Oxy.

Wom (X Y:2) =Eq, (X, Y, 2) (I1.13)
Et lorsque (a=v) la polarisation est verticale et le vecteur magnétique est paralléle au plan Oxy.

Vo (X, Y,2) = Hy, (X, Y, 2) (IL.14)
Dans le vide, les expressions du champ électrique et magnétique incidents sont définies comme suit :

Eo = (Aymho. + Ay Vo) EXP(=JK,_.T) (IL15)

Pour obtenir I’expression du vecteur magnétique dans chaque milieu, nous pouvons appliquer la

relation d’orthogonalité suivante:

H, 2%/\5 (i=1,2) (IL16)

Le symbole A désigne le produit vectoriel. Donc, 1’expression obtenue du champ magnétique est :
1 .
H, = Z_(_Ao(h)VO— + Ayyho ) exp(=jk, 1) (IL17)
1

Les indices (%) et (v) désignent respectivement les polarisations horizontale (E,) et verticale (H,). En

polarisation horizontale, ona Ay, #0, A, =0 et en polarisation verticale, on a A, =0, A, #0.

Puisque 'onde incidente est une onde plane, k, est perpendiculaire au champ incident, et le
vecteur du champ électrique incident E, est décomposé en deux vecteurs unités h, et v, qui

correspondent aux polarisations horizontale (E,) et verticale (H,) respectivement. Sachant que

(vo_,hy,k, 7k ) représente un systéme orthogonal. Les vecteurs h, et v, sont définis par:

_Kenz 1 s ay) (IL18)

o- = ko A2 2

v, =h, /\& =A(aox+ 5oY) + 20y (IL.19)

ko Kz, k,
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I1.4 Champ diffracté

D’aprés le principe d’Huyghens-Fresnel, les points de la surface se comportent comme
des sources secondaires qui émettent des ondes, le champ diffracté résultant de I’interférence de ces
ondes. Dans cette section, on va déterminer les amplitudes du champ diffracté par la surface étudiée,

dans les deux cas de la polarisation, horizontale et verticale.
I1.4.1 Le développement de Rayleigh

L’approche théorique du probléme de diffraction par des surfaces rugueuses a été¢ introduite
par Lord Rayleigh [22] a la fin du XIX¢éme siécle. Le développement de Rayleigh est obtenu a partir
de la transformée de Fourier de 1'équation de Helmholtz. Il permet d’exprimer 1’onde diffractée par
une série d'ondes planes montantes et descendantes. Ces ondes pouvant étre propagatives ou
évanescentes. L’ application de développement de Rayleigh donne des résultats acceptables pour des
hauteurs faibles de déformation. Ce développement peut ainsi vérifier les conditions aux limites, ce
qui est suffisant pour déterminer les amplitudes et résoudre complétement le probléme de diffraction

par une structure rugueuse.

Nous allons désormais représenter le champ diffracté dans les deux milieux sous la forme de
développements de Rayleigh. Notre but est toujours de déterminer les amplitudes du champ diffracté
qui sont notées par A, (i=1,2) pour les deux cas de polarisation, soit I'indice (#) pour la

polarisation horizontale et I’indice (v) pour la polarisation verticale. Dans le vide, le champ électrique

et magnétique diffracté s’exprime sous la forme suivante :

1 +00 @ +00 . . _—
E= e Lo LC (Apht + AV )exp(=jk;.rdad g (11.20)
1 +00 @ +00 . N .
Hi=12 [ AV +Aghi)exp(=jk; .rdad 8 (1L.21)
1

Dans le milieu 2, les ondes se déplacent vers le bas :

1 4o pto - B o

&= [ (A + Ay va) exp(+ ik r)ded B (11.22)
1 +00 @ +00 B B L

H, = 4’2z, Lo L GA Y, + Ay hs)exp(+ jk; rdad (11.23)

Rappelons que (Vi , h;,K; /k;) est un systéme orthogonal, il est défini par :

Ki =ax+pytyz (I1.24)
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he =02 L ay) (1L25)
ki A Z‘ X
Vi =i AL s py)+ Lz (11.26)
k; iX k;
k2
k'k =k?= n—lz (11.27)

ol y =+a’+f* etk estle nombre d’ondes dans le milieu i. n. =./¢. est I’indice optique du milieu
1 1 r

i et g, sapermittivité relative.

Le signe (+/-) montre la direction de la propagation, soit (+) pour la propagation vers le haut et (-) pour
la propagation vers le bas. y; (i =1,2) sont des constantes de propagation possédant une partie

imaginaire inférieure ou égale a zéro avec :

Yt B rat =k2 | Im(x) <0 (11.28)

1
On note y,, , les constantes de propagation ; qui sont associées a (&, 5,) avec y, =, -

D’apres I’hypothése de Rayleigh, le développement de Rayleigh est valable en tout point de 1’espace,

y compris sur la surface [22, 28,29]. Cette hypothese doit vérifier les conditions aux limites.

11.4.2 Les conditions aux limites

Les expressions générales des champs obtenues par le développement de Rayleigh font

intervenir les amplitudes de diffraction Ay, Ay,, qui représentent les inconnues du probléme.

L’objectif sera de calculer ces amplitudes. Pour réaliser cet objet, nous utilisons les conditions aux
limites a l'interface qui sépare les deux milieux. Sachant que les conditions aux limites stipulent que

les composantes tangentielles, a la surface z=S(X,Yy), des champs électrique et magnétique sont

continues, soient :

[nA(E, + El)]zzs(xyy) =[NAE.], .y (11.29)

[nA(H,+ Hl)]zzs(x’y) =[nAH,], ) (11.30)
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N est le vecteur unitaire normal a la surface, il est défini par :

—S X—SVY+Z
ne X5V 2 (IL31)

Jl+si+s]

avee

os(X,Y)
%= ox
as(x,y) (I1.32)
Sy = T
Les produits vectoriels sont donnés par :
. 1
nahf ==[ax+py+(as, +s,)z | (IL33)
X
+y. Ty Ty
nNAV: =i{[ﬂ—zsij+(ﬂ+;@}y++—7'(asy —,Bsx)z} (IL.34)
ki [\ % x X

L’application des conditions (I1.29) et (11.30) sur les expressions du champ (I1.20- 23) permet d’avoir

un systéme d’équations algébriques liant ces amplitudes de diffraction.

1
472

+ Ay (@ _a°)5(ﬂ_ﬂ°)EXp(+j71s){_(W+}(Sij+(yla+}(ijy+y1(asy _ﬂsx)z}
X X X

Ifff{ﬁ?é(d —a,)5(B— ) exp(+ins)+ A;(;)exp(—j}qs)}[ax + By +(as, + Bs, )z}

k1

APl Khﬁ —Zsij + [—71“ + zsx]y ~as, —ﬁsx)z}}exp[‘l' (ax+pBy)|dadp
7 7 x

kl
ZLJTZJTF:{A?EXP(+JVZS)[aX+ﬂy+(aSX + s, )2

+WK—M—ZSJX+(W+ZSXJV+7/Z(aSy —ﬁsx)z}}exp[—j(awrﬂy)]dadﬁ
2 V4 V4 V4

(IL35)
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J'W{Ao(v) a— ao)g(ﬂ_ﬂ°)eXp(+jyls)+A“V)eXp(_jylS)[ax+ﬂy+(asx+ﬂsy)UZJ
Ziy
_/\)(h)a(a—ao)5(ﬁ—ﬂo)exp(+jyls){ (nﬁws ] (71 . jy+71(asy—ﬂsx)2}
kZ, X X
_Aw ei?z(:1713){(h;f_lsij+[ 7; + 75, ]y—ﬁ(asy —ﬂsx)z}}exp[—l'(ax+ﬁy)]dadﬂ
Foo e AZV EXp +j723
- =1 {“Zf;()[ax+ﬂy+(asx+ﬂsy)zJ
_Az(n)@;ijz(:j)/zs){ (Y;ﬁJrls JXJ{}/} + 75, Jy+};(asy —ﬁsx)z}}exp[—j(ax+,8y)]dadﬂ

(11.36)

Le symbole 6 représente la distribution de Dirac. Nous pouvons écrire les expressions précédentes qui

représentent les conditions aux limites selon les directions X, Yy etZ, ce qui nous permet d'obtenir trois

équations scalaires pour chaque équation vectorielle. On note que les équations scalaires linéaires pour

des directions X et y sont indépendantes, alors que les équations scalaires linéaires pour la direction

Z ne sont pas indépendantes. Donc on va obtenir :

e % i 7B Ai(v)eXp(—j}/lS)
47[2 —© oo|: ¥ exp( Jyls) ( ZSJ —kl
@ ; v EXP(+]7,8 .
_ t(h) exp(+j7,8)+ (7;,3”(5 jAﬂ)k—(z)}exp[—j(ax+ﬂy)]dad,8
2

:%Iﬁj‘j{(hﬂJrls }A'I;—iv)—%}g(a—ao) (B By)exp(+jrs)exp[ - j(ax+By)]dad B

(IL37)

- 0 EXp(—jns
L@f { A e 1718)—[%7—1% LtLul ) k( )

1

ﬂAz(h exp(+J7/2 ) (7za+ZSXjA2(V) eXE(+172 :\exp[ ax+ﬂy ]dad,B
X 2

:4_71# +:I+:{—%—(%+stjAﬁ(v)}(a—%)(y(ﬂ By)exp(+ 7S )exp[ - j(ax+ By) |dad B

(IL38)

i Rl np 1 o a r
2 ,[,:|: [Z A j kZ, Ai(h)EXp( JylS)JerZAi(V)exp( 1715)

Az
(7;/3+ZS jAzm) eizpz(Hﬂ/ZS)_ a )exp(+j7z }exp[ ax+ﬁy ]dadﬂ
1 © @+ ) h v H i
el —wH% 7 jio(z) az?;}5((1—ao)é(ﬂ—ﬁo)exp(ﬂm)exp[—l(a“ﬂy)]d“dﬁ

(1L.39)
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1 J~+°0J+°0 m—ls Ai(h)exp(_j71s)+,BA1(v)eXp(_j7is)
Ag? il || 4 X k.Z, Zy

+(M+st] A eXp(+ir.S) P
V4

.7, _ZZ_XAZ(V) exp(+jyzs)}exp[—j(ax+ﬁy)]dad,8

1 +00 @40 f 1 . .
==l LO K%ﬂ(sx] oz Aoy —Z%Ab(v) }5(05 —a,)3(B - B,)exp(+Jys)exp| - j(ax+ py) |dad B

(11.40)
11.4.3 Méthode de résolution

L’étude du phénoméne de la diffraction des ondes électromagnétiques par des structures
rugueuses peut se faire au moyen de méthodes exactes ou de méthodes approchées. Les méthodes
exactes sont résolues par des méthodes appelées numériques, nécessitant de disposer d’une réalisation
numérique de la surface étudiée. Leur avantage commun est leur robustesse et la possibilité d’intégrer
des phénomeénes complexes comme les milieux anisotropes ou dispersifs. En revanche,
I’inconvénient majeur de ces méthodes est la lourdeur tant en temps de calcul qu’en espace mémoire.
Parmi ces méthodes, nous trouvons la méthode de Monte Carlo [30], méthode des coordonnées

curvilignes (1a méthode C) [16,20] et la méthode des différences finies (FDTD) [17], ...etc.

Au contraire des méthodes exactes, les méthodes approchées ou bien méthodes asymptotiques
sont basées sur les caractéristiques physiques et statistiques des surfaces rugueuses. D'autre part, elles
nécessitent peu de temps de calculs, et sont donc employées pour des applications ou la vitesse de
calcul et la taille mémoire sont plus importantes que la précision. Historiquement, les premicres
théories approchées sont celles des petites perturbations (SPM) [12,32], la méthode des faibles pentes
(SSA, Small Slope Approximation), 1’approximation de Kirchhoff (AK) [13] et l'approximation de
I'Optique Géométrique (OG) [14].

Dans ce chapitre, on va déterminer les inconnues du probléme qui sont les amplitudes des

champs diffractés par la méthode des petites perturbations (SPM).

I1.5 La méthode des petites perturbations (SPM)

La théorie des petites perturbations (SPM) est certainement la plus répondue des méthodes
asymptotiques, elle est aussi, la plus utilisée dans la résolution du probléme de la diffraction des ondes
par des surfaces naturelles [32]. Cette méthode est valable pour des surfaces rugueuses dont la hauteur
est petite devant la longueur d’onde 4. Elle est introduite par Lord Rayleigh [13] pour résoudre les
problémes d'acoustique pour des surfaces sinusoidales (surfaces périodiques). Puis elle a été adaptée

par Fano [13] pour les réseaux optiques. Ensuite, Rice a obtenu la formule explicite pour des surfaces
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parfaitement conductrices et diélectriques monodimensionnelles [33,34]. Cette méthode permet
d’obtenir des solutions approchées valables lorsque les hauteurs quadratiques moyennes sont

relativement faibles devant la longueur d’onde.
I1.5.1 Le principe général

Pour déterminer les amplitudes de diffraction, la méthode des petites perturbations permet de
représenter ’amplitude de diffraction et les fonctions exponentielles dépendant du profil de la surface

par leur développement en série entiére [3].

A, ) =2 A (a.p) (IL41)

s,y

exp(*jxs(x.y)) Z[ 7 o (IL42)

Le symbole p indique l'ordre de perturbation. Donc, on va remplacer dans les expressions précédentes

(II. 37-40) les valeurs approximatives a 1’ordre deux :

A~ AD +A% +AY  (i=12;a=hyv) (I1.43)

((Oa)) correspond a 1’amplitude d’ordre zéro, A(l)) et A (a) correspondent aux amplitudes d’ordre un et

deux respectivement. On aboutit aux expressions suivantes :

mr:{a(a(m A+ m)[l -2 J (2. Zsij[l_ ,-715_715]

Ar® X k, 2

(0) + 2¢ + (2) 2.2
_a( (h) (h) A2(h))[1 J 2S 72 ] (}/Zﬂ +ZS J(AZ(V) A;(V) (V))(1+ jJ/ZS—}/ZZSﬂexp[—j(ax-l-ﬁy)]dadﬂ
V4 V4 2

=1 j: :OKMWLZS jAE(lV) —Oc%h)}ﬁ(a—ao)é'(ﬂ—ﬂo)[l+ in }/128 ]exp[—j(ax+ﬂy)]dadﬁ

(IL44)

I (Oh)) n Alu) 4 Al(Z)) _ }/1252 ra ( A:L(O) + Al(l) + Al((i))) ) }/1282
L I-jns—=— |- Hmas, | L ns-
42 = I 2 X ky 2

_ﬂ(Az(Or)])wLAS) +A§(23)) 1+ ] S_yzzs2 (re, (Aéo) +A§?v)+A§2))
V2 5 ¥ + XS

. 5 [1+ jyzs—yzzsﬂexp[—j(awrﬁy)]dad/j

mr:{_ﬁ%_{m+;(sxj %(v)}g(a—ao)ﬁ(ﬁ—ﬂo)(h i, szsz]exp[—j(awrﬂy)]dadﬂ

" ar? X x k,

(IL45)
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w el (B © 4 AD 4 A ; s © 4 A0 L AQ@) ; ns’
A2 - {_[ ; jklz (Ai(oh) Ai(lh) Al(zh)) 1-jys— 5 +7( 8) Al(lv) A1(€)) 1-jys— 12
2

(0) 4 Al 2.2 2
- Mwsy (Al + Aty + Ay ) 1+ jp,s - 122 — 2 (AD) + A, AR 14 iv,s— L2 | lexp[~ i (ax+ By)]ded B
X k,Z, 2 Zox 2

J‘_*:J‘_*:[ [%ﬁ ]A’(h)_%}g(a—ao)é(ﬁ—ﬁo)(hjyls—}/zjexp[ (ax+py)|dadp

kZ, Zy
(IL.46)
o A ) A
Q= d-o d V4 k,Z 2 Z;LZ 2
. O 1 AL+ AD Yexp(+ j7,5) _ 22 . ) _ 22 _
(}’Z ‘s j( ) kzz(:)) [1+Jyzs_%]_zz%( O+ ((>V)+A2(V))[1+Jy2 72 jexp[—1(ax+ﬂy)]dadﬂ
:471[2 [(%+ s}kiz Ay — T%V)}é(a—ao)é(ﬂ—ﬂo)(l+j;/l 7125 Jexp[—j(ax+ﬂy)]dadﬁ
(IL47)

I1.5.2 Résolution a I’ordre zéro

A Tordre zéro de perturbation (p=0), la surface est considérée comme plane (absence de
rugosité), donc les fonctions qui décrivent les interfaces sont nulles c'est-a-dire que s(x,y)=0. A cet
ordre, I’onde diffractée se réduit a une onde plane réfléchie dans la direction spéculaire, d'ou le

systéme d'équations suivant.

oA + ylﬁ o) — Ay + y;ﬂ oy = ( Py = M'Ab(v)j5(0‘ a,)3(B~py) (IL48)
1 2 l

AR, <1 A A, T A | g+ T o= c)op-)

- Qf A +Z 7 o~ 7/2/3 Aé(h) __Az((v) = (7/1/3 Ao + A)(v)J5(a_“0)5(ﬂ_ﬂ0) (I1.50)

B

(0)
m Tt Ai(V)

—ﬁ ((()\),) _(IZZ A)(h) _Zii'%(v)J5(a_ao)5(ﬂ_ﬂo) (IL51)

La résolution de ces équations nous permet de déterminer les amplitudes a 1’ordre zéro pour les deux
types de polarisation. Ces amplitudes correspondent aux coefficients de Fresnel pour une surface

diélectrique.

En polarisation horizontale, on prend A,,, =0 et on obtient :
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AD (a ﬁ)—” 72 FAnd(a=a)5(5-1,) (I1.52)
Sy (@ B) = ny Amd(a—a,)5(8-5)) (IL53)

Pour la polarisation incidente verticale, on prend A, =0 et on obtient :

A (@ f) = 71k2+ i ()5 1) (IL.54)
Aw(@.f)= Z{tkkz Awd(a-a)(B~15) (I155)

I1.5.3 Résolution a I’ordre un

Dans le cadre du premier ordre de la méthode de petites perturbations, nous pouvons

représenter le champ diffracté sous la forme :
Wi (0 Y:2) = Wo (X ¥, 2) + WG (X ¥, 2) + (3 (%, ¥, 2) (IL56)

\|l(a))(X y,Z) désigne le champ a l’ordre zéro, a cet ordre le champ est réfléchi dans la direction

spéculaire.
O(x,y,2) = A{O’h exp(— jk,,r) 11.57
\I’(a) 1y1 0+ p J 0+ ( . )

k,. estle vecteur d’onde de I’onde plane réfléchie, soit :

Ko, =X+ By + 72 (IL.58)

h,. est obtenu par la relation (IL.18), en remplagant Kk, par K,, . Dans le cas d’une polarisation

horizontale (a=h) :

Wi (% Y,2) =Eg) (x,Y,2) (IL59)
Pour une polarisation verticale (a=v), le champ réfléchi est donné par :

v (% y,2) =H{) (x,y,2) (IL.60)

wE?) (X,Y,2) représente le champ diffracté au premier ordre.
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A cet ordre de perturbation (p=1), nous prenons en compte la rugosité de la surface (s(X,y)#0 surle
domaine[-L/2,L/2]x[-L/2,L/2]). On s'intéresse a la résolution du probléme de la diffraction a

l'ordre zéro (absence de rugosité) et a l'ordre un (présence de rugosité). La solution obtenue a I'ordre
zéro est toutefois une étape nécessaire a la construction de la solution a l'ordre un. A partir des

équations (I1.44-47), on obtient le systéme suivant:

1) D (6]
471T2 J.wj.m(ax(h) 71f21(v) ai(h) J’zf'j‘;(v)Jexp[—j(ax+ﬁy)]dadﬂ
1 2
A AD A
l: ()5((1 ao) (ﬂ ﬂo) k(l) ki)
= a1 s 5 )58~ i)+ yl Ao - A§°’ exp[ - j(ax+ Ay)]dad g
=2l ). 7|k w0 o o ) ) p| -] y
a
;[ A!)(h) a—= ao (ﬂ_ﬂo) 71A1((h) (?r)m)J
(IL.61)
v ol B nahy  BAL 7oA .
ypcd B ( Ay _ 1””— ?“’— zki\;() exp[ —j(ax+ By) |dad B
2
xS AO(V)5(a—ao)5(ﬂ—ﬁo)+&——(%
" kl kl kZ
1 +o0 400 -
:472_2 ) JS%[?”lAi((Oh))_71A0(h)5(a_ao) (/B :Bo)+72 (h)] eXp[—j(aX+ﬂy)]dadﬁ
2 2
N ANANOE A )
—IS—| Ay +_A)v5 a—a ﬂ ﬂ vi|
A 2o ol )L
(I1.62)
1 oo pie 71ﬂA1((1r1) aAi((lg) 72ﬁA2(?h) A2(v) -
— - + - exp| —j(ax+ py) |dad s
4z’ J:w J-w[ kZ,x Ziy k. Z,x Zx [ ( )]
A AL A
{k;) oz Tz Slem®)d(h-F)
171 171
S Ll L0 A (- a0) 35— o) - L AT |Lexp - (ax+ py)]dad 5
2l 1y gz, T Tz, ° °) gz, o
| L8, Lo o)l ) 23
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7/10‘A1(h)

1 1
Af(v)) 720‘A£(h) :BA;&)

=0

kZ,x Zy K,Z,x Z,x

s, %Aw,a(a—ao)a(ﬂ—ﬂo)

Jexp[—j(ax+ﬁy)]dad,b’

A%
k.Z,

A
k,Z

i)

+0

JS—

712 Awd(a~a0)5(f =,

k
+ Js£|:_ﬁ
XL 4

J- +00
—o0

- 472

A cette étape, nous devons appliquer la transformé

utilisant la relation suivante:

A)(V)ﬁ(a —a,)8(f - ﬁ0)+

72

Aé(h):|

|

exp[ —j(ax+By)]dadp

)ty

(hy

(0) (0)
Al AZ(\/)

(IL.64)

e de Fourier (TF) sur le systeme (I1.61-64), en

TF{s(x, y).TF’l[G(a,ﬂ’)5(a—ao)é(ﬂ—ﬁo)]}
=$(a, B)*[G(a.B)d(a-a,)3(B-5)] (11.65)
(a_amﬂ_ﬁo)G(ao’ﬁo)
avece :
TF[s(x,y)]=5(a.p)
TF[s (x.y)]=-jas(a.B) (11.66)
TF[s, (x.y)]=-ip5(a.p)
On obtient
A)(V) Ai((?/)) Aé(o\/)) J
1 ) P=y) o] i+ 202
aZ((h)) 71/;)((” a'jf(h) szl(v) B ) ( Ky K K, $(a-ay.f-p,) (IL67)
1 2 ﬁg[}ﬁf Aoy + 710 Al(O) 720 A;(ov))j
(a_ao)ZO(AJ(V) Ai(v) A;(v)]
ﬂAi((h) 7’1akA1((v) /BAé(h) 7/2‘|3:A§(v) k K 2k2 jé(a_ao,ﬂ_ﬂo) (I1.68)
X X X 2oX _ % 710 Yo p 710 (0) _ Y20 p(0)
Z k1 (V) (v) kz (v)
ﬂO 2 2
1 =710Pn) — Y0P +720A2h
_7/1ﬂA1(h) 10‘/'\1(() 72ﬁA§(h) k aAg(v) o( ™ ( : ( )) jg(a—%,ﬂ—ﬂo) (I1.69)
X X X X

a
+?0(_k1710A0(v) + k17’10A1((?/)) + kzyzoAé(Ov)))
o
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Vi Py + 710 A — 720 Ay
71aAl((lh)) +k1ﬂA1((1v)) 720‘A§(h) ZﬂAg(v) Z ( 10 10 20 )

V4 V4 V4 V4
Z_O(_kﬂ/lvo(v) + k1710A1(v) + kz}’zoAé(Ov)))
o

jé(a_aoyﬂ_ﬁo) (1170)

La résolution des équations (I1.67-70) permet d’obtenir les amplitudes de diffraction. Nous
trouvons les amplitudes a ’ordre un sous la forme d’une somme des composantes directes (aa) et
croisées (ba). La composante horizontale des champs diffractés dans les deux milieux se met sous la

forme :
ADy = Al + Ay 0z i={L2} (IL71)
avec

J71o( - )(ﬂﬂo+0{ao)3(0{ ay, B—15)

%)m) (@)= (7’10 +720)(72 +71)Zlo Ab(h) (172)
O (a,p)= Jk17zo7/1o( _ )(ﬂao aﬂO)SA(a_aO”B_IBO)Ao (11.73)
e (720k1 +710K; )(724'71))0(0 “
_ijlo(kf—kzz)(,Bﬂo+aa0)§(a—ao,ﬂ—,80) 4
At (0.5) = (70 +720) (72 +71) 20 Py (7
kl 20/°10 - 0 0 S(a— 2 )
Al (@, ) = 2k 7in (4~ K2 ) (52— ) S, f— )Ao(v) (IL75)

(720K +710K3 ) (72 +71) 246
La composante verticale des champs diffractés dans les deux milieux se met sous la forme :

A = Al + Al ot i={1,2} (I1.76)
avec

2jKyy2710 (klz - kzz)(ﬂao _ﬂoa)é(a —ay, = 5)

&) —

) () = - - : (IL.77)
A (@, f ZZO(710+720)(k17’2+k27’1) Foo

270 (KZ =K ) (K707 (BB + @y ) =K 25 2% ) S — a5, B~ By)

&) _

w(a f)= — : ,, (L78)
Ao (o Va4 (7’20k1 +710k2)(k17’2+k271) P
Ag?vh) (a, ) = 21k271710(k1 —k )(ﬁoa_ﬂ%)s(a_ao’ﬂ_ﬂ()) Ao (1IL79)

XXo (7/10 +72o)(klz72 +k2271)
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(2,\,) 2 jk, k2710( )[Zo)( +7/2071 ﬂﬁo+aao)]§(a_a0'ﬂ_ﬁo) Ao (11.80)
ZZO(Vzok +710K; )(k17/2+k271)

D’apres les résultats obtenus (I1.72-75) et (I1.77-80), nous trouvons que le champ diffracté¢ est

proportionnel a la transformée de Fourier de la surface diffractante notée par S(a —¢a,, 5 —5,) -

A cause du phénoméne de dépolarisation, le champ est exprimé par ses composantes directes (aa) et

croisées (ba):

Wit (6 Y:2) = Wit (%, ,2) + Wi (x,3.2) (sh

La lettre en indice a droite désigne la polarisation de I’onde incidente, et la lettre de gauche désigne la

polarisation de 1’onde diffractée, avec :

Wy (09,2 = [[ Ky ()80~ t = BN (e Pexp(- i (a pYr)decdp (1182)

Wi (09,2 = [[ Kige (@ 9) 8 -t = ). (e pYexp(- ik (a f)r)dad - (1183)

Sachant que
A((l;a/ab) = Kiaanmay$(@ — &y, - ) (11.84)
ki”_ est défini par la relation (I1.24), avec :
a =k;singcosgp
B =k;sin@sing (IL.85)
y =k, cos@

Le domaine d’intégration dans les équations (I1.82-11.83) est défini par: D = {a2 + B < kz} .

Dans le cas d’une polarisation horizontale (a=h), w,(h)(x Yy, Z) représente le champ électrique au

premier ordre. Lorsque (a=v), \|1,(v) (X,Y,2) représente le champ magnétique au premier ordre. Les

composantes du champ magnétique et électrique dans les polarisations horizontale et verticale

respectivement, sont obtenues a partir des relations d’orthogonalité entre le vecteur électrique et le
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vecteur magnétique et le vecteur d’onde des ondes planes élémentaires des intégrales définies par
(11.82) et (I1.83).

I1.5.4 Résolution a I’ordre deux

Les amplitudes d’ordre deux (p=2) peuvent étre déterminées par l’utilisation des résultats

obtenus a ’ordre zéro et a I’ordre un. A partir des équations (11.44-11.47), nous pouvons écrire :

1

4r?

+eoj+ao
]

1 +o0 @40
- 2 —0 I—TX)

1 +o0 (400
2 J) j—oo

1 +o0 +00
- 2 —0 j —00

1
xL

{J_(ﬂhﬂ ) +ﬁ72A§?h)

aAfy + }/1/3 Ai( ah? +L ﬂ Al }exp[ ax+ py)|dadp
i~ an A +ay,AY +y12—ﬁAf”—y22—ﬂ
2\ (h 2 K, V) K,
52 ay, Ai((oh)) —ay, Aé?li) +ay, Ao(h)
:B72 (0) :B71 ﬂ71
+ & o A“V) k, How S(a—a,)5(B-p,)exp| -
+js al[ 7 A\)(v) 72 Az([()a) - Ai(v)j
ﬂAi((h) Ai((zv)) ﬂAéfﬂ) - }/2 (v):|eXp[ ax“’ﬂY)]dadﬂ
ki

[©] 1)
g g | ’*Mﬂexp[ (e )]

I(2 kl
52 ﬂVlAi(o) ﬂ?”zAé +ﬂ7/12A0(h)
27| + 0% © 7/2 ©
oK Ab(" 0~ A S(a—a,)5(B- B, )exp| -
7 v 7
_+js S){(ki ((?,))+kz %‘k_iAo(v)J ]
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1) 1)
(R)}Syz[ﬂ‘” Aﬁ‘“ﬂexp[—j(aﬂﬂyﬂ
l 2

j(ax+ﬂy)]

j(ax+/3y)]

‘dad g

(11.86)

dadp

(11.87)
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e l i 71ﬂ 2 2 2 2 .
4” T Zk i 21 e Z ((v)) o }eXp[‘J(aXJ’ﬂy)]dadﬂ
s(_prt B3 an L oAb
. ;[‘T”*“@ L5+ L ZA;R)] [ oy )
_ 1 e _52 ;313 ‘7‘12 ﬂl 0 0‘1 0 az 0
_W-L .Lc a[klg Aoy + Z}/ Aoy ~ ” Ai(h) Z k ((%)4,2771 <(V))_T7Z %j . [dad g
+ S(a—ay)8(B-B,)exp[—j(ax+By)]
+]-Sy5}([zyi( (((Jr)x) }/1 ((h) k}; A\)(h)]
(I1.88)
40 pto ] ra ﬂ ﬂ ¥,
LO Lo { - Z o "z ) sz AQy |exp[~i(ax+ py)|dad
I a}’l ® 0(}/2 ﬂ}/l ﬂ72 Ai((la) Az(?h) ; |
Ai(h) Zk, A2(h Ai(v) Az(v) Zk, m eXp[—j(aX+ﬂy):|
ay? a7 ay
l +00 (40 2 N " AU(h) : AjF(Oh)) 2 A§O)
-2 [ st 2k dadf
I 2% e ,6’7 /37 .
AP B | staa)s(- el )
1
; ip@ _ Y2 p@ , N1
+js,sy| —
I 1S, Z( Zk, Ap — Zk, Ay Zk, Ao(h)J |
(11.89)

On applique la transformée de Fourier sur le systéme (I1.86-11.89), en utilisant les relations suivantes:

TF{s(x.y)TF*[G(a.f) (e ~a0. - 55,) ]}
=8(a. B)*[G(a.p) 18(a~ap. B~ 1)) (1L90)
JG ' B)8(a'~ 0y, B~ fB)S(a—a', B~ f)dad B
et
TF{s(x,y z,TF—l[G(a,ﬁ)a(a_ao)a(ﬁ_ﬂo)]}
=T ( )*[G a,B)S(a—a,)5(B-PB,)] (IL91)

=(8(a. f)*8(. ) *[G(@. f)3(a— ) 5(5 - )]

Le symbole * désigne le produit de convolution. Le systéme d’équations obtenu est :
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m k v o+ v)
1

£|:a @ 71:8 () AéZ) 72,3 Az(Z):|
Ve

ao7/1 ©) 0‘072 0‘071A ﬁo?’z © ﬂ071 ) ﬁ071 (I1.92)
A Az Ay + Awy — AOV F(a'\p')Mda'dp
[ 27, M~ mt 225 o ZZok O Tk ) ” e
' 2 o (1) 1)
a'y, a'y viB 728 Aw Ay A
+ﬂH 2y 2 T T L5 ) [ 6 2] e (o pycras
1 7
_{ﬂ ((zh))_;_1 (v) - BA; (h) k2 (3)}
2 a a 3a (I1.93)
{ﬂo?ﬁ Ai(h) ﬁo7’z Aé((Jr)]) ﬂo}}(/l A\J(h) 71k10 Ab(v) 7’1 OAi((v) 77( ) (o) jJ‘J‘F a ﬂ)da 4B’
' ) (1)
+J‘J{ (ﬂ " Al(l ,57/2 Azl) 7’1'k ((13)_‘_;2'0'(! (R)j'k(a_a) [Al‘z((v) Ali( HF((Z',ﬂ')da'd,b’
2 2 1
LA ekl kA 7
P 1 (h) 174 (v) =72 (h)
2k DN o 11.94
[“;7;;“1 A — 7’1,30 Ai((oh)) 7zﬂo Aé?ﬁ) 7150 Ao(h)+0‘;7;; 1 ((Ov)) 0‘072 2 AZ(V)]IJ.F(a’IB )da dp ( )
0 0 0
' k ’ ’ 1
+[]- ( 75 MZAZ “”klASV% a;;;z.zAz(?v)jF(a,ﬁ)dadﬂ
1
;[71ap’1((2r3)+ﬁk Ai((zv)) (2) y T (2)):|
1 , 11.95
:2;( ( aoylAJ(h)+a07/1A1(h)+a072A2(0) +ﬂ07/1kAJ(v)+ﬂ0}/1 Ai(v) ﬂoﬂ/zzk (?\)/) ”F a ﬂ)da dag ( )
0
+.”_ Ay = 72 B0 + B 7k AD, + 57k AL )F (o e d 5
avec
F(a'\p)=8(a—a',B-B)S(a' . B - ) (11.96)

Les expressions de (I1.92) a (I1.95), nous permettant d’obtenir les expressions finales des amplitudes
sous la forme d’une somme des composantes directes (aa) et croisées (ba) pour chaque type de

polarisation :

avec
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(2)
(hh)

_ 7/10(k22 _klz)(7/20 +7,) (BB + )
(72 +71)(710 +720)ZZO

Ij:jj:F(a',ﬂ')da'dﬁ'A,(h)
AV (ﬂa'_ﬂla)(ﬁ'ao_alﬂo)

2710 2 172"‘71 ) XxX'x' e o o
wF(a’, d
(r2+ 1) y2°+yloj L (BB+a'a)(B'By+a'a) AP Fpledf
(71+7 ) 207 X

(1L98)

A.(hv
_ k171o(k22 _k12)(k22 +7z720)(ﬂao _aﬂo)

(72 +71)(k22710 +k12}’zo)}(7(o L” J-m F(al’ﬂl)daldﬂlp\?(v)

Kx' 2z (Ba-pa)
(Zl2+7'27I1) '

2k1710(k22 _klz) 40 pac0
1N

_(}/ +7)(k2}/ o .)(ﬂ'ﬁ+a'0l)(ﬂ'ao—a'ﬁo) F((Z',ﬁ')da'dﬂ'Ao(V)

I
720(k22_k12) (Z Vel ' XoX'
(k127lz+7/l1k22) 'y (ﬂ'ﬁoJralao)(ﬂal_ﬁla)
R '

(I1.99)

Aé(hh)

710(aa0+ﬁﬁo)(720(7’120+7220)+7’1(k12—k22)) o oo
= F(a',p'Yda'dg' Ay,
110(71+72)(710 +J/zo) '['w 'L“ (0( ﬂ) @ df" Aoy

nys  (@B—ap’) (Ba - Ba')

27’10(k12 2 J- J‘M 27’1’+k127£) xx' X %o
(710"'720)(71"‘7’) D 1 (aa’+ﬂﬂ')(ﬁ’ﬂo+a’ao)

’

(h+r) 2%

F(a,p'Yda'dB Ay,

(I.100)

Aé(hv)

71ok1(71720_kzz)(kiz_kzz)(aoﬂ_aﬁo i
= y )da'd
}(}(0(]/1+72)(]/20k12+710k22) A )l[):[; o f)daldf

v ”2 (aa,+ﬂﬂ,)(ﬁ’a0_a,ﬂ0)
ki}’zo(kz kz) (}/172 “ ) ' X7

24 (k% —k? i | (K2 4+ K2y ) ‘a_ o\ ( ,
- k) (AR (Ol PR ) e paap
(71"'72)(720'(1 +7’1okz)m4

XX X %o
gy (@B-ap)

’

(rirs+2?)  xx

(IL101)

La composante verticale des champs diffractés dans les deux milieux est donnée par :

A((zv)) A((Zv)h) + Aﬁ((w) ot i =1{1,2} (I.102)
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avec

Ai(vh)

:k17/10(22_ )(k +72720)(0t0ﬂ B) J- J-

a LAYda'dgt A,
(k1272 +k271)(710 +720) XXo )d ®
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e B (B ) L (ﬁ'ﬂ+a'a)(ﬂ'aoa'ﬂo)}

V748 X' Yo 20X
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(I1.103)

(2)

(w)
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Aoy
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D’apres les résultats (I.98-101) et (I1.103-106), nous pouvons voir que le champ diffracté a I’ordre

deux s’accorde avec le produit de transformée de Fourier de deux fonctions du profil diffractant.

I1.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a déterminé les amplitudes du champ diffracté par une surface rugueuse
bidimensionnelle par la méthode de petites perturbations (SPM). A partir de l'ordre zéro qui représente

une surface lisse nous avons passé a l'ordre un et déterminer les amplitudes A((lr)] »y qui dépendent de la

(2)

transformee de Fourier de la surface puis I'ordre deux qui nous permet d'obtenir les amplitudes Ajy,

qui prennent une forme un peu complexe exprimée par une intégrale dépendant d'un produit des

transformées de Fourier des surfaces.
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CHAPITRE III

Etude statistique du champ total diffracté par une

surface rugueuse 2D

II.1 Introduction

1I1.2 Etude de la stationnarité du champ total
II1.3 Etude de I’érgodicité du champ total
II1.4 Résultats numériques

II1.5 Conclusion
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II1.1 Introduction

L’objectif de ce troisieme chapitre est principalement d’étudier la stationnarité et 1'érgodicité
du champ total diffracté par une surface rugueuse aléatoire 2D. Selon la méthode SPM, le champ total
est défini par la somme des champs incident et réfléchi dans la direction spéculaire ainsi que le champ
diffracté par la surface rugueuse 2D a I’ordre un (IL.56). Comme il est présenté précédemment dans le
deuxiéme chapitre, cette surface est qualifiée rugueuse aléatoire. Le profil de la surface étudiée dans
cette these représente un processus Gaussien stationnaire caractéris€¢ par des parameétres statistiques

telles que la moyenne (IL.1) et la fonction d’autocorrélation (I1.2).

En nous basant sur ces notions, nous étudierons le comportement statistique du champ total et
plus particuliérement la stationnarité et 1'érgodicité. Ce concept traduit la capacité d’un processus a ne
pas dépendre d’un point d’observation. On comprend ainsi qu’une telle propriété est d’une grande
importance pour modéliser un champ stochastique. Pour conclure ce chapitre, des résultats de

simulation sont exposés dans le but de valider les résultats théoriques obtenus.

I11.2 Etude de la stationnarité du champ total
I11.2.1 Stationnarité au sens strict

La stationnarit¢ est une propriété particulicrement importante pour I’analyse des signaux
aléatoires. On dit qu’un processus est stationnaire au sens strict si sa densité de probabilité (PDF) dans

notre cas est indépendante des coordonnées de 1’espace X, yetz.

I11.2.2 Stationnarité au sens large

Pour étudier la stationnarité au sens large du champ total, il suffit de montrer que les moments
statistiques de premier et de deuxiéme ordre (moyenne, variance, densité de probabilité,...) sont

indépendants de coordonnées de I’espace X, yet z [40].

Donc I’objectif de cette partie c’est de déterminer :

- La moyenne statistique.
- La variance statistique.

- La fonction densité de probabilité (PDF) statistique.

Notons que la stationnarité au sens stricte implique, bien entendu, la stationnarité au sens

large, alors que la réciproque n’est pas nécessairement vraie.

Dans cette étude, on va s’intéresser uniquement au champ diffracté dans le milieu 1 (le vide),

c’est pourquoi on va utiliser dans la suite, les symboles k ,V,h, Kk, Kaayt Kpa @ la place de k;,
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Vi, hi K Ky et Kig, - Le profil sera étendu a I’infini (L — o) . Le probléme sera traité selon

I’angle d’incidence.
I11.2.3 La moyenne statistique du champ total

On peut obtenir le moment d’ordre un de la composante <%, ;> dans la direction

0i (i=X,Y,2) du champ total <V, > c'est-a-dire la moyenne statistique en utilisant les équations

(IL56) et (I1.82-83).

<YW >= (‘//O(a),i (x,,2) + V/((g)), i (x,y,z))+ < \PE?), i(x,p,2) > (OLT)

Les crochets < > désignent toujours la moyenne statistique. En tenant compte que la surface étudiée

représente un processus centré (I1.1), la moyenne statistique de <‘I’Ela)) i > est donnée par :

(W) =~ [ [ K gy (@ B8~ . B~ ) ¥, B exp(= k(e Hr)dardp - (1112)

Ar?

Ona
+L/2+L/2 . )
($(@-apB=B))= [ [ (s(xy))el el dxdy =0 (11L3)
—L/2-L/2
On obtient ainsi :
<\P&)) i > =0 (111.4)

Ce qui implique que la moyenne statistique <, ; > de la composante ‘¥, ; (i=X,Y,z) du champ
total par rapport a la direction Oi est définie seulement par la somme de la composante incidente

Woayi (XY, 2) et la composante réfléchie \4/8;'i (X,¥,2) dans la direction spéculaire :

<Y i >= Vo (% Y- + W) (%, Y, 2) (IIL5)

A partir (IIL.5), nous trouvons que sous I’incidence oblique (8, # 0 ), le moment statistique de premier

ordre du champ total <%¥, ;> dépend du point P(X,y,z), alors que sous I’incidence normale

(6, =0), il dépend seulement de I’altitude z.
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II1.2.4 Le moment statistique d’ordre deux

2

Le moment d’ordre deux (W, ;

), encore appelé variance, est obtenu a partir des équations

(I.56), (I11.82-83) et (IIL.5). Sachant que la moyenne statistique de la surface est nulle (IL.1), la

moyenne statistique de (¥ ) sera aussi nulle (II1.4). Dans ce cas, la variance correspond au

(a),i

. du champ total.

a), i

moyennage sur le carré de la composante V'

variance = (¢, ;) (I11.6)

Avec
(Plyi) = Wowy i + Vi )° +(PE0D (11L.7)

ou

1)2 1 CBYS S(a’ I
Py :W'[;[L[ Fai(@ B)Fai(a . B)XS(a—ay, B- B)S(a'-ay, '~ B)) (I11.8)

Xe*i(waﬁxefj(ﬂhﬁ')y e*j[}/(”‘ﬁ)*}/(ﬂf'vﬁ“)]zdadﬁdaldﬁu

avec D':{a'2+ L7 < kz}et F(a)yi(a,ﬂ) représente seulement une expression simplificatrice, elle est

définie par:
Fayi (@ 8) = K (@, BN (a, B) + K oy (@, B)Vi (2, B) (IIL.9)

Par la suite, on va noter la variance par (\ngi). Afin de déterminer (\Pﬁla)fi) , nous devons

calculer (S(a —a,, B— B,)S(a'—a,, B'— B,)) » en utilisant les expressions (I1.4) et(I1.66), nous trouvons :

+L/2+L/2+L/2+L/2

<§(05_aoaﬂ_ﬁo)é(al_ao’ﬂ'_ﬁo»:j f I j RSS(X—X',y—y') (IH.IO)

-L/2-L/2-L/2-LI2
><ej(orﬂ)ro)xeJ'(/?f/io)yei(or'*oro)X'eJ'(/3'7130)y'dXdde-dy-

On pose

(IIL11)
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Ce changement de variable (III.11), change le domaine d’intégration, ce qui nous permet d’obtenir

apres quelques manipulations algébriques (Annexe A.1) la relation suivante

<S(a—ay,B-B)S(a' -, B ﬂo)>—j szs(u V)(L—[u)(L- |v|)smc[ —a)(L- |u|)]

xsinc[(ﬁ Zﬁ —ﬂo)(L—|v|)jexp(+J(a—a')§>exp(+j<ﬁ—ﬂ')§)dudv
(IIL12)

Avec

sincx =X (ITL13)

Nous rappelons que la fonction d’autocorrealtion a une mémoire finie. En utilisant la propriété

suivante de la distribution de Dirac :
. . oL
Ile L sch =276(a) (1I1.14)

A grande distance c'est-a-dire lorsque L — +o0, nous pouvons écrire

lim (S(a—ay, = By)S (e~ a0, = ) =

. a-a' f-p' (11IL.15)
47125(0! +a'- 2a0)5(ﬂ + ﬂu_ 2130) Rss (TvT)
En remplagant (II1.15) dans 1’équation (II1.8), ce que nous permet d’écrire :
g 12a0xa=i2h0y
<1P(22i>_ - 2 Fa|(a ﬁ) a|(2a _avzﬁ _/B)
(a), 4l DﬂD @ (@i ° (I11.16)

sts(a ay, - ,B)e ey ey Gaoa 25=Ple dad,B

avec D,=D(a-2a,,-28,) et y=+k’—a’—p°. Finalement, en substituent (IIL.16) dans

I’équation (II1.7), nous déduisons 1’expression de la variance

(¥} = (v, |+‘V(O)|) + e e JZﬂOyJ‘I i@ P)Fq Cay—a, 2, - p)
(a), (a), (a), a) (a) (HI 17)

% IQSS (a _ao’ﬂ_ﬁo) e J[V(ayﬂ)W(Z%*ayZﬂo*ﬂ)]ZdadIB
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Prenant en compte que la distribution de Dirac réduit I’intégration quadruple a une intégration
double. A partir (II.17), nous trouvons que sous ’incidence oblique (6, #0), le moment statistique de

2

(@.i» dépend du point P(X,y,z), alors que sous

deuxiéme ordre du champ total complexe (¥

I’incidence normale (6, =0), il dépend seulement de I’altitude z. Nous pouvons remarquer aussi

que :
lim (P =0 (II1.18)
Ce qui implique que
lim (¥ 0 = (Woyi + Vi, )° (1IL.19)

I11.2.5 La moyenne statistique du module du champ total

Nous pouvons obtenir la moyenne statistique de ‘\P(a),i a partir de ’expression (I.56), nous

obtenons la relation suivante :

2 2 2
<‘\P(a),i >=‘\V0(a),i+\lf§2§,i‘ +<“PE?),i ) (I11.20)
Ona
2 1 . A -
(P )=z || || Fayi (e ARG (@' B)S(a =y, B~ £)S ('~ o, B~ o))
Reetl 16”4[!.[! (@ ) ° ° ’ ’ (II1.21)
xe—i(a—a')xe—J(ﬁ—ﬂ')ye*J[y(aﬁ)*r(a'vﬂ')]Zdadﬁda-dﬁ.
avee
+L/2+L/2+L/2+L/2
Sla-ag.f-p)S (@=ap.f-BN= | [ | | Rex=x,y-y)
-L/2-L/2-L/2-L/2 (11122)

x @1 (@ eXgI(-R)Y gile-a)X g=itA"~/)Y gy dydx " dy

Le changement de variable (III.11), nous permet d’obtenir aprés quelques manipulations algébriques

(Annexe A.2), la relation suivante
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<S(a-ay, B-B)S (@' —a0. B~ ) >= | | Rss(u,v)(L—|u|)(L—|v|)sinc[(“‘2“'>(L—|u|)]

(I11.23)

xsin c((ﬂ_Tﬂ)(L—|v|)jexp(+j(a ta —ao)u)exp(+j(ﬂ;ﬂl — B,)v)dudv

L’astérisque * désigne le conjugué complexe. Appliquant I’expression de la fonction delta de Dirac

(II1.15), nous conduit a :

1im (S~ i~ fp)S (@'t = ) = 476~ )3( - IR (P50, 2L )
(I11.24)
En remplacant (I11.24) dans I’expression (II1.21), nous déduisons I’expression de <‘\PE?), i ‘2>
qed,[H= ﬁ ij |Foyi (. B Ry (@—a, - ) dad (I11.25)
En substituent (I11.25) dans (I11.20), nous obtenons I’expression finale de (“P (@).i )
(] )= Vo + @[ + I [|Fi(@.B)| Rs(@—ay. B ) dad (I11.26)

Nous pouvons déduire, a partir des expressions (I11.17) et (II1.26), que sous ’incidence oblique, le

moment statistique de deuxiéme ordre du module du champ dépend du point d’observation P(X,Y,z).

Mais sous ’incidence normale, il dépend seulement de ’altitude z.

I11.2.6 Les moments statistiques d’ordre 2 des parties réelle et imaginaire du champ total

Pour L — o, nous déduisons a partir les (I11.17) et (I11.26) les variances o et o’ de la partie

réelle W, ; et la partie imaginaire ¥ ,), ; de la composante ¥, ; comme suit :
1 2
E[<\\P(a>,i )+ Re((¥ ) )] -RE* (< ¥,y >) (II1.27)
2 l 2 R 2 I 2
o —E[<\‘I’<a,,i )—Re((Y o) )] - IMm* (< ¥y >) (I11.28)

On note I'y, la covariance de la partie réelle et imaginaire de la composante ¥, ;, elle est exprimée

a,i?

par :
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Ty = L IM((¥ .,:)") —Re(< ¥

=5 >)Im(< ¥

>) (II1.29)

(a).i (a),i

D’aprés (I11.27) et (I11.28), les variances statistiques des parties réelle o7 et imaginaire o’
sont exprimées en fonction de la moyenne statistique<'¥, ;>. Selon la formule (IIL5), les

composantes incidentes et réfléchies du champ par rapport a la direction Oi sont différentes de zéro,
d'ou les parties réelle et imaginaire des composantes du champ total sont non centrées avec des

moyennes différentes (W ;) # (¥, ;) . Par ailleurs, les équations (IIL.17) et (II1.26-29) montrent que
ces variables aléatoires V). et W, ; sont corrélées c'est-a-dire que leur covariance n’est pas nulle

(T, #0), avec des variances différentes o7 # o7 .

Compte tenu de ces résultats, nous constatons que sous I’incidence oblique, le champ total
n’est pas stationnaire au sens large, car ses moments statistiques de premier et de deuxiéme ordre
dépendent de coordonnées de 1’espace. Par contre sous I’incidence normale, le champ total représente

un processus stationnaire au sens large pour une altitude donnée z.

I11.2.7 Lois de probabilité du champ total

Les expressions (I1.82) et (I.83) sont des transformations linéaires du processus Gaussien

S(x,Yy), et par conséquent le champ total est aussi un processus Gaussien. Dans ce cas, la densité de
probabilité est entiérement déterminée par cinq parameétres qui sont les moyennes statistiques des

parties réelle (‘¥ ,g ;) et imaginaire (‘¥ ;) du champ total, les écarts type oy , o, et la covariance

I';, des parties réelle et imaginaire respectivement. Nous pouvons exprimer la densité de probabilité

conjointe des parties réelle et imaginaire [3]-[41] :

1 (u _<lP(a)R,i>)2

u,v) = exp{—
Pl e @ P 2 ) o (11130)
_ 2p (U - <T(a)R,i >)(V - <lP(a)|,i >) I (V - <\P(2a)|,i>)2 ]}
ORrO, O,
ou p est le coefficient de corrélation. Il est donné par
Yo :i (IIL.31)
ORrO,

En passant en coordonnées polaires
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Re[ ¥, |=mcosg (111.32)
Im[ %, |=msing (111.33)

On trouve que m est le jacobien de la transformation aux coordonnées polaires, —z<@¢<+x. La

densité de probabilité conjointe du module M et de la phase @ s'écrit sous la forme suivante :
Puo (M, #) = Mpg, (MCos g, msin ¢) (II1.34)

Au point d’observation P(X,y,z), sous une onde incidente de polarisation (a), et aprés quelques

opérations mathématiques, nous obtenons la densité de probabilité bidimensionnelle de module M et

la phase @ :

g,(m)
27040, (1- p°)

Puo (M. @) = 77 €Xp[ 9, (M) cos(2¢ — £) |exp[ g, (m) cos(4 - 9)] (IIL.35)

Avec

mz(aé +0,2) O-|2<\P(a)R,i>2 + O-é<lP(a)l,i>2 PP i X ayr 12

m)=mexp|— € € I11.36
W aioia )T aoieiap) 0 o) |
2[( 2 _2y2 2 2 _2q2
g, (m) __Mm [(UR;iI )2 +40‘§G|p ] (I1L.37)
oo, (1-p°)
m
g;(m) Zm[aé (0¥ @2 0, p<\P(a)R,i>)2 +o1 (o, (P (ari) ~ O'Rp<'"P(a)|,i>)2]l/2 (IIL.38)
RO
¢ =arctg [%] (I11.39)
Or 0
9= aI’Ctg[O-F; <T(a)l ,i> — PORO, <\P(a)R,i>] (I11.40)

0, <T(a)R,i> — PORO, <T(a)| i’

IIL1.2.7.1 La densité de probabilité du module

La densité de probabilit¢ (PDF) du module M est obtenue par I’intégration de 1’équation

(IIL.35) par rapport a ¢, aprés quelques opérations mathématiques, nous obtenons I'expression

suivante:
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9,(m)
2rnoz0,(1-p

Py (M) = 7y f exp[g, (m)cos(2¢ - ¢)]exp[g;(m) cos(4 — I)]d¢ (ITL4T)

Pour exprimer exp[g, cos(2¢ —¢)] et exp[g, cos(¢ — )] en fonction des séries de fonctions Bessel de

premigére espece, nous utilisons 1'expansion de Jacobi définie en référence [31], on en déduit (Annexe

B.1) donc:

g,(m)

P () = 0x0, (1= p?)

77Ul 92 (M)11,[95(M)]+ 22 1.[9,(M)]1z,[gs(m)]cos[n(29 - )]} (111.42)

. (g) est le n“™ ordre de la fonction Bessel de premicére espéce modifiée [43], il est défini par :

1,(9) =% j_*:e‘”"‘l exp(g cosg,)dg, (I11.43)

avec: ¢—9=¢,.
I11.2.7.2 La densité de probabilité de la phase

Par ’intégration de (II1.35) par rapport & m, aprés quelques opérations mathématiques, nous

trouvons la densité de probabilité (PDF) de la phase du champ diffract¢ ® (Annexe B.2):

1- p2)2
Py (4) = oro, (1-p%)

2(c? cos’ ¢ — 20,0, pCOS ¢Sin ¢ + o sin’ §)

O-I2<Llj(a)R,i >2 + U§<qj(a)|,i>2 — 2030, p<lp(a)R,i><\{I(a)l,i>
20701 (1-p?)

x {1+ £ exp(+£* (#)L+erf (£(p)]}

xexp[—

] (111.44)

ou

1 1
ozo (L= p*)"?

x |:GR (ox <\P(a)l 20, p<\P(a)R,i ))sing+o, (o, <‘P(a)R,i> - GRp<‘P(a)I,i ) COS¢]

s(#9)=

1/2

X
[0 + 07+ (0 —07)C082¢ - 2p00, Sin 24] (I11.45)

erf (&) est la fonction erreur [33], elle est définie par:

erf (&) = % jj exp(—t2)dt (I11.46)
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D’apres les équations (I11.42) et (II1.44) nous pouvons constater que sous une incidence
oblique, les densités de probabilités du module M et la phase @ dépendent du point d’observation

P(x,y,z). Pour une altitude donnée z, sous l'incidence normale, les densités de probabilité ne

dépendent pas des coordonnées X et Y.

I11.2.7.3 Cas particuliers

A partir des équations (II1.42) et (II1.44) qui représentent le cas général des densités de

probabilité du module M et de la phase @, nous pouvons déduire trois cas particuliers (Tableau II1.1).

En résumé, nous pouvons dire que sous 1’incidence oblique, les moments statistiques de

premier et de deuxiéme ordre dépendent du point P(X,Y,z). Ceci veut dire que, le champ total n’est

pas stationnaire au sens large (stationnarité a ’ordre 2). En conséquence le champ total n’est pas
stationnaire au sens strict. D’autre part, on a montré que sous 1’incidence normale, les moments
statistiques de premier et de deuxiéme ordre dépendent seulement de I’altitude z, donc pour une valeur
donnée de z, le champ total représente un processus stochastique stationnaire au sens strict car les

densités de probabilité¢ (PDF) ne dépendent pas de coordonnées de 1’espace.

PDF du module PDF de la phase
<T(a)R,i> = <\P(a)l ,i> =0
o o # 0o’
cas n°01 R ! Loi de Hoyt Distribution non uniforme
p#0
<lP(a)R,i> = <\P(a)l ,i> =0
2 2 Distribution uniforme
Cas n°02 Or TO Loi de Rayleigh [34]

=0 entre 0 et 27

<\P(3)R,i> * <\Ij(a)l,i>

2 2
Cas n°03 Or =0, Loi de Rice Distribution non uniforme
p=0

Tableau III.1 Cas particuliers
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I11.3 Etude de I’érgodicité du champ total

II1.3.1 Introduction

Dans cette deuxieme partie du chapitre, on va étudier de maniere détaillée 1’érgodicité du
champ total, afin de bien modéliser le probléme. La surface rugueuse est considérée comme un
processus aléatoire Gaussien qui vérifie certaines propriétés spatiales telles que la moyenne (IL.5) et la
fonction d’autocorrélation (I1.6). D’aprés ces propriétés la surface est spatialement centrée, de plus,

elle est érgodique au deuxieme ordre.

Dans un premier temps, nous devons donner une définition a 1’érgodicité d’un processus
aléatoire. L’importance de cette propriété réside dans le fait de créer une liaison entre les moments
statistiques et les moments spatiales. Ensuite nous allons présenter les moments spatiales du champ
total et ses distributions du module et de la phase sous l’incidence normale et oblique, en tenant
compte des propriétés spatiales de la surface rugueuse. Dans le cadre de la méthode SPM [12, 13],

cette étude est basée sur les expressions des champs au premier ordre de perturbation.

On dit qu’un processus aléatoire est ergodique lorsque ses moments spatiales existent et sont
indépendants de la réalisation c’est-a-dire qu’ils peuvent étre obtenus a partir d’'une seule réalisation
du processus aléatoire. De plus, 1’érgodicité au second ordre nécessite que les moments spatiales
jusqu'a I’ordre deux ne changent pas d’une réalisation a une autre. Il faut noter que le concept de
I’ergodicité renforce la notion de stationnarité puisque 1’érgodicité implique la stationnarité tandis que
la réciproque n’est pas forcément vraie. Ainsi que le théoréme de Birkhoff (1931) qui affirme que si
un processus aléatoire est ergodique d’ordre n, alors ses moments spatiales et statistiques sont égaux

[28].

I11.3.2 Moyenne spatiale du champ total

Soit s(X,Y) une seule réalisation du processus aléatoire S(X,y) selon une surface horizontale

a Daltitude z,. Nous considérons z//(a)(x, Y,z) le champ diffracté par cette réalisation. Alors la
moyenne spatiale de la composante w,,;(X,Y,2)dans la direction 0i (i=X,Yy,z) du champ total

W (X,Y,2) peut étre estimée par

+L/2+L/2

‘/’<a>,i(Zo)=[iﬂ;? f f Wi (XY, Zo)dxdy (I11.47)

-L/2-L/2
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D’autre part, la moyenne spatiale de v, (X, Y,z) est définie par la somme des moyennes spatiales de

ses composantes du champ incident, réfléchi et diffracté. Les équations (I1.9), (11.56), (IL.57) et (I1.81)

permettent d’écrire :

Y (20)=Wo@y + ‘//((e?)),i) + ‘/f((ig,i (1IL.48)
avec
+L/2+L/2
(‘//O(a),i + ‘//((:)),i) = EILDOF J (‘//o(a),i (X,Y,2y)+ l//((f)),i (x,y, Zo)) dxdy  (1I1.49)
_Li2-L12
et
1 Lz _
Vi) =lim-— [ [ [[Faila®s(@-ayp-p)e P dad pixdy ~ (111.50)
TL 1D

Fayi (@, B) est défini par (IIL9) et D= {az +p% < k2} . Sous I’incidence oblique (o, # 0, 3, #0), les

composantes du champ incident et du champ réfléchi représentent des fonctions périodiques, donc leur

moyenne spatiale est nulle.
Vo + Wi =0 (IL51)

Sous I’incidence normale (¢, = £, =0) , la moyenne spatiale des composantes du champ incident et le

champ diffracté a I’ordre zéro en direction de Oi est différente de zéro :

Yo, T lr//(('g)),i = ho,i eXp(+ jyoZ,) + A((:S))ho,i exp(=j7,Z,) (1IL.52)

Pour déterminer l//((;))yi(zo) , on change 1’ordre de I’intégration dans I’expression (II1.50) , et nous

effectuons une intégration par rapport a xety. Cela permet d’obtenir l'expression suivante
0 . 1 . . al ) . L) i,
VB @)=t [Py M8t~ AU sin c(ﬂsm c[%je ridadp  (IL53)
D

En appliquant la fonction delta de Dirac (II.14) et sachant que S$(a—a,, B —f,) représente la

transformée de Fourier de S(X, Y), nous obtenons :

w8 =F 0 (0,0)e” " s(x, y) exp(— ja,X) exp(— j 3, Y) (I11.54)
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On sait que la moyenne spatiale de la surface est nulle s(x,y)=0(IL5), donc on peut écrire [45] :

s(X, y)exp(—jayx)exp(=jSy) =0 (I11.55)
Quel que soit I’angle d’incidence, la moyenne spatiale de l//(a), est nulle:
1//(‘;)), =0 (TI1.56)

On constate d’apres les expressions (I111.48) et (II1.56), que quelle que soit la réalisation s(X,y) du
processus aléatoire S(X,Y), la moyenne spatiale selon la surface horizontale a I’altitude z, est donnée

par :

Viayi (20) = Vo + Vi, (I1L.57)

II1.3.3 Variance spatiale du champ total

Pour déterminer la variance spatiale du champ total diffracté par la surface horizontale a

I’altitude z,, on utilise I’équation (I11.56), on obtient :

s 2
Wi (Z0) = (Vo + W) + 2o si + 20w + (W), (IIL.58)
avece
+L/2+L/2
(l//(;))|) _LI m T~ 412 '[ J. J.J.J.I (a)|(a ﬁ) (a)|(a'!ﬁ')
- 1672. L -L/2-L/2 D D'

x$(cr— g, B - B,)8(a'~ g, '~ By )& Ve e @ Mo g d pd o'd Bdxdy
(I11.59)

ou D'={a'2+ [ < k'z}. Nous trouvons a partir de (I1.9) et (I1.56) que sous I’incidence oblique

(g 20, B, #0) , le terme (1)1/0(61)’i + y/((g)),i )2 estnul :
(Vo +v ) =0 (IL60)
Alors que sous I’incidence normale (o, = f, =0), le terme (‘//O(a),i + 1//((2)),i )2 n’est pas nul

. . 2
(‘//o (a),i +‘//((2))|) |:h0,i exp(+jy,z,) + A((O)ho,i eXp(_Jﬂ/oZo)] (1IL61)
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Pour déterminer ., w5, et wawe, » il suffit d’utiliser les équations (IL9), (IL56) et

(II1.53). Nous trouvons que ces termes dépendent de la moyenne spatiale de la surface S(X,Y) ,

sachant que cette derniére est nulle. Ceci implique que
VoV = Fayi (@ 5,)(x, ) =0 (I1L.62)

W w® = Fui (a0, By)exp(=2y,2,)s(X, y) =0 (I1.63)

Quel que soit I’angle d’incidence, les moyennes spatiales l//o(a)vil//((:))vi et y/(‘g)’,iy/(‘f),i sont nulles.

Finalement, on détermine (l//((;))vi)2 en utilisant la fonction delta de Dirac (I1I.14). La relation (II1.59)

est réduite & une double intégration

1 —j2y(a,.B)z
VB = [ Fos s BIF g (a0
D

< lim §(0[—ao,ﬂ_ﬂo)é(_a_aov_ﬂ_ﬁo)dadﬁ

L—w L2

(I11.64)

Selon [46], et aprés quelques manipulations algébriques (Annexe C), nous pouvons écrire dans le cas

d’incidence normale (¢, = £, =0) :

fim S(a—ag,B-P4)S(—a—ay,—B-5)

Lo L2

-0 (IIL65)

et sous ’incidence oblique (¢, #0, S, #0) (Annexe C):

lim S(a-ay, B=B)S(a—ay,—B-1) _¢

Lo |_2

(@.f) (I1L66)
Sachant que éss (a, B) représente la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation spatiale
C.. (X, y) qui est définie par (IL.6).

Nous pouvons conclure a partir des équations (I11.58), (II1.60-62) et (II1.65-66) que sous

I’incidence oblique (¢, #0, £, #0), la variance spatiale de la composante du champ total est nulle :

l//(za),i (z,)=0 (IIL67)
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Sous I’incidence normale (¢, = 3, =0) , en prenant en compte que éss (o, )= IQSS (o, B) , le moment

d’ordre deux est donné par :

. . 2
l//(za),i (z)) = (ho,i eXP(+oZ,) + A(z?))ho,i EXp(—ijZO))

1 . e (IIL68)
+FJ.JF(a),i(a'ﬂ)F(a),i(_a’—ﬂ)Rss (a,p)e 7 dad g

D’aprés (1I1.68), a D’incidence normale (o, =, =0), le moment spatial d’ordre deux dépend

seulement de I’altitude z,, donc il ne change pas d’une réalisation a une autre.

I11.3.4 Moment spatial a I’ordre deux du module du champ total

On fait de méme pour déterminer la moyenne spatiale du module au carré du champ total

diffracté par la surface horizontale & I’altitude z,. A partir de (IL.56), nous obtenons :

2 2 — — o 2
‘l//(a),i (ZO)Z“//O(a),i +‘//((§)),i +2Re|:(l//0(a),i) l//((;)),i:|+2Re|:(l//((g)),i) '//((;)),i]*“‘//((?),i (1IL.69)
avec
T . 1 +L/2+L/2
il @) =lim = [ ] [[[[Foi(@ AR, @ 5)

-L/2-L/2 D D'

xS0ty = )70 =ty = e Vg 1P e e o il
(11.70)

L’astérisque * désigne le conjugué complexe. Pour déterminer ‘Wo(a),i +1//((§))vi , on utilise (IL.9) et

(I1.56), nous trouvons que sous ’incidence normale (¢, = 3, =0) :

2 2 . _ 2
‘l//o(a),i W, =|ho,i| ‘exp(+17020)+ @ eXp(—J}/OZO)‘ (IIL7T)

et sous I’incidence oblique (¢, # 0, S, #0)

Vo + [ =[hos] @+|A9]) (I1.72)

Les équations (11.9),(I1.56) et (I1.81) nous permet de déterminer (Wo(a),i)* l//((;))vi et (t,z/((;’)),i )*l//((;))’i . Sachant

que s(x,y)=0 (IL.5), nous trouvons que :
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Wowi) Wi =) v, =0 (I11.73)

. . , . , . 2 Py . B
On déduit que leurs parties réelle sont aussi nulles. Pour déterminer ‘W(?). , d’abord, on intégre par

rapport a x et y et ensuite on utilise la fonction delta de Dirac (II1.14). L’équation (I11.70) est réduite a

une double intégration et dépend seulement de I’altitude z,

®
|l//(a) i

Fayi(@. ) ||m|s(“_“°L’f Bl 4o (I11.74)

@)= ]

A partir les équations (I11.65) et (II1.66), et aprés quelques manipulations algébriques, nous pouvons

déduire [46]

$ , .
L |(a aoLﬂ ﬂ0)| =Cila—a,. - 5) (IIL75)
Donc I’expression (I11.70) devient
W[ @) —— o Fan@p) Cutaay.p- p)dat (11L76)
l//(a)l 2 (a),i (Z,ﬂ s a Olo,ﬂ ﬂo) (24 ﬂ .
D

A la fin nous pouvons dire que I’expression (I11.69) peut s’écrire dans le cas d’incidence normale sous

la forme :

W s] (20) =[N [expC+ i020) + AY) exp(= j02,)]

e Rt A €tama ppserss

(11L.77)

et sous I’incidence oblique,

(z) —|ho- m (@) (06,,3)\2 Cula—ay, - B)dadp (I11.78)

‘l//(a) i

D’apres les équations (I11.77-78) et pour L — o, avec éss (a, ) = F’éss (a0, B) , nous pouvons conclure
que le moment spatial d’ordre deux du module du champ ne dépend pas de I’altitude z, et aussi il ne

change pas d’une réalisation a une autre.
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I11.3.5 Les moments spatials d’ordre deux des parties réelle et imaginaire du champ total

Nous pouvons obtenir les variances G- et & des parties réelle et imaginaire Y (apr. (x,y) et

Wy i (X,y) du champ total Yai ainsi que leur covariance Ty, par les équations (I11.56-57), (I11.68),

(IIL.73-75) et (IIL.77-78):

O | A s e

2

— 1 2 —
o) = EU‘//(a),i - Re(V/(Za), ) J_ Vi (I11.79)

— 1 2 N
Iy = 5 |m(‘//(2a),i) “VYari¥anri

A partir des équations (I11.56-57), (IIL.68) et (I11.77-79), nous trouvons que

= Sous ’incidence oblique :

Viari =V =0
Ty =0 (II1.80)

—2 =2
Or =0,

Sachant que les variances spatiales G. et G, sont indépendantes de la surface horizontale a

I’altitude z,.

=  Sous I’incidence normale :

Yari =Wy %0 i (lr//O(a),i #0, lf//((f?)),i #0)
Ty 20 (I11.81)

—2 , =2
ORr #0,

Dans ce cas les variances spatiales &5 et & dépendent de la surface horizontale d’altitude z,. On
constate d’aprés ces résultats que les moments spatials du premier et du deuxiéme ordre ne changent
pas d’une réalisation a une autre et quel que soit ’angle d’incidence, le champ total représente un

processus ergodique au deuxiéme ordre.

Nous avons déja prouvé dans la partie II1.2, que sous I’incidence normale pour une altitude
donnée, le champ total est stationnaire au second ordre. Nous pouvons conclure que le champ total
représente un processus stationnaire et érgodique au deuxiéme ordre et selon le théoréme de Birkoff
[8], les moments statistiques sont égaux aux moments spatials jusqu'a I’ordre deux, ce qui nous permet

d’écrire :
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Vari =<¥ari~>

Vi =<W¥a,i~>

Gi =0} (I11.82)
5|2 =0,2

1:Rl =g

II1.3.6 Distribution spatiale du champ total

On en déduit les distributions spatiales en utilisant (I11.42) et (II1.44) avec des moments
spatiaux au lieu de celles statistiques. Sous un éclairage oblique, les parties réelle et imaginaire de la

composante ¥/, ;(X,Y) associée a une réalisation arbitraire s(X,y) sont deux fonctions spatialement
centrées et décorrélées avec le méme écart type. Par conséquent, le module de w,, ; (X, y) obéit & une

loi de Rayleigh et la phase est uniformément répartie. Dans ce cas, nous pouvons dire que les
distributions spatiales et statistiques ne sont pas interchangeables. Sous incidence normale, dans le cas

général, les deux fonctions . (X, y)et w,, ;(X,y) ne sont pas spatialement centrées. Elles sont
corrélatées avec des écarts types spatiaux différents. En conséquence, les distributions spatiales de

Y (a1 (X, ) en module et en phase sont données en (II1.42) et (II1.44). Sous un éclairage normal, les

distributions spatiales et statistiques sont interchangeables.
IIL4 Résultats numériques

Cette partie est consacrée aux résultats numériques a partir de la théorie vue précédemment.
Toutes les simulations sont effectuées a la fréquence de 1 GHz (bande UHF), c’est-a-dire pour une
longueur d'onde A4 =30 cm. La surface est caractérisée par sa fonction d’autocorrélation Gaussienne

de hauteur quadratique moyenne o, =A/20 et de longueur de corrélation |, =A. La permittivité
relative de cette surface est & =8.4126-2.1628j, qui représente un milieu naturel d'un sol

moyennement sec. L’onde incidente est en polarisation horizontale avec I’angle de azimut ¢, =0°.

I11.4.1 La moyenne statistique
La figure IIl. 1 représente les moyennes statistiques des parties réelle et imaginaire des
composantes E, Z,H, et ZH, du champ total dans le vide. La surface est éclairée sous une

incidence oblique avec un angle de site 6, =40°. La hauteur z, varie de 0.54 454 . Les courbes
représentées par la figure oscillent selon l'axe Oz (X=Yy=0) de maniére périodique de période

Alcosf, =39.2 cm et avec une amplitude constante.
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Notons que les moyennes des composantes E,, E, et Z,H  sont nulles lorsque la polarisation

incidente est horizontale et I’angle azimut est nul ¢, =0°.

> o - o .'\" i /—,I\ .".‘ /;"\\ "“‘ /-?'.\
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Figure Ill. 1. Les moyennes statistiques des partis réelle et imaginaire des composantes non nulles
du champ total

II1.4.2 La variance statistique

La figure IIl. 2 représente les variances statistiques des parties réelle et imaginaire des

composantes du champ total et leur covariance selon l'axeOz (X=Yy=0). On a représenté les

composantes €lectriques dans la figure III. 2a et les composantes magnétiques dans figure III. 2b. La

surface est éclairée sous une incidence oblique avec 6, =40°. Les variances et la covariance sont

obtenues a partir des relations (I11.27), (I11.28) et (I11.29) et dépendent de la coordonnée Z .

Nous pouvons voir treés nettement que les amplitudes d'oscillation diminuent selon l'axe Oz et
tendent vers une valeur asymptotique pour lesquels o2 =o? et p =0. Nous remarquons aussi que les
variances sont différentes, sauf aux points d’intersection des deux courbes (par exemple, au point
z, =1.324 pour les composantes E,, E, et ZH, et au point z, =4.834 pour les composants E,
ZH, et ZH,). A ces points, le coefficient de corrélation statistique n’est pas nul. De plus, on peut

remarquer que la différence entre les variances devient maximale lorsque le coefficient de corrélation

est égal a zéro. Nous notons que pour les composantes ayant des moyennes nulles (par exempleE,,

E,etZH ), les variances des parties réelle et imaginaire sont faibles comparees a celles des

composantes ayant des moyennes non nulles (comme E, ZH, et ZH,).
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Figure Ill.2a. Variances statistiques des parties réelle et imaginaire des composantes du champ
électrique total et leurs coefficients de corrélation.
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Figure IIl. 2b. Variances statistiques des parties réelle et imaginaire des composantes du champ
magnétique total et leurs coefficients de corrélation.

I11.4.3 Les densités de probabilités du module et de la phase

La figure II1.3 montre les densités de probabilit¢ (PDF) du module et de la phase des
composantes du champ total pour deux points z=0.751 et z=4.831. Les courbes en continu sont
associées avecz=0.751 , les courbes en pointillés avec z=4.831. La surface est éclairée sous

l'incidence 6, =40°. A cause des différences entre le premier et le second moment des parties réelle
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et imaginaire, les densités de probabilité du module et de la phase changent d'une composante a une

autre.
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Figure Ill.3a. Les densités de probabilités du module et de la phase des composantesE,, E, et Z/H,
du champ total (continu 7=0.754 , pointillés 7 =4.831).

59



Chapitre 111 Etude statistique du champ total diffracté par une surface rugueuse 2D

D’aprés la figure 1I1.3a, lorsque z=0.754 , le module des composantes E,, E, et Z,H  suit la loi de

Hoyt et la phase n’est pas uniforme. Lorsque z =4.831, le module obéit a une loi de Rayleigh et la

phase est distribuée uniformément.
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Figure 111.3b. Les densités de probabilités du module et de la phase des composantes E, Z\H, et
Z,H, du champ total (continu z=0.754 , pointillés 7=4.831).
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D’autre part, dans la Figure II1.3b. Pour z=0.754 et z=4.831, le module et la phase des

composantes E, Z,H, et Z,H, suivent les lois générales (I11.42) et (111.44). Dans le cas ou Ialtitude
z est suffisamment élevée, le module de ces composantes suit la loi du Rice et leur phase n’est pas
uniforme.

111.4.4 La stationnarité

Dans cette simulation, on va varier les coordonnées de 1’espace pour une altitude constante
pour les deux types de I’incidence, afin de vérifier la stationnarité du champ total. La figure II1.4

représente les densités de probabilités du module et de phase de la composante E a I’altitude z=1.54

pour deux points x=1.2514 et x=4.2541avecy=0.
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Figure Il11.4. Les densités de probabilités du module et de la phase de la composante Edu champ
total.

Nous voyons bien que sous 1’incidence oblique (6, = 40°), les densités de probabilité du module et de
la phase changent d'un point a un autre. Alors que sous I’incidence normale ( 6, =0°) les densités de

probabilité restent inchangées. A partir de ces résultats, nous constatons que les moments de premier
et de deuxiéme ordre du champ total et les lois de probabilités ne dépendent pas des coordonnées
spatiales x et y . Donc, sous une incidence normale, pour une altitude donnée, le champ total

représente un processus stochastique strictement stationnaire.
I11.4.5 Validation des résultats théoriques par la méthode de Monté Carlo.

Les résultats que nous avons présentés jusqu’a maintenant €taient des estimations sur une
seule réalisation. Sur la figure III.5, on a déterminé numériquement les densités de probabilit¢ du

module et de la phase des composantes du champ total E, Z,H, et Z,H,, obtenues a partir des

simulations de Monte-Carlo puis on les a comparées aux densités de probabilité théoriques de ces

composantes, définies d’apres (I11.42) et (II1.44). Les histogrammes issus des résultats de 5000
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réalisations, ils sont obtenus a partir des relations (I1.61) a (I1.65) ou L =204. Le point d'observation

est sur l'axe Oz a l'altitude z, =4.51.
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Figure Il1.5. Les densités de probabilités théoriques et les histogrammes normalisés des composantes

du champ total.
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D’apres la figure III. 5, nous voyons bien que la comparaison des courbes théoriques avec la méthode
de Monté Carlo est presque parfaite. Les 1égéres différences observées peuvent étre expliquées par le

nombre fini de réalisations et par 1'extension finie de la surface.
I11.4.6 Distribution spatiale sous une incidence oblique

Afin de permettre une comparaison entre les résultats numériques et les résultats théoriques,
la figure II1.6 représente les histogrammes spatials obtenus pour une simple surface de longueur

L =404 a une altitude z=1.54. L’angle d’incidence 6, est fixé a 40°. Les courbes représentent les

distributions spatiales théoriques de la composante totale E,
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Figure I11.6. Les distributions spatiales analytiques et les histogrammes normalisés du module et de la
phase de la composante E, du champ total pour 6, =40°.

Comme on le voit sur la figure I11.6, pour 6, = 40° (incidence oblique), la distribution spatiale

du module suit une loi de Rayleigh et la phase est uniformément distribuée. Nous pouvons aussi
remarquer des légéres différences entre les histogrammes normalisés et les courbes théoriques. Nous
pouvons expliquer ces différences par l'extension finie de surfaces. De maniére générale, on constate

que les simulations confirment la validité des formules analytiques.
I11.4.7 Distribution spatiale sous une incidence normale

La figure III.7 montre les histogrammes spatials obtenus pour la réalisation S(X,y) et les

distributions spatiales théoriques de la composante E du champ total. La longueur de la surface est

L =404 avec une altitude z=1.51. L’angle d’incidence est 6, =0°.
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Figure I11.7. Les distributions spatiales analytiques et les histogrammes normalisés du module et de la
phase de la composante E du champ total pour 6, =0°.

En comparant les courbes avec les histogrammes dans la figure II1.7, on remarque que les
courbes théoriques et les histogrammes du module et de la phase sont presque superposés. Cette

observation, confirme que sous I’incidence normale (6, =0°), le module et la phase suivent les lois

générales (111.42) et (111.44).

II1.5 Conclusion

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons étudié la stationnarité du champ total qui
est considéré comme un processus aléatoire. D’abord, on a déterminé les moments statistiques jusqu’a
I’ordre deux du champ total. On a vérifi¢ leur dépendance avec les coordonnées de I’espace dans le cas
de I’incidence normale et I’incidence oblique. Sous une incidence oblique, on a trouvé que les
moments statistiques jusqu'a I’ordre deux dépendent des coordonnées de 1’espace, cela signifie que le
champ total est un processus non stationnaire. Dans le cas d’une incidence normale, pour une altitude
donnée, ces moments statistiques et les densités de probabilit¢é du module et de la phase ne dépendent
plus de coordonnées de I’espace. Nous pouvons conclure que le champ total représente un processus
stochastique stationnaire au sens strict. De plus, on a trouvé que les parties réelle et imaginaire du
champ total sont corrélées et non centrées et la fonction de densité de probabilit¢ du module est
exprimée comme une somme infinie de fonctions Bessel, alors que la phase est exprimée par la
fonction d’erreur. A la fin de cette partie de ce chapitre, nous avons effectué des simulations, les

résultats obtenus confirment la véracité des calculs que nous avons établis.

64



Chapitre 111 Etude statistique du champ total diffracté par une surface rugueuse 2D

Au cours de la deuxiéme de ce chapitre, nous avons présenté les moments spatials jusqu’a
I’ordre deux afin de vérifier 1’érgodicité du champ total. On a considéré le cas d’une surface aléatoire
érgodique au deuxiéme ordre avec une moyenne spatiale nulle. D’aprés les résultats, on a prouvé que
sous ’incidence oblique, les parties réelle et imaginaire du champ total sont centrées spatialement et
non corrélées. De plus, les variances spatiales sont identiques et indépendantes de la surface

horizontale a ’altitude z,. On a montré aussi que la distribution du module suit une loi de Rayleigh et

la phase est uniformément distribuée.

Alors que sous I’incidence normale, les parties réelle et imaginaire sont spatialement corrélées
et leurs variances spatiales sont totalement différentes et dépendent de la surface horizontale a
I’altitude z,. On a trouvé aussi que les moyennes spatiales des parties réelle et imaginaire ne sont pas
identiques et différentes de zéro lorsque les composantes des champs incident et réfléchi selon la
direction Oi sont différentes de zéro. Dans ce cas, les distributions spatiales du module et de la phase

sont obtenues par (I11.42) et (111.44).

Nous avons montré que pour les deux types d’incidences (normale et oblique), les moments
spatials du premier et du deuxiéme ordre ne changent pas d'une réalisation a l'autre. Ces résultats
confirment que le champ total est un processus stochastique ergodique au second ordre, quel que soit

l'angle d'incidence.

Nous avons déja montré dans la premiére partie de ce chapitre que sous l'incidence normale, le
champ total est un processus stochastique strictement stationnaire au second ordre. Nous pouvons
conclure que les moments statistiques et les moments spatials sont interchangeables ainsi que les

distributions spatiales et statistiques qui sont également interchangeables.
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IV.1 Introduction

Nous avons étudié précédemment le comportement statistique et spatial du champ total par
une simple surface rugueuse bidimensionnelle. Dans ce chapitre, on va étendre cette étude au cas
plus compliqué c’est le cas d’un milieu stratifi¢ formé de N surfaces rugueuses aléatoires

bidimensionnelles.

D’abord, nous commencgons ce chapitre par une description géométrique et statistique de la
structure. Afin de pouvoir effectuer des calculs analytiques, on suppose généralement que les surfaces
représentent un processus Gaussien. En s'appuyant sur les expressions analytiques des champs et la
méthode des petites perturbations au premier ordre SPM1, nous pouvons déterminer les amplitudes qui
sont les inconnues du probléme [47]. Les résultats obtenus nous permettent de vérifier la stationnarité

et ’érgodicité du champ total.

IV.2 Présentation du probléme
IV.2.1 Géométrie de la surface

La géométrie du probléme est représentée sur la figure IV.1. La structure est un milieu stratifié
formé de N surfaces rugueuses bidimensionnelles non paralléles qui peuvent étre isotropes ou
anisotropes, corrélées ou non corrélées [48]. La déformation est de dimension Lx L. Chaque deux

interfaces successives sont séparées par une couche d’épaisseur d, =u,,, —U; avec U, =0.

2= 5062~

=5(x¥) -1

z=s5,(x.)—u;

z=sy(x.y)—uy,

Figure IV.1. Empilement formé de plusieurs surfaces rugueuses aléatoires 2D.
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IV.2.2 Description statistique

L’interface i qui sépare deux couches i et i+1 est décrite par la fonction z=S5;(X,y) qui

représente un processus aléatoire gaussien stationnaire a 1’ordre deux avec une moyenne statistique

nulle :
Si(x,y) =0 V(X Y) av.1)

Ce milieu est caractérisé par des fonctions d’autocorrélation R;(X,y) et des fonctions

d’intercorrélation R;(X,Y) qui sont définies par :

2 2
R, (X, y) =7 exp(—lx—z—ly—z] (IV.2)
xi yi
e 2x2 2y2
R.(X,y)=2p.0,0. i B A exp|l ———-—-———— V.3

ou o, est la hauteur quadratique moyenne de la surface i. Les longueurs de corrélation | l; dans

Xi 2
les directions Ox,Qy respectivement indiquent 1’isotropie des interfaces. Dans le cas des interfaces

isotropes I, =1, et |, #l;dans le cas des interfaces anisotropes. p; représente le coefficient de

corrélation, il est défini par la relation suivante :

____RG©O (IV.4)

A1~ [RIO.0R, 0,0

Quand p; =0 les interfaces i et j sont non corrélées et quand p; # 0 ces interfaces sont corrélées. Les

spectres des fonctions d’autocorrélation et d'intercorrélation sont aussi gaussiens, avec:

IQii (avﬁ) = Gizlxilyi”exp{_%] (Iv.5)
A (15 +12)a® + (13 +12) B
Ry (@, ) = pyoio;zLalglsl,; E‘Xp[— : 3 — J (Iv.6)

R (a, ) et Iiij (o, ) représentent des transformées de Fourier des fonctions R;(X,y) et

R; (X, y) respectivement.

Comme dans le cas d’une simple surface 2D, chaque surface du milieu stratifié est supposée aussi

érgodique au deuxiéme ordre, et la moyenne spatiale S,(X,Y) de la réalisation S;(X,Y) est définie par :
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1 +L/2+L/2
st =lim= [ ] s(oy)ddy=0  V(xy) (v.7)

-L/2-L/2

La structure est caractérisée par la fonction d’autocorrélation spatiale suivante :

+L/2+L12

C. (%, y):lmé _[ j S (x,y)s, (x+x',y+y)dx'dy' (IV.8)

-L/2-L/2

D’aprés le théoréme de Birkhoff, nous constatons que les moments statistiques et spatials sont

interchangeables, cela nous permet d’écrire :

<Si (X! y)> = Si(xv y) :0

(IV.9)
Rii (X’ y) = Cii(x’ y)

IV.3 Onde incidente

La structure est éclairée par une onde plane monochromatique de longueur d’onde 4. Cette
onde est portée par son vecteur d’onde K, , qui est repéré dans I’espace par I’angle de site 6, par
rapport a I’axe (Oz) et ’angle azimut ¢, dans le plan (xOy). On considére une dépendance temporelle
en exp( jot). On note Z, =120z I’impédance du vide et k, =27/1, le nombre d’ondes. Le champ

¢lectromagnétique incident est exprimé par :

Wo (X Y,2) =hy_exp(—jk, r) (IV.10)
avece
Koo =aoX+ By — 2 IV.11)
ou
a, =K sing, cosg,
Py =Ky sin 6, sing, (IV.12)
7, =K, cosé,

Nous pouvons écrire les expressions du champ électrique et magnétique sous la forme suivante:

E, :(A)(h)h()— + Ab(v)Vof)EXp(_jkof-r) (IV.13)
1 .
H, :Z_(_A)(h)VO— + Ao(v)hof)eXp(_Jko,r) (Iv.14)
1
avec
r=XX+Yyy+2z (IV.15)

69



Chapitre IV Etude statistique du champ total diffracté par un milieu stratifié formé de surfaces rugueuses

Les indices (%) et (v) désignent respectivement les polarisations horizontale (E,) et verticale (H,). En

polarisation horizontale, ona A, =1, A, =0 et en polarisation verticale, ona A, ,, =1 et A, =0.

IV.4 Champ diffracté

Dans cette section, on va représenter le champ diffracté dans chaque milieu sous la forme de

développement de Rayleigh afin de déterminer les amplitudes de diffraction.
IV.4.1 Les expressions analytiques du champ diffracté

IV.4.1.1 Les expressions du champ diffracté dans le milieu 1

Dans le vide (milieu 1), les ondes électriques et magnétiques se propagent vers le haut (+2 ),

elles sont données par les expressions suivantes :

l 400
Ar?

1 e pie . X L
4727 = .Lo (_Ai(m"l +Ayh; )‘EXD(—Jk1 Ndadp
1

E

Ay + Ay )exp(- jk; .r)ded 8

l:

1 =

1V.4.1.2 Les expressions du champ diffracté dans le milieu i

(IV.16)

(IV.17)

Dans le cas d’'un milieu stratifié, en tenant compte que les ondes dans le milieu i

(i =2,N —1) se déplacent dans deux directions vers le haut (+z) et vers le bas (—z), les expressions

des champs électriques et magnétiques, dans ce cas, sont données par :

+00 400 A(hh +A1v)v )eXp( Jk:r)

S a e e v ek [
1 e [ (—AwVi +Ayh; )exp(-ik; r) 4
L 4n’Z ( AnVi +Ai,h I)exp( jkr.r)

avec
Ki =ax+py+tyz

ou

a =k;singcosg
L=k sinfdsing
7, =k cosé@

Les vecteurs unités h: et v; sont définis par (I1.25) et (I1.26) respectivement.
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IV.4.1.3 Les expressions du champ diffracté dans le milieu N

Dans le milieu N, il n’y a que les ondes qui se déplacent vers le bas c'est-a-dire dans le sens

négatif (—z ), nous pouvons donc écrire :

E\ =

471z2 J.z,[j:(ANm)hﬁ +AvwVn )eXp(—J—kﬁ rdadp (Iv.22)

1 +o00 @400 _ _ A
H, =4”sz_w [ (A Va + Avohi Jexp(=jiky .1ded 2 (IV.23)
N

IV.4.2 Les conditions aux limites

Les inconnus du probléme sont les amplitudes de diffraction, notées par A,y , A (ﬁjv) et Ay -

Pour les déterminer, nous utilisons les conditions aux limites sur l'interface i qui sépare les deux
milieux 7 et i+1. La continuité des composantes tangentielles a D’interface i définie par

:2=5,(X,y)-u; donne :

[ni A Ei ]z:si(x,y)—ui = [ni A EiJrl]z:si(x,y)—ui (IV 24)
[ni A Hi ]z:si(x,y)—u, = [ni A Hi*l]z:s,(x,y)—uI
ou N; est le vecteur unitaire normal a la surface i :
—$ X—S z
A A (IV.25)
JI+si+s)
avec
o _0s(xy)
" ox
(IV.26)
s _os(xy)
iy — ay

Les produits vectoriels représentés dans les conditions aux limites s’écrivent :

+

1
iy = ————| aX+ py +(as, + 5, ) (Iv.27)
. ;54/1+si2x+si2y[ ’ }

4 <. . Tv. .
N A vt 1 |:(—7/|,|+1ﬂ _Zsiy}X‘F(-'-y“ﬂa +)(Sixjy+(m(asiy _ﬂsix)]2:|
X X

i+l = 2 2
ki,i+14/1+ S TSy, X

n, Ah

(IV.28)
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IV.4.3 Résolution par la méthode de petites perturbations (SPM)

Dans cette section, on va utiliser la méthode de petites perturbations a 1’ordre un (SPM1) pour
déterminer les amplitudes inconnues. Lorsque les hauteurs quadratiques moyennes des interfaces sont
faibles devant la longueur d’onde, nous pouvons représenter les amplitudes de diffraction et les

fonctions exponentielles par leurs développements en série entiéres [3]:

Ai(—h/v) (a,p)= Z izr(f/’\)/) (o, )
(IV.29)

Z I:i 17081 (X, y)]P

eXp(le?/i,msi (x, y)): =

p

Soit W, (X Y,2) le champ total qui représente la somme des champs : incident, réfléchi et

champ diffracté a I’ordre 1. Le champ total est défini par :
Wiy (%Y, 2) =W (X Y,2) + \IIE;))) x,y,2)+ \I’ES x,y,2) (IV.30)

avec ‘I’Eg)) (X, Y, 2) le champ réfléchi dans la direction spéculaire (ordre zéro) :

wis (X, Y, 2) = Ao, exp(—jk,,r) (IV.31)
avec

Ko. = aoX+ By + 7,2 (Iv.32)

L’indice (@) indique le type de la polarisation, soit (@=h) pour une polarisation horizontale et (a=v)

pour une polarisation verticale. Dans le cas d’une polarisation horizontale (a=#), le champ a 1’ordre

z¢€ro est égale au champ électrique a 1’ordre zéro :
win (% Y,2) =E(x,Y,2) (IV.33)

Dans le cas d’une polarisation verticale (a=v), le champ a 1’ordre zéro est €gal au champ magnétique a

I’ordre zéro :
vy (%, 2) =H{)(x,Y,2) (IV.34)

‘I’g)) (X,y,2) représente le champ diffracté a 1’ordre 1. Le champ diffracté est exprimé par la

@)

1(aa) et

composante directe y' . (X,y,2) et croisée \yﬁ,)a) (X,¥,2) (IL.81). Dans le milieu 1, les champs

(aa)

‘Vﬁ?)a) prennent la forme suivante :
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Wit (X, Y,2) = I [ A b (@, B)exp(-jk; (o, f) r)dad B (IV 35)
"’ﬁ%a) (x,y,2) = _U Aty Vi (@, B)exp(-jk; (a, f).r)dad B (Iv.36)

avec D = {a2 +pr < kz} . Dans le milieu i, le champ se déplace vers le haut (+z ) et vers le bas (—z).

Cela, nous permet d’écrire :

A (@, B)exp(-jk; (@, B).T)
O (%y,2) = dad 1V.37)
Vi U2 =g { AT (@ B)exp(- ik (. ). r)} o
Ay Vi (@, B)exp(=jk; (e, B).r)
@ (XY,z ad Iv.38
Yoo (6.2} { A&V (@ ) exp(- ik (a, ﬂ)r)] g W
Dans le milieu &, le champ se déplace uniquement vers le bas (—z) :
Wil (X ,2) =4—71[2 [[ Avtahi (@, B)exp(= ik (@, B) x)dxd B (IV.39)
Wiy (6. Y,2) = 12 [ Aty v (@ B exp(=jky (o, B) r)ded (IV.40)

Notant que Al(aa,ab) , A(aa,ab) et AG’(laa,ab) sont les amplitudes a ’ordre un dans les milieux : vide (milieu

1), i et N, respectivement. Sachant que dans le cas d’une polarisation horizontale, le champ a I’ordre

un représente le champ électrique a I’ordre un :

\Ifili),N(h) (%Y,2) ZE:(L,li),N(h) (Iv.41)

Et dans le cas d’une polarisation verticale, le champ a I’ordre un égale au champ magnétique a I’ordre

un:

v XY, 2)=HY ) (IV.42)

IV.4.3.1 Résolution a I’ordre zéro

A T’ordre zéro, les interfaces sont parfaitement lisses S;(X,y) =0 . A partir des conditions aux
limites (IV.24), on peut trouver 1’amplitude de diffraction a 1’ordre zéro dans le milieu i. L’application

des conditions aux limites a 1’interface Z = —U. nous permet d’écrire :
I
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Ay eXp(+ i) + Ag) exp(=jxu) = A, exp+ yi,au;) + ASh) exp(=jzat) (IV.43)
7 A(ES) exp(+Jyl) — 7 A((O) exp(—jyu;) = 7/i+1A++(1(21) exp(+ ]y U) — 7|+1A+(1(R\) exp(—J7;..4;) (IV.44)

ki A+(\(/())) exp(+jyu;) +k AE\S())) exp(—jru;) = k|+1A+(1?\)/) exp(+j7;.al) + k.+1A+(1(2/) exp(—j7i..U) (Iv.45)

i:ﬂ A1+1(v) exp(=Jjri ;) (IV.46)

2 Pt eXp(+ irith) “AG e i) =72 A exp(t j.u) -
i+1

i+1

Nous pouvons exprimer le systeme d’équations (IV43-46) par une matrice :

A;(—g(;)v) (@, ) cw) 1(1031/\/) (@, B) IV 47
[va)(ao,ﬂo) Ciinlo )| ya ) (V4

Sa représentation matricielle en mode horizontale est de la forme :

S+ . i /i i
7| }/Hlexp["‘J(}/iﬂ_}/i)ui] Mexp[_J(%ﬂ‘}'%)ui]

Vi Vi
City (@0, By) = 0 (IV.48)

’ 2_7?1 expl+i(ra+7)u] 2 ;ym exp[~ (i = 7]

i
et en mode verticale:

k2,7, +k’ . k2,7, —k’ .
in)i TK Zin eXp[+J(7i+1 _ 7i)ui] Mexp[_J(%ﬂ + 7i)ui]
(v) 2k| k|+1 | 2k|k|+1 | 4

Ciin (@ B) = (IV.49)

k? k? . k2 k2 .
%mexp['”(?’m +7i)ui] %exp[_“?/m _7i)ui]

||+1| ||+1|

Nous pouvons définir la matrice de passage du milieu 1 au milieu N par :

Af(()r?/v)(ao'ﬁo A cth |: 0 :| IV 50
|:A\)(h/v)(a0'ﬁ0) 11[ ¢ Hl)( %) Arino()h/v)(aoaﬂo) (Iv-30)
on pose
M, (%, ;) HCE.“.?D(aO,ﬁO (Iv.51)
avec
ME" (@, ) M (4, By)
Ml,N(aoiﬂO) Z{Méh(h V)(ao’ﬁo) Mzz J(hv) (Zo’ﬂo)} (IV.52)

A la fin, on détermine les amplitudes du champ diffracté a I’ordre zéro qui sont ((Oh),v) (. ,) en

y=0et A, en y=-Uy,on trouve:

M (@, )
h/
MZM (e, 3,)

1
22(h/v)( oyﬁo)

(0)/\/)( 0 B)= A)(hlv) (@, ) (IV.53)

AI(\l(h/v)( whB)= A)(h/v) (29, 5) (IV.54)
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D’apres (IV.47-49), les amplitudes des champs dans le milieu i (i=2,N —1)sont données par
I’expression suivante:

- Mlz,if(h'\/) (@0, )

{féﬁ,uao,ﬂo)}_ 1 {Miﬂh”’(ao,ﬂo)
j((r?,)v) (a9, ) M iz,rzxf(h'V) (29, 5)

} Aviny (@os Fo) (IV.55)

1V.4.3.2 Résolution a ’ordre un

Le phénomeéne de diffraction est analysé au premier ordre de perturbation. Compte tenu les
relations (IV.13)-(IV.23) et (IV.29), les conditions aux limites (IV.24) sur D’interface i et les

amplitudes obtenues a I’ordre zéro, on applique la transformée de Fourier suivant :

TE (s, (% Y)TF*[G (e, B)5 (@ - ) 5(B- )]}
s (.8)*[G (@ B)d(a-a0)5(5~5,)] (IV-36)
—§ (-t~ )G (20, 3,)

' TF[s, (x.y)]=-jas (@.8)

TF[s, (%.Y)]==i85 (. B) (IV.57)

ou$ (a,p) est la transformée de Fourier bidimensionnelle de la premiére surface locale. Aprés

I’application de la transformée de Fourier, On obtient le systeme matriciel suivant [47]:

aa l\/|.12'a Do
D*(a, ) |: i (@ ﬂ):|Ab(a)(a0,ﬂg)

¥ ¥ W M (@0, By
[A(‘?(a‘ﬂ)}‘Ci‘ail(a,/”)ﬁi(”(a'ﬂ)}*i(kiZ—kiil>éi(a—ao,ﬁ—ﬂo) - LA on 1)
Aﬁ(a)(“:ﬂ) A+1(a)(a,ﬂ) + Diba(a,ﬁ) Milfi‘bw(aovﬁo) (@, 5,)
M et )| M5 e, )| 0 7
(IV.58)

avec en mode horizontale
th :COS((/’_%)[ exp[+j(70i+1_7i)ui] exp[_j(j/onl—'—?/i)ui] ] (W59)

2y, _eXp[+j(70i+1+7i)ui] _exp[_j(70i+1_7i)ui]

DM — Yoia SIN(@ — ) _EXp[+j(70i+l _7i)ui] eXp[_j(yo”l +7/i)ui] (IV.60)

I 2K;. 17, eXp[+j(70i+1+7i)ui] _EXp[_j(7’0i+1_7i)ui]
et en mode verticale

ow _ Sinle—9,) (77* exp+ (o — 7] 7 exp[=i(oia + 70U ] ] (IV.61)
I 2k ki \m eXp["‘j(?/om +7)Y; ] -n" eXp[_j(70i+1 =7y, ]

o = S = ) [XP[+10s =7 ] eXp[=iCei.s + 70U ] (IV.62)
I 2k; eXp[+j(7oi+1+7/i)ui] exp[_j(7oi+1_7i)ui]
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ou
{ "= 220+ 1700 C0S(0 — ) (IV.63)
N ==XXo+ %011 COS(@ — @)

D’apres ’expression (IV.55), dans le cas d’une polarisation horizontale (%), I’expression (IV.58)

devient :

+1 +1 N-+ N-+
[A(“)} CE.L[A*““)}J(W SACICETE ﬂo)lINl'hh:lAa(h)+{NI'W}ADW)} (Iv.64)

1
Aﬁ(h) AM(h) i,hh i,hv

Alors que dans I’autre cas de polarisation (v) elle s’écrit :

Aﬁ,l \ A+ V) Ni+vv N;W
[ Aij cﬁ.{ A:;)} JK—K2)8 (e —atp ﬂo)HNivvjA%) {NLW} AW} (IV.65)
avec
NiTaa 1 Dll aaMllflaN (aougo)"' D12 aaM|2+21?\1 (ag,ﬁo) (IV66)

Niwa | MZ2®(ay, 8,)| DPMEZS (a5, B,) + DM (. B,) |

_Nina_ 1 Dll baMulfle (a9, ) + Dlz “M |2+21t:\1 (aovﬂo)_

- | T \g 2200 21bap 1 12,0 22,bap g 22,b (IV.67)
_Ni.ba_ M.\ (ao’ﬁo) DM (g, ) + D; M|+1N(a01ﬂo)_

Utilisant les relations (IV.64), (IV.65), nous obtenons 1’équation de passage du milieu 1 au milieu N :

A ]y ) S Sl (IV.68)
|:A(h):| iN |:AN(h):|+ JlZl:(k ,+1)S (a—0a5. - 15) I:Siyihh:lAJ(h) {S hv:|AJ(v)
AI&)} { } e (e {S} {SJ;W} ] (IV.69)
|:Aﬁ(\)) iN AN(v) + JJZ;,( J+1)S,(a . p ﬂo)_ Sijivh Ay + Sijjw A)(v)_
avee
_SiJ,rjaa_: NraaMlla(a ﬂ)+NJaaM12a(a ﬂ) (IV70)
S [INJ M (@ A+ N M (@, B) |
S ][ NjMI (@ )+ N M (@, )] .
_Sij}ba_ Nrba Zlb(a B)+NjpM 20 (e, ,B)

A partir des expressions (IV.68) et (IV.69), pour i=1, on déduit les amplitudes a 1’ordre un des

champs dans le milieul et le milieu N, on trouve :

En polarisation horizontale (/) :
(h) [K hh)Ao(h) + K(+ hV)Ab(v)]gj (a—ay - 5) (Iv.72)

ou
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. o M (@, B)
K( "= J(k2 J+l {Sl_,ihh_ 22h( ﬂ) Sl th

+,hv +.hv M]:.LZNh(a ﬂ) — hv
K( h)_J(kz J+1 l:SL}h - 22h( ﬂ)leh
et
N-—
Ai(lh) Z[K( hh)A\J(h) +K( hv '%(v ]S (a—ay, - p)
j=1
ou
K’(\I—,_hh) _ (k2 j+l S hh
, 22,h
: MlN
2 hv
KEM = (ki - J+1)Slj
N A L
] Mf’i‘h
En polarisation verticale (v) :
1 _ S ew (.vh) 8
R) :Z;[Klv_jw Ao(h) + Klv—j"’ Ao(v)]sj(a—ao,ﬂ—ﬂo)
j=
ou
s ew M (@B) .,
Kl(_l )= J(kz_kaﬂ |:Sl_,} - 22V( B) IR
+.vi Mlz'v(a ﬁ) =,V
_J(kz J+1 {Sl,}h_%sljh
et
R h
ANy = Z;,I:K( )A)(h) + K (v):lsj(a_aoiﬂ_ﬂo)
j=
ou
2 vh
K’E‘—,yh) — (k J+1 S
s 22,v
: MlN
2 w
K ,—M
N v
| M3

(IV.73)

(IV.74)

(IV.75)

(IV.76)

(IV.77)

(IV.78)

(IV.79)

A vpartir les expressions (IV.68-69) et (IV.70)-(V.78), nous pouvons déduire les amplitudes de

diffraction dans le milieu 7 (i

composantes directes (aa) et croisées (ba) (IL.81):

77

[A® ] N B !

o [= 12K K8 (@ - e, - 5) 5o 52 (K~ K1 )8i (@ e, B~ 2
L V(aa) | j=1 i j=1
A8 & 5]

- :J (k J+l)s ((Z aouB ﬂo) —'fba _JZ(k ]+1)S (0! amﬂ ﬁo)
_A(ba)_ j=1 Si,j | j=1

Mlza(a ﬂ)
22a(a ﬂ)

M (@) ]

22b(a ﬂ)

=2,N —-1), sachant que les amplitudes a 1’ordre un sont la somme des

S—aa
22a(a ﬂ)
(IV.80)
Sl—Jba

22b(a ﬂ)
(IV.81)
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IV.5 Etude de la stationnarité du champ total

Dans cette étude, on suit les mémes étapes du troisiéme chapitre mais pour le cas d’un milieu
stratifi¢ formé de N surfaces rugueuses afin de vérifier la stationnarité du champ total. Pour atteindre

cet objectif, nous devons déterminer les moments statistiques du champ total.
IV.5.1 La moyenne statistique du champ total diffracté

Afin d’obtenir la moyenne statistique du champ total diffracté dans le milieu 1 <%¥y,, > pour

un milieu stratifi¢ formé de surfaces rugueuses bidimensionnelles, on utilise les équations (IV.10),

(IV.31) et (IV.35-40), on aura :

<\P1(a) )= (l/jo(a) (x,3,2)+ l//f?ef) (x,3,2)) + <\P%) (x, ¥, Z)> (IV.82)

La moyenne statistique du champ a I’ordre un dans le vide est définie par :

(W) :4_71# [ Z K™ (. B) (8, (cr — . B~ ) Yy v, (er, B exp(— Ky (e, B) x) dexd B

(IV.83)
et dans le milieu N :

<wﬁiaama)>=4—frz ] S KRG (0, 5) (3, (@ s — ) )y v (@ )exD(= iy (e, ) r)dad

D j=l

(IV.84)

Alors que dans le milieu 7, la moyenne statistique est donnée par :

1 N +,aa/ba H

(Wiarony ) = 4—772”2 K& (o, B)($; (@ — a5, B— By) )i IV, (cr, B)exp(— ki (o, B).x)derd B
D j=1

(Iv.85)

Les crochets <> indiquent la moyenne statistique. D’abord, on détermine la moyenne statistique du

)

champ diffracté¢ au premier ordre <¥y;

>, si on prend la moyenne statistique de la transformée de

Fourier de la surface $;(a —a,, - f3), on trouve :

+L/2+L/2

<S;(a—ay,f-B)>= j J <Sj (X, y)>ei(afao)xei(ﬂfﬂo)ydxdy (IV.86)

-L/2-L/2

Rappelons que < s;(X,y) > est nulle d’apres I’équation (IV.1). Ceci implique que les équations (IV.83-

85) sont aussi nulles, donc on conclut que la moyenne statistique du champ total par rapport a la

direction Oi est définie par la relation suivante:

< \Pl(a) >= \IIO(a) (Xa ya Z) + \Ifﬁ);) (X7 ya Z) (IV87)
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Nous pouvons voir d’apres ce résultat (IV.87) que sous I’incidence oblique (6, #0), la moyenne
statistique du champ total <¥,,, > dépend du point d’observation P(X,y,z)et de I’altitude z sous

I’incidence normale (6, =0).

IV.5.2 Le moment statistique d’ordre deux

On s'intéresse au champ dans le milieu 1. Pour déterminer le moment statistique d’ordre deux

(variance statistique) de la composante ¥y, ; dans la direction 0i (i=X,Y,z) du champ total ‘¥, ,

on utilise les équations (IV.35-40) et (IV.87), on obtient :

2 _ (0) 2 @)2
<\P1(a),i )= (\VO(a),i +Wiayi) + <IP1(a),i> (IV.88)
Dans le vide, la variance  statistique pour des interfaces mnon  corrélées

(<§i(a—ao,ﬂ—ﬁ0)§j(a'—ao,,B'—,Bo))=0 pour i # j) est donnée par :

1 N-1 R . , ,
00 = T I ] 2P AP 008, =, = )8, 't = )
x e—j(a+a‘)xe—j(ﬂ+ﬂ‘)y efj[y(aﬁ)w(a',ﬁ')]zdadﬁda 'd,B'
(IV.89)
ou:
Fii(@8) = K™ (@ Ah (e f) + K™ (@, BV (e, f) (IV.90)

et D':{a'2+ B2 < kz}. En utilisant le méme calcul décrit dans les expressions (IIL.8- III.17), on
obtient

e_jzaoxe_jzﬂo y

4r°

(0)

N-1
<‘P12(a),i )= (\VO(a),i + \Ifl(a),i)2 + _U Z Fiai (@ AF @ Cay —a. 25— B)

DD, i=1 (IV.91)

« F\A)jj (0( _aoug_ﬂo) e*j[7(avﬁ)+7(2ao*alﬂo*ﬂ)]ldadﬂ

oil D,=D(a-2a,,f-28,) et y=+k?*—a?—p*. A partir du résultat (IV.91), nous pouvons
constater que sous 1’incidence oblique (8, #0), la variance statistique du champ total (‘I’f(a) y dépend

du point d’observation P(X, Y, z), alors que sous I’incidence normale (6, =0), elle dépend seulement

de I’altitude z. Lorsque z tend vers ’infini, la variance du champ au premier ordre devient nulle, ce

qui implique que :

lerﬂo<q"f(a),i )= (‘VO(a),i + W}.?{:)l),i )? (Iv.92)
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IV.5.3 La moyenne statistique du module du champ total

En utilisant I’expression (IV.30), nous pouvons obtenir I’expression générale de la moyenne

2
de la composante W, ; duchamp total ‘¥, :

statistique de ‘\Pl(a),i

2 ) 2
+ <“{’1(a),i ) (Iv.93)

v [y= (0)
( 1(a),i )= Yoeayi T Via)i

. . r1r . 2 r
Dans le vide, et pour des interfaces non corrélées, l'expression <‘\P:(L?a),i ) est donnée par :

()
<‘\Pl(a),i

) :ﬁgggﬁ(an(alﬂ)Fj?a),i(“"ﬂ'xSAj(“_“o'ﬁ_ﬂo)SAJ*(a'_ %, B~ B

x &~ iaa g itb-P)yg- il P Mg o Bd ' d B
(IvV.94)
En utilisant le méme calcul décrit dans les expressions (I11.21- I11.26), on obtient:
1
Ar?

2
+

N-1 R
<|\P1(a),i 2> :|‘|/0(a),i +‘|’$e)1),i ”Z|Fj(a),i(aaﬂ)|2 Rjj (a—ay, B~ fy)dad B (IV.95)
D =1

Cette expression affirme que sous l’incidence oblique, le moment statistique de deuxiéme ordre du

module du champ dépend du point d’observation P(X,y,z) et sous I’incidence normale, il dépend

seulement de I’altitude .
IV.5.4 Les moments statistiques d’ordre 2 des parties réelle et imaginaire du champ total

D’apres (IV.91) et (IV.95), pour une extension infinie de la longueur de déformation

(L—>), les variances o et o) de la partie réelle W, ., et la partic imaginaire W, ; de la

composante ‘¥, ; ainsi que leur covariance I';, s’expriment sous la forme suivante :

")+ Re((W, ) )] -RE*(< ¥,

a),i >)

1
or = E[<‘\P1(a),i

")~ Re((Wye) )= IMP (< Wy ), >) (IV.96)

1
GIZ = E[d\ljl(a),i

1
Lg = 2 IM{(¥y0))") — Re(< Wiia); >) IM(< Wi >)

Selon I’expression (IV.88), les parties réelle et imaginaire des composantes du champ total sont non
centrées avec des moyennes différentes (W, ,p;) # (Wi, ;) - Les expressions (IV.91), (IV.95) et

(IV.96) montrent que ces variables aléatoires ‘¥,z et Wy, ; sont corrélées (I'g, #0), avec des

variances différentes o3 # o7 .
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A partir de ces résultats, nous pouvons constater que dans le cas d’incidence oblique, les
moments statistiques de premier et de deuxiéme ordre dépendent du point d’observation P(X,Y,z), ce
qui implique le champ total n’est pas stationnaire au sens large. Alors que sous 1’incidence normale,
ces moments ne dépendent que de 1’altitude z, ce qui signifie que pour une altitude donnée, le champ

total représente un processus stationnaire au sens large.

IV.5.5 Lois de probabilité du champ total

Puisque les parties réelle et imaginaire du champ total représentent des processus Gaussiens,

la densité de probabilité conjointe de ces variables aléatoires s'exprime par [3]-[41]:

1 1 (U - <IP1(a)R i>)2

Pri (U, V) = exp{- [ ’

a 27640, (1- p*)? 2(1— p?) ol 2 (V.97

_ 2,0 (U - <\P1(a)R,i >)(V - <\P1(a)|,i >) i (V - <T1§a)|,i >) ]}
loes o,
Sachant que p représente le coefficient de corrélation :
p= Lo (Iv.98)
0RO

En utilisant le méme calcul décrit dans la partie I11.2, I’expression de la loi de probabilité du module

de la composante ¥y, ; dans la direction 0i (i=X,Y,z) du champ total ‘¥, est donnée par :

o (M =—2M 1y 1o, (Mg, ()] + 231 [g, (M1, [0 (M) cosin@9— )]} (IV.99)
ogo, (1-p7) n=1

iéme

avec, 1,(g) estle n*™ ordre de la fonction Bessel de premiére espéce modifi¢e [43], et :

o <\P1(a)R,i>2 +0pq (Wi )? p(

0,(m) = mexp[—%] R e T (WAL
g, (m) = -1 4—;;,;); (Iff;‘)"zp 1 (IV.101)
g,(m) = m[oé (O Wy )~ 01 AWy )) + 02 (0, (W) — 0oy )2 (IV.102)
¢= arctg[Zp GR:' ] (IV.103)
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De méme I’expression de la loi de probabilité de la phase de la composante W, ; du champ total

W, estdonnée par :

O-I2<lP1(a)R,i>2 + G§<T1(a)l,i>2 — 20,0, p<lP1(a)R,i><lPl(a)l,i>
20701 (1- p°)

27(c? cos’ ¢ — 20, 0, pCOSPSing + o sin® @)

<1+ ST exp(+ £ @)L+ ert )

oro, (1- PZ)UZ exp[— 1

Po () = (IV.104)

avec, erf (&) représente la fonction erreur [33]:

Les équations (IV.99) et (IV.104) montrent que sous une incidence oblique, les densités de probabilité
du module M et la phase @ dépendent du point d’observation P(X,Y,z). Par contre, sous l'incidence

normale, pour une altitude donnéez, les densités de probabilit¢ ne dépendent du point

d’observation P(X, Y, z) .

IV.5.6 Cas particuliers
D’apres les expressions (IV.99) et (IV.104), il existe des cas particuliers ou la distribution du
module M et de la phase @ suit certaines lois, ces cas sont les mémes représentés dans le tableau

II.1.

D’apres les résultats obtenus, quelque soit le nombre de couches, on constate que dans le cas
d’incidence oblique les moments statistiques de premier et de deuxiéme ordre dépendent du point

d’observation P(X, y,z) . Donc, le champ total n’est pas stationnaire au sens large. Alors que dans le

cas d’incidence normale, pour une altitude donnée z, les moments statistiques de premier et de
deuxiéme ordre ainsi que les densités de probabilité (PDF) ne dépendent pas de coordonnées de
I’espace. Ceci affirme que le champ total représente un processus stochastique stationnaire au sens

strict.
IV.6 Etude de I’érgodicité du champ total

Dans cette section, on suit les mémes étapes du troisieme chapitre afin de vérifier 1’érgodicité

du champ total pour un milieu stratifié.

IV.6.1 Moyenne spatiale du champ total

Soit ¥;.,;(X,¥,2) une composante du champ total ., (X,Y,2)dans le milieu 1 pour une
réalisation arbitraire des surfaces s;(X,y), j=LN-1 a Taltitudez,. La moyenne spatiale

Wicayi (X, ¥, Z,) est obtenue par la relation suivante :
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+L/2+L/2

J Wiayi (XY, Z ) dxdy (IV.105)

-L/2-L/2

a) i (ZO) Ilm Lz

En utilisant les expressions (IV.10), (IV.31) et (IV35-40), nous pouvons aussi exprimer la moyenne

spatiale par cette relation :

Wiy (26) =Wy + Vi) + Vi (IV.106)

avee

+L/2+L/2 _
1 N-1

.//f(l;),(z)—nm—j [ [ Fi (@B)3; (a—ay, B= B, e "7 dad pdxdy  (IV.107)

2
L— -
= 4x? L “Li2-L2’D =L

Fiai (a, ﬁ') est une fonction simplificatrice définie par (IV.90). Dans le cas d’une incidence

oblique (¢, #0, f, #0), la moyenne spatiale des composantes du champ incident et le champ réfléchi

est nulle.
Vo 1//10) =0 (IV.108)

Alors que sous I’incidence normale (¢, =, =0), la moyenne spatiale des composantes du champ

incident et le champ réfléchi (ordre zéro) en direction de Oi est donnée par :
Yoa +‘//1(0) =hg; exp(+]jyeZ,) + Al((oa))lho,i exp(—j7,Z,) (IV.109)

D’autre part, pour déterminer la moyenne spatiale l//l(a),(Z ), on intégre par rapport & xety apres
avoir changé 1’ordre de I’intégration dans I’expression (IV.107), on obtient :
N-1

Vi )= [[ 3 Fy (8, (-t ﬁowsmc[ ZLjsmc(/;L)e%dadﬂ (IV.110)

D j=1

En applique la relation (III.14), nous obtenons

z,/;;; ._ZF (0,0)e” s, (x, y)exp(— ja,X) exp(—j 3, Y) (IV.111)

En se rappelant que la moyenne spatiale de s;(X,Y) est nulle (IV.7), nous pouvons écrire [45] :

$; (X, y)exp(-japX)exp(=i/f,y) =0 (IV.112)

Donc, nous constatons que la moyenne spatiale de 1//1((121),i est nulle quel que soit I’angle d’incidence.

D’apres les expressions (IV.108- 110), I’expression de la moyenne spatiale du champ total quelle que

soit la réalisation S;(X,y) du processus aléatoire S;(X,Y), est donnée par la relation suivante :

Vicai (20) = Vo + Vi (IV.113)
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IV.6.2 Variance spatiale du champ total

La variance spatiale du champ total pour une réalisation arbitraire des surfaces s;(x,y) a

I’altitude z,, est obtenue par 1’équation (IV.30),0u :

— 2
l//lz(a),i(zo) :(Wo(a),i +‘/’1((oa)),i) + 2‘/’0(a),i’//1((a it 2'//((0a))|l//1(1;)| + (W(l) )2 (IV.114)
avec
+L/2+L/2 N-1

(V/l((lg)l) _'—””1672' 12 I I ”” Fj(a)l Otﬂ J(a),i(a"ﬂ')

-L/2-L/i2 D D' i=L

Xé;(a—%,ﬁ—ﬂo)%—(Of'—ao,ﬂ'—ﬂo)e‘““”)xe i(pep )il sy Mlag o d pdo'd Bdxdy
(IV.115)

\ ) 2 2 ) . . © \? .
ou D _{a +p" <k } D’abord, on détermine le terme (1//0 ai TV a)|) . En utilisant les

expressions (IV.10) et (IV.31), sous I’incidence oblique (¢, # 0, S, # 0), nous trouvons :

2
(Vo + i) =0 (IV.116)

et sous ’incidence normale ( o, = £, =0), la variance spatiale est donnée par :

2 . . 2
(Wo(a),i + ‘//1((0;),i ) = I:ho,i exp(+jyoZ,) + Ai((oa))lho,i eXp(—J;/OZO)] (IV.117)

A partir les expressions (IV.10), (IV.31) et (IV.35-40), nous pouvons déterminer l//o(a)’il/ll((lz),)yi et

t//l(a) ,t//l((li), , en tenant compte que les surfaces sont spatialement centrées (IV.7) :

N-1
l//o(a),il/ll((lgl),i = Z Fj(a) (050 By )Sj (x,y)=0

- (IV.118)
‘//1((0;3),#/1((1;)3 = le Fia. (0!0,,30 )exp(—j2;/ozo)sj (x,y)=0

j=

D’aprés ces résultats, nous constatons que les moyennes spatiales V/O(a),il//l((l;),i et t//l(a),t/fl((li), sont

nulles quel que soit I’angle d’incidence.

On cherche maintenant a déterminer (l//l((lg),i)z. En utilisant la fonction delta de Dirac (III.14), la

relation (IV.115) devient :

1 —j2y(a,B)zy
(V’l(a)n) T Art ”Z;Fj(a),i(a’ﬂ)':j(a),i (-, -B)e”’ /)

5 A (IV.119)
Xl!msj(a_aO’ﬂ_ﬂO)T_jz(_a_aO’_ﬂ_ﬂO)dadﬂ
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Dans le cas de I’incidence normale (¢, = £, =0), on applique les mémes étapes dans I’annexe C,
nous trouvons [46] :

lim §j (a_aoiﬁ_ﬂ0)§j (_a_am_ﬂ_ﬂo)

L—ow I_2

=0 (IV.120)

Sous I’incidence oblique (o, # 0, £, #0) (Annexe C), on obtient:

lim §j(a_ao’ﬂ_ﬂo)§j(_a_ao’_ﬁ_ﬁo)

L—w L2

=C;(a.p) (Iv.121)

On note que C jj (@, B) représente la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation spatiale
C;(X,y) de l'interface i qui est définie par (IV.8). D’aprés les résultats obtenus (IV.112), (IV.116),

(IV.117) et (IV.119-121), nous pouvons constater que sous I’incidence oblique (o, #0, £, #0), la

variance spatiale de la composante v, ;(X,Y,z) dans la direction Oi(i=X,y,z) du champ total
Wi (X Y,2) dans le milieu 1 milieu devient :

Wiy (25)=0 (IV.122)
Alors que sous I’incidence normale (o, = 8, =0), la variance spatiale dans chaque milieu est donnée
par:

— . . 2

V/lz(a),i (z)) = (ho,i exp(+JyoZo) + Al(é)a)),ih 0i eXp(—Jy/OZO))

+4—7];_2”2 Fiai (a,ﬂ) Fiai (_a, _ﬂ) FAQJ-J- (a,ﬁ)e—jﬂ(a,ﬁ)zodadﬁ

D j=1

(IV.123)

On note que C jla.p)= IQH (a, ). Nous pouvons remarquer a partir (IV.123) que la variance du

champ total dépend seulement de 1’altitude z, et aussi elle est indépendante de la réalisation.

IV.6.3 Moment spatial a ’ordre deux du module du champ total

L’expression (IV.30) permet d’obtenir le moment d’ordre deux du module du champ total

pour une réalisation arbitraire des surfaces a altitude z,, :

2
Vo (IV.124)

2 2 —_— —
(Zo) = ‘l/lo(a),i + V/l((();),i +2 Re|:(l//0(a),i) Vll((l;),i } +2 Re|:(l//1((0a)),i ) l//]%)l),i J + ‘l//l(a),i

avee
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+L/2+L/2 N-1
lim— [ [ [[[[2[Fiai (@A) Fiwi (@' 5)
o 2 j(@)i J(a),l !
leG” L {, 007

x$, (a—ay, B~ f3,)$; (&'~ ' ,30)] g i@ g ib-Pyg @A A ] g o o' Bd Brdxdly
(IV.125)

& 2
‘l//l (a),i

. . , , . 2
ou le symbole * désigne le conjugué complexe. On commence par déterminer ‘y/o(a)’i +V/1((Oa)),i en

utilisant (IV.10) et (IV.30). Sous I’incidence normale ( &, = 5, =0), on obtient :

2 . 2
‘WO(a),i +l//1((023),i _|ho|| ‘eXp(+j7/0 o)+ Al(a)l eXp(‘J?’oZo)‘ (IV.126)

et sous I’incidence oblique (¢, # 0, S, # 0)

2

= |ho,i |2 L+ ‘Ai((ozz)l )

(0)
‘l//o(a),i T ¥ia),i

(IV.127)

Pour déterminer ((l/lo(a ) Wi ) et ((1//((0;) SRZn% .) , on utilise les équations (IV.10),(IV.30) et (IV.35-

40) . Sachant que s;(X,y) =0 , on a alors :

(('//O(a),i) wf§i>.) (wioh) Wity =0 (IV.128)

Pour calculer ‘y/l((l;)yi , nous utilisons la fonction delta de Dirac (III.14) et on intégre par rapport a x

ety , I’équation (IV.125) devient :

‘ ()

2
— &y, ,8 - ﬂo)‘
V/l(a)l L2

(1) =77 [ 3 [Fyon e A i it dadf  (IV.129)
D i=t -

En utilisant (IV.120) et (IV.121), on trouve que [46]:

\s (a— a;)_,ﬂ ﬂo)\ _C,(a—apf- ) (IV.130)

L—)ao

alors

O Pyt
‘Wl(a),l (0) 472_2

N_lﬂ Fayi (@ ﬁ)‘z Cyla—ay - ﬁo)}dadﬁ (IV.131)

Utilisant les expressions (IV.126-129), on peut écrire 1’expression finale (IV.124), dans le cas

d’incidence normale, comme suit :
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‘l//l(a),i 2(Zo) =|ho,i|z‘exp(+j7/ozo) + (—g)) eXp(‘]?’oZo)‘z

" L (IV.132)
o [ 2@ Cy(a-ap, - fr)dad s
D =1
et sous I’incidence oblique,
1 N-1 n
o] @) =[e, [ @ AQ[ Y+ [ 2[R @A Ry (=2t 8- ) |dard
D j=l

(IV.133)

Notant que C i@, p)= R jj(@,B). D apres les résultats obtenus qui sont représentés par (IV.132-133),
on conclut que le moment spatial d’ordre deux du module du champ ne dépend pas de I’altitude z, et

il ne change pas d’une réalisation a une autre.

IV.6.4 Les moments spatials d’ordre deux des parties réelle et imaginaire du champ total

D’aprés les relations (IV.113), (IV.122-123) et (IV.132-133), les variances G- et & et la
covariance I, de la fonction aléatoire qui est représentée par la composante du champ total
Wiy (X, y) associées aux parties réelle et imaginaire qui sont respectivement ., (X,y) et

Wian i (X, Y) , sont données par :

2

o 11 vl
Gs B E(‘l/ll(a),i + Re(z//f(a),i) j— L4TOLY

2

1 2 —
o :EUWl(a),i —Re(wya),) )_l//l(a)l,i (IV.134)

= 1 S —
. :E|m(l//12(a)yi)_Wl(a)R,iW1(a)|vi

Nous démontrons que sous I’incidence oblique, les parties réelle et imaginaire du champ total

représentent des processus non corrélés (I, =0) et centrés spatialement c'est-a-dire

Wiari =Via; =0. De plus, leurs variances sont identiques 5z =&, . Alors, que sous I’incidence

normale, dans le cas ou les composantes du champ incident et réfléchi sont différentes de zéro, les

moyennes spatiales des parties réelle et imaginaire sont différentes et elles ne sont pas nulles

- . . . , —2 —2 . .
Yiari Wiy =0, les variances sont aussi différentes &y # G, , alors que la covariance n’est pas

nulle ce qui implique que les parties réelle et imaginaire sont bien corrélées.

Nous pouvons voir que les moments spatials ne changent pas d’une réalisation a une autre,

cela montre que le champ total représente un processus érgodique au deuxiéme ordre.
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IV.6.5 Distribution spatiale du champ total

On en déduit les distributions spatiales en utilisant (IV.99) et (IV.104) avec des moments spatiaux au

lieu des moments statistiques. Sous un éclairage oblique, les parties réelle et imaginaire de la

composante ¥, ;(X,Yy) associée a une réalisation arbitraire des surfaces s;(X,y), j=LN-1 a

I’altitude z,, sont deux fonctions spatialement centrées et décorrélées avec le méme écart type. Par

conséquent, le module de y,, ; (X, y) ob€it a une loi de Rayleigh et la phase est uniformément répartie.

a),i
Dans ce cas, nous pouvons dire que les distributions spatiales et statistiques ne sont pas

interchangeables. Sous incidence normale, dans le cas général, les deux fonctions ., (X, Y) et
Wian.i(X,Y) ne sont pas spatialement centrées. Elles sont corrélatées avec des écarts types spatiaux

différents. En conséquence, les distributions spatiales de ) ;(X,Y) en module et en phase sont

a),i
données en (IV.99) et (IV.104). Sous un éclairage normal, les distributions spatiales et statistiques sont

interchangeables.
IV.7 Résultats Numériques

Pour étudier I'impact du nombre de couches sur les propriétés statistiques du champ diffracté et en
particulier les variances, covariance et densité de probabilit¢ du module et de la phase, nous avons fait
une comparaison entre des structures a deux, trois et quatre couches. Toutes les simulations sont
effectuées a la fréquence de 1 GHz (bande UHF), c’est-a-dire pour une longueur d'onde 42 =30 cm.
La premiére structure a deux couches est constituée air/rock. La deuxiéme structure air/sol
argileux/rock et la troisiéme structure air/neige/sol argileux/rock. Chaque milieu est caractérisé par sa

permittivité relative &, résumée dans (7ableau [V.I). La hauteur de la couche de neige et du sol
argileux est d; =0.351 et d, =0.51 respectivement. Les interfaces sont caractérisées par des
fonctions d’autocorrélation Gaussiennes de hauteur quadratique moyenne o, =0, =0, =4/20 et de
longueur de corrélation |, =1,=1,=0.54. L’onde incidente est en polarisation horizontale avec

I’angle de azimut ¢, =0°. Ces données sont retirées de la référence [47].

Milieu considéré Permittivité relative
Milieu 1 air & =1
Milieu 2 neige & =3
Milieu 3 sol argileux &, =9.5-10.00055
Milieu 4 rock g, =20.5-i2.55

Tableau IV.1. Permittivités relatives des différents milieux.
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La figure IV. 2 représente les variances et covariance statistiques des parties réelle et
imaginaire de la composante E, du champ total et leur covariance selon l'axeOz (x=y=0). La
surface est éclairée sous une incidence oblique avec 6, =40°. Les variances et la covariance sont

obtenues a partir des relations (IV.96) et dépendent de la coordonnée z .

Nous pouvons voir trés nettement que les amplitudes d'oscillation augmentent avec le nombre
de couches. Dés que le nombre de couches augmente, la hauteur a partir de laquelle la valeur

asymptotique est atteinte augmente.
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Figure 1V. 2. Variances statistiques des parties réelle et imaginaire de la composante E, champ total

et leur coefficient de corrélation.

La figure IV.3 montre les densités de probabilit¢ (PDF) du module et de la phase de la composante

E, du champ total pour z=2.41 . La surface est éclairée sous l'incidence €, =40°. Vu que pour

z=2.441 les variances et covariance statistiques des parties réelle et imaginaire pour les trois
structures sont différentes, les densités de probabilité du module et de la phase changent d'une

structure a une autre.

&9



Chapitre IV Etude statistique du champ total diffracté par un milieu stratifié formé de surfaces rugueuses

6 T T T 0.04
== Deux couches
’1 = = =Trois couches 0035
5 = === Quatre couches | \
[ ‘ 0.03
~
4 —
'L 0025
(@)
LL )
Al S oo
[l T
LL s P,
D 0.015 /‘ .
2 D_ SN ‘\
A, & )\
y .
& Yoy 0.01 K ‘.}.
e S o 3
¢ o oA G £
1 "o‘ N\ '0. ‘1' ,, ‘
K & N e 0.005 anr 4
o 0 -
'a N, ..n. ,»” R4
__.nﬂ"J \'\ :_"-... e ".':' ad
% 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 —?00 80 60  -40 20 0 20 40 60 80 100

Figure IV.3. Les densités de probabilités du module et de la phase de la composante E, du champ
total.

IV.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi les expressions analytiques du champ total diffracté par un
milieu stratifié formé de N surfaces rugueuses aléatoires. Ce qui nous a permis de déterminer les
amplitudes de diffraction a 1’ordre un. Cette étape était nécessaire pour étudier la stationnarité et
I’ergodicité du champ total pour cette structure. Afin d’atteindre ces deux objectifs, nous avons
déterminé dans un premier temps les moments statistiques jusqu’a I’ordre deux du champ total ainsi
que les distributions statistiques du module et de la phase. D’aprés les résultats obtenus, on a trouvé
que sous I’incidence oblique, le champ total n’est pas un processus stationnaire au sens large. Par
contre, sous I’incidence normale, pour une valeur donnée de I’altitude, le champ total représente un
processus stochastique stationnaire au sens strict. D'apres les simulations numériques, nous avons
remarqué que les amplitudes d'oscillation augmentent avec le nombre de couches. Dés que le nombre

de couches augmente, la hauteur a partir de laquelle la valeur asymptotique est atteinte augmente.

Dans un deuxi¢éme temps, nous avons vérifi¢ I’ergodicité du champ total, nous avons pu
prouver que les moments spatials jusqu'a 1’ordre deux ne changent pas d’une réalisation a I’autre quel
que soit I'angle d'incidence, ce qui implique que le champ total représente un processus stochastique

ergodique au second ordre.

90



Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Dans cette theése, nous avons traité le probléme de I’interaction d’une onde électromagnétique
avec un milieu stratifi¢ formé d'une structure multicouche a plusieurs surfaces rugueuses aléatoires
bidimensionnelles (2D). Ces surfaces qui séparent des milieux de permittivités différentes sont des
surfaces naturelles. Elles sont issues d’un processus gaussien et caractérisées par des distributions des
hauteurs gaussiennes et des fonctions d’autocorrelations qui sont aussi gaussiennes. L’onde incidente
qui éclaire la structure depuis ’air est une onde plane monochromatique de polarisation horizontale ou

verticale.

L’objectif global de cette thése est I’étude des propriétés statistiques (stationnarité et
I’ergodicité) du champ proche total afin de modéliser ce dernier. Pour atteindre cet objectif, nous

avons effectué une étude détaillée traduite par les quatre chapitres de ce manuscrit.

Dans le premier chapitre, nous avons introduit les notions de base en électromagnétisme et les
différents concepts fondamentaux dans les théories de la diffraction par des surfaces rugueuses pour
I’appréhension du probléme. D’abord, on a présenté les équations de Maxwell sous forme classique.
Ces équations permettent de décrire le champ électrique et magnétique dans les différents milieux.
Nous avons également rappelé les conditions aux limites sur lesquelles on assure le passage des ondes
entre deux milieux différents. Une notion également importante qui a ét¢ évoquée est le concept
d’onde plane qui représente I’onde incidente qui éclaire la surface rugueuse. De plus, nous avons

décrit les phénomeénes résultant de I’interaction entre le champ électromagnétique et une surface.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous sommes focalisés sur la résolution du probléme de
diffraction par une surface rugueuse aléatoire bidimensionnelle (2D) dans le but d’étendre cette étude
au cas d’une structure multicouche. Un panorama des méthodes existantes a ét¢ présenté. Parmi ces
méthodes, nous avons choisi la méthode des petites perturbations (SPM) a I"ordre deux qui est
appliquée lorsque la hauteur quadratique moyenne est faible devant la longueur d'onde. En appliquant
cette méthode, nous avons déterminé les amplitudes des champs diffractés pour les deux cas de la

polarisation. Les résultats obtenus sont utilisés dans les chapitres suivants.

Dans le troisiéme chapitre de la thése, nous avons étudi¢ la stationnarité et 1'ergodicité du
champ total qui représente la somme des composantes des champs incident, réfléchi et diffracté au

premier ordre de la méthode SPM. La surface rugueuse étudice est définie par un processus aléatoire
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gaussien et stationnaire a 1’ordre deux avec une moyenne statistique nulle. On se basant sur ces
propriétés, on a déterminé les moments statistiques et spatials jusqu’a ’ordre deux ainsi que les
densités de probabilité du module et de la phase. Nous avons trouvé que les parties réelle et imaginaire
du champ total sont corrélées et non centrées. De plus, la fonction de densité de probabilité du module
est exprimée par une somme infinie de fonctions Bessel et la phase est exprimée par la fonction
d’erreur. A partir des résultats obtenus, on a montré que sous I’incidence oblique, les moments
statistiques jusqu'a I’ordre deux dépendent des coordonnées de 1’espace, ce qui signifie que le champ
total représente un processus non stationnaire. Par contre sous 1’incidence normale, pour une altitude
donnée, ces moments statistiques et les densités de probabilités du module et de la phase ne dépendent
pas de coordonnées de 1’espace ce qui implique que le champ total dans ce cas représente un processus
stochastique stationnaire au sens strict.

Les moments spatials et les distributions du module et de la phase ont été déterminés pour une
seule réalisation. Sous 1’incidence normale, nous avons trouvé que les parties réelle et imaginaire sont
spatialement corrélées et non centrées lorsque les composantes des champs incident et réfléchi sont
différentes de zéro. De plus, les variances spatiales sont différentes et les distributions spatiales du
module et de la phase suivent les lois générales. Dans le cas de I’incidence oblique, les parties réelle
et imaginaire du champ total sont centrées spatialement et non corrélées avec des variances spatiales
identiques. Dans ce cas, la distribution du module suit la loi de Rayleigh et la phase a une distribution
uniforme. Nous avons démontré a partir des résultats obtenus que le champ total représente un

processus stochastique ergodique au second ordre, quel que soit I'angle d'incidence.

Dans le quatriéme chapitre de la thése, 1'é¢tude de stationnarité et de 1'érgodicité a été étendue
au cas de la diffraction par un milieu stratifié formé d'une structure multicouche a plusieurs interfaces
rugueuses. Mémes remarques et méme conclusion qu'au chapitre précédent ont été observées. D'apres
les simulations numériques, nous avons remarqué que les amplitudes d'oscillation augmentent avec le
nombre de couches. Dés que le nombre de couches augmente, la hauteur a partir de laquelle la valeur

asymptotique est atteinte augmente.

Dans la continuité de ce travail, nous devrons reproduire notre étude a différents types de
surfaces ayant de propriétés physiques et électriques différentes. Ce qui implique la nécessité de
reprendre les calculs analytiques, en changeant les conditions aux limites pour obtenir de nouvelles
amplitudes de diffraction pour les différentes polarisations afin d’effectuer une étude statistique du
champ diffracté par ces surfaces. Finalement, nous espérons que cette étude a apporté une contribution
a Dinterprétation des données acquises par un capteur et qu’elle ouvre dans le futur plusieurs

perspectives.
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Annexe A Calcul des deux expressions (II1. 10) et (111.22)

Annexe A
Calcul des deux expressions (III. 10) et (I11.22)

Cette annexe est dédiée au calcul des deux expressions (I11.10) et (I11.22) qui permettent le calcul
de la variance du champ total. §(a, ) est la transformée de Fourier de la fonction bidimensionnelle

s(X,Y)qui décrit I'interface.

A.1 Calcul de I'expression (I11.10)

d'apres I'expression (I11.10), on a:

+L/2+L/2+L/2+L/2

<Sla-ay,f-B)S(@ ~ap. B =p)>= | | [ [ Rslx=x,y-y)

-L/2-L/2-L/2-LI2

xexXp(+j(a —a,)X)exp(+ (B — B)y)exp(j(a’ —a,)X)exp(j(B - B,)y')dxdx'dy
(A.1)

Res (X, y) représente la fonction d'autocorrélation du processus aléatoire S. Avec le changement des
variables (III.11),
X=X'=u, y-y'=v, X'=t, y'=w (A2)

d'ou:

X=U+t, X+X'=Uu+2t, y=v+W, y+y'=v+2w (A.3)

ce qui permet d'écrire:

exp(+j(ax —ay(X+X) + By = B (Y +Y) +a'x'+ fY)) (A4)
=exp(+J((@ —ao)u+(a +a'=2a))t+ (B = f)V+ (B =2/, + )W) '

L'expression (I11.10) devient

<S(a—ayf- o) ~ . f = ) >=

[T T Reventi-ameneis- e a'-2a)0ep((5+ /-2, wdudvddw
0 +L/2 L-v+L/2

[ ] ] ] Rev)exp(eila—agu)exp(+ (5 - fy)v)exp(ila + o'~ 2a,)t)exp( (5 + 5~ 2/5,)w)dudvdtdw

1T Re et ita-auexn i3 - A enn(ite o’ -2 0exp(i(5-+ 5/~2/,w)dudvdtd
0 -L/2 0 -L/2
L-u+L/2 0 +L/2

S [ ] [ Reluv)expj(a—ap)u)exp(+i(8 - A V)exp(ila +a’ —2a)t)exp(j(B+ B~ 2/3,)w)dudvdtdw

0 -L/2 -L-v-L/2

(A.5)

ou encore:
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<§(a_aovﬂ_ﬂo)é(a’_ao’ﬂ’_ﬂo) >=
T } R, (UV) eXp(H (@ — ) exp(r (A — A)V) exp(j(a+a'—2ao)L/_2)—ex[o(—j(a+a'—2a0)(u+ L/2))
L jla+a' -2a,)
(EXPU(B+B -2/)L12) —exp(-i(B+ S ~2/)(v+LI2) |
1B+ B'-2p)

+IIRSS(u,v)exp(+j(a—ao)u)exp(+j(ﬂ—ﬂo)v) exp(j(a+a —ZaO)L/.Z)—exE:)(—j(aJra —2a,)(u+L/2))
o jla+a' -2a,)
XD (B + 2, v~ L12) —exp(-i(B+ S ~2)L12) 4 o
i(B+B'-25)

Hf R @) expC i —a)uexp(s j (5 o) SRCI@ & =20)U-LI2) o e’ ~2a)L12)
0% j(a+a' -2a,)

SRS+ B = 2p) (V- LI D) ~exp-i(B+ - 2B)L1D)
i(B+ B ~25,)

[ Ratoments it -aentrip - p P20t )L 2Ll

SRS+ B = 2f)L 1) —exp(-i(B+ f-2B)v+LI2) |
I8+ 5 ~25,)

(A.6)
alors, on peut écrire:

0

<Sa—ay - Fr)S(a' a0, '~ ) >= | [ R (0. exp(+ j(a—a) Dexp(+i(B - £)7)

Xexp(j(a;a —a)L— joru+ j(a+a')%)—exp(—j(a+a’—2a0)(u+ L/2)— jau+ j(a+a')%)
jz((l+0!’ —050)

Xexp(j(ﬁ;ﬁ' AL 1+ 18+ 8 D -exp(- i g @ - i+ 18+ 5) ) -
222 - )

+}szs(u,V)exp(ﬂ(a—a')%)exp(ﬂ(ﬂ—ﬂ')%)

-LO

exp(j(a+a' —2a,)L12) — jau + j(a+a‘)%)—exp(—j(a+a’—2ao)(u +L12)— jagu+ j(a+a')%)
X

a+a
J2(

_ao)

exp(=i(B+F"=2/)v=-L12) =[S+ j(ﬂ+ﬂ')%)—eXp(—j(ﬂ+ﬂ'—2ﬂo)L/2— 1B + j(ﬂ+ﬂ')%)

2t )

X

dudv
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+'IIRSS (u,v)exp(+j(a—a')%)exp(ﬂ(ﬂ_ﬂ-)%)

exp(—j(a +a'—2a,)(u—L12) - ja,u+ j(a+a')%)—exp(—j(a+a'—2a0)L/2— joru + j(a+a')%)

X a+a'
2
J2( 5

XD+ 2P0 LI2)= ()~ ~2B0LI 2= v B+ 5))
x : udv
2227 - )

_ao)

+[ [ Retumexp(+ita—a) e+ (8- £)3)

exp(—j(a +a'— 2a,)(u—L/12)— jau+ j(a+a')%)—exp(—j(a+a'—2a0)L/2— joru+ j(a+a')%)

X

),
eXp(+J'(ﬂ+ﬂ’—2ﬂo)L/2)—jﬂ0V+j(ﬂ+ﬂ');)—exp(—j(ﬁ+ﬂ’—2ﬂo)(V+L/2)—jﬂOV+j(ﬂ+ﬂ‘)\2/)d ;
i P8 g -

2
(A7)
Ou encore :

<Sa—ay, f=p)S(' ~ay, =) >= | [ Rsamep(ila—a) Dexp(+i(B-£)3)
a!

a+oa a+

(L) —exp( i(

exp(i( —a)Lrw) exp( - vy e i L2 - gy

2 2

X 7 X - dudv
205 ~a) 2L - )
0L . L PG E )L w)-exp(- (LY (L +u)
+[ [RsWv)exp(t i(a—a) Dexp(+ (5~ 5)7) 2 — 2
2“2 - a,)
exp(+ (P = g -e- iP5 gL -v)
x Y dudv
22 )
L e ) e gL )
#[Remeati@-a)Denti(-£)7) ST
exp(+ (P L - -y -exp- )P - gy -w)
X BV dudv
2725 )
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a+a' a+a'

Lo exp(+ J(EE% — ) (L -u)) —exp(= (P L% — ) (L - u))
+ [ Rewv)exp(s i(a-a) D)exp(+i(B- £)3) 2 —— 2
I _2gy)
exp-iC L gy v —exp- i P2 gL +v)
x 2 RV 2 dudv
22~ )
(A.8)
soit :
<S(a-ay,B-B)S(a' —ay, B - B) >=
¢ a+a'

J TRSS(u,V)eXp(+J'(a—a')%)eXp(ﬂ'(ﬂ—ﬁ')%)(HU)(L+V)Sin0(( .

-L-L

—a)(L+ u))sinc((ﬂ;ﬁ' _A(L +v)jdudv

+T IRSS (u,v)exp(+j(a—a')%)exp(+j(ﬁ—ﬂ')%)(L+u)(L—v)sin C((a ﬂ;ﬂ,

-LoO

+2“' —ao)(L+u)jsin c(( —ﬂo)(L—v)jdudv

a+a'

+[ Rss(u,v)exp(+j(a—a')g)exp(ﬂ(ﬂ—/f')%)(L—u)(L—v)sinc(( .

—ao)(L—u))sin c((ﬂ;ﬂ, —ﬂo)(L—v)Jdudv

+H Res (u,v)exp(+j(a—a')%)exp(Jrj(/;’—ﬂ')%)(L—u)(L+v)sinc((a;a’ —ao)(l_—u))sinc[(ﬂ;ﬂ' —ﬂo)(L+v)Jdudv
(A.9)
finalement :

L

<S(a-ay f- S ~a B~ ) >= | | Rss(u,v)(L—|u|)<L—|v|)sinc[(“;“'—ao)<L—|u|)j

-L-L

xsinc[(ﬂ i —ﬂo)(L—IVl)jeXp(ﬂ'(a—a‘)%)exp(ﬂ(ﬂ—ﬂ')%)dudv

2
(A.10)
A.2 Calcul de I'expression (I111.22)
d'apres l'expression (I11.22), on a:
. . +L/2+L/2+L/2+L/2
<S(a-an,B-p)S (@~ B =B)>= [ [ | | Rs(x=x,y=y)
—-L/2-L/2-L/2-L/2
xexp(+J (o — ) X) exp(+ j(B = By y) exp(=j(a' — o) X) exp(— (' — B,) y") dxdx'dydy’
(A.11)
De méme avec le changement de variable (A.2) on a :
exp(+ j(ax—ay(x=X)+ By = By (y - Y) —a'x' = f'Y') (A12)

=exp(+j((a —ap)u+(a—-at+(B-F)V+ (B~ )W)

L'expression (A.11) devient:
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<S(a-ay - 5)S (@' ~ay B~ ) >=

H” Res (U, v) exp(+j (o — at, Ju)exp(+ (- B,)v) exp( i (e — )t exp(j (B — /') w)dudvaltdw
N TL :TL ;I ‘“!:2 Rs (U, V) exp(+ j (& — e, Ju) exp(+ j (B — By V) exp(j (e — a')t) exp(j (B — B')w)dudvdtdw
+I “!/LZ’ZI VZZ Ry (U, V) exp(+ j(a — a, )u)exp(+ (B — B, )v) exp( j(a — e )t) exp(j( 5 — B")w)dudvdtdw

[ [ | ReWv)exp(+i(a—am)u)exp(+i(B-f)v)exp(ile —a')t)exp(j(8 - A)w)dudvdtdw

0 -L/2 -L-v-L/2

(A.13)
Ou encore:
< é(a _ao’ﬂ_ﬂo)é*(a,_ao’ﬂ,_ﬂo) >= I I Res (U, V) exp(+ j(a — ay)u) exp(+ (B = B,)V)
exp(jla—a')L/2)—exp(-j(a—a)(u+L/2)) exp(j(B-p)LI2)—exp(—j(B-B)(V+ L/Z)))dudv
(a-a') 1B-5)
+ ] [ Res WV)exp(+ j(a —ao)w)exp(+ (5~ 4)V)
exp(jla—a')L12) —exp(=j(a—a')(u+L/2)) exp(-j(B-B)Vv-L/2)) —eXp(—J(ﬁ—ﬁ')L/Z))dudV

j(a-a) i(B-5)
[ [ Res (V) exp(+ (o — o Ju) exp(+ (B = V)

exp(-j(a—a’)(u-L/2))—exp(-j(a—a’)L/2) exp(-i(B - f)(v-L/2)) —eX|0(—j(ﬂ—ﬁ’)L/2))dudV

emen) i6-7)
+JL. jl Res (U, V)exp(+j(a —ay)u)exp(+ j(B — 5y)V) exp(—j(a—a')(u- IT/2)) —'eXp(—j(a —a)L12)
0-L J(a_a)
BRI AILI2) —exp(i(B= B+ LI )y o
1B-F)

(A.14)
Soit :

<S(@—ay =) (@' a0 = ) >= [ | R @M)exp(+ i(EEE —aexpr i )

eXp(J(a_a')L/Z-FJa_Za u)_exp(_j(a_a!)(u+L/2)+ja—za u)
X

(a—a)
exp(i(5 - pIL1 2+ 1Py e (8- v+ L12)+ 12 P
) Ay

)dudv
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. exp(i(a—a)L1 2+ | E =% u)—exp(=jla—a')u+L12)+ | 2= u)
o] TRatumexps i (2 2L eI ) 2 2
Lo jla-a')
exp(- (- - L1+ PP e ip- Lz 1225 0
g P e

exp(-j(a - a)(u-L12)+ | “ L) —exp(-j(a—aL 12+ 12 u)

+E'IRSS (U,V)eXp(+j(aJ;a' —ao)u)exp(+j(ﬁ+2ﬁl _B)

i(@—a)
exp(-i(p-p)u-L12)+ PP e j(p- pLi2+ PP

x dudv
Kﬂ A
Lo . . exp(—jla—a')u-L12)+ [ “ =% u)—exp(—j(a—a)L i 2+ j 2= u)
o] Res (V) exp(r (2 —ao)u)exp(ﬂ(ﬁ;ﬂ gy : 2 o .
exp(+i(p-pIL1 2+ 122 P —ep 18- e L1+ 122
x )dudv
iB-p)
(A.15)
ou encore.
<S(a—ap B-)S (@' -0, ﬂo)>—j szs(u Vexp(+ (L - aexpe+ L gw)
i/~ ﬂ(L+v)) exp(-j (P2 ﬂ)(uv»)Olol
uav
24 %) JZ(¥>
+jL I R @) exp( (L - auexp( S ) =
exp(+1(ﬂ Iy-wy-en-i 22 ﬂ)L 0
uav
i22F Py
n . D e iYL ) —exp(-
H[Re @V exp+ IS~ apyexp( I ) —
00 2%
eXID(+J('B ﬂ)(L v)) - exp(~ J(ﬂ PyL-v)
dudv

2P F ﬂ)
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J(L-u)

BB exp(i(% L) -exp(- (4

a-ao
5 )

a+a

' ap)u)exp(i(
2 2 i2(

] [Re @yt

exp(+§(27 L+ v)—exp—j(? 7 L+v))
X - dudv
ﬁ_ﬂ)

2

J2(
(A.16)
soit:
< é(a_aovﬂ_ﬂo)é*(a’_amﬂ’_ﬁo) >=

j T Res (u,v)exp(+j(“+2“' —ao)u)exp(+j(ﬂ+2ﬂ' — BIV)(L+u)(L +V)sin c((“;“ )(L+u)jsin c((ﬂ‘Tﬂ')(Lw)jdudv

a+a a

+'TJL‘Rss(u,v)exp(+j( 5 l—ao)u)exp(+j(ﬁ2ﬂ'—,6'0)v)(L+u)(L—v)sinc(( a’)(L+u))sinc((ﬁ_7'6”)(L—v)jdudv

2

Ry (u,v)exp(+ j(& ta' —ao)u)exp(+j(ﬂ+ﬁ' — BIV)(L—u)(L —v)sinc[(a ‘“')(L—u)jsin c((ﬂ‘Tﬂ')(L—v)jdudv

+
2 2 2

]
+H Ry, (U v)exp(+ j(% ;“' -ao)u)exp(+j(ﬂ“;ﬁ' — BV)(L—u)(L +V)sin c[(“ ;“')(L—u)jsin c((’B_Tﬂ)(L+v)jdudv

L

(A.17)

Finalement:

< SA(Of _aovﬂ_ﬂo)é*(a,_aovﬁ'_ﬁo) >= _[ _[ Rss (u,v)(L—|u|)(L—|v|)sinc((a_2a!)(L—|u|)j

xsinc((ﬁ_Tﬂ')(L—ijexpa i +2“' _auyexp+jZ +2ﬂ B )v)dudv
(A.18)
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Annexe B
Calcul des deux expressions (I11. 42) et (111.44)

Si on prend en compte l'ordre zéro, les parties réelle et imaginaire sont des variables gaussiennes
corrélées, de variances et de moyennes différentes. La densité de probabilité conjointe de la partie réelle et

imaginaire s’écrit:

1 z
P (a,b) = exp{— } (B.1)
" 271650, \1- p* 2(1-p")
Avec :
Y " __ __2
,_@-3) ) @-2)b-b) (b-h) B2
Or ORrO, O,
nous pouvons écrire encore
2 2 — — _ 2 —> —
;=8 g, 8 (D 2@ b, dbtab & b, (B.3)
Or Or0O, O Og O ORrO, Or O ORrO|
En passant en coordonnées polaires
a=mcos¢;b=msing (B.4)
On trouve :
a’ ab b’ cos® cosgsing sin’
1) —2—2p +—2=m2|: 2¢—2p ¢ ¢-|' 2¢
OR 0RO, O OR 0RO O
L S TR SO . P ®.5)
2 \o2 o c: of ciol v .
avec
2 1 1Y 4p?
siny =——£—| (—2——2J +—2_ (B.6)
ORrO, Or O ORrO,
et
11 1 1Y 4p?
cosy =| ——-——|\l|| 5=-——| + B.7
v (o-s o-fj (as ofj ot e
2aa  2bb ab+ab asing+bcosg cosga singb
2) 228D o =2m|:p prbeosg cosga ‘;’5}
Or O 0RO ORrO| OR O
=-2mJAcos(¢—v) (B.8)
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Avec
sinu:[—z— ra J/\/Z
O, 0RO,
i (B.9)
COSU=[—2— po ]/\/Z
Or ORrO
ou
A=l — ==
O, OgrO, Or ORO
i ’ " (1 ab (1 1 (B0
0RO, o 0RO, o, o0, \ o5 O,
D’ou:
2
z:%[A+Bcos(2¢—z//)]—2mA1’2 cos(¢—9)+C (B.11)
Avec :
2 2 =2 2 =
Az(iz+i2j, B= \/(iz—izj A cz(a—2+b—2—2p & j (B.12)
on O] on O, 0RO, on O, 0RO,
La densité conjointe du module et de la phase s'écrit sous forme :
o (M,6) = Mpy, (McoS 4, msin ) (B.13)
D’ou:
Puo (M, @) = exp(— ! - {m_Z[A+Bcos(2¢—¢//)}—2mA”2cos(¢—3)+CB
270640, \1- p° 20-p7) | 2
(B.14)

B.1 Calcul de I'expression (I111.42)

pour obtenir la densité de probabilité du module, on intégre I’expression (B.14) par rapport a ¢ :

1 m?
mexp{—z(l_pz)(zAﬁLCH y 1 2
p,, (M) = ZEGRGI\/].—,DZ J”exp{—rpz)[78cos(2¢—yf)—2mA cos(¢—8)}}d¢

(B.15)

D’ou :
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1 por
p,, (M) =2 —.[7 exp| g, cos(24—v) |exp| g,cos(¢—9)]dg (B.16)
OR0, 2777
avec
m 1 m’
- - LYW
et e R
m2
g,-———1 B (B.17)
Loa1-pd)
mAl/Z
T
Ona:

z

el 3 3,

—ite—

e%( 2 = i L (2)t" (B.18)

| (z)=i"J. (iz)

J . (z) représente la fonction de Bessel de premiére espéce et |, (z) représente la fonction de Bessel de

premiere espéce modifice.

exp[ g,cos(2¢ -y ) | = exp[m—z(—ie‘(z"""’) - ﬁﬂ

- i(
2 ie (B.19)
= 2 1(g,)e" )
d’ou
gl Z In(gZ)
= 1 ¢+ in(2¢-v)
pym=—"—=___ — | "¢ exp[ 95 COS(¢_‘9)]d¢ (B20)
0RO, 2r 7
on pose g—3=4¢
nous obtenons
9, i 1 (g,)e "2 .
= — [T exp(g, cos ) dh (B.21)
0RO, 2777 7
Ona:
_(_i)n T o .
J.(2)= ?L{ "™ exp(+izcosg)d g (B.22)

1,(2)= %f:ei”"’l exp(zcosd,)dg,

102



Annexe B Calcul des deux expressions (I11.41) et (I11.44)

D’ou finalement :

Py (M) = %{ 1,(9,)15(95) + 22 1,(9,) Iz,,(g3)cos[n(219 _‘//)]} (B.23)

R™I

B.2 Calcul de I'expression (111.44)

La densité de la phase s’obtient en intégrant (B.14) par rapport au module m :

1 o 1 m? U2
Py (#) = mjo mexp(—m{7[A+Bcos(2¢ —y)]-2mA"? cos(¢— ) + C}Jdm

(B.24)

nous pouvons écrire

eXp|:_2(1_ 2)} 1 m?2
Po (9) = P IO mexp(—z(l_p2 {7[A+Bcos(2¢—y/)]—2mA”2cos(¢—19)}]dm

270640, \1- p° )
(B.25)
Ona:
{m—Z[A+BCOS(2¢_ )]_ 2mAY2 COS(¢—19)} _ m\/A+BCOS(2¢_W) i 2 e (B.26)
41— p?) v - 21— p? '
Avec :
‘o A" cos(p—9) (B.27)
J1-p? [A+Bcos(24—y)
d’ou
exp(— c . 52] 2
Py (#) = 20=p) “mexp —[m\/A+BCOS(2¢_W) —5] dm (B.28)
200 \1-p* ° 21— p*
On pose :
m\/A+Bcos(2¢—1//) em (B29)

2\1-p°

L’expression devient
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pcp(¢): 2 1—,0

0.0, [ A+Bcos(2¢ -y ) | eXp[_ 2(1- p?)

+§2jj'_+:(m'+ £)exp(-m*)dm’ (B.30)

Ona:
[, f)exp(—m'z)dme%exp(—éz)w%[uerf ()] (B31)

D’ou finalement:

B (4) = V1-p

C
7040, [ A+Bcos(2¢ /) | eXp(_ 2(1_,,2)J(

1+ &7 exp(+£2) [L+erf (5)]) (B.32)
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Annexe C
Calcul des deux expressions (II1.65) et (I111.66)

. . S(a—ay, f-5,)5(—a—a,,—f -
Dans cette annexe nous calculons 1'expression lim ( 0. S = Fo)S( 0 =F=F) dans

Lo L2

les deux cas de I’incidence afin de déterminer la variance spatiale. Nous avons:

lim S(a—ay, - B)S(-a—a,,—f—f)
Lo |_2
L2 Li2 Li2 L2 _ _ _ _ (C.1)
Iim—2 J' J‘ J' J' s(X, y)s(xliy')eJ(afao)er(ﬁfﬂo)yefJ(amo)X’efJ(ﬂ+ﬂo)y’dxdydxfdy'
Rl SR PN P g

On applique le changement des variables suivant :

{x—x’zt {y—y'zv €2)

X'=u y'=w

L’expression obtenue est

lim S(a—a,, - B)S(-a—a,,—f—f) _
L—oo |_2
1 L/2 L/2 L/2 L/2 ) _ ) ) (C3)
lim— I f .[ j S(U, W)S(t + U,V + w)e @@t (B-Ao)wigilesao)ug=IA+AM gy dydw

—L/2-L/2-LI2-LI2

ou encore
lim S(a—ay, B-B)S(-a—ay,—f - ) _
L—wo L2
1w _ L2 L2 _ _ (C4)
lim—= j _[ gllealtgl(F-/o)y I .[ s(u, W)s(t +u,v +w)e 2% e 12" gtdvdudw
Lo L2
—L2-L/2 ~Lj2-1/2
et aussi

lim S(la—a,, - B)S(-a—a,,—f~f)

L—ow L2
Y2 2 _ 1 L2 _ _ (C.5)
lim J .[e‘(“‘%)te’(ﬂ‘/’““lim—]‘ fs(u,w)s(t+u,v+W)e"2“°”e“2”°wdtdvdudw
Lo Lo |_2
—L2-L/2 ~L2-L/2

e Sous incidence oblique (¢, #0, 3, #0)

L’expression (C.5) peut étre exprimée par une fonction d’autocorrélation spatiale, notée C ,, (t,V) .

. . L2 L2
lim Sla-ay, B—B)S(a—ay,—B-B) _ J‘ J‘ gilemgi-ANC_(t,v)dtdv (C.6)

Lo L2

—L/2-L/2
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Cette derniére expression (C.6) représente la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation
spatiale

lim 3@ =0, B=Bo)S(a—ay,~B-F) _ s

Lo L2

(@, F) (C.7)

e sous I’incidence normale (¢, = £, =0)
D’aprés 1’équation (C.6), sous I’incidence normale, la moyenne spatiale devient nulle :

lim §(a_aOIﬂ_ﬂo)§(_a_a0'_ﬂ_:Bo)

L—oow L2

=0 (C.8)
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Abstract
In this thesis, we present a theoretical derivation of the statistical and spatial properties of signal
scattering by two-dimensional slightly rough random surfaces. The work concerns the intermediate field-zone
where the scattered field is reduced to the contribution of the progressive plane waves. Calculations are carried
out within the framework of the first-order small perturbation method. The surface is assumed to be ergodic and
stationary with a Gaussian height distribution. For infinite extension surfaces, we derive the probability density
functions (PDFs) for the modulus and phase of the total field components. The modulus PDF takes the form of
infinite sum of modified Bessel functions while the phase PDF is expressed in terms of the error function. We
demonstrate that under oblique incidence, the total field is not wide-sense stationary and under normal incidence,
the total field represents a strictly stationary stochastic process. From a spatial point of view, for a given altitude
and under all incidences, we show that the total field is ergodic to the second order. Under oblique incidence, the
spatial distribution of the total field modulus is a Rayleigh law and the phase is uniform. Under normal
incidence, the spatial distribution of the modulus is given by a law in the form of infinite sum of modified Bessel

functions and the phase is not uniformly distributed.

Résumé
Dans cette thése, nous présentons une étude théorique des propriétés statistiques et spatiales de la

diffraction d'une onde électromagnétique par des surfaces légérement rugueuses aléatoires en deux dimensions.

La procédure du travail concerne la zone intermédiaire ou le champ diffusé est réduit a la contribution des ondes
planes progressives. Les calculs sont effectués dans le cadre de la méthode des petites perturbations du premier
ordre et deuxieme ordre. Les surfaces sont supposées étre ergodique et stationnaire avec une distribution
gaussienne de la hauteur. Pour les surfaces d'extension infinies, nous tirons les fonctions de densité de
probabilité (PDF) pour le module et la phase de la totalité des composants des champs. Le PDF du module
prend la forme de somme infinie de fonctions de Bessel modifiées alors que le PDF de la phase est exprimée en
termes de la fonction d'erreur. Nous démontrons que sous incidence oblique, le champ total n'est pas stationnaire
au sens large et sous incidence normale, le champ total représente un processus stochastique strictement
stationnaire. D'un point de vue spatial, pour une altitude donnée et sous tous les angles d'incidence, nous
montrons que le champ total est ergodique au second ordre. Sous incidence oblique, la distribution spatiale du
module du champ total est une loi de Rayleigh et la phase est uniforme. Sous incidence normale, la répartition
spatiale du module est donnée par une loi sous forme de somme infinie de fonctions de Bessel modifiées et la

phase n'est pas uniformément répartie.





