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RÉSUMÉ 
 

 

Ce travail de recherche concerne d’abord l’étude de nouvelles distributions 

statistiques, très flexibles, capables de décrire une large variété de données, 

appelées la nouvelles Weibull-Weibull (NWW) et la nouvelle Weibull- 

Rayleigh (NWR). Basés sur ces distributions, des modèles à durée de vie 

accélérée (AFT) ont été développés. Ces modèles AFT-NWW et AFT- 

NWR dépendent de variables dites explicatives qui représentent les causes 

ayant un impact sur la variable d’intérêt. Après avoir calculé les estimateurs 

du maximum de vraisemblance et les matrices d’information, des 

statistiques de tests permettant d’ajuster des données à ces modèles ont été 

construites aussi bien que dans le cas complet que dans le cas de censure à 

droite. Une étude par simulation massive a confirmé la faisabilité de ces 

tests de manière efficace. L’intérêt de ces nouvelles distributions a été 

illustré par des applications dans différents domaines d’étude tels que 

l’économie, la fiabilité et le domaine médical. 
 

 

 

 

Mots-Clés : Analyse de survie, Données censurées, la Nouvelle famille Weibull-G, Modèle à temps de 

vie accéléré, Distribution Rayleigh, Distribution Weibull, Modèle N-Weibull-Rayleigh, Modèle N-

Weibull-Weibull, Tests d’ajustement du chi-deux modifié. 

 
 



ABSTRACT 

 

This work first concerns the study of new statistical distributions, very flexible, capable of  

describing a wide variety of data and called the New Weibull-Weibull (NWW) and the New 

 Weibull-Rayleigh (NWR). Based on these distributions, accelerated lifetime (AFT) models  

have been developed. These AFT -NWW and AFT -NWR models depend on so-called  

explanatory variables which represent the causes having an impact on the variable of interest.  

After calculating the maximum likelihood estimators and the information matrices, goodness 

-of-fit test statistics were constructed for these models in both of complete and right censored  

data cases. A massive simulation study has confirmed the feasibility of these tests in an  

effective manner. The interest of these new distributions has been illustrated by applications  

in different fields of study such as economy, reliability and the medical field. 

 

 

Keywords : Accelerated failure time model, Censored data, Chi-squared type Goodness-of-fit  

test, New-Weibull-Rayleigh model, New-Weibull-Weibull model, family, Rayleigh  

distribution, Survival analysis, The New-Weibull-G, Weibull distribution. 



 ملخص 

 

 

 يتعلق هذا العمل البحثي أولاً بدراسة التوزيعات الإحصائية الجديدة، المرنة جداً، والقادرة على وصف مجموعة متنوعة من 

 .N-Weibull-Weibull (NWW) و N-Weibull-Rayleigh (NWR)   البيانات  

. يعتمد السابقة، نقوم بطرح  التوزيعات  (فترات حياة متسارعةبناء على هذه النماذج تم تطوير نماذج العمر المتسارع )

هذان النموذجان على ما يسمى بالمتغيرات التوضيحية التي تمثل الأسباب التي لها تأثير على متغير الاهتمام. بعد حساب 

النماذج في كل من حالات  ملاءمة لهذهتقديرات الاحتمالية القصوى ومصفوفات المعلومات، تم إنشاء إحصائيات اختبار 

البيانات الكاملة والصحيحة الخاضعة للرقابة. أكدت دراسة محاكاة ضخمة جدوى هذه الاختبارات بطريقة فعالة. تم توضيح 

الاهتمام بهذه التوزيعات الجديدة من خلال التطبيقات في مجالات الدراسة المختلفة مثل الاقتصاد والموثوقية والمجال 

   .الطبي

البايانات ، راو روبسون نيكولين اختبار، ، اختبار الظبط المعدل كا نموذج وقت الاخفاق المتسارع المفتاحية : كلمات

.المراقبة، تحليل البقاء على قيد الحياة    

.   
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3.11 Valeurs de â j , v̂ j et p j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.12 Temps de survie de 100 patients infectés par le VIH. . . . . . . . . . . . . . 84

3.13 Valeurs des critères d’information AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S. . . . . . 86
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Introduction Générale

L’analyse de survie est une méthode statistique utilisée pour analyser le délai de la sur-

venue au cours du temps d’un évènement d’intérêt, tel qu’un échec, un décès, une re-

chute ou une rémission. L’évènement dans l’analyse de survie est souvent appelé un

« évènement d’intérêt», tandis que le temps nécessaire pour que l’évènement se pro-

duise est appelé «temps de survie». Pour mener à bien une analyse de survie sur une

population précise, il est nécessaire de choisir le bon modèle statistique qui décrira de

la meilleure manière la relation entre les variables d’un ensemble de données, faire des

prédictions et tester des hypothèses. Depuis le X X e siècle les chercheurs ne cessent

de montrer de l’intérêt aux méthodes statistiques dans la modélisation des temps de

survie et de défaillance des évènements précis.

La première méthode actuarielle est apparue en 1912, elle a été utilisée dans le domaine

médical pour la première fois en 1950, la seconde méthode, dite Kaplan-Meier, est ap-

parue en 1958, ces méthodes modélisent des observations complètes, ce qui n’est pas

toujours le cas pour les données de survie. L’analyse de survie prend en compte le fait

que l’évènement d’intérêt de certains individus ou sujets peut ne pas survivre jusqu’à

la fin de l’analyse, ce qui entraîne des données censurées ; c’est à dire l’apparition au

cours du temps d’un évènement avec des observations « incomplètes » constituées par
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Introduction Générale

les sujets chez qui l’évènement n’est pas encore survenu à la fin de l’analyse.

Depuix le X X I siècle, les données exploitées deviennent plus complexes et difficiles à

manipuler, il arrive souvent que ces données dépendent de différents facteurs appe-

lés stress qui influencent la durée de vie, par exemple, la température, le poids, la dose

de médicaments, etc. Afin de modéliser et analyser ces données, les chercheurs ont

eu recours aux modèles à temps de vie accéléré AFT (Accelerated Failure Time). Pour

ces modèles, les fonctions d’intérêt sont des fonctions de variables dites variables ex-

plicatives représentant les différents facteurs de stress, en d’autres termes, les temps de

survie des individus ou des produits sont accélérés ou ralentis par un facteur déterminé

représenté par une variable explicative. Les modèles AFT estiment directement l’effet

des variables explicatives sur le temps de survie du produit, ainsi, nous pouvons fournir

une estimation de la fiabilité du matériel dans des délais courts permettant d’optimiser

le temps, la performance et la planification de la maintenance de celui-ci.

Les modèles AFT sont couramment utilisés dans divers domaines tels que la recherche

médicale et l’épidémiologie notamment dans le suivi thérapeutique du dosage des mé-

dicaments (TDM) comme réponse au traitement (temps de survie) ou une dysfonction

d’organe d’un patient en analyse de survie, dans les sciences sociales où les différents

facteurs (la situation financière des parents, l’organisme scolaire, les compétences pro-

fessionnelles, etc...) pouvant influer sur le rendement scolaire, dans l’ingénierie pour

optimiser la fiabilité des systèmes, en finance et dans les études commerciales pour

analyser les effets comportementaux des clients. Les modèles AFT permettent aux cher-

cheurs de comprendre les facteurs influençant le délai avant un évènement et de faire

des prédictions sur les résultats futurs en fonction des probabiliés de survie.

Ces modèles sont proposés comme une alternative aux modèles à risques proportion-

nels de Cox (1972) connus sous le nom de modèles PH (proportional hazards) où la

condition de proportionalité des taux de hasard est exigée. Différents modèles AFT ont

été proposés dans la littérature statistique tels que AFT-Weibull, AFT-exponentiel, AFT-
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log-logistique, AFT-log-normale ( Bagdonavicius et Nikulin, 2002), AFT-Inverse Weibull

généralisée (Goual et Seddik-Ameur, 2014), AFT-exponential-exponentié -généralisé (Aidi

et Seddik-Ameur, 2016), AFT-extension de Weibull (Treidi et Seddik-Ameur, 2017).

Prenant en considération la révolution industrielle et le développement technologique,

les données réelles peuvent souvent être complexes et présentent divers défis qui doivent

être relevés au cours du processus de la modélisation statistique, les distributions clas-

siques existantes ne sont pas adaptées pour modéliser toutes les observations. Il a été

crucial d’introduire de nouveaux générateurs de distributions afin de pouvoir traiter et

analyser toutes les données réelles disponibles. La construction de nouveaux modèles

statistiques flexibles aptes à générer une grande variété de formes du taux de risque

(taux de défaillance) fréquemment observées est devenue plus que nécessaire.

Durant les deux dernières décennies, les chercheurs ont proposé diverses techniques

de généralisation des distributions classiques donnant ainsi différentes formes pour le

taux de hasard aussi bien croissante, décroissante, unimodale, en baignoire, en forme J

et S. Parmi ces techniques, plusieurs sont basées sur la distribution de Weibull telles que

la famille bêta Weibull-G [Cordeiro et al. (2012)], la Weibull-X [Alzaatrah et al. (2013)],

la Weibull-X exponentiée [Alzaghal et al. (2013)] et la Weibull-G [Bourguignon et al.

(2014)].

Dans la présente thèse, nous nous sommes intéréssées à un nouveau générateur de

modèles, basé sur la distribution de Weibull introduit récemment par Tahir et al. (2016).

Cette nouvelle famille est appelée la Nouvelle famille Weibull-G (New-Weibull-G family,

NW G).

Nous choisissons la distribution de Weibull et celle de Rayleigh comme distributions

de base de cette famille pour construire deux nouveaux modèles statistiques appelés

le modèle New-Weibull-Weibull (NW W ) et le modèle New-Weibull Rayleigh (NW R).

Ces modèles sont très intéressants dans la modélisation de données provenant de tous
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les domaines d’application que ce soit en finance, en fiabilité, en analyse de survie ou

autres.

Étant donné que dans les études de fiabilité ou des durées de vie, le temps de l’occu-

rence de l’évènement peut être très long, on a jugé utile de développer des modèles à

temps de vie accéléré correspondants à ceux proposés dans ce travail, AF T −NW W et

AF T −NW R.

Après la description de ces nouvelles distributions NW W , NW R, AF T−NW W et AF T−
NW R, nous déterminons les estimateurs des paramètres inconnus. Pour valider le choix

de ces modèles, nous utilisons d’abord les critères classiques de sélection des modèles

tels que le PP-plot, le QQ plot, l’AIC, le BIC, CAIC, HQIC et KS ; ensuite nous nous pro-

posons de construire des statistiques de tests du type du chi-deux modifé relatifs à cha-

cun de ces modèles dans le cas de données complètes et le cas de données censurées à

droite. On utilise l’approche proposée par NiKulin (1973) et Rao et Robson (1974) dans

le cas de données complètes et la modification de cette statistique [Nikulin et Bagdo-

navicius, (2011)] pour les données censurées à droite.

Ces critères de tests sont basés sur la méthode d’estimation du maximum de vraisem-

blance sur les données initiales utilisant ainsi toute l’information apportée par l’échan-

tillon. Pour confirmer les résultats obtenus, on a procédé à la simulation de dizaines de

milliers d’échantillons de plusieurs tailles et différentes valeurs des paramètres. A la fin,

on a utilisé les statistiques de tests développées dans ce travail pour ajuster aux modèles

étudiés plusieurs jeux de données réelles provenant des domaines médical, industriel,

économique, social et sismique montrant ainsi la flexibilité et l’applicabilié de ces tests.

La thèse est structurée de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, les différentes méthodes de généralisations de la distribution

de Weibull ont été détaillées. Une brève introduction sur la théorie des tests d’ajuste-

ment du type du chi-deux modifié dans le cas de données complètes et le cas de don-
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nées censurées à droite est exposée.

Dans le chapitre deux, on introduit le nouveau modèle N-Weibull-Weibull (NW W ).

Une analyse statistique complète a été réalisée. La statistique de test d’adéquation à

ce nouveau modèle a été calculée pour le cas de données complètes et le cas de don-

nées censurées à droite. Des applications sur des données réelles ont été présentées

afin de montrer la flexibilité de cette nouvelle distribution NWW.

Quant au troisième chapitre, il est consacré au modèle N-Weibull-Rayleigh (NW R).

Après avoir calculé les estimateurs inconnus du modèle par la méhode du maximum

de vraisemblance, la statistique du test du chi-deux modifié introduite dans le premier

chapitre a été adaptée au modèle proposé et la forme explicite de tous les éléments du

critère de test été obtenue pour le cas complet et le cas de censure à droite. Les résultats

théoriques ont été appliqués à des jeux de données réelles.

Dans le dernier chapitre, après l’introduction de la notion des modèles à temps de vie

accéléré, on construit les modèles AF T −NW W et AF T −NW R dont les distributions

de base sont respectivement la N-Weibull-Weibull et la N-Weibull-Rayleigh. En utili-

sant les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres inconnus de la

distribution de base et ceux de la régression, on construit des tests d’ajustement du

type du chi-deux modifié pour valider ces deux modèles. D’importantes simulations

numériques ont été conduites pour confirmer les résultats théoriques obtenus. Des ap-

plications à des jeux de données réelles provenant de différents domaines ont illustré

l’applicabilité des modèles étudiés et la souplesse des tests proposés dans ce travail de

recherche.

Enfin, nous espérons, au travers de ce travail, apporter une « brique » conceptuelle à

un cadre de recherche sur l’importance et la performance des distributions statistiques

dans la traduction de différents types de données rencontrées dans le monde réel.
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Chapitre 1
Modèles Généralisés

1 Méthodes de généralisation des distributions statistiques

Les distributions statistiques sont couramment utilisées pour décrire des phénomènes

réels. Récemment, de nombreuses classes de distributions généralisées ont été déve-

loppées pour modéliser diverses observations.

Il existe des méthodes bien connues pour générer des distributions continues univa-

riées. Ces méthodes comprennent la méthode de l’équation différentielle de Pearson

(1895), la méthode de transformation de Johnson (1949), la méthode des fonctions quan-

tiles de Tukey (1960) et d’autres méthodes décrites ci-dessous.

1.1 Méthode de Pearson

Vers la fin du dix-neuvième siècle, K. Pearson (1895) a voulu construire un nouveau

système de courbes de fréquences qui représentera une plus grande variété de distri-

butions que celles pour lesquelles une courbe normale suffirait.

6



1. MÉTHODES DE GÉNÉRALISATION DES DISTRIBUTIONS STATISTIQUES

Le système de distributions continues de Pearson, développé en (1895) est un système

pour lequel toute fonction de densité de probabilité f (x) satisfait une équation diffé-

rentielle de la forme :

1

f (x)

d f (x)

d x
= a +x

b0 +b1x +b2x2
,

Où a, b0, b1 et b2 représentent les paramètres. Dépendant de ceux-ci, les différentes

formes de la distribution f (x) ont été classées par Pearson dans un certain nombre de

types.

En 1942, Burr a présenté un système de distributions continues pouvant prendre une

grande variété de formes. Le système de distributions satisfait l’équation différentielle

suivante :

dF = F (1−F ) g (x)d x,

Où 0 ≤ F ≤ 1 et g (x) est une fonction non négative sur x. Burr a donné 12 solutions de

l’équation différentielle et cela correspond aux choix de g (x), voir Fry (1993) et Johnson

et al. (1994) pour une liste de distributions de Burr types I −X I I .

1.2 Méthode de transformation de Johnson

Pour obtenir un système de courbes analogue aux systèmes de Pearson où f (x) doit être

définie et de préférence sous une forme simple, Johnson (1949) a proposé un système

pour générer des distributions en utilisant la transformation de normalisation avec la

forme générale :
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Z = γ+δ f

(
x −ξ
λ

)
,

où f (.) est la fonction de transformation, Z est une variable aléatoire normale centrée

et réduite, γ et δ sont les paramètres de formes, λ représente le paramètre d’échelle et

ξ c’est le paramètre de position. Johnson a supposé que δ et λ sont positifs. Il a proposé

trois fonctions de transformation et a défini la famille lognormale (SL), le système de

distribution borné (SB) et le système de distribution non borné (SU ). Ces familles de

distributions couvrent de nombreuses distributions couramment utilisées telles que

normale, log-normale, gamma, bêta, exponentielle et d’autres.

Les tests de signification ne sont pas vérifiés dans les systèmes développés par Johnson.

Les systèmes proposés par Johnson SL, SB , SU se combinent avec la courbe normale

pour donner une variété de formes de courbes aussi large que celles fournies par les

systèmes de courbes de fréquences de Pearson.

Le système log-normale (SL) s’est avéré utile dans un certain nombre d’applications. Il

modélise les problèmes de dosage-mortalité (Gaddum, 1945), de la graduation des don-

nées économiques (Gibrat, 1931 ;Frechet, 1945) et dans l’agriculture (Cochran,1938).

Le système de distribution borné (SB) est basé sur la transformation la plus simple,

mais le système de distribution non borné (SU ) a les expressions les plus simples pour

déterminer les moments. L’ajustement du système de distribution non borné (SU ) est

plus simple que celui du système de distribution borné (SB) sauf lorsque les limites de

variation de ce dernier sont définitivement connues.

Tous les moments de toutes les courbes dans les systèmes proposés par Johnson SL, SB

et SU sont finis. En comparaison, on sait que les moments les plus élevés de certaines

des courbes de Pearson peuvent être infinis.
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1.3 Méthode de Tukey

Tukey (1960) a proposé la distribution lambda, qui a été généralisée par Ramberg et

Schmeiser [(1972), (1974)] et Ramberg et al., (1979) comme une distribution nommée

lambda généralisée (GLD).

Cette famille de distribution est définie en termes de fonction quantile :

Q
(
y
)=Q

(
y ;λ1,λ2,λ3,λ4

)=λ1 +
yλ3 − (

1− y
)λ4

λ2
,0 ≤ y ≤ 1,

Les paramètres λ1 et λ2 sont, respectivement, les paramètres de position et d’échelle,

tandis que λ3 et λ4 déterminent les coefficients de l’asymétrie et de l’aplatissement. La

fonction de densité de probabilité correspondante est donnée par :

f (x) = λ2

λ3 yλ3−1 +λ4
(
1− y

)λ4−1
, x =Q

(
y
)

,

L’existence d’une fonction de densité de probabilité valide exige queλ3 yλ3−1+λ4
(
1− y

)λ4−1

ait le même signe pour tout y dans [0,1] et λ2 prend le même signe.

Freimer et al. (1988) ont discuté la similitude et les différences entre le système de Pear-

son et la GLD . Ils ont souligné que la famille de Pearson n’inclut pas la distribution

logistique, tandis que GLD ne couvre pas toutes les valeurs d’asymétrie et d’aplatisse-

ment.

Une extension de GLD a été proposée par Karian et Dudewicz (2000) qui comprend à

la fois GLD et la distribution bêta généralisée définie par :

f (x) =


(x−β1)β3 (β1+β2−x)β4

B(β3+1,β4+1)β(β3+β4+1)
2

, siβ1 ≤ x ≤β1 +β2

0, si non

 .
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Où B (., .) est la fonction bêta complète.

1.4 Méthode d’Eugene

La distribution Lambda généralisée (GLD), initialement proposée par Ramberg et Schmei-

ser (1974) appelée distribution "RS", est une généralisation à quatre paramètres de

la famille Lambda de Tukey (Hastings et al., 1947) qui s’est révélée utile dans un cer-

tain nombre d’applications différentes. Puisqu’elle peut prendre une grande variété de

formes, la GLD offre aux gestionnaires de risques une grande flexibilité dans la modéli-

sation d’un large éventail de données financières. En raison de sa polyvalence, l’obten-

tion des paramètres appropriés pour la GLD peut être un problème difficile.

Eugene et al. (2002) ont utilisé la distribution bêta en tant que générateur pour déve-

lopper la famille appelée distribution de bêta-généralisée. La fonction de répartition de

la variable aléatoire X de cette famille est définie par :

G (x) =
∫ F (x)

0
b (t )d t ,

où, b (t ) est la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire bêta et F (x) est

la fonction de répartition d’une variable aléatoire quelconque.

La fonction de densité correspondante à la distribution bêta-généralisée est donnée

par :

g (x) = 1

B
(
α,β

) f (x)Fα−1 (x) (1−F (x))β−1 .
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Cette famille de distributions est une généralisation des distributions de la statistique

d’ordre pour la variable aléatoire X avec une fonction de répartition F (x) indiquée par

Eugene et al., (2002) et Jones (2004).

Depuis l’article d’Eugène et al., (2002), de nombreuses distributions bêta-généralisée

ont été étudiées dans la littérature incluant la distribution bêta-Gumbel (Nadarajah et

Kotz, 2004), la distribution bêta-Exponentielle (Nadarajah et Kotz, 2005), la distribution

bêta-Weibull (Famoye et al., 2004), la distribution bêta-Gamma (Kong et al., 2007), la

distribution bêta-Pareto (Akinsete et al., 2008) et autres.

1.5 La famille G-Kumaraswamy

Jones (2009) et Cordeiro et de Castro (2011) ont prolongé la famille de distributions

bêta-généralisée en remplaçant la distribution bêta de la distribution bêta-généralisée

par la distribution de Kumaraswamy (1980) :

f (x) =
{
αβxα−1(1−xα)β−1

0 si non
; x ∈ [0,1] ,α> 0,β> 0

Alors, la fonction de densité de la distribution Kumaraswamy généralisée (Cordeiro et

de castro, 2011) est donnée par :

g (x) =αβ f (x)Fα−1 (x)
(
1−Fα (x)

)β−1 ,

Plusieurs distributions généralisées de la Kumaraswamy ont été étudiées dans la lit-

térature y compris la distribution de Kumaraswamy Weibull (Cordeiro et al., 2010), la

distribution Kumaraswamy gamma généralisée (De Castro et al., 2011), la distribution

Kumaraswamy semi-normale généralisée (Cordeiro et al., 2012) et la distribution Ku-

maraswamy inverse Weibull généralisée (Goual et Seddik Ameur, 2016).
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1.6 La famille G-Zografos-Balakrishnan

Pour toute fonction de répartition de base G(x), Zografos et Balakrishnan (2009) ont

défini une distribution avec fonction de densité de probabilité f (x) et fonction de ré-

partition F (x), données respectivement par :

f (x) = 1

Γ (a)

{− log[1−G (x)]
}a−1 g (x) ,

F (x) = γ
(
a, log[1−G(x)]

)
Γ (a)

= 1

Γ (a)

∫ − log[1−G(x)]

0
t a−1 exp(−t )d t , a > 0,

où g (x) = dG(x)
x ,

Γ (a) =
∫ ∞

0
t a−1 exp(−t )d t ,

repésente la fonction gamma, et

γ (a, z) =
∫ z

0
t a−1 exp(−t )d t ,

est la fonction gamma incomplète.

Récemment, Alexander et al., (2012) ont étudié la famille bêta−X généralisée en consi-

dérant la distribution bêta généralisée du premier type introduite par McDonald (1984).

La nouvelle famille est appelée famille généralisée de bêta (GBG).

Alzaatreh et al., (2013) ont proposé une méthode générale en remplaçant la fonction

de densité de probabilité de bêta de la famille GBG par la fonction de densité de pro-

babilité d’une variable aléatoire continue quelconque et en appliquant une fonction

D(F (x)) satisfaisant certaines conditions qui permettra de définir la famille T −X .
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2. LA NOUVELLE GÉNÉRALISATION DE LA DISTRIBUTION WEIBULL

2 La nouvelle généralisation de la distribution Weibull

La distribution de Weibull est l’un des modèles les plus populaires et les plus utilisés

pour le temps de défaillance dans les tests de vie, de survie et la théorie de la fiabilité.

Cependant, son inconvénient majeur est le comportement monotone de sa fonction

du taux de hasard.

Dans les applications réelles, les courbes du taux de hasard empirique présentent sou-

vent des formes non-monotones telle qu’une baignoire, baignoire inversée (unimo-

dale) et autres. Alors, il y a un véritable besoin de chercher des généralisations ou mo-

difications de la distribution Weibull pouvant fournir plus de flexibilité dans la modéli-

sation des durées de vie.

La fonction de répartition d’une variable aléatoire continue X qui suit une distribution

Weibull de paramètre d’échelle α> 0 et de paramètre de forme β> 0, est donnée par :

FW (x) = 1−exp
(
−αxβ

)
, x > 0

La fonction de densité de probabilité correspondante est :

fW (x) =αβxβ−1 exp
(
−αtβ

)
.

2.1 La famille T-X

Soit r (t ) la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire T ∈ [a,b] , tel que

∞< a < b <∞. Soit F (x) la fonction de répartition de la variable aléatoire X et la fonc-

tion de lien D(.) : [0,1] → [a,b] qui satisfait les conditions suivantes :

i . D(.) est différentiable et monotone non décroissante.

i i . D(0) → a et D(1) → b.
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La famille de distributions T -X a été définie en 2013 par Alzaatreh et al., par la fonction

de répartition donnée comme suit :

F (x) =
∫ D[G(x)]

a
r (t )d t , (∗)

où G (x) est la fonction de répartition de la distribution de base et D [G (x)] satisfait les

conditions (i ) et (i i ).

Si T ∈ (0,∞), X est une variable aléatoire continue et D [G (x)] = − log[1−G (x)], alors,

la fonction de densité de probabilité de la famille T -X est donnée par :

f (x) = g (x)

1−G(x)
r
(− log[1−G (x)]

)= hg (x)r
[
Hg (x)

]
,

où hg (x) et Hg (x) sont les fonctions du taux de hasard et du taux de hasard cumulé,

respectivement associées à g (x).

2.2 La famille Weibull-X

Si r (t )⇝ FW (x), posons D [G (x)] =− log[1−G (x)] dans (∗), alors, la fonction de répar-

tition de la famille Weibull-X de Alzaatrah et al., (2013) est :

F (x) = αβ

∫ − log[1−G(x)]

0
xβ−1 exp

(
−αxβ

)
d t

= 1−exp
(
−α{− log[1−G (x)]

}β)
.
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2.3 La famille Weibull-G

Un an plus tard, Bourguignon et al., (2014) ont proposé la famille de distribution Weibull-

G en remplaçant l’argument x par : G(x,θ)
G(x,θ)

, où : G (x,θ) = 1−G (x,θ) et ont défini la fonc-

tion de répartition de leur classe (pour α> 0 et β> 0), appelée Weibull-G , par :

F
(
x,α,β,θ

) = αβ

∫ [
G(x,θ)
G(x,θ)

]
0

tβ−1 exp
(
−αtβ

)
d t

= 1−exp

(
−α

[
G (x,θ)

G (x,θ)

]β)
, x ∈R.

Où G (x,θ) et g (x,θ) sont, respectivement la fonction de répartition et la fonction de

densité de probabillité de toute distribution de base qui dépend d’un vecteur de para-

métre θ.

Dans la littérature récente, quatre générateurs basés sur la distribution Weibull sont

apparus : bêta Weibull-G [Cordeiro et al. (2012)], Weibull-X [Alzaatrah et al. (2013)],

Weibull-X exponentié [Alzaghal et al. (2013)] et Weibull-G [Bourguignon et al. (2014)].

2.4 La Nouvelle famille Weibull-G (NW G)

En 2016, Tahir et al. ont proposé une classe de distributions appelée la Nouvelle famille

Weibull-G "NW G". En remplaçant a = 0, r (t )⇝ FW (x) et D [G (X )] =− log[G (x,ξ)], de

l’equation (∗), on définit la fonction de répartition de la famille NW G par :

F
(
x,α,β,ξ

) = 1−
∫ − log[G(x,ξ)]

0
αβtβ−1 exp

(
−αtβ

)
d t

= exp
(
−α{− log[G (x,ξ)]

}β)
.
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Par la suite, la variable aléatoire X est notée par : X ⇝NW G
(
α,β,ξ

)
. Alors, la fonction

de densité de probabilité de X est donnée par :

f
(
x,α,β,ξ

)=αβ g (x,ξ)

G (x,ξ)

{− log[G (x,ξ)]
}β−1 exp

(
−α{− log[G (x,ξ)]

}β)
,

où g (x,ξ) est la fonction de densité de probabilité parente. De plus, parfois on peut

négliger la dépendance ξ avec les paramètres et on écrit G (x,ξ) =G (x) et g (x,ξ) = g (x).

La densité de probabilité sera plus traitable lorsque la fonction de répartition G (x) et la

fonction de densité de probabilité g (x) ont des expressions analytiques simples.

Soit h (x,ξ) la fonction du taux de hasard de la fonction parente G . La fonction du taux

de hasard h
(
x,α,β,ξ

)
de la variable aléatoire X de la Nouvelle famille Weibull-G (NW G)

peut être obtenue à l’aide de l’équation suivante :

h
(
x,α,β,ξ

)= αβ
g (x,ξ)
G(x,ξ)

{− log[G (x,ξ)]
}β−1 exp

(
−α{− log[G (x,ξ)]

}β)
1−exp

(
−α{− log[G (x,ξ)]

}β) .

3 Tests d’ajustements

Les tests de qualité d’ajustement indiquent si un échantillon aléatoire provient d’une

distribution de probabilité spécifique. Cette technique statistique est fréquemment uti-

lisée dans l’analyse de survie et la fiabilité pour la modélisation précise de la durée de

vie qui nécessite de spécifier le modèle statistique adéquat. Au début du 20ème siècle,

Karl Pearson (1900) a été le premier à lancer le test d’ajustement (GOF ) avec l’intro-

duction de la statistique du test de chi-deux (X 2) connue sous le nom de la statistique

de Pearson jusqu’à ce jour. La statistique de Pearson nécessite que les données soient

d’abord regroupées, complètes et les paramètres du modèle choisi connus. Dans l’ap-

plication réelle, ce test ne peut être appliqué dans toutes les situations, particulière-
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ment lorsque les paramètres du modèle statistique sont inconnus ou bien les données

ne sont pas complètes. Donc pour résoudre ces problèmes, de nombreuses modifica-

tions ont été apportées au test du chi-deux de Pearson, telles-que Fisher (1928), Cramer

(1946), Anderson-Darling (1952), Chernoff et Lehmann (1954), Roy (1956), et autres,

ainsi que la proposition de tests graphiques.

Cependant, leurs utilisations présentent certains inconvénients ; par exemple, selon Fi-

sher (1928) la distribution limite de la statistique de Pearson ne suit pas la distribu-

tion de chi-deux χ2 si les paramètres sont inconnus et doivent être estimés à partir de

l’échantillon car la distribution limite dépend de la méthode d’estimation des para-

mètres.

Cramer (1948) a montré que si les paramètres inconnus du modèle ajusté sont esti-

més à l’aide de la méthode du minimum chi-deux ou de la méthode d’estimation du

maximum de vraisemblance (EMV) basée sur des données groupées et l’estimateur est
p

n-convergent, alors, la distribution limite χ2
n suit un chi-deux mais le degré de liberté

sera réduit du nombre de paramètres estimés.

Par la suite, en 1954, Chernoff et Lehmann ont clairement montré que la distribution

limite de la statistique de Pearson change complètement et ne suit pas la distribution

χ2 si les paramètres de l’hypothèse nulle sont estimés à partir de l’échantillon par la

méthode du maximum de vraisemblance.

Alors, il est nécessaire de trouver un meilleur test d’ajustement capable de surmonter

ces obstacles, et qui fournit suffisamment d’informations de base sur l’échantillon. No-

tons qu’il existe un célèbre test de chi-deux modifié introduit par Nikulin (1973) qui est

une modification de la statistique de Pearson (1900). Ce test du chi-deux modifié est

basé sur les données initiales pour estimer les paramètres du modèle et où les bornes

des intervalles de regroupement des données initales sont calculées de manière à avoir

des classes équiprobables.
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La distribution limite de cette statistique de test suit la distribution du chi-deux.

Cette statistique utilise essentiellement la propriété de la distribution normale multi-

variée du vecteur qui repose sur les différences entre deux estimateurs des probabili-

tés d’appartenir aux intervalles de regroupement, un estimateur basé sur la fonction

de répartition empirique et un autre sur l’estimation du maximum de vraisemblance

des paramètres de l’hypothèse nulle. Ensuite, en utilisant les propriétés asymptotiques

de la distribution normale multivariée "best asymptotically normal" de l’estimateur du

maximum de vraisemblance et de la méthode de Wald, Nikulin a complètement résolu

le problème pour toute hypothèse nulle H0.

Un an plus tard, Rao-Robson (1974) obtiennent le même résultat pour la famille de

distributions exponentielles en utilisant la méthode des moments pour estimer les pa-

ramètres. Dès lors, cette statistique est appelée statistique Nikulin Rao-Robson (N RR),

pour plus de détails voir Van der Vaart (1998), Drost (1988).

3.1 Le test de Nikulin-Rao-Robson

Soit X = (X1, ..., Xn)T un n-échantillon, i .e. X1, ..., Xn sont des variables aléatoires i .i .d .

Supposons qu’on a une famille de distribution F (•,θ) dans R, où θ = (θ1,θ2, · · · ,θs) ∈
Θ ⊂ Rs , est le vecteur des paramètres inconnus. Nous souhaitons tester l’hypothèse

nulle H0 selon laquelle :

H0 : Pθ(Xi ≤ x) = F (x,θ), x ∈ R1 ,θ = (θ1, · · · ,θs) ∈Θ⊂ Rs .

Nikulin (1973) et Rao-Robson (1974) ont proposé la statistique du test de chi-deux mo-

difié pour la famille de distributions continues, appelée la statistique de Nikulin-Rao-

Robson (N RR).
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Basée sur les estimateurs du maximum de vraisemblance sur les données non grou-

pées, cette statistique de test (Y 2) peut être écrite comme la somme de la célèbre sta-

tistique de Pearson X 2
n et d’une forme quadratique Q :

Y 2 = X 2
n +Q,

Q = 1

n
LT (

θ̂
)

G−1L
(
θ̂
)

.

Les données initiales sont groupées en r intervalles I j =
]
a j−1, a j

]
, tel que j = 1,r . Les

classes sont supposées équiprobables, les probabilités correspondantes sont données

par :

p j
(
θ̂n

)= a j∫
a j−1

dF
(
t , θ̂n

)= 1

r
, j = 1,r ,

par conséquent, les limites a j sont obtenues telles que :

a j = F−1
(

j

r

)
, j = 1,r .

On a ν = (ν1, ...,νr )T représente les fréquences empiriques obtenues par le regroupe-

ment des données initales dans les intervalles I j :

ν j = car d
{
i : xi ∈ I j ,

}
i = 1,2, ...,n, j = 1,r
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Alors, les composants de Y 2 sont donnés comme suit :

X 2
n =

r∑
j=1

(
υ j −np j

)2

np j
, Q = 1

n
LT (

θ̂
)

G−1L
(
θ̂
)

, θ = (θ1,θ2, ...,θs)

L
(
θ̂
) = [

L1
(
θ̂
)

, ...,Ls
(
θ̂
)]T

, Lk (θ) =
r∑

j=1

υ j

p j

∂p j (θ)

∂θk
, k = 1, ..., s, j = 1, ...,r,

Ĝ = [
ĝl l ′

]
r×r , gl l ′ = il l ′−

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j (θ)

∂θl

∂p j (θ)

∂θl ′

)
, îl l ′ =

∂2l
(
xi , θ̂

)
∂θ̂l∂θ̂l ′

,

où I = [il l ′]s×s représente la matrice d’information de Fisher.

Notez que cette approche a été utilisée pour l’ajustement de differents distributions

récentes, un modèle à risques concurrents (Chouia and Seddik-Ameur, 2014), la distri-

bution de Rayleigh génnéralisée (Tilbi et Seddik-Ameur, 2017), l’extension de Weibull

(Treidi et Seddik-Ameur, 2016) et d’autres.

3.2 Le test de chi-deux modifié de Bagdonavicius et Nikulin

Dans la modélisation statistique des phénomènes réels on est souvent confronté à des

données incomplètes ce qui nous empêchera d’appliquer la statistique du test N RR.

Ces obstacles ont motivé plusieurs chercheurs à proposer des techniques d’ajustement

adaptées, on peut citer Habib et Thomas (1986), Hollander et Pena (1992) qui ont dé-

veloppé une statistique du chi-deux de type Pearson, Akritas (1988) qui a proposé une

statistique du chi-deux basée sur l’idée de comparer le nombre d’échecs observé et at-

tendu dans chaque classe, Hjort (1990) qui lui, a développé une statistique de type chi-

deux pour tester la validité du modèle paramétrique pour les données d’histoire de vie

basée sur le processus de risque cumulatif et Kim (1993) a également proposé un test

d’ajustement du chi carré basé sur l’estimateur de la limite du produit.

Bagdonavicius et Nikulin (2011), Bagdonavicius et al., (2010, 2013) ont étendu la même

idée de statistique N RR aux données censurées. Ils ont estimé les bornes des intervalles
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a j en tant que fonctions de données aléatoires basées sur l’idée de diviser l’intervalle

[0,τ] en k sous-intervalles avec des nombres de défaillance attendus égaux e j . Le test

est basé sur le vecteur Z = (Z1, ..., Zk )T , où Z j = 1p
n

(
U j −e j

)
, j = 1,k, i .e. les différences

entre le nombre de défaillances observées et attendues dans les intervalles I1, ..., Ik . La

méthode d’estimation du maximum de vraisemblance, dont les propriétés asympto-

tiques sont bien connues, a été utilisée pour déterminer les différents paramètres des

modèles.

Les auteurs ont procédé comme suit :

Soit Xi = (X1, ..., Xn) un échantillon de variables aléatoires censurées à droite, tel que :

(X1,δ1) , ..., (Xn ,δn) , (1)

Où :

Xi = Ti ∧Ci , δi = 1{Ti≤Ci }.

En supposant que les taux de panne T1, ...,Tn sont absolument continus indépendants

et identiquement distribués, i .i .d . et en notant l’échantillon (1) en termes de processus

stochastiques Ni (t ) et Yi (t ). On a :

(N1 (t ) ,Y1 (t ) , t ≥ 0, ..., Nn (t ) ,Yn (t ) , t ≥ 0) .

Où :

Les trajectoires du processus de comptage Ni ont la forme :

Ni (t ) =
{

0, 0 ≤ t < Xi

1, t ≥ Xi
.
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Les trajectoires du processus stochastique Yi ont la forme :

Yi (t ) =
{

0, t > Xi

1, 0 ≤ t ≤ Xi
.

En posant :

N (t ) =
n∑

i=1
Ni (t ) et Y (t ) =

n∑
i=1

Yi (t ) ,

en utilisant ces processus, ils obtiennent les relations suivantes :

∫ ∞

0
logh (u,θ)d Ni (u) =

{
lnλ (Xi ,θ) , δi = 1

0, δi = 0
= δi h (Xi ,θ) ,

et

∫ ∞

0
Yi (u) logh (u,θ)d (u) =

∫ Xi

0
h (u,θ)d (u) =− lnS (Xi ,θ) ; {θ ∈Θ} .

En considérant l’hypothèse nulle H0

H0 : F (x) ∈F0 =
{
F0 (x,θ) ; θ ∈Θ⊂Rs} ,

où θ = (θ1, ...,θs)T ∈Θ⊂Rs est le vecteur de paramètres inconnus et F0 est une fonction

de répartition connue. En groupant les données initiales observées notées en termes

des processus de comptages Ni (t ) et Yi (t ) dans un intervalle de temps[0,τ] en k > s

sous-intervalles :

I j =
(
a j−1, a j

]
, j = 1,k, a0 = 0, ak = max

(
X(l ),τ

)
,
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où X(i ) est le i ème élément de la statistique d’ordre X(1), ...,(i n). Et en notant par :

U j = N
(
a j

)−N
(
a j−1

)= ∑
i :Xi∈I j

δi , j = 1,k

le nombre de défaillances observées dans le j i ème intervalle, sous l’hypothèse H0, on

estime le nombre de défaillances théorique e j dans l’intervalle I j ; en tenant compte de

l’équation :

E [N (t )] = E
∫ t

0
h

(
u, θ̂

)
Y (u)du,

θ̂ est l’estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre θ. Alors, le nombre de

défaillances théoriques peut être donné par :

e j = E
∫ a j

a j−1

h
(
u, θ̂

)
Y (u)du = ∑

i :ti>a j−1

[
H

(
a j ∧ ti ), θ̂

)−H
(
a j−1, θ̂

)]
,

où a ∧ b = min(a,b). La statistique du test de chi-deux de Bagdonavicius et Nikulin

(2011) est basée sur la statistique suivante :

Y 2
n = Z T V̂ −Z .

Où le vecteur Z est donné par :

Z = (Z1, ..., Zk )T ; Z j = 1p
n

(
U j −e j

)
, j = 1,k.
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V̂ − est une matrice inverse généralisée de V̂ donnée par :

V̂ − = Â−1 + Â−1Ĉ T Ĝ−Ĉ Â−1, Ĝ = î − Ĉ Â−1Ĉ T ,

où :

Â =


Â1 0 .. 0

0 Â2 .. 0

0 0 .. 0

0 0 .. Âk

 ; Ĉ =


Ĉ11 Ĉ12 .. Ĉ1k

Ĉ21 Ĉ22 .. Ĉk

: : :

Ĉs1 Ĉs2 Ĉsk

.

Alors,

Â j =
U j

n
et Ĉ j = 1

n

∑
i :Xi∈I j

∂

∂θ
lnh

(
Xi , θ̂

)
.

D’où la statistique du test Y 2
n peut être écrite sous la forme :

Y 2
n = Z T Â−1Z +Z T Â−1Ĉ T Ĝ−1Ĉ Â−1Z ,

Y 2
n =

n∑
i=1

(
U j −e j

)2

U j
+Q,

où,

Q =W T Ĝ−1W, W = Ĉ Â−1Z = (W1, ...,Ws)T ,

Ĝ = [
ĝl l ′

]
s×s , ĝl l ′ = îl l ′ −

k∑
j=1

Ĉl j Ĉl ′ j Â−1
j , Wl =

k∑
j=1

Ĉl j Â−1
j Z j ,
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îl l ′ =
1

n

n∑
j=1

δi
∂ lnλ

(
Xi , θ̂

)
∂θl

∂ lnλ
(
Xi , θ̂

)
∂θl ′

, θ̂ = (θ1, ...,θs) ,

Z j = 1p
n

(
U j −e j

)
,U j =

∑
i :Xi∈I j

δi , j = 1,k, l , l ′ = 1, s.

Sous l’hypothèse H0, la distribution limite de la statisitque de test Y 2
n est une distribu-

tion chi-deux à ν degrés de liberté avec

ν= r ank (V −) = Tr (V −V ) .

Si G est une matrice non-dégénérée alors ν= k.

L’hypothèse nulle H0 est rejetée pour un risque d’erreur ϵ fixé, si Y 2
n >χ2

ϵ (ν) .

Choix des intervalles de regroupement des données :

Afin d’assurer l’égalité des effectifs théoriques des taux de pannes, les auteurs ont consi-

déré les limites a J des intervalles de regroupement comme étant des fonctions aléa-

toires. L’idée consiste à diviser l’intervalle [0,τ] en k intervalles, tels que :

bi = (n − i ) H
(
X(i ), θ̂

)+ i∑
l=1

H
(
X(l ), θ̂

)
,

où X(i ) est le i ème élément de la statistique d’ordre
(
X(1), ..., X(n)

)
.

Si i le plus petit nombre naturel vérifiant :

E j ∈ [bi−1,bi ] , j = 1,k,
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alors,

E j = (n − i +1) H
(
a, θ̂

)+ i−1∑
l=1

H
(
X(l ), θ̂

)
.

D’où les limites â j sont obtenues par :

â j = H−1

{
E j −∑i−1

l=1 H
(
X(l ), θ̂

)
n − i +1

, θ̂

}
, âk = max

(
X(n),τ

)
.

Où H−1 et l’inverse de la fonction du taux de hasard cumulé H . On a 0 < â1 < â2 < ... <
âk = τ.

Pour ce choix d’intervalles, on a :

e j = Ek

k
,∀ j ,

tel que Ek =∑n
i=1 H

(
Xi , θ̂

)
.
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Chapitre 2
Le modèle N-Weibull-Weibull (NW W )

En théorie des probabilités, la loi de Weibull, nommée d’après le mathématicien Wa-

loddi Weibull (1951), est une loi de probabilité continue. c’est la distribution la plus

utilisée pour modéliser les durées de vie et le temps de défaillance dans les tests de vie,

de survie et la théorie de fiabilité. Son importance est liée à sa flexibilité et ses divers

domaines d’application, nous citons l’analyse de survie, l’étude de fiabilité, la théorie

des valeurs extrêmes, l’économie et elle peut modéliser aussi la taille des sinistres en

réassurance et en assurance générale. Elle est aussi utile en génie électrique, ingénie-

rie industrielle, dans les prévisions météorologiques, la dispersion des signaux dans les

systèmes radar, l’industrie éolienne pour décrire les distributions de vitesse du vent et

en ingénierie des systèmes de communication.

En général, en théorie de fiabilité et en analyse de survie, les données observées ont

souvent un comportement non-monotone, ce qui n’est pas le cas de la distribution

Weibull classique, c’est pourquoi de nouvelles généralisations ont été proposées. Parmi

celles-ci, on s’est intéréssé à une distribution à quatres (4) paramètres, appelée la distri-

bution New-Weibull-Weibull (NW W ). L’avantage de la distribution (NWW) est la flexi-

bilité de sa fonction du taux de défaillance qui peut prendre diverses formes telles que
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la forme baignoire, baignoire inversée (unimodale) et autres selon la valeur des para-

mètres.

Dans ce chapitre, on commence en premier lieu par présenter cette nouvelle distribu-

tion NW W et établir ses caractéristiques ainsi qu’une représentation graphique des

différentes formes du taux de hasard. Par la suite, on construit des statistiques de test

d’ajustement pour valider le choix de ce modèle. L’étude a été menée aussi bien pour

le cas de données complètes que pour les données censurées à droite. Des simulations

numériques et des applications à des données réelles sont utilisées pour confirmer les

résultats obtenus.

1 Présentation du modèle NWW

En utilisant la généralisation introduite par Tahir et al., (2016) et présentée dans le cha-

pitre 1, section 2, et en remplaçant la distribution de base G(x) par la fonction de ré-

partition de la distribution Weibull, on peut caractériser la distribution New-Weibull-

Weibull (NW W ) par la fonction de répartition (cdf) et la densité de probabilité (pdf),

données, respectivement, par :

FNW W (x,ϑ) = exp
{
−α[− log

(
1−exp

(−λxγ
))]ξ} , x > 0,ϑ= (

α,ξ,λ,γ
)> 0,

fNW W (x,ϑ) = αξ
λγxγ−1 exp(−λxγ)

1−exp(−λxγ)

{− log
[
1−exp

(−λxγ
)]}ξ−1

×exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λtγi
)]}ξ)

.
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Les fonctions de survie S (x), du taux de hasard (hrf) h (x) et du taux de hasard cumulé

H (x) s’écrivent respectivement :

SNW W (x,ϑ) = 1−exp
{
−α[− log

(
1−exp

(−λxγ
))]ξ} .

hNW W (x,ϑ) =
αξ

λγxγ−1 exp(−λxγ)
1−exp(−λxγ)

{− log
[
1−exp

(−λxγ
)]}ξ−1

1−exp
(
−α{− log

[
1−exp(−λxγ)

]}ξ)
×exp

(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγ
)]}ξ) ,

HNW W (x,ϑ) =− log
{

1−exp
(
−α[− log

(
1−exp

(−λxγ
))]ξ)} .

Selon les valeurs prises par les paramètres, on présente les différentes formes des fonc-

tions de densité de probabilité et du taux de hasard de cette nouvelle distribution NW W ,

en comapraison respectivement avec celles de la distribution Weibull-Weibull (W W ),

voir la Figure 2.1 et la Figure 2.2

different shapes of the pdf of the NWW distribution
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FIGURE 2.1 – pdf du modèle NW W vs. W W .
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different shapes of the hrf of the NWW distribution
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FIGURE 2.2 – hrf du modèle NW W vs. W W .

Selon la Figure 2.1, la distribution NW W produit une variété de formes de densité de

probabilité, y compris des formes asymétriques à gauche, à droite, en baignoire et en

cloche.

La Figure 2.2 montre également la capacité de la famille à générer une variété de formes

du taux de hasard, y compris croissante, baignoire, cloche et la forme en J. D’où, la

distribution NW W peut être très utile pour ajuster divers ensembles de données avec

des formes variées, telles que des données économiques et de fiabilité.

2 Estimation

2.1 Estimation des paramètres inconnus dans le cas complet

Vu ses propriétés de convergence et de normalité asymptotique, on a utilisé la méthode

d’estimation du maximum de vraisemblance pour estimer les paramètres inconnus du

modèle NW W .

Considérons X = (X1, ..., Xn)T un échantillon de variables alétoires complètes indépen-

dantes et identiquement distribuées (i .i .d .) de la distribution NW W , de vecteur de
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paramètres ϑ= (
α,ξ,λ,γ

)
, la fonction de vraisemblance de X s’écrit :

LNW W (xi ,ϑ) =
n∏

i=1
fNW W (xi ,ϑ)

=
n∏

i=1

[
αξ

λγxγ−1
i exp(−λxγi )

1−exp
(−λxγi

) {− log
[
1−exp

(−λxγi
)]}ξ−1

exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγi
)]}ξ)]

.

L’expression de la fonction de log-vraisemblance s’écrit alors :

l (xi ,ϑ) =
n∑

i=1
log fNW W

(
xi ,α,ξ,λ,γ

)
= n log

(
αξλγ

)+ n∑
i=1

log
(
xγ−1

i

)
−

n∑
i=1

(
λxγi

)+ (ξ−1)
n∑

i=1
log

{− log
[
1−exp

(−λxγi
)]}

−α
n∑

i=1

{− log
[
1−exp

(−λxγi
)]}ξ− n∑

i=1
log

[
1−exp

(−λxγi
)]

.

Les fonctions scores sont obtenues en dérivant la fonction log-vraisemblance par rap-

port au vecteur des paramètres ϑ et sont données par :

∂lNW W (xi ,ϑ)

∂α
= n

α
−

n∑
i=1

[− log
(
1−exp

(−λxγi
))]ξ

,

∂lNW W (xi ,ϑ)

∂ξ
= n

ξ
+

n∑
i=1

log
[− log

(
1−exp

(−λxγi
))]−α n∑

i=1
log[KNW W (xi ,ϑ)]×K ξ

NW W (xi ,ϑ) ,

∂lNW W (xi ,ϑ)

∂λ
= n

λ
−

n∑
i=1

xγi + (ξ−1)
n∑

i=1

xγi exp
(−λxγi

)
ZNW W (xi ,ϑ)

+αξ
n∑

i=1

xγi exp
(−λxγi

)
K ξ−1

NW W (xi ,ϑ)(
1−exp

(−λxγi
)) −

n∑
i=1

xγi exp
(−λxγi

)(
1−exp

(−λxγi
)) ,

∂lNW W (xi ,ϑ)

∂γ
= n

γ
+

n∑
i=1

log(xi )−λ
n∑

i=1
xγi log(xi )+λ (ξ−1)

n∑
i=1

MNW W (xi ,ϑ)

ZNW W (xi ,ϑ)

−λ
n∑

i=1

MNW W (xi ,ϑ)(
1−exp

(−λxγi
)) [

1−αξK ξ−1
NW W (xi ,ϑ)

]
,
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où :

KNW W (x,ϑ) = {− log
[
1−exp

(−λxγ
)]}

,

MNW W (x,ϑ) = xγ× log(x)×exp
(−λxγ

)
,

ZNW W (x,ϑ) = [
1−exp

(−λxγ
)]× log

[
1−exp

(−λxγ
)]

.

Les estimateurs du maximum de vraisemblance (EMV) sont obtenus en égalant à zéro

les dérivées premières ci-dessus. Pour résoudre ce système d’équations non linéaires,

des méthodes numériques sont nécessaires telles que la méthode de Newton-Raphson,

la méthode de Monte Carlo, l’algorithme BB ou autres.

2.2 La matrice d’information de Fisher estimée dans le cas complet

Les éléments de la matrice d’information de Fisher Î = [il l ′]s×s obtenus à partir des dé-

rivées secondes de la fonction de log-vraisemblance par rapport aux paramètres, sont

donnés par :

î12 = −
n∑

i=1
log

[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]× [
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]ξ̂
,

î13 = ξ̂
n∑

i=1

x γ̂i exp
(
−λ̂x γ̂i

)[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]ξ̂−1(
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)) ,

î14 = ξ̂λ̂
n∑

i=1

MNW W
(
xi , ϑ̂

)× [
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]ξ̂−1(
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)) ,

î23 = α̂ξ̂
n∑

i=1

x γ̂i exp
(
−λ̂x γ̂i

)
log

[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]× [
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]ξ̂−1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) ,

+
n∑

i=1
x γ̂i exp

(
−λ̂x γ̂i

)1− α̂[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]ξ̂
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)
 ,
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î24 = λ̂
n∑

i=1

MNW W
(
xi , ϑ̂

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

) [
1− α̂[

KNW W
(
xi , ϑ̂

)]ξ̂]

+α̂ξ̂λ̂
n∑

i=1

MNW W
(
xi , ϑ̂

)
log

[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)][
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]ξ̂−1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) ,

î34 = λ̂
n∑

i=1

x2γ̂
i log(xi )exp

(
−2λ̂x γ̂i

)
[

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

)]2

{
1− α̂ξ̂

[
K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)+ (
ξ̂−1

)
K ξ̂−2

NW W

(
xi , ϑ̂

)]}

−
n∑

i=1
x γ̂i log(xi )+

n∑
i=1

[
1− λ̂x γ̂i

] MNW W
(
xi , ϑ̂

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

) [
α̂ξ̂K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)−1
]

+(
ξ̂−1

) n∑
i=1

MNW W
(
xi , ϑ̂

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)
1− λ̂x γ̂i −

λ̂x γ̂i exp
(
−λ̂x γ̂i

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

) −
λ̂x γ̂i exp

(
−λ̂x γ̂i

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)
 ,

î11 = − n

α̂2 ,

î22 = − n

ξ̂2
− α̂

n∑
i=1

log2 [
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]× [
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]ξ̂
,

î33 = − n

λ̂2
+

n∑
i=1

x2γ̂
i exp

(
−λ̂x

γ̂

i

)
1−exp(−λ̂x

γ̂

i )

[
1− α̂ξ̂[

KNW W
(
xi , ϑ̂

)]ξ̂−1
]

+
n∑

i=1

x2γ̂
i exp

(
−2λ̂x

γ̂

i

)
[

1−exp(−λ̂x
γ̂

i )
]2

{
1− α̂ξ̂K ξ̂−1 (

xi , ϑ̂
)[

1+
(
ξ̂−1

)
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]}

−(
ξ̂−1

) n∑
i=1

x2γ̂
i exp

(
−λ̂x

γ̂

i

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)
1+

exp
(
−λ̂x

γ̂

i

)
1−exp(−λ̂x

γ̂

i )
+

exp
(
−λ̂x

γ̂

i

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)
 ,

î44 = − n

γ̂2 − λ̂
n∑

i=1
x γ̂i log2 (xi )− λ̂(

ξ̂−1
) n∑

i=1

MNW W
(
xi , ϑ̂

)
log(xi )

ZNW W
(
xi , ϑ̂

) [
λ̂x γ̂i −1

]

+λ̂
n∑

i=1

1− α̂ξ̂KNW W
ξ̂−1 (

xi , ϑ̂
)

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) [
λ̂x2γ̂

i log2 (xi )exp
(
−λ̂x

γ̂

i

)
−MNW W

(
xi , ϑ̂

)
log(xi )

]

−λ̂2 (
ξ̂−1

) n∑
i=1

MNW W
2
(
xi , ϑ̂

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)
 1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) + 1

ZNW W
(
xi , ϑ̂

)


+λ̂2
n∑

i=1

MNW W
2
(
xi , ϑ̂

)[
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)]2

[
1− α̂ξ̂KNW W

ξ̂−1 (
xi , ϑ̂

)− α̂(
ξ̂−1

)
ξ̂KNW W

ξ̂−2 (
xi , ϑ̂

)]
.
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2.3 Estimation des paramètres inconnus dans le cas censuré

Soit X = (X1, ..., Xn) un n-échantillon aléatoire censuré à droite et distribué selon la dis-

tribution N-Weibull-Weibull de vecteur de paramètres inconnus ϑ= (
α,ξ,λ,γ

)T :

Xi = Ti ∧Ci , δi = 1{Ti≤Ci },

où Ti représente les taux de défaillances qui sont des variables aléatoires absolument

continues et i .i .d . et Ci désignent les temps de censure à droite, tels que Ti et Ci sont

des variables indépendantes.

On détermine la fonction de vraisemblance de la distribution N-Weibull-Weibull par

l’équation suivante :

LNW W (x,ϑ) =
n∏

i−1
hδi

NW W (xi ,ϑ)SNW W (xi ,ϑ)

=
n∏

i−1


αξ

λγxγ−1 exp
(
−λx

γ

i

)
1−exp

(
−λx

γ

i

) {− log
[
1−exp

(−λxγi
)]}ξ−1 ×exp

(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγi
)]}ξ)

1−exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγi
)]}ξ)


δi

×
[

1−exp
(
−α[− log

(
1−exp

(−λxγi
))]ξ)]

,

δi = 1{Ti≤Ci } est l’indicateur de censure. Alors, la fonction log-vraisemblance de la dis-

tribution NW W s’écrit :

lNW W (x,ϑ) =
n∑

i=1
δi logh (xi ,ϑ)+

n∑
i=1

logS (xi ,ϑ)

= r log
(
αξλγ

)+ (
γ−1

) ∑
i∈F

log(xi )−λ
∑
i∈F

xγi + ∑
i∈C

log
[

1−exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγi
)]}ξ)]

−α∑
i∈F

{− log
[
1−exp

(−λxγi
)]}ξ− ∑

i∈F
log

[
1−exp

(−λxγi
)]+ (ξ−1)

∑
i∈F

log
{− log

[
1−exp

(−λxγi
)]}
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Où r est le nombre de défaillances et F et C désignent respectivement les ensembles

d’observations non censurées et censurées à droite. Les fonctions scores du vecteur

des paramètres inconnus du modèle N-Weibull-Weibull sont données par les formules

suivantes :

∂lNW W (xi ,ϑ)

∂α
= r

α
− ∑

i∈F
K ξ

NW W (xi ,ϑ)+
∑
i∈C

K ξ
NW W (xi ,ϑ)exp

[
−αK ξ

NW W (xi ,ϑ)
]

1−exp
[
−αK ξ

NW W (xi ,ϑ)
] ,

∂lNW W (xi ,ϑ)

∂ξ
= r

ξ
+ ∑

i∈F
log[KNW W (xi ,ϑ)]−α

∑
i∈F

log[KNW W (xi ,ϑ)]K ξ
NW W (xi ,ϑ)

+α∑
i∈C

log[KNW W (xi ,ϑ)]K ξ
NW W (xi ,ϑ)exp

[
−αK ξ

NW W (xi ,ϑ)
]

1−exp
[
−αK ξ

NW W (xi ,ϑ)
] ,

∂lNW W (xi ,ϑ)

∂λ
= r

λ
− ∑

i∈F
xγi − ∑

i∈F

xγi exp
(−λxγi

)
1−exp

(−λxγi
) + (ξ−1)

∑
i∈F

xγi exp
(−λxγi

)
ZNW W (xi ,ϑ)

+αξxγi K ξ−1
NW W (xi ,ϑ)

1−exp
(−λxγi

)
∑

i∈F
exp

(−λxγi
)− ∑

i∈C

MNW W (xi ,ϑ)

1−exp
[
−αK ξ

NW W (xi ,ϑ)
]
 ,

∂lNW W (xi ,ϑ)

∂γ
= r

γ
+ ∑

i∈F
log(xi )

[
1−λxγi

]+λ (ξ−1)
∑
i∈F

MNW W (xi ,ϑ)

ZNW W (xi ,ϑ)

+λ∑
i∈F

MNW W (xi ,ϑ)

1−exp
(−λxγi

) [
αξK ξ−1

NW W (xi ,ϑ)−1
]
−αξλ∑

i∈C

xγi log(xi )K ξ−1
NW W (xi ,ϑ)DNW W (xi ,ϑ)

1−exp
(−λxγi

)
1−exp

[
−αK ξ

NW W (xi ,ϑ)
] .

Où :

DNW W (x,ϑ) = exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγ
)]}ξ−λxγ

)
KNW W (x,ϑ) = {− log

[
1−exp

(−λxγ
)]}

,

MNW W (x,ϑ) = xγ× log(x)×exp
(−λxγ

)
,

ZNW W (x,ϑ) = [
1−exp

(−λxγ
)]× log

[
1−exp

(−λxγ
)]

.

De même que pour le cas des données complètes, on peut utiliser différentes méthodes

numériques pour résoudre ce système d’équations.
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2.4 La matrice d’information de Fisher estimée dans le cas censuré

On a :

il l ′ =
1

n

i=n∑
i=1

∂ logh
(
xi , ϑ̂

)
∂ϑ̂l

∂ logh
(
xi , ϑ̂

)
∂ϑ̂l ′

.

Alors, les éléments de la matrice d’information de Fisher Î sont :

î11 = 1

n

n∑
i=1

δi

−1

α̂2 +
K 2ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)
exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
{

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]}2

 ,

î22 = 1

n

n∑
i=1

δi

−1

ξ̂2
− α̂ log2 [

KNW W
(
xi , ϑ̂

)]
K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
+

1

n

n∑
i=1

δi

α̂2
log2 [

KNW W
(
xi , ϑ̂

)]
K 2ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)
exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
{

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]}2

 ,

î33 = 1

n

n∑
i=1

δi

−1

λ̂2
+

x2γ̂
i exp

(
−λ̂x γ̂i

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)
1−

(
ξ̂−1

)
log

[
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)] − α̂ξ̂ K ξ̂−1
NW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)


−
(
ξ̂−1

)
n

n∑
i=1

δi
x2γ̂

i exp
(
−2λ̂x γ̂i

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

)
 1

DNW W
(
xi , ϑ̂

) + 1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

)
+

α̂2ξ̂2

n

n∑
i=1

δi
K 2ξ̂−2

NW W

(
xi , ϑ̂

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)
 1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) + MNW W
(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)


− α̂ξ̂
n

n∑
i=1

δi
x2γ̂

i K ξ̂−1
NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)[
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)]
1+

(
ξ̂−1

)
exp

(
−λ̂x γ̂i

)
KNW W

(
xi , ϑ̂

)
+

1

n

n∑
i=1

δi

 x2γ̂
i exp

(
−2λ̂x γ̂i

)
[

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

)]2

[
1− α̂ξ̂(

ξ̂−1
)

K ξ̂−2
NW W

(
xi , ϑ̂

)] ,
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î44 = 1

n

n∑
i=1

δi

−1

γ̂2 − λ̂∑
i∈F

x γ̂i log2 (xi )+ λ̂
(
1− λ̂x γ̂i

)α̂ξ̂K ξ̂−1
NW W

(
xi , ϑ̂

)−1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) +
(
ξ̂−1

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

)
[

MNW W
(
xi , ϑ̂

)
log(xi )

]
+ λ̂

2

n

n∑
i=1

δi
M 2

NW W

(
xi , ϑ̂

)[
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)]2

{
1− α̂ξ̂K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)[
1+

(
ξ̂−1

)
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]}

− λ̂
2
(
ξ̂−1

)
n

n∑
i=1

δi
M 2

NW W

(
xi , ϑ̂

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

)
 1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) + 1

DNW W
(
xi , ϑ̂

)


+ α̂ξ̂λ̂
2

n

n∑
i=1

δi
x2γ̂

i log2 (xi )K ξ̂−2
NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
exp

(
−λ̂x γ̂i

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)[
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)] [
α̂ξ̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)− (
ξ̂−1

)]

+ α̂ξ̂λ̂
n

n∑
i=1

δi
x γ̂i log2 (xi )K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

) ×1− λ̂x γ̂i

 1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) − α̂ξ̂K ξ̂−1
NW W

(
xi , ϑ̂

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)
 ,

î34 = 1

n

n∑
i=1

δi

MNW W
(
xi , ϑ̂

) α̂ξ̂K ξ̂−1
NW W

(
xi , ϑ̂

)−1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

) +
(
ξ̂−1

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

)
(

1− λ̂x γ̂i

)
−

[
x γ̂i log(xi )

]
+ λ̂

n

n∑
i=1

δi


x2γ̂

i log(xi )exp
(
−2λ̂x γ̂i

)
[

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

)]2

[
1− α̂ξ̂K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)− α̂(
ξ̂−1

)
ξ̂K ξ̂−2

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
− λ̂

(
ξ̂−1

)
n

n∑
i=1

δi
x2γ̂

i log(xi )exp
(
−2λ̂x γ̂i

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

)
 1

DNW W
(
xi , ϑ̂

) + 1

1−exp
(
−λ̂x γ̂i

)


+ α̂
2ξ̂2λ̂

n

n∑
i=1

δi
x2γ̂

i log(xi )K 2ξ̂−2
NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)
 exp

(
−λ̂x γ̂i

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

) + MNW W
(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)


+ α̂ξ̂
n

n∑
i=1

δi
x γ̂i log(xi )K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)
1−λx γ̂i

1+ (
ξ̂−1

)
exp

(
−λ̂x γ̂i

)
K −1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)
 ,
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î12 = 1

n

n∑
i=1

δi
log

[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]
K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)
exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)] −1

 ,

î13 = ξ̂

n

n∑
i=1

δi
x γ̂i K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)
exp

(
−λ̂x γ̂i

)
+ MNW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]


− α̂ξ̂
n

n∑
i=1

δi
x γ̂i K 2ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)
 1

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]


î14 = ξ̂λ̂

n

n∑
i=1

δi
x γ̂i log(xi )K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)
exp

(
−λ̂x γ̂i

)
+ MNW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]


− α̂ξ̂λ̂
n

n∑
i=1

δi
x γ̂i log(xi )K 2ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)
 1

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
 ,

î23 = 1

n

n∑
i=1

δi
x γ̂i exp

(
−λ̂x γ̂i

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

) − α̂2ξ̂

n

n∑
i=1

δi
x γ̂i log

[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]
K 2ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)[
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]]
+ α̂

n

n∑
i=1

δi

x γ̂i K ξ̂−1
NW W

(
xi , ϑ̂

) exp
(
−λ̂x γ̂i

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

) + MNW W
(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)
{

1+ ξ̂ log
[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]} ,

î24 = 1

n

n∑
i=1

δi

[
λ̂

MNW W
(
xi , ϑ̂

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

) ]
− α̂2ξ̂λ̂

n

n∑
i=1

δi
x γ̂i log(xi ) log

[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]
K 2ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
MNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

){
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]}
+ α̂λ̂

n

∑
i∈F

δi

K ξ̂−1
NW W

(
xi , ϑ̂

) MNW W
(
xi , ϑ̂

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

) + x γ̂i log(xi ) MNW W
(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)
{

1+ ξ̂ log
[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]}
Où :

VNW W
(
x,ϑ

)= [
1−exp

(−λxγ
)]×[

1−exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγ
)]}ξ)] .

2.5 Simulation numérique

Simulation des EMV dans le cas complet

À l’aide du logiciel R, nous proposons une étude par simulation numérique sur 12,000

échantillons de données complètes de la distribution N-Weibull-Weibull, avec les va-
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leurs initiales (α = 1,ξ = 1.5,λ = 2.5,γ = 1.3). La méthode de Newton-Raphson dispo-

nible dans le package Barzilai-Borwein (BB) du logiciel statistique R est utilisée pour

calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance ϑ̂= (
α̂, ξ̂, λ̂, γ̂

)T
du modèle NW W ,

ainsi que leurs erreurs quadratiques moyennes (MSE) pour différentes tailles d’échan-

tillon n = 20, 50, 100, 150, 250, 500, 750. Les résultats sont illustrés dans la Table 2.1

N = 12,000 n = 20 n = 50 n = 100 n = 150 n = 250 n = 500 n = 750

α̂ 0.9894 1.0229 1.0018 1.0013 1.0012 1.0007 1.0005

MSE 8.4764×10−4 6.9313×10−4 5.8781×10−4 5.0308×10−5 4.5366×10−5 4.1171×10−5 3.6648×10−5

ξ̂ 1.5084 1.5070 1.5055 1.5034 1.4986 1.4977 1.4953

MSE 3.7397×10−4 2.0336×10−4 1.2016×10−4 8.7691×10−5 6.5800×10−5 5.6558×10−5 4.3126×10−5

λ̂ 2.5093 2.5100 2.5135 2.5041 2.4987 2.4970 2.4956

MSE 7.9374×10−4 4.1065×10−4 2.5210×10−4 7.7870×10−5 1.3390×10−5 9.4950×10−6 7.6621×10−6

γ̂ 1.3266 1.3235 1.3201 1.3183 1.3172 1.3154 1.3088

MSE 7.5275×10−4 5.5352×10−4 4.0184×10−4 3.3086×10−4 2.9222×10−4 2.3623×10−4 9.6658×10−5

TABLE 2.1 – Les valeurs moyennes des EMV des paramètres et leurs MSE pour les don-
nées complètes du modèle NW W .

Pour affirmer les résultats de la simulation, on trace dans la Figure 2.3 la courbe de la

valeur absolue des EMV par rapport aux différentes tailles d’échantillon utilisées (n =
20, 50, 100, 150, 250, 500, 750)
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FIGURE 2.3 –
p

n-convergence des EMV de la distribution NW W .

À partir de la Figure 2.3 et les résultats dans Table 2.1, nous pouvons conclure que les

EMV des paramètres obtenus α̂, ξ̂, λ̂, γ̂ de la distribution NW W sont
p

n-convergents.

Simulation des EMV censurés

Des données censurées à droite provenant de la distribution N-Weibull-Weibull ont été

simulées 12,000 fois pour les valeurs initiales des paramètres, (α = 9.1,ξ = 1.5, λ =
3.06,γ = 3.1). En utilisant le package BB disponible dans le logiciel R, on a calculé α̂,

ξ̂, λ̂, γ̂, les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres inconnus ainsi

que leurs erreurs quadratiques moyennes (MSE) pour différentes tailles d’échantillons

(n = 20, 50, 100, 150, 250, 500, 750).
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N = 12,000 n = 20 n = 50 n = 100 n = 150 n = 250 n = 500 n = 750

α̂ 9.1838 9.1716 9.1563 9.1012 9.1004 9.1001 8.9875

MSE 3.1764×10−3 8.2267×10−4 5.9015×10−4 3.1776×10−4 1.5389×10−4 7.6845×10−5 5.2144×10−5

ξ̂ 1.5236 1.5133 1.5103 1.5047 1.5005 1.4999 1.4992

MSE 3.9028×10−3 1.5987×10−3 6.6639×10−4 4.7225×10−4 1.0661×10−4 8.4932×10−5 6.2647×10−5

λ̂ 3.0928 3.0856 3.0831 3.0705 3.0640 3.0611 3.0599

MSE 8.3684×10−3 2.2975×10−3 1.2167×10−3 7.7233×10−4 3.221×10−4 1.0472×10−4 7.5438×10−5

γ̂ 3.2308 3.1639 3.1344 3.1268 3.1036 3.1002 2.9967

MSE 1.5534×10−2 3.1812×10−3 4.6265×10−4 2.1137×10−4 7.2128×10−5 3.9045×10−5 1.0871×10−5

TABLE 2.2 – Les valeurs moyennes des EMV des paramètres et leurs MSE pour les don-
nées censurées du modèle NW W .

On remarque que les erreurs quadratiques moyennes sont très petites. Pour confirmer

la convergence des estimateurs obtenus, on trace dans la Figure 2.4 la courbe de ceux-ci

par rapport à la taille de l’échantillon correspondante.
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FIGURE 2.4 –
p

n-convergence des EMV pour les données censurées de la distribution
NW W .
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On peut affirmer que les estimateurs du maximum de vraisemblance sont
p

n-convergents.

3 Test d’ajustement pour le modèle NWW

3.1 Critère du test d’ajustement dans le cas complet

Pour tester la validité d’un modèle statistique, différentes techniques peuvent être uti-

lisées comme les statistiques d’Anderson-Darling, de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-

Von-Mises et beaucoup d’autres et particulièrement le test du chi-deux. Néamoins celui-

ci ne peut être utilisé quand les paramètres sont inconnus ou bien les données sont

censurées. Nikulin (1973) a introduit un test du chi-deux modifié pour la famille des

distributions continues avec des paramètres de forme et d’échelle inconnus et des don-

nées non-groupées. De leur côté Rao-Robson (1974) ont obtenu le même résultat pour

les familles exponentielles. Depuis, cette statistique est connue sous le nom de la N RR

(Nikulin-Rao-Robson) statistique.

Basée sur cette approche, on se propose de construire un critère de test du type du chi-

deux modifié pour le modèle NW W dans le cas de paramètres inconnus.

Considérons l’échantillon X = (X1, ..., Xn)T , supposons que l’hypothèse nulle H0 est vé-

rifiée, c’est-à-dire que les taux de défaillance sont distribués selon la distribution N-

Weibull-Weibull :

H0 : P (Xi ≤ x) = FNW W (x,ϑ) , ϑ= (
α,ξ,λ,γ

)T

Les données initiales sont groupées en r intervalles I j =
(
a j−1, a j

]
, j = 1,r , les classes de

regroupement sont supposées équiprobables, donc les probabilités correspondantes

sont obtenues par :
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p j
(
ϑ̂n

)= a j∫
a j−1

dF
(
t , ϑ̂n

)= 1

r
, j = 1,r .

Après avoir calculé les estimateurs du maximum de vraisemblance du vecteur de para-

mètres inconnus ϑ̂= (
α̂, ξ̂, λ̂, γ̂

)T
, les limites â j estimées des intervalles I j sont obtenues

comme suit :

â j =

−
log

1−exp

−
[
− log

(
j
r

)
α̂

] 1
ξ̂




λ̂



1
γ̂

.

Les fréquences empiriques ν= (ν1, ...,νr )T obtenues par le regroupement des données

initales dans les intervalles I j sont obtenues comme suit :

ν j = car d
{
i : xi ∈ I j ,

}
i = 1,n.

3.1.1 Les éléments de la statistique du test

Pour construire une statistique Y 2 (voir chapitre 1, section 3-1) pour le modèle NW W :

Y 2 = X 2
n +Q,

Q = 1

n
LT (

ϑ̂
)

G−1L
(
ϑ̂
)

,

on procède comme suit :
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Les éléments du vecteur L̂ :

On a :

p j (ϑ) = F
(
a j

)−F
(
a j−1

)
,

alors,

∂p j
(
ϑ̂
)

∂α̂
= [

KNW W
(
â j

)]ξ̂FNW W
(
â j

)− [
KNW W

(
â j−1

)]ξ̂FNW W
(
â j−1

)
,

∂p j
(
ϑ̂
)

∂ξ̂
= α̂ log

[
KNW W

(
â j

)]× [
KNW W

(
â j

)]ξ̂FNW W
(
â j

)− α̂ log
[
KNW W

(
â j−1

)]
×[

KNW W
(
â j−1

)]ξ̂FNW W
(
â j−1

)
,

∂p j
(
ϑ̂
)

∂λ̂
= α̂ξ̂

 â j−1
[
KNW W

(
â j−1

)]ξ̂−1 ×DNW W
(
â j−1

)
1−exp

(
−λ̂âγ̂j−1

) − â j
[
KNW W

(
â j

)]ξ̂−1 ×DNW W
(
â j

)
1−exp

(
−λ̂âγ̂j

)
 ,

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂
= α̂ξ̂λ̂

 âγ̂j−1 log
(
â j−1

)[
KNW W

(
â j−1

)]ξ̂−1 ×DNW W
(
â j−1

)
1−exp

(
−λ̂âγ̂j−1

) −
âγ̂j−1 log

(
â j

)[
KNW W

(
â j

)]ξ̂−1 ×DNW W
(
â j

)
1−exp

(
−λ̂âγ̂j

)
 ,

où :

KNW W (x,ϑ) = {− log
[
1−exp

(−λxγ
)]}

,

DNW W (x,ϑ) = exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγ
)]}ξ−λxγ

)
.

Ainsi, le vecteur L̂NW W = (
L̂1, ..., L̂s

)T
est obtenu par :

L̂NW W
(
ϑ̂
)= [

L̂1
(
ϑ̂
)= r∑

j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂α̂
, L̂2

(
ϑ̂
)= r∑

j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂ξ̂
, L̂3

(
ϑ̂
)= r∑

j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂λ̂
, L̂4

(
ϑ̂
)= r∑

j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂

]T

.
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Les éléments de la matrice Ĝ sont :

ĝ11 = î11 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

)2

, ĝ22 = î22 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂ξ̂

)2

,

ĝ33 = î33 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂λ̂

)2

, ĝ44 = î44 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂γ̂

)2

,

ĝ12 = î12 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂ξ̂

)
, ĝ13 = î13 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂λ̂

)
,

ĝ14 = î14 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂

)
, ĝ23 = î23 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂ξ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂λ̂

)
,

ĝ24 = î24 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂ξ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂

)
, ĝ34 = î34 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂λ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂

)
, j = 1,r .

La statistique Y 2 obtenue suit une distribution du chi-deux ( χ2) à (r − 1) degrés de

liberté.

3.1.2 Simulation des valeurs du critère de test

Pour tester l’hypothèse nulle H0 selon laquelle un échantillon de données provient de

la distribution N-Weibull-Weibul (NW W ) et pour montrer les performances de la sta-

tistique du test N RR, nous proposons une étude par simulation numérique. On génère

12,000 échantillons à partir de la distribution NW W avec différentes tailles n = 20, 50,

100, 150, 250, 500, 750. Nous calculons les valeurs de Y 2 et les comparons à leurs va-

leurs théoriques correspondantes (χ2
ϵ) pour différents seuils de signification, ϵ = 1%,

5%, 10%. Les résultats sont affichés dans la Table 2.3
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N = 12,000

ϵ

n
20 50 100 150 250 500 750

1% 0.0094 0.0136 0.0098 0.0088 0.0122 0.0108 0.0112

5% 0.0342 0.0414 0.0426 0.0442 0.0497 0.0505 0.0509

10% 0.0578 0.0772 0.0806 0.0878 0.0922 0.1006 0.1056

TABLE 2.3 – Comparaison des risques théoriques et des risques empiriques pour les
données complètes du modèle NW W .

Les valeurs des niveaux de signification empiriques de Y 2 sont assez proches de celles

des niveaux théoriques correspondants de la distribution du chi-deuxχ2 à (r −1) degrés

de liberté, ce qui nous permet de conclure que le test statistique Y 2 construit dans ce

travail est apte à ajuster des ensembles de données complètes à la distribution NW W .

3.2 Critère du test d’ajustement dans le cas censuré

Pour valider le modèle N-Weibull-Weibull, nous utilisons l’approche proposée par Bag-

donavicius et Nikulin (2011), détaillée dans le chapitre 1, pour construire un critère de

test capable de vérifier si une série de données censurées à droite est modélisée par la

distribution NW W . Ce test est basé sur l’estimation du maximum de vraisemblance

sur des données non-groupées.

Soit Xi = (Ti ∧Ci ) un échantillon censuré à droite. Supposons que l’hypothèse nulle H0

est vraie, telle que Xi suit la distribution N-Weibull Weibull. Les données observées sont

regroupées en k intervalles I j :

I j =
(
a j−1, a j

]
, j = 1,k, a0 = 0, ak = max

(
X(l ),τ

)
.

Le choix des limites â j des intervalles de regroupement I j est obtenu comme suit :
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â j =
− 1

λ̂
log

1−exp

−(
− 1

α̂
log

{
1−exp

[∑i−1
l=1 H

(
X(l ), ϑ̂

)−E j

N − i +1

]}) 1
ξ̂




1
γ̂

, j = 1,k

où, E j = (N − i +1) H
(
â j , ϑ̂

)+∑i−1
l=1 H

(
X(l ), ϑ̂

)
. La statistique Y 2

n est donnée par :

Y 2
n =

k∑
j=1

(
U j −e j

)2

U j
+Q,

tel que U j est le nombre des défaillances observées et e j le nombre de défaillances

théoriques :

U j = ∑
i :Xi∈I j

δi ,

e j = Ek

k
, Ek =

n∑
i=1

H
(
xi , ϑ̂

)
.

3.2.1 Les éléments de la statistique du test

Pour le calcul de la statstique du test construite plus haut, nous devons déterminer

toutes ses composantes qui sont la matrice Ĉ et le vecteur W .

Les éléments de matrice Ĉ = (
Ĉ

)
4×k :

Ĉ1 j = 1

n

∑
i :Xi∈I j

δi

 1

α̂
− K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
 ,

Ĉ2 j = 1

n

n∑
i :Xi∈I j

δi

1

ξ̂
+ log

[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]− α̂ log
[
KNW W

(
xi , ϑ̂

)]
K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]
 ,
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Ĉ3 j = 1

n

∑
i :Xi∈I j

δi

 1

λ̂
−x γ̂i + α̂ξ̂x γ̂i K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)
VNW W

(
xi , ϑ̂

)


+ 1

n

∑
i :Xi∈I j

δi

+ x γ̂i exp
(
−λ̂x γ̂i

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

) [
α̂ξ̂K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)−1
]
+ (
ξ̂−1

) x γ̂i exp
(
−λ̂x γ̂i

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

)


Ĉ4 j = 1

n

∑
i :Xi∈I j

δi

 1

γ̂
+ λ̂(

ξ̂−1
) MNW W

(
xi , ϑ̂

)
DNW W

(
xi , ϑ̂

) + λ̂ MNW W
(
xi , ϑ̂

)
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

) [
α̂ξ̂K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)−1
]

+
n∑

i :Xi∈I j

δi

log(xi )
[

1− λ̂x γ̂i

]
+ α̂ξ̂λ̂ x γ̂i log(xi )K ξ̂−1

NW W

(
xi , ϑ̂

)
ZNW W

(
xi , ϑ̂

)[
1−exp

(
−λ̂x γ̂i

)]{
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW W

(
xi , ϑ̂

)]}
 .

Où :

DNW W (x,ϑ) = exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγ
)]}ξ−λxγ

)
KNW W (x,ϑ) = {− log

[
1−exp

(−λxγ
)]}

,

MNW W (x,ϑ) = xγ× log(x)×exp
(−λxγ

)
,

ZNW W (x,ϑ) = [
1−exp

(−λxγ
)]× log

[
1−exp

(−λxγ
)]

,

VNW W
(
x,ϑ

) = [
1−exp

(−λxγ
)]×[

1−exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λxγ
)]}ξ)] .

On a :

W = (W1, ...,Ws)T = Ĉ Â−1Z , Â j =
U j

n
,

Z j = 1p
n

(
U j −e j

)
, j = 1,k, l , l ′ = 1,2,3,4 et ϑ̂= (

α̂, ξ̂, λ̂, γ̂
)

.

Nous obtenons la statistique du test Y 2
n :

Y 2
n =

n∑
i=1

(
U j −e j

)2

U j
+W T ×

[
îl l ′ −

k∑
j=1

Ĉl j Ĉl ′ j Â−1
j

]−1

×W,
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cette statistique (Y 2
n ) suit une distribution de chi-deux à (k) degrés de liberté.

3.2.2 Simulation des valeurs du critère de test

À l’aide du logiciel statistique R, on calcule la valeur de la statistique Y 2
n et on la compare

au risque d’erreur théorique correspondant χ2
ϵ pour différents niveaux de signification,

ϵ= 1%, 5%, 10%.

N = 12,000

ϵ

n
20 50 100 150 250 500 750

1% 0.0087 0.0090 0.0096 0.0102 0.0108 0.0112 0.0115

5% 0.0326 0.0413 0.0442 0.0446 0.0486 0.0503 0.0509

10% 0.0853 0.0892 0.0964 0.1031 0.1046 0.1083 0.0110

TABLE 2.4 – Comparaison des risques théoriques et des risques empiriques pour les
données censurées du modèle NW W .

De la Table 2.4 et en tenant compte des erreurs de simulation, on observe que les ni-

veaux de signification empiriques Y 2
n sont assez proches des valeurs théoriques cor-

respondantes de la distribution du chi-deux χ2
ϵ avec k degrés de liberté. Ce qui nous

permet de conclure que le test statistique construit peut ajuster adéquatement des don-

nées censurées à droite du modèle N-Weibull-Weibull (NW W ).

4 Tests classiques

Dans cette section, des illustrations numériques sont présentées pour montrer les ca-

pacités de la distribution N-Weibull-Weibull via l’étude par simulation des critères de

tests bien connus dans la littérature, Akaike Information Criteria (AIC ), Consistent Akaike

Information Criteria (C AIC ), Bayesian Information Criteria (B IC ), Hanan et Quinn In-

formation Criteria (HQIC ) et Kolmogorov Smirnov Criteria (K S). Nous comparons la
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distribution NW W à quatre distributions alternatives : Weibull (W ), Inverse Weibull

(IW ), Topp-Leone Weibull-Weibull (T LW W ) et Weibull-Weibull (W W ).

Nous avons réalisé 12,000 simulations de données issues des distributions : W , IW ,

T LW W , W W et NW W , respectivement, pour différentes tailles d’échantillons et on

a calculé les critères de test mentionnés ci-dessus. Les résultats sont illustrés dans la

Table 2.5 :
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n Model AIC B IC C AIC HQIC K S

10

W 31.25 32.06 31.22 31.64 31.18

IW 30.66 30.98 31.57 31.41 31.83

W W 31.87 31.33 32.14 31.05 30.8

T LW W 31.04 31.07 31.11 31.28 31.22

NW W 30.21 30.45 30.77 30.13 31.04

20

W 27.32 27.64 27.44 27.39 24.91

IW 20.78 21.2 20.99 20.86 24.96

W W 20.48 21.11 20.90 20.6 24.8

T LW W 20.1 20.74 20.53 20.23 24.79

NWW 20.04 20.67 20.46 20.16 23.58

30

W 25.13 26.88 26.91 27.03 25.89

IW 22.64 25.46 20.08 19.44 24.72

W W 22.18 23.31 20.31 20.25 25.01

T LW W 21.95 23.11 21.22 19.66 24.64

NWW 20.22 20.82 19.85 19.37 24.05

50

W 20.14 20.45 20.16 20.26 25.37

IW 19.72 20.17 19.76 19.89 25.20

W W 20.35 21.12 20.44 20.64 25.21

T LW W 20.54 21.15 20.61 20.77 25.31

NWW 18.53 19.29 18.61 18.82 25.08

100

W 20.2 20.41 20.21 20.28 25.48

IW 21.18 21.49 21.31 20.56 25.44

W W 20.31 20.93 20.33 20.56 25.39

T LW W 21.56 20.93 21.17 21.32 25.44

NWW 18.65 19.28 18.68 18.91 25.38

TABLE 2.5 – Valeurs des critères d’information AIC /B IC /C AIC /HQIC /K S pour les
données simulées.

À partir de la Table 2.5, nous observons que la distribution NW W a les plus petites

valeurs des critères de tests utilisés, ce qui nous amène à déduire que le modèle N-

Weibull-Weibull est une bonne alternative à tous ces modèles.
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5 Applications aux données réelles

Afin de démontrer l’applicabilité et l’utilité de cette nouvelle distribution N-Weibull-

Weibull, nous utiliserons des données réelles complètes et censurées de différents do-

maines d’application.

5.1 Données économiques

Considérons ces 50 observations économiques disponibles dans "https ://data.world/datasets/data" ;

qui représentent l’inflation annuelle en Algérie entre 1961 et 2011. On veut tester si elles

peuvent être modélisées par la distribution N-Weibull-Weibull.

3.471720042,2.351279502,0.5493313109,1.695183177,

1.501331249,1.817814694,1.312040991,3.142056013,

1.921084494,4.940445977,17.15196386,4.606461074,

9.627611595,48.89659052,5.914022113,10.8405927,11.92709947,

10.08512101,13.98783797,25.86203875,14.35399954,1.93979417,

6.804795897,8.433505552,4.972526406,2.405343265,

8.842020401,9.060963496,16.01137351,30.25959848,

53.78860423,21.92611451,13.62442466,29.07764734,

28.5770375,24.02190406,7.001963063,3.131088695,10.85640762,

24.59809885,0.7112095185,1.906328849,8.323802693,

10.62932921,16.45925846,11.28281156,7.331055187,

14.60217944,11.2666112,16.24561679,11.43116826.

TABLE 2.6 – Données d’inflation annuelle en Algérie (1961−2011).

- Analyse graphique :

Nous traçons dans la Figure 2.5 la fonction de répartition et la densité de probabilité es-

timée, ainsi que les QQ-plot et PP-plot pour comparer visuellement les quantiles et les

probabilités théoriques de la distribution NW W et ceux de la distribution empirique
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du taux d’inflation.
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FIGURE 2.5 – pdf, cdf, QQ et PP plot de l’inflation annuelle en Algérie (1961−2011).

La Figure 2.5 nous permet de voir au premier aspect que cet ensemble de données peut

être ajusté par la distribution NW W .

- Tests classiques :

Dans la Table 2.7 on compare la distribution NW W avec les distributions utilisées gé-

néralement dans la modélisation des données économiques, telles que Gumbel-exponentielle

(GE), Pareto (Pa) et Rayleigh (R). Pour cela, nous calculons les statistiques des critères

d’information AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S pour ces données :
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Model AIC B IC C AIC HQIC K S

NWW 361.63 369.36 362.50 364.58 0.0577

W W 363.09 370.81 363.96 366.04 0.0733

Raylei g h 398.17 400.10 398.25 398.91 0.2633

Par eto 363.27 371.44 364.12 365.87 0.1157

GE 365.03 368.89 365.28 366.50 0.4548

TABLE 2.7 – Valeurs des critères d’information AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S.

La Table 2.7 indique que le modèle NW W a les valeurs des critères d’information les

plus faibles, ce qui nous permet de dire que le modèle NW W s’adapte mieux que les

distributions alternatives à ces observations.

- Le test NRR :

Nous supposons vraie l’hypothèse nulle H0 que les données d’inflation utilisées sont

ajustées par le modèle N-Weibull-Weibull. Nous utilisons la méthode du maximum de

vraisemblance pour estimer le vecteur des paramètres de la distribution NW W :

ϑ̂= (
α̂, ξ̂, λ̂, γ̂

)T = (0.7633,2.7023,0.0954,0.8217)T

Nous choisissons r = 5 le nombre de classes de regroupement (I j ) des données, nous

estimons les bornes de ces classes â j et calculons les valeurs de v̂ j et p j , les résultats

sont donnés dans la Table 2.8 :

â j 6.5450 9.7173 13.8092 20.9757 153.7886

v̂ j 18 8 9 7 9

p j 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2

TABLE 2.8 – Valeurs de â j , v̂ j et p j .
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Par conséquent, nous obtenons la valeur de la statistique du test N RR, Y 2 = 7.6422,

puis nous la comparons à la valeur du chi-deux χ2 à (r −1) degrés de liberté pour diffé-

rents niveaux de signification ϵ= 1%, 5%, 10% :

Y 2 <χ2
1% (4) = 15.0862 ; Y 2 <χ2

5% (4) = 11.0705 ; Y 2 <χ2
10% (4) = 9.2363.

D’après les résultats obtenus, nous pouvons conclure que H0 n’est pas rejetée, ce qui

nous amène à dire que ces données économiques peuvent être ajustées par le modèle

N-Weibull-Weibull (NW W ) à différents risques d’erreur ϵ.

5.2 Données de fiabilité

Notre objectif est d’étudier l’hypothèse nulle H0 selon laquelle la distribution NW W

ajuste le temps de remplacement de sièges de soupapes pour 41 moteurs diesel. Cet

ensemble de données rapporté par Meeker et al., (1998) présenté dans la Table 2.9 est

disponible dans le package ’Survival’ du logiciel statistique R.

761∗,759∗,98,667∗,326,653,653,667∗,665∗,84,667∗,87,663∗,646,653∗,92,653∗,

651∗,258,328,377,621,650∗,61,539,648∗,254,276,298,640,644∗,

76,538,642∗,635,641∗,349,404,561,649∗,631∗,596∗,120,479,614∗,323,

449,582∗,139,139,589∗,593∗,573,589∗,165,408,604,606∗,249,594∗,

344,497,613∗,265,586,595∗,166,206,348,389∗,601∗,410,581,601∗,611∗,

608∗,587∗,36,603∗,202,563,570,585∗,587∗,578∗,578∗,586∗,585∗,582∗.

TABLE 2.9 – Le temps de défaillances de 41 moteurs diesel.

∗ représente la censure.

- Analyse graphique :

En utilisant ces données, nous traçons dans la Figure 2.6, la courbe de la densité de

probabilité et la courbe de la fonction de répartition correspondantes à la distribution
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NW W ainsi que le PP-plot et le QQ-plot en les comparant à la distribution des données

utilisées.
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FIGURE 2.6 – pdf, cdf, QQ et PP plot du temps de défaillance de 40 moteurs diesel.

À partir de la Figure 2.6, nous pouvons déduire que la distribution N-Weibull-Weibull

représente correctement ces observations.

- Tests classiques :

Ces données sont utilisées pour calculer les différents critères d’information classiques

en vue de montrer la flexibilité du nouveau modèle NW W . Nous comparons dans la

Table 2.10, la distribution N-Weibull-Weibull à des distributions communément utili-

sées dans la modélisation des données de fiabilité, Weibull-Weibull (W W ), topp-leone-

Weibull-Weibull (T LW W ) et inverse-Weibull (IW ) :
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5. APPLICATIONS AUX DONNÉES RÉELLES

Model AIC B IC C AIC HQIC K S

NWW 1011.80 1021.75 1012.27 1015.81 0.1960

W W 1177.93 1187.88 1178.41 1181.94 0.2140

T LW W 1240.29 1250.25 1240.77 1244.31 0.2832

IW 1306.29 1313.76 1306.58 1309.30 0.2862

TABLE 2.10 – Valeurs des critères d’information AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S.

Les résultats obtenus confirment l’hypothèse nulle H0.

- Le test du chi-deux modifié :

Étant donné que ces données sont censurées à droite, on utilise la statistique Y 2
n pro-

posée dans ce travail pour vérifier H0. À l’aide du logiciel statistique R, nous calculons

les EMV de la distribution NW W :

ϑ̂= (
α̂, ξ̂, λ̂, γ̂

)T = (19.6,0.8425,1.0005,0.2)T

On choisit r = 6 intervalles de regroupement
(
I j

)
de ces observations, les éléments de

la statistique Y 2
n du test de chi-deux modifié sont présentés dans la Table 2.11 :

â j 76.1399 145.6574 226.6525 323.7033 452.215 761.00

Û j 2 7 4 7 11 17

e j 5.8739 5.8739 5.8739 5.8739 5.8739 5.8739

Ĉ1 j −0.0013 −0.0031 −0.0009 −0.0007 −0.0003 0.0010

Ĉ2 j 0.13157 0.4127 0.2031 0.3167 0.4541 0.6118

Ĉ3 j 0.1147 0.3550 0.1724 0.2668 0.3811 0.5113

Ĉ4 j 0.5964 2.0463 1.1234 1.8911 2.8734 4.2114

TABLE 2.11 – Valeurs de â j , Û j , e j , Ĉ1 j , Ĉ2 j , Ĉ3 j et Ĉ4 j .

Alors, la valeur du critère de test obtenue est Y 2
n = 6.4797. On la compare avec la statis-

57



CHAPITRE 2. LE MODÈLE N-WEIBULL-WEIBULL (NW W )

tique du test du chi-deux χ2 à k degrés de liberté pour différents seuils de signification

ϵ= 1%, ϵ= 5%, ϵ= 10%, on a :

Y 2
n <χ2

1% (6) = 16.8118 ; Y 2
n <χ2

5% (6) = 12.5915 ; Y 2
n <χ2

10% (6) = 10.6446.

Les résultats obtenus affirment que cet ensemble de données peut parfaitement être

modélisé par la distribution New-Weibull-Weibull (NW W ).

À l’issue de cette étude du modèle N-Weibull-Weibull, nous pouvons affirmer que le

modèle étudié est capable de modéliser adéquatement différents type de données pro-

venant de différents domaines d’applications.
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Chapitre 3
Le modèle N-Weibull-Rayleigh (NWR)

La distribution de Rayleigh est une distribution de probabilité continue nommée d’après

le mathématicien anglais Lord Rayleigh en 1900, elle est particulièrement utile pour

modéliser des variables aléatoires à valeurs positives résultant de la combinaison de

variables gaussiennes indépendantes et distribuées de manière identique. Elle est ap-

pliquée dans divers domaines, notamment l’ingénierie, la physique, la sociologie et les

télécommunications. Elle est couramment utilisée pour modéliser des variables telles

que la vitesse du vent, la hauteur des vagues et l’ampleur des événements sismiques.

Il est important de noter que même si la distribution de Rayleigh classique a ses avan-

tages, elle n’est pas toujours la mieux adaptée à chaque ensemble de données. C’est ce

qui nous a motivé à introduire la distribution de Rayleigh à la Nouvelle famille Weibull-

G

Dans le présent chapitre, on introduit un nouveau modèle généralisé New-Weibull-

Rayleigh, noté NW R, dont la distribution de base est une distribution de Rayleigh.

Après le calcul des paramètres inconnus et des éléments de la matrice d’information

de Fisher, on se propose de produire des critères de tests d’ajustement pour ce modèle

dans le cas de données complètes et le cas de données censurées à droite. Des appli-
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cations aux données réelles ont mis en valeur l’utilité de ce nouveau modèle à décrire

différents phénomènes.

1 Présentation du modèle NW R

Soit X une variable aléatoire suivant une distribution de Rayleigh de paramètre λ,

G (x) = 1−exp
(−λx2)

En remplaçant la distribution de base G de la famille New-Weibull-G par celle de Ray-

leigh, on obtient un nouveau modèle appelé New-Weibull-Rayleigh (NW R) dont la

fonction de répartition est donnée par :

FNW R (x,ς) = exp
{
−α[− log

(
1−exp

(−λx2))]ξ} , x > 0,ς= (α,ξ,λ) > 0,

Alors, la densité de probabilité correspondante est :

fNW R (x,ς) = αξ
2λx exp(−λx2)

1−exp
(−λx2

) {− log
[
1−exp

(−λx2)]}ξ−1

×exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2)]}ξ) ,

On peut déduire, les fonctions de survie, du taux de hasard et du taux de hasard cumulé :

SNW R (x,ς) = 1−exp
{
−α[− log

(
1−exp

(−λx2))]ξ} ,
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hNW R (x,ς) =
αξ

2λx exp(−λx2)
1−exp(−λx2)

{− log
[
1−exp

(−λx2
)]}ξ−1

1−exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2
)]}ξ)

×exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2)]}ξ) ,

HNW R (x,ς) =− log
{

1−exp
(
−α[− log

(
1−exp

(−λx2))]ξ)} .

Nous traçons dans la Figure 3.1 et la Figure 3.2 la courbe de la densité de probabilité et

du taux de hasard de la distribution NW R et celle de la distribution W R dans le but de

montrer la souplesse et la flexibilité de ce nouveau modèle.

Different shapes of the pdf of the NWR distribution
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FIGURE 3.1 – pdf du modèle NW R vs. W R.
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Different shapes of the hrf of the NWR distribution
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Different shapes of the pdf of the WR distribution
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FIGURE 3.2 – hrf du modèle NW R vs. W R.

Pour différentes combinaisons de paramètres α, β et λ de la distribution NW R, la Fi-

gure 3.1 montre que la distribution NW R génère une large gamme de formes de la

densité de probabilité, y compris symétrique, asymétrique à gauche et à droite, décrois-

sante et en forme de cloche.

La Figure 3.2 nous permet de voir également la capacité de la famille à produire plu-

sieurs formes du taux de hasard, croissante, baignoire et la forme S et J .

2 Estimation

Dans cette section, nous calculons les estimateurs des paramètres inconnus du modèle

NW R à l’aide de la méthode du maximum de vraisemblance, dans le cas de données

complètes et données censurées à droite.

2.1 Estimation des paramètres inconnus dans le cas complet

On suppose Xi , (i = 1,n), un n-échantillon aléatoire provient de la distribution NW R,

de vecteur de paramètres ς= (α,ξ,λ).

62



2. ESTIMATION

L’équation de la vraisemblance s’écrit :

LNW R (xi ,ς) =
n∏

i=1
fNW R (xi ,ς)

=
n∏

i=1

[
2αξ

λxi exp(−λx2
i )

1−exp
(−λx2

i

) {− log
[
1−exp

(−λx2
i

)]}ξ−1
exp

(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2
i

)]}ξ)]
.

d’où la log-vraisemblance s’écrit sous la formule suivante :

l (xi ,ς) =
n∑

i=1
log fNW R (xi ,α,ξ,λ)

= n log(2αξλ)+
n∑

i=1
log(xi )−

n∑
i=1

(
λx2

i

)+ (ξ−1)
n∑

i=1
log

{− log
[
1−exp

(−λx2
i

)]}
−α

n∑
i=1

{− log
[
1−exp

(−λx2
i

)]}ξ− n∑
i=1

log
[
1−exp

(−λx2
i

)]
.

La dérivée de la log-vraisemblance par rapport à chaque paramètre donne un système

d’équations appelées les fonctions scores :

∂lNW R (xi ,ς)

∂α
= n

α
−

n∑
i=1

[− log
(
1−exp

(−λx2
i

))]ξ
,

∂lNW R (xi ,ς)

∂ξ
= n

ξ
+

n∑
i=1

log
[− log

(
1−exp

(−λx2
i

))]−α n∑
i=1

log[KNW R (xi ,ς)]×K ξ
NW R (xi ,ς) ,

∂lNW R (xi ,ς)

∂λ
= n

λ
−

n∑
i=1

x2
i + (ξ−1)

n∑
i=1

x2
i exp

(−λx2
i

)
ZNW R (xi ,ς)

+αξ
n∑

i=1

x2
i exp

(−λx2
i

)
K ξ−1

NW R (xi ,ς)(
1−exp

(−λx2
i

)) −
n∑

i=1

x2
i exp

(−λx2
i

)(
1−exp

(−λx2
i

)) ,

où :

KNW R (x,ς) = {− log
[
1−exp

(−λx2)]}
ZNW R (x,ς) = [

1−exp
(−λx2)]× log

[
1−exp

(−λx2)]
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CHAPITRE 3. LE MODÈLE N-WEIBULL-RAYLEIGH (NWR)

Pour résoudre ces équations, on a eu recours à des méthodes numériques en utilisant

le logiciel statistique R.

2.2 La matrice d’information de Fisher estimée dans le cas complet

Les composantes de la matrice d’information de Fisher ainsi obtenues :

î12 = −
n∑

i=1
log[KNW R (xi , ς̂)]× [KNW R (xi , ς̂)]ξ̂ ,

î13 = ξ̂
n∑

i=1

x2
i exp

(−λ̂x2
i

)
[KNW R (xi , ς̂)]ξ̂−1(

1−exp
(−λ̂x2

i

)) ,

î23 = α̂ξ̂
n∑

i=1

x2
i exp

(−λ̂x2
i

)
log[KNW R (xi , ς̂)]× [KNW R (xi , ς̂)]ξ̂−1

1−exp
(−λ̂x2

i

)
+

n∑
i=1

x2
i exp

(−λ̂x2
i

){1− α̂ [KNW R (xi , ς̂)]ξ̂

ZNW R (xi , ς̂)

}
,

î11 = − n

α̂2 ,

î22 = − n

ξ̂2
− α̂

n∑
i=1

log2 [KNW R (xi , ς̂)]× [KNW R (xi , ς̂)]ξ̂ ,

î33 = − n

λ̂2
+

n∑
i=1

x4
i exp

(
−λ̂x

2
i

)
1−exp(−λ̂x

2
i )

[
1− α̂ξ̂ [KNW R (xi , ς̂)]ξ̂−1

]

+
n∑

i=1

x4
i exp

(
−2λ̂x

2
i

)
[

1−exp(−λ̂x
2
i )

]2

{
1− α̂ξ̂K ξ̂−1 (xi , ς̂)

[
1+

(
ξ̂−1

)
KNW R (xi , ς̂)

]}

−(
ξ̂−1

) n∑
i=1

x4
i exp

(
−λ̂x

2
i

)
ZNW R (xi , ς̂)

1+
exp

(
−λ̂x

2
i

)
1−exp(−λ̂x

2
i )

+
exp

(
−λ̂x

2
i

)
ZNW R (xi , ς̂)

 .

2.3 Estimation des paramètres inconnus dans le cas censuré

On considère un échantillon censuré à droite constitué de n observations Xi , i = 1,n,
distribué selon la distribution N-Weibull-Rayleigh, la fonction de vraisemblance du
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modèle NW R s’écrit alors :

LNW R (x,ς) =
n∏

i−1
hδi

NW R (xi ,ς)SNW R (xi ,ς)

=
n∏

i−1


2αξ

λxi exp
(−λx2

i

)
1−exp

(
−λx2

i

) {− log
[
1−exp

(−λx2
i

)]}ξ−1 ×exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2
i

)]}ξ)
1−exp

(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2
i

)]}ξ)

δi

×
[

1−exp
(
−α[− log

(
1−exp

(−λx2
i

))]ξ)]
,

alors, la fonction de log-vraisemblance de la distribution NW R peut être donnée par la

formule suivante :

lNW R (x,ς) =
n∑

i−1
δi [log(2αξλ)+ log(xi )−λx2

i + (ξ−1)log
{− log

[
1−exp

(−λx2
i

)]}
= r log(2αξλ)+

∑
i∈F

log(xi )−λ
∑
i∈F

x2
i +

∑
i∈C

log
[

1−exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2
i

)]}ξ)]
−α∑

i∈F

{− log
[
1−exp

(−λx2
i

)]}ξ− ∑
i∈F

log
[
1−exp

(−λx2
i

)]+ (ξ−1)
∑
i∈F

log
{− log

[
1−exp

(−λx2
i

)]}
.

Les fonctions scores des paramètres inconnus sont données par :

∂lNW R (xi ,ς)

∂α
= r

α
− ∑

i∈F
K ξ

NW R (xi ,ς)+
∑
i∈C

K ξ
NW R (xi ,ς)exp

[
−αK ξ

NW R (xi ,ς)
]

1−exp
[
−αK ξ

NW R (xi ,ς)
] ,

∂lNW R (xi ,ς)

∂ξ
= r

ξ
+ ∑

i∈F
log[KNW R (xi ,ς)]−α

∑
i∈F

log[KNW R (xi ,ς)]K ξ
NW R (xi ,ς)

+α∑
i∈C

log[KNW R (xi ,ς)]K ξ
NW R (xi ,ς)exp

[
−αK ξ

NW R (xi ,ς)
]

1−exp
[
−αK ξ

NW R (xi ,ς)
] ,

∂lNW R (xi ,ς)

∂λ
= r

λ
− ∑

i∈F
x2

i −
∑
i∈F

x2
i exp

(−λx2
i

)
1−exp

(−λx2
i

) + (ξ−1)
∑
i∈F

x2
i exp

(−λx2
i

)
DNW R (xi ,ς)

+αξx2
i K ξ−1

NW R (xi ,ς)

1−exp
(−λx2

i

)
∑

i∈F
exp

(−λx2
i

)− ∑
i∈C

BNW R (xi ,ς)

1−exp
[
−αK ξ

NW R (xi ,ς)
]
 .
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Où :

BNW R (x,ς) = exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2)]}ξ−λx2
)

,

DNW R (x,ς) = [
1−exp

(−λx2)] log
[
1−exp

(−λx2)] ,

KNW R (x,ς) = − log
[
1−exp

(−λx2)] .

En égalant ces fonctions à zéro, on obtient un système d’équations dont les solutions

trouvées représentent les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres

inconnus. Cependant, ces équations ne possèdent pas de solutions analytiques, on

peut utiliser alors des méthodes itératives.

2.4 La matrice d’information de Fisher estimée dans le cas censuré

Les éléments de la matrice d’information de Fisher Î = (
îl l ′

)
, l , l ′ = 1,2,3 sont obtenus

comme suit :

î11 = 1

n

n∑
i=1

δi

−1

α̂2 +
K 2ξ̂

NW R (xi , ς̂)exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]

{
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]}2

 ,

î22 = 1

n

n∑
i=1

δi

−1

ξ̂2
− α̂ log2 [KNW R (xi , ς̂)]K ξ̂

NW R (xi , ς̂)

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]

+

1

n

n∑
i=1

δi

α̂2
log2 [KNW R (xi , ς̂)]K 2ξ̂

NW R (xi , ς̂)exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]

{
1−exp

[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]}2

 ,
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î33 = 1

n

n∑
i=1

δi

−1

λ̂2
+ x4

i exp
(−λ̂x2

i

)
1−exp

(−λ̂x2
i

)
1−

(
ξ̂−1

)
log

[
1−exp

(−λ̂x2
i

)] − α̂ξ̂ K ξ̂−1
NW R (xi , ς̂)

1−exp
(−λ̂x2

i

)


−
(
ξ̂−1

)
n

n∑
i=1

δi
x4

i exp
(−2λ̂x2

i

)
DNW R (xi , ς̂)

[
1

DNW R (xi , ς̂)
+ 1

1−exp
(−λ̂x2

i

)]
+

α̂2ξ̂2

n

n∑
i=1

δi
K 2ξ̂−2

NW R (xi , ς̂)hNW R (xi , ς̂)

VNW R (xi , ς̂)

[
1

1−exp
(−λ̂x2

i

) + BNW R (xi , ς̂)

VNW R (xi , ς̂)

]

− α̂ξ̂
n

n∑
i=1

δi
x4

i K ξ̂−1
NW R (xi , ς̂)BNW R (xi , ς̂)

VNW R (xi , ς̂)
[
1−exp

(−λ̂x2
i

)] [
1+

(
ξ̂−1

)
exp

(−λ̂x2
i

)
KNW R (xi , ς̂)

]
+

1

n

n∑
i=1

δi

 x4
i exp

(−2λ̂x2
i

)
[
1−exp

(−λ̂x2
i

)]2

[
1− α̂ξ̂(

ξ̂−1
)

K ξ̂−2
NW R (xi , ς̂)

] ,

î12 = 1

n

n∑
i=1

δi
log[KNW R (xi , ς̂)]K ξ̂

NW R (xi , ς̂)

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]

α̂K ξ̂
NW R (xi , ς̂)exp

[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
] −1

 ,

î13 = ξ̂

n

n∑
i=1

δi
x2

i K ξ̂−1
NW R (xi , ς̂)

1−exp
(−λ̂x2

i

)
exp

(−λ̂x2
i

)+ BNW R (xi , ς̂)

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]


− α̂ξ̂
n

n∑
i=1

δi
x2

i K 2ξ̂−1
NW R (xi , ς̂)BNW R (xi , ς̂)

VNW R (xi , ς̂)

 1

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]
 ,

î23 = 1

n

n∑
i=1

δi
x2

i exp
(−λ̂x2

i

)
DNW R (xi , ς̂)

− α̂2ξ̂

n

n∑
i=1

δi
x2

i log[KNW R (xi , ς̂)]K 2ξ̂−1
NW R (xi , ς̂)BNW R (xi , ς̂)

VNW R (xi , ς̂)
[

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]]

+ α̂
n

n∑
i=1

δi

{
x 2̂

i K ξ̂−1
NW R (xi , ς̂)

[
exp

(−λ̂x2
i

)
1−exp

(−λ̂x2
i

) + BNW R (xi , ς̂)

VNW R (xi , ς̂)

]{
1+ ξ̂ log[KNW R (xi , ς̂)]

}}
.

Où :

VNW R
(
x,ς

)= [
1−exp

(−λx2)]×[
1−exp

(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2)]}ξ)] .

67



CHAPITRE 3. LE MODÈLE N-WEIBULL-RAYLEIGH (NWR)

2.5 Simulation numérique

Simulation des EMV dans le cas complet

En suivant le même protocôle que pour le modèle précédent, nous utilisons le package

BB du logiciel R pour estimer le vecteur des paramètres ς de la distribution NW R et

leurs erreurs quadratiques moyennes en effectuant 12,000 simulations pour différentes

tailles d’échantillons, n = 20, 50, 100, 150, 250, 500, 750 avec les valeurs initiales (α =
2.90,ξ= 3.30,λ= 1.80). Les résultats sont illustrés dans la Table 3.1 :

N = 12,000 n = 20 n = 50 n = 100 n = 150 n = 250 n = 500 n = 750

α̂ 2.9538 2.9402 2.9333 2.9166 2.9102 2.9055 2.9003

MSE 4.6603×10−3 4.0301×10−3 3.5478×10−3 3.0126×10−3 5.3456×10−4 3.0211×10−4 5.2261×10−5

ξ̂ 3.3638 3.3511 3.3409 3.3326 3.3166 3.3018 3.3004

MSE 4.0954×10−3 3.2245×10−3 3.0645×10−3 2.8712×10−3 6.7803×10−4 4.5870×10−4 7.0819×10−5

λ̂ 1.8538 1.8416 1.8322 1.8266 1.8107 1.8069 1.8001

MSE 7.7508×10−3 6.6421×10−3 5.8941×10−3 4.4587×10−3 2.3133×10−3 7.0213×10−4 1.4503×10−4

TABLE 3.1 – Les valeurs moyennes des EMV des paramètres et leurs MSE pour les don-
nées complètes du modèle NW R.

Pour renforcer les résultats de la simulation, on trace dans la Figure 3.3 la courbe de la

valeur absolue moyenne des estimateurs du maximum de vraisemblance calculés par

rapport aux différentes tailles d’échantillons.
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FIGURE 3.3 –
p

n-convergence des EMV de la distribution NW R.

On peut dire que les estimateurs calculés par la méthode du maximum de vraisem-

blance de la distribution NW R sont
p

n-convergents pour diverses tailles d’échantillon.

Simulation des EMV censurés

En utilisant le même algorithme (BB), nous simulons 12,000 fois des données censurées

à droite de la distribution NW R, avec les valeurs initiales des paramètres (α= 9,5, ξ=
2,5,λ= 3) pour différentes tailles d’échantillons n. On calcule les valeurs moyennes des

estimateurs du maximum de vraisemblance α̂, ξ̂ et λ̂ ainsi que les erreurs qudratiques

moyennes correspondantes (MSE). Les résultats sont résumés dans la Table 3.2 :
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N = 12,000 n = 20 n = 50 n = 100 n = 150 n = 250 n = 500 n = 750

α̂ 9.6616 9.5756 9.5569 9.5206 9.5173 9.5007 9.4988

MSE 8.7025×10−3 9.4710×10−4 5.6230×10−4 1.4288×10−4 6.3754×10−5 4.5073×10−5 2.1344×10−5

ξ̂ 2.6211 2.5988 2.5410 2.5259 2.5102 2.5001 2.4987

MSE 7.4461×10−3 2.7906×10−3 8.1866×10−4 5.8379×10−4 1.2121×10−4 6.0230×10−5 3.0871×10−5

λ̂ 3.1651 3.0822 3.0529 3.0245 3.0017 2.9984 2.9955

MSE 1.0904×10−3 6.0923×10−4 2.2929×10−4 1.0635×10−4 5.4582×10−5 3.7117×10−5 1.1656×10−5

TABLE 3.2 – Les valeurs moyennes des EMV des paramètres et leurs MSE pour les don-
nées censurées du modèle NW R.

Dans la Figure 3.4, la courbe de la valeur absolue moyenne des paramètres estimés

par rapport aux différentes tailles d’échantillons n, montre que les EMV calculés sont
p

n−convergents :
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FIGURE 3.4 –
p

n-convergence des EMV pour les données censurées de la distribution
NW R.
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3 Test d’justement pour le modèle NW R

3.1 Critère du test d’ajustement dans le cas complet

Nous allons utiliser la statistique développée précédemment par Nikulin-Rao-Robson

(1973, 1974) pour construire un critère de test pour le modèle N-Weibull-Rayleigh.

Soit l’hypothèse nulle H0 selon laquelle le temps de survie Xi provient de la distribution

NW R :

H0 : P (Xi ≤ x) = FNW R (x,ς) , ς= (α,ξ,λ)T

Après avoir calculé les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres α,

ξ, λ sur un échantillon aléatoire, on regroupe les observations dans r classes I j limitées

par a j . Ces limites sont choisies telles que les classes obtenues soient équipropables de

probabilité p j :

p j (ς̂n) =
a j∫

a j−1

dF (t , ς̂n) = 1

r
, j = 1,r .

Alors, les limites estimées â j des intervalles I j sont obtenues comme suit :

â j =

−
log

1−exp

−
[
− log

(
j
r

)
α̂

] 1
ξ̂




λ̂



1
2

.
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Les fréquences empiriquesν= (ν1, ...,νr )T obtenues par ce regroupement sont données

comme suit :

ν j = car d
{
i : xi ∈ I j ,

}
i = 1,n.

3.1.1 Les éléments de la statistique du test

Pour calculer la statistique du test Y 2, on doit d’abord déterminer les éléments qui la

composent (voir chapitre 1, section3-1) :

Y 2 = X 2
n +Q,

Q = 1

n
LT (ς̂)G−1L (ς̂) .

Les éléments du vecteur L̂ :

∂p j (ς̂)

∂α̂
= [

KNW R
(
â j

)]ξ̂FNW R
(
â j

)− [
KNW R

(
â j−1

)]ξ̂FNW R
(
â j−1

)
,

∂p j (ς̂)

∂ξ̂
= α̂ log

[
KNW R

(
â j

)]× [
KNW R

(
â j

)]ξ̂FNW R
(
â j

)− α̂ log
[
KNW R

(
â j−1

)]× [
KNW R

(
â j−1

)]ξ̂FNW R
(
â j−1

)
,

∂p j (ς̂)

∂λ̂
= α̂ξ̂

 â j−1
[
KNW R

(
â j−1

)]ξ̂−1 ×BNW R
(
â j−1

)
1−exp

(
−λ̂â2

j−1

) − â j
[
KNW R

(
â j

)]ξ̂−1 ×BNW R
(
â j

)
1−exp

(
−λ̂â2

j

)
 , j = 1,r

où :

KNW R (x,ς) = exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2)]}ξ−λx2
)

,

BNW R (x,ς) = exp
(
−α{− log

[
1−exp

(−λx2)]}ξ−λx2
)

.

Alors, le vecteur L̂NW R = (
L̂1, ..., L̂s

)T
est défini par :

L̂NW R (ς̂) =
[

L̂1 (ς̂) =
r∑

j=1

υ j

p j

∂p j (ς̂)

∂α̂
, L̂2 (ς̂) =

r∑
j=1

υ j

p j

∂p j (ς̂)

∂ξ̂
, L̂3 (ς̂) =

r∑
j=1

υ j

p j

∂p j (ς̂)

∂λ̂

]T

.
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Les éléments de la matrice Ĝ sont obtenus comme suit :

ĝ11 = î11 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂α̂

)2

, ĝ22 = î22 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂ξ̂

)2

,

ĝ33 = î33 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂λ̂

)2

, ĝ12 = î12 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂α̂

∂p j (ς̂)

∂ξ̂

)
,

ĝ13 = î13 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂α̂

∂p j (ς̂)

∂λ̂

)
, ĝ23 = î23 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂ξ̂

∂p j (ς̂)

∂λ̂

)
, j = 1,r .

La statistique ainsi obtenue suit une distribution du chi-deux à (r −1) degrés de liberté.

3.1.2 Simulation des valeurs du critère de test

Afin d’étudier l’efficacité du test d’ajustement pour le modèle NW R, on a réalisé une

importante étude par simulations numériques. Ainsi et pour tester l’hypothèse nulle

H0 selon laquelle un échantillon de données provient de ce modèle, on génère 12,000

échantillons de tailles différentes (n = 20, 50, 100, 150, 250, 750), de la distribution

NW R. On calcule la valeur moyenne prise par la statistique Y 2. Ensuite, on compte

le pourcentage de rejet de l’hypothèse nulle H0 par rapport aux risques théoriques cor-

respondants, pour différents seuils de signification ϵ= 1%, 5%, 10%, (Table 3.3).

N = 12,000

ϵ

n
20 50 100 150 250 500 750

1% 0.0069 0.007 0.009 0.012 0.017 0.011 0.015

5% 0.0340 0.0441 0.0476 0.0491 0.0503 0.0506 0.0510

10% 0.0918 0.0921 0.1019 0.0955 0.1007 0.0901 0.0984

TABLE 3.3 – Comparaison des risques théoriques et des risques empiriques pour les
données complètes du modèle NW R.

Comme on peut l’observer, les niveaux de signification empiriques de la statistique Y 2

sont semblables aux niveaux théoriques de la distribution du chi-deux à (r −1) degrés
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de liberté. Par conséquent, nous pouvons dire que le test d’adéquation suggéré est en

mesure d’ajuster d’une manière adéquate des ensembles de données de la distribution

NW R.

3.2 Critère du test d’ajustement dans le cas censuré

Pour vérifier l’adéquation du modèle NW R, on adapte la statistique du test du type

de chi-deux modifié proposée par Bagdonavicius et Nikulin (2011) à notre modèle. On

procède de la même façon que dans le chapitre précédent pour le calcul. Supposons

vraie l’hypothèse nulle H0 qu’un échantillon censuré à droite provienne de la distribu-

tion NW R. Nous calculons les nombres de défaillances théoriques de manière qu’ils

soient tous égaux pour toutes les classes de groupement de données I j :

I j =
(
a j−1, a j

]
, j = 1,k, a0 = 0, ak = max

(
X(l ),τ

)
.

La détermination des bornes des intervalles â j pour la distribution N-Weibull-Rayleigh

s’obtient alors par :

â j =
− 1

λ̂
log

1−exp

−(
− 1

α̂
log

{
1−exp

[∑i−1
l=1Λ

(
X(l ), ς̂

)−E j

N − i +1

]}) 1
ξ̂




1
2

, j = 1,k,

où :

E j = (N − i +1) H
(
â j , ς̂

)+ i−1∑
l=1

H
(
X(l ), ς̂

)
.
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Le nombre de défaillances observées U j et le nombre de défaillances théoriques e j sont

donnés par :

U j = ∑
i :Xi∈I j

δi ,

e j = Ek

k
, Ek =

n∑
i=1

H (xi , ς̂) .

3.2.1 Les éléments de la statistique du test

Les éléments de la matrice Ĉ = (
Ĉ

)
3×k :

Ĉ1 j = 1

n

∑
i :Xi∈I j

δi

 1

α̂
− K ξ̂

NW R (xi , ς̂)

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]
 ,

Ĉ2 j = 1

n

n∑
i :Xi∈I j

δi

1

ξ̂
+ log[KNW R (xi , ς̂)]− α̂ log[KNW R (xi , ς̂)]K ξ̂

NW R (xi , ς̂)

1−exp
[
−α̂K ξ̂

NW R (xi , ς̂)
]

 ,

Ĉ3 j = 1

n

∑
i :Xi∈I j

δi

 1

λ̂
−x2

i + α̂ξ̂
x2

i K ξ̂−1
NW R (xi , ς̂)BNW R (xi , ς̂)

VNW R (xi , ς̂)


+ 1

n

∑
i :Xi∈I j

δi

[
+ x 2̂

i exp
(−λ̂x2

i

)
1−exp

(−λ̂x2
i

) [
α̂ξ̂K ξ̂−1

NW R (xi , ς̂)−1
]
+ (
ξ̂−1

) x2
i exp

(−λ̂x2
i

)
DNW R (xi , ς̂)

]
.

On a :

W = (W1, ...,Ws)T = Ĉ Â−1Z , Â j =
U j

n
,

Z j = 1p
n

(
U j −e j

)
, j = 1,k, l , l ′ = 1,2,3 et ς̂= (

α̂, ξ̂, λ̂
)

.
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Nous obtenons alors la statistique du test Y 2
n :

Y 2
n =

n∑
i=1

(
U j −e j

)2

U j
+W T ×

[
îl l ′ −

k∑
j=1

Ĉl j Ĉl ′ j Â−1
j

]−1

×W.

La distribution limite de la statistique obtenue est un chi-deux à k degrés de liberté.

3.2.2 Simulation des valeurs du critère de test

Afin de tester l’adéquation d’une série d’observations au modèle NW R, à l’aide du lo-

giciel statistique R, on compare aux risques théoriques (ϵ = 1%, 5%, 10%) les risques

empiriques du critère de test Y 2
n pour 12,000 échantillons censurés à droite de diffé-

rentes tailles, n = 20, 50, 100,150, 250, 500, 750 (Table 3.4) :

N = 12,000

ϵ

n
20 50 100 150 250 500 750

α= 1% 0.0076 0.0082 0.0089 0.0091 0.0097 0.0106 0.0124

α= 5% 0.0376 0.0428 0.0487 0.0501 0.0506 0.0512 0.0517

α= 10% 0.0665 0.0722 0.0890 0.0900 0.0935 0.1031 0.1180

TABLE 3.4 – Comparaison des risques théoriques et des risques empiriques pour les
données censurées du modèle NW R.

D’après les résultats obtenus dans la Table 3.4, on peut dire que la statistique Y 2
n est

bien adaptée pour ajuster des données censurées à droite au modèle NW R.

4 Tests classiques

Dans la présente section, nous utilisons le logiciel R pour calculer les critères d’infor-

mation classiques suivants AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S afin d’approuver et valider le
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modèle étudié en le comparant avec la distribution Rayleigh (R), Inverse Rayleigh (I R),

Rayleigh-Rayleigh (Ra −Ra) et Weibull Rayleigh (W R).

Pour cela, nous générons 12,000 échantillons de différentes tailles n selon toutes ces

distributions. On obtient les résultats suivants :

n Model AIC B IC C AIC HQIC K S

10

R 39.71 39.96 40.13 39.43 0.760

I R 35.85 36.11 36.27 35.57 0.7624

Ra −Ra 20.70 21.22 22.17 20.13 0.6747

W R 1.13 0.62 3.22 −0.96 0.7591

NWR 0.80 0.56 3.16 -0.03 0.7588

20

R 32.80 32.90 32.82 32.82 0.2521

I R 31.79 31.89 31.819 31.816 02522

Ra −Ra 28.51 28.75 28.59 28.56 0.2510

W R 23.09 23.39 23.24 23.15 0.2521

NWR 22.96 23.26 23.11 23.02 0.2123

30

R 113.21 114.61 113.35 113.66 0.1179

I R 100.66 102.06 100.80 101.11 0.1249

Ra −Ra 43.99 46.79 44.43 44.89 0.1186

W R −36.48 −32.28 −35.56 −35.14 0.1019

NWR -31.75 -27.55 -30.83 -30.41 0.1013

50

R 187.31 189.22 187.39 188.04 0.0993

I R 165.71 167.63 165.80 166.44 0.0944

Ra −Ra 70.57 74.39 70.82 72.02 0.0952

W R −65.36 −59.62 −64.83 −63.17 0.0789

NWR −56.83 −51.09 −56.31 −54.64 0.0782

100

R 375.68 378.29 375.72 376.74 0.0709

I R 331.76 334.37 331.81 332.82 0.0709

Ra −Ra 143.37 148.58 143.50 145.48 0.0739

W R −127.86 −120.05 −127.61 −124.70 0.0579

NWR −113.26 −105.44 −113.01 −110.09 0.0572

TABLE 3.5 – Valeurs des critères d’information AIC /B IC /C AIC /HQIC /K S pour les
données simulées.

Nous remarquons que pour différentes tailles d’échantillons, la distribution NW R a les
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plus petites valeurs des critères de tests utilisés, ce qui nous permet de conclure que le

modèle étudié est une bonne alternative aux distributions classiques.

5 Applications aux données réelles

Dans cette section, nous allons nous servir de trois jeux de données provenant de do-

maines différents dans le but de confirmer les résultats théoriques obtenus dans les

sections précédentes.

5.1 Données sismiques

Supposons que les données sismiques affichées dans Table 3.6, disponible sur "https ://

www.donnéesmondiales.com", sont distribuées selon le modèle NW R. Ces observa-

tions représentent la profondeur (en kilomètres) causée par le déplacement des plaques

tectoniques* du tremblement de terre massif qui a eu lieu dans l’est de la Turquie et la

Syrie en Février 2023 :

10,17,16,10,15.71,10,10,13.82,24.79,7.7,4.5,8.4

TABLE 3.6 – La profondeur du tremblement de terre en Turquie-Syrie.

* Un tremblement de terre est le résultat d’une libération brusque d’énergie accumulée par les

forces exercées sur les roches, ce qui provoque le déplacement brusque des plaques tectoniques

de quelques centimètres à plusieurs kilomètres selon l’intensité de l’énergie libérée.

- Analyse graphique :

Nous avons réalisé les graphiques QQ-plot et PP-plot, qui nous permettent respective-

ment de comparer visuellement les Quantiles théoriques et les Probabilités théoriques

calculés à partir de la distribution NW R avec la distribution empirique de données.
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Nous traçons dans la Figure 3.5, la densité de probabilité estimée, QQ-plot, PP-plot et

la fonction de répartition estimée :

Empirical and theoretical dens.
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FIGURE 3.5 – pdf, cdf, QQ et PP plot de la profondeur du tremblement de terre en
Turquie-Syrie.

Comme nous pouvons le voir (Figure 3.5), la distribution des valeurs des données sis-

miques utilisées a la même forme que la distribution New-Weibull-Rayleigh que nous

avons supposé.

- Tests classiques :

Nous utilisons les critères classiques pour confirmer ces résultats. Pour cela, on consi-

dère les distributions concurrentes W R, R, I R , Ra −Ra et NW R. Les résultats sont
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résumés dans la Table 3.7 :

Model AIC B IC C AIC HQIC K S

NWR -9.04 -4.46 -8.24 -7.48 0.1117

R 93.60 95.13 93.73 94.12 0.5212

I R 93.63 95.15 93.75 94.14 0.5548

Ra −Ra −12.67 9.62 −12.28 −11.63 0.1323

W R −18.09 −13.51 −17.29 −16.52 0.1166

TABLE 3.7 – Valeurs des critères d’information AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S.

Le modèle NW R a les plus petites valeurs des critères d’information classiques, ce qui

veut dire que ce modèle est le mieux adapté pour modéliser la profondeur du tremble-

ment de terre qui a frappé la Turquie-Syrie.

- Le test NRR :

En plus des tests classiques des modèles de sélection, on calcule la valeur de la sta-

tistique Y 2 pour vérifier si ces données sont effectivement distribuées selon NW R. À

l’aide du logiciel R, on trouve les valeurs des E MV du vecteur des pramètres ς :

ς̂= (
α̂, ξ̂, λ̂

)T = (1.32,4.54,0.36)T

On regroupe ces données en r = 3 classes. Ensuite, nous calculons les limites estimées

des classes â j et les fréquences empiriques et théoriques v̂ j et p j . Les résultats sont

donnés dans la Table 3.8 :

â j 0.4017 0.5254 103.1100

v̂ j 2 6 4

p j 0.333 0.3333 0.3333

TABLE 3.8 – Valeurs de â j , v̂ j et p j .
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La valeur de la statistique est Y 2 = 2.8819. En la comparant à la valeur théorique du chi-

deux χ2 à (3−1) = 2 degrés de liberté pour différents seuils de signification ϵ= 1%, 5%,

10%, on trouve :

Y 2 <χ2
1% (3−1) = 9.2103 ; Y 2 <χ2

5% (3−1) = 5.9914 ; Y 2 <χ2
10% (3−1) = 4.6051.

Ceci permet de conclure que la distribution NW R peut modéliser la profondeur du

tremblement de terre causé par le déplacement des plaques tectoniques à différents

seuils de signification ϵ.

5.2 Données épidémiologiques

Soit l’ensemble de données de Mathers et al., (2013), représentant le taux brut de mor-

talité (CMR) chez 65 consommateurs de drogues injectables (Table 3.9) :

2.01,6.32,3.52,2.15,5.42,2.04,2.77,2.26,1.95,1.00,2.45,0.74,

0.98,1.27,2.77,3.68,1.18,1.09,1.60,0.57,3.33,0.91,7.14,

2.08,3.85,1.99,7.76,2.52,1.57,4.67,4.22,1.92,1.59,4.08,2.02,

0.84,6.85,2.18,2.04,1.05,2.91,1.37,2.43,2.28,3.74,1.30,1.59,

1.83,3.85,6.30,4.83,0.50,3.40,2.33,4.25,3.49,2.12,0.83,0.54,

3.23,4.50,0.71,0.48,2.30,7.73

TABLE 3.9 – Le taux de mortalité chez les consommateurs de drogues injectables.

- Analyse graphique :

La distribution des quantiles et des probabilités théoriques de la distribution NW R et

la distribution empirique du taux brut de mortalité chez les consommateurs de drogues

injectables sont présentées dans la Figure 3.6 (la densité de probabilité, la répartition,

le QQ-plot et le PP-plot) :
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FIGURE 3.6 – pdf, cdf, QQ-plot et PP-plot du taux de mortalité chez les consommateurs
de drogues.

Comme le montre la Figure 3.6, la distribution du taux brut de mortalité chez les per-

sonnes qui s’injectent des drogues a presque la même forme que les quantiles et les

probabilités théoriques de la distribution New-Weibull-Rayleigh.

- Tests classiques :

Pour modéliser ces données, la distribution NW R a été comparée à cinq distributions

alternatives, Rayleigh-Rayleigh (Ra−Ra), Gamma Rayleigh (GaRa), Marshal Olkin Ray-

leigh (MORa), Truncated-Exponential Skew Symmetric Rayleigh (T ESRa) et Rayleigh

(Ra). Pour cela, les différents critères d’information sont calculés sur ces données. Les

résultats réunis dans la Table 3.10 montrent que le modèle introduit dans ce chapitre
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est très plausible pour décrire le taux de mortalité.

Model AIC B IC C AIC HQIC K S

NWR 41.54 48.06 41.93 44.11 0.0896

Ra −Ra 240.98 241.17 245.33 242.70 0.1645

GaRa 244.74 244.93 249.08 246.45 0.2333

MORa 242.09 242.28 246.44 243.81 0.1756

T ESRa 243.38 243.58 247.73 245.10 0.1511

Ra 249.30 249.36 251.47 250.16 0.1102

TABLE 3.10 – Valeurs des critères d’information AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S.

- Le test NRR :

Nous supposons l’hypothèse nulle H0 pour laquelle les données épidémiologiques uti-

lisées sont ajustées par la distribution NW R. Pour cela, on calcule d’abord les EMV :

ς̂= (
α̂, ξ̂, λ̂

)T = (0.7594,3.4829,0.2950)T

Sous H0, on choisit r = 8 intervalles de regroupement Î j , nous calculons donc les li-

mites estimées des classes â j et les fréquences empiriques v̂ j et théoriques p j corres-

pondantes :

â j 1.0597 1.4268 1.8042 2.2472 2.8246 3.6854 5.3442 107.760

v̂ j 12 5 4 12 9 7 9 7

p j 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125

TABLE 3.11 – Valeurs de â j , v̂ j et p j .

Par conséquent, nous obtenons la valeur de la statistique Y 2 = 7,4822 du test NRR et on

la compare avec clle de la distribution du chi-deux à 7 degrés de liberté pour différents

seuils de signification ϵ= 1%, 5%, 10% .
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Et on obtient :

Y 2 <χ2
1%(8−1) = 18.4753 ; Y 2 <χ2

5%(7) = 14.0671 ; Y 2 <χ2
10%(7) = 12.0170.

À partir de ces calculs, on peut conclure que la distribution NW R décrit d’une manière

adéquate le taux de mortalité chez les consommateurs de drogues injectables.

5.3 Données médicales

Considérons l’ensemble de données censurées fournies par Hosmer et Lemeshow (1999)

représentant les temps de survie (en mois) de 100 patients qui ont été infectés par le VIH

et vérifions si elles peuvent être ajustées par la distribution NW R.

5,6∗,8,3,22,1∗,7,9,3,12,2∗,12,1,15,34,1,4,

19∗,3∗,2,2∗,6,60∗,7∗,60∗,11,2∗,5,4∗,1∗,13,3∗,

2∗,1∗,30,7∗,4∗,8∗,5∗,10,2∗,9∗,36,3∗,9∗,3∗,35,

8∗,1∗,5∗,11,56∗,2∗,3∗,15,1∗,10,1∗,7∗,3∗,3∗,2∗,32,

3∗,10∗,11,3∗,7∗,5∗,31,5∗,581∗,2∗,1,3∗,43,1∗,6∗,53,

14,4∗,54,1∗,1∗,8∗,5∗,1∗,1∗,2∗,7∗,1∗,10,24∗,7∗,12∗,

4∗,57,1∗,12∗.

TABLE 3.12 – Temps de survie de 100 patients infectés par le VIH.

* : représente la censure.

- Analyse graphique :

Tout d’abord on représente dans la Figure 3.7, les différentes courbes de la densité de

probabilité, la répartition, les quantiles et probabilités empiriques de ces observations

et théoriques correspondantes au modèle NW R :

84



5. APPLICATIONS AUX DONNÉES RÉELLES
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FIGURE 3.7 – pdf, cdf, QQ et PP plot du temps de survie de 100 patients.

Les courbes empiriques des observations coïncident avec celles de la distribution NW R.

- Tests classiques :

Les tests de sélection des modèles classiques AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S montrent

que ce modèle (NW R) est une bonne alternative aux distributions R, I R, Ra −Ra et

W R (Table 3.13) :
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Model AIC B IC C AIC HQIC K S

NWR 37.31 38.30 38.81 37.90 0.1095

R 38.84 39.84 39.06 39.04 0.1486

I R 44.56 45.56 44.79 44.76 0.2099

Ra −Ra 38.69 40.68 39.40 39.08 0.1150

W R 39.12 42.11 40.62 39.70 0.1150

TABLE 3.13 – Valeurs des critères d’information AIC , B IC , C AIC , HQIC et K S.

- Le test du chi-deux modifié :

Nous utilisons la statistique de chi-deux modifié construite dans ce tavail pour tester

ces données censurées à droite au modèle NW R. À l’aide du logiciel statistique R, nous

calculons le vecteur des estimateurs du maximum de vraisemblance ς̂ :

ς̂= (
α̂, ξ̂, λ̂

)T = (2.1308,0.3515,1.4651)T

On choisit k = 10 intervalles de regroupement
(
I j

)
des données, les calculs intermé-

diaires de la statistique Y 2
n du test chi-deux modifié sont présentés dans la Table 3.14 :

â j 0.8577 1.3429 1.7532 1.8260 2.0647 2.1931 2.6924 6.2803 4.3664 7.0819

Û j 4 7 9 16 6 18 5 11 15 9

e j 2.49108 2.49108 2.49108 2.49108 2.49108 2.49108 2.49108 2.49108 2.49108 2.49108

Ĉ1 j −0.0692 0.0595 0.0601 0.1129 −0.01354 1.3102 0.3386 0.1924 −1.2199 0.0417

Ĉ2 j 0.6595 1.01080 0.6058 0.929 0.4417 1.1064 0.6279 0.9335 −1.2270 0.2873

Ĉ3 j 0.1443 0.2242 0.1405 0.2210 1.0894 0.4306 0.2753 0.3103 1.3061 −0.2756

TABLE 3.14 – Valeurs de â j , Û j , e j , Ĉ1 j , Ĉ2 j , Ĉ3 j .
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Nous déduisons alors la valeur de Y 2
n = 0.8154 et la comparons à la distribution du chi-

deux χ2
ϵ pour différents niveaux de signification ϵ= 1%, ϵ= 5%, ϵ= 10%, on obtient :

Y 2
n <χ2

1% (10) = 21.6659 ; Y 2
n <χ2

5% (10) = 16.9189 ; Y 2
n <χ2

10% (10) = 14.6836.

Par conséquent, nous pouvons conclure que la distribution NW R modélise de manière

fiable le temps de survie des patients infectés par le VIH à un taux de censure assez élevé

(62%).
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Chapitre 4
Modèle à temps de vie accéléré (AFT)

Le modèle à temps de vie accéléré (Accelerated Failure Time) est un type de modèle

de régression utilisé dans l’analyse de survie, dans lequel le temps de survie est sup-

posé avoir une relation linéaire avec un ensemble de covariables. Le modèle AFT est

un modèle paramétrique qui suppose une distribution spécifique des temps de survie,

telles que les distributions Weibull, exponentielle ou la distribution log-normale et la

log-logistique,etc.

Le modèle AFT est appelé "accéléré" car il suppose que l’effet des covariables est d’ac-

célérer ou de décélérer le temps de défaillance. En d’autres termes, les covariables af-

fectent la vitesse à laquelle l’événement se produit, mais elles n’affectent pas la forme

de la courbe de survie.

Le modèle AFT est largement utilisé dans les domaines médical et l’ingénierie pour

étudier le temps de défaillance des appareils ou pour estimer le temps de survie des

patients atteints d’une maladie dépendant de certain facteurs. Il est également utilisé

dans d’autres domaines, tels que la finance et le marketing pour décrire le temps jus-

qu’à ce qu’un certain événement se produise (comme la faillite ou l’achat d’un produit).
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Le principal avantage du modèle AFT est qu’il permet une interprétation aisée des ef-

fets des covariables sur la durée de survie.

Du au nombre croissant des données réelles observées lors d’une étude statistique et

qui ne peuvent être représentées par les distributions classiques, de nouvelles exten-

sions de distributions existantes sont constamment proposées par les chercheurs dans

le domaine de la statistique et de la théorie des probabilités. On cite par exemple le

modèle AFT log-gamma introduit par Ortega et al. (2009), le modèle AFT inverse Wei-

bull généralisée étudié par Goual et Seddik-Ameur (2014), le modèle AFT exponentiel

exponentié généralisé par Aidi et Seddik-Ameur (2016) et AFT extension de Weibull par

Treidi et Seddik-Ameur (2018).

Dans ce chapitre, on propose deux modèles à temps de vie accéléré AF T − NW W et

AF T −NW R dont la distribution de base est respectivement, une N-Weibull-Weibull et

N-Weibull-Rayleigh. Après la présentation des modèles, on utilise la méthode du maxi-

mum de vraisemblance pour estimer les paramètres inconnus. Par la suite, on met en

place des tests d’adéquation permettant d’ajuster des observations à ce type de mo-

dèles de manière satisfaisante.

Considérons que E est un ensemble de tous les stress ou covariables à m-dimension

possibles et dépendantes du temps.

E = {
z (.) = [z0 (.) , z1 (.) , ..., zm (.)]T }

, z ∈ [0,∞[ ∈Rm .

On note z au lieu de z (.) si la stress est constant et notons par E1 ⊂ E l’ensemble des

stress constants. Nous supposons que le temps de défaillance Xz(.) sous le stress z (.) est

une variable aléatoire positive avec fonction de survie :

Sz(.) (x) = P
{

Xz(.) > x
}

, x > 0, z (.) ∈ E .
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Notons par :

hz(.) (x) =−
S′

z(.) (x)

Sz(.) (x)
et Hz(.) (x) =− logSz(.) (x)

respectivement, la fonction du taux de hasard et la fonction du taux de hasard cumulé.

Le modèle AF T est défini sur l’ensemble E , si la fonction de survie sous le stress z (.)

∈ E vaut :

Sz(.) (x) = S0

(∫ τ

0
r [z (u)]du

)
, z (.) ∈ E .

Si z (τ) = z est constant, alors le modèle devient :

Sz(.) (x) = S0 [r (z) t ] , z ∈ E1.

La fonction r peut être choisie parmi une certaine classe de fonction. Souvent, le mo-

dèle AFT est paramètré comme :

r (z) = e−βT z ,

où β= (
β0,β1, ...,βm

) ∈Rm+1 est le vecteur de paramètres inconnus et

z = (z0, z1, ..., zm)T

le vecteur de stress connu. Alors le modèle AFT paramètrique défini sur l’ensemble E

est donné par la formule :

Sz(.) (t ) = S0

(∫ τ

0
exp

[−βT z (u)
]

du

)
, z (.) ∈ E ,

et sur l’ensemble des stress constants dans le temps :

S (x) = S0

(
e−βT z x

)
, z ∈ E .
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1. CONSTRUCTION DU MODÈLE AFT-NWW

1 Construction du modèle AFT-NWW

Nous introduisons un modèle à durée de vie accélérée dont la distribution de base est

la distribution N-Weibull-Weibull qu’on notera AF T −NW W . La fonction de survie de

ce modèle peut être définie comme suit :

S (x,ϑ) = S0

(
e−βT z x

)
= 1−exp

[
−α

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−βT z

)γ]})ξ]
, ϑ= (

α,ξ,λ,γ,β0, ...,βm
)

avec α est le paramètre d’échelle, ξ et γ représentent les paramètres de forme et λ le

paramètre de position. β= (
β0,β1, ...,βm

)T est le vecteur de paramètres inconnus de la

régression des covariables représentant les stress éventuels du modèle AF T −NW W

z = (z0, z1, ..., zm)T

Alors, la fonction de répartition, la densité de probabilité, la fonction du taux de hasard
et du taux de hasard cumulé sont respectivement exprimées par :

FAF T−NW W (x,ϑ) = exp

[
−α

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]})ξ]

,

f AF T−NW W (x;ϑ) = αξλγ

(
xe−β

T z
)γ−1

exp
[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]

1−exp
[
−λ(

xe−βT z
)γ] (

− log
{

1−exp
[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]})(ξ−1)

×exp

[
−α

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]})ξ]

,

hAF T−NW W (x;ϑ) = αξλγ

(
xe−β

T z
)γ−1 (

− log
{

1−exp
[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]})(ξ−1)

{
exp

[
λ

(
xe−βT z

)γ]−1
}
×

{
exp

[
α

(
− log

{
1−exp

[
−λ(

xe−βT z
)γ]})ξ]−1

} ,

HAF T−NW W (x;ϑ) = − log{1−exp

[
−α

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]})ξ]

}, ϑ= (
α,ξ,λ,γ,β0,β1, ...,βm

)
.
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Pour γ = 1, on obtient le cas particulier du modèle AF T − NW W , le modèle AF T N-

Weibull-exponentiel (AF T −NW E).

1.1 Estimation des paramètres inconnus

Pour estimer les paramètres inconnus du modèle AF T − NW W , on considère Xi =
(X1, ..., Xn) un échantillon aléatoire de distribution AF T − NW W . La fonction de log-
vraisemblance de Xi est :

ℓ (x;ϑ) = n log
(
αξλγ

)+ (
γ−1

) n∑
i=1

log
(
xi e−β

T z
)
−λ

n∑
i=1

(
xi e−β

T z
)γ− n∑

i=1
log

{
1−exp

[
−λ

(
xi e−β

T z
)γ]}

−α
n∑

i=1

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xi e−β

T z
)γ]})ξ

+ (ξ−1)
n∑

i=1
log

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xi e−β

T z
)γ]})

.

Sans perdre de généralité, nous n’allons considérer que les coefficients β0 et β1 de la

régression, le reste se fait de manière analogue. Après de long calculs nous obtenons les

fonctions scores pour les paramètres α, ξ, λ, γ, β0 et β1 :

∂ℓ (xi ,ϑ)

∂α
= n

α
−

n∑
i=1

[U (xi ,ϑ)]ξ ,

∂ℓ (xi ,ϑ)

∂ξ
= n

ξ
+

n∑
i=1

log[U (xi ,ϑ)]×
[

1−α [U (xi ,ϑ)]ξ
]

,

∂ℓ (xi ,ϑ)

∂λ
= n

λ
−

n∑
i=1

(
xi e−β

T z
)γ− (ξ−1)

n∑
i=1

M (xi ,ϑ)

D (xi ,ϑ)×U (xi ,ϑ)
−

n∑
i=1

M (xi ,ϑ)

D (xi ,ϑ)

[
1−αξ [U (xi ,ϑ)]ξ−1

]
,

∂ℓ (xi ,ϑ)

∂γ
= n

γ
+

n∑
i=1

log
(
xi e−β

T z
)[

1−λ
(
xi e−β

T z
)γ]−λ (ξ−1)

n∑
i=1

M (xi ,ϑ) log
(
xe−β

T z
)

D (xi ,ϑ)×U (xi ,ϑ)

−λ
n∑

i=1

M (xi ,ϑ) log
(
xi e−β

T z
)

D (xi ,ϑ)

[
1−αξ [U (xi ,ϑ)]ξ−1

]
,

∂ℓ (xi ,ϑ)

∂β0
= −1+λ (ξ−1)γ

n∑
i=1

M (xi ,ϑ)

D (xi ,ϑ)×U (xi ,ϑ)
+λγ

n∑
i=1

M (xi ,ϑ)

D (xi ,ϑ)

[
1−αξ [U (xi ,ϑ)]ξ−1

]
,

∂ℓ (xi ,ϑ)

∂β1
= −

n∑
i=1

zi −+λ (ξ−1)γ
n∑

i=1
zi

M (xi ,ϑ)

D (xi ,ϑ)×U (xi ,ϑ)
+λγ

n∑
i=1

zi
M (xi ,ϑ)

D (xi ,ϑ)

[
1−αξ [U (xi ,ϑ)]ξ−1

]
.
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Où :

U (xi ,ϑ) = − log
{

1−exp
[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]}

,

M (xi ,ϑ) =
(
xe−β

T z
)γ

exp
[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]

,

D (xi ,ϑ) = 1−exp
[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]

.

Les estimateurs du maximum de vraisemblance du vecteur des paramètres ϑ̂= (
α̂, ξ̂, λ̂, γ̂, β̂0, β̂1

)
sont obtenus en résolvant ce système d’équations non-linéaires par des méthodes nu-

mériques.

1.2 La matrice d’information de Fisher

Les éléments de la matrice d’information de Fisher Î = (
î
)

6×6 sont obtenus comme suit :

î11 = − n

α̂2 ,

î22 = − n

ξ̂2
− α̂

n∑
i=1

U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂
log

[
U

(
xi , ϑ̂

)]
,

î33 = − n

λ̂2
+ (
ξ̂−1

) n∑
i=1

M
(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2
U

(
xi , ϑ̂

)2

[
1+U

(
xi , ϑ̂

)− α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂]

+
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
]
+

n∑
i=1

M
(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

)
U

(
xi , ϑ̂

) [
1+U

(
xi , ϑ̂

)− α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂]
,

î44 = − n

γ̂2 − λ̂
n∑

i=1

(
xi e−β̂

T z
)

log
(
xi e−β̂

T z
)2 + λ̂2

n∑
i=1

E
(
xi , ϑ̂

)
M

(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
]

+(
ξ̂−1

)
λ̂2

n∑
i=1

E
(
xi , ϑ̂

)
M

(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

)2
U

(
xi , ϑ̂

)2

[
1+U

(
xi , ϑ̂

)− α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂]

−λ̂
n∑

i=1

E
(
xi , ϑ̂

)
M

(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

) [
1− λ̂

(
xi e−β̂

T z
)γ̂]×[ (

ξ̂−1
)

U
(
xi , ϑ̂

) +1− α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
]

,
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î55 = (
ξ̂−1

)
λ̂2γ̂2

n∑
i=1

M
(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂]− λ̂γ̂2
n∑

i=1

(
xi e−β̂

T z
)γ̂

−λ̂γ̂2
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)×[
1− λ̂

(
xi e−β̂

T z
)γ̂]

D
(
xi , ϑ̂

) [
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1 +
(
ξ̂−1

)
U

(
xi , ϑ̂

)]

+λ̂2γ̂2
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1 +
(
ξ̂−1

)
U

(
xi , ϑ̂

)]
,

î66 = (
ξ̂−1

)
λ̂2γ̂2

n∑
i=1

zi
M

(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂]− λ̂γ̂2
n∑

i=1
zi

(
xi e−β̂

T z
)γ̂

−λ̂γ̂2
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)×[
1− λ̂

(
xi e−β̂

T z
)γ̂]

D
(
xi , ϑ̂

) [
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1 +
(
ξ̂−1

)
U

(
xi , ϑ̂

)]

+λ̂2γ̂2
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1 +
(
ξ̂−1

)
U

(
xi , ϑ̂

)]
,

î12 = −
n∑

i=1
U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂
log

[
U

(
xi , ϑ̂

)]
,

î13 = ξ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1

D
(
xi , ϑ̂

) ,

î14 = λ̂ξ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1

D
(
xi , ϑ̂

) log
(
xi e−β̂

T z
)

,

î15 = −λ̂γ̂ξ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1

D
(
xi , ϑ̂

) ,

î16 = −λ̂γ̂ξ̂
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1

D
(
xi , ϑ̂

) ,

î23 = α̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1

D
(
xi , ϑ̂

) {
1+ ξ̂ log

[
U

(
xi , ϑ̂

)]}− n∑
i=1

M
(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

) ,

î24 = α̂λ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
log

(
xi e−β̂

T z
)

D
(
xi , ϑ̂

) {
1+ ξ̂ log

[
U

(
xi , ϑ̂

)]}

−λ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)
log

(
xi e−β̂

T z
)

D
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

) ,
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î25 = −α̂λ̂γ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1

D
(
xi , ϑ̂

) {
1+ ξ̂ log

[
U

(
xi , ϑ̂

)]}+ λ̂γ̂ n∑
i=1

M
(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

) ,

î26 = −α̂λ̂γ̂
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1

D
(
xi , ϑ̂

) {
1+ ξ̂ log

[
U

(
xi , ϑ̂

)]}+ λ̂γ̂ n∑
i=1

zi
M

(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

)×U
(
xi , ϑ̂

) ,

î34 = (
ξ̂−1

) n∑
i=1

M
(
xi , ϑ̂

)2
log

(
xi e−β̂

T z
)

D
(
xi , ϑ̂

)2
U

(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)]− n∑
i=1

(
xi e−β̂

T z
)γ̂

log
(
xi e−β̂

T z
)

−
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)
log

(
xi e−β̂

T z
)

D
(
xi , ϑ̂

) {
D

(
xi , ϑ̂

)−M
(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

) −
(
xi e−β̂

T z
)γ̂}×{

1− α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)+ ξ̂−1

U
(
xi , ϑ̂

)}
,

î35 = −λ̂(
ξ̂−1

)
γ̂

n∑
i=1

M
(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2
U

(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)]+ γ̂ n∑
i=1

(
xi e−β̂

T z
)γ̂

+γ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

) {
1+ (

ξ̂−1
)
U

(
xi , ϑ̂

)−1 − α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
}
×

{
1− λ̂

(
xi e−β̂

T z
)γ̂− λ̂M

(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

) }
,

î36 = −λ̂(
ξ̂−1

)
γ̂

n∑
i=1

zi
M

(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2
U

(
xi , ϑ̂

)2

[
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)]+ γ̂ n∑
i=1

zi

(
xe−β̂

T z
)γ̂

+γ̂
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

) {
1+ (

ξ̂−1
)
U

(
xi , ϑ̂

)−1 − α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
}[

1− λ̂
(
xi e−β̂

T z
)γ̂− λ̂M

(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

) ]
,

î45 = −1− λ̂2 (
ξ̂−1

)
γ̂

n∑
i=1

M
(
xi , ϑ̂

)2
log

(
xe−β̂

T z
)

D
(
xi , ϑ̂

)2 ×U
(
xi , ϑ̂

)2

[
1+U

(
xi , ϑ̂

)]

−λ̂2γ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)2
log

(
xi e−β̂

T z
)

D
(
xi , ϑ̂

) {
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
[

1+ ξ̂−1

U
(
xi , ϑ̂

)]}

+λ̂
n∑

i=1

M
(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

) {
1+ γ̂ log

(
xi e−β̂

T z
)
×

[
1− λ̂

(
xi e−β̂

T z
)γ̂]}

×
[

1+ ξ̂−1

U
(
xi , ϑ̂

) − α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
]

,
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î46 = −
n∑

i=1
zi − λ̂2 (

ξ̂−1
)
γ̂

n∑
i=1

zi

M
(
xi , ϑ̂

)2
log

(
xi e−β̂

T z
)

D
(
xi , ϑ̂

)2 ×U
(
xi , ϑ̂

)2

[
1+U

(
xi , ϑ̂

)]

−λ̂2γ̂
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)2
log

(
xi e−β̂

T z
)

D
(
xi , ϑ̂

) {
1− α̂ξ̂U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
[

1+ ξ̂−1

U
(
xi , ϑ̂

)]}

+λ̂
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)
D

(
xi , ϑ̂

) {
1+ γ̂ log

(
xi e−β̂

T z
)
×

[
1− λ̂

(
xi e−β̂

T z
)γ̂]}

×
[

1+ ξ̂−1

U
(
xi , ϑ̂

) − α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
]

,

î56 = −λ̂γ̂2
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)[
λ̂

(
xe−β̂

T z
)γ̂−1

]
D

(
xi , ϑ̂

) {
1+ (

ξ̂−1
)
U

(
xi , ϑ̂

)−1 − α̂ξ̂U
(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1
}

−α̂ξ̂λ̂2γ̂2
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)2
U

(
xi , ϑ̂

)ξ̂−1

D
(
xi , ϑ̂

)2
U

(
xi , ϑ̂

) [
U

(
xi , ϑ̂

)+ ξ̂−1
]− λ̂γ̂2

n∑
i=1

zi

(
xi e−β̂

T z
)γ̂

(
ξ̂−1

)
λ̂2γ̂

n∑
i=1

zi
M

(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2
U

(
xi , ϑ̂

)2

[
1+U

(
xi , ϑ̂

)]+ λ̂2γ̂2
n∑

i=1
zi

M
(
xi , ϑ̂

)2

D
(
xi , ϑ̂

)2 .

Où :
E (x,ϑ) =

(
xe−β

T z
)γ

exp
[
−λ

(
xe−β

T z
)γ]

log
(
xe−β

T z
)2

, ϑ= (
α,ξ,λ,γ

)
.

1.3 Test d’ajustement pour le modèle AFT-NWW

Supposons que les données X1, X2, ..., Xn sont observées dans un intervalle de temps

fini [0,τ]. Divisons cet intervalle en r sous-intervalles I j =
]
a j−1, a j

]
, j = 1,2, ...,r . Sous

l’hypothèse nulle H0 :

H0 : P (Xi ≤ x) = FAF T−NW W (x,ϑ) , ϑ= (
α,ξ,λ,γ,β0,β1

)T

On calcule les estimateurs du maximum de vraisemblance du vecteur des paramètres

ϑ. Ensuite, nous pouvons calculer les fréquences théoriques telles que :

p j =
∫ a j

a j−1

F (x)d x = 1

r
, j = 1, ...,r
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D’où :

â j = e−βT z

−
log

1−exp

−
[
− log

(
j
r

)
α̂

] 1
β̂




λ̂



1
γ̂

.

Soit le vecteur de fréquences empiriques ν j obtenu en regroupant les observations

X1, ..., Xn dans les intervalles I j :

ν j =
n∑

i=1
1{

Xi∈I j
}, j = 1,r .

La statistique Y 2 du test N RR est donnée par :

Y 2 = X 2
n +Q,

telles que :

X 2
n =

r∑
j=1

(
υ j −np j

)2

np j
, Q = 1

n
LT (

ϑ̂
)

G−1L
(
ϑ̂
)

, ϑ̂=
(
α̂, ξ̂, λ̂, γ̂, β̂0, β̂1

)
.

1.4 Les éléments de la statistique du test

Pour calculer la statistique Y 2, nous devons calculer les éléments de la matrice Ĝ =[
ĝl l ′

]
6×6 et le vecteur L̂.

Les éléments du vecteur L̂ sont obtenus à partir de :

p j (ϑ) = FAF T−NW W
(
a j

)−FAF T−NW W
(
a j−1

)
.
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Alors :

∂p j

∂α̂
=

r∑
j=1

U
(
â j−1, ϑ̂

)ξ̂
F

(
â j−1, ϑ̂

)−U
(
â j , ϑ̂

)ξ̂
F

(
â j , ϑ̂

)
,

∂p j

∂ξ̂
= α̂

r∑
j=1

U
(
â j−1, ϑ̂

)̂̂ξ
log

[
U

(
â j−1, ϑ̂

)]
F

(
â j−1, ϑ̂

)− α̂ r∑
j=1

U
(
â j , ϑ̂

)ξ̂
log

[
U

(
â j , ϑ̂

)]
F

(
â j , ϑ̂

)
,

∂p j

∂λ̂
= α̂ξ̂

r∑
j=1

M
(
â j , ϑ̂

)
U

(
â j , ϑ̂

)ξ̂−1
F

(
â j , ϑ̂

)
D

(
â j , ϑ̂

) − α̂ξ̂
r∑

j=1

M
(
â j−1, ϑ̂

)
U

(
â j−1, ϑ̂

)ξ̂−1
F

(
â j−1, ϑ̂

)
D

(
â j−1, ϑ̂

) ,

∂p j

∂γ̂
= α̂ξ̂λ̂

r∑
j=1

M
(
â j , ϑ̂

)
U

(
â j , ϑ̂

)ξ̂−1
F

(
â j , ϑ̂

)
D

(
â j , ϑ̂

) log
(
â j e−β̂

T z
)
−

α̂ξ̂λ̂
r∑

j=1

M
(
â j−1, ϑ̂

)
U

(
â j−1, ϑ̂

)ξ̂−1
F

(
â j−1, ϑ̂

)
D

(
â j−1, ϑ̂

) log
(
â j−1e−β̂

T z
)

,

∂p j

∂β̂0
= α̂ξ̂λ̂γ̂

r∑
j=1

M
(
â j−1, ϑ̂

)
U

(
â j−1, ϑ̂

)ξ̂−1
F

(
â j−1, ϑ̂

)
D

(
â j−1, ϑ̂

) − α̂ξ̂λ̂γ̂
r∑

j=1

M
(
â j , ϑ̂

)
U

(
â j , ϑ̂

)ξ̂−1
F

(
â j , ϑ̂

)
D

(
â j , ϑ̂

) ,

∂p j

∂β̂1
= α̂ξ̂λ̂γ̂

r∑
j=1

zi
M

(
â j−1, ϑ̂

)
U

(
â j−1, ϑ̂

)ξ̂−1
F

(
â j−1, ϑ̂

)
D

(
â j−1, ϑ̂

) − α̂ξ̂λ̂γ̂
r∑

j=1
zi

M
(
â j , ϑ̂

)
U

(
â j , ϑ̂

)ξ̂−1
F

(
â j , ϑ̂

)
D

(
â j , ϑ̂

) .

Où F (x,ϑ) est la fonction de répartition du modèle AF T−NW W . Le vecteur L̂AF T−NW W =(
L̂1, ..., L̂6

)T
est déduit par :

L̂AF T−NW W
(
ϑ̂
)=



L̂1 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂α̂

L̂2 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂ξ̂

L̂3 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂λ̂

L̂4 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂

L̂5 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂0

L̂6 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂1


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Les éléments de la matrice Ĝ = [
ĝl l ′

]
6×6 sont :

ĝ11 = î11 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

)2

, ĝ22 = î22 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂ξ̂

)2

,

ĝ33 = î33 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂λ̂

)2

, ĝ44 = î44 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂γ̂

)2

,

ĝ55 = î55 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂β̂0

)2

, ĝ66 = î66 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂β̂1

)2

,

ĝ12 = î12 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂ξ̂

)
, ĝ13 = î13 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂λ̂

)
,

ĝ14 = î14 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂

)
, ĝ15 = î15 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂0

)

ĝ16 = î16 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂α̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂1

)
, ĝ23 = î23 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂β̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂λ̂

)
,

ĝ24 = î24 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂ξ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂

)
, ĝ25 = î25 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂ξ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂0

)
,

ĝ26 = î26 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂ξ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂1

)
, ĝ34 = î34 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂λ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂γ̂

)
,

ĝ35 = î35 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂λ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂0

)
, ĝ36 = î36 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂λ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂1

)
,

ĝ45 = î45 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂γ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂0

)
, ĝ46 = î46 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂γ̂

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂1

)
,

ĝ56 = î56 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j

(
ϑ̂
)

∂β̂0

∂p j
(
ϑ̂
)

∂β̂1

)
, j = 1,r .

1.5 Simulation numérique

1.5.1 Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Nous générons 12,000 échantillons de différentes tailles (n = 15, 50, 100, 150, 250), du

modèle AF T − NW W , avec les valeurs initiales des paramètres (α = 1.5,ξ = 0.61,λ =
2.4,γ = 2.5, β0 = 1.6,β1 = 2). En utilisant l’algorithme de Barzilai-Borwein (BB) du lo-

giciel R, on calcule les valeurs moyennes des estimateurs α̂, ξ̂, λ̂, γ̂, β̂0 et β̂1 et leurs

99



CHAPITRE 4. MODÈLE À TEMPS DE VIE ACCÉLÉRÉ (AFT)

erreurs quadratiques moyennes (MSE) correspondantes (Table 4.1 ).

n = 15

Parameters AF T −NW W

α̂ 1.5124

MSE 1.8231×10−4

ξ̂ 0.6322

MSE 3.5001×10−2

λ̂ 2.4182

MSE 8.7570×10−3

γ̂ 2.5699

MSE 1.9885×10−3

β̂0 1.6637

MSE 1.7970×10−2

β̂1 2.2505

MSE 3.1489×10−3

n = 50

AF T −NW W

α̂ 1.5084

MSE 1.0332×10−4

ξ̂ 0.6228

MSE 3.7413×10−3

λ̂ 2.4101

MSE 1.7579×10−3

γ̂ 2.5304

MSE 1.0053×10−3

β̂0 1.6273

MSE 5.7994×10−3

β̂1 2.1932

MSE 8.3304×10−4

n = 100

AF T −NW W

α̂ 1.5001

MSE 7.5812×10−5

ξ̂ 0.6173

MSE 7.0339×10−4

λ̂ 2.4071

MSE 6.3347×10−4

γ̂ 2.5203

MSE 8.5596×10−4

β̂0 1.6198

MSE 5.4776×10−4

β̂1 2.1337

MSE 6.0342×10−4

n = 150

AF T −NW W

α̂ 1.4986

MSE 5.4344×10−5

ξ̂ 0.6111

MSE 3.1334×10−5

λ̂ 2.4001

MSE 1.4706×10−5

γ̂ 2.5123

MSE 1.3396×10−4

β̂0 1.6077

MSE 1.6690×10−4

β̂1 2.0870

MSE 2.7761×10−4

n = 250

AF T −NW W

α̂ 1.4966

(MSE) 4.3312×10−5

ξ̂ 0.6093

MSE 1.1775×10−4

λ̂ 2.3998

MSE 7.7533×10−5

γ̂ 2.5088

MSE 5.4498×10−5

β̂0 1.5913

MSE 7.7966×10−5

β̂1 2.0061

MSE 3.6617×10−5

TABLE 4.1 – Les valeurs moyennes des EMV des paramètres et leurs MSE pour le modèle
AF T −NW W .
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Nous observons dans la Table 4.1 que lorsque la taille de l’échantillon n augmente, les

erreurs quadratiques moyennes diminuent et tendent vers zéro. Ce qui nous amène à

dire que les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres obtenus convergent

vers les valeurs initiales.

Dans le but de confirmer ces résultats, nous traçons dans la Figure 4.1 les valeurs abso-

lues moyennes des paramètres estimés en fonction de la taille d’échantillon correspon-

dante :

FIGURE 4.1 –
p

n-convergence des EMV de la distribution AF T −NW W .

On remarque que les EMV de la distribution AF T −NW W sont
p

n convergents.

1.5.2 La statistique du test

Pour tester l’hypothèse nulle H0 selon laquelle un échantillon est issu de la distribution

AF T −NW W , nous calculons les valeurs de la statistique Y 2 du test construit dans ce
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travail pour 12,000 échantillons simulés de différentes tailles, n = 15, n = 50, n = 100,

n = 150 et n = 250. Pour différents niveaux de signification (ϵ= 1%, 5%, 10%), le nombre

moyen de cas de rejet de l’hypothèse nulle H0 est calculé lorsque Y 2 > χ2
ϵ (r −1), les

résultats sont résumés dans la Table 4.2

n = 15

ϵ= 1% 0.0081

ϵ= 5% 0.0361

ϵ= 10% 0.0832

n = 50

ϵ= 1% 0.0097

ϵ= 5% 0.0442

ϵ= 10% 0.0906

n = 100

ϵ= 1% 0.0083

ϵ= 5% 0.0439

ϵ= 10% 0.0977

n = 150

ϵ= 1% 0.0133

ϵ= 5% 0.0507

ϵ= 10% 0.1034

n = 250

ϵ= 1% 0.0104

ϵ= 5% 0.0511

ϵ= 10% 0.1007

TABLE 4.2 – Comparaison des risques théoriques et des risques empiriques du modèle
AF T −NW W .

Nous observons que les valeurs des niveaux de signification des Y 2 sont proches des

valeurs théoriques correspondantes, nous permettant de conclure que le test d’ajuste-

ment proposé est bien adapté au modèle AF T −NW W .

D’un autre côté, nous représentons dans la Figure 4.2, les histogrammes des statistiques

de test calculées Y 2 par rapport à la distribution du chi-deux avec le degré de liberté

correspondant.
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(a) n=15 (b) n=50

(c) n=150 (d) n=250

FIGURE 4.2 – Histogrammes de la distribution de Y 2 et la distribution du chi-deux avec
le degré de liberté correspondant pour la distribution AF T −NW W .

Tenant compte des erreurs des simulations, nous pouvons dire que la distribution li-

mite de la statistique Y 2 est une distribution du chi-deux avec (r −1) degrés de liberté.

1.6 Application aux données réelles

Considérons l’ensemble de données de He et al., (2012) disponible sur le package ’si-

mex’ du logiciel statistique R qui donne l’indice de masse corporelle (IMC) de 100 per-

sonnes de Busselton en Australie-Occidentale, mesuré à différentes valeurs de la ten-
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sion artérielle systolique (Table 4.3). Nous supposons l’hypothèse nulle H0 pour la-

quelle ces données peuvent être ajustées par le modèle AF T −NW W .

xi 24.51,30.12,24.53,28.87,20.41,26.42,21.99,47.49,25.21,21.44...

zi 109,175,135,129,107,120,147,147,104,113...

TABLE 4.3 – L’indice de masse corporelle mesuré à différentes valeurs de la tension ar-
térielle systolique.

Nous utilisons le PP-plot et le QQ-plot pour vérifier l’hypothèse nulle H0, ( Figure 4.3).

(a) PP-plot (b) QQ-plot

FIGURE 4.3 – PP et QQ plot de l’indice de masse corporelle de 100 personnes.

Comme le montre la Figure 4.3, la distribution des données de l’indice de masse cor-

porelle a presque la même forme que les quantiles et les probabilités théoriques de la

répartition du modèle AF T −NW W .

Sous l’hypothèse nulle H0, on calcule le vecteur des EMV du modèle AF T −NW W :

ϑ̂= (
α̂= 1.4740, ξ̂= 1.9953, λ̂= 0.7936, γ̂= 0.4239, β̂0 = 0.2267, β̂1 = 0.0383

)T
.
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Si r = 10 intervalles de regroupement I j des observations, on calcule les limites â j de

ces intervalles, les fréquences observées v̂ j et attendues correspondantes p j , (Table

4.4) :

â j 1.6160 2.9170 4.4715 6.4460 9.0764 1.2780 1.8421 2.8205 5.0576 147.49

v̂ j 38 7 13 17 4 9 2 6 3 1

p j 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

TABLE 4.4 – Valeurs de â j , v̂ j et p j .

La matrice d’information de Fisher Î
(
ϑ̂
)

ainsi obtenue :

Î
(
ϑ̂
)=



0.4602 0.4938 −2.6307 4.6336 0.8851 120.3079

0.4938 0.9791 −2.0718 4.5572 0.6971 105.4088

−2.6307 −2.0718 6.8873 −4.1526 0.1011 −47.9199

4.6336 4.5572 −4.1526 1.6492 −0.2904 −12840.1082

0.8851 0.6971 0.1011 −0.2904 0.3853 −5582.3523

120.3079 105.4088 −47.9199 −12840.1082 −5582.3523 51.0477


.

Par conséquent, on obtient la valeur du critère de test, Y 2 = 8.9740 et on la compare à

la valeur de la statistique du chi-deux χ2
ϵ à 9 degrés de liberté pour différents niveaux de

signification ϵ= 1%, ϵ= 5% et ϵ= 10% :

Y 2 < χ2
0.01 (9) = 21.6659,

Y 2 < χ2
0.05 (9) = 16.9189,

Y 2 < χ2
0.1 (9) = 14.6836.

Les résultats obtenus prouvent que les données utilisées peuvent être modélisées par

le modèle AF T − NW W . Par conséquent, nous pouvons conclure que la distribution
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AF T −NW W modélise convenablement des données médicales.
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2 Construction du modèle AFT-NWR

La distribution N-Weibull-Rayleigh (NW R) est une généralisation de la distribution

de Weibull et celle de Rayleigh. L’avantage de cette distribution est qu’elle est polyva-

lente pour décrire des données positivement asymétriques, unimodales et continues.

Cette nouvelle distribution peut être utilisée pour modéliser un large éventail de phé-

nomènes, ceci nous a motivé à introduire un modèle à durée de vie accélérée dont la

distribution de base est une N-Weibull-Rayleigh (AF T −NW R). Ce modèle pourra être

appliqué dans les tests de vie accélérée en intervenant sur les différents facteurs qui

peuvent causer les défaillances.

En suivant le même processus du modèle précédent, nous construisons un modèle à

durée de vie accélérée dont la distribution de base est une N-Weibull-Rayleigh qu’on

note AF T − NW R. À l’issue de la présentation du modèle, on utilise la méthode du

maximum de vraisemblance pour estimer les paramètres inconnus. Par la suite, en uti-

lisant l’approche proposée par Nikulin-Rao-Robson (1973,1974) on propose une statis-

tique pour ajuster ce modèle à des observations.

Sous le modèle AF T −NW R, la fonction de survie est donnée par la quantité suivante :

S (x,ς) = S0

(
e−βT z x

)
= 1−exp

[
−α

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−βT z

)2
]})ξ]

, ς= (
α,ξ,λ,β0,β1, ...,βm

)

Où α est le paramètre d’échelle, ξ, λ représentent respectivement les paramètres de

forme et de position. β= (
β0,β1, ...,βm

)T est le vecteur de paramètres de régression des

covariables du modèle AF T −NW R.
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On définit le modèle N-Weibull-Rayleigh par la fonction de répartition, la densité de

probabilité et la fonction du taux de hasard et taux de hasard cumulé, données respec-

tivement par :

FAF T−NW R (x;ς) = exp

[
−α

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]})ξ]
,

f AF T−NW R (x;ς) = αξλγ

(
xe−β

T z
)

exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]
1−exp

[
−λ(

xe−βT z
)γ] (

− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]})(ξ−1)

×exp

[
−α

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]})ξ]
,

hAF T−NW R (x;ς) = 2αξλ

(
xe−β

T z
)(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]})(ξ−1)

{
exp

[
λ

(
xe−βT z

)2
]
−1

}
×

{
exp

[
α

(
− log

{
1−exp

[
−λ(

xe−βT z
)2

]})ξ]−1

} ,

HAF T−NW R (x;ς) = − log{1−exp

[
−α

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]})ξ]
}, ϑ= (

α,ξ,λ,β0,β1, ...,βm
)

.

2.1 Estimation des paramètres inconnus

On considère un échantillon alétoire X = (X1, ..., Xn) constitué de n observations prove-

nant de la distribution AF T −NW R. L’équation de la log-vraisemblance peut être écrite

sous la formule suivante :

ℓ (x;ς) = n log(2αξλ)+
n∑

i=1
log

(
xi e−β

T z
)
−λ

n∑
i=1

(
xi e−β

T z
)2 −

n∑
i=1

log

{
1−exp

[
−λ

(
xi e−β

T z
)2

]}

−α
n∑

i=1

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xi e−β

T z
)2

]})ξ
+ (ξ−1)

n∑
i=1

log

(
− log

{
1−exp

[
−λ

(
xi e−β

T z
)2

]})
.

Sans perdre de généralité, on ne considère que les coefficients β0 et β1 de la régression.

La dérivée par rapport à chaque paramètre α, ξ, λ, β0,β1 nous permet d’obtenir un
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système d’équations non-linéaires :

∂ℓ (xi ,ς)

∂α
= n

α
−

n∑
i=1

[U (xi ,ς)]ξ ,

∂ℓ (xi ,ς)

∂ξ
= n

ξ
+

n∑
i=1

log[U (xi ,ς)]×
[

1−α [U (xi ,ς)]ξ
]

,

∂ℓ (xi ,ς)

∂λ
= n

λ
−

n∑
i=1

(
xi e−β

T z
)2 − (ξ−1)

n∑
i=1

M (xi ,ς)

D (xi ,ς)×U (xi ,ς)
−

n∑
i=1

M (xi ,ς)

D (xi ,ς)

[
1−αξ [U (xi ,ς)]ξ−1

]
,

∂ℓ (xi ,ς)

∂β0
= −1+2λ (ξ−1)

n∑
i=1

M (xi ,ς)

D (xi ,ς)×U (xi ,ς)
+2λ

n∑
i=1

M (xi ,ς)

D (xi ,ς)

[
1−αξ [U (xi ,ς)]ξ−1

]
,

∂ℓ (xi ,ς)

∂β1
= −

n∑
i=1

zi +2λ
n∑

i=1
zi

M (xi ,ς)

D (xi ,ς)

{
ξ−1

U (xi ,ς)
+1−αξ [U (xi ,ς)]ξ−1

}
.

Où :

U (x,ς) = − log

{
1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]}
,

M (x,ς) =
(
xe−β

T z
)2

exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]
,

D (x,ς) = 1−exp

[
−λ

(
xe−β

T z
)2

]
, ς= (

α,ξ,λ,β0,β1
)

.

La résolution de ce système d’équations non-linéaires nécessite l’utilisation des logi-

ciels de claculs numériques.

2.2 La Matrice d’information de Fisher

Les éléments de la matrice d’information de Fisher estimée Î = (
î
)

5×5 sont :

î11 = − n

α̂2 ,

î22 = − n

ξ̂2
− α̂

n∑
i=1

U (xi , ς̂)ξ̂ log[U (xi , ς̂)] ,
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î33 = − n

λ̂2
+ (
ξ̂−1

) n∑
i=1

M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2 U (xi , ς̂)2

[
1+U (xi , ς̂)− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂

]
+

n∑
i=1

M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂−1

]
+

n∑
i=1

M (xi , ς̂)

D (xi , ς̂)U (xi , ς̂)

[
1+U (xi , ς̂)− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂

]
,

î44 = 4
(
ξ̂−1

)
λ̂2

n∑
i=1

M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂

]
−4λ̂

n∑
i=1

(
xi e−β̂

T z
)2

−4λ̂
n∑

i=1

M (xi , ς̂)×
[

1− λ̂
(
xi e−β̂

T z
)2

]
D (xi , ς̂)

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂−1 +

(
ξ̂−1

)
U (xi , ς̂)

]

+4λ̂2
n∑

i=1

M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂−1 +

(
ξ̂−1

)
U (xi , ς̂)

]
,

î55 = 4
(
ξ̂−1

)
λ̂2

n∑
i=1

zi
M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂

]
−4λ̂

n∑
i=1

zi

(
xi e−β̂

T z
)2

−4λ̂
n∑

i=1
zi

M (xi , ς̂)×
[

1− λ̂
(
xi e−β̂

T z
)2

]
D (xi , ς̂)

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂−1 +

(
ξ̂−1

)
U (xi , ς̂)

]

+4λ̂2
n∑

i=1
zi

M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂−1 +

(
ξ̂−1

)
U (xi , ς̂)

]
,

î12 = −
n∑

i=1
U (xi , ς̂)ξ̂ log[U (xi , ς̂)] ,

î13 = ξ̂
n∑

i=1

M (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)ξ̂−1

D (xi , ς̂)
,

î14 = −2λ̂ξ̂
n∑

i=1

M (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)ξ̂−1

D (xi , ς̂)
,

î15 = −2λ̂ξ̂
n∑

i=1
zi

M (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)ξ̂−1

D (xi , ς̂)
,

î23 = α̂
n∑

i=1

M (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)ξ̂−1

D (xi , ς̂)

{
1+ ξ̂ log[U (xi , ς̂)]

}− n∑
i=1

M (xi , ς̂)

D (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)
,

î24 = −2α̂λ̂
n∑

i=1

M (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)ξ̂−1

D (xi , ς̂)

{
1+ ξ̂ log[U (xi , ς̂)]

}+2λ̂
n∑

i=1

M (xi , ς̂)

D (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)
,

î25 = −2α̂λ̂
n∑

i=1
zi

M (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)ξ̂−1

D (xi , ς̂)

{
1+ ξ̂ log[U (xi , ς̂)]

}+2λ̂
n∑

i=1
zi

M (xi , ς̂)

D (xi , ς̂)×U (xi , ς̂)
,
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î34 = −2λ̂
(
ξ̂−1

) n∑
i=1

M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2 U (xi , ς̂)2

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)

]+2
n∑

i=1

(
xi e−β̂

T z
)2

+2
n∑

i=1

M (xi , ς̂)

D (xi , ς̂)

[
1+ (

ξ̂−1
)
U (xi , ς̂)−1 − α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂−1

][
1− λ̂

(
xi e−β̂

T z
)2 − λ̂M (xi , ς̂)

D (xi , ς̂)

]
,

î35 = −2λ̂
(
ξ̂−1

) n∑
i=1

zi
M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2 U (xi , ς̂)2

[
1− α̂ξ̂U (xi , ς̂)

]+2
n∑

i=1
zi

(
xi e−β̂

T z
)2

+2
n∑

i=1
zi

M (xi , ς̂)

D (xi , ς̂)

[
1+ (

ξ̂−1
)
U (xi , ς̂)−1 − α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂−1

][
1− λ̂

(
xi e−β̂

T z
)2 − λ̂M (xi , ς̂)

D (xi , ς̂)

]
,

î45 = −4λ̂
n∑

i=1
zi

M (xi , ς̂)

[
λ̂

(
xi e−β̂

T z
)2 −1

]
D (xi , ς̂)

[
1+ (

ξ̂−1
)
U (xi , ς̂)−1 − α̂ξ̂U (xi , ς̂)ξ̂−1

]
−4α̂ξ̂λ̂2

n∑
i=1

zi
M (xi , ς̂)2 U (xi , ς̂)ξ̂−1

D (xi , ς̂)2 U (xi , ς̂)

[
U (xi , ς̂)+ ξ̂−1

]−4λ̂
n∑

i=1
zi

(
xi e−β̂

T z
)2

+2
(
ξ̂−1

)
λ̂2

n∑
i=1

zi
M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2 U (xi , ς̂)2 [1+U (xi , ς̂)]+4λ̂2
n∑

i=1
zi

M (xi , ς̂)2

D (xi , ς̂)2 .

2.3 Test d’ajustement pour le modèle AFT-NWR

Pour tester l’hypothèse nulle H0 selon laquelle des données proviennent d’un modèle à

durée de vie accélérée dont la distribution de base est une N-Weibull-Rayleigh (AF T −
NW R) :

H0 : P (xi ≤ X ) = FAF T−NW R (x,ς) , x > 0.

On propose de construire une statistique de test Y 2 adapter à ce modèle. Divisons l’in-

tervalle de temps fini [0,τ] en r sous-intervalles I j = ]
a j−1, a j

]
, les fréquences théo-

riques p j sont données par :

p j =
∫ a j

a j−1

F (x)d x,

et les limites a j sont calculées de sorte d’avoir des classes I j équiprobables, ce qui nous
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donne :

â j = e−β̂T z

−
log

1−exp

−
[
− log

(
j
r

)
α̂

] 1
β̂




λ̂



1
2

.

Les valeurs des fréquences empiriquesν j obtenues en regroupant les observations dans

les intervalles I j sont données par :

ν j =
n∑

i=1
1{

Xi∈I j
}, j = 1,r .

2.4 Les éléments de la statistique du test

Afin de pouvoir calculer la statistique Y 2 du test N RR (détaillée dans le chapitre 1, sec-

tion 3.1) permettant de valider le modèle AF T −NW R, on a besoin de déterminer ses

composantes qui sont la matrice Ĝ et le vecteur L̂ du modèle étudié.

Les éléments du vecteur L̂ :

∂p j

∂α̂
=

r∑
j=1

U
(
â j−1, ς̂

)ξ̂F
(
â j−1, ς̂

)−U
(
â j , ς̂

)ξ̂F
(
â j , ς̂

)
,

∂p j

∂ξ̂
= α̂

r∑
j=1

U
(
â j−1, ς̂

)ξ̂ log
[
U

(
â j−1, ς̂

)]
F

(
â j−1, ς̂

)− α̂ r∑
j=1

U
(
â j , ς̂

)ξ̂ log
[
U

(
â j , ς̂

)]
F

(
â j , ς̂

)
,

∂p j

∂λ̂
= α̂ξ̂

r∑
j=1

M
(
â j , ς̂

)
U

(
â j , ς̂

)ξ̂−1 F
(
â j , ς̂

)
D

(
â j , ς̂

) − α̂ξ̂
r∑

j=1

M
(
â j−1, ς̂

)
U

(
â j−1, ς̂

)ξ̂−1 F
(
â j−1, ς̂

)
D

(
â j−1, ς̂

) ,

∂p j

∂β̂0
= 2α̂ξ̂λ̂

r∑
j=1

M
(
â j−1, ς̂

)
U

(
â j−1, ς̂

)ξ̂−1 F
(
â j−1, ς̂

)
D

(
â j−1, ς̂

) −2α̂ξ̂λ̂
r∑

j=1

M
(
â j , ς̂

)
U

(
â j , ς̂

)ξ̂−1 F
(
â j , ς̂

)
D

(
â j , ς̂

) ,

∂p j

∂β̂1
= 2α̂ξ̂λ̂

r∑
j=1

zi
M

(
â j−1, ς̂

)
U

(
â j−1, ς̂

)ξ̂−1 F
(
â j−1, ς̂

)
D

(
â j−1, ς̂

) −2α̂ξ̂λ̂
r∑

j=1
zi

M
(
â j , ς̂

)
U

(
â j , ς̂

)ξ̂−1 F
(
â j , ς̂

)
D

(
â j , ς̂

) .
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Où F (x,ς) est la fonction de répartition de la distribution AF T − NW R. Le vecteur

L̂AF T−NW R = (
L̂1, ..., L̂s

)T
est obtenu à partir de :

L̂AF T−NW R (ς̂) =



L̂1 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j (ς̂)

∂α̂

L̂2 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j (ς̂)

∂ξ̂

L̂3 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j (ς̂)

∂λ̂

L̂4 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j (ς̂)

∂β̂0

L̂5 =∑r
j=1

υ j

p j

∂p j (ς̂)

∂β̂1


Les éléments de la matrice Ĝ = [

ĝl l ′
]

5×5 :

ĝ11 = î11 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂α̂

)2

, ĝ22 = î22 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂ξ̂

)2

,

ĝ33 = î33 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂λ̂

)2

, ĝ44 = î44 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂β̂0

)2

,

ĝ55 = î55 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂β̂1

)2

, ĝ12 = î12 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂α̂

∂p j (ς̂)

∂ξ̂

)
,

ĝ13 = î13 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂α̂

∂p j (ς̂)

∂λ̂

)
, ĝ14 = î14 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂α̂

∂p j (ς̂)

∂β̂0

)
,

ĝ15 = î15 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂α̂

∂p j (ς̂)

∂β̂1

)
, ĝ23 = î23 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂ξ̂

∂p j (ς̂)

∂λ̂

)
,

ĝ24 = î24 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂ξ̂

∂p j (ς̂)

∂β̂0

)
, ĝ34 = î34 −

r∑
j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂λ̂

∂p j (ς̂)

∂β̂0

)
,

ĝ45 = î45 −
r∑

j=1

1

p j

(
∂p j (ς̂)

∂β̂0

∂p j (ς̂)

∂β̂1

)
j = 1,r .
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2.5 Simulation numérique

2.5.1 Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Étant donné que les formules analytiques des estimateurs des paramètres du modèle

AF T − NW R ne peuvent être déterminées, nous utilisons alors les méthodes numé-

riques pour les calculer. Pour cela, on simule 12,000 échantillons de tailles respectives

n = 15, 50, 100, 150, 250, avec les valeurs initiales suivantes des paramètres (α= 1.3,ξ=
0.7, λ= 2.5,β0 = 1.1,β1 = 3.7). En utilisant l’algorithme BBsolve du logiciel R, on calcule

les valeurs des EMV α̂, ξ̂, λ̂, β̂0, β̂1 et leurs erreurs quadratiques moyennes (MSE), (Table

4.5)

114



2. CONSTRUCTION DU MODÈLE AFT-NWR

n = 15

α̂ 1.3267

MSE 7.8940×10−3

ξ̂ 0.7394

MSE 2.2957×10−2

λ̂ 2.5209

MSE 8.9076×10−3

β̂0 1.3316

MSE 6.2974×10−3

β̂1 3.7444

MSE 5.1312×10−3

n = 50

α̂ 1.3129

MSE 6.4421×10−4

ξ̂ 0.7122

MSE 7.2998×10−4

λ̂ 2.5126

MSE 4.7196×10−4

β̂0 1.1677

MSE 8.0344×10−4

β̂1 3.7129

MSE 1.9550×10−3

n = 100

α̂ 1.3077

MSE 7.7210×10−5

ξ̂ 0.7086

MSE 1.1374×10−4

λ̂ 2.5069

MSE 1.9087×10−4

β̂0 1.1249

MSE 2.2633×10−4

β̂1 3.7029

MSE 3.8665×10−4

n = 150

α̂ 1.2996

MSE 4.5517×10−5

ξ̂ 0.6987

MSE 8.2839×10−5

λ̂ 2.4936

MSE 7.8661×10−5

β̂0 1.1002

MSE 1.0339×10−4

β̂1 3.6928

MSE 2.5023×10−4

n = 250

α̂ 1.2977

(MSE) 2.7639×10−5

ξ̂ 0.6901

MSE 6.8397×10−5

λ̂ 2.4902

MSE 6.0148×10−5

β̂0 1.0959

MSE 9.2134×10−5

β̂1 3.6905

MSE 9.7026×10−5

TABLE 4.5 – Les valeurs moyennes des EMV des paramètres et leurs MSE du modèle
AF T −NW R.

Les résultats obtenus montrent que les erreurs quadratiques moyennes des estimateurs

obtenus sont toutes très faibles même pour la taille des échantillons inférieure à 30. Les
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résultats sont très satisfaisants. Pour conforter ces résultats, on trace dans la Figure 4.4

les valeurs absolues moyennes des paramètres estimés en fonction de la taille d’échan-

tillon correspondante.

FIGURE 4.4 –
p

n-convergence des EMV de la distribution AF T −NW R.

On peut alors affirmer que les EMV de la distribution AF T −NW R obtenus sont
p

n-

convergents.

2.5.2 La statistique du test

Pour montrer la maniabilité du test proposé et son applicabilité, on calcule dans la

Table 4.6 les risques empiriques du critère de test calculé Y 2 pour 12,000 échantillons

de la distribution AF T −NW R de différentes tailles, n = 15, n = 50, n = 100, n = 150,

n = 250 et on les compare aux risques théoriques correspondants pour différents seuils

de signification (ϵ= 1%, 5%, 10%) :
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n = 15

ϵ= 1% 0.0069

ϵ= 5% 0.0340

ϵ= 10% 0.0918

n = 50

ϵ= 1% 0.0074

ϵ= 5% 0.0403

ϵ= 10% 0.0933

n = 100

ϵ= 1% 0.0088

ϵ= 5% 0.0467

ϵ= 10% 0.0997

n = 150

ϵ= 1% 0.0112

ϵ= 5% 0.0517

ϵ= 10% 0.0955

n = 250

ϵ= 1% 0.0174

ϵ= 5% 0.0521

ϵ= 10% 0.1221

TABLE 4.6 – Comparaison des risques théoriques et des risques empiriques de la distri-
bution AF T −NW R model.

À partir de la Table 4.6, nous pouvons dire que la statistique Y 2 est bien adaptée pour

ajuster des données au modèle AF T −NW R. On trace dans la figure suivante les his-

togrammes de la distribution des Y 2 simulées par rapport à la distribution du chi-deux

correspondante à (r −1) degrés de liberté.
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(a) n=15 (b) n=50

(c) n=150 (d) n=250

FIGURE 4.5 – Histogrammes de la distribution de Y 2 et la distribution du chi-deux avec
degré de liberté correspondant pour la distribution AF T −NW R.

2.6 Application aux données réelles

Une étude a été réalisée sur les données rapportées par Shin et al., (2005) sur le poids

(xi ) de 18 tumeurs exposées à différentes doses de radioactivité (zi ) obtenues avec une

technique médicale particulière (images scintigraphiques), (Table 4.7).
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xi 0.04,0.06,0.07,0.09,0.11,0.11,0.21,0.23,0.23,0.27,0.27,

0.33,0.36,0.41,0.49,0.51,0.60,0.70

zi 0.779,2.078,1.299,1.818,3.636,1.948,7.013,8.052,6.494,

10,4.675,5.974,8.312,7.273,6.494,11.169,10.390,9.351

TABLE 4.7 – Le poids de 18 tumeurs exposés à différentes doses de radioactivité.

Nous supposons l’hypothèse nulle H0 que nous pouvons ajuster ces observations par

la distribution AF T −NW R et nous traçons dans la Figure 4.6 les PP et QQ plot de ces

données par rapport à ceux de la distribution AF T −NW R

(a) PP-plot (b) QQ-plot

FIGURE 4.6 – PP et QQ plot du poids de 18 tumeurs exposés à différentes doses de ra-
dioactivité.

On peut observer que la distribution du poids des tumeurs a presque la même forme

que les quantiles et les probabilités théoriques du modèle AF T −NW R.

Pour confirmer l’hypothèse nulle H0, on calcule le vecteur des EMV du modèle AF T −
NW R :

ς̂= (
α̂= 3.5474, ξ̂= 0.5292, λ̂= 0.1217, β̂0 =−3.0324, β̂1 = 0.18873

)T
.
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En regroupant les données observées en r = 4 intervalles (I j ), on calcule les limites â j

de ces intervalles, les fréquences observées v̂ j et les probabilités attendues p j corres-

pondantes :

â j 0.1626 0.2102 0.2599 100.70

v̂ j 6 1 2 9

p j 0.25 0.25 0.25 0.25

TABLE 4.8 – Valeurs de â j , v̂ j et p j .

La matrice d’information de Fisher estimée Î (ς̂) est alors égale à :

Î (ς̂) =



6.25 10.0875 −11.2254 11.2254 51.8609

10.0875 4.2617 −6.0116 6.0116 21.2706

−11.2254 −6.0116 9.8023 −5.6423 −6.3847

11.2254 6.0116 −5.6423 3.0340 −870.4102

51.8609 21.2706 −6.3847 −870.4102 15.8255

 .

Par conséquant, nous obtenons la valeur du critère du test statistique, Y 2 = 4.7651.

Nous la comparons à la distribution de chi-deux χ2
ϵ à (4−1) = 3 degrés de liberté pour

différents niveaux de signification ϵ= 1%, ϵ= 5% et ϵ= 10% :

Y 2 < χ2
1% (3) = 11.3448,

Y 2 < χ2
5% (3) = 7.8147,

Y 2 < χ2
10% (3) = 6.2513.

Les résultats obtenus affirment que la distribution de ces observations peut être modé-

lisée par la distribution AF T − NW R. Par conséquent, nous pouvons conclure que la

distribution AF T −NW R modélise efficacement les données médicales.

120



Conclusion

Après avoir présenté les différentes méthodes de généralisation de la distribution Wei-

bull et les approches existantes, on s’est intéressé particulièrement à la Nouvelle Fa-

mille Weibull-G. Cette étude nous a permis de mieux comprendre les propriétés et les

applications de ces distributions dans divers domaines tels que la fiabilité, l’analyse de

survie, les études économiques et autres. On s’est proposé alors de construire de nou-

veaux modèles, le modèle N-Weibull-Weibull (NWW) et le modèle N-Weibull-Rayleigh

(NWR), et leurs modèles à temps de vie accéléré correspondants. Ces distributions sont

capables de mieux décrire une plus large variété de données. L’analyse statistique com-

plète réalisée pour chaque modèle a permis d’évaluer leur adéquation aux données

réelles. Des tests d’ajustement spécifiques ont été développés et les estimations des

paramètres inconnus ont été effectuées en utilisant la méthode du maximum de vrai-

semblance. Des simulations numériques approfondies ont été menées pour valider la

performance des estimateurs et des critères de test proposés.

En conclusion, on souhaite que ce modeste travail de recherche a contribué un peu à la

théorie et à la pratique de la statistique. Les méthodes d’estimation et de tests dévelop-

pées ont démontré leur efficacité, offrant ainsi des outils statistiques avancés pour les

chercheurs et les différents utilisateurs.
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Conclusion

Ces travaux ouvrent également des perspectives de recherche prometteuses pour l’ex-

tension de ces approches à d’autres distributions, pour l’exploration de nouvelles ap-

plications dans des domaines variés et offre des opportunités pour de futures investi-

gations et développements dans ce domaine.
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