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Résumé

Le phénomène d�explosion en temps �ni des solutions des systèmes d�équa-
tions paraboliques semi-linéaires a été le sujet d�études mathématiques in-
tenses durant ces dernières décennies. Ce phénomène se manifeste souvent
par le fait que la solution cesse d�exister en un temps �ni en devenant non
bornée.
L�intérêt de ce travail réside dans l�étude d�un système d�équations para-

boliques semi-linéaires dégénérées. Une méthode de troncature nous donne
les solutions de ce système comme des limites des solutions d�un système non
dégénéré. Dans notre étude, on établit l�existence locale et l�unicité de la so-
lution de ce système et on montre que la solution construite est une solution
classique moyennant la méthode de la régularité elliptique,
On étudie également l�explosion en temps �ni de la solution de ce système,

on établit des conditions su¢ santes et on démontre que sous ces conditions
la solution du système explose en temps �ni (c-à-d, le temps d�existence
maximal de la solution est �ni).
Mots clés : Système parabolique semi-linéaire dégénéré, Existence locale,
Explosion en temps �ni, Principe de maximum, Sur et sous-solutions.
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Abstract

The phenomenon of blow-up in �nite time of solutions of systems of semili-
near parabolic equations has been the subjet of intense mathematical studies
during these last decades. This phenomenon often manifests itself in the fact
that the solution ceases to exist in �nite time by becoming unbounded.
The interest of this work lies in the study of a system of semilinear de-

generate parabolic equations. A truncation method gives us the solutions of
this system as limits of solutions of nondegenerate system. In our study, we
establish the local existence and uniqueness of the solution of this system and
show that the constucted solution is a classical solution by using method of
elliptic regularity.
We also study the blow-up in �nite time for the solution of this system,

we establish su¢ cient conditions and prove that under these conditions the
solution of the system blows up in �nite time (that is, the time of maximal
existence of the solution is �nite).
Key words : Degenerate semilinear parabolic system, Local existence, Blow-
up in �nite time , Maximum principle, Upper and lower solutions.
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Introduction

Un grand nombre de chercheur se sont intéressé ces dernières décennies
par le phénomène d�explosion en temps �ni des solutions des systèmes d�équa-
tions paraboliques semi-linéaires et un intérêt particulier a éte réservé aux
systèmes d�équations paraboliques semi-linéaires dégénérés.
Comme la plupart des phénomènes naturels sont gouvernés par des équa-
tions non linéaires, nous allons considérer le système d�équations paraboliques
semi-linéaires dégénérées suivant :

(P)

8>><>>:
xut = �u+ vp

(1� x)vt = �v + up
dans ]0; 1[� ]0; T [

u(x; t) = v(x; t) = 0; x 2 f0; 1g
u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x); x 2 ]0; 1[

où p > 1, u0; v0 2 C2+�([0; 1]).
A cet e¤et, l�étude de l�existence locale, l�unicité et l�explosion en temps �ni
de la solution sera notre préocupation majeure. Le principe de maximum et
la méthode des sous et sur-solutions sont les outils les plus essentiels que
nous avons utilisé avec succès pour arriver à des résultats intéressants.
Pour les problèmes d�explosion en temps �ni, on cite les travaux suivants :
Dans [4], M. S. Floater : Il a étudie l�équation parabolique dégénérée sui-
vante : 8<:

xut = �u+ up; (p > 1) dans ]0; 1[� ]0; T [
u(0; t) = u(1; t) = 0 t 2 ]0; T [
u(x; 0) = u0(x) � 0 x 2 ]0; 1[

Il a montré que pour une donnée initiale u0 concave (
d

dx
(
u0(x)

x
) � 0) et assez

grande, la solution u de l�équation explose en temps �ni. Cette exemple
montre bien l�e¤et de la dégénérescence sur le point d�explosion.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Dans [10],M. Kouche : Il a étudie le système parabolique dégénéré suivant :8>><>>:
xut = �u+ vp

xvt = �v + up
dans ]0; 1[� ]0; T [

u(x; t) = v(x; t) = 0 x 2 f0; 1g
u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x); x 2 ]0; 1[

Il a montré que sous certaines conditions su¢ santes, la solution (u; v) du
système explose en temps �ni et pour des données initales u0,v0 concaves et
assez grandes et 1 < p � 2, la solution (u; v) explose au point x = 0 qui est
justement le point de dégénérescence du système.
Ce mémoire se présente comme suit :
Dans le premier chapitre on rappelle les notations et les notions fonda-
mentales qui sont utiles dans ce travail.
Le deuxième chapitre est consacré à la théorie générale dans l�étude des
équations du type parabolique dans le cadre abstrait, nous citons, entre autre,
la méthode du semi-groupe et la méthode des sous et sur-solutions.
Dans le troisième chapitre on considère un système d�équations parabo-
liques semi-linéaires dégénérées et on établit l�éxistence locale et l�unicité de
la solution pour ce système. Une méthode de troncature permet de lever la
dégénérescence de ce système et le ramène à un système non dégénéré. On
établit aussi des conditions su¢ santes sous lesquelles la solution du système
explose en temps �ni.
On achève ce mémoire par une conclusion et une perspective.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Notations et dé�nitions

Dé�nition 1.1.1 On désigne par Lp(
) l�espace de fonctions (ou plus exac-
tement des classes d�équivalence de fonctions, au sens de l�égalité presque
partout) u mesurables sur 
 telles que

R



jujp dx <1; 1 � p <1 muni de la

norme

kukpLp(
) =
1

j
j

Z



jujp dx:

Dé�nition 1.1.2 On désigne par L1(
) l�espace des (classes) de fonctions
u mesurables et véri�ent juj � C; p:p (presque partout) sur 
 où C est une
constante.L1(
) est muni de la norme

kukL1(
) = inf fC; juj � C p.p sur 
g :

Dé�nition 1.1.3 On dé�nit les espaces Lp(0; T;X) et L1(0; T;X) comme
suit :
Lp(0; T;X) =

n
u mesurable de [0; T ]! X;

R T
0
kukPX dt <1; si 1 � p <1

o
muni de la norme :

kukpLp(0;T;X) =
TZ
0

kukPX dt

L1(0; T;X) =

(
u mesurable de [0; T ]! X, sup ess

t2(0;T )
kukX <1

)
muni de

1



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

la norme :
kukL1(0;T;X) = sup ess

t2(0;T )
kukX

Dé�nition 1.1.4 C(
) désigne l�espace des fonctions continues dans 
 muni
de la norme

kukC(
) = maxx2

ju(x)j :

Ck(
) désigne l�espace des fonctions k fois continûment di¤érentiable sur 

(k entier positif) et on écrit

C1(
) =
\

Ck

k�0

(
):

BC désigne l�espace des fonctions bornées et uniformément continues
dans R; et on écrit :

BC0 = fu 2 BC : lim
jxj!1

ju(x)j = 0g:

Dé�nition 1.1.5 D(
) c�est l�espace des fonctions C1 à support compact
contenu dans 
.
D0(
) désigne l�espace des distributions sur 
 c�est-à-dire l�ensemble des
formes linéaires continues sur D(
)

Dé�nition 1.1.6 On désigne par H1 l�espace de Sobolev dé�nit comme suit :

H1(
) =

�
u 2 L2(
); @u

@xi
2 L2(
); 1 � i � n

�

muni de la norme

kuk2H1(
) =

Z



juj2 dx+
Z



nX
i=1

���� @u@xi
����2 dx

=

Z



juj2 dx+
Z



jruj2 dx:

2



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.1.7 D�une façon générale pour m 2 N; on dé�nit

Hm(
) =
�
u 2 L2(
); D�u 2 L2(
) pour tout � 2 Nn; tel que j�j � m

	
muni de la norme

kuk2Hm(
) =
X
j�j�m

Z



jD�uj2 dx

=
X
j�j�m

kD�uk2L2(
) ;

où D� =
@�1+�2+:::+�n

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

et j�j =
nP
i=1

�i la dérivée au sens des distributions.

D�une manière plus générale, pour tout réel p, on dé�nit l�espace

Wm:p(
) = fu 2 Lp(
); D�u 2 Lp(
) pour toute � 2 Nn, tel que j�j � mg

muni de la norme

kukpWm;p =
X
j�j�m

kD�ukpLp(
) ; 1 � p < +1

Donc
W 1;2(
) = H1(
) et Wm;2(
) = Hm(
):

1.2 Quelques inégalités utiles

Dé�nition 1.2.1 Soit f : I ! R une fonction continue où I un intervalle
de R.
On dit que f est une fonction convexe si

8 (x; y) 2 I2;8� 2 [0; 1] : f(�x+ (1� �) y) � �f(x) + (1� �) f(y)

Cette inégalité est appellée inégalité de convexité.
On dit que f est une fonction concave si �f est convexe, i.e. avec les mêmes
notations si

�f(x) + (1� �) f(y) � f(�x+ (1� �) y)

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Proposition 1.2.1 La fonction : x ! xp est stricement convexe sur R+.
Donc 8u; v 2 R+, on a

up + vp � 1

2p�1
(u+ v)p

Théorème 1.2.1 (Inégalité de Jensen)
Soit f 2 L1 : 
! ]a; b[ et ' : ]a; b[! R est convexe, on a

'

0@ 1

�(
)

Z



fd�

1A � 1

�(
)

Z



' � fd�

1.3 Opérateurs non bornés

Dans toute la suite H est un espace de Hilbert et X un espace de Banach,
sa norme est notée k:k.

Dé�nition 1.3.1 Soit D � X un sous espace vectoriel. Un opérateur li-
néaire dans X est un couple (A;D), et A : D ! X est une application li-
néaire. On dit que A est borné si kAuk reste bornée lorsque u 2 fx 2 D; kxk � 1g.
Dans le contraire, A est dit non borné.

Dé�nition 1.3.2 l�opérateur (A;D(A)) est dit fermé si et seulement si pour
tout suite (xn) � D(A) telle que xn ! x 2 X et Axn ! y 2 X. Alors
x 2 D(A) et y = Ax.

1.4 Opérateurs m-dissipatifs

Dé�nition 1.4.1 Un opérateur linéaire A dans X est dit dissipatif si

8� > 0;8u 2 D(A); ku� �Auk � kuk

Dé�nition 1.4.2 Un opérateur linéaire A dans X est dit m-dissipatif si A
est dissipatif

8� > 0;8f 2 X;9u 2 D(A); u� �Au = f

Remarque 1.4.1 Si A est un opérateur m-dissipatif dans X, pour tout f 2
X et tout � > 0, l�équation u � �Au = f possède une unique solution qui
véri�e kuk � kfk.

4



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.4.3 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X et � > 0. Pour
tout f 2 X, on note J�f la solution u de l�équation u� �Au = f .

Proposition 1.4.1 Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est m-dissipatif dans X.
(ii) il existe �0 > 0 tel que pour tout f 2 X, il existe u 2 D(A) tel que
u� �0Au = f .

Proposition 1.4.2 Si A est m-dissipatif, alors G(A) est fermé dans X.

Dé�nition 1.4.4 Soit A : D(A) � H ! H, un opérateur linéaire avec D(A)
dense dans H.
(i) On appelle opérateur adjoint de A, l�opérateur A� : D(A�) � H ! H
dé�ni par

D(A�) = fv 2 H;9u� 2 H avec : hAu; vi = hu;A�vi ;8u 2 D(A)g

(ii) on dit que A est un opérateur symétrique si

hAu; vi = hu;Avi ;8u 2 D(A) et 8v 2 D(A) � D(A�)

(iii) On dit que A est auto-adjoint si

D(A) = D(A�) et Au = A�u; 8u 2 D(A)

Proposition 1.4.3 A est dissipatif dans H si et seulement si

hAu; ui � 0; pour tout u 2 D(A)

Proposition 1.4.4 Si A est un opérateur auto-adjoint dans H, et si A � 0
( c-à-d, hAu; ui � 0 pour tout u 2 D(A)), alors A est m-dissipatif.

Corollaire 1.4.1 Soit A un opérateur linéaire dans H, de domaine dense,
tel que G(A) � G(A�) et A � 0. Alors A est m-dissipatif si et seulement si
A est auto-adjoint.

5



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.5 Semi-groupes fortement continus

Dé�nition 1.5.1 Soit X un espace de Banach, une famille fS(t)gt�0 d�opé-
rateurs linéaires bornés de X vers X est dite semi-groupe d�opérateurs li-
néaires bornés sur X si et seulement si :
(i) S(0) = I; l�identité dans X:
(ii) S(t+ s) = S(t)S(s); 8s; t � 0:

Dé�nition 1.5.2 Un semi-groupe d�opérateurs linéaires bornés est dit :
(i) Uniformément continu si lim

t!0+
kS(t)� Ik = 0:

(ii) Fortement continu ou de classe C0 si lim
t�!0+

S(t)x = x, 8x 2 X:
(iii) Semi-groupe de contraction de classe C0 s�il est de classe C0 et kS(t)k �
1; 8t � 0.

Remarque 1.5.1 Si fS(t)gt�0 est un semi-groupe uniformément continu,
alors

lim
t!s
kS(t)� S(s)k = 0

Dé�nition 1.5.3 Etant donné un fermé 
 � X et fS(t)gt�0 un semi-groupe
continu de 
 dans 
, le générateur in�nitésimal A du semi-groupe fS(t)gt�0
est dé�ni par :

Au = lim
t!0+

S(t)u� u

t
=
dS(t)u

dt

����
t=0

, pour tout u 2 D(A)

où

D(A) =

�
u 2 
 : lim

t!0+
S(t)u� u

t
existe

�
Théorème 1.5.1 Soit fS(t)gt�0 un semi-groupe de classe C0 sur X. Il existe
une constante ! � 0 et M � 1 telle que :

kS(t)k �Me!t pour 0 � t <1

Preuve. Voir [13]

Corollaire 1.5.1 Si fS(t)gt�0 est un semi-groupe de classe C0, alors pour
tout x 2 X. La fonction t! S(t)x est continue de R+ dans X.

6



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Théorème 1.5.2 Soit fS(t)gt�0 un semi-groupe de classe C0 sur X et soit
A son générateur in�nitésimal, alors
(a) Pour tout x 2 X

lim
h!0

1

h

t+hZ
t

S(s)xds = S(t)x

(b) pour tout x 2 X,
tZ
0

S(s)xds 2 D(A) et

A

0@ tZ
0

S(s)xds

1A = S(t)x� x

(c) Pour tout x 2 X, S(s)x 2 D(A) et

S(t)x� S(s)x =

tZ
s

S(�)Axd� =

tZ
s

AS(�)xd�

Preuve. Voir [13]

Corollaire 1.5.2 Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de
classe C0 sur X, alors D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire
fermé.

1.6 Opérateurs sectoriels et semi-groupes ana-
lytiques

Soit X un espace de Banach complexe et '1,'2 deux nombres complexes.

Dé�nition 1.6.1 Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach X est
appelé opérateur sectoriel s�il est fermé, D(A) dense dans X et il existe � 2i
0;
�

2

h
, M � 1, a 2 R, tel que le secteur

�a;� = f� 2 C;� � jarg(�� a)j � �; � 6= 0g � �(A)

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

où �(A) est la résolvante de A et

(�I � A)�1


 � M

j�� aj ;8� 2 �a;�

Remarque 1.6.1 I Si A est opérateur linéaire borné dans un espace de
Banach, alors A est sectoriel.
I Si A est un opérateur auto-adjoint et à domaine dense dans un espace de
Hilbert, et si A est borné par dessous, alors A est sectoriel.
I Le laplacien est un exemple d�opérateur sectoriel.

Dé�nition 1.6.2 Soit � = fz 2 C : '1 � arg z � '2; '1 < 0 < '2g, et soit
S(z) où z 2 � un opérateur linéaire borné. La famille fS(z)gz2� est dite
semi-groupe analytique (ou holomorphe) dans X, si
(i) z ! S(z) est analytique dans �.
(ii) S(0) = I et lim

z!0
z2�

S(z)x = x:pour tout 8 x 2 X.

(iii) S(z1 + z2) = S(z1):S(z2), 8z1,z2 2 �.

Dé�nition 1.6.3 Un semi-groupe S(t) est dit analytique s�il est analytique
dans un secteur � contenant le demi axe des réels non négatifs.

Remarque 1.6.2 La restriction d�un semi-groupe analytique à l�axe des réels
est un semi-groupe de classe C0.

Théorème 1.6.1 Si A est un opérateurs sectoriel, alors �A est le générateur
in�nitésimal d�un semi-groupe analytique

�
e�tA

	
t�0.

Remarque 1.6.3 Si �A engendre un semi-groupe analytique, alors A est
sectoriel.

1.7 Espaces de Hölder

Dé�nition 1.7.1 Soit 
 � Rn un domaine, une fonction u 2 C(
) est dite
dans C�(
), pour � 2 ]0; 1[, si

sup
x;y2
;x 6=y

ju(x)� u(y)j
jx� yj� <1

8



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

On munit C�(
) une norme dé�nie par :

kuk� = kuk1 + sup
x;y2
;x 6=y

ju(x)� u(y)j
jx� yj�

On dé�nit l�espace Cm+�(
), pour � 2 ]0; 1[ et m 2 N, consiste les fonctions
u 2 C(
) telles que :

kukm+� = kuk1 +
X

�:0<j�j�m



D�u



�
<1

Les espace ainsi dé�nis sont des espaces de Banach
Les espaces Cm+�(
) sont appelés espaces de Hölder.

On dé�nit l�analogue des espaces de Hölder pour le cas parabolique. Dans
toute la suite D = 
� ]0; T [ désigne un cylindre borné de Rn+1, on désigne
par @D = @
 � ft = 0g la frontière parabolique de D supposée � assez
régulière �.

Dé�nition 1.7.2 On dé�nit les espaces de Hölder C�(D) et C2+�(D) par :

C�(D) = fu : D ! R bornée telle que : ju(x)� u(y)j � K jx� yj� 8x; y 2 
g
C2+�(D) = fu 2 C�(D); telle que Dxu;D

2
xu;Dtu 2 C�(D)g

Les espaces C�(D) et C2+�(D) munient des normes respectives :

kuk� = kuk1 + sup
x;y2
;x 6=y

ju(x)� u(y)j
jx� yj�

kuk2+� = kuk� +
nX
1



Dxju



�
+

nX
1




D2
xj
u




�
+ kDtuk�

sont des espaces de Banach.

Lemme 1.7.1 Soient 
 � Rn un domaine borné avec @
 est de classe Cm et
A un opérateur sectoriel dans X = Lp(
) avec un domaine D(A) � Wm;p(
)
pour certain m � 1. Alors pour 0 � � � 1,

X� � Wm;p(
) si k � n

p
< m�� n

p
; q � p

X� � C�(
) si 0 � � < m�� n

p

Wm;p � C�(
) si 0 � � < m�� n

p

9
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de plus les injections sont continues.

1.8 Théorème de régularité

On veut maintenant énoncer un résultat sur la régularité hölderienne des
solutions des équations elliptiques.

Théorème 1.8.1 (Théorème de Schauder)
Soient 
 un domaine de frontière assez régulière, 0 < � < 1 et A un opérateur
fortement elliptique dont les coe¢ cients sont C�(
) et bornés. Alors si f 2
C�(
), le problème : �

Au = f dans 

u = ' sur @


où ' 2 C(
) admet une solution u 2 C2+�(
).

Preuve. Voir [6]

Théorème 1.8.2 Soit l�opérateur parabolique :

L =
nX

i;j=1

aij
@2

@xi@xj
+

nX
i=1

bi
@

@xi
+ c� @

@t

et soit l�application continue : f : D ! R. Supposons que
(i) aij; bi; c 2 C�(D),kaijk� � k, kbik� � k, kck� � k.

(ii) 9k1 > 0 tel que
nX

i;j=1

aij�i�j � k1 j�j2, 8� 2 Rn.

(iii) kfk� <1.
Alors pour toute  dé�nie et continue sur @D, le problème parabolique :�

Lu = f dans D
u =  sur @D

admet une solution u 2 C2+�(D). De plus :

kuk2+� � K (kukL1 + kfkC�)

10
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oùK ne dépend que de k1,D, k. De plus si les dérivéesDm
x D

k
faij; D

m
x D

k
fbi,D

m
x D

k
ff

existent et sont hölderiennes (0 � m+2k � p, k � q), alors Dm
x D

k
fu existent

et sont hölderiennes dans D (0 � m+ 2k � p+ 2, k � q + 1).

Théorème 1.8.3 Soient D = 
 � ]0; T [, 
 est un domaine borné de Rn,
f 2 L1, p � 2 et bornée, ' 2 C2 et bornée. Alors si u est la solution
classique du problème :8<:

ut = a(x; t)uxx + f(x; t) dans 
� ]0; T [
u = 0 sur @
� ]0; T [
u = ' en t = 0

où a 2 C(D) bornée, on a sur tout compact Q de D l�inégalité suivante

kuxxkLp + kuxkLp + kutkLp � C

où C ne dépend que des bornes de f , ', u et du domaine Q.

11



Chapitre 2

Théorie générale sur les
équations du type parabolique

2.1 Méthode du semi-groupe

2.1.1 Semi-groupes engendré par un opérateur m-dissipatif

Soit X un espace de Banach et A un opérateur m-disspatif dans X, de
domaine dense.
Pour � > 0, on considère les opérateurs J� (dé�nition (1.4.3)) et A� dé�ni

par A� = AJ� =
J� � I

�
, et on pose

S�(t) = etA�, pour t � 0

Théorème 2.1.1 Pour tout x 2 X, la suite de fonction u�(t) = S�(t)x
converge uniformément sur tout intervalle borné [0; T ] vers une fonction u 2
C ([0;1[ ; X), quand � ! 0. Si on pose S(t)x = u(t), pour tout x 2 X et
t � 0, on a : 8<:

S(t) 2 $(x) et kS(t)k � 1, t � 0
S(0) = I
S(t+ s) = S(t)S(s), 8s; t � 0

De plus, pour tout x 2 D(A), u(t) = S(t)x est l�unique solution du problème :8<:
u 2 C ([0;1[ ; D(A)) \ C1 ([0;1[ ; X)
u0 = Au; t � 0
u(0) = x

(2.1)

12



CHAPITRE 2. THÉORIE GÉNÉRALE SUR LES ÉQUATIONS DU
TYPE PARABOLIQUE

En�n, pour tout x 2 D(A) et t � 0, on a :

S(t)Ax = AS(t)x

Preuve. Voir [3]

2.1.2 Semi-groupes de contraction et leurs générateurs

Dé�nition 2.1.1 Une famille fS(t)gt�0 d�opérateurs linéaires bornés est dite
semi-groupe de contraction sur X, si
(i) kS(t)k = 1 pour tout t � 0
(ii) S(0) = I, l�identité dans X
(iii) S(t+ s) = S(t)S(s) pour tout t; s � 0
(iv) pour tout x 2 X, S(t)x 2 C ([0;1[ ; X)

Dé�nition 2.1.2 Le générateur in�nitésimal de S(t) est l�opérateur linéaire
A dé�ni par :

D(A) =

�
x 2 X :

S(h)u� u

h
a une limite dans X quand h! 0

�
Au = lim

h!0

S(h)u� u

h
, 8u 2 D(A)

Proposition 2.1.1 Soit S(t) un semi-groupe de contraction sur X, et A son
générateur. Alors A est m-dissipatif et D(A) est dense.

Preuve. En trois étapes.

Etape 1. A est dissipatif. Pour tout u 2 D(A), � > 0 et h > 0, on a



u� �
S(h)u� u

h





 � 



�1 + �

h

�
u





� �

h
kS(h)uk � kuk

d�où le résultat, en faisant h! 0.
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Etape 2. A est m-dissipatif. On dé�nit l�opérateur J par

J(u) =

1Z
0

e�tS(t)udt, pour tout u 2 X

Il est clair que J 2 $(x), avec kJk � 1. Pour u 2 X et h > 0, on a

S(h)� I

h
Ju =

1

h

1Z
0

e�t (S(t+ h)u� S(t)u) dt

=
1

h

1Z
h

e�(t�h)S(t)dt� 1

h

1Z
0

e�tS(t)udt

=
eh � 1
h

1Z
0

e�tS(t)udt� eh

h

hZ
0

e�tS(t)udt

En faisant h! 0, on obtient

lim
h!0

S(h)� I

h
Ju = Ju� u

et donc Ju 2 D(A), avec AJu = Ju� u, soit Ju� AJu = u.
Etape 3. Pour tout u 2 X et t > 0, on pose

ut =
1

t

tZ
0

S(s)ds

14
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Il est clair que ut ! u, lorsque t! 0. Pour montrer que D(A) est dense,
il su¢ t de montrer que ut 2 D(A) pour tout t > 0. Or on a pour tout h > 0,

t
S(t)� I

h
ut =

1

h

t+hZ
h

S(s)uds� 1

h

tZ
0

S(s)uds

=
1

h

t+hZ
t

S(s)uds� 1

h

tZ
0

S(s)uds

Lorsque h ! 0, le membre de droite converge vers S(t)u � u, et donc
ut 2 D(A) avec

Aut =
S(t)u� u

t

Théorème 2.1.2 (Théorème de Hille-Yosida-Phillips)
Un opérateur linéaire A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de
contraction sur X si et seulement si A est m-dissipatif de domaine
dense.

Preuve. Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de contraction
surX, la proposition (2.1.1) montre que A est m-dissipatif de domaine dense.
Réciproquement, supposons que A est m-dissipatif de domaine dense, et

soit S(t) le semi-groupe associé à A par le théorème (??). Il est immédiat que
S(t) est un semi-groupe de contraction. Notons L son générateur et montrons
que L = A.

Pour u 2 D(A) et h > 0, on a (théorème (??))

S(h)u = u+

hZ
0

S(s)Ads

et donc u 2 D(L) avec Lu = Au. Par conséquent, G(A) � G(L).
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Finalement, soit v 2 D(L). Puisque A est m-dissipatif, il existe u 2 D(A)
tel que

u� Au = v � Lv

et puisque G(A) � G(L), on a

(u� v)� L (u� v) = 0

L étant dissipatif, on a u = v, et donc

G(L) � G(A)

Par suite
A = L

ce qui termine la preuve.

2.1.3 Equations non-homogènes

Soit (X; k:k) un espace de Banach et A un opérateur m-dissipatif et à
domaine D(A) dense dans X: Etant donnée x 2 X et f : [0; T ] ! X. On
veut résoudre le problème suivant :8<:

u 2 C ([0; T ] ; D(A)) \ C1 ([0; T ] ; X)
u0 + Au = f(t) t 2 [0; T ]
u(0) = x

(2.2)

Lemme 2.1.1 Soit x 2 D(A) et f 2 C ([0; T ] ; X). On considère une solu-
tion u 2 C ([0; T ] ; D(A)) \ C1 ([0; T ] ; X) du problème (2.2). Alors on a

u(t) = S(t)x+

tZ
0

S(t� s)f(s)ds; 8t 2 [0; T ] (2.3)

16
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Preuve. Soit t 2 [0; T ]. On pose

w(s) = S(t� s)u(s), pour s 2 [0; t]

Soit s 2 [0; t] et h 2 ]0; t� s[, on a

w(s+ h)� w(s)

h
= S(t� s� h)

�
u(s+ h)� u(s)

h
� S(g)� I

h
u(s)

�
!
h!0

S(t� s) fu0(s)� Au(s)g

= S(t� s)f(s)

Puisque S(t� :)f(:) 2 C ([0; t] ; X), on en déduit que w 2 C1 ([0; t[ ; X) et

w0(s) = S(t� s)f(s), pour tout s 2 [0; t[ (2.4)

On intègre (2.4) entre 0 et � < t, puis on fait tendre � vers t, on obtient
ainsi (2.3).

Corollaire 2.1.1 Pour tout x 2 D(A) et f 2 C ([0; T ] ; X), le problème
(2.2) possède au plus une solution.

Remarque 2.1.1 Pour tout x 2 X et f 2 C ([0; T ] ; X), la formule (2.3)
dé�nit une fonction u 2 C ([0; T ] ; X). Nous allons chercher des conditions
su¢ santes pour que u donnée par (2.3) soit solution de (2.2).

Lemme 2.1.2 Pour tout x 2 X et f 2 L1 ([0; T ] ;X), la formule (2.3) dé�-
nit une fonction u 2 C ([0; T ] ; X). De plus, on a

kukC([0;T ];X) � kxk+ kfkL1([0;T ];X)

Preuve. Le résultat est claire lorsque f 2 C ([0; T ] ; X), et s�obtient par
densité dans le cas général.
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Proposition 2.1.2 Soit x 2 D(A) et f 2 C ([0; T ] ; X). On suppose que
l�une au moins des deux conditions suivantes est satisfaite :
(i) f 2 L1 ([0; T ] ; D(A))
(ii) f 2 W 1;1 ([0; T ] ; X)
Alors u donnée par (2.3) est la solution de (2.2)

Preuve. Elle décompose en quatre étapes. On pose

vt =

tZ
0

S(t� s)f(s)ds =

tZ
0

S(s)f(t� s)ds, pour t 2 [0; T ]

Etape 1. On a v 2 C1 ([0; T ] ; X). En e¤et, lorsque f 2 L1 ([0; T ] ;D(A)),
on écrit pour t 2 [0; t[ et h 2 [0; t� s]

v(t+ h)� v(t)

h
=

tZ
0

S(t� s)
S(h)� I

h
f(s)ds+

1

h

t+hZ
t

S(t+ h� s)f(s)ds

et on fait h! 0. On remarque que

S(h)� I

h
f ! Af dans L1 ([0; T ] ;X) lorsque h! 0

et on applique le lemme (2.1.2), il vient

d+v

dt
(t) =

tZ
0

S(t� s)Af(s)ds+ f(t), pour tout t 2 [0; T [

Lorsque f 2 W 1;1([0; T ] ; X), on écrit pour t 2 [0; t[ et h 2 [0; t� s]

v(t+ h)� v(t)

h
=

tZ
0

S(s)
f(t+ h� s)� f(t� s)

h
ds+S(h)

1

h

tZ
t

S(t� s)f(s)ds
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et on fait h! 0. On remarque que

f(t+ h� s)� f(t� s)

h
! f 0(t� s) dans L1 ]0; t[ lorsque h! 0

et on applique le lemme (2.1.2), il vient

d+v

dt
(t) =

tZ
0

S(s)f 0(t� s)ds+ S(t)f(0), pour tout t 2 [0; T [

Dans les deux cas, on a

d+v

dt
2 C ([0; T [ ; X)

et donc
v 2 C1 ([0; T [ ; X)

Etape 2. v 2 C1 ([0; T [ ; X). De la même façon, on montre que
d�v

dt
(T )

existe est égale à lim
t!T

v0(t),

d�où le résultat.

Etape 3. Soit t 2 [0; t[ et h 2 [0; t� s]. On a

S(h)� I

h
=

1

h

tZ
0

S(t+ h� s)f(s)ds� 1

h

tZ
0

S(t� s)f(s)ds

=
v(t+ h)� v(t)

h
� 1

h

t+hZ
0

S(t+ h� s)f(s)ds
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En faisnt h! 0, on obtient

v(t) 2 D(A)

et
Av(t) = v0(t)� f(t)

Par fermeture du graphe, ceci reste vrai pour t = T . Il résulte que

v 2 C ([0; T [ ; D(A))

et que v véri�e l�équation du problème (2.2).
Etape 4. On a

u(t) = S(t)x+ v(t) 2 C ([0; T ] ; D(A)) \ C1 ([0; T ] ; X)

De plus

u0(t) = AS(t)x+ Av(t) + f(t) = Au(t) + f(t), pour tout t 2 [0; T ]

On a donc (2.2) est immédiat.

Corollaire 2.1.2 Soit u0 2 X, f 2 C ([0; T [ ; X) et u donnée par (2.3).
Supposons que l�une des deux conditions suivantes a lieu :
(i) u 2 C ([0; T [ ; D(A))
(ii) u 2 C1 ([0; T [ ; X)
Alors u est la solution de (2.2).

Proposition 2.1.3 Soit

x 2 X; f 2 L1 ([0; T ] ; X) et u 2 L1 ([0; T ] ; X)
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On suppose en outre que

u 2 L1 ([0; T ] ; D(A)) et que u 2 W 1;1 ([0; T ] ; X)

Alors u véri�e (2.3) si et seulement si u véri�e8<:
u 2 L1 ([0; T ] ; D(A)) \W 1;1 ([0; T ] ; X)
u0 = Au+ f(t) pour presque tout t 2 [0; T ]
u(0) = x

(2.5)

Preuve. Voir [3]

2.1.4 Le lemme de Gronwall

On présente dans ce paragraphe un lemme qui est trés utile dans l�étude
des problèmes semi-linéaires, aussi bien pour monter l�unicité des solutions.que
pour établir des propriétés de bornage.

Lemme 2.1.3 (Lemme de Gronwall)
Soit T > 0, � 2 L1 ]0; T [, � � 0 p.p. et C1, C2 � 0. Soit ' 2 L1 ]0; T [, ' � 0
p.p, tel que �' 2 L1 ]0; T [ et

'(t) � C1 + C2

tZ
0

�(s)'(s)ds, pour t 2 ]0; T [

Alors on a

'(t) � C1 exp

0@C2 tZ
0

�(s)ds

1A , pour t 2 ]0; T [

Preuve. On pose

 (t) � C1 + C2

tZ
0

�(s)'(s)ds, pour t 2 [0; T ]

 est dérivable presque (car absolument continue), et on a

 0(t) � C2�(t)'(t) � C2�(t) (t), p.p sur ]0; T [
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Par conséquent

d

dt

8<: (t) exp
0@� tZ

0

C2�(s)ds

1A9=; � 0

et donc

 (t) � C1 exp

0@C2 tZ
0

�(s)ds

1A , pour tout t 2 ]0; T [
D�où le résultat, puisque ' �  p.p.

Remarque 2.1.2 En particulier, si C1 = 0, on a ' = 0 p.p.

2.1.5 Problème semi-linéaire

Dé�nition 2.1.3 On dit qu�une fonction f : X ! X est lipshitzienne sur
les bornés de X si pour tout M > 0, il existe une constante K(M), telle que

kf(x)� f(y)k � K(M) kx� yk , 8x; y 2 BM

où BM est la boule de centre 0 et de rayon M .

Soit f : X ! X est une fonction lipschitzienne sur les bornés de X. on
noteK(M) la constante de lipschitzde f sur BM , pourM > 0. En particulier,
K(M) est une fonction croissante de M .
Etant donné x 2 X, on cherche une solution u du problème :8<:

u 2 C ([0; T ] ; D(A)) \ C1 ([0; T ] ; X)
u0(t) = Au(t) + f(u); t 2 [0; T ]
u(0) = x

(2.6)

D�après le lemme (2.1.1) toute solution du problème (2.6) est solution du
problème suivant :

u(t) = S(t)u+

tZ
0

S(t� s)f(u(s))ds, 8t 2 [0; T ] (2.7)
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Existence locale de la solution

Dé�nition 2.1.4 On dit qu�une fonction u de la variable réelle t � 0 à
valeurs dans X est solution locale du problème (2.6), s�il existe u dé�nie sur
un intervalle maximal [0; T [ qui pour tout t < T est l�unique solution de (2.6),
dans C1 ([0; T [ ; X) :

Lemme 2.1.4 Soit T > 0, x 2 X et u,v 2 C ([0; T ] ; X) deux solution du
problème (2.7). Alors u = v.

Preuve. On pose

M = sup
t2[0;T ]

max fku(t)k ; kv(t)kg

On a alors

ku(t)� v(t)k �
tZ
0

kf(u(s)� f(v(s))k ds � K(M)

tZ
0

ku(s)� v(s)k ds, 8t 2 [0; T ]

On conclut que u = v.
Posons TM = [2K (2M + kf(0)k) + 2]�1 > 0, pour M > 0. On a un

résultat d�existence locale.

Proposition 2.1.4 Soit M > 0 et u 2 X tel que kuk � M . Alors, il existe
une unique solution u 2 C ([0; TM ] ; X) de (2.7), avec T = TM .

Preuve. Voir [3]

Théorème 2.1.3 Il existe une fonction T : X ! ]0;1] avec les propriétés
suivantes. Pour tout x 2 X, il existe u 2 C ([0; T (x)[ ; X) qui pour tout
T < T (x) est l�unique solution de (2.7) dans C ([0; T [ ; X). de plus :

2K

�
kf(0)k+ 2 ku(t)k � 1

T (x)� t
� 2
�
, pour tout t 2 [0; T (x)[
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En particulier, l�une des deux éventualités suivantes a lieu :
(i) T (x) =1.
(ii) T (x) <1 et lim

t�!T (x)
ku(t)k =1.

Remarque 2.1.3 Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u
est globale. Si (ii) est satisfaite, on dit que la solution u explose en temps �ni.
L�alternative (i)-(ii) signi�e en d�autres termes que l�existence globale de la
solution u est équivalente à l�existence d�une estimation à-priori de ku(t)ksur
[0; T (x)[.
Dans la pratique, on établit de telles estimations à-priori par les méthodes ha-
bituelles d�estimations dans les E.D.P (principes de maximum, principes de
comparaisons, multiplications), auquelles il convient en général d�ajouter des
techniques d�inégalités di¤érentielles ou intégrales plus spéci�ques des équa-
tions d�evolution (intégrales premières, fonctions de Liapunov, et diverses
variantes du lemme de Gronwall).

Preuve. Voir [3]

2.2 Méthode des sous-solutions et sur-solutions

2.2.1 Principe de maximum

Le principe de maximum admet de nombreux formulations, on va présen-
ter quelques une.
Soit D = 
 � ]0; T [ est un cylindre borné de Rn+1 de frontière parabolique
@D = @
 [ ft = 0g.

Le principe de maximum dans le cas scalaire

Considérons l�opérateur di¤érentiel P tel que Pu = Lu + au = f où
u = u(x; t); (x; t) 2 D � R+ � Rn et

Lu =
nX

i;j=1

aij(x; t)DiDju+

nX
i=1

ai(x; t)Diu� ut

avec les coe¢ cients aij, ai sont bornés dans D et aij = aji 8i; j.

24



CHAPITRE 2. THÉORIE GÉNÉRALE SUR LES ÉQUATIONS DU
TYPE PARABOLIQUE

Dé�nition 2.2.1 On dit que L est uniformément parabolique dans D s�il
existe � > 0; � = (�1; :::; �n) 2 Rn tels que

nX
i;j=1

aij(x; t)�i�j � � j�j2 8(x; t) 2 D

Dé�nition 2.2.2 Soient (t1; x1) et (t2; x2) 2 D, on dit que (t1; x1) est connecté
à (t2; x2) par un seguement horizontal si t1 = t2 et les points peuvent être
joindré par un seguement dans (t1 = t2) \D. De la même façon, on dit que
ces points peuvent être joindre par un seguement vertical si x1 = x2; t1 = t2
et le seguement est continu dans D.

Théorème 2.2.1 (Principe de maximum fort)
Supposons que L est uniformément parabolique dans D, avec a � 0 et f � 0
(réspectivement f � 0) dans D. Soit sup

D
u =M (respectivement inf

D
u = m)

et supposons que u(�t; �x) =M pour un certain (�t; �x) 2 D:
Alors u(t; x) =M en tous les points dans D qui peuvent être connecté à (�t; �x)
par un arc dans D qui consiste en un nombre �ni des seguements horizontaux
et verticaux.

Preuve. Voir [18]

Le principe de maximum dans le cas système

Considérons

L� =
nX

i;j=1

a
(�)
ij

@2

@xi@xj
+

nX
i=1

b
(�)
i

@

@xi
+ C(�) � @

@t
; � = 1; 2

deux opérateurs paraboliques dans D.
Considérons le système parabolique faiblement couplé suivant :�

Lu = L1u+ d1v
Lv = L2v + d2u

où u; v sont de classe C2;1 sur D.
Soient les deux hypothèses suivantes :
A) Les coe¢ cients de L1; L2 ainsi que d1; d2 sont continues dans D.
B) Il existe M , tels que Ci(x; t) �M , di(x; t) �M pout tout (x; t) 2 D.
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Proposition 2.2.1 Supposons que l�hypothèse (B) est satisfaite, Si u; v sont
de classe C2;1 dans D tel que, L1u > 0, L2v > 0 dans D et u < 0; v < 0
sur @D (resp. L1u < 0; L2v < 0 dans D et u > 0; v > 0 sur @D), alors
u < 0; v < 0 dans D (resp. u > 0; v > 0 dans D).

Théorème 2.2.2 Supposons que les deux hypothèses (A) et (B) sont satis-
faites. Si u; v sont continues dans D de classe C2;1 dans D tel que, L1u � 0,
L2v � 0 dans D et u � 0; v � 0 sur @D (resp. L1u � 0, L2v � 0 dans D et
u � 0; v � 0 sur @D), alors u � 0; v � 0 dans D (resp. u � 0; v � 0 dans D.

Preuve. Voir [14]

2.2.2 Méthode des sous-solutions et sur-solutions

Problèmes elliptiques

Soit le problème :�
Au+ f(x; u) = 0 dans 

Bu = g sur @


(2.8)

où 
 � Rn est un domaine borné. A est un opérateur elliptique de degré 2

A =
nX

i;j=1

aij
@2u

@xi@xj
+

nX
i=1

bi
@u

@xi
; x = (x1; :::; xn) 2 Rn

avec la matrice (aij) dé�nie positive. B est l�un des opérateurs frontière :

Bu = u ou Bu =
@u

@�
+ �(x)u; x 2 @


Ici
@

@�
signi�e la dérivée par rapport à la normale extérieure, et on suppose

toujours � � 0 dé�nie sur le bord @
. On suppose de plus que les coe¢ cients
de L sont de classe C� et f est supposée régulière au sens suivant : f est de
classe C1 par rapport à u et de classe C� par rapport à x. on suppose que
@
 est de classe C2;�.
On donne les dé�nitions des sous et sur-solutions du problème (2.8).
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Dé�nition 2.2.3 Une fonction u 2 C2(
)\C�(
) est dite une sur-solution
du problème (2.8) si
(i) Au+ f(x; u) � 0
(ii) Bu � g

Dé�nition 2.2.4 Une fonction u 2 C2(
)\C�(
) est dite une sous-solution
du problème (2.8) si
(i) Au+ f(x; u) � 0
(ii) Bu � g

Théorème 2.2.3 Soient u; u 2 C2(
) \ C�(
) deux fonctions u � u telles
que

Au+ f(x; u) � 0; Bu � g

Au+ f(x; u) � 0; Bu � g

Supposons f est C1 par rapport à u sur minu � u � maxu. Alors, il existe
une solution régulière w du problème8<: w 2 C2(
) \ C�(
)

Aw + f(x;w) = 0
Bw = g

De plus, on a u � w � u.

Preuve. Voir [17]

Problèmes paraboliques

Soit 
 un domaine borné de Rn et soit D = 
 � ]0; T [. On considère le
problème de Cauchy suivant :8><>:

Au+ f(x; u)� @u

@t
= 0 dans D

Bu = g(x; t) sur @
� ]0; T [
u(x; 0) = g(x) sur D \ ft = 0g

(2.9)
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Dé�nition 2.2.5 Une fonction u est dite une sur-solution du problème (2.9)
si

(i) Au+ f(x; u)� @u

@t
� 0

(ii) Bu � g
(iii) u(x; 0) � g(x)

Dé�nition 2.2.6 Une fonction u est dite une sous-solution du problème
(2.9) si

(i) Au+ f(x; u)� @u

@t
� 0

(ii) Bu � g
(iii) u(x; 0) � g(x)

Théorème 2.2.4 Si pour le problème (2.9), il existe une sur-solution u et
une sous-solution u, u � u, alors il existe une solution classique du problème
(2.9).

Preuve. Voir [17].
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Chapitre 3

Etude d�un système d�équations
paraboliques dégénérées

3.1 Position du problème

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence locale, l�unicité et l�explo-
sion en temps �ni de la solution du système parabolique dégénéré suivant :8>><>>:

xut = �u+ vp dans 
� ]0; T [
(1� x)vt = �v + up

u(x; t) = v(x; t) = 0; x 2 f0; 1g
u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x); x 2 


(3.1)

où 
 = ]0; 1[ et 1 < p � 2, u0; v0 2 C2+� ([0; 1]) avec u0; v0 � 0 et u0 = v0
dans f0; 1g :
Le système (3.1) est dit dégénéré en x = 0 et x = 1 en ce sens que le
coe¢ cient de ut tend vers 0 quand x tend vers 0 et le coe¢ cient de vt tend
vers 0 lorsque x tend vers 1.
On commence par établir l�existence locale et l�unicité de la solution de ce
système et on démontre que sous certaines conditions su¢ santes, la solution
n�est pas globale, on dit alors qu�elle explose en temps �ni T .
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3.2 Existence locale et unicité de la solution

Dans cette section, on établit l�existence locale et l�unicité d�une solution
classique pour le système parabolique dégénéré suivant :8>><>>:

xut = �u+ vp dans ]0; 1[� ]0; T [
(1� x)vt = �v + up

u(x; t) = v(x; t) = 0 x 2 f0; 1g
u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x) x 2 ]0; 1[

(3.2)

On suppose que

u0; v0 2 C2+� ([0; 1]) ,u0; v0 � 0 et u0 = v0 sur f0; 1g
Ici, l�idée consiste à tronquer l�intervalle ]0; 1[ en considérant l�intervalle
]�; 1� �[ ; � > 0 de telle sorte que le système (3.2) devient non dégénéré
dans ]�; 1� �[� ]0; T [ :
On considère alors le nouveau système suivant :8>><>>:

xut = �u+ vp; dans ]�; 1� �[� ]0; T [
(1� x)vt = �v + up

u(x; t) = v(x; t) = 0 x 2 f�; 1� �g
u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x) x 2 ]�; 1� �[

(3.3)

Lemme 3.2.1 Pour tout � > 0, il existe t0 > 0 tel que le système (3.3)
admet une solution (u�; v�) sur ]�; 1� �[� ]0; t0[.

Pour prouver l�existence de la solution du système (3.2), l�idée consiste à
montrer que (u�), (v�) convergent vers des fonctions u, v lorsque � ! 0 de
telle sorte que les limites u, v soient solutions du système dégénéré (3.2):

Lemme 3.2.2 Soit 1 > �1 > �2 > 0 et supposons que (u�1 ; v�1) et (u�2 ; v�2)
sont solutions du système (3.3) dans ]0; t0[. Alors

u�1 � u�2
v�1 � v�2

dans ]�1; 1� �1[� ]0; t0[

Preuve. Posons

w1 = u�2 � u�1
w2 = v�2 � v�1

dans ]�1; 1� �1[� ]0; t0[
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Alors, on a �
x(w1)t ��w1 = (v�2)p � (v�1)p = p�p�11 w2
(1� x)(w2)t ��w2 = (u�2)p � (u�1)p = p�p�12 w1

où
�1 = �(x; t)u�1 + (1� �(x; t))u�2
�2 = �(x; t)v�1 + (1� �(x; t))v�2

pour �(x; t) 2 ]0; 1[

De plus

w1 = w2 = 0 en t = 0 et w1; w2 � 0 en x = �1 et x = 1� �1

Le principe de maximum, nous donne

w1 � 0
w2 � 0

dans ]�1; 1� �1[� ]0; t0[

D�après le lemme (3.2.2) les suites (u�) et (v�) sont monotones décrois-
santes. On prend la limite des deux suites lorsque �! 0.
Il faut montrer qu�il existe t0 > 0 ne dependant pas de � telles que les solu-
tions (u�) et (v�) soient dé�nies sur ]�; 1� �[� ]0; t0[ pour tout � > 0:
Pour cela nous avons besoin d�un résultat des sous et sur-solutions.

Dé�nition 3.2.1 Soit 
 un domaine borné de Rn et soient Li =
nX

k;j=1

a
(i)
kj

@2

@xk@xj
+

nX
k=1

b
(i)
k

@

@xk
; i = 1; 2 deux opérateurs fortement elliptiques à coe¢ cient de

classe C1bornés sur 
. Considérons le système parabolique suivant :8>>>>>><>>>>>>:

ut = L1u+ f1(t; x; u; v)
vt = L2v + f2(t; x; u; v)

x 2 
; t 2 ]0; T [

u(x; t) = h1(x; t)
v(x; t) = h2(x; t)

x 2 @
; t 2 ]0; T [

u(0; x) = u0(x)
v(0; x) = v0(x)

x 2 


(3.4)
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où u0; v0 sont de classe C1(
) et positives, hi continues sur @
 � ]0; T [ et
positives, fi sont localement lipschitziennes et croissantes par rapport à (u; v).
On dit que les deux couples de fonctions (u1; u2) et (u1; u2) de classe C

2;1 (
� ]0; T [)
sont sous-solutions et sur-solutions respectivement si elles véri�ent les inéga-
lités suivantes :

(ui)t � Liui � fi(t; x; u1; u2) � 0 � (ui)t � Liui � f1(t; x; u1; u2); 8i = 1; 2
ujj@
 � hi � uij@
 ;8(x; t) 2 
� (0; T )
u1 � u0 � u1
u2 � v0 � u2 en t = 0

Le théorème suivant nous donne une propriété importante des sous et sur-
solutions.

Théorème 3.2.1 Désignons par (u1; u2) et (u1; u2) les sous-solutions et les
sur-solutions respectivement du système (3.4) sur 
� ]0; T [. Alors le système
(3.4) admet une solution unique (u; v) dans 
�]0; T �[ , pour T � > T tel que :

u1 � u � u1
u2 � v � u2

De plus si les sous et sur-solutions existent dans 
� ]0; T �[, alors la solution
(u; v) se prolonge en t = T �.

Preuve. Voir [12]

Théorème 3.2.2 Il existe t0 > 0 et une fonction h 2 C2;1 ([0; 1] ; [0; t0])
telle que 8� > 0, il existe deux solutions (u�) et (v�) du système (3.3) dans
]�; 1� �[� ]0; t0[ et véri�ent :

u� � h

v� � h

Preuve. Supposons qu�il existe k0 > 0 telle que :

u0(x) � k0 (x)
v0(x) � k0 (x)

, x 2 ]0; 1[
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où

 (x) =
x(1� x)

2

Fixons � > 0 et choisissons � 2
�
0; 1

2

�
telle que

� � (2k0)
�(p�1)

p

Considérons le système suivant

k0 =
kp

4p�1�

avec
k(0) = k0

Il existe t0 > 0 tel que le système admet une solution (k; k) dans [0; t0[
Posons alors

h(x; t) = k(t) (x) (x; t) 2 ]0; 1[� ]0; t0[

Montrons maintenant que (h; h) est une sur-solution du système tronqué (3.3)
dans ]�; 1� �[� ]0; t0[.
Posons

J1 = xht ��h� hp

= xk0 + k � kp p

Pour x 2 ]0; �[ [ ]1� �; 1[, t 2 ]0; t0[

J1 � k � kp p

� k

�
1� kp p

k

�
� 0
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Pour x 2 ]�; 1� �[, t 2 ]0; t0[

J1 = xht ��h� hp

= xk0 + k � kp p

� xk0 � kp p

� �k0 � kp p

=  
�
�k0 � kp p�1

�
�  

�
�k0 � kp

4p�1

�
= 0

De plus
h(x; 0) = k0 (x) � u0(x) et h(0; t) = h(1; t) = 0

Posons encore

J2 = (1� x)ht ��h� hp

= (1� x)k0 + k � kp p

Pour x 2 ]0; �[ [ ]1� �; 1[, t 2 ]0; t0[

J2 � k � kp p

� k

�
1� kp p

k

�
� 0
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Pour x 2 ]�; 1� �[, t 2 ]0; t0[

J2 = (1� x)ht ��h� hp

= (1� x)k0 + k � kp p

� (1� x)k0 � kp p

� �k0 � kp p

=  
�
�k0 � kp p�1

�
�  

�
�k0 � kp

4p�1

�
= 0

De plus

h(x; 0) = k0 (x) � v0(x) et h(0; t) = h(1; t) = 0

Donc (h; h) est sur-solution du système (3.3) et :

0 � u� � h

0 � v� � h

Corollaire 3.2.1 Les suites (u�) et (v�) convergent simplement vers des
fonctions u et v dans ]0; 1[�]0; t0[ quand �! 0. De plus u; v 2 Lp (]0; 1[� ]0; t0[) :

Preuve. D�aprés le théorème (3.2.2), les fonctions (u�) et (v�) sont dé�nie
dans ]�; 1� �[� ]0; t0[.
De plus

0 � u� � h et 0 � v� � h dans ]�; 1� �[� ]0; t0[

Dé�nissons u; v par

u(x; t) =

(
lim
�!0

u�(x; t) pour x 2 ]0; 1[ ; t 2 [0; t0[
0 pour x = 0 ou x = 1; t 2 [0; t0[

v(x; t) =

(
lim
�!0

v�(x; t) pour x 2 ]0; 1[ ; t 2 [0; t0[
0 pour x = 0 ou x = 1; t 2 [0; t0[
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Le théorème de la convergence dominée nous donne

u; v 2 Lp (]0; 1[� ]0; t0[)

3.3 Régularité de la solution

On veut montrer maintenant dans cette section que les fonctions u; v du
corollaire (3.2.1) sont des solutions classiques du système dégénéré (3.2). Pour
cela nous avons besoins de deux lemmes suivants :

Lemme 3.3.1 Soit Q = ]a; b[�]0; t2[ un domaine carré tel que 0 < a < b < 1
et 0 < t2 < t0, il existe C 0 > 0 ne dependant pas de � tel que :

ku�kC�(Q) � C 0

kv�kC�(Q) � C 0

Preuve. D�après le théorème (3.2.2), on a

ku�k1 � C

kv�k1 � C

où C ne depend pas de �.
D�où

ku�kLp(Q) � C1

kvp�kLp(Q) � C1

où C1 ne depend pas de �.
En utilisant l�inégalité du théorème (1.8.3), on obtient :

k(u�)xkLp(Q) + k(u�)xxkLp(Q) + k(u�)tkLp(Q) � C2
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où C2 ne depend pas de �.

D�après le lemme (1.7.1) de l�injection de Sobolev, on a pour p >
2

1� �
,

ku�kC�(Q) � C ku�kW 1;p(Q)

= C
�
ku�kLp(Q) + k(u�)xkLp(Q) + k(u�)tkLp(Q)

�
� C 0

où C 0 ne depend pas de �.
De même pour v�, c-à-d :

kv�kC�(Q) � C 0

Lemme 3.3.2 Soit Q = ]a; b[�]0; t2[ un domaine carré tel que 0 < a < b < 1
et 0 < t2 < t0, il existe C 00 > 0 ne dependant pas de � tel que

ku�kC2+�(Q) � C 00

kv�kC2+�(Q) � C 00

Preuve. D�après le théorème (1.8.2) de la régularité classique des solutions
des équations paraboliques appliqué à chacune des deux équations du système
(3.3) dans le domaine Q

ku�kC2+�(Q) � C
�
ku�k1 + kvp�kC�(Q)

�
or

ku�k1 � khk1
kv�k1 � khk1

D�où
jvp� (x)� vp� (y)j
kx� yk� � C

�
jv�(x)� v�(y)j
kx� yk�

�
;8x; y 2 Q
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Soit

kvpkC�(Q) � C
�
kv�kC�(Q)

�
� C1

où C1 ne depend pas de � (d�après le lemme précédent).
�nalement, on obtient alors :

kv�kC2+�(Q) � C 00

ku�kC2+�(Q) � C 00

où C 00 ne depend pas de �.

Théorème 3.3.1 Sous les suppositions que u0; v0 2 C2+� (]0; 1[), � 2 ]0; 1[,
u; v sont des solutions classiques du système (3.2) dans ]0; 1[� ]0; t0[.

Preuve. Montrons d�abord que u; v sont C2;1 dans ]0; 1[� ]0; t0[ et continues
dans [0; 1]� [0; t0[.
Choisissons un point (x1; t1) 2 ]0; 1[� ]0; t0[, et un domaine Q = ]a; b[� ]0; t2[
telle que :

0 < a < x1 < b < 1 et 0 < t1 < t2 < t0

Le lemme (3.3.2) nous donne alors :

ju�(x)� u�(y)j � C 00 kx� yk�
jDxu�(x)�Dxu�(y)j � C 00 kx� yk�
jD2

xu�(x)�D2
xu�(y)j � C 00 kx� yk�

jDtu�(x)�Dtu�(y)j � C 00 kx� yk�
8x; y 2 Q

Les suites (u�); (Dxu�); (D
2
xu�); (Dtu�) sont equicontinues dans Q.

D�aprés le théorème d�Ascoli-Arzela, on peut extraire des sous suites notées
aussi (u�); (Dxu�); (D

2
xu�); (Dtu�) qui convergent uniformement.

Ceci veut dire que la suite (u�) est de Cauchy dans C2;1(Q), donc elle converge
vers u 2 C2;1(Q).
De même v 2 C2;1(Q).
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De plus D2
xu� ! D2

xu, D
2
xv� ! D2

xv, Dtu� ! Dxu, Dtv� ! Dtv lorsque
�! 0. En passant à la limite dans le système (3.3) lorsque �! 0, on obtient
que u; v sont des solutions du système (3.2) dans ]0; 1[� ]0; t0[
Montrons maintenant que u; v sont continues dans [0; 1]� [0; t0[
Comme

u� ! u

v� ! v

uniformement sur Q, u,v sont continues en t = 0
de plus

0 � u � h
0 � v � h

dans ]0; 1[� ]0; t0[

D�où
lim
x!0

u(x; t) = lim
x!1

v(x; t) = 0

qui est donc continues en x = 0 et x = 1.

Proposition 3.3.1 La solution du système (3.2) est unique et positive dans
]0; 1[� ]0; t0[.

Preuve. Montrons que la solution (u; v) est positive.
On a déja le fait que :

u� � 0
v� � 0

dans ]�; 1� �[� ]0; t0[

et par conséquent

u � 0
v � 0 dans ]0; 1[� ]0; t0[

Le principe de maximum fort montre que

u > 0
v > 0

dans ]0; 1[� ]0; t0[
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à moins que

u0 = 0

v0 = 0

Pour montrer que la solution (u; v) est unique, soient (u; v), (u1; v1) deux
solutions du système (3.2) dans ]0; 1[� ]0; t0[.
Posons

w1 = u� u1

w2 = v � v1

alors �
x(w1)t ��w1 = p�p�11 w2
(1� x)(w2)t ��w2 = p�p�12 w1

où
�1 = �(x; t)u1 + (1� �(x; t))u
�2 = �(x; t)v1 + (1� �(x; t)) v

pour �(x; t) 2 ]0; 1[

De plus

w1 = w2 = 0 en t = 0

w1 = w2 = 0 en x = 0,x = 1

Le principe de maximum nous donne

w1 = w2 = 0 dans ]0; 1[� ]0; t0[

3.4 Explosion en temps �ni de la solution

Cette section est consacré à l�étude de l�explosion en temps �ni de la
solution du système parabolique dégénéré (3.1). On montre que sous certaines
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conditions su¢ santes, le temps d�existence maximal T de la solution est �ni
on dit alors que cette solution explose en temps �ni T . (c-à-d, la solution
n�est pas globale).
Désignons par (u; v) la solution maximale du système (3.1) dans ]0; 1[�

]0; T [.

Dé�nition 3.4.1 On dit que u (resp v) de (3.1) explose en temps �ni T
(T <1), s�il existe x0 2 [0; 1] et une suite (xn; tn) � ]0; 1[� ]0; T [ tel que
tn ! t, xn ! x0 et u (xn; tn)!1 (resp v (xn; tn)!1) quand n!1.

Dé�nition 3.4.2 On dit que la solution (u; v) du système (3.1) explose en
temps �ni T (T <1) si u ou bien v explose en temps T .

Des dé�nitions précédentes il découle qu�un temps d�explosion est toujours
un temps d�existence maximal. Le théorème suivant montre que l�inverse est
également vraie pour le système (3.1).

Théorème 3.4.1 Soit T le temps d�existence maximal du système (3.1), si
T est �ni alors la solution (u; v) explose en temps �ni T .

Preuve. Supposons que T <1 et (u; v) n�explose pas en temps T .
On a besoin de montrer que (u; v) peut se prolonger jusqu�à (0; T + t0).
Supposons qu�il existe M tel que :

u(x; t) �M; v(x; t) �M dans ]0; 1[� ]0; T [

et dé�nissons

 (x) = Kx(1�x) où K = max

(
Mp

2
; sup
x2(0;1)

�
u0(x)

x (1� x)

�
; sup
x2(0;1)

�
v0(x)

x (1� x)

�)

Montrons que  est sur solution du système (3.1) :�
x t �� � vp = 2K � vp � 2K �Mp � 0
(1� x) t �� � up = 2K � up � 2K �Mp � 0

De plus  = 0 en x = 0, x = 1 et  (x) � u0(x);  (x) � v0(x) en t = 0, alors
 � u;  � v dans ]0; 1[� ]0; T [ :

41



CHAPITRE 3. ETUDE D�UN SYSTÈME D�ÉQUATIONS
PARABOLIQUES DÉGÉNÉRÉES

En particulier u; v sont bornées par  en t = T; et ainsi u; v se prolongent en
t = T .
Maintenant montrons que u; v se prolongent en T + t0.
Revenons au système tronqué (3.3), la même technique utilisée que celle dans
le théorème (3.2.2) permet de construire une sur-solution (h; h) du système
(3.3) dans ]�; 1� �[� ]0; T [.
Le théorème (3.2.1) permet de prolonger la solution (u�; v�) jusqu�à T + t0.
d�où

u(x; t) = lim
�!0

u�(x; t)

et
v(x; t) = lim

�!0
v�(x; t)

se prolongent en T + t0. Ce qui contredit la dé�nition de T (c-à-d, le fait
que T est maximal).
On veut trouver maintenant des conditions su¢ santes sous lesquelles la

solution du système (3.1) explose en temps �ni. Pour cela nous avons besoin
du lemme suivant :

Lemme 3.4.1 Les dérivées ut et vt sont continues en x = 0; x = 1.

Preuve. Revenons au système non dégénéré (3.3). Dérivons les deux équa-
tions du système par rapport à t, on obtient alors le système suivant :8>>>><>>>>:

x((u�)t)t ��(u�)t = pvp�1� (v�)t
(1� x)((v�)t)t ��(v�)t = pup�1� (u�)t

dans ]�; 1� �[� ]0; t0[

(u�)t = (v�)t = 0 x 2 f�; 1� �g
x(u�)t = u000 + vp0
(1� x)(v�)t = v000 + up0

en t = 0

(3.5)

Construisons maintenant une sur-solution pour le système (3.5).
Choisissons t0 2 ]0; T [. Alors u �M , v �M dans ]0; 1[� ]0; T [ :
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Dé�nissons h comme suit :

Soit  = 1
2
x(1� x)

Choisissons � � 1

pMp�1

Soit k(t) = k0 exp(
pMp�1t

�
)

Posons h(x; t) = k(t) (x)

Pour x 2 ]0; �[ [ ]1� �; 1[ ; t 2 ]0; t0[

xht ��h� pvp�1h = xk0 + k � pvp�1k 

� k � pvp�1k 

� k(1� pMp�1 �(1� �)

2
)

� k(1� pMp�1�)

� 0

(1� x)ht ��h� pup�1h = (1� x)k0 + k � pup�1k 

� k + pup�1k 

� k(1� pup�1 )

� k(1� pMp�1�)

� 0

Pour x 2 ]�; 1� �[ ; t 2 ]0; t0[

xht ��h� pvp�1h = xk0 + k � pvp�1k 

� xk0 � pMp�1k 

�  (�k0 � pMp�1k)

= 0

(1� x)ht ��h� pup�1h = (1� x)k0 + k � pup�1k 

� (1� x)k0 � pMp�1k 

�  (�k0 � pMp�1k)

� 0

De plus h � 0 en x = 1� �, h � 0 en x = �.
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Donc (h; h) est une sur-solution du système précédent (3.5) dans ]�; 1� �[�
]0; t0[.
D�où :

0 � (u�)t � h et 0 � (v�)t � h dans ]�; 1� �[� ]0; t0[

Puisque
(u�)t ! ut et (v�)t ! vt quand �! 0

On obtient alors :

(u�)t ! ut et (v�)t ! vt dans ]0; 1[� ]0; t0[

Ce qui entraîne que ut et vt sont continues en x = 0 et x = 1.
Pour établir des conditions su¢ santes sous lesquelles la solution (u; v)

du système (3.1) explose en temps �ni T . La technique qu�on va utilisé est
une adaptation de la méthode des fonctions propres de Kaplan qui consiste
à introduire le problème suivant :8<:

�00 = ��x(1� x)� dans ]0; 1[
�(0) = �(1) = 0
� > 0 dans ]0; 1[

(3.6)

où � s�appelle la valeur propre principale et � la fonction propre du problème
(3.6).
Ce problème admet une solution unique �, voir [15].
Posons alors : 8>>>>>><>>>>>>:

U(t) =

1Z
0

x�(x)u(x; t)dx

V (t) =

1Z
0

(1� x)�(x)v(x; t)dx

; t 2 ]0; T [
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avec 8>>>>>><>>>>>>:
U(0) =

1Z
0

x�(x)u0(x)dx

V (0) =

1Z
0

(1� x)�(x)v0(x)dx

où T désigne le temps d�existence maximal de la solution (u; v).
Posons aussi : �

w(t) = U(t) + V (t)
w(0) = U(0) + V (0)

Lemme 3.4.2 Pour p > 1, il existe C > 0 tel que :

w0(t) � ��w(t) + C

2p�1
wp(t), t 2 ]0; T [

Preuve. Multiplions la première équation du système (3.1) par � et en in-
tégrant sur x, on obient :

1Z
0

x�utdx =

1Z
0

��udx+

1Z
0

�vpdx

L�intégration par parties et l�inégalité de Jensen, nous donne :0@ 1Z
0

x�udx

1A
t

=

1Z
0

��udx+

1Z
0

�vpdx

= ��
1Z
0

x(1� x)�udx+

1Z
0

�vpdx

� ��
1Z
0

x�udx+

1Z
0

�vpdx
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0@ 1Z
0

x�udx

1A
t

� ��
1Z
0

x�udx+

1Z
0

(1� x)�vpdx

= ��U(t) +
1Z
0

(1� x)�vpdx

� ��U(t) +

0@ 1Z
0

(1� x)�dx

1A
0BBBBBB@

1
1Z
0

(1� x)�dx

1Z
0

(1� x)�vdx

1CCCCCCA

p

= ��U(t) + C1

0@ 1Z
0

(1� x)�vdx

1Ap

où

C1 =

0@ 1Z
0

(1� x)�dx

1A1�p

Donc
U 0(t) � ��U(t) + C1V

p(t)

Multiplions la deuxième équation du système (3.1) par � et en intégrant
sur x, on obient :

1Z
0

(1� x)�vtdx =

1Z
0

��vdx+

1Z
0

�updx

46



CHAPITRE 3. ETUDE D�UN SYSTÈME D�ÉQUATIONS
PARABOLIQUES DÉGÉNÉRÉES

L�intégration par parties et l�inégalité de Jensen, nous donne :0@ 1Z
0

(1� x)�vdx

1A
t

=

1Z
0

��vdx+

1Z
0

�updx

= ��
1Z
0

x(1� x)�vdx+

1Z
0

�updx

� ��
1Z
0

(1� x)�vdx+

1Z
0

�updx

� ��
1Z
0

(1� x)�vdx+

1Z
0

x�updx

= ��V (t) +
1Z
0

x�updx

� ��V (t) +

0@ 1Z
0

x�dx

1A
0BBBBBB@

1
1Z
0

x�dx

1Z
0

x�udx

1CCCCCCA

p

= ��V (t) + C2

0@ 1Z
0

x�udx

1Ap

où

C2 =

0@ 1Z
0

x�dx

1A1�p

Donc
V 0(t) � ��V (t) + C2U

p(t)
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On a

w0(t) = U 0(t) + V 0(t)

� ��w(t) + C1V
p(t) + C2U

p(t)

� ��w(t) + C (V p(t) + Up(t))

� ��w(t) + C

2p�1
(V (t) + U(t))p

= ��w(t) + C

2p�1
wp(t)

où
C = min fC1; C2g

Théorème 3.4.2 Si

1Z
0

x�(x)u0(x)dx+

1Z
0

(1� x)�(x)v0(x)dx > 2C
0�

1
p�1

Alors la solution (u; v) du système (3.1) explose en temps �ni T .

Preuve. Il su¢ t de montrer que le temps d�existence maximal T est �ni.

Posons : (
'0(t) =

C

2p�1
'p(t)� �'(t); t 2 ]0; T [

'(0) = '0

et (
w0(t) � C

2p�1
wp(t)� �w(t); t 2 ]0; T [

w(0) � '(0)

48



CHAPITRE 3. ETUDE D�UN SYSTÈME D�ÉQUATIONS
PARABOLIQUES DÉGÉNÉRÉES

Alors
w(t) � '(t); t 2 ]0; T [

On a
'(T )Z
'(0)

d'

'(
C

2p�1
'p�1 � �)

=

TZ
0

dt = T

Si '0 > � = 2C 0�
1

p�1 , où C 0 =
1

C
1

p�1
et pour p > 1, on obtient :

+1Z
'0

d'

'(
C

2p�1
'p�1 � �)

<1

d�où
T <1

On peut dire alors
lim
t!T

'(t) = +1

d�où
lim
t!T

w(t) = +1

Donc u ou bien v explose en temps �ni.
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Chapitre 4

Conclusion

Ce mémoire a été consacré à l�étude de l�existence locale, l�unicité et l�ex-
plosion en temps �ni de la solution d�un système parabolique semi-linéaire
dégénéré (3.1), notre objectif principal dans ce travail était de monter que
si les données initiales sont assez grandes (1 < p � 2) et sous certaines
conditions su¢ santes la solutions du système (3.1) explose en temps �ni. La
méthode utilisée est de tronquer l�intervalle ]0; 1[ pour lever la dégénérescence
du système et le ramener à un système non dégénéré.
Bien que l�existence locale, l�unicité et l�explosion en temps �ni de la so-
lution pour le système (3.1) ont été réalisées, une question importante et
intéressante reste ouverte concernant l�ensemble des points d�explosion de ce
système : Est-ce-que si les données initiales sont concaves et assez grandes et
1 < p � 2, la solution (u; v) de ce système explose aux points x = 0 et x = 1
qui sont justement les deux points de dégénérescence du système ou bien elle
explose à l�intérieur de l�intervalle ]0; 1[ ?.
Un travail dans ce sens est en cours dans le cadre d�une formation doctorale
dirigée par Mr. L. Nisse, voir [11].
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