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Résumé

Le phénomeéne d’explosion en temps fini des solutions des systémes d’équa-
tions paraboliques semi-linéaires a été le sujet d’études mathématiques in-
tenses durant ces derniéres décennies. Ce phénoméne se manifeste souvent
par le fait que la solution cesse d’exister en un temps fini en devenant non
bornée.

L’intérét de ce travail réside dans 1’étude d’un systeme d’équations para-
boliques semi-linéaires dégénérées. Une méthode de troncature nous donne
les solutions de ce systéme comme des limites des solutions d’un systéme non
dégénéré. Dans notre étude, on établit 'existence locale et I'unicité de la so-
lution de ce systéme et on montre que la solution construite est une solution
classique moyennant la méthode de la régularité elliptique,

On étudie également ’explosion en temps fini de la solution de ce systéme,
on établit des conditions suffisantes et on démontre que sous ces conditions
la solution du systéme explose en temps fini (c-a-d, le temps d’existence
maximal de la solution est fini).

Mots clés : Systéeme parabolique semi-linéaire dégénéré, Existence locale,
Explosion en temps fini, Principe de maximum, Sur et sous-solutions.
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Abstract

The phenomenon of blow-up in finite time of solutions of systems of semili-
near parabolic equations has been the subjet of intense mathematical studies
during these last decades. This phenomenon often manifests itself in the fact
that the solution ceases to exist in finite time by becoming unbounded.

The interest of this work lies in the study of a system of semilinear de-
generate parabolic equations. A truncation method gives us the solutions of
this system as limits of solutions of nondegenerate system. In our study, we
establish the local existence and uniqueness of the solution of this system and
show that the constucted solution is a classical solution by using method of
elliptic regularity.

We also study the blow-up in finite time for the solution of this system,
we establish sufficient conditions and prove that under these conditions the
solution of the system blows up in finite time (that is, the time of maximal
existence of the solution is finite).

Key words : Degenerate semilinear parabolic system, Local existence, Blow-
up in finite time , Maximum principle, Upper and lower solutions.
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Introduction

Un grand nombre de chercheur se sont intéressé ces dernieres décennies
par le phénomeéne d’explosion en temps fini des solutions des systémes d’équa-
tions paraboliques semi-linéaires et un intérét particulier a éte réservé aux
systémes d’équations paraboliques semi-linéaires dégénérés.

Comme la plupart des phénomeénes naturels sont gouvernés par des équa-
tions non linéaires, nous allons considérer le systeme d’équations paraboliques
semi-linéaires dégénérées suivant :

o :(Clut_z)%?ig; 4 oup dans 0, 1[ x ]0, T
(P) u(z,t) =v(x,t) =0, r e€{0,1}
U(fL‘,O) ZUO(IE),U<$,0) :UO('I)’ T 6]071[

ou p > 1, ug, vy € C*([0, 1]).

A cet effet, I’étude de l'existence locale, I'unicité et I’explosion en temps fini
de la solution sera notre préocupation majeure. Le principe de maximum et
la méthode des sous et sur-solutions sont les outils les plus essentiels que
nous avons utilisé avec succes pour arriver a des résultats intéressants.

Pour les problémes d’explosion en temps fini, on cite les travaux suivants :
Dans [4], M. S. Floater : Il a étudie 1’équation parabolique dégénérée sui-
vante :

zuy = Au+uP, (p>1) dans 0,1 x ]0, T
u(0,t) =u(l,t) =0 te]0, T
u(z,0) =up(x) >0 xr €]0,1]
. L e ey d U()(I)
Il a montré que pour une donnée initiale vy concave (d—(—) < 0) et assez
T

grande, la solution u de I’équation explose en temps fini. Cette exemple
montre bien l'effet de la dégénérescence sur le point d’explosion.

vii



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Dans [10], M. Kouche : 1l a étudie le systéme parabolique dégénéré suivant :

xup = Au 4P
xvy = Av + uP dans 0, 1[ x 0, T
u(a,t) = v(z,t) =0 x €{0,1}
u(z,0) = ug(x),v(x,0) = vo(x), z€10,1]

Il a montré que sous certaines conditions suffisantes, la solution (u,v) du
systéme explose en temps fini et pour des données initales ug,vy concaves et
assez grandes et 1 < p < 2, la solution (u,v) explose au point z = 0 qui est
justement le point de dégénérescence du systéme.

Ce mémoire se présente comme suit :

Dans le premier chapitre on rappelle les notations et les notions fonda-
mentales qui sont utiles dans ce travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la théorie générale dans I’étude des
équations du type parabolique dans le cadre abstrait, nous citons, entre autre,
la méthode du semi-groupe et la méthode des sous et sur-solutions.

Dans le troisiéme chapitre on considére un systéme d’équations parabo-
liques semi-linéaires dégénérées et on établit ’éxistence locale et I'unicité de
la solution pour ce systéme. Une méthode de troncature permet de lever la
dégénérescence de ce systéme et le rameéne & un systeme non dégénéré. On
établit aussi des conditions suffisantes sous lesquelles la solution du systéme
explose en temps fini.

On achéve ce mémoire par une conclusion et une perspective.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Notations et définitions

Définition 1.1.1 On désigne par LP(2) l'espace de fonctions (ou plus exac-
tement des classes d’équivalence de fonctions, au sens de l’égalité presque
partout) u mesurables sur Q telles que [ |ul’ dz < 00,1 < p < co muni de la

norme

Q

1
’ = — Pdr.
||u||LP(Q) |Q|Q/|U| T

Définition 1.1.2 On désigne par L>(2) Uespace des (classes) de fonctions
u mesurables et vérifient |u| < C, p.p (presque partout) sur Q ot C' est une
constante.L>°(Q) est muni de la norme

HUHLOO(Q) =inf {C, |u| < C p.p sur Q}.

Définition 1.1.3 On définit les espaces LP(0,T,X) et L>(0,T,X) comme
suit :
LrP(0,T,X) = {u mesurable de [0,T] — X, fOT Jul| 5 dt < 00,511 <p< oo}

munt de la norme :

T
P
o= [ Tl
0

L>(0,T,X) = {u mesurable de [0,T] — X, supess |Ju|y < oo} muni de
te(0,T)

1



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

la norme :
HuHLoo(o,T,X) = supess ||ull x
te(0

Définition 1.1.4 C(Q) désigne l’espace des fonctions continues dans 2 muni
de la norme

lullogy = maxfu(z)].

Ck(Q) désigne l’espace des fonctions k fois continiment différentiable sur
(k entier positif) et on écrit

C=(Q) =) C*(9Q).

k>0

BC' désigne ’espace des fonctions bornées et uniformément continues
dans R, et on écrit :

BCy={ue€ BC: lim |u(z)| = 0}.

|z|—o00

Définition 1.1.5 D(Q) c’est l’espace des fonctions C* a support compact
contenu dans Q.

D'(Q) désigne 'espace des distributions sur Q c’est-a-dire 'ensemble des
formes linéaires continues sur ®(£2)

Définition 1.1.6 On désigne par H' ’espace de Sobolev définit comme suit :

HY(Q) = {u e LX(Q), g—“ cL}Q),1<i< n}
T

muni de la norme

“~ | du
2 2
ey = [l iz (3
Qi=1

8:1:i
Q

= /|u|2dx+/]Vu]2dx.

Q Q

2
dx
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Définition 1.1.7 D’une facon générale pour m € N, on définit
H™Q) = {u € L*(), D*u € L*(Q) pour tout o € N", tel que || < m}
muni de la norme

2 a, |2
il = 3 [ 10l ds

la|<m™(

a, (12
= Z | D UHL2(Q) )

|laj<m

8a1+a2+...+an

n
ot D* = et |a| = >y la dérivée au sens des distributions.
n .
0x{'0x5?...0x

D’une maniére plus générale, pour tout réel p, on définit [’espace
WmP(Q) = {u e LP(Q), D% € LP(2) pour toute o« € N", tel que o] < m}
muni de la norme

lalBymn = 37 1D Ul gy 1 < p < 400

laj<m

Donc
W1’2(Q) = Hl(Q) et sz(Q) = H™(Q).

1.2 Quelques inégalités utiles

Définition 1.2.1 Soit f : I — R une fonction continue ot I un intervalle
de R.

On dit que f est une fonction convexe si

V(z,y) e PVA€(0,1]: fAz+ (1= XN)y) < Af(z)+ (1= X) f(y)

Cette inégalité est appellée inégalité de convexité.
On dit que f est une fonction concave si —f est convezxe, i.e. avec les mémes
notations st

M@)+ (1 =) fy) < fQAr+(1=A)y)
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Proposition 1.2.1 La fonction : v — aP est stricement convexe sur RT.
Donc Yu,v € RY, on a

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Jensen)
Soit feL':Q —]a,b| et o:]a,b[ — R est conveze, on a

1 1
© mﬂ/fdu Smg/wofdlﬁ

1.3 Opérateurs non bornés

Dans toute la suite H est un espace de Hilbert et X un espace de Banach,
sa norme est notée ||.||.

Définition 1.3.1 Soit D C X un sous espace vectoriel. Un opérateur li-
néaire dans X est un couple (A, D), et A: D — X est une application li-
néaire. On dit que A est borné si || Aul| reste bornée lorsque w € {z € D, ||z| < 1}.
Dans le contraire, A est dit non borné.

Définition 1.3.2 ['opérateur (A, D(A)) est dit fermé si et seulement si pour
tout suite (v,) C D(A) telle que x, — = € X et Az, — y € X. Alors
x € D(A) ety = Ax.

1.4 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.4.1 Un opérateur linéaire A dans X est dit dissipatif si
VA > 0,Vu € D(A), ||lu — AAul|| > ||u|

Définition 1.4.2 Un opérateur linéaire A dans X est dit m-dissipatif si A
est dissipatif
YA>0,Vfe X, Fue DA),u—Nu=f

Remarque 1.4.1 Si A est un opérateur m-dissipatif dans X, pour tout f €
X et tout X > 0, I’équation u — NAu = [ posséde une unique solution qui
vérifie |ull < [ f]]-
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Définition 1.4.3 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X et X > 0. Pour
tout f € X, on note Jyf la solution u de l’équation u — NAu = f.

Proposition 1.4.1 Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X. Les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes :

(i) A est m-dissipatif dans X .

(i) il existe Ao > 0 tel que pour tout f € X, il existe w € D(A) tel que

u— AgAu = f.

Proposition 1.4.2 Si A est m-dissipatif, alors G(A) est fermé dans X.

Définition 1.4.4 Soit A: D(A) C H — H, un opérateur linéaire avec D(A)
dense dans H.

(i) On appelle opérateur adjoint de A, lopérateur A* . D(A*) C H — H
défini par

D(A*) ={v e H,3u" € H avec : (Au,v) = (u, A"v) ,Vu € D(A)}

(i) on dit que A est un opérateur symétrique si

(Au,v) = (u, Av) ,\VYu € D(A) et Yv € D(A) C D(AY)

(iii) On dit que A est auto-adjoint si
D(A) = D(A*) et Au= A*u,Yu € D(A)
Proposition 1.4.3 A est dissipatif dans H si et seulement si
(Au,u) <0, pour tout u € D(A)

Proposition 1.4.4 Si A est un opérateur auto-adjoint dans H, et si A <0
( c-a-d, (Au,u) <0 pour tout u € D(A)), alors A est m-dissipatif.

Corollaire 1.4.1 Soit A un opérateur linéaire dans H, de domaine dense,
tel que G(A) C G(A*) et A < 0. Alors A est m-dissipatif si et seulement si
A est auto-adjoint.
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1.5 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.5.1 Soit X un espace de Banach, une famille {S(t)},~, d’opé-
rateurs linéaires bornés de X vers X est dite semi-groupe d’opérateurs li-
néaires bornés sur X si et seulement si :

(i) S(0) = I, l’identité dans X.

(i) S(t+s) = S(t)S(s), Vs, t>0.

Définition 1.5.2 Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit :
(i) Uniformément continu si lim |S(t) — I|| = 0.
t—0

(ii) Fortement continu ou de classe Cy si lim+S(t)ac =z, Vo e X.
t—0

(i1i) Semi-groupe de contraction de classe Cy s’il est de classe Cy et ||S(t)]| <
1, Vt > 0.

Remarque 1.5.1 Si {S(t)},., est un semi-groupe uniformément continu,

alors
lim [|5(t) = S(s)[| =0
Définition 1.5.3 Etant donné un ferméQ C X et {S(t)},5, un semi-groupe
continu de § dans Q, le générateur infinitésimal A du semi-groupe {S(t)},5,
est défini par :
Stu—u  dS(t)u

Au = 1i =
Y ti%}r t dt

, pour tout u € D(A)
=0

ou
D(A) = {u € Q: lim M existe}

t—0t

Théoréme 1.5.1 Soit {S(t)},5, un semi-groupe de classe Cy sur X. Il existe
une constante w > 0 et M > 1 telle que :

S|l < Me*" pour 0 <t < oo
Preuve. Voir [13] =

Corollaire 1.5.1 Si {S(t)},5, est un semi-groupe de classe Cy, alors pour
tout x € X. La fonction t — S(t)x est continue de Rt dans X.
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Théoréme 1.5.2 Soit {S(t)},., un semi-groupe de classe Cy sur X et soit
A son générateur infinitésimal, alors

(a) Pour tout x € X
t+h

1
hmE/S(s)xds = S(t)z

h—0
t

t

(b) pour tout x € X, /S(s)a:ds € D(A) et

0

A /S(s)xds =S(t)r —x

0

(c) Pour tout v € X, S(s)x € D(A) et

S(t)x — S(s)x = /tS(T)A.%‘dT = /tAS(T):ch

Preuve. Voir [13] =

Corollaire 1.5.2 Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
classe Cy sur X, alors D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire
fermé.

1.6 Opérateurs sectoriels et semi-groupes ana-
lytiques

Soit X un espace de Banach complexe et (;,, deux nombres complexes.

Définition 1.6.1 Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach X est
appelé opérateur sectoriel s’il est fermé, D(A) dense dans X et il existe ® €

}O, g [, M > 1, a €R, tel que le secteur

Auo = {A € C.® < Jarg(A —a)] < 7 A # 0} C p(A)
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ot p(A) est la résolvante de A et

IO =47 <

M
VA e A,
A —al’ € Sao

Remarque 1.6.1 » Si A est opérateur linéaire borné dans un espace de
Banach, alors A est sectoriel.

» Si A est un opérateur auto-adjoint et & domaine dense dans un espace de
Hilbert, et si A est borné par dessous, alors A est sectoriel.

» Le laplacien est un exemple d’opérateur sectoriel.

Définition 1.6.2 Soit X = {2 € C: ¢, <argz < ¢y, ¢, <0 < ¢y}, et soit
S(z) ot z € X un opérateur linéaire borné. La famille {S(2)}, s, est dite
semi-groupe analytique (ou holomorphe) dans X, si

(1) z — S(2) est analytique dans 3.

(17) S(0) =1 et ,IZE%S(Z)'I = z.pour tout V x € X.

z€X

(’lZZ) S(Zl + ZQ) = S(Zl).s<22), Vzl,zg €.

Définition 1.6.3 Un semi-groupe S(t) est dit analytique s’il est analytique
dans un secteur ¥ contenant le demi axe des réels non négatifs.

Remarque 1.6.2 La restriction d’un semi-groupe analytique o l’axe des réels
est un semi-groupe de classe Cy.

Théoréme 1.6.1 Si A est un opérateurs sectoriel, alors — A est le générateur

infinitésimal d’'un semi-groupe analytique {e_tA} >0

Remarque 1.6.3 Si —A engendre un semi-groupe analytique, alors A est
sectoriel.

1.7 Espaces de Hdolder

Définition 1.7.1 Soit Q C R™ un domaine, une fonction u € C(Q) est dite
dans C*(2), pour « € ]0,1[, si

wp @) )]

a
z,yEQ,x#y |ZE - y|

8
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On munit C*(Q) une norme définie par :

lall, =l + sup L)l
z,yEQz#y |x—y|

On définit l’espace C™1*(Q), pour o € 10, 1] et m € N, consiste les fonctions
u € C(RQ) telles que :

[ull s = el + D [P, < o0
B:0<|8|<m

Les espace ainsi définis sont des espaces de Banach
Les espaces C™T(Q) sont appelés espaces de Holder.

On définit I’analogue des espaces de Holder pour le cas parabolique. Dans
toute la suite D = Q x |0, T[ désigne un cylindre borné de R"™!, on désigne

par 0D = 00 x {t =0} la frontiére parabolique de D supposée * assez
réguliére 7.

Définition 1.7.2 On définit les espaces de Holder C*(D) et C*T*(D) par :

C*(D) ={u: D — R bornée telle que : |u(z) —u(y)| < K|z —y|* Vao,y € Q}
C*™(D) = {u € C*(D), telle que Dyu, D?u, Dyu € C*(D)}

Les espaces C*(D) et C*™*(D) munient des normes respectives :

lall, = Jull .+ sup 1) ulv)]
z,YEQ,THAY |x—y|

kg = ol + 32 [Dsyull, + 3 [02,0]] + 100,
1 1

sont des espaces de Banach.

Lemme 1.7.1 Soient Q C R™ un domaine borné avec 02 est de classe C™ et
A un opérateur sectoriel dans X = LP(Q)) avec un domaine D(A) C W™P(Q)
pour certain m > 1. Alors pour 0 < a <1,

X C WmP(Q) sik—ﬁ<m0¢—ﬁ,q2p
p p
X*c v () 5>‘Z'O§1/<m04—E

wmr C C¥(Q) sz'()§y<ma—ﬁ
p
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de plus les injections sont continues.

1.8 Théoréme de régularité

On veut maintenant énoncer un résultat sur la régularité holderienne des
solutions des équations elliptiques.

Théoréme 1.8.1 (Théoréme de Schauder)
Soient ) un domaine de frontiére assez régquliere, 0 < a < 1 et A un opérateur

fortement elliptique dont les coefficients sont C*(2) et bornés. Alors si f €

C*(Q2), le probléme :

Au=f dans §2
U= sur OS2

ot p € C(Q) admet une solution u € C*+*(Q).
Preuve. Voir [6] =

Théoréme 1.8.2 Soit l'opérateur parabolique :

n

b 4 c— 2
1 Z@xi

L= ay-—
Z_lafaxiaxj P ot

©J= =

et soit application continue : f : D — R. Supposons que
(1) aij; bi,c € C*(D),|lagsll,, < k. [|bsll o < F, lell, < k.

(ii) Iky > 0 tel que Y ayé,&; > k¢, VE € R™.

ij=1
(1i2) || f]] < oo.
Alors pour toute ¢ définie et continue sur OD, le probléeme parabolique :

Lu=f dans D
u=1 sur 0D

admet une solution u € C***(D). De plus :

[ullzye < K (ull oo + [ fllca)

10
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ot K ne dépend que de kq, D, k. De plus si les dérivées DZLD’;aij, D;”D]Jﬁbi,D;”D’}f
existent et sont holderiennes (0 < m+2k < p, k < q), alors D;"D’J‘?u existent
et sont holderiennes dans D (0 <m+2k <p+2,k<qg+1).

Théoréme 1.8.3 Soient D = Q x |0, T, Q est un domaine borné de R,
f € L*®, p > 2 et bornée, o € C? et bornée. Alors si u est la solution
classique du probléme :

up = a(x, t)ug, + f(z,1) dans Q x 10, T
u=0 sur 002 x 10, T
U= ent=20
ot a € C(D) bornée, on a sur tout compact Q de D linégalité suivante

[t o + el oo + el o < ©

ot C' ne dépend que des bornes de f, p, u et du domaine Q.

11



Chapitre 2

Théorie générale sur les
équations du type parabolique

2.1 Méthode du semi-groupe

2.1.1 Semi-groupes engendré par un opérateur m-dissipatif

Soit X un espace de Banach et A un opérateur m-disspatif dans X, de
domaine dense.
Pour A > 0, on consideére les opérateurs .J, (définition (1.4.3)) et A, défini

-1
par Ay = AJ, = 2

, et on pose

Sy(t) = e pour t > 0

Théoréme 2.1.1 Pour tout © € X, la suite de fonction uy(t) = S\(t)x
converge uniformément sur tout intervalle borné [0, T| vers une fonction u €
C ([0,00[, X), quand A\ — 0. Si on pose S(t)x = u(t), pour tout x € X et

t>0,0na:
S(t) e £(x) et ||SH)] <1,t>0
S0)=1
S(t+s)=S(t)S(s), Vs,t >0
De plus, pour tout x € D(A), u(t) = S(t)x est l'unique solution du probléme :
u € C([0,00[, D(A)) N C* ([0, 00[, X)
W =Au, t >0 (2.1)
u(0) ==z

12



CHAPITRE 2. THEORIE GENERALE SUR LES EQUATIONS DU
TYPE PARABOLIQUE

Enfin, pour tout x € D(A) ett >0, on a :
S(t)Ax = AS(t)x

Preuve. Voir [3| =

2.1.2 Semi-groupes de contraction et leurs générateurs

Définition 2.1.1 Une famille {S(t)},-, d’opérateurs linéaires bornés est dite
semi-groupe de contraction sur X, si

(i) [|S(t)|| = 1 pour tout t > 0

(i1) S(0) = I, lidentité dans X

(iii) S(t 4+ s) = S(t)S(s) pour tout t,s > 0

() pour tout x € X, S(t)x € C ([0, 00, X)

Définition 2.1.2 Le générateur infinitésimal de S(t) est l'opérateur linéaire
A défini par :
S(h)u —
D(A) = {:z: € X: % a une limite dans X quand h — 0}

S(h)u

Au = limT_u, Yu € D(A)

h—0

Proposition 2.1.1 Soit S(t) un semi-groupe de contraction sur X, et A son
générateur. Alors A est m-dissipatif et D(A) est dense.

Preuve. En trois étapes.

Etape 1. A est dissipatif. Pour tout u € D(A), A >0et h >0, on a
A
‘(1 T E) v

d’ou le résultat, en faisant h — 0.

S(h)u —u

~ A
Y h

A
= Z1IShyall = ]

2 ‘

13



CHAPITRE 2. THEORIE GENERALE SUR LES EQUATIONS DU
TYPE PARABOLIQUE

Etape 2. A est m-dissipatif. On définit 'opérateur J par
J(u) = /e_tS(t)udt, pour tout u € X

0

Il est clair que J € £(z), avec ||J|| < 1. Pour u € X et h > 0, on a

S(hz_]Ju _ %/et (S(t+ h)u — S(t)u) dt

o

0
= l7€_(t_h)5(t)dt 1 / e 'S (t)udt
h h
h

0

eh —1

00 h
h
o —t A
= h /e S(t)udt h/e S(t)udt
0

0

En faisant h — 0, on obtient

limMJu =Ju—u
h—0 h

et donc Ju € D(A), avec AJu = Ju — u, soit Ju — AJu = u.
Etape 3. Pour tout u € X et ¢ > 0, on pose

¢
up = %/S(s)ds
0

14
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TYPE PARABOLIQUE

Il est clair que u; — u, lorsque t — 0. Pour montrer que D(A) est dense,
il suffit de montrer que u; € D(A) pour tout ¢t > 0. Or on a pour tout h > 0,

S() 1 1t+h 1t
t) —
tTut = E/S(s)uds - E/S(s)uds
h 0
t+h ¢
_ 1/5()d—1/5()d
= 7 s)uds — + s)uds
t 0

Lorsque h — 0, le membre de droite converge vers S(t)u — u, et donc
uy € D(A) avec
S(t)u —
Aut = —( )1; Y

Théoréme 2.1.2 (Théoréme de Hille-Yosida-Phillips)

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
contraction sur X si et seulement si A est m-dissipatif de domaine

dense.

Preuve. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction
sur X, la proposition (2.1.1) montre que A est m-dissipatif de domaine dense.

Réciproquement, supposons que A est m-dissipatif de domaine dense, et
soit S(t) le semi-groupe associé a A par le théoreme (?7). Il est immédiat que
S(t) est un semi-groupe de contraction. Notons L son générateur et montrons
que L = A.

Pour u € D(A) et h > 0, on a (théoréeme (?7))

et donc u € D(L) avec Lu = Au. Par conséquent, G(A) C G(L).

15
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TYPE PARABOLIQUE

Finalement, soit v € D(L). Puisque A est m-dissipatif, il existe u € D(A)
tel que
u—Au=v— Lv

et puisque G(A) C G(L), on a

(u—v)=L(u—v)=0

L étant dissipatif, on a u = v, et donc

G(L) C G(A)

Par suite

ce qui termine la preuve. m

2.1.3 Equations non-homogénes

Soit (X,].|]) un espace de Banach et A un opérateur m-dissipatif et a
domaine D(A) dense dans X. Etant donnée z € X et f : [0,7] — X. On
veut résoudre le probléme suivant :

we C(0,7], D(4) NC (0,T], X)
u 4+ Au = f(t) te 0,7 (2.2)
u(0) ==z

Lemme 2.1.1 Soit x € D(A) et f € C([0,T],X). On considére une solu-
tionu € C([0,T],D(A))NC*([0,T],X) du probléeme (2.2). Alors on a

u(t) = S(t)x + /S(t —5)f(s)ds, YVt €[0,T] (2.3)

16
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TYPE PARABOLIQUE

Preuve. Soit t € [0,7]. On pose

w(s) = S(t — s)u(s), pour s € [0, 1]

Soit s € [0,t] et h €]0,¢t — s[, on a

w(s + h) —w(s) _ S(t—s—1) {u(s—l—h) —u(s) S(g) _Iu(s)}

h h h
= S(t —s){u'(s) — Au(s)}
= S(t—s)f(s)

Puisque S(t—.)f(.) € C ([0,t], X), on en déduit que w € C* ([0, [, X) et
w'(s) = S(t — s)f(s), pour tout s € [0,¢] (2.4)

On inteégre (2.4) entre 0 et 7 < ¢, puis on fait tendre 7 vers ¢, on obtient
ainsi (2.3). =

Corollaire 2.1.1 Pour tout x € D(A) et f € C([0,T],X), le probléme
(2.2) posséde au plus une solution.

Remarque 2.1.1 Pour tout x € X et f € C([0,7],X), la formule (2.3)
définit une fonction u € C ([0, T],X). Nous allons chercher des conditions
suffisantes pour que u donnée par (2.83) soit solution de (2.2).

Lemme 2.1.2 Pour tout v € X et f € L' ([0,T];X), la formule (2.3) défi-
nit une fonction v € C ([0, 7], X). De plus, on a

lell ooy < Nl + A1 Lo oz

Preuve. Le résultat est claire lorsque f € C([0,7T],X), et s’obtient par
densité dans le cas général. m
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Proposition 2.1.2 Soit © € D(A) et f € C([0,T],X). On suppose que
l'une au moins des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) f € L' ([0,T], D(A))

(ii) f € W ((0,T], X)

Alors u donnée par (2.3) est la solution de (2.2)

Preuve. Elle décompose en quatre étapes. On pose

vt:/S(t—s ds—/S f(t—s)ds, pour t € [0,T]

Etape 1. Onav € C'([0,7], X). En effet, lorsque f € L' ([0,7]; D(A)),
on écrit pour ¢ € [0,t[ et h € [0, — s]

. t+h
u(t+ h})L —o(t) _ /S(t _ S)%f(s)ds + %/S(t +h—s)f(s)ds

et on fait ~ — 0. On remarque que

S(h) — I

- f — Af dans L' ([0,7]; X) lorsque h — 0

et on applique le lemme (2.1.2), il vient

%(t) = /S(t — s)Af(s)ds + f(t), pour tout ¢t € [0,T]
0

Lorsque f € W([0,T], X), on écrit pour t € [0,¢[ et h € [0, — ]

(t+h —o(t /S t+h—8)—f(t—3)d5+5(h)%/5(t_5)f(3)d5

h

18
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et on fait A — 0. On remarque que

flt+h- 52 “IEZ9) gy~ g dans £10,4] lovsque b — 0

et on applique le lemme (2.1.2), il vient

%(t) - /S<8)f,(t —s)ds + S(t) f(0), pour tout t € [0, T

0

Dans les deux cas, on a

d*tv
E € C([OaT[aX)

et donc
ve (0,71, X)

g
Etape 2. v € C' ([0, T[, X). De la méme fagon, on montre que d—tv(T)

existe est égale a tlirr%v’ (1),
d’ott le résultat.

Etape 3. Soit t € [0,t[ et h € [0, — s|. On a

% — %/S(tjth—s)f(s)ds—%/S(t_s)f(s)ds

[e=]

0

B MFHU—W”_%/ﬁ@+h—$ﬂ$%
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En faisnt A — 0, on obtient

v(t) € D(A)

et

Par fermeture du graphe, ceci reste vrai pour ¢t =T Il résulte que

ve C([0,T],D(A))

et que v vérifie ’équation du probléme (2.2).
Etape 4. On a

u(t) = S(t)z +v(t) € C (0,T], D(A) N C (0, 7], X)

De plus
u'(t) = AS(t)x + Av(t) + f(t) = Au(t) + f(t), pour tout t € [0,T]
On a donc (2.2) est immeédiat. m

Corollaire 2.1.2 Soit ug € X, f € C([0,T],X) et u donnée par (2.3).
Supposons que l’'une des deux conditions suivantes a lieu :

(1) ue C([0,T[, D(A))

(1) u e CH([0,T[, X)

Alors u est la solution de (2.2).

Proposition 2.1.3 Soit

re X, fel'(0,T],X) etuec L' ([0,7],X)
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On suppose en outre que
u € L' ([0,T), D(A)) et queu € WH([0,T], X)
Alors u vérifie (2.3) si et seulement si u vérifie

we LV([0,T], D(4)) 0 W (0,7], X)
u = Au+ f(t) pour presque tout t € 0,7 (2.5)
uw(0) =x

Preuve. Voir [3] =

2.1.4 Le lemme de Gronwall

On présente dans ce paragraphe un lemme qui est trés utile dans ’étude
des problémes semi-linéaires, aussi bien pour monter I'unicité des solutions.que
pour établir des propriétés de bornage.

Lemme 2.1.3 (Lemme de Gronwall)
Soit T'>0, € L]0, T[, A\ >0 p.p. et Cy, Cy > 0. Soit o € L]0, T[, ¢ >0
p.p, tel que A\p € L]0, T et

t

o(t) <Ci + C’Q/)\(s)go(s)ds, pourt € 10, T

Alors on a

¢
o(t) < Cyexp CQ/)\(S)dS , pour t € 10,7
0

Preuve. On pose
t
P(t) < Cy + Cg/)\(s)gp(s)ds, pour t € [0,7]
0

1 est dérivable presque (car absolument continue), et on a
W) < CoABp(t) < CoAB(H), pop sur 0, T
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Par conséquent

et donc

W(t) < Crexp C’Q/)\(s)ds , pour tout ¢t € 10,7
0
D’ot le résultat, puisque p < ¢ p.p. &
Remarque 2.1.2 En particulier, si C; =0, on a ¢ =0 p.p.

2.1.5 Probléme semi-linéaire

Définition 2.1.3 On dit qu’une fonction f : X — X est lipshitzienne sur
les bornés de X si pour tout M > 0, il existe une constante K(M), telle que

1 () = )l < K(M) ||z =y, Va,y € By

ot By est la boule de centre 0 et de rayon M.

Soit f : X — X est une fonction lipschitzienne sur les bornés de X. on
note K (M) la constante de lipschitzde f sur By, pour M > 0. En particulier,
K (M) est une fonction croissante de M.

Etant donné = € X, on cherche une solution u du probleme :

we C(0.7), D(A) N CH (0,77, X)
u’((t)) = Au(t) + f(u), te[0,7T] (2.6)
u(0) =z

D’apres le lemme (2.1.1) toute solution du probléme (2.6) est solution du
probléme suivant :

u(t) = S(t)u+ /S(t — 8)f(u(s))ds, ¥t € [0,T] (2.7)
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Existence locale de la solution

Définition 2.1.4 On dit qu’une fonction u de la variable réelle t > 0 a
valeurs dans X est solution locale du probléme (2.6), s’il existe u définie sur

un intervalle mazimal [0, T qui pour toutt < T est l'unique solution de (2.6),
dans C* ([0, T[,X) .

Lemme 2.1.4 Soit T > 0, x € X et u,v € C([0,7],X) deux solution du
probléeme (2.7). Alors u = v.

Preuve. On pose

M = sup max{[|u(?®)|, |lv(®)|}

t€[0,T]

On a alors

lu(t) — ()] < / | F(uls) — Fo(s))] ds < K(M) / lu(s) — v(s)| ds, ¥t € [0,

On conclut que u =v. =
Posons Ty = [2K (2M + ||f(O)]) +2]"" > 0, pour M > 0. On a un
résultat d’existence locale.

Proposition 2.1.4 Soit M > 0 et u € X tel que ||ul| < M. Alors, il existe
une unique solution u € C ([0, Tn], X) de (2.7), avec T = T)y.

Preuve. Voir [3] =
Théoréme 2.1.3 [ existe une fonction T : X — |0, 00| avec les propriétés

suivantes. Pour tout x € X, il existe u € C ([0, T(z)[,X) qui pour tout
T < T(z) est l'unique solution de (2.7) dans C ([0, T, X). de plus :

e (Hf(())H +2 ()] ﬁ _ 2) , pour tout t € [0, ()|
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En particulier, I'une des deux éventualités suivantes a lieu :
(i) T(z) = oo.
(i) T(z) <ooet lim )||u(t)|| = 00.

—(
Remarque 2.1.3 Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u
est globale. Si (ii) est satisfaite, on dit que la solution u explose en temps fini.
L’alternative (1)-(ii) signifie en d’autres termes que l’existence globale de la
solution u est équivalente o lexistence d’une estimation a-priori de ||u(t)|| sur
0,7(2)].
Dans la pratique, on établit de telles estimations a-priori par les méthodes ha-
bituelles d’estimations dans les E.D.P (principes de maximum, principes de
comparaisons, multiplications), auquelles il convient en général d’ajouter des
techniques d’inégalités différentielles ou intégrales plus spécifiques des équa-
tions d’evolution (intégrales premiéres, fonctions de Liapunov, et diverses
variantes du lemme de Gronwall).

Preuve. Voir [3] =

2.2 Meéthode des sous-solutions et sur-solutions

2.2.1 Principe de maximum

Le principe de maximum admet de nombreux formulations, on va présen-
ter quelques une.
Soit D = Q x |0, T est un cylindre borné de R"*! de frontiére parabolique
0D = 0Q U {t =0}.

Le principe de maximum dans le cas scalaire

Considérons 'opérateur différentiel P tel que Pu = Lu 4+ au = f ou
u=u(z,t),(x,t) € D CR" xR" et

n

Lu = Z a;;(z,t)D;Dju + Z a;(x,t)Diu — uy

ij=1 i=1

avec les coefficients a;;, a; sont bornés dans D et a;; = aj; Vi, j.
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Définition 2.2.1 On dit que L est uniformément parabolique dans D s’il
existe p > 0,& = (&4, ...,&,,) € R" tels que

n

> ay(e, )68 > pléf* V(e t) € D

ij=1

Définition 2.2.2 Soient (t1,x1) et (ta, x2) € D, on dit que (t1, 1) est connecté
a (ta, ) par un sequement horizontal si t; = ty et les points peuvent étre
joindré par un sequement dans (t; = t) N D. De la méme fagon, on dit que
ces points peuvent étre joindre par un sequement vertical si x1 = To, 11 = to
et le sequement est continu dans D.

Théoréme 2.2.1 (Principe de maximum fort)

Supposons que L est uniformément parabolique dans D, avec a <0 et f >0

(réspectivement f < 0) dans D. Soit supu = M (respectivement i%f u=m)
D

et supposons que u(t,T) = M pour un certain (t,z) € D.

Alors u(t,x) = M en tous les points dans D qui peuvent étre connecté a (t, T)
par un arc dans D qui consiste en un nombre fini des sequements horizontaux
et verticaux.

Preuve. Voir [18] =

Le principe de maximum dans le cas systéme

Considérons

- 0? u 0 0
L, = ) ) o _ 2,19
Z aw 8%(‘31’] + Z ! 8@ * at’ v ’

ij=1 i=1

deux opérateurs paraboliques dans D.
Considérons le systéme parabolique faiblement couplé suivant :

Lu= Liu+dv
Lv= LQ’U + dzu

ol u, v sont de classe C*! sur D.

Soient les deux hypothéses suivantes :

A) Les coefficients de Ly, Lo ainsi que d1, ds sont continues dans D.

B) 1l existe M, tels que C*(z,t) < M, d;(x,t) < M pout tout (z,t) € D.

25



CHAPITRE 2. THEORIE GENERALE SUR LES EQUATIONS DU
TYPE PARABOLIQUE

Proposition 2.2.1 Supposons que l’hypothése (B) est satisfaite, Si u,v sont
de classe C*' dans D tel que, Lyu > 0, Lyv > 0 dans D et u < 0,v < 0
sur 0D (resp. Lyu < 0,Lsv < 0 dans D et uw > 0,v > 0 sur D), alors
u < 0,v <0 dans D (resp. u > 0,v >0 dans D).

Théoréme 2.2.2 Supposons que les deux hypothéses (A) et (B) sont satis-
faites. Siu,v sont continues dans D de classe C*' dans D tel que, Lyu > 0,
Loyv >0 dans D et u < 0,0 <0 sur dD (resp. Lyu <0, Lyv <0 dans D et
u>0,v>0 surdD), alorsu < 0,v <0 dans D (resp. u > 0,v > 0 dans D.

Preuve. Voir [14] =

2.2.2 Meéthode des sous-solutions et sur-solutions
Problémes elliptiques

Soit le probléme :

{ Au—+ f(z,u) =0 dans €

Bu=g sur 0f2 (2.8)

ol {2 C R™ est un domaine borné. A est un opérateur elliptique de degré 2

ou .
A= Zawa 0T, Z'Zb .,x—(xl,...,xn)eR

3,j=1

avec la matrice (a;;) définie positive. B est I'un des opérateurs frontiére :

Bu:uouBu:?—l—ﬁ(x)u, x € 00
v

0
Ici — signifie la dérivée par rapport & la normale extérieure, et on suppose

v
toujours S > 0 définie sur le bord 0€2. On suppose de plus que les coefficients
de L sont de classe C'“ et f est supposée réguliére au sens suivant : f est de
classe C! par rapport & u et de classe C'“ par rapport & x. on suppose que

99 est de classe C*.
On donne les définitions des sous et sur-solutions du probléme (2.8).
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Définition 2.2.3 Une fonctionu € C*(Q)NC*(Q) est dite une sur-solution
du probléme (2.8) si

(i) Au+ f(z,u) <0

(ii) Bu > g

Définition 2.2.4 Une fonction u € C?(Q)NC*(Q) est dite une sous-solution
du probléme (2.8) si
(1) Au+ f(z,u) >0

(ii) Bu<g
Théoréme 2.2.3 Soient u,u € C?(2) N CY(Q) deuz fonctions w > u telles
que

Au+ f(v,u) < 0, Bu>g

Au+ f(z,u) > 0, Bu<g

Supposons f est C* par rapport ¢ u sur minu < u < maxu. Alors, il existe
une solution réquliere w du probléme

w e C3HN) NCYQ)
Aw + f(z,w) =0
Bw =g

De plus, on au < w <7u
Preuve. Voir [17] =

Problémes paraboliques

Soit 2 un domaine borné de R" et soit D = Q x |0, T[. On consideére le
probléeme de Cauchy suivant :

Au+ f(x,u) — = dans D
Bu = g(,1) sur 99 x 10, T (2.9)
u(x,0) = g(x) sur DN {t =0}
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Définition 2.2.5 Une fonctionu est dite une sur-solution du probléme (2.9)
51

(1) Au+ f(x,u) — % <0
(ii) Bu > g
(iii) u(x,0) = g(x)

Définition 2.2.6 Une fonction u est dite une sous-solution du probléeme

(2.9) si

(i) Au+ ()~ 2 > 0
(ii) Bu < g

(i) (s, 0) < (+)

Théoréme 2.2.4 Si pour le probléme (2.9), il existe une sur-solution u et
une sous-solution w, u > wu, alors il existe une solution classique du probléme

(2.9).

Preuve. Voir [17]. =
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Chapitre 3

Etude d’un systéme d’équations
paraboliques dégénérées

3.1 Position du probléme

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence locale, I'unicité et 1’explo-
sion en temps fini de la solution du systéme parabolique dégénéré suivant :

ruy = Au+ P dans Q x ]0, 77

(1—2)v, = Av+uP (3.1)
u(z,t) = v(x,t) =0, r€{0,1} '
u(z,0) = ug(x),v(z,0) = vo(x), x €

ou ) =10,1[et 1 <p <2, ug,v9g € C*([0,1]) avec ug,vp > 0 et uyg = vy
dans {0,1}.

Le systéme (3.1) est dit dégénéré en x = 0 et © = 1 en ce sens que le
coeflicient de u; tend vers 0 quand x tend vers 0 et le coefficient de v; tend
vers 0 lorsque = tend vers 1.

On commence par établir I'existence locale et 'unicité de la solution de ce
systéme et on démontre que sous certaines conditions suffisantes, la solution
n’est pas globale, on dit alors qu’elle explose en temps fini 7T'.
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3.2 Existence locale et unicité de la solution

Dans cette section, on établit ’existence locale et 'unicité d’une solution
classique pour le systéme parabolique dégénéré suivant :

ruy = Au + 0P dans ]0,1[ x ]0, T
(1—2)v, =Av+uP (3.2)
u(z,t) =v(z,t) =0 z e {0,1} '

U(]}70) :uo(l‘),v(x,(]) :U()(Jf) ZEE]O,l[
On suppose que

ug, vo € C**([0,1]) ,ug, vo > 0 et ug = v sur {0,1}

Ici, l'idée consiste a tronquer l'intervalle |0,1[ en considérant 'intervalle
le,1 —¢€[, € > 0 de telle sorte que le systeme (3.2) devient non dégénéré
dans e, 1 — €[ x ]0,T7.

On considére alors le nouveau systéme suivant :

xup = Au + P, dans Je,1 — €[ x |0, T
(1 —z)v, = Av + uP (3.3)
u(z,t) =v(x,t) =0 z e {el—¢€} '

u(z,0) = up(x),v(x,0) = vo(x) xr €le, 1 — ¢

Lemme 3.2.1 Pour tout € > 0, il existe to > 0 tel que le systéme (3.3)
admet une solution (u.,ve) sur e, 1 — €[ x ]0,to].

Pour prouver 'existence de la solution du systéme (3.2), I'idée consiste a
montrer que (u.), (v.) convergent vers des fonctions u, v lorsque ¢ — 0 de
telle sorte que les limites u, v soient solutions du systéme dégénére (3.2).

Lemme 3.2.2 Soit 1 > €¢; > €3 > 0 et supposons que (te,, Ve1) €t (Uey, Vey)
sont solutions du systéme (3.3) dans |0,to[. Alors

Uey < Uey

v < v, dans ler, 1 — e1[ x 0, to|

Preuve. Posons

W = Uey — Ug, B
Wo = Ve, — Ve dans ]61,1 61[ X ]O,to[
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Alors, on a

{ z(wi); — Awy = (v, )P — (ve,)P = pb ws
(1= 2)(w2): — Awy = (ug,)? — (ue,)? = pby "wy

ou

pour A\(z,t) €]0,1]

De plus

wi=wy=0ent=0e¢t w,uys >0enz=cretx=1—¢

Le principe de maximum, nous donne

Zﬁg dans Jer, 1 — e[ x 10, fo|
|
D’apres le lemme (3.2.2) les suites (u.) et (v.) sont monotones décrois-
santes. On prend la limite des deux suites lorsque € — 0.
Il faut montrer qu’il existe ¢y > 0 ne dependant pas de € telles que les solu-
tions (u.) et (ve) soient définies sur Je, 1 — €[ x ]0, ¢o[ pour tout € > 0.
Pour cela nous avons besoin d’un résultat des sous et sur-solutions.
s : . ) , —~ @ O
Définition 3.2.1 Soit ) un domaine borné de R™ et soient L; = Z a; 90D
k1 LrOT 5

— ) O . .

E b’(“)f)_’ 1 = 1,2 deux opérateurs fortement elliptiques & coefficient de
Tk

k=1

classe Ctbornés sur Q. Considérons le systéme parabolique suivant :

p

u = Lyu+ f1(t, x,u,v)
vy = Lov + fo(t, z,u,v) xeQte]0,T[
U(l‘,t) - h1($,t)
v(z,t) = hy(z,1) z€dtel0,T] (3.4)
U(O,m) - Uo(llj')

\ /U(O,,Qj) = 'l]o(:L‘) x e
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ou ug, vy sont de classe C*(S) et positives, h; continues sur 92 x |0, T et
positives, f; sont localement lipschitziennes et croissantes par rapport a (u,v).

On dit que les deuz couples de fonctions (uy,u,) et (Uy,Us) de classe C*! (2 x 10,T)

sont sous-solutions et sur-solutions respectivement si elles vérifient les inéga-
lités suivantes :

(Ui)e — Liw; — fi(t, 2,00, %) > 0= (w;)e — Liw; — f1(t, @, uy, u,), Vi=1,2
Ujlpq = hi > Uilyg,V(x,t) € Qx(0,T)
uy > ug > Uy
Uy = Vg = U ent=0

Le théoréme suivant nous donne une propriété importante des sous et sur-
solutions.

Théoréme 3.2.1 Désignons par (u,,u,) et (U1, Us) les sous-solutions et les
sur-solutions respectivement du systéme (3.4) sur Q2 x]0,T[. Alors le systéme
(8.4) admet une solution unique (u,v) dans Qx1]0,T*[, pour T* > T tel que :

u; <u <1
H2§U§H2

De plus si les sous et sur-solutions existent dans 2 x 10, T*[, alors la solution
(u,v) se prolonge ent =T*.

Preuve. Voir [12] =

Théoréme 3.2.2 II existe to > 0 et une fonction h € C*([0,1],][0,t])
telle que Ye > 0, il existe deux solutions (u.) et (ve) du systéme (3.3) dans
le, 1 — €[ x ]0,to] et vérifient :

h
h

Ue

VANVAN

Ve

Preuve. Supposons qu’il existe kg > 0 telle que :

up(r) < kotp(w)

vo(x) < kotp(x) z el
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ou

Fixons € > 0 et choisissons § € ]O, %[ telle que

—(-1)
0 < (2]€0) p
Considérons le systéme suivant
,_ K
41§
avec
k(0) = ko

Il existe ty > 0 tel que le systéme admet une solution (k, k) dans [0, to]
Posons alors
h(z,t) = k(t)y(z) (x,t) €]0,1] x ]0, o]

Montrons maintenant que (h, k) est une sur-solution du systéme tronqué (3.3)
dans Je, 1 — €[ x ]0, #o].
Posons
Ji = zhy—Ah—h?
= zk'y+k— kPP

Pour z € ]0,0[U |1 —§,1[, t € ]0, %]

Ji >k — kP
kPP
> k(1-—
= e (-5)
> 0
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Pour z € 16,1 — o[, t € ]0, o]

J1

De plus

AVARLY,

v

xhy — Ah — hP

ok + k — kPyP

ok’ — kPP

k' — kPyP

¥ (6K — kPP
p_ K

o (- 55)

0

h(z,0) = koyp(x) > uo(z) et h(0,t) = h(1,t) =0

Posons encore

(1
(1

— 2)hy — Ah — hP
— 2K+ k— kPyP

Pour = € ]0,0[U 1 —§,1[, t € ]0,to|

Jo

v Vv

A%

k— kPy?

kp¢p
k<1— . )
0

34



CHAPITRE 3. ETUDE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS
PARABOLIQUES DEGENEREES

Pour z € 16,1 — o[, t € ]0, o]
Jo

(1—2)hy — A — P
(1— )k + &k — kPyP
(1—2)k'y — kP
Sk — kPP

Y (0K — kPP

o (o= 25)

= 0

AV

v

De plus
h(z,0) = koip(z) > vo(z) et h(0,t) = h(1,t) =0

Donc (h, h) est sur-solution du systeme (3.3) et :
0 < u.<h
0 < v.<h

[

Corollaire 3.2.1 Les suites (uc) et (v.) convergent simplement vers des
fonctions u et v dans 0, 1[x]0, to| quand € — 0. De plusu,v € LP (]0,1] x |0, to[) .

Preuve. D’aprés le théoréme (3.2.2), les fonctions (u.) et (v.) sont définie
dans Je, 1 — €[ x |0, to].
De plus

0<u<het0<wv <hdans |e,1 —¢[x]0,t

Définissons u, v par

limu.(z,t)  pour x € ]0,1[,t € [0, %]
u(gjjt) = e—0

0 pour z =0 ouz = 1,t € [0, o]

limv,(z, t) pour z € ]0,1[,t € [0, o]
U(Qj’t) = e—0

0 pour z =0 ouz = 1,t € [0, to]
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Le théoreme de la convergence dominée nous donne

u,v € LP (]0,1[ x |0, to])

3.3 Reégularité de la solution

On veut montrer maintenant dans cette section que les fonctions u, v du
corollaire (3.2.1) sont des solutions classiques du systéme dégénéré (3.2). Pour
cela nous avons besoins de deux lemmes suivants :

Lemme 3.3.1 Soit QQ = ]a, b[x]0, to] un domaine carré tel que 0 < a < b < 1
et 0 <ty < to, il existe C' > 0 ne dependant pas de € tel que :

||Ue||ca(Q) < ¢
[Vellgaigy < €
Preuve. D’aprés le théoréme (3.2.2), on a
[uelloe < C
[velloe < €
ou C' ne depend pas de e.
D’ou
el prgy = Cu
HUfHLp(Q) < G

ou ('] ne depend pas de e.
En utilisant I'inégalité du théoréeme (1.8.3), on obtient :

||(u5)x||LP(Q) + ”(Ue)szLP(Q) + ”(Ue)t”Lp(Q) < G
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ou (5 ne depend pas de e.
2

D’apres le lemme (1.7.1) de l'injection de Sobolev, on a pour p > T
-«

||“e||ca(Q) < C HUEHWLP(Q)

C (Ntelzogy + kel oy + 1 )l oy )
Cl

IN

ou C’ ne depend pas de e.
De méme pour v, c-a-d :
||Ue||oa(Q) <

Lemme 3.3.2 Soit QQ = ]a, b[x]0, t5] un domaine carré tel que 0 < a < b < 1
et 0 <ty < to, il existe C" > 0 ne dependant pas de € tel que

[uellgaragy < c”
||Ue||02+a(Q) <

Preuve. D’apres le théoréeme (1.8.2) de la régularité classique des solutions
des équations paraboliques appliqué a chacune des deux équations du systeme
(3.3) dans le domaine @

lucicasai < € (luclloe + 1 llcn(gy

or

1Pl
1Pl

el oo

[ell

IAIA

D’ou

|z —y|® |z =yl

w%ﬂ—%@N<O(B£1:EQO‘WyeQ
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Soit

IA

C7(HUeHCa«m>
Ch

WW@@

IN

ot C ne depend pas de € (d’aprés le lemme précédent).
finalement, on obtient alors :

Cl/
C/I

[[oe]] 2o (Q)

VARIVAN

e C2+o(Q)

ou C” ne depend pas de e. m

), a €]0,1],

Théoréme 3.3.1 Sous les suppositions que ug, vy € C*T (]0, 1
[ X ]07 to[

u,v sont des solutions classiques du systéme (3.2) dans 0,1

Preuve. Montrons d’abord que u, v sont C*! dans 0, 1[ X ]0, o[ et continues
dans [0, 1] x [0, to[.
Choisissons un point (z1, ;) € ]0,1[ X0, ¢o[, et un domaine Q = |a, b[ x |0, t5]
telle que :

O<a<z<b<letO<t;y<ty<ty

Le lemme (3.3.2) nous donne alors :

Jue(x) — ue(y)l < C" |z —y|*

| Daue(x) — Druc(y)| < C"[|lz =y

| D3ue(x) — Diuc(y)] < C" [l —y|*
| Deue(w) — Dyue(y)| < C" ||z — y|”

‘v’x,yeé

Les suites (u.), (Dyuc), (Du,), (Dyu,) sont equicontinues dans Q.

D’aprés le théoréeme d’Ascoli-Arzela, on peut extraire des sous suites notées
aussi (uc), (Dyue), (D?u,), (Dyue) qui convergent uniformement.

Ceci veut dire que la suite (u,) est de Cauchy dans C*!(Q), donc elle converge
vers u € C*1(Q).

De méme v € C%1(Q).
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De plus D?u. — D?u, D?>v. — D?v, Dyu, — Dyu, Dy, — Dyv lorsque
¢ — 0. En passant a la limite dans le systéme (3.3) lorsque € — 0, on obtient
que u, v sont des solutions du systéme (3.2) dans |0, 1] x |0, o[

Montrons maintenant que u, v sont continues dans [0, 1] x [0, ¢

Comme

U — U

Ve — 0

uniformement sur @, u,v sont continues en t = 0
de plus
0<u<
0<uv<h dans ]0, 1[ x ]0, ¢o]
D’ou
lim u(z,t) = limv(x,t) =0

z—0 r—1
qui est donc continuesen x =0et x =1. m

Proposition 3.3.1 La solution du systéme (3.2) est unique et positive dans
10, 1] x ]0, ¢ol.

Preuve. Montrons que la solution (u,v) est positive.
On a déja le fait que :

U >0
v >0 dans e, 1 — €[ x ]0, %[
et par conséquent
u >0
0> 0 dans ]0, 1] x |0, to|

Le principe de maximum fort montre que

u>0

v >0 dans 0, 1] x ]0, ¢o[

39



CHAPITRE 3. ETUDE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS
PARABOLIQUES DEGENEREES

4 moins que

UOZO

Pour montrer que la solution (u, v) est unique, soient (u,v), (ug, v;) deux
solutions du systéme (3.2) dans ]0, 1[ x |0, ¢o|.

Posons
wp = U—Up
Wy = UV —11
alors
{ z(wy); — Awy = pB~ wsy
(1 — x)(wa); — Awy = pbh  uy
" (z, )uy + (1 = A(z, 1))
01 = XNa,)us + (1 — Mz, 1)) u
Oy = Nz, t)vy + (1 — Az, t))v pour A(z,t) €1]0,1]
De plus
w; = wy=0 ent=0
wy = wy=0 enz=02=1

Le principe de maximum nous donne

wy =wy =0 dans 0, 1] x ]0, ¢o[

3.4 Explosion en temps fini de la solution

Cette section est consacré a 1’étude de l’explosion en temps fini de la
solution du systéme parabolique dégénéré (3.1). On montre que sous certaines
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conditions suffisantes, le temps d’existence maximal T de la solution est fini
on dit alors que cette solution explose en temps fini 7. (c-a-d, la solution
n’est pas globale).

Désignons par (u, v) la solution maximale du systéme (3.1) dans 0, 1] X

10,77].

Définition 3.4.1 On dit que u (resp v) de (3.1) explose en temps fini T
(T < o0), s’il existe xg € [0,1] et une suite (z,,t,) C]0,1[ x 10,7 tel que
tn — t, &, — g et u(zy,t,) — 00 (resp v (Ty,t,) — 00) quand n — oo.

Définition 3.4.2 On dit que la solution (u,v) du systéme (3.1) explose en
temps fini T (T < 00) si u ou bien v explose en temps T.

Des définitions précédentes il découle qu'un temps d’explosion est toujours
un temps d’existence maximal. Le théoréme suivant montre que l'inverse est
également vraie pour le systéme (3.1).

Théoréme 3.4.1 Soit T' le temps d’existence mazimal du systéme (3.1), si
T est fini alors la solution (u,v) explose en temps fini T.

Preuve. Supposons que T' < 0o et (u,v) n’explose pas en temps 7.
On a besoin de montrer que (u,v) peut se prolonger jusqu’a (0,7 + t).
Supposons qu’il existe M tel que :

u(z,t) < M,v(x,t) < M dans ]0,1[ x ]0,T]

et définissons
MP
Y(z) = Kz(l—x) oo K = max{ ——, sup (M) , Sup (M)
2 seop \(1—2)) seon \z(l—1x)
Montrons que v est sur solution du systéme (3.1) :
xp, — A — P =2K —oP > 2K — MP >0
(1—z)p, =AY —uP =2K —uP > 2K — M? >0

Deplusyp =0enx =0,z =1 et () > up(z),(r) > vo(x) en t = 0, alors
W > u,p > v dans 0,1 x ]0,77.
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En particulier u, v sont bornées par ¢ en t =T, et ainsi u, v se prolongent en
t="T.
Maintenant montrons que u, v se prolongent en 1" + t;.
Revenons au systéme tronqué (3.3), la méme technique utilisée que celle dans
le théoréeme (3.2.2) permet de construire une sur-solution (h, h) du systéme
(3.3) dans Je, 1 — €[ x ]0,T7[.
Le théoreme (3.2.1) permet de prolonger la solution (u., v¢) jusqu’a T + to.
d’ou

u(z,t) = limu,(x,t)

e—0

et
v(z,t) = limv(z,t)

e—0

se prolongent en T + to. Ce qui contredit la définition de T (c-a-d, le fait
que T" est maximal). m

On veut trouver maintenant des conditions suffisantes sous lesquelles la
solution du systéme (3.1) explose en temps fini. Pour cela nous avons besoin
du lemme suivant :

Lemme 3.4.1 Les dérivées u; et v; sont continues en x =0, x = 1.

Preuve. Revenons au systéme non dégénéré (3.3). Dérivons les deux équa-
tions du systéme par rapport a ¢, on obtient alors le systéme suivant :

o((ue)e)e — Alue)y = pvP~ 1(1)6) .
1 —2)((ve)e)e — Ave)e = pul ™ (ue)y dans Je, 1 — €[ x |0, fo|

(ue()t (Ue)t =0 x €{e1—¢€} (3.5)
Ue)t = UO + UO -
(1 —x)(ve)r = vy + uf ent=0

Construisons maintenant une sur-solution pour le systéme (3.5).
Choisissons ¢y € |0,T'[. Alors u < M, v < M dans |0,1[ x ]0,77.
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Définissons h comme suit :
Soit ¢ = z(1 — z)

Choisissons § <

pMP~1
p—1
Soit k(t) = ko exp(P "
Posons h(x,t) = k(t)y(z)

)

Pour z € ]0,0[U]1 —0,1[, t € ]0, o]

zhy — Ah — pvP~th ok + k — pvP ke

> k —pvpflkw
> k(1 —pMHM)
> k(1 —pMPLY)
> 0

(1 —2)hy — Ah —puP'h = (1 —2)k' + k — puP ke
> k+puP ke
> k(1 —pu ')
> k(1 —pMP~Ls)
> 0

Pour z € [6,1 —§[, t €]0,to]
zhy — Ah —pvP'h = 2k’ 4+ k — poP k)
> ok — pMP kg
> (oK — pMPIR)
0

(1 —a2)hy — Ah —puP'h = (1 —2)k'y + k — puP ke
> (1—a)k'y —pM"ky
> (oK — pMP )
> 0

Deplush>0enxz=1—¢, h>0enx =c¢.
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Donc (h, h) est une sur-solution du systéme précédent (3.5) dans Je, 1 — €] x
]07 tU[
D’ou :

0<(u):<het0<(ve) <hdans Je,1 —¢€[ x]0,t|

Puisque
(ue)y — uy et (ve)y — vy quand € — 0

On obtient alors :

(te), = u et (ve), — vy dans 0,1 x 0, ¢o]

Ce qui entraine que u; et v; sont continuesen x =0et x =1. m

Pour établir des conditions suffisantes sous lesquelles la solution (u,v)
du systéme (3.1) explose en temps fini 7. La technique qu’on va utilisé est
une adaptation de la méthode des fonctions propres de Kaplan qui consiste
a introduire le probléme suivant :

"'=-Xrx(l—x)¢ dans 10, 1]

¢(0) = ¢(1) =0 (3.6)
»>0 dans ]0,1[

ou A s’appelle la valeur propre principale et ¢ la fonction propre du probléme
(3.6).

Ce probléme admet une solution unique ¢, voir [15].

Posons alors :

( 1

U(t) = /x¢(m)u(m,t)dx
o, , t€]0,T]
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avec

(1 — ) p(x)vo(x)dex

ou T désigne le temps d’existence maximal de la solution (u,v).

Posons aussi :
{ wt)=Ut)+V(t)
w(0) = U(0) + V(0)

Lemme 3.4.2 Pour p > 1, il existe C > 0 tel que :

w'(t) > —Aw(t) + 2fluﬂ’(t), te€]o,T|

Preuve. Multiplions la premiére équation du systéme (3.1) par ¢ et en in-
tégrant sur x, on obient :

1

1 1
/xgbutdx = /qﬁAudx + /gbvpdx
0 0

0
L’intégration par parties et I'inégalité de Jensen, nous donne :

1 1 1

/ zoudr | = / Adudz + / pvPdz

0 " 0 0
1 1

= —)\O/x(l — z)pudr + 0/¢vpdx
1 1

)\ / réudz + / pvPdz
0

0

(Y
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( /1 xgbudx) > )\ /1 soudz + /1 (1 — z)pvPdx

0 0
1

= AU+ /(1 — x)pvPdx

0

> =AU(t) + (/1(1 — x)(bdx) - /1 1 — x)¢vdx

0

ou

Donc
U'(t) > =N\U(t) + C1VP(t)

Multiplions la deuxiéme équation du systéme (3.1) par ¢ et en intégrant
sur x, on obient :

1

/ (1= 2)ouvida = 0/1 6Avdz + 0/1 SuPdz

0
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L’intégration par parties et 'inégalité de Jensen, nous donne :

(/1(1 - x)qﬁvda:)

0

ou

Donc

v

AV

v

1

1
/Aqﬁvda: + 0/¢updx

0
1 1

—)\O/x(l — x)pvdr + O/gbu”dx
1 1

A (1 —2x)pvdx + | puPdx
iz ]
1 1

A [ (1 —2x)pvdx + [ xpuPdx
[ ]
1

AV (t) + /$¢upd:v

0

AV (t) + (/1:Uq§d:c) - ! /la:(budx
0 /:U¢dx 0

0

AV (t) + Cy (/mgbudm)

0

1 1-p
Cy = xodx
/)

V/(t) > AV (t) + CoUP(t)
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS
PARABOLIQUES DEGENEREES

On a
w'(t) = U'®)+V'()
> —w(t) + CVP(t) + CoUP(t)
> —w(t) + C (V) + UP(t))
> () + % (V) +U@)”
= —w(t)+ 2p71wp(t)

C' = min {01, CQ}

Théoréme 3.4.2 5%

1

/xqb(x)uo(x)dx + /(1 — z)p(z)vo(x)dz > 20/ A>T

0

Alors la solution (u,v) du systéme (3.1) explose en temps fini T

Preuve. Il suffit de montrer que le temps d’existence maximal T est fini.

Posons :

{ P(1) = g @(t) = Xplt), +€ 0.7
»(0) = ¢

et

wP(t) — Aw(t), t €10,T]

—
g &
==
IV v
S

eli“
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS
PARABOLIQUES DEGENEREES

Alors
w(t) = p(t), t€]0,T]
On a
©(T) J T
d — [dt=T
C -
o0 Plopr? ™ = A) D
: 1 1 :
Si @y > 6 =2C"A\r—1, ou C" = —— et pour p > 1, on obtient :
;Dj
o0 d
1 < 0
g
d’ou
T <o

On peut dire alors

pet) = o
d’ou

limw(t) = 400

t—T

Donc u ou bien v explose en temps fini. m
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Chapitre 4

Conclusion

Ce mémoire a été consacré a I’étude de l'existence locale, 'unicité et I'ex-
plosion en temps fini de la solution d’un systéme parabolique semi-linéaire
dégénéré (3.1), notre objectif principal dans ce travail était de monter que
si les données initiales sont assez grandes (1 < p < 2) et sous certaines
conditions suffisantes la solutions du systéme (3.1) explose en temps fini. La
méthode utilisée est de tronquer l'intervalle |0, 1] pour lever la dégénérescence
du systeme et le ramener & un systéme non dégénéré.

Bien que l'existence locale, I'unicité et ’explosion en temps fini de la so-
lution pour le systéme (3.1) ont été réalisées, une question importante et
intéressante reste ouverte concernant ’ensemble des points d’explosion de ce
systéme : Est-ce-que si les données initiales sont concaves et assez grandes et
1 < p <2, la solution (u,v) de ce systéme explose aux points z =0 et x = 1
qui sont justement les deux points de dégénérescence du systéme ou bien elle
explose a l'intérieur de l'intervalle ]0, 1] 7.

Un travail dans ce sens est en cours dans le cadre d’une formation doctorale
dirigée par Mr. L. Nisse, voir [11].
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