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Abstract i

 mmacr

Feynman and Schwinger, independently from eaclerptformulated an action
principle fitting quantum mechanics; the formerfismctional and the later is operatorial.
Feynman’s method, called Path-integrals, was exténd various physical fields and turned
out to be an efficient tool of calculations, whey&chwinger method has not taken interest as
it should have, nevertheless, it gives the oppdstuto find transformation functions
(propagators) for more complicated problems withreanexactness and rigorousness. The
major difficulty in this later technique is the odgtion of Heisenberg equations of motion,
which are operatorial ones. To overcome this diffic we found that quantum canonical

transformations are, in general, adequate to siyngdimplicated problems.

The present work is a successful attempt to inyatst Schwinger method to calculate
the exact transformation function for general 1@ &D time dependent quadratic system
(TDQS) by means of quantum canonical transformatievhat avoids us the resolution of

Heisenberg equations of motion.

In a first stage, we applied Schwinger method,h@ tase of the general 1D time-
dependent quadratic system with linear terms, vantym canonical transformatiomsch
transform the general problem to that of a frediglaroverlapping all the particular cases of
the 1D dimensional quadratic systems. In the cdsHamniltonians with solely quadratic
terms, the canonical transformations requires #selution of a second order homogeneous
differential equation. For quadratic systems withedr terms we have to solve a
supplementary couple of one order differential ¢igna. The results obtained for : simple
harmonic oscillator, damped harmonic oscillatorgni@nic oscillator with time-dependent
frequency, harmonic oscillator with time-dependemiss and frequency, forced damped
harmonic oscillator, Calidora-Kanai oscillator sh@awperfect accordance with the results

obtained for the same cases with other differerithous.
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In the second stage, we developed our techniqugdoeral 3D TDQS containing
variable hybrid couplings (between coordinates amamentums) with linear terms in the
same way as for 1D systems. The elimination ofetkisting couplings between dynamical
variables, by a canonical transformation contairanrgtation matrix, with the diagonalization
of the matrices related to the quadratic termsher hamiltonian, transforms the problem to
that of 3D free particle. In this generalizatiore wbtain a general form of the transformation
function for 3D TDQS, related to the temporal fastantroduced by the canonical
transformations and determined by the resolutiomefresulting differential equations.

Three kinds of systems were treated here:

1. A system with three varying anisotropic hybradiplings.

2. A system with one varying hybrid coupling. Th@usion obtained for two well
known particular cases ( a charged particle subnhitb a constant magnetic field, and a
charged particle submitted to a constant vectoerg@l and a scalar potential) is perfectly
equivalent to those obtained with Path-integrals.

3. An anisotropic system with no coupling terms.

The power of this technique for this kind of sysserasides in the possibility that it
gives to obtain directly exact expressions of tiamsation functions for general 3D systems,
containing multiple varying and anisotropic hybcduplings, with the resolution of the

simpler possible differential equations, what waspossible with Schwinger method.

In this study, we have added successfully an oitmre to the generalization hopped
for TDQS by means of Schwinger method, using caraniransformations. This step is
promising, and it paves the way to an extensiothisf technique to N-dimensional systems
for more complicated situations, and more genesatesns with varying anisotropic
dynamical and statistical couplings. Therefore,iahsional systems, and hamiltonians with
coulombian potentials or singular perturbations Midae solvable with Schwinger method via

canonical transformations.
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Feynman et Schwinger ont formulé, indépendamment de I'autre, un principe
d'action conforme a la mécanique quantique; le merast fonctionnel tandis que le
deuxieéme est opératoriel. La méthode de Feynmémirdégrales de chemins, a été appliquée
dans de divers domaines physiques et elle est deven outil de calcul trés efficace. En
outre, la méthode de Schwinger était rarementsagli bien qu’elle donne I'opportunité de
trouver des fonctions de transformation (propagadepour des problémes plus compliqués
avec plus de précision et de rigueur. La difficaitéjeure dans I'application de la méthode de
Schwinger réside dans la résolution des équatldtsisenberg de mouvement qui sont des
équations opératorielles. Pour surmonter cetteicdifé, nous avons constaté que les
transformations canoniques sont, en général, déts @pproprieés pour transformer des
problemes complexes en systemes simples. L'étudenqus présentons dans cette thése est
une tentative réussie de développer une technigéeatorielle quantique pure qui se base sur
la méthode de Schwinger via les transformation®miguies, afin d’évaluer exactement les
fonctions de transformation des systemes quadegigénéralisés 1D et 3D dépendants du

temps, ce qui nous permet d’éviter la résolutiosm égquations d’Heisenberg.

Dans une premiére étape ou nous avons réusseaufadr généralisation de la méthode
de Schwinger par le biais des transformations dgunes linéaires, nous avons évalué
facilement et exactement la fonction de transfoimnapour le systéme quadratique général
1D dépendant du temps, ce qui était difficile wvoiéme impossible de réaliser. Dans le cas
d’hamiltoniens sans termes lin€aires nous deviaste jrésoudre une équation différentielle
homogene du deuxieme ordre afin de choisir la toam&tion canonique appropriée pour
éliminer les termes quadratiques de I'’hamiltoniefaddition des termes linéaires dans
I'hamiltonien quadratique nécessite la résolutioe deux équations différentielles
supplémentaires pour pouvoir supprimer ces teriass les deux cas, le nouvel hamiltonien

du systeme étudié contient uniquement un termedigire ce qui simplifie considérablement
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I’évaluation de la fonction de transformation dgtgyne linéaire général recouvrant ainsi tous
les cas particuliers des systemes quadratiquesL&B.cas particuliers de l'oscillateur
harmonique, l'oscillateur harmonique avec une feége qui dépend du temps, l'oscillateur
harmonique avec une masse et une fréquence quindise du temps, l'oscillateur
harmonique amorti, I'oscillateur harmonique am@oicé et l'oscillateur de Calidora-Kanai
ont été facilement évalués ou les résultats oltétaient en parfait accord avec ceux obtenus
par d’autres méthodes.

Dans la deuxiéme étape de I'étude, nous avons @é&ele résultat obtenu dans le cas
1D au cas 3D des systemes quadratiques généraard#éygs du temps ayant des couplages
hybrides (entre le vecteur position et le vecteypulsion) avec des termes linéaires, afin de
déterminer exactement les fonctions de transfoonati Nous avons ajouté aux
transformations linéaires qui étaient translatidass le cas 1D, des matrices de rotation, pour
résoudre le probléme de couplage hybride di au mbrmwegulaire, ce qui a permis de
transformer I'étude du systeme en celle d’'une @aldi libre a trois dimensions par la
diagonalisation de toutes les matrices liees aumde quadratiques du systéme étudié. Trois
types de systémes ont été traités :

1. Un systeme a trois couplages hybrides anisarope

2. Un systeme avec un seul couplage hybride varidlgls résultats obtenus pour une
particule chargée soumise a un champ magnétigustastret une particule chargée soumise a
un potentiel vecteur constant et & un potentidageaconstant , ont montré un parfait accord
avec la méthode des intégrales de chemins.

3. Un systeme anisotrope sans termes de couplage.

L’avantage de cette technique réside dans la pbssild’'avoir directement des
expressions exactes des fonctions de transformptionles systemes 3D généraux contenant
de multiples couplages hybrides variables et aripes, a travers la résolution des équations

différentielles les plus simples.

Cette méthode est prometteuse du fait que I'on Pappliquer aux systémes a N
dimensions, pour des situations plus complexesest gystéemes plus généraux avec des
couplages variables et anisotropes, dynamiquesagtjiees. Notre méthode représente une
bonne base pour une généralisation de la métho&elueinger a partir des transformations

canonigues quantiques dans les cas des potentidtsntbiens et des systemes spinoriels.
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Introduction Générale 1

INTRODUCTION GENERALE

Les fondements de la mécanique quantique sont Basés théorie hamiltonienne par
analogie a la mécanique classique [1-6]. La méthagiengienne en mécanique quantique a
été introduite par Dirac [7] en se basant sur lagia entre le groupe de transformations
canoniques classique et le groupe de transforngtiortaires quantiques [8-10]. Ainsi, il a
mis en évidence l'analogue quantique du principenagndre action de la mécanique
classique.

L'approche lagrangienne de Dirac a été étudiéeg=pgnman qui I'a développée en
formulant I'équation intégrale de la mécanique diggre connue sous le nom d’intégrale de
chemins [11-13]. Elle représente une méthode fonoglle, souvent utilisée pour dériver des
fonctions de transformations des systemes quadestigépendants du temps [14-19]. Cette
méthode qui a été appliquée a divers domaines qumsj est devenue un outil de calcul tres
efficace [20-24].

Schwinger a formulé ensuite un principe d'actioéraforiel conforme a la mécanique
quantique [25-34]. En 1951, il a introduit cettethugle dans le contexte de la théorie des
champs quantiques relativistes [35]. Depuis, ekt w@tilisée essentiellement dans des

problémes relativistes, tels que le calcul destfons de Green, connues aussi sous le nom de



Introduction Générale 2

propagateurs ou de fonctions de transformations ¢is1cas des bosons [36] et des fermions
[37-40] dans des champs externes. En outre, cétieatle puissante est également appropriée
pour les problemes non relativistes bien qu'ellé syement utilisée dans le calcul des
fonctions de transformation non relativistes [Béulement quelques travaux de recherches a
utilisé la méthode de Schwinger dans ce contetdetfd].

La méthode de Schwingeta pas pris l'intérét gu’elle devait avoir, toutisf cette
méthode opératorielle qui a montré une équivaleénkze méthode fonctionnelle de Feynman
[45,46], et donne l'opportunité de trouver desftmms de transformation pour des problemes
plus compliqués avec plus de précision et de tigpar rapport aux méthodes fonctionnelles.
Cependant, des fonctions de transformation, posrsgetémes quadratiques dépendants du
temps, ont été déterminées exactement dans le aasrelativiste, pour quelques cas
généralisés en se basant sur la méthode de Schwicigen mentionne les calculs effectués
par Urrutia et Hernendez, dans le cas d’'un oseillaharmonique forcé dépendant du temps
[47] et celui d'un oscillateur harmonique chargésdan champ magnétique constant [48] ou
on résout des équations différentielles numériquredogues aux équations opératorielles du
mouvement. La méthode de Schwinger a était utibgéssi par Nassar et al pour des systemes
plus complexes en utilisant une technique analgtigemi classique par le moyen des
technigues de transformation spatiotemporelless9-

La difficulté majeure dans I'application de la m@de de Schwinger réside dans la
résolution des équations d’Heisenberg de mouvempainsont des équations opératorielles.
Par conséquent, chaque cas et chaque systémet étaiss d’'une maniére particuliére en
appliguant une technique différente utilisant lathode de Schwinger. Cette diversité des
techniques utilisées a fait du principe d'actiomrgigue établi par Schwinger un outil de

calculs plus compliqué.

Pour surmonter cette difficulté, nous avons coastgtie les transformations
canonigues sont, en général, des outils appropoestransformer des problémes complexes
en systéemes simples [19,53]. Nous avons donc steviparcours de transformations
canonigues pour rendre la méthode de Schwingermutihmoins rigide dans son évaluation
des fonctions de transformation et avons pris ystemes quadratiques dépendants du temps
comme exemples et moyens d’investigation pouril@portance physique [54].

Les transformations canoniques quantiques sonatmipl’autres outils familiers [55-

61] utilisés pour résoudre des probléemes en mégarjgantique, seulement peu d'entre eux
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représentent des transformations unitaires [6dhcRralement, elles présentent trois roles
essentiels: dans I'évolution, pour résoudre unerida@t dans une équivalence physique. Les
transformations canoniques sont, en général, deglicafons adéquates pour transformer la
fonction d’'onde du systeme étudié en une équatios simple dont la solution est connue
[54]. Par exemple, elles peuvent réduire I'étudenthuvement des électrons de Bloch dans
des champs magnétiques homogenes, dans le casnetigionnel général, en celui d'un
mouvement a deux dimensions au plus, pour n'impguied champ rationnel arbitraire [63],
ainsi que beaucoup d'autres applications effectdées la méme voie [19,64,65].

Dans le cas des systémes multidimensionnels, odaisation des hamiltoniens de
ces systemes quadratiques, au moyen des transifmmsiaanoniques spatiotemporelles, est
d’'une grande utilité voir méme indispensable paurdalisation du découplage entre les
différentes composantes des vecteurs de I'espaqehaee [66]. Elle a été appliquée dans
différents domaines de la physique quantique taks l@gs systémes dissipatifs en optique
guantique et les systemes de matiéres conden6&gslia diagonalisation du systéme
multidimensionnel réussi par exemple a éliminentdiaction électron-phonon par les
transformations canoniques afin d'obtenir la disjoerefficace électron-électron [68].

D’'une part, les transformations canonigques ont gd@éralement utilisées pour
résoudre I'équation de ScHidger pour différents systemes indépendants dupgem
Cependant, une solution exacte de l'équation ted8inger est possible pour un nombre
limité de potentiels. D’autre part, lorsque le éysé est dépendant du temps, il n'est
généralement pas évident de trouver une solutiantexPar conséquent, dans des problemes
dépendants du temps, les transformations canaigoat pas été souvent utilisées qu'avec
un des systemes quadratiques dépendants du teanjest ¢joscillateur harmonique ayant une
fréequence dépendante du temps [69].

En général, les oscillateurs dépendants du tempglosieurs applications dans de
différents domaines de la physique quantique [10,f£ls que la physique moléculaire, la
chimie quantique et l'optique quantique. Par exempds petites vibrations des systemes
peuvent étre décrites en utilisant les oscillatebesmoniques. L’influence du milieu
d'entourage sur ces Vvibrations est inclue, enidérant, dans I'hamiltonien de l'oscillateur
harmonique, des parameétres dépendants du tengpguiela masse et la fréquence.

Bien que ce modele d'oscillateur est pris commscrif@gion approximative de la vibration, il
représente, de plus, une bonne approche pour EtleBesystemes plus complexes. En outre,

dans quelques cas particuliers, il devient un modg&hct de la dynamique du systéme. Par
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exemple, l'ion dans un piege de Paul est décrittereent par un oscillateur harmonique avec
une fréquence périodique dépendant du temps [7@)r Bes raisons, depuis longtemps,
plusieurs actions ont été tentées pour réesoudreerant I'équation de Sctinger pour ces

systemes en utilisant differentes méthodes [73-77].

L'étude que nous avons effectuée et que nous poFsemans ce travail est une
tentative réussie pour développer une techniqueatpelle quantique pure qui se base sur le
principe d'action quantique élaboré par Schwingten, d’évaluer exactement les fonctions de
transformation des systemes quadratigues généralismidimensionnels (1D) et
tridimensionnels (3D), dépendants du temps ce @it difficile voir méme impossible [54].
Dans cette technique, nous utilisons les transfooms canoniques quantiques de par leur
importance, la souplesse et la rigueur qu’elleeppt.

L’objectif que nous cherchons a réaliser par cétiele est de généraliser de cette technique,
en procédant par le domaine non relativiste. Edigygmt la méthode de Schwinger, les
équations d’Heisenberg de mouvement, sur lesqeelsmse essentiellement cette technique,
limitent la généralisation souhaitée de cette @eenidu fait qu’elles sont opératorielles.
L'introduction des transformations canoniques gqaet nous permet d’éviter la résolution
de ces équations et de surcroit simplifie I'hamikm du systéme étudié. Dans le cas
multidimensionnel, l'utilisation de ces transforioas produit une diagonalisation des

matrices qui représentent les termes quadratiqei€bamiltonien.

Le travail décrit dans ce mémoire comporte quatmapitres et une conclusion

géneérale.

Ainsi, dans le premier chapitre, nous présenton®rmalisme du principe d'action
guantique, établi par Schwinger, avec les notiales bases utiles pour la bonne
compréhension des fondements du principe.

Dans le second chapitre, nous allons exposer [@&apons les plus importantes de la
méthode de Schwinger, effectuées par Schwingeutidret Nassar, pour évaluer la fonction
de transformation pour de différents systemes tlademaine non relativiste.

Le troisieme chapitre est consacré a la technigigenous avons développée pour les

systémes généraux quadratiques 1D dépendants gus.tépres I'application de certaines
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transformations canoniques quantiques, I'hamiltorde systéeme devient équivalent a celui
d’'une particule libre. Cela nous permet d’évaluefdnction de transformation du systéme
étudié, a partir de la fonction de transformatibien connue, de la particule libre. La
précision du résultat est vérifiee dans le casquéier d'un oscillateur harmonique simple.

Le résultat général obtenu dans le cas unidimenslosst alors employé pour évaluer la
fonction de transformation dans les cas particsilgerivants : l'oscillateur harmonique amorti,
l'oscillateur harmonique avec une fréquence dépgadadu temps, I'oscillateur harmonique
avec une masse et une fréquence qui dépendeninghs &t I'oscillateur harmonique amorti
force.

Notre méthode sera confrontée ensuite aux autrede®t dans lesquelles la fonction de
transformation a été calculée en appliquant la od&hdes intégrales de chemins, pour

certains cas tels que l'oscillateur harmoniquegf@td'oscillateur de Calidora-Kanai [78,79].

Dans le chapitre 4 et apres avoir réalisé avecésula généralisation de la technique
gque nous avons proposée dans le cas unidimensiofp4¢) nous étendons cette
généralisation pour englober les systémes quadestiggénéralisés tridimensionnels
dépendants du temps et ayant des couplages hyljeidige composantes de vecteur position
et composantes de vecteur impulsion suivant destibns différentes). On doit éliminer les
termes de couplage hybride par les transformatansniques qui servent a diagonaliser les
matrices qui représentent les termes quadratigeehamiltoniens étudiés. On modifie ainsi
les hamiltoniens des systémes étudiés en systegresiplés plus simples et on termine par
transformer I'étude de ce type de systemes en delfgarticules libres tridimensionnelles.

Le résultat général obtenu sera appliqgué dans leenghapitre en traitant les cas suivants: un
systeme général avec trois couplages hybridestanp®s variables, un systeme général avec
un seul couplage hybride variable et finalement systeme général avec trois mouvements

linéaires indépendants.

Enfin, nous terminons le manuscrit par une conclugiénérale.
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1.1 INTRODUCTION

La fonction de transformation est un concept egdegit un outil dans les théories de
champ. Elle est connue aussi sous les noms degatepat de Feynman et fonction de Green.
Schwinger utilise un principe dynamique quantigfia de déterminer le développement de
ces fonctions [25,33].

Trois méthodes sont utilisées pour calculer la tioncde transformation : la méthode
de Feynman [13], la méthode algébrique [80-83]siafue celle de Schwinger [25,26,33].
C’est donc cette derniere méthode qui nous intéréass toute cette étude. Dans ce chapitre,
nous commencons par définir la fonction de tramsétion [84-86], puis nous introduisons un
langage mathématique approprié au domaine atomiéiadbli par Scwhinger dans son
interprétation aux lois de la mesure microscopi@t27,28]. Une structure algébrique de la
mécanique quantique était développée par Schwi2gér ou une analyse plus approfondie
de l'algebre de mesure a mené ensuite a une géoniétr aux états des systémes [28,29],
pour pouvoir baser enfin le fondement d’'un prinayeaamique quantique d’action [30-32].

1.2 DEFINITION DE LA FONCTION DE TRANSFORMATION

Il est nécessaire d’abord de rappeler la définitieria fonction de transformation en
mécanique quantique non relativiste. La fonction tidesformation est une fonction de
propagation qui décrit le développement temporek dhamps quantifies [84,85].
L'importance de cette fonction réside dans le faitelle permet de présenter toute la
mécanique quantique a travers la formulation lagjeame de la mécanique quantique [86].
Pour cette raison, un grand nombre d’études égiténsur I'évaluation de cette fonction pour
les systemes quadratiques non relativistes [87-94].

L’équation de Schrddinger appropriée pour une @adi de massen se déplacant

dans un potential est définie par

_ 1 o%p(xt) +Viy(x,t) (1.1)
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Il est possible de déterminer directement la famctd’'onde z//(x",t") qui représente la
solution de cette équation, en un poxitet a un instant donnt, a partir de la connaissance

de la fonctiony/(x',t') & un instant antérieut. Elle peut donc étre écrite comme
p(x )= KO X (X, )ax (1.2)

La fonction d’ondez//(x",t") est donc une superposition linéaire des fonctidimnde
w(x,t') aux positionsx' et la fonctionK (x",t"; x',t') est connue sous le nom de propagateur
ou fonction de transformation qui décrit I'effet Befonction d’ondey(x,t') sur la fonction

d’onde ¢(x",t") [84,85].

1.3 L'ALGEBRE DE MESURE MICROSCOPIQUE

Toute mesure des phénomenes atomiques impliqueplifecation des effets
microscopiques au niveau de l'observation macpigue. La théorie classique de mesure est
basée sur le concept d'une interaction arbitragrgnmpetite entre le systeme étudie et
l'appareillage de mesure, de sorte que la meséaisde n’altere aucune propriété du
systéme. Cependant, les phénoménes atomiquesaantérisés par des interactions qui ne
peuvent étre indéfiniment affaiblies entre le systéétudié et l'instrument de mesure. Ainsi,
une mesure d'une propriété peut produire des matidns incontrélables dans la valeur

précédemment attribuée a une autre prop2&te

1.3.1 Interprétation quantique de la mesure microscopiqud27]

Pour symboliser une mesure, Schwinger a adoptétiiée : |a"a'| qui fait référence

au fait sélectionné et a Il'action produite. Ce sghabindique une mesure sélective ou
seulement un atome ayant la valear d’'une propriétéA peut entrer dans I'appareil et c’est
I'atome ayant la valeua" qui sort. Du fait que la mesure a un début etfimeelle peut étre

considérée comme processus a deux étapes : atioihga création, c. a d. 'atome entraait
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est détruit et un atoma” est créé a la place, bien gqu’en réalité les depdrasions sont

indiscernables, et la mesure est donc exprimée|afa] =|a")(a| [26].

Soit une quantité physigue qui admet un nombre fini de valeurs distinetes.,a".
Le symbole |a'a'| représente la mesure sélective qui accepte legmsgstayant la propriéfe
et rejette tous les autres. Les propriétés des nee@lémentaires sélectives sont exprimées
par

laa]a"a’| = o(a,a"Ja'a ou da,a’)= {l a-d (1.3)

et

;|a'a'| =1 (1.4)

1 et O représentent les mesures qui, respectiveraecgptent et rejettent tous les systéemes.

Deux quantités physiquées et A, sont compatibles quand la mesure de 'une n'apala
connaissance acquise par la mesure antérieurauteel' Les mesures sélectiv|a§a{| et
|a2a2| effectuées avec n'importe quel ordre produisereénsemble de systemes pour lesquels

on peut attribuer simultanément les valearsiA; et a, aA,, dans ce cas
aia|eey| =|ebayaig) (1.5)

On appelle« représentatiora » la descriptiond'un systéeme par les étamwoduits en
effectuant des mesuresélectives sur I'ensemblecomplet A de quantités physiques
compatibles. Pour un ensemble complet de quarddaéspatiblesA ; .., Ac le symbole de

mesure Ss’écrit

k
jaal= [J aa| (1.6)

et les systemes admis par la mesure comp@’¢ se trouvent ainsi dans I'état. N'importe

quelle tentative de déterminer la valeur d'uneeagtrantité physique indépendante produit

des variations incontrdlables dans une ou plusig@essvaleurs antérieurement attribuéés a
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Les mesures successives et sélectives dans lesjuid#ls systemes sont admis

seulement dans I'état et apparaissent dans I'é&dt sont indiquées par le symbqwa’|. Et

les propriétés de ce type de mesures sont repé&separ

ES a"” a"a"

= o, a"faa"

(1.7)

Par conséquent la multiplication des symboles deumeest non commutative. On peut
former d'autres ensembles compl&s C,... qui sont mutuellement incompatibles. Pour

chaque choix de caractéristiqgues physiques noréaliéar les mesures il y a un ensemble de

mesures sélectivgd’|, [c'c’|,... se rapportant a des systémes dans lesaatspriés.

1.3.2 La fonction de transformation [27]

Lesmesuresles propriétéB, effectuéesur un systeme se trouvant dans un état
qui se rapporte a des propriétégompatibles aved, produisent une distribution
statistigue des valeurpossiblesPar conséquenseulementune fraction déterminéges
systemeg®mergeant de la premiétape de la mesusera acceptée pkr deuxieme étape.

Ceciest expriméar la loi générale de multiplication

|ab|c'd|=(b'|c)ad (1.8)

ou <b’|c’> est un nombre qui caractérise la relation statistigntre les étate’ et c¢'. En

particulier

(a]a")=da,a") (1.9)

La possibilité que donnent les nombr{exé|b’>, pour effectuer de telles liaisons entre des

types différents de mesure, les a fait appeldonctionsde transformatiom reliant les

représentationa etb.
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1.3.3 La trace d’'un opérateur [27]

Les éléments de l'algébre de mesure sont appelésteprs. Pour qu’'un ensemble
d’opérateurs soit défini comme ensemble de varsatpmntiques fondamentales d'un systeme

physique, ils doivent suffire pour former toutes tpiantités possibles de ce systeme. De tels

opérateurs sont donc identifies comme génératéune dhase complete d'opératd@d). Le

nombre (a|b’) peut étre considéré comme une fonction numériqudinéaire de

I'opérateudb’a’| . Cette correspondance entre les opérateurs et lerasrast ditérace

(a|b') =tr|b'a
La trace d’un produit de symboles de mesures est
trlab|c'd’| = (b'| c)tr[ad| = (b'|c')(d'| &)

Une matrice d’'un opératedrest definie dans une représentatquar

X = Z(a’|x| a')aa’|

aa

Et les éléments de cette matrice peuvent étreraggrpar

(a|X|a") =trX|a"a

d'ou le cas particulier

(a|X|a’) =trX|a'al|

La propriété (1.4) nous permet donc de conclurelgw®mme des éléments diagonaux de la

matrice représente la trace de I'opérateur.

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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1.3.4 Probabilité d’existence [27]

Pour avoir une interprétatiorstatistique de la fonction de transformation, on

consideraine succession de mesusékectives

bbaalob|=P(a,b)ob] (1.15)
ou

P(a,b)=(ab)b]a) (1.16)

La mesure (1.15pffectuéeest différentede |b'b| pour la perturbation introduite par la

mesure intermédiaire d&. Seulement une fractioes systémeshoisisdans la mesure
initiale B est transmise par 'ensemble de I'appareill@gece faitP(a,b') représentéa
probabilité d’observer I'étah’ dansune mesure effectuée sur un systeme qui se trouve a

I'état b’ . Une probabilité est un nombre réel non négatifstlexigé alors que le conjugué
complexe de la fonction de transformation vérifiebndition suivante

(a|b) =(b|a) (1.17)
pour aboutir a

P(a,b')=[(ap) 20 (1.18)

La valeur probablee la propriétéA pourdes systemes se trouvant dans un Btagstla
moyennedes valeurs possibles de Cette valeur s’exprime en fonction des probaislit

qui caractérisent I'état’ comme

(M), =2 aP(a,b)=trAb'b|

a (1.19)
= (b'|Ab’)

ou I'opérateurA est défini par

A= Z alaal (1.20)
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1.3.5 Opérateurs infinitésimaux [27]

Si J(a|b) était une variation quelconque possible infinitéae de la fonction de
transformation correspondante, I'ensemble des nesnb{a'|b’) pourrait étre considéré

comme la matrice d'un opérateur infinitésindl,, dans la représentatia. On écrit donc

52| ) =i(al | S, | ) (1.21)

La loi de composition multiplicative des fonctiods transformation se traduit, pour les

opérateurs infinitésimaudWV , en undoi de compositioradditive

M, = W, + I, (1.22)
De ce fait
MW, =0 (1.23)
donc
M, =~ (1.24)
D’autre part
sla|b) =-i(a|dn,|b) =-i{b|an|a) (1.25)

avec AN, I'opérateur adjoint de I'opérateuRV,, . L'expression précédente est égale a

ab'|a) =i(b'| M| a) (1.26)
Cela implique

MW, = =N, = I, (1.27)

a —

Cette expression permet de conclure que les auégainfinitésimauxdV sont hermitiens.
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1.4 LA GEOMETRIE DES ETATS QUANTIQUES

Dans cette partie on est concerné par l'introdaatie la notion de vecteur d’état, afin
de donner la formulation établie par Schwinger pme géométrie quantique, dite géométrie
des états, a partir de laquelle I'algebre de megaue étre dérivée, avec toutes ses propriétés

mais définies dans un langage géométrique.

1.4.1 Annihilation et création d’'états [28]

Dans une mesure sélective donfaékﬁ , la premiere étape choisit des systémes dans

I'état b', et la derniere les produit dans [I'état; les états intermédiaires sont sans
signification dans I'ensemble de la mesure. Eetefin a inventé un état non physique qui

sert d'intermédiaire, et qui est appelé I'étatthuDn peut décrire comme annihilation d'un

systéme se trouvant dal&tat b’ le procédé de mesu}@b’| qui choisit un systéme dans l'état

b' et le produit dans I'état nul, et qu'on symbolise
o(b)= (o' (1.28)

D’autre part,la productiond'un systeme dari%tat a' a partir de I'état nul dans la mesure

|a'0| peut étre considérée comme création d'un systamelgétata’ qu'on symbolise par

wia)=|a’) (1.29)
La mesurga’b| s'écrit alors
b =[a'0job] = W(a)o(b') =|a')(b| (1.30)
En particulier
o(a)w(a")=(a|a") = ola, &) (1.31)

La relation (1.30) permet alors de parvenir a latien de fermeture
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1:;|"""”"| :;|a'><a'| (1.32)

Des expressions (1.20), (1.30) et (1.32) on pedtidé I'effet d’'un opérateur, qui symbolise

une propriété\, sur les vecteurs d’'un system de coordonaées

Aa)=ald) (1.33)
et

(a|A=a(a| (1.34)

ce qui permet d'attribuer aux vecteua) et (&'|, respectivement, la notion de vecteur

propre droit et vecteur propre gauche de I'ensemdepletA d’'opérateurs qui commutent.

1.4.2 Transformation d’'un system de coordonnées [28]

Des expressions (1.20) et (1.32), on déduit quedpérateuiX est une combinaison

linéaire du produit¥®d
X = ZU| a)(a|X|b)b|= zb W(a)o(@)xw( o) (1.35)

A chacun des états physiques d’'une représentationég, un symbole de créatié et un
autre d’annihilationd® sont associés. Maintenant, on peut lier linéairdgres symboles d'une

représentation a ceux d’'une augresentation, en introduisant I'expresgibia2), d'ou

W(o')= ;”’(a')<a'|b'> (1.36)
et

o(a)= ;(a'|b'>¢(b') (1.37)
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La condition (1.31) montre que les vectedt&a’) et ®(a') de la représentatianforment une

base orthonormale de vecteurs ; d’'un autre termfoiment un system de coordonnées. Les

expressions (1.36) et (1.37) décrivent donc unesfaemation du system des coordonnées.

1.5 LES OPERATEURS UNITAIRES

1.5.1 Propriétés des opérateurs unitaires [29]

Un opérateur unitaire est défini par deux systemescoordonnées de l'espace

vectoriel des états en plus d'une régle de correfgnace entre les deux systemes. Etant

donnéles deux ensembles de vecte@ﬁ‘ : <b"‘ , k=1,..,N et leursadjoints,on établit les

opérateurs unitaires suivants

Up=dla )b et U= bk (1.39)

k=1 k=1

d’'ou les relations de correspondance suivantes &grdeux représentations

a*)=|b*) (1.39)

(a

Uab :<bk‘ ’ Uab

o) =), (= (e U
impliquant les propriétés suivantes

U, =U, et u=u- (1.40)
Pour toutopérateunnitaireU, labaseorthanormalesuivante
Y(a)=U"X(a)u (1.41)

obéit & la méme loi de multiplication qué(a). En particulier, siX(a) est une base

hermitienne,Y(a) I'estégalement
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1.5.2 Opérateurs unitaires complémentaires [29]

Considérons deux opérateurs unitaivest U ayant, respectivement les vecteurs

propres‘ vk> et‘u"> . Lorsque l'opérateuy ayant le spectre de valeurs propres

V=v=eN | k=1.,N (1.42)
est défini a partir de la permutation cyclique

v =fue

(1.43)

ou <u"‘ sont des vecteurgpropres de l'opérateur unitaifd, qui vérifient la propriété

cyclique

<UN+k

=(u| (1.44)

le vecteur unitairdJ est défini a son tour par une permutation cycligemblable, a partir de

I'ensemble des vecteurs propres\e

(Vu=(v (1.45)
et avec le méme spectre périodique que celM de
27k
U=k =eN (1.46)
Les deux opérateurs unitaires sont donc de péNode
uN=1 (1.47)

Les fonctions de transformation, qui relient lesixdsystémes de coordonnées engendrés par

les vecteurs propres des deux opérateurs unitamasjonnées par



CHAPIIRE I. Formalisme du principe d action quantique 18

27kl 27kl

<vk‘u'> =NY%e N | <u' ‘vk> =N¥% N (1.48)

Une conséquence de ces propriétés de périoditité es

27kl

VUk=ze N Uty! (1.49)

Les propriétés des vecteurs unitaite®t V montrent un degré maximum d'incompatibilité.
De ce fait, lorsqu’un opérateur permute aldeetV c'est qu'il est certainement un multiple de

l'opérateur unité.

1.6 LES TRANSFORMATIONS UNITAIRES

1.6.1 Transformations unitaires infinitésimales [30]

Nous allons considérer une transformation unitaifimitésimale qui a les propriétés

suivantes

d=0dU , WY=UWY,K X=U?XU (1.50)

Toutes les relations algébriques contenant de®wexbu des opérateurs sont préservées par

cette transformation. L'application d'une transfation unitaire aux vecteur(sa’| de la base

orthonormale appartenant a la représentatidiée aux quantités\, produit les vecteurs

orthonormaux

(@|=(au (1.51)
qui sont les états propres d'une nouvelle représenta’ liée aux quantitésA qui possédent

le méme spectre de valeurs propres que celui agsigtésA. La transformation unitaire

préserve les relations (1.50), ce qui conduit a
dla)y=oUMa), (@Ww=(@uw, @|x|a")=(ajuxua’) (1.52)

Un opérateur unitaire qui varie infinitésimalemdatl'unité prend la forme générale suivante
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U=1+iG, U*=U"=1-iG (1.53)

ou G est un opérateur hermitien infinitésimal. La tfanmation des vecteurs de base créée

par cetopérateuest définie par
ola|=(@|-(a|=(alic , da)=|a)-[a)=-iC|a) (1.54)

G est dit ainsi générateur de la transformationain@t Ce changement du systéeme de
coordonnéesest équivalenta un changementies opérateurs ates vecteurs relatifau

systémeoriginal. Par conséquent

Na|X|a") =(a|x|a") - (a|X|a") = (a|oX|a") (1.55)

et
sdja))=aa),  ofa|w)=(a|ow (1.56)

ou
X =UXU™ - =:i—L[x,G] (1.57)

et
D=0Ur-1)=-0iG, W=U-1)¥=icw (1.58)

1.6.2 Transformations unitaires successives [30]

Supposons que edx opérateursU, et U,décrivent deux différentes
transformations darls mémesystémede coordonnées. Lorsqlae premiérgransformation
estappliquée, un systenue coordonnées est produit maatte transformation. L’effet de
I'opérateurqui décritla deuxieme transformation sur ce systéme de cooksks se traduit
par I'opérateur

U,=U;"Uu, (1.59)

L’opérateur qui produit la transformation complés: donc
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uu,=Uu, (1.60)
Maintenant, on suppose que la transformation stévast combinée de deux transformations
U[12] = (Ule)_lU 2U1 =U _211] (1.61)

Lorsque les deux transformations sont infinitésgmala transformation qui les combine I'est
aussi et s’écrit

U[12] =1+ IG[12] (1.62)
1
G[12] = I_[Gl’ Gz] = _G[Zl] (1.63)

La variation infinitésimale que produit cette treommation sur un opérateur est

Qg X = 0,0 X —30,X (1.64)

Il est nécessaire de savoir que l'ordre dans lepsektransformations sont effectuées est
généralement important. Et c’est I'équation (1.@R) gére cette condition. Une autre
remarque importante est a faire ici. Dans I'opénatmitaireU =1+iG , il est clair ques est
sans dimensions. Cet opérateur infinitésimal vagne ultérieurement les dimensions d’'une
action, et jusqu’ici on a utilisé les unités atoogg normales. Si on veut employer les unités

de la physique macroscopique, on doit introduirefaoteur de conversion de telle sorte que

U =1+gG ou %, qui a une dimension d’action, est la constantdPldmck multipliée par

(2m)™.

1.6.3 Groupes de transformations unitaires [30]

Lorsqu’une transformation unitaire infinitésimale gpéte d’une maniére continue,

elle produit une transformation unitaire finie. @daon écrit le générateude la
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transformatiorunitaireinfinitésimale sous la formérG, , onconstate qu'une application de

la transformation, un nombre de faisdr , méne, dans la limite odr - ,@ux opérateurs

U(r)=lim(1+ioG, )" =™ (1.65)

or-0

qui forment un groupe continu de transformationisaines a un seul parametre

u(r)*=u(-7) (1.66)

1.6.4 Variables quantiques continues [30]

Généralement, dans toutes les relations formelsss laux spectres continus, les
intégrales remplacent la somme. Les caractérigiguen systéme ayant un certain degré de
liberté et un nombre infink d'états peuvent étre étudiées en rendant explieisespérateurs

hermitiens dont les opérateurs complémentdirestV (8 1.4.2) dépendent
U=é9, Vv=e® g=(2mv)*? (1.67)

En introduisantq' =ne et —p'=me, avec:nm=0,+1+2,..,+(v-1)/2, & la limite ou
£ - 0, qui correspond a un nombre infini d'états, lesialdes g et p' deviennent des

variables continues, et ainsi on retrouve la paien connue des variables canoniques
complémentaires du spectre continu. Ce qui perretice a partir de (1.49) et en prenant en

considération la remarque faite en § 1.5.2 concetlea dimensions

q fog “lp(a-q
o e ™ — g p(a-a) (1.68)

et

o p’qe% pq’e—% Pa _ ei;(p— P (1.69)
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Pour un nombre d’étatsinfini, ces deux expressions sont équivalentes a

e&MQéW*:q—q (1.70)
et

& e 1™ : (1.72)

u(q)=e"™ (1.72)
mene a
g=q-q et p=p (1.73)
alors que la transformation
U(ﬁ):eﬁﬁq (1.74)
produit
g=q et p=p-p (1.75)

Une variation infinitésimale des variables dans desix opérateurs unitaires ci-dessus

donne

U(E)=1rpa et U®)=1- &g 1.76)

Ainsi p et — g peuvent étre identifiées comme opérateurs herrsitigni génerent des
variations enq et enp respectivement. On peut remarquer que la dismussu cas de
systemes ayant un seul degré de liberté du ypec peut étre étendue au cas de systemes a

N degrés de liberté et ayant des spectres contmeffectuant les substitutions suivantes

q=>.0d. ., et p=>p (1.77)
k=1
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1.7 PRINCIPE D'ACTION QUANTIQUE

1.7.1 Principe d’action stationnaire dans la représentatn q [31]

Dans le cas d'un systéme physique ayant un specinénu v, pour établir une
transformation unitaire finie a partir de transfations unitaires infinitésimales, on considere
un groupe continu d’opérateurs unitairldsér). Pour une variation du parameétrejusqu’a
rT+dr

U(r+dr)=[1+idG(x,7)U(r)

-U(D)a+idG(x(r). 7)) (1.78)

ou on désigne parl’ensemble dew paires de variables complémentai(Q§, pk), avec
x(r)=U(r)*xu(r) (1.79)

les variables quantiques du systeme dans la repedies produite pata transformation

unitaire.Les transformations deatssont décrites par
(au(r)=(a,7| et u(z)p)=|b,7) (1.80)

La fonction de transformation, pour deux valeursrdé&es proches I'une de l'autre,
prend la forme

(a,r+dr|b,7)=(a,r[Ll+id7 G(x(r), )b, 7)
= (@lL+id7 G(x, ) b) (1.81)

On va remplacer cette fonction de transformationyme représentation différentielle dans le
cas général, en évitant toute spécification du xcligs étatsa’ et b'. La fonction de
transformation dépend des paraméwres 7+dr, et de la forme du générate@fx, 7). Des
variations infinitésimales de ces trois aspect®mjuote [5’] induisent la variation suivante

dans la fonction de transformation
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&(r+drlz)=i{ [o'ar G(x,7)] >

=i{r +dr|d"[dr G(x(r), 7)]|7) (182)
On a omis icia et b’ pour souligner I'absence d’'une dépendance expliices états.
Cependant une certaine variation des états deitpgise en considération si on veut obtenir
une caractérisation suffisamment complete de latiom de transformation. Pour cette raison
on utilise des transformations infinitésimalesné@es par un opérate@;, appliquées
indépendamment aux états liés aux parameatres 7 + dr . Cette variation on la désigne par
[&]. Ainsi

3(r+dr|=i{r +dr|G,(r +dr)

d|r)=-iG,(r)7)

(1.83)

dans lesquelles les générateurs infinitésima@ausont constitués des opérateurs appropriés a
la représentation utilisée pour les vecteurs epordants, a savoix(r) et x(r +dr). On

obtient la variation suivante de la fonction desfarmation
3(r+dr|r) =i(r +dz|[G,(r + d7)-G,(7)]|7) (1.84)

Les deux types de variation peuvent étre assensolés le symbole de variation suivant
0=0"+0", alors on peut écrire

Xr+dr|r)=i(r +dr|w|7) (1.85)

ou W est l'opérateur action lié a la transformationnitdésimale. Lorsqu’on utilise comme

genérateu6, I'opérateurGy qui produit une variatiodq, ou

G, = pdq (1.86)
alors
W(r+dr, r): pdg+diG (1.87)

Par conséquent, si on considére une successidradsformations infinitésimales définies ci-
dessus, en tenant compte de la dimension de I'tspé#raaction,le principe d'action

quantique, établi par Schwinger et qui décrit wmaagformation unitaire finie, peut étre
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représentar la forme différentielle suivante de la fonnotabe transformation

S(r| 1) = (1 W T,) (1.88)

ou W, est I'opérateur action stationnaire lié a la tfamsation finie entre deux points

correspondant successivement aux parametresr,. Comme la composition multiplicative

des fonctions de transformation infinitésimales esprimée par l'addition des opérateurs

d'action correspondants, on trouve que

W, = iw(r +dr, r)

(1.89)

Ty

= [ (p(r)do(r) + d1G(x(r).7))

72

Dans cette expression on remarque bien que I'apéradction W,, est un opérateur
stationnaire qui ne dépend pas du chemin parcoune ées valeurs, et r,. Ce principe
d’action stationnaire impose une condition survesables quantiques(r) et p(r), pour

pouvoir produire une transformation unitaire fini, partir de transformations unitaires

infinitésimales. Cette condition consiste a vérifes relations

dg _ 0G dp oG
—— =" —— = (1.90)
dr op dr dq
Dans le cas ou il existe des paramétres multiplegeut écrire
G(x7)=Y'G (x 1) dr, (r) (1.91)

I'opérateur action s’écrit donc

W, = f[pdwzek(x(r), r)drkj 1.92)
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Lorsque le parametre indique le tempst, alors I'opérateur hamiltoniei devient le

générateur de la transformation temporelle infgiitéale, dans ce ca& =G, =-Hdt.

L’opérateur action prend alors la forme suivanterpan systéme de dimensidhégale ou

supérieure a un

W, = j(z pdg - Hdtj (1.93)

T2

Ainsi, on remarque bien que I'opérateur actioneestéalité

W, = j L(t)dt (1.94)

T

ot L(t) est le lagrangien du systéme défini par
_ dq,
L{Et)=> p—<-H (1.95)

Le principe d’action quantique (1.88) devient, paae variation infinitésimale des variables

dynamiques et du temps de deux points de I'espanps

Sld t)a’ 1) = (' L] o, 1y (1.96)

Les variables doivent étre réarrangées de sortelgague variable se trouve du c6té de son
vecteur propre, afin d’avoir la possibilité d’usdir 'équation aux valeurs propres appropriée a
chaque variable. Pour qu'’il soit possible de leefail va falloir utiliser le commutateur des
deux variablesqg, et g,. On obtient ainsi I'opérateur action bien ordorawec la valeur
propre wi,. Ainsi, la relation (1.96) permet aprés intégmtid’obtenir la fonction de

transformation

(d,t,]g", t,)=C ex;{%wmj (1.97)

ou C est déterminé a partir de la condition de normiadiessuivante
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lim{q,| o) = J(ck, —a)

t, 00 - t, (1.98)
Les conditions (1.90) se transforment en
d oH d oH
_Ok = , _n< = (199)
dt dp, dt 0q,

Ces équations sont connues sous le nom d'« égsatjaantiques de mouvement », ou
d’« équations d’'Heisenberg », et elles prennent fanme similaire a celle des équations
classiques de mouvement dites « équations d’HamiltoEt ainsi on arrive, pour une

variation infinitésimale de I'action, a

M, =G -G, (1.100)
ou
G=G,+G
= z P&, —HA& (1.101)
k

a chacune des deux limites. On note ici que leatams &, sont des nombres et commutent

alors avec tous les opérateurs. Etant donné quaréengtre temporeln’est pas affecté par
les transformations des opérateurs, la conditidi7{appliqguée a une fonctida de variables

dynamiques et du temps mene a
— == +—[F,H] (1.102)
qui est la relation générale du mouvement. En regapld par I’lhamiltonienH, on obtient

dH _oH
— = 1.103
dt ot ( )

L’expression (1.57) permet aussi d’avoir la relatio
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0F=1[ | k]

1
5(]F —E[F,Gq] ou a—qk E

(1.104)

ou le symboled, designe la variation liee a la varialoleMaintenant on substitue la fonction

F par 'hamiltonienH dans (1.104), et par I'impulsigndans (1.102), on obtient I'équation de

mouvement dp, /dt =-0H/dq, , puis en effectuant la transformatiop —» p,, g, - —p, sur
cette équation on aboutit a I'autre équation de vementdq,/dt=0H/dp, , ce qui est en

accord avec les équations (1.99). L'équation (2).pddduit les commutateurs de base

%:O

1.105
aq (1.105)

ih[Qk’ﬂ] 2 oy et ih[pk’pl]

L'effet du genérateud, sur les états dans la représentatjest déduit des équations (1.83),

on trouve

h 0 , i
Tﬁ(q' t|=(a’, t|py (t) (1.106)

1.7.2 La représentationp et le changement de représentation [26]

Nous pourrions choisir, au début, comme ensemlomptet de propriétés physiques
compatibles, la représentatipn Alors nous aurions été menés au principe dactiovant

. 1
50, t,]p", t,) =%<p’, tof Lydt[p", t,) (1.107)
2
ou
d
Lp(t)=-zd—F:“qk -H (1.108)
k

L'opérateurL , est produit, a partir du lagrangien defini dansefarésentationq par (1.95) et
qu'on va nommerL, en effectuant la substitutiog, - p,,q, — —p, et vis versa. Puisque

les équations de mouvement maintiennent leur fosmgs cette substitution, elles sont
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également produites par le nouveau principe d'actiGe qui est différent dans cette
représentation c’est le générat@uqui apparait maintenant sous la forme

G=G,+G
=-3 g, -HA (1.109)
k

Dans la représentatigni’équation (1.57) mene a

1 oF 1
oF=—|F,G ou —=—1q.,F
qui aboutit a
1 op, 1 aq,
—1q., =—"1 =0 et —lg.,0|=—"=
™ [qk pl] op, ” [qk Q|] ap, (1.111)

Ainsi tous les commutateurs fondamentaux sont pteduand les deux lagrangienget L,

sont utilisés.

1.7.3 La fonction de transformation gp

Il est possible maintenant de définir une nouveberésentation qui permet de
déterminer la fonction de transformation liant feprésentationg et p. Et pour simplifier la
notation nous allons traiter le cas unidimensionetle cas de systemes multidimensionnels

peut étre déduit de la méme maniere que dans lesdigniers paragraphes

_d(gp)
L= (1.112)
d'ou
G=G,-G,
(1.113)
=3(ap

La fonction de transformation reliant les repréagons q et p peut étre établie, en

appliquant le principe d’action quantique, partégration de I'équation différentielle suivante
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1 U i I U
3d|p)=—(d|G, -G, P)
h

: (1.114)
=-a(dp)d|p)
L’intégration de cette expression donne
(d|p)=ce™ (1.115)
et la constante d'intégratidd émerge de la condition de normalisation
S(d ~a")=[{a|p)dp ) p|d")
2 Lq-a)p (1.116)
=|c| j dp'e’
Et ainsi la fonction de transformation est déduite
() =m) ™  dou  (p|q)=(2m)P%e " (1.117)

1.8 TRANSFORMATIONS CANONIQUES

En mécanique classique, une transformation canonigjest une transformation qui

préserve les parenthéses de Pois%q)rp}:l. La transformation canonique en mécanique

quantique, c’est celle qui préserve les relaticaflscojﬂmutatior{q, p] =in [95,96].

1.8.1 Génération d’'une transformation canonique [25]

L'utilisation de la forme canonique de I'opératiagrangien (1.95) conduit a la forme
canonique correspondante du génératéur (1.101), décrivant des transformations

infinitésimales en un instant spécitiece qui implique les relations de commutation et les
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équations canoniques de mouvement. A partir d'umérgdéeur donn& d'autres générateurs
G peuvent étre obtenus, selon

G-G =&, (1.118)

La question qui se pose ici est & peut également prendre une forme canonique se
rapportant aux nouvelles variables dynamiqu@set P, et le nouvel opérateur hamiltonien

H . Ces nouvelles variables doivent obéir aux retatioanoniques de commutation et aux
équations de mouvement, définissant ainsi la foamstion des variables dynamiques a
I'instantt en tant que transformation canonique. La formi@ihtielle suivante

O =pX-HA-PRQ+HA (1.119)

semble étre le résultat d0 aux variations infimitédes qu’on fait subir aux variables dont
dépend l'opérateuF,. Cependant, I'opérateuF, qui joue ainsi le role d’'une action, peut

€également contenir d’autres variables canoniquess superfluesy. Les équations suivantes

découlent directement de I'équation différenti¢llel 19)

0,F, 0.F oF - oF
=1, -p=22, “1=, H=H+21
P="% 20 " o (1.120)

Une transformation canonique est obtenue lorsgse&geations possedent une solution. Pour
cette raison, 'opérateur d’actidfy est appelé fonction génératrice de la transfoonati
1.8.2 Propriétés du groupe de transformations canonique25]

Les transformations canoniques constituent un graip'opérateur d'action qui décrit

l'inverse de la transformation est

F(Q.q)=-F(a.Q) (1.121)
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tandis que, pour deux transformations successiyes- G p — g p, l'opérateur d'action

générateur de la transformation composée est

Fl(q! ﬁ)= Fl(q' a)+ Fl(ql q) (1.122)

L’équation précédente illustre le concept de vaesisuperflues. Si les opératelﬁ’léq, ﬁ) et
Fl(q, ﬁ) contiennent juste les variables indiquées, larsera dépendre des variabtgsy,

et q. Mais selon la définition de chacune des transédions canoniques

0. Fl0,q)_o, _ =N -

0.F8.9) L0 (¢ (4 4)+ (g, 3)=-p+ p=0 (1.123)
oq oq

il doit étre possible d’exprimeFl(q,ﬁ) en fonction des variablepet § seulement. A savoir

gu'’il n'est pas toujours souhaitable d’éliminervesiables superflues.

Une transformation canonique donnée peut étre é&rpvar différentiation par rapport
a chacune des variables complémentaires de ltepérd'action obéissant aux équations
(1.120). En usant de la propriété d’additivité daugre de transformations canoniques, nous

allons définir un autre type de fonctions génécasj qu'on va nommer(q, P), et qui va

nous servir ultérieurement dans les chapitres atsv®n obtient
F.(a, P)=F(a.Q)+W(Q,P) (1.124)
ou dN(Q, P) =G, =G, . A partir de I'expression (1.113) on conclu
W(Q.P)=QP (1.125)

Pour trouver enfin la relation entre les deux typkes fonctions génératrices, et définir

I'opérateur d’actionF,(q, P)

F,(a. P)=F(a,Q)+QP (1.126)
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On remarqgue bien que dans cette expression leables) apparaissent en tant que variables
superflues. Les propriétés différentielles du rebuepérateur d'action sont maintenant
déduites en substituant la varialffepar P, et la variableP par —Q, dans I'expression
différentielle (1.119)

: Q=-12, %=O, ﬁ=H+% (1.127)

et ces équations sont également appropriées pouredi& transformatiormgp — QP.

1.8.3 Les transformations d’'Hmilton-Jacobi [25]

La transformation d’Hamilton-Jacobi est une transfation canonique d'une
représentation a l'instam{ vers une autre représentation analogue a un eastiant fixet.

L'opérateur d'action obéit ainsi a

AW = pdy-H& - p,&, (1.128)
d’ou
p= oW : P = W (1.129)
oq a0,
et
oW
0=H r (1.130)

qui est connue parl'équation d’Hamilton-Jacobi. Eomparant ces deux dernieres
expressions avec (1.120), on constate que le ndwaeiltonien :H =0. La transformation
d’Hamilton-Jacobi peut étre ainsi identifiee commaetransformation canonique lors de

laquelle les nouvelles variables dynamiqlx(l:g) montrent une indépendance du temps.
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1.9 CONCLUSION

Schwinger a élaboré une théorie générale de landigp@ quantique, en partant d’une
structure mathématique fondamentale de la mécaniquantique, qui exprime
symboliguement les lois physiques qui régissentidenaine microscopique [25-33]. En
mécanique classique, les équations d’Hamilton deuwement sont déduites d'un principe
d'action. Des équations de mouvement équivalentesnécanique quantique dites les
équations d’Heisenberg de mouvement, découlentriheipe d’action de Schwinger, pour
des paires de propriétés complémentaires ayant sgestres continus. Ces eéquations
guantiques de mouvement représentent un outil gntigwur la construction de la fonction de
transformation. Ce principe d’action permet de tdférentes représentations par le moyen

de fonctions de transformations.
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2.1 INTODUCTION

Dans ce chapitre nous allons présenter les étudegdentes qui nous ont pavé le
chemin, pour développer la méthode de Schwingkr reindre plus souple et plus applicable,
avec les résultats les plus importants obtenus aonadre de I'évaluation des fonctions de
transformations des systemes quadratiques.

La résolution directe des équations d’'Heisenbeffgciée par Schwinger, dans des
cas élémentaires 1D, permet d’évaluer les fonctmsransformation pour ces systemes non
dépendants du temps. La dépendance du temps g&pdussia a transformer le probléme de
résolution d’équations opératorielles en celuiéolution d’équations numériques analogues.
Pour avoir la possibilité de traiter des cas enptue compliqués, Nassar a suivi une nouvelle
voie par le moyen d’'une technique semi classigodransformant le probleme d’évaluation

de la fonction de transformation du systeme étadiéelui d’'une particule libre

2.2 SYSTEMES ELEMENTAIRES INDEPENDANTS DU TEMPS

Avec la résolution directe des équations d’Heigegp Schwinger a réussi a
déterminer les fonctions de transformation poursgstemes 1D et indépendants du temps
suivants : une particule libre ou soumise a uneefoconstante, et pour un oscillateur

harmonique. Dans cette partie nous allons préstageésultats obtenus par Schwinger [26].

2.2.1 Patrticule libre

L’opérateur hamiltonien d’une particule libre pdda forme

H=P_ 2.1)

Le principe d’action quantique permet d’écrire larigtion suivante de la fonction de

transformation
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6<X",t"

1 I n n n n 1 1 n p2 T
X'>=—(x",t OX"—p'ox'-o"—| x 2.2
- p p ol X (2.2)
ou X, X' et p', p" sont respectivement les positions et les impussida la particule aux
instantst' ett”. Dans ce qui suit, on va considétér 0 et x',t') =| x'). La résolution des

équations d’Heisenberg correspondant a ce systeme

& (1) _pt) do(t) _ 2.3)

dt m dt

produit les solutions suivantes des variables qgaes
p(t)=p'=p, x(t)=x"+—t (2.4)

Pour évaluer la fonction de transformatietn(",t"| x"'> en appliquant le principe d'action

guantique, il est nécessaire de réordonner lesahles dans la variation de I'opérateur
d’action, en utilisant le commutateur suivant dipaes solutions (2.4)

[x" x(t)] =% (2.5)

La variation (2.2) devient donc

i
I - _ "’t"
X' > h(x

T xm=x)a(x"=x")=a" - (x"=x')’| x') (2.6)

5<X"’t" n n2
t 2t

Apres avoir utilisé le commutateur (2.5), on peutdduire les valeurs propres et obtenir

aprées intégration la fonction de transformation

<X" t"

x’>=%exp{%%(x"—x')zj (2.7)

La valeur deC est obtenue a partir de la condition de normadisaguivante
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Iim<X"'t" XI> = <XII

t" - 0

=o(x"=x) (2.8)

La fonction de transformation prend enfin la foraoerespondant au cas d’une particule libre

\/7" p(h x (x"=x' j (2.9)

Pour une valeur arbitraire dé, un simple calcul permet d’obtenir I'expressioivante de la

fonction de transformation

P\ / m i m Y
x,t >— mex%gm(x X ) J (210)

" "

2.2.2 Force constante

L’hamiltonien d’une particule soumise a une focoastantd- est

H=P (2.11)

Le principe d’action quantique permet d’écrire &iation

n n r I n II n n r r n p ! 2 n I
o<x" t" x">=—(x OX ox'=ot"| ——-Fx"|| x )
h( p'ox"-p [Zm J ) (2.12)
Les équations d’Heisenberg de mouvement
d
x(t) _p() ): (2.13)
dt m

sont celles du mouvement d’'une particule soudu@mice de la force constank et elles
sont résolues par
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p(t)=p'+Ft, x(t)=x'+ﬂt+£t2 (2.14)
m m

En conséquence on a

i at"
X" =— 2.1
[ m (2.15)
On utilise (2.14) pour établir
m Ft?
= x(t)-X'"——
i t ( Y Zm] (2.16)
p(()="{x(0)-x+ 2 |
t 2m
La variation (2.12) devient alors aprés avoir séille commutateur (2.15)
. n2 n2
5<X”,t" X'>=I—<X"’t"m X"_XI+Ft Jxll_m X"_XI_Ft 6X,
h t" 2m t" 2m
(2.17)

X')

n m n I ih F n I th"z I
-t (an(x -x') - - (x" - x)+ o —Fx}

La derniére expression permet d’'écrire la fonctilentransformation, aprés avoir utilisg

condition de normalisatiof2.8)

<X ",t "

. n3
X't = |— exp'—(%(x"—x')z+}2Ft"(x”+x')—F2t J (2.18)

2mnt" h 24m

Ceci montre un parfait accord avec la fonction rdadformation obtenue pour le méme cas

par la méthode fonctionnel de Feynman.

2.2.3 L'oscillateur harmonique

On considere maintenant que I’hamiltonien de I'testeiur harmonique prend la forme

p* . 1 2
H =2—+—2ma)2)( (219)
m
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Les solutions des équations d’Heisenberg suivantes
dx (t t d
x(t) _p(t) do(t) _ ~matx (t) (2.20)
dt m dt
sont
x (t)=x'coswt S p' sinwt
mw (2.21)
p(t)=p'coswt -max’ sinwt
d'ou
I ma) n I n
= ot (x"-x"coswt")
sinw
n ma) n n 1 (2.22)
=———(x"coswt"-x")
sinwt
Il en résulte le commutateur
[x", x"] =17 Sinwt” (2.23)
maw

Selon le principe d’action quantique on a

5<X"’t"

. n2
XI>:IE< " " p"O_X"—p'5X'—5t"[g—m+msz"ZJ XI>

; (2.24)

Apres [l'utilisation du commutateur (2.23) et la ddion de normalisation, la fonction de
transformation de I'oscillateur harmonique s’écotmme

. |ma) X"2+X )COSU‘:"_ 215(1)
\l2mhsma)t 2 sinwt”

(2.25)

C’est aussi la formule de la fonction de transfdioreobtenue par les intégrales de chemins
pour un oscillateur harmonique.

2.2.4 L'oscillateur harmonique a court temps

Lorsqueat — Q on retrouve la fonction de transformation deddipule libre a partir

de I'expression (2.25). L'interprétation qu’'on denest que le temps n’est pas suffisant pour
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gue la force puisse agir. Supposons maintenant geeassez petit pour qud << , rhais
n'approche pas le zéro. On déplace l'origine amtpR, de sorte qu'on puisse faire les
substitutions suivantes

!

X - X+X, X - X+X", avec

X (2.26)

Plusieurs approches sont effectuées afin d’obtfin la fonction de transformation

— n n3
<x",t"| x >D/ im (x"=x') —a)(iz X (x" +x)) ﬂ+aﬁt

t" 2 24
(2.27)

m (X —X ) C()Zt" 2 a n ] C()4t " o2

273 it” e'{p?[ 2" 2 (x*+5(x"+x)) 22
Sachant que I'énergie potentielle et la force antpe=X sont respectivement

V = % ma’X 2 et F =-maw’X (2.28)

La formule (2.27) devient

m i(m 21— Fars i
"_X' +—Ft” X”+X' — eX ——Vt"
271 ht" pE[Z"( A ) 24nJ p( n j (2.29)

C’est bien la fonction de transformation (2.18) paune particule soumise a une force
constante, mais avec un facteur supplémentairecant le potentieV . Dans le paragraphe
précédent, I'énergie potentielle est zérox=a . Id) a x= 0, qui est le pointx, I'énergie
potentielle esV dans I'équation (2.28).

Rappelons maintenant une des propriétés des tramtions finies. L'opérateur unitaire pour
un déplacement temporel infinitésimal de temps kstg(—d-l). Si le systeme est

conservateur, c'est-a-dil¢ indépendant dé alors la répétition de cet opérateur un certain

nombre de fois égaletdd génére I'opérateur unitaire pour un déplaceniendét
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i va i
Iim(l—%&Hj —gh (2.30)

<X",t" e_lgt"H ‘ X'> (231)

x'>=(x

Ainsi, faire varierH en ajoutant un potentiel constawit, conduit & une variation de la

fonction de transformation d’'un facteur de phasm(—it”\/_/h). Par ailleurs, bien que

I'approximation at-court ait été dérivée pour le potentiel d'osaillat seuls le potentiel et la

force au point référentiet entrent en jeu

V (x) = Zmaix? == ma?(X +(x - X))’
2 2 . (2.32)
=V_—F(x—x)+5ma)2(x—>?)2
ou
V=V (x) F=-% ) . me =2 () (2.33)

En utilisant ces équations pour défikir F, eta? pour une énergie potentielle arbitraire a

proximité de la positionx, on obtient « une approximation oscillatoire lecal pour

n'importe quel potentieV (x).

2.2.5 Conclusion

Dans sa formulation d’'une dynamique quantique, Suipgv a ouvert les portes aux
physiciens vers de nouveaux et vastes horizonsest concentré beaucoup plus sur cette
formulation théorique qu’aux applications. En capgnce, il a réalisé peu d’applications aux
systemes quadratiques en mécanique quantique labiniste.

Les applications élémentaires effectuées par Sgewviant montré que cette méthode
opératorielle est réellement équivalente a la nmighfonctionnelle de Feynman, et les
équations d’Heisenberg ont réussi a obtenir dinetd les fonctions de transformations pour

certains systémes élémentaires 1D indépendantngust Cependant, la remarque qu’on peut
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faire ici est que I'évaluation de ces fonctions tdensformation devient de plus en plus
difficile et rigide pour des systemes plus compdisju donc elle exige a faire des
approximations. De plus, en suivant cette méthacete, il n’était pas possible de traiter les
cas de systemes dépendants du temps, et de cenfcetie méthode aux cas plus réels. Cela
a engendré une nécessité de chercher d’autresqaesrpour développer I'application de la
méthode de Schwinger aux systemes quadratiquesowetoip I'appliqguer aux systemes

dépendants du temps.

2.3 METHODE D'URRUTIA

Cette meéthode [47,48] consiste a eviter la réswlutde I'équation auxiliaire
opératorielle, qui découle directement des équatibHeisenberg, et a résoudre a la place des
équations différentielles analogues ayant des isakit numériques indépendantes. Cela
devient possible en proposant une solution de #8qo auxiliaire qui dépend de ces
solutions numériques, et ayant comme conditions lankes les opérateurs position aux

instantst’ ett”, instants limites de la fonction de transformatioévaluer.

2.3.1 Oscillateur harmonique amorti [47]

L’oscillateur harmonique amorti est un systeme Hpahdant du temps, et décrit par

['hnamiltonien

I 1 2
= —yy + > m o (t) exp2&(t)x (2.34)

ol la fréquencext) et le coefficient d’amortissemenrd(t) sont des fonctions arbitraires du

temps. Les équations d’'Heisenberg sont données par

__p(t) dp(t) _ . ooeet)
e LR S mare*x (t) (2.35)

qui ménent a I'’équation auxiliaire suivante
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X +2&% +afx =0 (2.36)

En premiére étape, I'équation (2.36) est résolumiaduisant les opérateurs = x(t') et
X' =x(t") comme conditions aux limites. La solution gérgérdk cette équation s'écrit
comme

x(t)=a(t)x" +a,(t)x’ (2.37)

a(t) et a(t) sont ici deux solutions indépendantes d'une équatilifférentielle

numérigue analogue a I'équation (2.36)
d+2fa+afa=0 (2.38)
qui, selon I'équation (2.37), satisfait les corwht aux limites suivantes

(2.39)

Avec la solution générale (2.37), il est maintenaodsible de déduire (t) a partir de (2.35),

d'ou
p(t)=me* (& (t)x"+a,(t)x’) (2.40)
Il en résulte le commutateur
n T h _h
(X x] = = — (2.41)

me*’a me*a;

Il est maintenant possible de calculer la variatdm la fonction de transformation, en
appliquant le principe d’action quantique, et eranisde I'hamiltonien du systeme et

I'expression de I'impulsion. On trouve
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Ooln<x"t"

ol e et
_%( 25( "Z(al"2+aj’2)+x'zégz+ >Q'xa;’a") )j (2.42)

1

+%(e2<" (x2a2 +x 72 (a2 + 0 ) + z'xa;a'z)ﬂa'l)j

Un calcul un peu long qui introduit deux autresamns auxiliaires indépendantes dans les

expressions des fonctioms et a,, aboutit aux formules

."__aln(—a';’ez‘f")

a = o

. aIn(ae*) (2.43)
R T

a-jI-eZJ' - _a-gezf”

qui permettent en intégrant I'expression (2.42)btkoir la fonction de transformation de

I'oscillateur amorti

mag’ez"

27 h

ﬂ eZ{"‘"XHZ_e2{'-IX12_ a’l Z"Xls(l (244)
o \& & & £

Dans cette étude, la constante d’intégration aéténue en effectuant une comparaison avec

le cas de I'oscillateur harmonique simple.

2.3.2 Oscillateur harmonique amorti forcé [47]

Dans cette partie de I'étude effectuée par Urrettial, ils accomplissent le calcul de la
fonction de transformation de I'oscillateur harnoureé amorti forcé dépendant du temps. lls
se basent sur les calculs et les résultats obfowsl’oscillateur amorti, en considérant celui

[a comme un oscillateur amorti avec une force eg@ulle. L’hamiltonien est dans ce cas
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2

p

:m+%m o (t)exp2&(t)x® - F(t)exp(2£(t))x (2.45)

F(t)ici est une force externe dépendante du temps. égsgations d’Heisenberg
correspondantes sont

_ p(t) do(t) __ o o) 24
e 0N e mare*x (t)+e*"F (2.46)

qui se réduisent a I'’équation auxiliaire suivante
by F
X + 28X + WX = — (2.47)
m
Dans le paragraphe précédent on a déja présefagctzon de transformation de I'oscillateur
amorti pour F = Q Le principe d'action, et plus précisément lad@idditivité des actions,

permet dans ce cas de s’intéresser uniquementrengements dynamiques qui apparaissent
dans la fonction de transformation quand on faiter la force externe. De ce fait, on a

[
6': <X",t" X',t'>=E<X” ,t"

-
S [Ldt| x"t')
. (2.48)

:%<X" tl’l

Jth"F(t) @) x (t)dt| x' t')

ou la variation du lagrangien due a la force exdadsulte uniquement du dernier terme de
I’hamiltonien. Maintenant, (2.48) va étre ramergeune équation numérique et dans

I'intégration par rapport & on va prendre en considération le fait que la tioncde

transformation< x",t"| x't'>__, estdonnée par la relation (2.44). Ceci permetathelure

que la solution générale de (2.47) est la solugi@mérale de I'équation homogene (2.36), plus
une solution particuliere de (2.47). Ainsi nous yans €crire

K(t)=a ()x +a,(0)x + L [6 (La)F (r)ar (2.49)

ol a(t) et a,(t) sont données par I'équation différentielle (2.88)les conditions aux

limites (2.39). La fonctiorG (t,7) obéit & I'équation différentielle
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G(t,r)+24G (t,r)+w/G(t,r)=5(t -71) (2.50)

En vérifiant certaines conditions un peu compligugg], il devient possible de faire le choix
suivant pour la solution de I'’équation différerg2.50)

_ aga, (t)a,(r)e*! t>r
o _{aoal(t)az(r)em t<r (251
ou
8, =((a.(r)a,(r) -, (r)a(r)) e ) (2.52)

Il est possible maintenant de substituer (2.495d2m8), pou d’obtenir ainsi
J In<x",t"[ x't’ >=ih£5Fjth (t) €0 (x"a, (t) +xa,(t)) + [dt [draF (t) EVG (t 7)F (r)] (2.53)

La fonctionG est une fonction symétrique puisqGet,7) =G (7,t). Cette propriété permet

enfin d’obtenir la fonction de transformation destillateur amorti forcé, apres intégration,

en fonction de celle de l'oscillateur amofi£ 0) (2.44)

<X”,t” X',t'>:<X"'t"

X't > expig[]‘th (t) &1 (x"a (t)+xa,(t))
o ‘ (2.54)
+§Idt;[drF (t) VGt r,)F(r)j

2.3.3 Oscillateur harmonique 3D dans un champ magnétiquit8]

On passe maintenant a un systeme 3D, avec un geumatre les variables
dynamiques suivant deux directions différentes. toaite ici le cas d'un oscillateur
harmonique anisotrope chargé soumis a un champ étigge constant. La résolution du
probleme devient plus compliquée par cette méthodst pour cette raison qu’on a choisi un

systeme indépendant du temps décrit par I’haméioni
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2 2
1 maw mw 2| M2 - 2,2 2,2
H = +— + -—— x| + +— QX+ Qoy* + Q57 .

ou w=eB/mc est la pulsation cyclotron. Le systéme de coordesrest choisi de telle sorte

que le champ magnétique constant soit parallélea aditection z. Le probléeme est
bidimensionnel puisque le mouvement suivaast découplé du mouvement dans le pdan

Nous avons donc

<X",y",Z",t"

X',y',zl,t’>:<2" ,t"

ZIII ><X" ,y" ;t"

x"y't'> (2.56)

<z",t"|z',t' > est la fonction de transformation bien connue d'seillateur harmonique 1D

avec la massen et la fréquenceu On est donc concernés uniquement par la foncten

transformation dans le plagy. Les équations correspondantes du mouvement sont

. 1[ mw j
X=— px +_y
m 2
y :i p —%)X
m{ Y 2
(2.57)
. W maw
<8 :E(py —TXj‘meX
. w maw
Py =_E[px "‘73/}‘”195)/
Ceci aboutit au systeme d’équations auxiliaireptéErs suivantes
X + Q%X = wy
T (2.58)
y +Qy =-ax

dont les solutions appropriées constituent la aiffée principale de la méthode. En suivant
une démarche similaire a celle du paragraphe peétegour résoudre cette équation, on

introduit comme conditions aux limites les opéragexi, y', et X, y

x(t)=x4a/ (t;t"t")+x"a (t;t't")-ya, (t;t"t’ tt't"
(=3 (G0 B (G0 Y () YR 259

—ya,
y(t)=x%,(t;t"t')+x"a, (t;t' t")+y &, (t;t" t') +y'a(t;t' t")
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Et on fini par trouver que les fonctions numériquetependantes,, a,, &, etd, satisfont
I'équation quartique

'é;'+(le+Q§+w2)3} +QX0% =0 (2.60)

Les solutions linéairement indépendantes sont dempércodQ,t) et sin(Q.,t), ot Q, peut

étre écrit comme

1
Q+ =§(a&+a)2)

1 (2.61)
Q. =§(ai_w2)
Les nombres positifsy et w, s’écrivent
1
@ =((Ql+§22)2+a)2)2
(2.62)

1

(i-0,) +a?)?

w

Pour calculer la fonction de transformation, oritérérois cas. Le plus simple est celui d’'une
force harmonique unique appliquée suivar®n considere également le cas 3D d'une force

d’isotropie partielle et celui d’une force anisqteo

A. LECAS: Q=0Q,=0

Ce cas correspond a celui d’'une particule chamgéaene subit lI'influence d’aucune
force harmonique dans le play on a alors :w = w»= w Q+= @, Q_=0. Les fonctions; et

ap sont ainsi données par

& ()= sin(ch/z)S 2 2

1 w(t"-t)

aZ(t;t"’t')zsin(aT/z) sin

(2.63)

ouT =t"-t". La solution générale est immmédiatement obtenue
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w ()=t i) o @l 1) o @l =t) et t)
sin(af /2) 2 2 2 2 2.64
e(y'-y") sl gl =) (2.64)
2 2
vt :W;r/z)((x"—x')sin“’(‘ U gint) 4y o0 )
2.65)
@l =t) w(t“’)j (
+y' sin 5 cos 5

Il est maintenant possible de déduire les compesadé I'impulsion aux points limites a
partir des équations (2.57)

P, (t”)=m—;)((x"—x’)cot——y'J
P, (t’)=m—2w((x"—x’)cot——y"J
- - (2.66)
b, (t")=7(x'+(y"—y')cot7J
N_Mo( . o, o
b, (t ):7(x +(y —y)cot7J
On en déduit les commutateurs
Vo - ih .
[x'x"]=[y".y"]= ———sina¥
Mm@ (2.67)
Xy ] =y x] == 2 i O |
maw 2

Ce qui permet en fin de compte d’aboutir a la fanctle transformation du systéme étudié

maow
Xl’yl’tl >=

II’ "'t" =
=Xy 4ri hisin(aX / 2)

| (2.68)
x eEilsg—;)((xy"—x’y')+%((x"—x')2+(Y"—y')2)cot£2D

La constante de normalisation a été obtenue icoemparant la fonction de transformation du

systeme étudié avec celle d’'une particule libréntgshsionnelle a la limite ol — .0
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B. LECAS: Q,=0Q,=Q

Ce cas correspond a un oscillateur harmonique éhdags le champ magnétique

externe constant. On a ici &g = (4(22 +a)2)u2 et ap= w Les fonctionsa; eta, prennent les

formes
a(t;t"t)= L sinai(t"_t) cosa)z(t )
" sin(oT /2) 2 2 (2.69)
a,(t;t"t') = 1 sinai(t" ) sinwl(t ) |
sin(aT /2) 2 2

Elles sont équivalents aux équations (2.63) antdi ou Q — Q La solution générale est
parfaitement analogue aux équations (2.64) et J2168s composantes de l'impulsion aux
points limites s’écrivent alors

2sin(aT /2 2 J
" = ma?l " a)z-r ' a)lT "
t)= - —= |- T
o=t gl ) A )
T T (2.70)
"y — ma{ 1 a)z " a); o T
1t o ko
N _ ma . wl ” Wl ,
= — - T
1=y o 2o ke
et les commutateurs entre opérateurs position aumslimites sont donc
r = ] - 2|h . a&T c‘64_)21-
[x'x"=[y"y"] mwlsln 5 005
' n] r nl — 2|h . a&T . a)z-r (2'71)
[X,y]——[y ,X]—— sin sin
may 2

Ces commutateurs avec la condition de normalisgtienmettront, apres avoir appliqué le

principe d’action quantique, d’obtenir finalemeatfbnction de transformation du systeme
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2, 22 .
m(4Q wz) { IMdg (‘sir(aT / (xy"-x"y")
(2.72)

I’ I,tl =
Xy 477i7>zsin(a)lT/2)ex 2 sirf(al / 2

- ofmT/ )@ YY) doff [ (2 ex ey ey

<X"’y"’t"

C. CASGENERAL

Maintenant les résultats obtenus dans les deuxédesnparties vont étre généralisés,
en traitant un oscillateur harmonique ayant un qak constant complétement anisotrope.
Dans ce cas les pulsations et a» prennent leurs valeurs générales (2.62). Pour ¢émoles

formes appropriées aux fonctiomseta,, on commence par la considération suivante

az(t;t",t’):crsinwl(t ) sir‘.wZ(t t )+,8 sian(t ) sir‘.wl(t ) (2.73)
2 2 2 2
ou
:_Zleal _0,
a 0_12_0_22 , ﬂ 10’ (274)
avec
g, =w,(Q,+Q.)sin(aw] /2
= a,(Q,+0,)sin(aT /2) 275)
0,=w(Q,-Q,)sin(wy /2
on arrive apres calcul a I'expression suivanteyde
v 1 a’ - qt"-t)  w(t-t)
t;tht)= \ S
a ) az—ﬁz(sin(wlT/Z) ST

sin(wT /2) 2 2 76
L _alt) _w(-t) @79
sin(awT /2) 2 o2
1 . w(t"-t) Sig)l(t—t')
sin(al /2) 2 T2
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Dans le cas o, =Q,=Q, B=0 eta =-1/sin(aT /2. Les équations (2.76) et (2.73) se

réduisent en (2.69) et permettent d’écrire lespmsantes du vecteur impulsion comme

px (tu) — M1XI+M ZX"_M 3yI+M 4yu
pX (tr)z_M 2XI_M1X"+M 4yI_M 3y"

- - 2.77
py (tll):M3Xl+M4X"+M1yI+M2yn ( )
py (tl):M4XI+M 3XII_M2yI_M1yII

Les fonctiondV; sont données par les expressions suivantes
M,=- a);a)zQ; cho{sz J+a2 co{ﬂj
o, -0, 2 2
M, =w;L2Q; cho{ﬂj+az co{a)2T j
g, —0, 2 2
— Za'ngz 0102 (278)
M;=- 2_ 2 2_(2
al 02 QZ Ql
M4: 20.) - Qz_Qla_lz_Qz'l-Qla_zz
2(07-02) Q. +Q, T Q,-Q,

Les fonctions correspondantez;i sont obtenues a partir des fonctidvs en substituanf,
par Q, et vis versa. Les commutateurs utilisés danslii@tian de la variation de la fonction

de transformation liée a I'hamiltonien du systermmts

con_ 1AM,
[X’X]_ mM
o 1AM,
1 n| — _ 1 n :ihMg,
[y'x'==[x"y" =202
ou
- WQ.Q
M =M32+M1M1=% (2.80)

A la fin, et apres tous ces calculs, le principactdbn quantique, avec la condition de

normalisation, aboutit au résultat général
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<Xll,y",tll

' "o m -y
XLyt >=%a{w2(9192)1/2(0€_02) i

x e%yia;lﬂ(%Mz(x"2+x’2)+%l\/l~2( "2+y'2) (2.81)

MlX'X'+M1y'y'+M 4(yvs(n_ykr)+M 3(Xyﬂ_xvy1)))

La fonction de transformation d’'une particule chgrgsous l'influence d'un potentiel
oscillateur anisotrope en présence d’'un champ ntagee externe constant est obtenue
directement par la substitution de (2.81) dansg(2.5

2.3.4 Conclusion

Urrutia a pu, par la méthode qu’il a proposédosiier un autre cheminement dans
'application de la méthode de Schwinger aux systemuadratiques, et surmonter ainsi
'obstacle qu'impose la résolution des équationg€raprielles de mouvement. Avec sa
technique, Urrutia a réussi a faire une premiereégaisation pour des systémes quadratiques
1D dépendants du temps, et des systemes quadsaBfuedépendants du temps, et ayant un
couplage hybride bidimensionnel (entre composatitesecteur position et composantes du
vecteur impulsion). Il a pu évaluer la fonction tensformation du systeme étudié par la
résolution des équations différentielles numériqaeslieu de la résolution de la fonction

auxiliaire opératorielle liée au systéeme.

Malgré la réalisation accomplie par Urrutia, I'dpption de sa technique reste limitée.
Dans ses travaux, il commence toujours par le eapllis simple pour aboutir a une
généralisation. Mais le choix des formes des gmigti numériques des équations
différentielles n’est toujours pas justifié. Et d@marche de comparer le résultat général au
résultat particulier ne peut étre considérée qu'wérdication de ce résultat et non pas une
justification, et cette démarche ne peut aboutunarésultat juste que si ce résultat est
préalablement connu. Pour cette raison, dans le3Basil lui a fallu choisir un systeme
indépendant du temps, puisque la dépendance ais teag le choix sélectif des solutions

numeriques appliquées par cette méthode inadétumpeissant.
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2.4 METHODE DE NASSAR

La techniqgue d'Urrutia a montré que l'applicatiole la méthode de Schwinger
nécessite pour des cas compliqués ou dépendarteshis de suivre des parcours indirects.
Nassar a suivi une méthode semi classique plueeittdi qui lui a permis d’aller a travers ses
applications de la méthode de Schwinger aux systéquadratiques au-dela de ce qui a été
réalisé avant. Cette technique consiste a utiligee transformation spatiotemporelle
appropriée qui simplifie considérablement I'évatraide la fonction de transformation pour
des systemes dépendants du temps, obtenue paréthed® semi classique se référant au
principe d'action de Schwinger. De fagcon génédaldonction de transformation peut étre

obtenue a partir de celle d’'une particule libre ddd@m nouveau systéeme de coordonnées

spatiotemporel.

2.4.1 Oscillateur forcé a masse dépendante du temps [50]

Le principe d’action permet d’écrire la fonction ttansformation du systeme étudié

apres intégration comme

(X, txo: to) =(10 = ex;&wm) (2.82)

ouW,, est la valeur propre de I'opérateur action biedooné, qu’on obtient en appliquant les
propriétés de commutation entre et x,. La constante d’intégration qu'on a rencontré
ailleurs est, selon la méthode de Nassar, impldées la fonctioW,,. La limite classique

qui correspond a l'action quantiqg\®, estS, I'action classique. Dans le cas d’'un oscillateur
harmonique forcé a masse dépendante du tempsjiltbaien classique du systéme s’écrit

comme

+%m(t)a)2(t)x2— F(t)x (2.83)

p=—2 (2.84)
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est I'impulsion classique ou le moment canoniguaction CLASSIQUE est définie comme

S=[Lat (2.85)

to

et dans ce cas

L =%m(t)(>‘<2 - ()¢)+ Flt)x (2.86)

est le lagrangien classique lié au systeme étigi€hant que l'action classique obéit au

principe de moindre action, en la faisant vamer pbtient

X+—m>'<+w2x=w (2.87)
m m

Ensuite, on utilise la transformation spatiotemperguivante

r(r)=§3+a(t) 2.88)
T—T,= Jt',u(t)dt (2.89)

=0 (2.90)

avec r"=d?/dr?. Pour la simplification, on va adopter cette riotatde dérivation

uniquement dans cette partie. Les conditions inggsént donc

L

2

23,u+5/,'1+ms,u:O d’ou U= (2.91)
m
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s+80 4 0Ps=0 (2.92)
m
et
a+[2§ +Tja+£:o (2.93)
S m ms

En multipliant I'équation (2.90) par' =dr/d7, et intégrant ensuite, on obtient l'invariant du

nouveau systeme de coordonnées spatiotemporel

2 (2.94)

|

I
N | =

-

qui est le lagrangien du systeme dans la nouveieésentation. En définissant

e (2.95)
or'

le moment canonique dans le nouveau systeme ddamoutes, I’hamiltonien correspondant

prend, selon (2.94), la forme

_1
| = 5 T (2.96)

Du fait que les équations (2.87) et (2.90) soni\édentes, les variations des actidhet S
sont équivalentes aussi, ce qui signifie qu'eliébnt I'une de I'autre d’'un terme additif qui
dépend uniqguement des points limites

S=S+[G(x,t)-G(x,,t, )] (2.97)

La relation (2.85) est toujours applicable dansdaveau systéme de coordonnées, d’ou

(2.98)
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L’expression (2.97) appliguée aux lagrangien, abownfin apres différentiation
a I'expression d& qui s’écrit alors dans I'ancien systéme de coondes

><§j-mx+rrbsoaoxo-If(t)dt

to

g L(r-r) +(rr_vsxz_rn)so
2 1-1, 2s 25,
(2.99)

2
af X ms S . . h
=(2) 1(g—a—§+ao] +[2—sz ——n;j X§]—mw+nbsoaoxo—j f(t)ot

t
avec f(t)=ma’s?/2 et A=1-1, =jdt/m(t)sz(t). Revenons maintenant a I'action quantique

to

qui va s’écrire comme

W =S +¢(t) (2.100)

avecS I'action classique ordonnée de sorte quexlss trouvent toujours & gauche dgset
@une fonction qui dépend uniqguement du temps, domcommute avec tous les opérateurs,
et qui doit disparaitre dans la limite classig@@ur évaluer cette fonction, on utilise
I'équation d’Hamilton-Jacobi (1.130) qui donne

ow p° 1 ) _
E+W(t)+§m(t)a)2(t)x xF(t)=0 (2.101)

L'impulsion p est déduite de I'expression & comme

_aw _a5
Ox  0x (2.102)
[ (n) e () - e 2o
qui permet d’obtenir le commutateur
[%,,X] =inAss, (2.103)

La substitution des expressions (2.100), (2.102)2.403) dans (2.101), permet a l'aide des
équations (2.93) et (2.92) de trouver apres intégra
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w(t):%ihln(Cs(r—ro)) (2.104)

ou C est la constante d’intégration. Avec (2.82) et @R)Len plus de la condition de

normalisation, on trouve la fonction de transfolioratu systéme étudié

1
2

<X, U Xpty> = <r,T

FosTo pL (SS o)

. . t (2.105)
i [(ms m,S . .
e{pf;[[gxz - 20300 xj}—msax +mosoaoxo—{|;f (t )dtN

X

avec

<rrln s, = —rex i_(r—r0)2 (2.106)
PR N2 n(r-1,) h2(r-1,) '

la fonction de transformation d’'une particule likkemasse égale a l'unité décrite dans la

représentation.

2.4.2 Oscillateur harmonique 3D dépendant du temps [51]

Le systeme étudié dans ce paragraphe est celui@buaitlateur harmonique 3D chargé
dépendant du temps dans un champ magnétique étanmpclaser variables. Comme dans le
paragraphe précédent, on va commencer par I'actassiqueS du systéme. Le lagrangien

classique du systéme s’écrit en fonction du vegtesitionx comme

L =%m(t)>‘(2 - eV(x,t)+(—zX.A(x,t) (2.107)

qui décrit une particule chargée de masse dépendantemps se mouvant dans un potentiel

scalaire harmonique

v (x,t)=2_1em(t)af(t)x2 (2.108)
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et un potentiel vecteur composé de deux partigedmiére associée a un champ magnétique

B suivant la directionxs (qu’on peut notei,) et I'autre au champ laser

A(x,t)=Ag (x,t)+A (x.t) (2.109)

avec

AB(x,t)=(—§8(t)y,%8(t)x,0j et A(xt)=(A(t)A () AL)  (2110)

Selon le lagrangien lié au systéme étudié, la tianade I'action classique produit les

équations différentielles suivantes

&+m&+d&=@&+%@a+%gg&+q

m
X2+_2X2+a)2x2:—a)c)‘(l—%(a)c+a)c—2jxl+92 (2.111)

oo,
X+ Kot P =6,

ol w =eB(t)/mlt)lc est la fréquence cyclotron, et =eA/mc. Avec ces équations

différentielles le probléme devient difficile et leendre soluble, on introduit une

transformation spatiotemporelle constituée d’urtation et d’une translation

X, (t) po(t)cosd(t) p,(t)sing(t) 0 )y, (7)) (si(t)
X (t) |=| o (t)sing(t) o, (t) cosd(t) 0 || ya(7a) |+ s.(t) (2.112)
X4(t) 0 0 A\ ys(n)) (ss(t)

dr, =4 (t)dt et dr, =g (t)dt (2.113)

Pour que la substitution de (2.112) et (2.113kdéh111) aboutisse a

0
y,(7:)=0 (2.114)
0

les conditions suivantes doivent étre vérifiées
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1
Hn = M2
. - (2.115)
lull = 2
mg
5= W
0== (2.116)
Pot— g +(a)2 +Cdcz/4)p =
m
) (2.117)
B+ et =
m
et
§ +(m/m)s, +ars, - s, (Y2)((m/m) g + @ )s, ==,
8, +(m/m)s, +ars,+ s, + (1 2)((m/m) @ +dy)s, =, (2.118)

g, +(m/m)s, +afs,=e,

L’action classique qui correspond au systeme d'toos (2.114) prend la forme

S=((yi=vo) +(yamva)) /20 =10+ ((v v o) /25 -7 ) (2.119)
Le lagrangien du systeme dans la nouvelle représentest
L=L,+L, eav
_ . L _ L, (2.120)
Ly :(]/2)((Y1_y01)2+(Y2_YO2)2) et L, :(/1K(Y3_y03)2)

L’équivalence des systemes d’équations différdege(2.112) et (2.113) permet d’établir la

(2.121)

relation suivante
S=S+[G(xt)=G (xo.t,)]

ou la fonctionG est une fonction qui dépend uniquement des péimdket initial. En suivant

une démarche similaire a celle du paragraphe pe@&tgpour définiiG, on trouve
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AG =G (x,t)=G (Xo,t,)
=[(mpn/ 20.)(x{ +x3)+(mpy/ 20,)x 3 +mp-x,d (s,/ p.) /dt
+mp,x,d (s,/p,)/dt +mox,d (sy/4)/dt +(may /2)(x 5,-x5,)]
~[(Mor0/ 20:6) (X 1+ X 52) + (M 1o/ 201 JX 55t M 95 ¥ o8 (S g0 Yot (2.122)
+ My OueX 00 (S 6o 01 o) /At + Mo B10X g5 (S g5/ 21 o) /dlt +(M g2 ¢/ 2) (X 6 o X & o}]

t
~[F (t)dt
to
ou

R (1) =(m2)6 (a5 p.)fo) + (A su ) e 0 suim)f)”
(et 4(s +5))ren(ss,-5)

En revenant a [laction quantique/ =§+¢(t), on fini par trouver la fonction de
transformation du systéme
< X't ‘ XO’tO >= /\ < y'TD ’TII‘ yO’TDO’TII0>PL (2124)

avec

N=(ptptatan)  expliac/n) (2.125)

et

. Y2
<Yy, TD’TII‘ Yo:TnorTio PL:((277' h)s(ru _TDO)Z(TII _Tuo))

xexp(i%(((yl—ym)z +(y2—y 02)2)/2(TD -7, 0)+(y =Y 03)2/ ZTH -1 ())j

(2.126)

la fonction de transformation pour une particuledia masse égale a I'unité décrite dans le

nouveau systéme spatiotemporel.
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2.4.3 Conclusion

Par la technique gu'il a suivie, Nassar a faitggand pas dans I'évaluation exacte de
la fonction de transformation. Par le moyen dedfamations spatiotemporelles, il a réussi a
transformer le probléme en celui d’'une particulbedj et il a pu ainsi franchir des pistes qui
étaient inaccessibles par la méthode de Schwirer.réussi a évaluer les fonctions de

transformations pour des systemes 1D et 3D couplé@asndants du temps.

Cependant, cette technique demeure une technigume &assique qui se base
essentiellement sur une analyse fonctionnelle igjaslutdt qu’opératorielle quantique. De
plus, l'utilisation directe des résultats obtenssun peu compliquée. Il est a noter que cette

technique n’a donné ni de valeur ni d’utilité ariéthode de Schwinger.
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3.1 INTRODUCTION

Il y a bien longtemps, Hertz était le premier aiapensé qu'il est possible d’éliminer
le potentiel de la description du mouvement d'ust&spe mécanique classique et le décrire
par un lagrangien impliquant seulement une énelgigype cinématique, par le moyen d’'une
transformation appropriée des coordonnées. Aujbuidil existe en mécanique classique
deux approches utilisées pour lintégration dastogns de mouvement, la premiére par la
résolution directe des équations du second ordfa éeuxieme par I'élimination d'une des
variables conjuguées en utilisant les transformaticanoniques [97]. En raison de la nature
opératorielle des variables dynamiques quantiquepoar la non-commutativité qui en
résulte, les transformations canoniques classiqugisges pour l'intégration des équations du
mouvement [98], n'ont pas pu étre étendues au dwmaiiantique [99] et l'efficacité des
transformations canoniques qui sont un outil @NsEn meécanique classique n'a pas été

complétement réalisée en mécanique quantique.

Bien que les transformations canoniques ne so@hiepcore devenues une technique
populaire a résoudre des modeles quantiques, baauaeoprogres ont été accomplis dans les
derniéres trois décennies [108-117]. Par exempteshimsky, Seligmen et Wolf ont converti
le potentiel radial coulombien en un oscillateurrnmanique via des transformations

canoniques [110]. Leyvraz et Seligmen ont rédgitiamiltoniens e (j) par le moyen des

transformations canoniques [111]. De sa part, Asatela montré que tous les systémes qui
peuvent étre résolus par la méthode « intertwinipguvent également étre résolus par des

transformations canoniques [112].

Un des objectifs du développement des transfoomatcanoniques classiques est de
transformer les hamiltoniens de systemes particulen d’autres plus simples dont les
équations du mouvement peuvent étre résolues. bingficierons de cet outil afin d'évaluer
des fonctions de transformations des systemes éStudn appliguant la méthode de
Schwinger. Nous allons montrer que lorsqu’on wilisie transformation canonique linéaire
appropriée, nous pouvons considérablement simplifi&valuation de la fonction de
transformation du systeme et la transformer ere aline particule libre. La forme obtenue
de la fonction de transformations et les équatiamsiliaires prennent les formes les plus

simples possibles et les plus pratiques.
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Nous allons appliquer la méthode de Schwinger gdear systemes quadratiques
unidimensionnels (1D) généraux dépendants du tempsproposant une technique
opératorielle quantique qui se base sur les tramsftions canoniques linéaires quantiques qui

nous ont permis la simplification des problemagéds par cette méthode [54].

3.2 SYSTEME GENERAL DEPENDANT DU TEMPS

Le systeme général quadratique dépendant du teréfis sbuvent considéré pour ses
diverses applications en optique quantique [115:1Dans cette partie, nous allons évaluer
la fonction de transformation du systéme quadratitid dans le cas le plus général au moyen
de transformations canoniques quantiques sansudésdes équations d’Heisenberg de

mouvement.

3.2.1 Transformation du systeme en patrticule libre

L’hamiltonien du systéme est donné par I'expression

H=g,(t)p°+0,(t)x*+g,(t)xp +g,(t)px +g4(t)p+gt)x +g.(t) (3.1)

ou g; (t) sont des fonctions dépendantes du temps. Comrpeudrie constater, le systeme est

trop compliqué, il est donc impossible d’évaluer feaction de transformation par des
méthodes directes qui nécessitent la résolutioguditons différentielles opératorielles. Les

fonctions g, (t) sont arbitraires ; la résolution exacte exige ¢g@leénent la connaissance

préalable de ces fonctions. Pour cette raison, n@l®ns pas appliquer le principe d’action
guantique a ce systeme de coordonnées mais anensggtéme ou I’hamiltonien peut prendre
une expression plus simple. Cependant, dans laoaette Schwinger, il est nécessaire de
connaitre la variation de I'action exprimée dansdeiveau systeme de coordonnées afin de
pouvoir l'utiliser en appliquant le principe d’amti quantique qui sert a déterminer la fonction
de transformation du systeme. Cette variation &'édans la représentationcomme
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OW =p"dx"—p' dx' —H"Jt"+H' 5t (3.2)

ou H est I'hamiltonien du systéme atet x" sont respectivement les coordonnées initiale et
finale qui correspondent respectivement aux instamtial et finalt' et t". Considérons

maintenant la transformation canonique suivante

x =(2mg,)" 1, (t) X +£,(t)

P
= gy

(3.3)

avec f, (t) une fonction arbitraire qui dépend du tempsnela masse de la particule. Les

équations (1.127) nous permettent de trouver feactions génératrices suivantes de la

transformation canonique

__(PP) oy o ()P
T RN f

=L (xp+ P )+ (amg, )21, ()1, (X +,(0)F (1) )
).40)

Par conséquent, I'hamiltonien devient apres avilisé@ (1.127)

2

_ =) .
H(P’X’t)zﬁ +2mg192f12x2 +%(g3+g4_:_l_;_glj(px + XP)
1 1 1

+ (291f3+93f2+g4f2+95_ fz
2 2
(2mglf1)]/

)P"' (2 mg, f12y2(292 fo+Qsfy+0,fa+ 05+ f3)X (3.5)

. in
+0,ff+0,f/+g,f,f,+9,f,f,+09.f, + g f, + g, + fzf3+5(ga-g4)

.. _ of, s o I
ouf, :a—t'. Pour éliminer les termes lineaires dans ce notmaghiltonien, nous allons

annuler leurs coefficients c'est-a-dire résoudsyteme d'équations différentielles suivant
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{fz-fz(gﬁgﬂ‘zgl 37 0s (3.6)

fs +292 fz + f3(93 + g4)= —06

dont la solution dépend des fonctiogﬁ(t). En conséquence, aprés avoir utilisé (1.119) pour

réécrire la variation de I'opérateur action (3.2hs la nouvelle représentation, nous obtenons

~ p? 1 f, ¢
H(P’X’t)zﬁlz + 2mg1921:12x2 +E(gs *+4, —f—%](PX + XP)+F('[)

SW=P'dX"-H"3t"-P'd X' +H't +(F'-F,) (3.7)
— P"5 X" _ |:|115tlr _ P'5 XI + |:|'5t' +5[(2 mi’)]/z fl"f?:X" + f2"f3"
-(2mg)} X - 1]

et

F(t)=0,f7 +9,f7 +(9; +0,)f,f,+ 95 F, + 9, f, + g, + £, 1, +'3(93 -9,) (3.8)

Maintenant, nous allons introduire la transformati@nonique suivante

5:P+ mf12[93+94_ f _&JX (3.9)

(3.10)

Nous alors obtenons I'hamiltonien suivant en rewgnoujours a (1.127)
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5 P> m
+

H(P,X t)=———+——Q?(t)X 2+ (t _
( ) 2mf12 2flz ( ) + ( ) (3 11)
ou
Q2 (t) = fls( f,+ fl[i_ilz+4gzgl—(g3+g4)2 —(g3+9 A)+&(g 49 A)D (3.12)
29, 49, 9

Maintenant, nous effectuons la transformation temlp®suivante

& 1 (3.13)
ou nous écrivons I’hamiltonien comme
H(P.X,7)=fH (P.X t) (3.14)
Enfin, I'hamiltonien prend la forme
52
M=t +lmazx2+f2r (3.15)
2m 2

et la variation de l'opérateur action est exprimiges la nouvelle représentation selon (1.119)

tel que

SW=P'6X"~H'ST" -P X +HST +(F/~F +F'-F)
- 5"5 X" — |+I "5 Z_" — 5'5 x' + |+I '5 Z_’ + J[(erg]'.')]/z flﬂfsﬂx" + f2"f3"

I rer I I I rr]f" n n n 9y ." n
- (zmgl)]/2 fifs X = ff5 - 21 ( f; ((gg + 94)_ ZglJ - fljx ’ (3.16)
O
rnf ' ' ' ' ) £ 1 '
+71( fy ((gg + 94)— Zgglij - fljx 2}

Considérons qué)(t):o en (3.12), c’est a dire résoudre I'équation dififidielle homogéne

du second degré suivante
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f,+Z(t)f,=0 (3.17)
ou
_ 6 39 2 (o a9
(t)—2—€;—4—g}+49291_(93+g4) —(ga+g4)+51(93+94) (3.18)
Il est évident que la solution de cette équatiogmedd des expressions des coefficieglitét),

c'est-a-dire de la nature du systeme étudié. Mbtenons I’hamiltonien d'une particule libre

avec un terme additif dépendant du temps
H=H,+fT et H,=— (3.19)

Par conséquent, nous pouvons écrire la variatidioplérateur action comme

OW =P' X" ~H ST ~P'oX '+t 57 +3| (2mgl) *f /fIX " +1 § 1

, , , , mf n , " , < n ." "
—(anl)wflfs'x _fzf 3 Zl(fl ((g st 0 4)_g_1"j_f JX ? (3.20)

29,
mf ' ' ] ' ) “r ]
+ 21(]‘1 ((gs+g4)_zgglij_f1jx Z_A:l

. .
ol A = j f2r dr =jr dt et I vérifie (3.8).
T t'

3.2.2 Evaluation de la fonction de transformation

Maintenant que la variation de l'action du systeshalié est connue dans le nouveau

systéme de coordonnées, nous allons appliqueinieipe d'action quantique

(X", "X ',r'>=%<x " r"[oW |X',1") (3.21)
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Nous nous sommes servis des propriétés de compiutatitreX " et X' pour
réarranger la variation de I'opérateudW de telle sorte que la coordonn&e” soit a la
gauche deX ', afin d’obtenir la variation de I'opérateur actibien ordonnée dans le nouveau

systéeme de coordonnées ce qui permet d’écrire
5(X".7'|X".T') :% sw (X" X)X X ) (3.22)

ow (X " X ',r",r') ici est la valeur propre de la variation de I'gpéur action bien ordonnée.

L’équation (3.20) nous permet d'écrire la foncti@e transformation du systeme

immédiatement au moyen de la fonction de transfoomade la particule libre apres

intégration de (3.22)

< X" T"‘ x T > A< x" "‘ x Z_ >FP exp_[ Zml l/zf"f "x"+ f"f n

I ! I I ! ! rrlf" n n n ), ." n
_(ngl)y2 fifsX =65 - 21 ( f] ((93 + 94)_ zggli.J_ fljx i (3.23)
mf, g
+—2| f] + LI=f [X?=A
5 ( ((93 9:)- 291) J }

<X", r"| X', 1" >, estlafonction de transformation bien connueededirticule libre

. n_ _1/2 . " __ 1\2
<X " ' Z_n| x I’TI >FP :(Zﬂl h(r T )j ex{mu} (324)

a

n ! t
r"-r1 :J'd— (3.25)

on trouve
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2. e dt i ((x"-f)) (x'-f,) dt
<x",t"|x",t'>=A i 7 exp —
| (m I ] '{4?1( gl'“fl" gi“f /I J
2
i w,n o0 (X" _fZ") " g 2f "
x exp| fx"—fx ——7F=— +9)——=-
{ph—[ L e ( LR (3.26)
x'—f K
(R [T
89, 91 L

Apres avoir utilisé I'expression

im (e) exr{Mj 5 (x—x)

£ (3.27)
e -0
et les propriétés de la fonction delta, la conditie normalisation
lim<x"t" X ,t'>=3d(x"-x)
(3.28)

t" D:I] _>t’

nous permet de calculer le coefficieAt Nous obtenons finalement la fonction de

transformation du systéeme

t" V2
<x",t"| x’ ,t'>—[4m hg gt f J'dt j

[ (X —f dt .y
) exp( H 9" g;“f / [t dfx -t (3.29)
x"—f "? . X 2f." X'_f'2 ' ' o 2f'
_#( (93 g ) %_f_,}j+g(2(gs+g4)—%—_lj -A
1

89, ! 89,

o
ou /\:J'I‘ dt, I satisfait (3.8) et les fonction§(t) sont les solutions des équations

différentielles (3.17) et (3.6). L'équation (3.28présente la fonction de transformation

exacte du systeme quadratique 1D général dépeddat@mps déterminé par I'hamiltonien
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(3.1). Les termes indépendants des coordonnéekeréisdu commutateur et fournissent les
véritables contributions quantiques au calcult&fetmnction de transformation qui est évaluée
pour la premiére fois pour ce type de systemeslgpanéthode de Schwinger, constitue le
résultat principal de ce chapitre. Les systéemesticpge libre, oscillateur harmonique,

oscillateur harmonique amorti, oscillateur harmaeicavec une fréguence dépendante du
temps, oscillateur harmonique avec une masse et fodguence qui dépendent du temps,
oscillateur harmonique forceé, oscillateur harmoricgamorti forcé... sont inclus dans ce

systéeme général.

3.3 SYSTEME 1D DEPENDANT DU TEMPS SANS TERMES
LINEAIRES

3.3.1 La fonction de transformation du systéeme

On considere le cas du systéme quadratique 1D dépendu temps sans termes
linéaires

H=9g,(t)p* +9,(t)x*+g,(t)xp +g.(t) px (3.30)
C'est-a-dire dans I'hamiltonien (3. 1) nous prenons
gs(t): gG(t): 97(t):O (3.32)

La fonction de transformation pour ce systéeme pitd évaluée directement a partir de
I'expression (3.29) et comme les fonctiorig(t) et f; (t) dans la transformation canonique
(3.3) sont utilisées juste pour éliminer les terre&aires, il devient inutile de résoudre le
systéeme d’équations différentielles (3.6). Danscas, nous effectuerons la transformation

canonique suivante

X :(2mgl)wfl(t)x
p (3.32)
(2mgl)wfl(t)

p:
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en considérant

f,(t)=f,(t)=0 (3.33)

Il en résulte I'annihilation de ces fonctions defdaction de transformation (3.29) qui est

alors exprimée comme

Cat ) [ dt
<X" ,t"| Xr ,t' >_(4]TI hglj/Zgnl/zfl"f{ ?j eX{ (g,ﬂ/zfn !J/Zf /J. J
t 1

(e N zf"j %2[ g 2f‘1) 1in(gs—9a) J
exp — g3 +gL)- -5 g, +0,) -t | - [ = dt
(h[ 891(21( e o f') 8g; A9:+6)- 9, f] =

t

(3.34)

ou f; (t) est la solution de I'équation différentiellel(B). Il est important et utile pour les
applications que nous allons faire ultérieuremenindter que la solution de la fonction de
transformation (3.29, 3.34) dépend de la solubd&s équations différentielles (3.6, 3.17) qui
sont linéaires. Leurs solutions générales sontcdesbinaisons de solutions indépendantes
relatives aux constantes arbitraires d'intégrati@n remarque que la fonction de
transformation du systeme physique est indépeadduntchoix arbitraire de ces constantes
puisque la seule condition exigée a ces solutiatsge’elles doivent éliminer les termes
linéaires et les termes quadratiques dans I'haméto afin de le transformer en celui de la
particule libre c'est-a-dire de vérifier les éqoas différentielles.

3.3.2 Cas particuliers

A. L’ OSCILLATEUR HARMONIQUE SIMPLE

On peut vérifier I'efficacité et la validité derd@éthode que nous avons proposée pour
déterminer la fonction de transformation du systeghedié en appliqguant la méthode de
Schwinger via les transformations canoniques dams$ d'un oscillateur harmonique simple
avec une fréquence constande, la fonction de transformation duquel est bien nuen

L'opérateur hamiltonien du systéme prend la forme
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_p? .1 2
H —2—+Ema)2x (3.35)
m

De ce fait, les fonctiongi(t) prennent les valeurs suivantes
1
gl(t):_’ gz(t)zamwzl g3(t)= g4(t)=0 (3-36)

Maintenant nous devons sélectionner la fonction@piée dépendante du temps pour
I'employer dans une transformation canonique. Rave’ I'équation différentielle (3.17) qui

devient dans notre cas une équation homogenecdndgerdre avec un coefficient constant
f,+aff =0 (3.37)

La solution de cette équation estf;=C, coswt+C, sinut ; mais comme la fonction de
transformation est indépendante du choix des cotestarbitraires, en d’autres termes toutes
les solutions sont équivalentes, nous n’allonsgoaspliquer les calculs et nous allons choisir
la solution la plus simplef, =coswt . Nous la substituons directement dans I'expression

(3.34) et nous obtenons la fonction de transforonati'un oscillateur harmonique simple

prenant en effet sa forme connue

ZMhsmw@"—V)ﬂz
m w

<Xll,tll Xl,tl>:{

. {p_ T ﬂ

cosw(t"-t")

(3.38)
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B. L'OSCILLATEUR HARMONIQUE AVEC UNE FREQUENCE QUI

DEPEND DU TEMPS

Dans cette section, nous allons évaluer la fondieriransformation d'un oscillateur
harmonique avec une fréquence qui dépend du tempsnaoyen des transformations
canonigues quantiques. L'opérateur hamiltoniesydteme est donné par l'expression

H =P+ Lnar(t)x? (3.39)
2m 2

avec ca(t) une fréquence dépendant du temps. Dans ce cls égnctionsg;(t) sont écrites

comme

1 1
gl(t):_’ gz(t)=§ma)2(t), g3(t)= g4(t)=0 (3-40)
Quand nous substituons ces fonctions dans I'équd8dl7) nous obtenons
f +a?t)f, =0 (3.41)

La solution de cette équation dépend de lI'expressila fréquenceu(t). Dans ce cas, la

fonction de transformation de l'oscillateur harngu@ avec une fréquence dépendante du

temps est exprimée comme

m
|m '" f'l
X _ 1 n 7X’2
{ f" /'[ " fi J

Lorsque nous considérons dans (3.0f)) = f13(f'1+a)2(t)f1 ): @, OU @), est une constante,

2 at
<X",t"|X',t'>—( Tl hf"f J‘—ZJ

(3.42)

c’est a dire transformer I'hamiltonien du systéenoa ipas en celui d’'une particule libre mais

en celui d’'un oscillateur harmonique simple. Nas#tenons
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tad ]
27 m‘l"fl'sin[j“f’o2 j
t' 1

<X"1t" Xf’t7>=

m
] (3.43)
H t n2 12 n, 1 n r
X exp% %CO( af{)czitj ;(::2 ;(12_ 2Xt)"( +:1IIX"2 _f_’]- Xlz
t 1 1 1 flflnco{ %dtJ 1 1
2
t' 1

qui est exactement résultat obtenu dans I'étudgdéBla méthode des intégrales de chemin

pour le méme systeme.

C. L'OSCILLATEUR HARMONIQUE AVEC UNE MASSE ET UNE

FREQUENCE QUI DEPENDENT DU TEMPS

Nous allons considérer I'hamiltonien suivant d'wstiltateur harmonique avec une

masse et une fréquence qui dépendent du temps
H :p—t+—;m a’h, (t)x? (3.44)

Les fonctionsh(t) sont ici des fonctions arbitraire qui dépendentatups, etmet « sont,

respectivement, la masse et la fréquence qui sbrites constantes. Pour ce systéme, les

fonctionsg; (t) prennent les formes

1
2mh, (t

9= 5 ) 0.0)=5meh (). a)=a.l)=0 (3.45)

L'équation (3.17) prend alors la forme
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(L0, RO, n),
h ( on () )Y hl(t)J =0 (3.46)

qui est plus compliquée que les précédentes. Napyselons la forme générale (3.34) pour
écrire finalement la fonction de transformationl'dscillateur harmonique avec une masse et

une fréquence qui dépendent du temps tel que

1

(o] ) e
. " ! t' n " ] 1

xexg | I 1 L G P L i

4n | dt £ 2H f

; -y
< Xn tn I} tr (Zﬂlh f f"hl_j/zf‘lf_j/zjd—tzJ
t'
2

D. L' OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI

L’hamiltonien d'un oscillateur harmonique amorti @®nné par I'expression suivante

2

H=—P

1 2
Imexpzel) +om o exp2&(t)x (3.48)

Nous pouvons utiliser immédiatement le résultatd (B lié a l'oscillateur harmonique avec
une masse et une fréquence qui dépendent du tepms, obtenir la fonction de

transformation d'un oscillateur harmonique amartfasant les substitutions suivantes

h(t) = h,(t) = exp2¢(t) (3.49)

La fonction de transformation est alors obtenue édisement
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<x U, ¢ > | 2ty tj ot )
Y mexp&(t")+ &(t)) 2 £2(t)

t

Jfeeoy o

{ff'"" &t ")Jx exp2¢(t")) - (f' é(t')}x’zexp(ch(t'))ﬁ

1 fZI.

ou la fonctionf; est la solution de I'équation différentielle suite

f+(-€(t)-&(t)+a?)f, =0 (3.51)

E. L’ OSCILLATEUR DE CALIDORA-KANAI

L’oscillateur de Calidora-Kanai [33] est un castpulier de I'oscillateur harmonique

amorti. Son hamiltonien est exprimé comme

2

H=—2P

1 2
W+—2mexp(m't)wzx (3.52)

Par conséquent, nous allons considéq‘(ar) dans (3.50) une fonction linéaire telle que

£(t)=at. Ainsi, I'équation différentielle (3.51) devient

+(ef -a?)f, =0 (3.53)

La solution la plus simple est alors

f =cos(\/ﬁ t) (3.54)

Nous la substituons dans (3.50), nous obtenoms & fonction de transformation de

I'oscillateur de Calidora-Kanai
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=12

21Ti h sin( o —a’(t" —t'))

m exp(a(t " +t’)) W —a?

<x", "'t >=

exp(iz—r;: (,/wz -a?*x

2x’3<'exp(a(t"+t')) (3.55)

cos[«/af -a? (t"—t’)}

cot[«/a)z—a2 (t"—t')}x x"2exp ") +x'? exqf at')-

—a(exp( 2t")x"? - exq{ 2t')x 2)))

Cette expression est parfaitement conforme au tedsabtenu dans la référence [79] en

appliquant les intégrales de chemin.

3.4 L'OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI FORCE

3.4.1 Calcul de la fonction de transformation

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer la ftianation canonique linéaire a

I’'hamiltonien d'un oscillateur harmonique amoitircé par une fonction arbitraire (t) qui

dépend du temps

H =2rszt)+£2m(t)a)2x2—exp(2£(t))F(t)x (3.56)
mit) = m, exp(2¢ (t)) (3.57)

et & (t) est une fonction qui dépend du temps. Les fonstip(t) dans I'hamiltonien général

(3.1) prennent les formes suivantes

) 1 1 =-exX
%w-zquza»’g*”‘fwﬁ““%“»'%“%' MZ@»F@%(&%)

9:(t) = 9, (t) = g5(t) = 9,(t) =0

Le choix approprié des fonctioris(t), solutions des équations (3.17) et (3.6), nous

permettra de déterminer la transformation canonapreenable, afin de calculer la fonction
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de transformation exacte de l'oscillateur harmaomigmorti forcé. Dans ce cas le systéme
(3.6) des équations différentielles prend la forme

f,+(-8(t)-€(t)+w’)f,=0
f,+28 (t)f,+uwif,= ant)

0

(3.59)

f,=mexp( Z (t))f,

La solution de ces équations différentielles dépeies fonctionsF (t) et (t). En

conséquence, la fonction de transformation de illasaur harmonique amorti forcé est

exprimée comme

2minffr Coat )
<X",t"|X’,t’> ( I j
fo(t

my exp(¢” +¢7) 1.7 (t)

im ([ (x"=12)  (x'-f) Y [t ot v 2 (15—t
ex{%{(fl"exp( )T exd=F j/ fk"—fx') (3.60)

{E-ete) o -ry e[ -ee )j(x i er o B

0

ou

A= J(Zn'b exp( ?E )+%rn0602 eXp( &t(t)) f22 -h exp( Z(t)) f,+ fzfs] dt (3.61)

3.4.2 Cas particuliers

Afin de vérifier la validité et la précision du téat ci-dessus, nous considérerons les

cas suivants
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A. UNE PARTICULE DANS UN CHAMP EXTERNE CONSTANTF

L’hamiltonien de la particule prend la forme
H=_Fx (3.62)

oum est une constante &i(t) et « en (3.56) sont nuls. En conséquence, les équaBaba)

deviennent

(3.63)

f,=—v (3.64)

Ce qui nous permet d'obtenir la fonction de tramsédgion dans le cas d'une particule dans un

champ externe constant

. U -y2 H A
et {2 ) 0

m nl 2" -t)
1 F2(t -t) (565
Lt an)- 2L D

Le méme résultat a été obtenu en utilisant la nu&thdes intégrales de chemins [13].
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B. L’ OSCILLATEUR HARMONIQUE SIMPLE SOUMIS A UNE FORCE

EXTERNE

Lorsqu’on considére la fonctiog (t) nulle dans I'équation (3.56), nous obtenons

I’'hamiltonien d'un oscillateur harmonique simpleisos a une force externe tel que

2

H ="+ Letx - F(t)x (3.66)
2m 2

Par conséquent, les équations (3.59) sont écutasne

fi+a?f, =0
v F(t
f,+a’f, :# (3.67)
f, =i,
Ainsi, les solutiong; (t) prennent les formes
f, = coswt
F(s)
f,=|——~sinw(t -s)ds (3.68)

mao

En remplacant ces fonctions dans (3.60), cela npaisnet d'obtenir la fonction de
transformation dans le cas d'un oscillateur haiquensimple soumis a une force arbitraire

externe comme
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ex —lmw (cosa)T(x"2+x’ ) 2X"X'
27T|hsma)T 2h sinal
r t"

2X" . 2x' .
— | F(t t—t')dt+— | F(t t" —t)dt .
+ ma)-[ (t)sinaft —t') ot + mwtj, (t)sinaft" -t) (3.69)

t

S8
e -
—w_,.-p

(s)sinaft” -t )sinw(s—t')dsdt)]

ouT =t"-t'. Le méme résultat a été obtenu par la méthodentiagrales de chemins[13].

Nous supposons maintenant, que la fréequence dst muk 0. L’hamiltonien prend alors la
forme

H=— - F(t)X (3.70)

Par conséquent, les équations différentielles §3d&iennent

f,=0
- Flt
f, =# (3.71)
f, =n,
Les solutions suivantes vérifient ces équations
f, =1
(F(s)
f,= t-s)d
, tj - (t-s)ds (3.72)
t
fo=[F(s)ds
g

menant a la fonction de transformation d'une palgisoumise a une force externe arbitraire
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PO .
<X, t'|X,t' >:( m jz exp(ﬂ ((x i +%(] FE)t-t)dt

2mih T 2hT ;
: (3.73)
2x' | 2 Ut N
2T -ga- 2 FOFGK -t t)dsdtD

On vérifie donc facilement que la fonction de tfanmation (3.69) tend vers I'expression

(3.73) d'une particule soumise a une force extarbieraire poura. = 0

3.5 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthodgcteinger, dans le cas général
des systémes quadratiques 1D dépendant du tengas dBs termes linéaires via les
transformations canoniques quantiques sans résoudse équations opératorielles
d’Heisenberg. Et pour la premiere fois, la fonctam transformation de ce type général de
sstéemes a été évaluée exactement par la méthodemple de Schwinger.

Le résultat que nous avons obtenu a été vérifis dasm cas de l'oscillateur harmonique
simple, l'oscillateur harmonique avec une fréquedépendante du temps, l'oscillateur
harmonique avec une masse et une fréquence quindiEpe du temps, l'oscillateur
harmonique amorti, l'oscillateur de Calidora-Kaetl'oscillateur forcé. Nous avons constaté

bY

gue le résultat est parfaitement conforme a ceobenus au moyen des intégrales de

chemins.
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4.1 INTRODUCTION

La fonction de transformation était évaluée poure udiversité de systémes
quadratiques tridimensionnels anisotropes ou ipesopour I'importance de ce type de
systémes en mécanique quantique non relativiste J12].

Dans ce chapitre, nous utilisons le principe dictguantique, au moyen des
transformations canoniques quantiques dans le dutédoupler I’hamiltonien des systémes
quadratiques tridimensionnels (3D) dépendants duopse avec des termes lin€aires, le
transformer en celui de trois particules libresiéjpendantes et déterminer ensuite la fonction
de transformation exacte du systeme. Le problemeless simplifié et converti en celui

d'une particule qui se meut librement en trois disiens.

Dans ce chapitre, la généralisation est faite pesirsystemes 3D dans le cas général
avec trois couplages variables anisotropes hyhrigdesar les systemes 3D avec un seul
couplage hybride variable et pour les systemes &is ucun couplage. Deux exemples
physiques sont présentés pour illustrer I'appboatoncrete de la formule générale obtenue
dans cette étude: ceux de particules chargées digotentiels vecteurs et dans des

potentiels scalaires.

4.2 SYSTEME 3D GENERAL DEPENDANT DU TEMPS
4.2.1 Cas Général

L’hamiltonien d’'un systéme quadratique général 3pehdant du temps avec des

termes linéaires est exprimé comme
H =pGp + XGX+XGp + pG x+zx + zp+d(t) (4.1)

ou X et p sont respectivement le vecteur position et le exgctimpulsion exprimés

respectivement par
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X P,
X={ %, et  p=|p,
X, Ps

d(t) est une fonction arbitraire dépendante du terap®t z, sont des vecteurs dépendants
du temps, G, et G, sont des matrices diagonales @, et G, sont des matrices

antisymétriques de sorte que

o) 0 0 h(t) o 0
G,=Gj, G,=| 0 g,(t) 0], G,=| 0 hyt 0

0 0 gt) 0 0 ht)

k.(t) 0 0 0 I,t) -,t)) 42
G,=G,;+G,,, Gy;=| 0 k,(t) © ,G32=% -I,(t) 0 ()

0 0 ks(t) lz(t) _ll(t) 0

D’une maniére similaire a la démarche suivie danshlapitre précédent, nous allons
utilisé des transformations canoniques quantiquBs (,p) — (X,P), pour I'évaluation
exacte des fonctions de transformations. Le prendfaction quantique est donc appliqué
pour trouver la fonction de transformation danstavelle représentation qui est ensuite
converti vers l'ancien ensemble de coordonnéesur Egte raison nous allons exprimer la

variation de I'opérateur action en fonction desivedles coordonnées
(P, X,t)=P"8X" - P'aX' —H"&" + H'&' + 3(F'- F/) (4.3)

Dans la généralisation faite pour un systeme 1Dedgnt du temps qui se meut
linéairement [54], nous avons juste introduit umanslation dans les transformations
canoniques. Pour le systeme 3D décrit ci-dessusplplage hybride est di0 au moment
angulaire, pour cette raison nous établissongriessformations canoniques suivantes a partir

d’'une translation et d'une rotation
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x = (2m)"*DRTX +f,

] (4.4)
p = (2m) *D'RT P +f,

ou m est la masse de la particulg, une matrice antisymétrique de rotation de matrice
transposéeR’ =R ™ utilisée pour supprimer les termes des couplagbsdes,f, et f, sont

des vecteurs dépendants du temps utilisés pouriswggdes termes linéaireb, et T sont des

matrices diagonales qui dépendent du temps
T=| 0 pft) O et D’ =G, (4.5)

L’équation (1.127) nous permet de trouver les flomst génératrices suivantes

F, = (Bm)*2(xDRT P + D'RT'Px)+f,x - (2m) *’PT 'R D,
=%(XP +PX)+(2m)’*f ,DRTX +f f, (4.6)

F, = (2m)"*f,DRTX +f f,

Par conséquent, I'hamiltonien est transformé, s€loh27) aprés avoir utilisé les propriétés

des matrices transposées, celles des matricesadi®mncet des matrices diagonales, en

H (P, X,t) = (2m) ™ PD,P+ 2mXD,X + XD P + PD X +( 2m)’* XTR DK ,

12 (4.7)
+(2m) " PT'R'D K, +I (t)
ou
D,=T7 (4.8)
D, = TR'DG ,DRT (4.9)

D,=TR™D (%D'l +G,D '1j RT '1+%T R RT %77 (4.10)
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D,=D] =T'R? (%D'l +DG 4j DRT +%(T RR+TT (4.11)
K,=f,+5f,+BfFz, (4.12)
K,=f,+5 [, +5Gf#z, (4.13)
et
C(t) =f,f, +1,G,f, +1,G.f, + 26,Gf, + 2,f, +2,f, + A(t) (4.14)
On définief, :%, D :%—?, R =%—?, T =‘3—I. Maintenant, nous allons résoudre le systéme

d'équations suivant afin de supprimer les terimg&sires dans le nouvel hamiltonien (4.7) en

annulant leurs coefficients, d’ou

{fl_ZGJl_EIz:Zz (415)

f.2+2G3f2+1':‘3(1:'21

Les solutions de ces équations dépendent des saliegr éléments de matrices. Et
pour supprimer les termes de couplage, c'est-datiréléments de la matriGs,, nous allons

annuler, dans la matridg,, les élément®,; genéres par I'existence de la mati@g, pour

i #] , de sorte qu'a ne laisser que les éléments diagodans I'hamiltonien. Pour le faire

nous considérons

A=D,=D!=D, :%T (T*+R* (DD +25 ,,)RT ) (4.16)

Cette étape élimine le couplage qui existe dandyleamique du systeme, mais la
matriceR, qui est une matrice non diagonale, produit, dansas général, de nouveaux
couplages, dynamiques ou statiques, ce qui congl@probleme. Pour cette raison, comme
pour le moment cette technique est développée amigut dans le cas des couplages
hybrides, pour cette raison, le choix du systenteliggté aux systemes contenant une
isotropie dans les termes quadratiques de I'hamdto suivant les mémes directions des

couplages hybrides. Ceci signifie que le cas gstemes ayant trois différents couplages
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variables exige une isotropie quadratique 3D afia ge soit un probléme soluble. D’autre

part, I'anisotropie 3D dans les termes quadratiquegermet pas I'existence de couplage
hybride dans I’hnamiltonien. Cette condition d'isgie n'est pas imposée aux termes linéaires.
En vérifiant cette condition, la matride devient diagonale. Nous obtenons alors I'équation

suivante

R =-2DG,D'R (4.17)

Une fois cette équation différentielle résolueyistéme sera découplé. Par conséquent,
nous écrivons I'hamiltonien simplifié et la var@ti de I'opérateur action dans le nouveau

systéme de coordonnées

H (P,Xt)=(2m)" PD,P+ 2mXD,X + XAP + PAX +T () (4.18)

OW =P"3X"-H"dt"-P'dX'+ H'St' +J[ K- F] '
On introduit maintenant la transformation canoniqurante

X =X

. . (4.19)

P=P+ 2mD; AX

T et A sont les matrices diagonales, de ce EjitA = (DfA)T. Nous déterminons a
partir de (1.127) les fonctions génératrices ded¢eansformation
1

F, ==(XP +PX)-mXD;'AX
2 (4.20)

F, = -mXD;'AX

Alors (1.135) nous permet de transformer I’hamiiém exprimé par (4.18) en

H (ﬁ,X,t):%lf’DlﬁM %XDIAXH'(t) (4.21)

ou
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A:4D'11(D2-AD'11A —%(D A+DA )j (4.22)

Nous substituons les équations (4.8), (4.9), di0jden (4.22) en prenant en considération le

fait que les matrice®,G,,G,, et T sont diagonales, avec la condition d'isotropie dapit

étre vérifiee totalement ou partiellement selonylee de couplage, comme nous l'avons
expliqué ci-dessus. La matrié® n’a donc aucune influence sur la matriseexprimée en

(4.16), nous obtenons alors
A=T3(T +T(4D’G, - 4G?, + 4D DG, - 2D?D? + DD - 2G,))) (4.23)

qui est également une matrice diagonale. A ce stames avons découplé I'lhamiltonien, avec
succes, en trois systemes linéaires indépendaatguc nous permet d'écrire le nouvel

hamiltonien comme

ﬁ(ﬁ,x,t)z|:|1+H~2+|—~|3+I'(t)=l'(t)+23:H~i (4.24)

i=1

ou |—~|i est 'hamiltonien partiel du systeme quadratiquieant la directionk. Des équations

(4.5) et (4.21) cet hamiltonien partiel prenddenfie

H, =
2mp

B2y My A X
i ZAZ |A||X|

Afin d’éliminer la matriceD; de I'expression (4.21e I'hamiltonien, pour avoir une
forme plus simple semblable a celle d’une partitibiee se mouvant en 3D, nous appliquons

aux trois hamiltoniens partiels la transformatiemporelle partielle suivante

dr, _ 1

at :0_|2 (4.25)

ou chaque hamiltonien s’écrit comme

H (P, X 7)=a"A (P.% 1) (4.26)
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pour obtenir enfin I’lhamiltonien dans la nouvekprésentation

H=H,+I(t)
. et (4.27)
Ho=> W, =B+ M xax
~ ' 2m 2

La variation de I'opérateur action est expriméesalians la nouvelle représentation par

oW =3 (P5 X'~ WoT' - B3 X' + Hop)+o] B- B+ B- B+A(D)]  @29)

i=1

.
avecA = j Idt, I vérifiant I'expression (4.14).
e

Si on considereA =0 dans(4.23) cela va exiger la résolution de I'équatiansdcond
degré suivante
T+T Q(t)=0 (4.29)
et

Q(t)=4D%G, - 4G2, +4D™'DG,, - 2D?D* + DD - 2G,, (4.30)

La solution de cette équation différentielle eselia la nature du systeme étudié
puisqu'elle dépend des expressions des matficese systéme est finalement transformé en
une combinaison de trois particules libres qui $platent linéairement suivant trois
directions différentes

3
H=>H +I(t) avec
':122 (4.31)
R
' 2m

Donc nous pouvons écrire la variation de I'opérataction tel que

oW =3 6W +d[ F- K+ F- RE+A(7)] (4.32)
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avec OW la variation de l'opérateur action pour une paltidibre se déplagant suivant la

direction x. Le principe d’action permet d’écrire la fonctiate transformation dans le

nouveau systeme de coordonnée en fonction dedanptopre de I'action bien ordonnée
(X"t Xt = Aexp(lgw(xi", Xi',t",t')j (4.33)

ou A est déterminé ultérieurement a partir de la camdile normalisation.

En utilisant le principe d'action aprées le décogelale I'hamiltonien du systéme en trois
mouvements indépendants, nous obtenons la fondddransformation sous la forme d’'une
multiplication de trois fonctions de transformatiolépendantes de particules libres avec un

facteur additionnel

3

XX = [ (XTI X ) e[ B R E-RA] 43

Sachant que la fonction de transformation d'unéiquée libre se déplacant suivant

une directiorx, prend la forme

o 2mih(r"-1') Y im (X"-X/)
<X, 7| X/, T'> =| ———| exp — (4.35)
m 2n(r"-1')
et de la transformation temporelle partielle (4.§6) mene a
I =T _(a (4.36)
IS '

Les transformations canoniques (4.4) permettéatide la fonction de transformation

du systeme sous la forme
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(X"t |x,t>:A{%j ;{f -f.x —I%/\jx

s (wat) [0 &f(eR™M-1) R - ¢ ot
HU p_fJ i br3 [Z ]p."g."” Jp.’g.'“ 7 (4.37)

1=1 =1 =
RTINS TS

g o 29 g £

Comme pour le chapitre précédent, nous allonsetiliexpression

oo L2505

(4.38)
c0I0
avec la condition de normalisation
|im<Xi",t"| Xi',t'>=5( )gn_)sr) (4 39)

t"0 0.t

pour calculer le coefficienA. Nous obtenons ainsi la fonction de transfornmaéiracte d’'un
systéme 3D dépendant du temps avec des termesdméans sa forme finale

(x" "X ,t') = (4mrin) ** e y:(f X" —f1x —%/\j x

3 o . - dt -2 .3 3 R{'—l X'-'—f"' R"_l N —f' 2 dt
ﬂ(pipigi”gi”j:p—izj ex ﬁz [Z Jpg'gj;'“ 1,)_ J,E;é;vz 1)J /ﬁpif' (4.40)

i=1 i= || j=1

Y - S IR T S N P S T W
g!’(ZK s 29i"j()g ) g (Zk' Joi ZQJ()q f*)D
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4.2.2 Hamiltonien sans termes linéaires

Les vecteurd, et f, sont utilisés dans les transformations canonigdey juste pour

supprimer les termes linéaires dans I'hamiltoniéri)(du system général 3D. Dans le cas
d’'un hamiltonien quadratique sans termes linéaile®vient inutile de résoudre les équations
différentielles (4.15). Pour cette raison, avedype de systémes nous n’allons pas appliquer
directement I'expression (4.40), mais nous alldmsrcher une forme plus simple qui n’exige

pas la résolution du systéme d’équations (4.1®nsEiérons alors le cas particulier suivant
H =pG,p + XGx+xGp + pGx (4.41)

avecz, =0, z,=0 et 5(t)=0 dans I'namiltonien (4.1). La transformation caru@ (4.4)

devient, aprés I'annihilation des vectetiyset f,

x = (2m)"* DRTX

] (4.42)
p =(2m)*D'RTP

Compte tenu des étapes du paragraphe précédemst,utibserons le résultat (4.40) obtenu
aprés la résolution des équations (4.17) et (4028 avec les considérations ci-dessus. La

fonction de transformation du systéme prend dboferme suivante

(X" t"|xt) = (4rrin) ¥ [/O.'P."Q.'j/zg."]/zj- dtj

| 3 -1 !'I 111
xexp-—— " n - (] 443
4h; (-1/1.9.”2 ,0.91.”2 /I (4.43)

1 n p" g ] n2 1 ( r p' g' ] 12
-2 S a2 Oy
i [ P 20 g P 20

ou o est la solution de I'équation différentielle (4)29
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Comme applications des résultats généraux (4.4().48) nous allons traiter dans ce
qui suit les trois cas généraux suivants : un esystavec trois différents couplages variables,

un systeme avec un seul couplage variable, etystéme anisotrope sans aucun couplage.

4.3 SYSTEME 3D AYANT TROIS DIFFERENTS COUPLAGES

VARIABLES ANISOTROPES
4.3.1 Cas Général

Dans cette section, nous allons évaluer la fona®transformation pour un systéme
ayant trois couplages variables différents. Ce gpeystemes n'a pas été traité avant par la
méthode de Schwinger. Avec les transformations rignes que nous avons introduites
jusqu'a présent, seule l'isotropie 3D dans lesdsrquadratiques de I’hamiltonien du systeme
nous donne la possibilité d’'introduire trois cowgda variables anisotropes. Notre technique,
utilisant la méthode de Schwinger au moyen desstoamations canoniques, permet de
déterminer immédiatement et facilement la fonctiertransformation du systeme, en dépit de

la complexité impliquée par ces trois couplageged\ce systeme, les matric€ dans

I’hamiltonien (4.1) auront la forme

| est la matrice identité. Ceci implique dans dasgformations canoniqugg.4)
T=p(t)l etb=g"1 o0D%*=G, (4.45)

Les termes de couplage sont exprimés par la maBigequi contient trois couplages

différents. Comme la rotation dans les transforomatcanoniques est choisie dans les mémes
directions que les couplages afin de les supprdada forme de I'hamiltonien, la matrice de

rotation dans les transformations canoniques gs#gxprimée par
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3 =
R = D R| :( RT)
1 0 0 cosd, 0 -sind,
ol = cosd, sing |, R, =| O 1 0 ,
i o o N (4.46)
0 -sing cosf, singd, 0 coséd,
cosfd, sing, O
R,=| -sing, cosd, O
0 0 1
Par conséquent, I'équation différentielle (4.5@)transforme en
6,=-1,- (|25in91 +l, COS@l)tgez
8, =-1,cos8, +1,sing, (4.47)
- sing, i cosé,
3 2 3
cosfd, ~cosb,

L’équation différentielle (4.29) est donc réduite

p+Q(t)p=0 (4.48)
avec

Q(t):4g(t)h(t)-4k2(t)+zgg)(‘:)(th Zg;q(Et))—zk(t)

Finalement, a partir de la fonction de transfororatgénérale (4.40), la fonction de

transformation exacte pour ce systéeme général ayantouplage 3D anisotrope variable
prend la forme suivante
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<x",t"|x',t'>:[4mhg”/2 "o, dtj

i R"_l (X" _f") R' 1 pl! g-" )
- - " ~ _ " —f"
eXp h [( zpngﬂl/z 2prg!]/2 /J‘ —~ 4g " p" _29" (X 1 ) (449)
1 ' p' g' ] r 2 " "
—| 2k' - ———— —f -A
+4@1'( P 2g'j(x )+t D

ouf, etf,, R, et p, sont obtenus par la résolution directe des é@pmtifférentielles (4.15),

(4.47) et (4.68). Ce résultat est d’'une grandeomamce, du fait que ce soit la premiéere fois
qu’on arrive a évaluer la fonction de transformatexacte pour ce type de systémes ayant
trois couplages différents, par la méthode de Soperi Malgré la complexité provoquée par
I'anisotropie variable dans les termes de couplaydes termes linéaires de I'hamiltonien,
nous avons réussi a obtenir un résultat immédiat & moindre difficulté possible dans la

résolution des équations différentielles par rappaf'autres techniques.

4.3.2 Hamiltonien sans termes linéaires

L’hamiltonien de ce systeme est exprimé par (4.4application dans l'expression
(4.43) de la condition d'isotropie liée a ce geteesystemes, comme nous I'avons expliqué

ci-dessus dans le paragraphe précédent, nous nigrengtion de transformation du systéeme

T e myz g UL R"*X" R’ dt
(X"t |x,t>:(4mhg v2gmiz, J‘_ZJ ex{ (( 209" 2,0'9'12 /J-

(4.50)

Nous pouvons remarquer ici également que la diffé&eentre ce résultat et celui du
paragraphe précédent est la suppression des \@€¢teetrf,, qui sont des vecteurs utilisés
dans les transformations canoniques pour élimeetdrmes linéaires du nouvel hamiltonien

transformé.
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4.4 SYSTEME AYANT UN SEUL COUPLAGE VARIABLE

4.4.1 Cas général

Il est exigé au couplage dans ce systéme d’aveimémes directions que l'isotropie
partielle afin d’appliquer directement I'expressi@0). Ainsi, nous introduisons dans ce
paragraphe le couplage et lisotropie partiell@esdées termes quadratiques suivant les
directionsx; et xp, tandis que I'anisotropie 3D est préservée paitdrmes linéaires. Dans ce

cas, les matrice®, (4.2) de 'hamiltonien (4.1) prennent les forma®antes

g(t) o 0 h(t) O 0
G,=Gj, G,=| 0 gft) 0], G,=| 0 h(t) 0

0 0 gt 0 0 ht)

k(t) o o0 o I{t) o (451
G,=G,+G, Gu,=| 0 k() 0 |, 632:% “It) 0 0

0 0 kyt) O 0 0

Nous allons appliquer a I'hamiltonien de ce systele® mémes transformations
canonigues que les transformations (4.4) ou lesicea dépendantes du tempset T

vérifient les formules

pt) 0 0 g“(t) o 0
T=| 0 p(t) 0 |, etb=| 0 g (t) 0 | olD?’=G, (4.52)
0 0 pt) 0 0 g (t)

Comme le moment angulaire qui engendre le couptiges la dynamique du systeme est
paralléle a la directiors, la rotation dans les transformations canoniqees shoisie dans la

méme direction afin d'éliminer ce couplage. La imatR prend alors la forme

cosd singd O
R=|-sind cosf O (4.53)
0 0 1
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I’équation différentielle (4.17) est alors réduite
6(t)=-1(t) (4.54)

Nous faisons toutes ces substitutions dans (4pt)r obtenir finalement la fonction

de transformation d’'un systeme 3D général avecsaui couplage hybride variable et des

termes linéaires

VI Y .\ " , ., rtdt - ) , " dt y2
(etfxr) =(4min) 3/2(9 g “ppf,ﬁj ( g, p j?;]
x eXE’fz'[ XX £ X £ X f’gXB—%/\j
 exp ([ 1)eos ~(-12) v

~[(xi-1!) cog-(x,-1;) si]/og*?)
+([(xf—f”) sid" + (x —f" coﬁ']/,o"g"]/2

—[ Xi‘fﬁ) siﬁ'+(x;—f1;)cos€’}/,0'g”/2) j/fj)tz (4.55)
b CRRRCRA)
] (CRAR )B
RN P B LI A O Yy < S R [V TG
g;,'(Zkg 2 293" (i1 )+93[2k pz, 293’J(X3 f) D
i X4 f" X3 —f “d
i

o
ou A =j|' dt, etl" vérifie (4.14) et les vecteurfs et les valeurg, sont, respectivement, les

solutions des équations différentielles (4.15%€29).
Comme dans le systéme étudié les deux premiergsldg liberté sont découplés du
troisieme degré de liberté, la fonction de transfation est, en effet, la multiplication de deux
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fonctions de transformations pour deux systemegpeddants: un systéme quadratique
bidimensionnel ayant un couplage hybride variableast les directiong; etx, et un systéme
quadratique général unidimensionnel suivant laeadtion x;. On peut remarquer que la
fonction de transformation de ce dernier prend &xaent la forme obtenue dans notre
premiere généralisation pour les systemes 1D @4due nous avons détaillée dans le
chapitre précédent. Par conséquent, nous devrioaitsert uniquement le probleme

bidimensionnel.

4.4.2 Hamiltonien sans termes linéaires

Comme dans la section précédente nous allons @eside cas particulier de
I’'hamiltonien(4.41) ayant un seul couplage hybride variablerela, nous allons supprimer
les vecteurd; et f, dans les transformations canoniques (4.4). Darmsasgla fonction de

transformation (4.55) devient

-1/2

n n I 1 H _ n I " I n ! " U ” dt
ey =(amn) (o [ L] ool 4

12
ep._( X /jt dt

pn n]/2 psgrj/Z

_i( Rr- A ggjxs +_(2k, I8 gB’jX?]
O3 oy 29; g5 o5 29,

x e pl_ x;cosd' —x; sid"  x, co# - x, sif¥ ’
4h p"g"‘_I/Z prgr:VZ
(x"5|m9"+x"cost9" X; Sing' + X, co§' t dt
1 "]/2 11/2 J-

Jou! yolls)

N RN A KR TS PA W B VO |
9"(2 o' 29"j(xz+x2) g'(x p 29 )(x; XZ)D

ou p sont les solutions de I'équation différentielle2@). Comme pour le résultat du

X

(4.56)

paragraphe précédent, on remarque ici que la famde transformation du systeme étudié est
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constituée de deux fonctions de transformationsépeddantes bidimensionnelle et

unidimensionnelle.

4.4.3 Cas particuliers

A. PARTICULE CHARGEE DANS UN CHAMP MAGNETIQUE EXTERNE

CONSTANT

Nous allons considérer ce cas bien connu d'unéplertde charge et de masse,
soumise a un champ magnétique conskBamtaralléle a la directiorxs, afin de vérifier la
validité de notre résultat général et le confrorstex résultats obtenus par d'autres études.

L’hamiltonien du systéme est

(4.57)

2
1222m(e8j22e8
= +ps+ +— —— X+ X5)——— -
o~ (P + 0} + pS) (xi+ %)= —(px- X
Cet hamiltonien est celui d'un systéme quadratigaas termes linéaires ayant un seul
couplage hybride suivant les directioxset x, avec une isotropie partielle dans les mémes
directions. Par conséquent, il est utile , dansase d'appliquer directement le résultat (4.56).

A partir des expressions (4.41) et (4.51) nous/pos considérer

eB @ 1 m( @\
|=-=—=-2% g =—, h=—| %], =k =0 4.58
2mc 2 9 2m 2( 2) =k (4.58)

pour déeterminer les quantitéset p de I'expression de la fonction de transformatid6).

Il est nécessaire que nous trouvions les transfimnscanoniques appropriées en utilisant les

équations (4.54) et (4.29) ; celles-ci devienn@nés substitution des expressions (4.58)

: W
f=-1=— 4.59
: (4.59)
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et

(3]
PR ) P~ (4.60)
£, =0

Les solutions de ces équations sont

.
6="t¢ 4.61
: (4.61)
et
p= co{ﬁtj
> (4.62)
p,=1

On substitue (4.61) et (4.62) dans la fonction rdadformation (4.56) pour obtenir
finalement la fonction de transformation d'une ipaté chargée soumise a un champ

magnétique constant

woan| ,ropr\ — 2”' hT 2 C{)T
(X" t"|x' t"y = ¢t
m 2sin(wT/ 2

onf 5 4 coter 3= - o ) (2] |

(4.63)

ouT =t"-t". Ceci est exactement le méme résultat obtenu l@gedntégrales de chemin
[13]. C'est donc une confirmation de la validité lat précision de notre technique. La

remarque qui peut étre faite ici, est qu'il n'éfaais nécessaire de substityey dans la

fonction de transformation (4.56) et que nous jpans; dés le début, considérer la fonction
de transformation du systéme une multiplication é&drate d'une fonction de transformation
pour une particule qui se déplace librement suiladirectionxs et celle d'un systeme 2D se

mouvant suivant les directions et x,.
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B. PARTICULE CHARGEE DANS UN CHAMP MAGNETIQUE ET UN

POTENTIEL SCALAIRE CONSTANTS

Nous considérerons le cas d'une particule de chaggjadle massem soumise a un
champ magnétique constal® parallele a la directionxs, et & un potentiel scalaire de sorte

que

2c

2 2
H :i([pl +§xzj +(p2—e—Bxlj I réj+—r2"92(><f+ <)

(4.64)

=L (pz+pi+ p2)+m((e—Bj2+QzJ(Xf+ x3)-—=2(px- R %)
toree 2mc 2mc

L’'unique différence avec le cas précédent est que

_m(a) . _m >
h_E((7j +0 ]_ @ (4.65)

ce qui introduit un changement dans la solutiotiédiation différentielle (4.29) qui devient
p+w’p=0 (4.66)
En conséquence, la solution est exprimée par
0 = cosmt (4.67)
Par conséquent, la fonction de transformation {4dadne particule chargée soumise

uniquement a un champ magnétique constant, desiat |'existence du potentiel scalaire

constant
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ot

-m n2 12 "2 2 r VBN
exp(;_h(ﬁ(coi‘ﬁ)(xl X700 %) - 200 T/ B X%+ % %) (4.68)

ERAY
+2sin(eqT / 2 (xix. - x;'xz))+(X3T X3j N

ou T =t"—t". Urrutia, dans son évaluation de la fonction @mgformation, par résolution
des équations d’Heisenberg a partir de la méthed8athwinger, a obtenu le méme résultat
pour le méme cas [48]. La remarque que nous poufairgsici, est que le résultat ci-dessus
est valable dans le cas ou le champ magnétigweagable. Dans ce cas, sa dépendance du

temps apparait dans, .

De la fonction de transformation (4.55) nous tang directement une diversité de
fonctions de transformations pour des systémes rgtigdes 3D tels que: l'oscillateur
harmonique a fréquence qui dépend du temps, HNatir harmonique avec masse et
fréequence qui dépendent du temps, l'oscillateurmiomique amorti et l'oscillateur de
Calidora-Kanai, soumis a de variables champs mapgre& dépendants du temps, dans des

potentiels scalaires variables et sous l'influetedorces externes variables.

4.5 SYSTEME 3D ANISOTROPE

Pour ce systéme avec la condition d'anisotropiéntensionnelle, toutes les matrices
G,, G, et G;, liées aux termes quadratiques, sont anisotropas.consequent, elles
préservent leurs formes exprimées en (4.2). Laditon qui doit étre vérifiee afin de
pouvoir utiliser directement le résultat (4.40%t equ'il ne doit y avoir aucun couplage. Cela
signifie

G,,=0 (4.69)

et qu’il ne doit pas y avoir une rotation les tfanmations canoniques (4.4) exister. La

matriceR est alors égale a la matrice identité. Avec toutes considérationf) et T dans
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ces transformations sont également anisotropeséetient I'expression (4.5). Ainsi, la
fonction de transformation (4.40) devient

(x"t"|X,t') = (4min)® explg[ fox" —f ;x'——/\j
3 U "' n I 3 " d
D [ i~ |1/2 i ]/2 , 47 ;[ In n]/2 T 11/2 / 72 (470)

1 " p" g"j " n\2 1[ 1 ,0"
- N - P L 1 O
gi[ Pl 29 be-) g p 29.

C’est la fonction de transformation des systemesailsotropes avec des termes linéaires et

sans aucun couplage. On peut vaoir, ici, que cettetion de transformation est constituée de
trois fonctions de transformations indépendantesdetsystémes quadratiques linéaires
généraux se mouvant en trois directions différenteacun prend exactement I'expression
obtenue dans notre premiére généralisation peusyistémes 1D dépendants du temps [54].
Cela confirme l'efficacité de la généralisation queus avons réalisée par la méthode de

Schwinger en utilisant les transformations canoes

4.6 CONCLUSION

Dans I'évaluation exacte des fonctions de transétion pour des systemes 3D
généraux dépendants du temps avec des termegdséaar I'élimination des couplages qui
existent dans I'hamiltonien du systeme étudié pa uransformation canonique contenant
une matrice de rotation et par la diagonalisaties mhatrices liées aux termes quadratiques de
I’'hamiltonien, nous avons réussi a transformer tebfgme en celui d'une particule se
mouvant liborement en trois dimensions.

Nous avons obtenu une forme générale de la fondeéamansformation pour des systemes 3D
généraux dépendants du temps, ce qui nous perragbid’directement des expressions
exactes des fonctions de transformation pour sysgemes 3D ayant trois couplages hybrides
anisotropes avec une isotropie 3D dans les termadrgtiques du systeme, les systemes 3D
ayant un seul couplage hybride variable avec um#roigie partielle dans les termes

quadratiques suivant les mémes directions et ddérags 3D anisotropes sans couplage.
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CONCLUSION GENERALE

Dans I'étude que nous avons effectuée, nous nousmses intéressés au
développement d’'une technique utilisant la méthode Schwinger a partir des
transformations canoniques quantiques, afin dermiéter les fonctions de transformations
exactes pour des systemes quadratiques généraarddéps du temps, 1D et 3D, avec des
termes qui dépendent linéairement des coordonnékes empulsions.

Cette technique nous a épargné la résolution demtibgs de mouvements
d’'Heisenberg qui deviennent compliquées dans le ailoen quantique vu leur nature
différentielle opératorielle qui limite la génésaltion de la méthode de Schwinger et la rend

de plus en plus rigide.

Nous avons suivi deux étapes pour réaliser la géisation souhaitée de la méthode
que nous avons développée. Dans une premiére étapg,avons évalué les fonctions de
transformation exactes des systemes quadratiquetefBndants du temps, puis nous avons
étendu la méthode au cas des systemes quadradiuidpendants du temps et la, nous nous
sommes intéressés a la résolution du probléme agdages hybrides entre coordonnées et

impulsions de directions différentes.
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Dans la premiére étape, la fonction de transfoonaéixacte a été évaluée, pour le
systéme quadratigue général 1D dépendant du tengxs ges termes linéaires, pour la
premiere fois, en appliquant la méthode de Schwjngecouvrant ainsi tous les cas
particuliers des systemes quadratiques 1D.

La fonction de transformation était évaluée pousysteme quadratique général 1D
sans termes linéaires. Dans ce cas nous devismide® uniquement une équation
différentielle homogene du deuxieme ordre afin deigir la transformation canonique
appropriée pour éliminer les termes quadratiqued’h@eniltonien. L’addition des termes
linéaires dans [I'’hamiltonien quadratigue nécesdde résolution de deux équations
différentielles supplémentaires pour pouvoir supger ces termes. Dans les deux cas, le
nouvel hamiltonien du systeme étudié contient ugmgent un terme cinétiqgue, ce qui a
simplifié considérablement I'étude du systeme.

Pour vérifier la validité de cette méthode, il Buf@onfronter les résultats obtenus par
la méthode que nous avons développée aux résaligaus par d’autres méthodes. Les cas
particuliers de [l'oscillateur harmonique avec unegfience constante, l'oscillateur
harmonique avec une fréequence qui dépend du tehogsjllateur harmonique avec une
masse et une fréquence qui dépendent du tempslldteir harmonique amorti, I'oscillateur
harmonique amorti forcé, et l'oscillateur de CaledBanai, ont été facilement évalués ou les
résultats obtenus étaient parfaitement en accoet @eux obtenus par la méthode des
intégrales de chemin.

Dans la deuxieme étape de I'étude, nous avons @é&®&te résultat, obtenu dans le
cas 1D, au cas 3D, afin de déterminer les fonctmdransformations exactes pour des
systeme quadratiques généraux 3D dépendants dis tavge des termes linéaires. Nous
avons ajouté aux transformations linéaires queétaranslatives dans le cas 1D, des matrices
de rotation, afin de résoudre le probléme de cagpleybride di au moment angulaire, ce qui
a permis de transformer I'étude du systéme en dallee particule libre a trois dimensions.

Dans cette généralisation, nous avons obtenu umeefgénérale de la fonction de
transformation pour les systemes quadratiques 3ierdiants du temps, liée a quelques
facteurs temporels introduits par les transfornrmatiacanoniques et déterminés par la
résolution des équations différentielles qui eniltést.

Avec les résultats que nous avons atteints juspréaent, afin de déterminer la
fonction de transformation d’'un systeme 3D génégbendant du temps, I'existence de

couplages dans certaines directions impose lapardans les termes quadratiques pour les
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mémes directions. Sinon, des couplages dynamiquesstatiques émergent avec les
transformations canoniques que nous appliguons.ftlaeette condition est vérifiée, quelle
que soit I'anisotropie dans les termes linéaireprbbleme reste soluble. Pour cette raison,
trois types de systémes ont été traités dansibéties systemes 3D:

1. Un systéme a trois couplages hybrides anisatrapec une isotropie 3D dans les
termes quadratiques du systeme. Cette isotroge pas imposée aux termes linéaires.

2. Un systeme ayant un seul couplage hybride Mariabbec une isotropie partielle
dans les termes quadratiques suivant les mémesctidivs. La conformité de la solution
générale que nous avons obtenue a été vérifiéelparas 3D, en comparant nos résultats
avec d'autres travaux, pour deux cas particuliare particule chargée soumise a un champ
magneétique constant, et une particule chargée seuaun potentiel vecteur constant et a un
potentiel scalaire constant.

3. Un systéme anisotrope sans termes de couplagéonction de transformation de
ce systeme est constituée de trois fonctions defoemations 1D indépendantes.

L’avantage de cette technique réside dans la pbssid’'avoir directement des
expressions exactes des fonctions de transformagtimr les systémes 3D généraux,
contenant de multiples couplages hybrides variagi@sisotropes, a travers la résolution des

equations différentielles les plus simples.

Dans cette étude, nous avons réalisé avec suceégéméralisation de la méthode de
Schwinger pour les systéemes quadratiques 1D et &igrdlants du temps, en utilisant des
transformations canoniques. Cette étape est prensettdu fait que I'on peut appliquer cette
technique aux systemes a N dimensions, pour destisihis plus complexes et des systéemes

plus généraux avec des couplages variables ettapss, dynamiques et statiques.

Notre méthode représente une bonne base pour méeatjiéation de la méthode de
Schwinger a partir des transformations canoniquemtigues dans les cas des potentiels

coulombiens et des systemes spinoriels.
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