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Résumé]|

Dans ce travail, nous établissons des conditions suffisantes garantissant la dépendance continue
de la solution du probléme de Cauchy abstrait et de ses dérivées des données initiales dans un espace
de Banach, puis nous traitons le cas particulier de I'espace de Hilbert. Dans le premier cas ces
conditions sont exprimées en terme de décroissance de certains faisceaux opératoriels caractérisant
I'’équation différentielle opératorielle considérée. Dans le second cas nous démontrons la suffisance

d'une condition appropriée portant sur la partie principale du faisceau opératoriel.

Mots clés : Probleme de Cauchy abstrait, Multi-correction, Faisceau opératoriel.
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Abstractl

In the present work, we establish sufficient conditions for the p-fold well-posedness of higher-order
abstract Cauchy problem in Bannach espace, these conditions are expressed in terms of decay of
some auxiliary pencils derived from the characteristic pencil for the considered operational differential
equation. We also study the case of Hilbert space and obtain sufficient conditions on the main part

of the operatorial pencil .

Key words : Abstract Cauchy problems, multiple well-posedness, operatorial pencil
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§SINTRODUCTION

Dans cette thése nous étudions la multi-correction des problémes de Cauchy abstraits d'ordre ar-
bitraire n. Cette notion de multi-correction est dans un certain sens une généralisation de la notion
de correction pour les problemes de Cauchy d’ordre 1.

Certains problémes de la physique mathématique d'ordre supérieure a 1 conduisent, dans leur formu-
lation abstraite, a des problémes de Cauchy pour des équations différentielles opératorielles dont la
solution existe, est unique et dépend continliment des conditions initiales mais les dérivées de cette
solution ne vérifient pas cette dépendance continue. Ceci a mis en avant l'intérét scientifique pour
la détermination des conditions suffisantes qui assurent la dépendance continue des conditions de
Cauchy, non seulement de la solution mais aussi de I'ensemble (jusqu'a I'ordre n-1) ou de certaines
de ses dérivées.

Notre intérét pour cette thématique a commencé avec la lecture du travail de L. A. Vlasenko, A. L.
Piven' et A. G. Rutkas intitulé "Criteria for the well-posedness of the Cauchy problem for differential
operator equations of arbitrary order” [23].

En plus de cette introduction notre travail comporte quatre chapitres. Dans le premier chapitre nous
présentons des rappels d'analyse complexe et d'analyse fonctionnelle et exposons des éléments de la
théorie des fonctions abstraites et de la théorie des semi-groupes d'opérateurs linéaires.

Dans le chapitre deux nous présentons la notion de probléeme de Cauchy pour les équations différentielles
opératorielles puis les notions de correction et de non-correction des problemes engendrés par ces
équations. Nous cl6turons ce chapitre par la présentation de la notion de multi-correction qui est

I'objet de notre intérét dans ce travail.

Le chapitre trois est consacré a |'étude de la multi-correction d'un probléme de Cauchy abstrait
d'ordre n. Nous déterminons des conditions suffisantes pour la p-correction et pour la correction
totale des problémes considérés. Ces conditions son exprimées en termes de norme des opérateurs

coefficients de I'équation différentielle opératorielle.
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Dans le chapitre quatre nous déterminons des conditions suffisantes pour la p-correction d'un probleme

de Cauchy abstrait dans le cas d’'un espace de Hilbert.

Les résultats exposés dons les chapitres trois et quatre constituent une généralisation de certains des
résultats présentés dans 23] et ont fait I'objet de publication dans [21] et [22].

W’ Toumi Habiba 2 ©2026.Univ. Annaba



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous présentons les principes et les résultats essentiels de la théorie des
opérateurs linéaires et de I'analyse complexe que nous aurons a utiliser par la suite.
Toutes les affirmations de ce chapitre sont exposées sans démonstration et dans les formes direc-
tement accessibles a leurs applications dans notre travail. Des informations plus détaillées sur ces
résultats peuvent &tre trouvées dans les références [3], [5], [6]. [10], [11], [13], [19].

1.1 Rappels d’analyse complexe

1.1.1 Intégrale d’une fonction complexe

Dans I'espace R? on considére la courbe C' de longueur finie, et reliant deux points a et b. Soit f (z)

une fonction vectorielle définie sur un domaine contenant la courbe C

Partageons C' en n arcs a l'aide des points z1, 29....., 2,1, arbitrairement choisis et posons zy =
a, zn = b. Sur chaque arc joignant z;_1 a 2z choisissons un point &. Formons la somme

n
Sp = > f (&) Az,
k=

1
avec Az, = 2z — Zp_1-
La limite de S, quand Az — 0, si elle existe s'appelle intégrale curviligne de f sur la courbe C' et

est notée par :

/f(z)dz. (1.1)
C

Si C est paramétrée par z = \(¢), t € [a,b],



1.1. RAPPELS D'’ANALYSE COMPLEXE

alors ,
[t@d=[rowx .
C a

Théoréeme 1.1 (Théoréme de Cauchy). Soit f une fonction analytique dans un ouvert connexe G,

pour toute courbe fermée C' contenue dans G, a lieu
jl{f (2)dz = 0.
C

Théoreme 1.2. Soient a et b deux points quelconques d’un ouvert connexe G, et soient Cq et Cy

deux courbes quelconques reliant a et b et contenues dans G, si f(z) est analytique dans G, alors

Théoreme 1.3. Si f est une fonction analytique dans un domaine connexe G, alors I'intégrale

/Zf(Z)dzzG(z),

considérée comme fonction de sa borne supérieure est une fonction analytique dans G et de plus
G(2)=f(2), z€g

Théoréme 1.4. Sia et b sont deux points quelconques de G et si G' (z) = f (z), alors

b
/f(z)dz:G(b)—G(a).
Théoréme 1.5 (théoreme de Morera). Soit f une fonction continue dans un ouvert connexe G, si

%f(z)d,z:o.
C

pour toute courbe fermée C contenue dans G. Alors f est analytique dans G.

Ce théoréme est considéré comme étant la réciproque du théoréme de Cauchy.

Formules intégrales de Cauchy

Soit f une fonction analytique dans un ouvert connexe G, si C C G est une courbe fermée, et si a

est un point intérieur a C, alors
1 7 f(z)
fla) ==

2 ) z—a
C

dz,

W Toumi Habiba 4 ©2026.Univ. Annaba



1.1. RAPPELS D'’ANALYSE COMPLEXE

ou la courbe C' est parcourue dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. De méme la n®™

dérivée de f en z = a est donnée par

neoy f(z) _
f (a) = Tm mdz, n —= 1,2,3,

Théoréme 1.6 (Inégalités de Liouville). Soit f une fonction analytique sur un ouvert G, Soient
20 € G et R > 0, tel que le disque D (2o, R) soit contenu dans G. Alors, ¥n € N et r vérifiant
O0<r<R,ona

‘ jurf_ |f (2)]

<

’f” (20)
n!

Tn
Théoreme 1.7 (théoréme de Liouville). Si f est une fonction analytique et est bornée, alors f est

constante.

Lemme 1.1. Soit f une fonction continue sur le secteur défini par = = Re'?, R >0,0<6; <0 <
0y <, telle que

lim |zf(z)| = 0.

|z|— o0

On a alors

R—00

lim f(z)dz =0,
/

ot Cg est I'arc de cercle de rayon R compris entre les deux angles 0, et 0.

Lemme 1.2. Soit f une fonction continue sur le secteur défini par = = Re'?, R >0,0<6; <0 <
92 S ™, si
lim |zf(z)| = 0.
|z]—0

Alors

R—0

lim [ f(z)dz =0,
/

ou Cr est I'arc de cercle de rayon R compris entre les deux angles 01 et 0.

Lemme 1.3. (Lemme de Jordan) Soit f une fonction continue sur le secteur défini par z = Re'? R >
0,0§91§9§92§ﬂ',5i
lim |[f(2)] =0.
|z]—r00
Alors
lim e? f(2)dz = 0,
R— 00

Cr

ou Cr est I'arc de cercle de rayon R compris entre les deux angles 01 et 0s.

W Toumi Habiba 5 ©2026.Univ. Annaba



1.1. RAPPELS D'’ANALYSE COMPLEXE

Définition 1.1. Soit f une fonction d’une variable réelle t, supposée nulle pourt < 0, et définie sur

[0,4+00[, A étant une variable complexe, considérons I'intégrale

F(\) = [ f(t)e Mdt.

Si cette intégrale est définie sur un domaine G de C, non vide et non réduit a un point, on dit que

f(t) est transformable au sens de Laplace et que F'(\) est sa transformée de Laplace.

F (X) est définie si

] Fleyat
0

existe et si Re(\) > «, a étant fini ou égal a —oo, I'intégrale F'(\) diverge si Re(\) < a, « est
appelée abscisse de convergence associée a f.

Pour que f soit transformable, il suffit que soit vérifié : | f(¢)] < Me* pour t > to. On dit alors que
f est d'ordre exponentiel.

F' (\) étant donnée, on peut définir la fonction originale f par
10 = 5 [ FOgeNan,
2im
A
A étant une paralléle a Oy d'abscisse > a.

1.1.2 Principe du maximum

Proposition 1.1. Si f est une fonction analytique dans G qui vérifie I'une des condition suivantes :

1. La partie réelle de f est constante,
2. Le module de f est constant,

alors la fonction f est constante.

Théoréme 1.8. Soit f une fonction analytique dans G non constante et continue dans G. Alors

|f (2)| n'admet pas une valeur maximale dans G.

Lemme 1.4 (Lemme de Schwartz). Soit f une fonction analytique dans le disque {|z| < 1} et
continue dans {|z| <1} et f(0) = 0, si |[f(2)] < 1 dans {|z| <1}, alors |f (z)| < |z| dans ce
disque, et si il existe zy dans le cercle {|f (z0)| = |20|}, alors |f (2)| = || et f(2) = €"*z pour
acR

W Toumi Habiba 6 ©2026.Univ. Annaba



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Théoreme 1.9. Si f est une fonction deux fois continiiment dérivable qui vérifie Af = 0 dans

l'ouvert G, et si f n’est pas constante, alors f atteint son maximum sur le bord de G.

On peut appliquer le principe du maximum sur un domaine borné G, si une fonction est analytique
sur ce domaine, et continue sur G, mais il n'est pas applicable si le domaine est non borné. Dans ce

dernier cas un résultat analogue est donné par le principe de Phragmen-Lindel&f.

1.1.3 Principe de Phragmen-Lindelof

Dans ce qui suit nous ne considérerons que le cas des domaines non bornés de forme angulaire qui

est en rapport direct avec les applications que nous allons en faire dans la suite de notre travail.

Soit D, le secteur angulaire défini par
Dy ={z€C: |argz| < 5o}
On suppose que oo est un point singulier de la frontiére dD,,. Soit v, I'arc défini par
v ={lz| =7, 2 € Da},
Pour une fonction f analytique dans D, posons

My (r) = max |f (2)],

Z2EYr

IERT log log M (r)
p= rhl)llm sup logr

Et

IERT log M (r)
7= 7'13>noo SUP T

p et o sont appelés respectivement |'ordre et le type de la fonction f
Théoreme 1.10. Soit f une fonction analytique dans un secteur D, continue aux points finis de

la frontiére 0D, et telle que |f (z)| < M dans tout point fini de D,, si I'ordre angulaire p de f
satisfait a p < o, alors |f (2)| < M partout dans D,,.

1.2 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.2.1 L’opérateur linéaire

Soient X' et ) deux espaces vectoriels normés, on note par ||.|[y et |||y, les normes respectives
de X et) .
Toute application A d'une partie D de X dans Y s'appelle opérateur de X dans ). D est appellée
domaine de définition de I'opérateur A, on le note D (A), I'ensemble des valeurs d'un opérateur A
est noté par R (4).

W Toumi Habiba 7 ©2026.Univ. Annaba



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Définition 1.2. On dit que I'opérateur A de X dans ) est linéaire si
1. D(A) est une variété linéaire dans X ;
2. Vxi,x9 € X, Vo, B € R: A(axy + fx2) = aAxy + SAxs.

Proposition 1.2. Si A est un opérateur linéaire de X dans Y alors R (A) est une variété linéaire.

Définition 1.3. Soit A un opérateur linéaire de X dans ) tel que D (A) = X, nous dirons que A
est continu en xg € X si :

lim Az = Axy.

T—T0

On dit que A est continu dans X s'il est continu en tout x de X.

Définition 1.4. Soit A un opérateur linéaire de X dans Y tel que D (A) = X, on dit qu'il est borné
si I'ensemble A(B'(0,1)) est borné.

Définition 1.5. Soit A un opérateur linéaire de X dans ) tel que D (A) # X, on dit qu'il est borné
sur D (A) si I'ensemble A(B'(0,1) "D (A)) est borné.

Proposition 1.3. Si A est un opérateur borné alors : 3C > 0,Vz € X :

[Az|ly, < Oz 5 -
Proposition 1.4. Un opérateur linéaire A est continu dans X, si et seulement si il est borné.

L'espace des opérateurs linéaires continus de X’ dans ) est notée par L(X,)).

Egalité de deux opérateurs

A et B deux opérateurs on dit que A = B si :
1. D(A)=D(B)=D;
2. Ax = Bx,Vx € D.

Définition 1.6. Soient A et B deux opérateurs, on dira que B est un extension de A si :
1. D(A) C D(B);
2. Az = Bz,VYx € D(A).

On note alors A C B.

W Toumi Habiba 8 ©2026.Univ. Annaba



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.2.2 L’opérateur inverse

Définition 1.7. Soit A un opérateur de X dans ), un opérateur linéaire B de ) dans X est appelé
inverse de A si :

1. D(B)=A(D(A) =R (A);
2. Vz€D(A),B(Ax) = z.
3. VyeR(A),A(By) =1y.

Cet opérateur est alors noté A~!.
Proposition 1.5. Si A est injectif alors A~! existe et est unique.

Théoréeme 1.11 (Théoréme de Banach). Soit A un opérateur défini de X dans Y, et Im > 0, tel

que :

Vo e X ||Az|| > m|z],
alors A~ existe et est borné sur R (A).

Théoréme 1.12 (Théoréme de Banach). Si X et ) sont deux espaces de Banach et A est un

opérateur bijectif et borné de X dans ), alors A~! est borné.

Théoreme 1.13. Soit X un espace de Banach et A un opérateur linéaire borné de X dans X, tel
que ||A|| < q < 1, alors (I + A)~" existe et est borné.

Définition 1.8. Soit A un opérateur linéaire de X dans Y I'ensemble
G(A) ={(z,y) € X x Y, telleque : y = Ax},

et appelé graphe de I'opérateur A.

Proposition 1.6. G (A) est une variété linéaire dans X x ).

Proposition 1.7. Si A est partout défini et continu, alors G (A) est fermé.

1.2.3 L’opérateur fermé

Définition 1.9. On dit que I'opérateur linéaire A est fermé, si pour toute suite {x,} C D (A) telle
que x, — = et Az, — y, x € D(A) et y = Ax.

Proposition 1.8. Un opérateurA est fermé si et seulement si son graphe G (A) est fermé dans
X x ).

Proposition 1.9. Si A est un opérateur fermé, et A1 existe, alors A1 est fermé.

W Toumi Habiba 9 ©2026.Univ. Annaba



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Théoreme 1.14. Si X et ), sont deux espaces de Banach et A est un opérateur de X dans )

bijectif et fermé, alors A~1 est borné.

Définition 1.10. Soit A un opérateur linéaire, on appelle extension fermée de A, tout opérateur

fermé qui est une extension de A.

Définition 1.11. La plus petite extension fermée de A est appelée fermeture de A est noté A.
Définition 1.12. Un opérateur A est dit fermable s'il posséde des extensions fermées.

Théoréme 1.15. Si A est fermable et admet un inverse borné sur R (A) , alors A admet un inverse

borné sur R (A), et (A)~' = A-1,

1.2.4 La notion de bornitude relative

Définition 1.13. Soient A et T deux opérateurs de X dans ), on dit que I'opérateur A est borné

relativement a T, si D (T') C D (A), et il existe des constantes positives a et b telles que
|Aal| < all2ll +b|Tal, vz e D(T). (12)

on dit aussi que A est T-borné.

Théoréme 1.16. Soient T' et A deux opérateurs de X dans Y, si A est T—borné, et la T —borne

est inférieure 3 1, I'opérateur S = T + A est fermable si et seulement si T est fermable.

Théoreme 1.17. Soient T' et S deux opérateurs de X dans Y, tel que D (T) =D (S) et
ISz — Tz|| < allz|| + 0" | T2 + 0" || Sz], (1.3)

avec a, b/, b” des constantes positives, et b’ < 1, b” < 1, alors les résultats de théoréme 1.17 sont

vrais.

Remarque 1.1. Si T est un opérateur fermé, A est un opérateur fermable, et D (T') C D(A), alors
A est T—borné.

1.2.5 L’opérateur Adjoint

Dans tout ce qui suit, nous désignons par ‘H I'espace de Hilbert sur K = R ou C, muni de la norme
Il , et le produit scalaire (,).  Soit A un opérateur linéaire de domaine de définition dense dans
H.
Soit

D={yeH,VeeD(A),Iy € H, (Az,y) = (z,y")}.

W Toumi Habiba 10 ©2026.Univ. Annaba



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Proposition 1.10. L’ensemble D est une variété linéaire non vide et pour tout vy, y*, s'il existe, est

unique.

Définition 1.14. [’opérateur qui a tout élément y de D fait correspondre I'élément y* s'appelle

opérateur adjoint de A et est noté A*.

Proposition 1.11. Soient A et B deux opérateurs, de domaines de définition denses dans H si
A C B, alors B* C A*.

Proposition 1.12. Soit A un opérateur de domaine dense dans H, si A admet une fermeture A,

alors :
(A)* = A*.

Proposition 1.13. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans H, si A* et A** existent,

alors :
A C A,

Proposition 1.14. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans H si R(A) est dense dans

H et A~! existe, alors (A*)~! existe et :
(A*)fl — (Afl)*.

Proposition 1.15. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans H, si A est fermable et A*

existe, alors A** existe et :
A=A

Proposition 1.16. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans H, si A* et A** existent,

alors A est fermable et :

A= A% et (A™)* = A",

1.2.6 L’opérateur symétrique

Définition 1.15. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans H, A est dit symétrique si :
AC A"

Autrement dit,
Va,y € D(A) : (Az,y) = (z, Ay) .

Proposition 1.17. Si A est un opérateur symétrique de domaine dense dans H, A* et A** existent

et:
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A= A% et A* = A,
Définition 1.16. Un opérateur symétrique A est dit semi borné inferieurement si I'ensemble
{{Az,z) \z € D(A), ||l = 1},
posséde une borne inférieure.

Proposition 1.18. Si A est un opérateur borné inférieurement, il existe une constante non négative
M telle que :

Vo e D(A): (Az,z) > M ||z|*.

Définition 1.17. On dit que A est positif si :

Ve e D(A): (Az,z) > 0.
Définition 1.18. On dit que A est positivement défini si :

Ve € D(A): (Az,z) > 0.
Proposition 1.19. Pour que A soit symétrique, il faut et il suffit que :

Vz € D(A) : (Ax,x) soit réel.
Définition 1.19. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans H, A est dit anti-symetrique
Si:
Vo,y € D(A) : (Az,y) = — (z, Ay) .

1.2.7 L’opérateur Auto-Adjoint
Définition 1.20. L’'opérateur A est dit auto-adjoint si A = A*; c-a-d :

(A*z,y) = (z, Ay) = (Ax,y), Yo,y € D.

Proposition 1.20. Si A est auto-adjoint et A réel, alors (A — AI) est auto-adjoint.

Proposition 1.21. Si A est auto-adjoint et A~! existe sur R (A), alors R(A) = H et A~! est
auto-adjoint.

Théoreme 1.18. Soient A un opérateur symétrique et B un opérateur auto-adjoint non négatif, tels
que D(B) C D(A), et ||Az| < ||Bz||, pour x € D(B) alors

Vz € D(B), |(Az,z)| < (Bz,x).
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Proposition 1.22. Soit A un opérateur symétrique, s'il existe A € C tel que :

R(A—\) =*H,
et
R(A—N) =*H,

alors A est auto-adjoint.

Proposition 1.23. Si A est un opérateur symétrique et A~! existe, alors R (A*) = H.

Proposition 1.24. Si A est auto-adjoint et positivement défini, alors A~! existe et est partout défini.

Proposition 1.25. Si A un opérateur fermé tel que D (A) = H, alors A* A est auto-adjoint et positif.

Théoréme 1.19 (Caractérisation des opérateurs a image fermée). Si A un opérateur non borné,

fermé, tel que D (A) = H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. R (A) est fermé,
2. R(A*) est fermé,
3 R(A) =N (A%)*,
4. R(A*) = N (A)*.

Théoréme 1.20. Soit A un opérateur défini sur H non borné, et fermé, tel que D (A) = H. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est surjectif,
2. il existe une constante C, telle que |z| < C'|Az|, Vx € D(A),
3. N (A*) = {0}, et R (A*) est fermé.

Corollaire 1.1. Soit A un opérateur défini sur H non borné, et fermé, tel que D (A) = H. L opérateur
A admet un inverse borné A=' sur H si et seulement s'il existe deux constantes C; et Cs, telles

que :

(Az,x) > C1 (z,z), Yxr € D(A),

(A*x,z) > Cy (z,x), Yoz € D(A").
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1.2.8 Spectre d’un opérateur linéaire
Soit H un espace de Hilbert

Définition 1.21. Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur défini sur H,le nombre complexe
A\ est appelé valeur réguliére de I'opérateur A, si I'opérateur (A — \I) admet un opérateur inverse,

borné et partout défini sur H.

»L’'ensemble des valeurs régulieres A est appelé ensemble résolvant de A et est noté par p(A).
Pour A € p(A) 'inverse (A — XI)~! est noté par R ()) et est appelé résolvante de A.

» Son complémentaire dans C est appelé spectre de A et est noté par o(A).

» Les éléments du spectre sont classés en trois catégories :

uSi (A — AI) n'est pas injectif, A est appelé valeur propre de A, I'ensemble des valeurs propres de
A est appelé spectre ponctuel et est noté par o, (A).

= L'ensemble des nombres A pour les quels (A — AI) est injectif et R (A — M) est dense dans H est
appelé spectre continu et est noté par o, (A).

= L'ensemble des nombres A\ pour lesquels (A — AI) est injectif mais R (A — AI) n'est pas dense

dans H est appelé spectre résiduel et est noté par o, (4).

Théoreme 1.21. Soit A un opérateur auto-adjoint défini dans H, alors :
1. 0, (A) =g,
2. 0(A) CR,
3 A>0<=0(A) C0,00].

1.2.9 Décomposition spectrale d’un opérateur Auto-Adjoint
Décomposition spectrale d’un opérateur borné

Définition 1.22. Soit A un opérateur auto-adjoint borné sur I'espace H, une famille { Ex}, € R de
projections orthogonales dans H est appelée famille spectrale ou résolution de I'identité si elle vérifie
les conditions :

1. Ex=0,siAx<m,et Ex=1,siA>M,

avecm = inf (Axz,z) et M = sup (Ax,x)
ll=l|=1 lzll=1

2. E) est non décroissante c-a-d A < 1 = E\ < E,,.

3. E) est continue a droite c-a-dVx € H: lim E,x = E\z.
pn—r At

Les limites sont prises au sens de la norme de H, E) est une mesure, on peut alors définir les

intégrales (au sens de Bochner) :

M
Arx = /)\dE,\:r,
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M
A= /)\dEA.

Définition 1.23. Soit A un opérateur auto-adjoint borné, et soit

m = inf (Axz,z),et M = sup (Az,x),
zl=1 |zl|=1

si g est une fonction définie continue sur [m, M| on peut définir la fonction opératorielle :

M
9(4) = [ gV dBy,

Décomposition spectrale d’'un opérateur non borné

Définition 1.24. A un opérateur auto-adjoint non borné, et E) une famille de projections orthogo-

nales dans ‘H, on dit que E) est une fonction spectrale de A, si elle vérifie les conditions :

I. uy>\=FE\>E,.

2. lim E\h=0, lim FEyh=h, heH,
A—r—o0 A—> 400

3. 8>%715H1_)0 E/\JrEh = FE\h, h e H,

4. Si A< alors ExE, = E,E\ = E).

5. Pour tout B appartenant a L(H) et commutant avec A :
Vez € D(A): E\Bx = BE)x.
6. Vx € D(A),Vy e H

+oo
(a.g) = [ Ad(Eray).

Cette derniére intégrale ést une intégrale de Stieljes impropre dans C.

Proposition 1.26. Chaque opérateur auto-adjoint non borné posséde une fonction spectrale unique.

Remarque 1.2. 1. Si E\ est une fonction spectrale de A, x € D(A) si et seulement si

+0o0
/ Nd(Eyz, x),

existe.
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2. Vx € D(A)
+oo
Ax = / AdEyx,
—0o0
Cette derniére intégrale est une intégrale de Stieljes impropre dans H.
3.z € D(A) alors

+oo
|Az|)? = /A2d<E)\x,x>.

Remarque 1.3. Si A est un opérateur positivement défini, alors
+oo
A= / \E),
v

— inf Az, ).
aveen {meD<f>l,\\m||:1}< z,2)

1.2.10 Les fonctions a valeurs dans un espace de Banach

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [0,7] de R a valeurs dans un espace de Banach noté

X, muni de la norme ||.||.

Définition 1.25. On dit que la fonction f est continue au point tg, si
1f (&) = f (to) — O,

quand t — tg.

Définition 1.26. On dit que la fonction f est continue sur l'intervalle [0,T] si elle est continue en

tout point de cet intervalle

On note par C ([0,T], X') I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 7] a valeurs dans X. Muni

de la norme

£l = max [If (&),

0<t<T
C ([0, T],X) est un espace de Banach.
Définition 1.27. La fonction f est dite différentiable en tq, si il existe un élément y € X, tel que
Fto+ot)—f(t
H (to 51 (to) _yH — 0,
quand §t — 0.

On note alors
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y=f(to) = L.

La fonction f est dite différentiable sur I'intervalle [0, 7] si elle est différentiable en tout point de cet

intervalle.

Nous considérons une fonction f défini sur un ouvert connexe G du plan complexe C a valeurs dans

I'espace X.

Définition 1.28. La fonction f est dite différentiable en zy, si il existe un élément y € X, tel que

H f(z0+82)—f(20)

0z

| —o

quand 6z — 0. On note alors

y=f (20) = L),

la fonction f est dite analytique en zq si elle est différentiable dans un voisinage de 2y, on dit qu’elle

est analytique dans G si elle est analytique en chaque point de ce domaine.

Si f est analytique au point zg, alors on peut la développer au voisinage du point zy sous la forme

FG) =% an(z—2)",

n=0

ou les coefficients a,, sont des éléments de I'espace X’ et sont déterminés par la formule

/™ (20) -

Cette série converge dans un cercle de rayon r donné par la formule de Cauchy-Hadamard :

%: lim {/|an].

n—aoo

Définition 1.29. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], on appelle intégrale définie

de f sur [a,b] le nombre

0 —0 —

N
lim Z f (tk) Atk.
k=1

L'intégrale définie de f sur [a,b] est notée

/bf(t) dt

ici la limite est comprise dans le sens de la convergence par rapport a la norme de X et 0y, est le

diamétre de la partition de l'intervalle [a, b].
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Définition 1.30. Soit f une fonction continue en tout point z du G du plan complexe C, si la courbe

C' est paramétrisée par z = \(t) ou t € [a,b] alors :

b

[f@d=[rowx
C a

Formules intégrales de Cauchy

Si f est une fonction analytique dans G, alors :

ny o f(2) _
f (ZO)— m/(z_zo)nﬂdz, n—0,1,2,...

Pour tout zy dans G et toute courbe fermée simple C' contenue dans G et contenant zj.

Transformation de Laplace

Si f est une fonction continue sur [0,00) a valeurs dans X satisfaisant la condition

If ()] < Me,
alors pour Re\ > w, l'intégrale
PO = [
0

est absolument convergente.
La fonction F' a valeurs dans X’ est analytique dans le demi plan ReA > w et est appellée transformée

de Laplace de la fonction f.

1.2.11 Les fonctions opératorielles

Définition 1.31. Soit A une fonction de [0,T] dans L(X,)), s'il existe un intervalle I inclus dans
[0, T, tel que (A(t))~! existe pour tout t appartenant a I la fonction qui a t associe (A(t))~! sera

notée A~ L.

Définition 1.32. Soit A une fonction définie sur [0, T a valeurs dans I'espace L(X,Y) on dit que A
est fortement continue en to € [0,T], si pour tout x € X, || A(t)x — A(to)z|| — 0, quand t — to

La fonction A est dite fortement continue sur l'intervalle [0, T si elle est fortement continue en tout
point de [0, T].

Définition 1.33. Soit A une fonction définie sur [0,T] a valeurs dans I'espace L(X,)), on dit que
A est continue en norme en tg € [0,T], si || A(t) — A(to)|| — 0, quandt — to).

W Toumi Habiba 18 ©2026.Univ. Annaba



1.2. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

La fonction A est dite continue en norme sur l'intervalle [0, 7] si elle est continue en norme en tout
point de [0, T7.
Si la fonction A est continue en norme, elle est fortement continue.

Si la fonction A est fortement continue dans [0, 7] elle est uniformément bornée sur [0, 77].

Définition 1.34. Soit A une fonction définie sur [0, T’ a valeurs dans I'espace L(X,Y), on dit que A
est fortement continiiment différentiable en t, si pour tout x € X la fonction A (t) x est continliment

différentiable dans ), on note alors

(AM)z) =A(t)x
Proposition 1.27. Soit f une fonction de [0,T] dans X et soit A une fonction de [0,T] dans
L(X,)), si | est continiment différentiable en ty et A est fortement continiiment différentiable

en to, alors la fonction Af qui a t associe A(t) f (t), déféfie sur [0,T] et a valeurs dans ) est
continliment différentiable en t, et

(-Af)/ (tO) = -A/(tO)f (tO) + A (tO) f, (tO) :

Proposition 1.28. Soit A une fonction de [0,T] dans L(X,)), si A est continue en norme en tg
et si (A(tg))~! existe et est bornée, alors il existe un voisinage I de to tel que (A(t))~! existe et
est bornée pour tout t appartenant & I, de plus la fonction A~ définie sur I est continue en ty en

norme.

Proposition 1.29. Soit A une fonction définie sur [0, T] dans L(X,)), si A est fortement différentiable
et A1 existe et est uniformément borné sur [0,T], alors A~1 est fortement différentiable sur [0, T,

et
(AT () = —AT (@) A (1) AT (1)

Dans le cas des fonctions opératorielles, en plus des propriétés usuelles sont vérifiées les propriétes
suivantes :
Si A est une fonction de [0,7] dans L(X,)) et B € L(X,)), alors

T
/A t)Bdt = /A t)dtB,
0

T

T
BA(t)dt = B | A(t)dt,
[ pau=r]
et

T
/A t)zxdt = /A t)dtx, x € X.
0
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1.2.12 L’intégrale de Stieltjes

Soit g une fonction définie sur [a,b] a valeurs dans I'espace de Banach X,
o une subdivision de [a,b] : a = to,t1,...txy = b.
On pose

N
Volg) = llg(ts) — g(tin)ll,
i—1

et
Vi(g) = sup Vo (9),

Définition 1.35. On dit que g est une fonction a variation bornée si :
V2(g) < . (1.4)

Soient f et g deux fonctions définies sur [a,b] et a valeurs dans les espaces de Banach X et Y
respectivement.On suppose que g est une fonction a variation bornée et qu'il existe une application

linéaire p de X x ) a valeurs dans un espace de Banach Z vérifiant :

Ip(z, y)Il < Cllz|l Iyl -

Dans tout ce qui suit p(x,y) sera notée plus simplement xy.

On peut alors définir I'intégrale de Stieltjes de la fonction f par rapport a la fonction g sur I'intervalle
[a, b].

Soit 7 une partition de [a,b] : a = tg,t1,...txy = b.

On choisit 0; € [t;—1,t;], et on considére

N
21 f(03)g(t:) — g(ti-1)]-
Soit {7, }]" une suite de partitions de [a,b], et A, le diamétre de 7,.

Définition 1.36. On dit que f est intégrable au sens de Stieljes par apport a g sur l'intervalle [a, b]

si existe la limite

N
lim >° f(6;) [9(t:) — g(ti-1)],

An—0,=1

indépendemment du choix de t;.Cette limite sera notée

b
| foragto)

Théoréeme 1.22. Si f est une fonction continue sur [a,b] et g est une fonction a variation bornée

sur [a,b], alors f est intégrable au sens de Stieljes par rapport a g sur [a,b].
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Propriétés de l'intégrale de Stieltjes

1. Sig@oGX:
b

[ oda(t) = wolg(a) - )]

a

2. Si ¢ est une fonction numérique appartenant a Cla, b], et fy € X alors

b b
[ et1soda(®) = [ elydg(e)so-
3.
b b b
[0+ R@)ds) = [ nwdg®)+ [ fa(0dg()
4.
b b b
[ FOdig +92)(0) = [ 1@dgr(t) + [ £(0)dgalt

5. pour ¢ € ]a, b| . .
[ fwdsvy = [ 10dg(t) + [ r0ydg(o).

On peut définir les intégrales de Stieltjes impropres de la maniére suivante

b b

[ rwdge) = 1im_ [ £e)dgte)

a

b

“+oo
[ rwdge) = 1 [ 10)dgto).

a

Et
+oo a +o0o
[ 1wdgv) = [ g+ [ swdgo).
1.2.13 VL’intégrale de Bochner
Soit f une fonction définie sur I'intervalle [a, b] a valeurs dans I'espace de Banach X. Soit M une

mesure définie sur [a, b].

Définition 1.37. On dit que f est une fonction simple, si elle prend sur [a,b] un nombre fini de
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valeurs x; sur D; avec D; C [a,b] et UD; = [a, b].

L'intégrale de Bochner d'une fonction simple est égale a
n
i=1

et est notée

/bf(:c)d/\/l.

Définition 1.38. Une fonction f a valeurs dans X . est dite mesurable si elle est la limite presque

partout d'une suite f,, de fonctions simples.

Définition 1.39. Une fonction f est dit intégrable au sens de Bochner s'il existe une suite de fonction

simples f,, telle que

b
i [ 5.00) = F@)]dM — 0.

L’intégrale de Bochner de la fonction f est notée

b

[ swdm

a

et est égale a

n—:aoo

b
Jim / Fu(t)AM.
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CHAPITRE 2

LA NOTION DE MULTI-CORRECTION D’UN PROBLEME DE
CAUCHY ABSTRAIT

2.1 La notion de probléme mal posé

I_es problémes des sciences et techniques conduisent souvent a la I'étude d’équations linéaires

abstraites de la forme :
Az =y. (2.1)

Ou A est un opérateur défini sur un espace vectoriel normé X’ a valeurs dans un autre espace vectoriel

normé ).

A la suite du mathématicien JACQUES HADAMARD nous disons que le probleme (2.1)) est bien

posé dans le couple d'espaces vectoriels normés (X', )) si les conditions suivantes sont réalisées :
1. pour tout élément u € ) il existe une solution z appartenant a I'espace X;
2. la solution est unique;

3. le propléme est stable sur les espaces X et ), c-a-d une petite perturbation du second membre

u n'engendre qu'une petite variation de z.

On dit que le probléme ([2.1)) est mal posé (ou incorrectement posé) si I'une des ces trois conditions

n'est pas vérifiée.

Exemple.

4. Probleme inverse pour I'opérateur de Bessel. Le probléme est de trouver la température ini-

tiale u (z,0) = g (x) qui vérifie le probleme :

23
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%—&4-1@ O<xr<1
ot 0x2  xox’

u(l,t)=0, 0<t<T

lim x@ (x,t) =0,

—0 Ox
w(z,T) = f (x).
Soit o2 5
1
A= T 2o

défini sur H, [0, 1] avec

D(A) = {u € H,[0,1],u (1) =0, limoxu' (x) = O}.

T—>

D’aprés la méthode de séparation des variables on trouve la solution sous la forme

+oo
u(z,t) = Z Ciexp (—\it) ¢; (),
i=1
¢i (z) = a;Jo (\/)\TOC) :

ol ) Y
20

sont les fonctions propres associées aux valeurs propres de |'opérateur de Bessel

VAii=0,1,..

a;

qui sont des racines positives de |'équation

et Jy (v/Aiz) est la fonction de Bessel d'ordre zéro, et

1
C; = /x@- (x) g (x) dx.
0

Comme le probléme est de trouver
g(x) =u(z,0),
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en connaissant

f(z)=u(2T)
on trouve :
1
9(@) = [ K (@9 f(©)de.
0

“+oo

K (2,6) =) _€&exp (=NT) ¢i (€) i (2).

=1

Si on fait une petite perturbation dans la température finale f, sous la forme
1o = | +be,
on obtient une solution perturbée
9° = g+ 6giexp (NT),

ce qui signifie que
l9° = g = exp (WD) | £ - 1]

Dans cette derniére formule le coefficient exp (A\;T") peut provoquer une perturbation arbitrairement
grande dans la température initiale méme avec une petite erreur dans les mesures de la température

finale. Donc ce probléme est mal posé.

2.2 La notion de multi-correction

Dans cette partie, on présente la notion de multi-correction d'un probléeme de Cauchy abstrait. On

considere le probleme :
n

A (t)=0, t>0 (2.3)
j=0

W (0)=uj, j=0,..n—1. (2.4)

ol les A; sont des opérateurs linéaires fermés de I'espace de Banach X, vers I'espace de Banach ),
on suppose de plus que |I" opérateur A,, est dégénéré.
Les définitions suivantes sont reprises du travail de L. A. Vlasenko, A. L. Piven' et A. G. Rutkas [23].

Définition 2.1. On appelle solution du probléeme , chaque fonction wu satisfaisant les

conditions :

(’) u € Cn(R*-&-’X) ﬂcn_l(RJr’X) ;
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(i) Agu € CHRL, V) NCF Ry, Y);
(i) v (0) =wuj, j=0,..n—1.

Définition 2.2. Le probléme , est dit determiné si pour les données initiales u; = 0, j =

1,...,n, il posséde uniquement la solution triviale.

Définition 2.3. Le probléme (2.3), (2.4) est dit p-correct, p € {1,...,n}, si toute solution u(t) vérifie

l'estimation suivante :
n—1

[0 < K@Y llugll, e >0 (2:5)
3=0

ou K (t) est une fonction numérique non négative de [0, c0) dans [0, 00).

Définition 2.4. On dit que le probléme (E) est p-correct uniformément, si l'estimation
est vraie et K(t) est localement borné.

Définition 2.5. On dit que le probléme , est p-correct exponentiellement si K(t) =
Ce“'(C >0 et w>0)

Définition 2.6. Si le probléme (2.3), (2.4) est n-correct, on dit qu'il est totalement correct.

Remarque 2.1. Si le probléme ([2.3), (2.4) est p-correct exponentiellement, alors il est p-correct.

Exemples.

On consideére I'équation de la corde vibrante

Pu 50
ﬁ—Cw—o,t>0,—OO<$<OO
u(m,O) :f($)7

ug (x,0) = 0.
La solution de ce probléeme est donnée par
u(z,t) =% [f(x—Ct)+ f (z + Ct)].
Alors

u(@,t) = 5 [G(=Ct) f (z) + G (Ct) f (2)].

Ou {G (t)} est le semi-groupe de générateur infinitésimal I'opérateur de dérivation .

Nous avons
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2.2. LA NOTION DE MULTI-CORRECTION

LG (=Ct) f () +G(Ct) f ()]

lu@ol = | | 26)

% G (=CON NS @I+ NG (COILS ()]

IN

Comme G (—Ct) est fortement continu, alors il existe M et w tel que |G (—Ct)|| < M exp (—wC')
et |G (Ct)]| < M exp (wCt), ceci implique que

lu (2, 1)l < 3 (exp (WC) + exp (—wC) || f ()],

ceci implique qu'il existe K (¢) = max (% (exp (wCt) + exp (—wCt)), 1) , tel que :
1
lu (@) < K@) 2 llwll-
j:
Pour u; nous avons

4G (~Ct) f (x) , dG(Ct)f ()
dt dt

[AG (=C1) [ (x) + AG (Ct) [ (x)],

u (z,t) =

N = DN =

comme A est un opérateur non borné, alors il n'existe pas une fonction non négative K (t) tel que :

1
lus (2, )] < K (t) Eo [l -

Donc le probléme de la corde vibrante est correct mais n'est pas 2-fois correct.
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CHAPITRE 3

CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA P-CORRECTION D'UN
PROBLEME DE CAUCHY ABSTRAIT

3.1 Résultats intermédiaires

Dans cette section, nous démontrons trois lemmes. qui nous seront utiles dans la démonstration
des principaux résultats de ce chapitre.

A I'équation ([2.3]) on associe les faisceaus opératoriels

PN =3 N4, (3.1)
j=0

) = 3 Ak, (32)
k=0

Q;(\) = zn: AN (3.3)
k=j+1

pour j € {0,..n —1}.
Soit
g(a,Q):{)\:a—i—rew, lp] <6, a,r >0, 72T<c9<7r}.

un secteur dans le plan complexe

Dans [23] sont démontres les résultats suivants.

Théoreme 3.1 (Théoreme 4). Si G (a,0) € p(P(\)) ou C >0, etp € {1,...,n}, telles que

C .
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3.1. RESULTATS INTERMEDIAIRES

pour X € G (a, ), alors le probléme (2.3), est p-fois exponentiellement correct et complétement

correct.

Théoréeme 3.2 (Corollaire 1). Supposons que n > 0, Dp est dense dans X, et p € {1,...,n}, dans

un certain angle G (a,0), a > 0, si S (\) satisfait les estimations
IS () 450l < CIAP,j = 0,0 — 1.

IS Azl < CIA® [l , A€ Gj=0,--n—2,

avecq; <n—j—1,
alors le probléme de Cauchy (2.3), est complétement correct et p-foits exponentiellement

correct.

Lemme 3.1. S'il existe j € {0,...n — 1} tel que
h) G(a,0) Cp(Q(N),
ha) Q5 ) Awa| < O e N ally, k=1,

hs) | Q5" () Ara|| < G5 IN® fall s = 0,5, avee rasiay < g, <G —k+1,
alors,

G(a,0) C p(P(N),
et

[P~ ) s, < 1 el k= 1,m 5)
pour un certain Cq positif

Preuve :
SiAeG(a,0), alors A € p(Q; (X)), et Q; (A) sont inversibles, j =0,...n — 1.

Nous avons

PO = MO+ (N
= VPO [T+ a7 P ()]

D’aprés (hs), nous avons

J

et o, = XN ot oA,
k=0
< Cji|A|k_j_1+qkj'
k=0
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3.1. RESULTATS INTERMEDIAIRES

Sion pose Nj =max (j+1—k—gqg;), alors

il o~ Ci(7+1)
7j—1 1 . J
H)\ Q; (NP ()\>HX§ WNJ' '
Si
InC;
Nj > ln(asiri@)’
alors

et Py ()\)HX <1

du théoréme 1.14, on déduit que |'opérateur

I+ A7 (NP (V)

posséde un inverse borné. Par conséquent P (\) est inversible et nous avons :

PO = AT (T4 A7 WP () 9 .

J

Si on pose .
R;(\) = (T+27719 VP ()

on peut écrire :
PTH) =R (M)A ().
Et donc
P71 Ave| < IR e N[5 O Ager| -
En utilisant I'hypothése (hg), on obtient
1P Aka L < IR Wl e ] -

R; (X\) étant borné il existe C'y positif tel que

[Pt Ak, < ezl , k=1,.m,
Corollaire 3.1. Si les hypotheses (h1), (h2) et (hg) sont vérifiés, alors

[Pty e, < cerMc Ay k=1,.m,

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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3.1. RESULTATS INTERMEDIAIRES

ou
n .
= > ATk (3.13)
i=k+1
Preuve
Nous avons

PTG (V) =P (N En: ApNTEL

i=k+1

d’'aprés le lemme 4.1, on trouve

> NP )4

HP A) Qr (A )H <
i=k+1
< Cer™ Y N = e P (),

i=k+1

ou les fi sont définis dans ([3.13)).

Lemme 3.2. Si les hypothéses du Lemme 3.1 sont satisfaites et que u est une solution du probléeme
, alors il existe M > 0, tel que

n—1

™ (#)]| < Ml 203 7 ug (3.14)
k=0

pour

t>—-2-, m=0,.n—1.

cos 6’

Preuve les hypothéses du Lemme 4.1 sont satisfaites, alors la relation ([3.5)) est vraie et en appliquant
le Lemme 1 dans ( |23]), nous obtenons la représentation suivante pour la solution u et ses dérivées :

. 1 . n—1
W (1) =~ [ AP0 Y 0 () wed (3.15)
7 k=0
pour t > — 2 et I est la frontiére de G (a,0) .
Nous avons
Ju™ ()] < /|A|m tRex ZP M| an (3.16)
X
Grace au corollaire 4.1, nous pouvons écrire
[u™ @)l 2 < /Wm teA ”'A'ka (IAD) k]l dA (3.17)

k=0

W’ Toumi Habiba 31 ©2026.Univ. Annaba



3.1. RESULTATS INTERMEDIAIRES

Pour A € G (a, ), ou
IA\| <a+r, et ReA =a+rcosb.

En utilisant la paramétrisation A = a + re®, I'estimation (3.17)) peut s'écrire comme suit

oo

C
o Ol < € [ (@ om0 o0 S g ) gl i
™4 k=0
donc
C o0 n—1
Hum (t)HX < 7et(a—acos6) /e(a-i-tcosG)(a-i-r) Z (a + T‘)m fr (7“ + a) ||Uk||X dr,
T 0 k=0
n—1 9
< get(a—acose Z /6 o+tcosf)(a+r)
T k=0
(@ +7)" fi (r + a) [lug]| x dr.
Si on pose
Fi(t) = / (et eosOatn) (g 4 1) £ (5 + a) dr,
0

en remplagant fi par son expression dans (|3.13)) on obtiens

0o
Fi (t) _ /e(a—I—tCOSG (a+r) (CL—|—’I“)m+Z k— ld’l“
0

(m+i—k—1)!
(o + tcos@)ymti=k’

Nous avons alors

“o(m+i—k—1
Fs > MR
i=k+1

D’apres ([3.20) et (3.18]), on trouve

n—1
lu™ ()]l 4 < Ne* > Jlullx s
k=0

pour

(3.18)

(3.19)

(3.20)

W Toumi Habiba 32 ©2026.Univ. Annaba



3.1. RESULTATS INTERMEDIAIRES

avec .
C i —k—1)!
N=— max (m+zn+i7k ),
T k=0,.n—1 i=kt1 a
m=20,..n—1
et

w=a—acosf < 2a.

Lemme 3.3. SiA € G (a,0), et T est la frontiére de G (a,0) , nous avons

1 0 k<m,
— / e)\t)\m—k—ld)\ —_ - m
271 (=i k> m.

r
Preuve : Introduisons les ensembles I'p, A et A comme suit :

Fr={rel, [A| <R}.

Ar={\eC\G(a,0), |\ =R}.

A=TgrUAR.
nous avons :
/ MANTTETLAN = / NN + / eMATTEAN, (3.21)
A I'r Agr
on pose

1/} ()\) — e/\t)\m—k‘—l’

En utilisant la paramétrisation A = re¢™, pour A € Ag, avecw € [r — 6, m+ 6], 0 < 6 < J, on peut
écrire :
|)\w ()\)| — ‘e/\tAm—k’ — ‘ekt) ‘)\m—k‘ _ etRe/\Rm—k _ etRcosGRm—k'

Ainsi, si kK < m, il est clair que
lim etRcos 0Rm—k -0

)
R—o0

et en vertu du lemme de Jordan, on obtient

lim [ eMAmElgy =0, (3.22)
R—o0
AR
et
/e“Am—’“—ldA = 0. (3.23)
A
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3.2. LES PRINCIPAUX RESULTATS

D'apres (3.21)),(3.22) et ([3.23)), nous avons

/ HMATTEL AN = lim [ MATTRTNAN
R—o0
N T'r
= lim [ MNP g — lim [ eMATTE g
R—o0 R—o0
A AR
= 0-0=0.

Si k> m alors k 4+ 1 > m et on peut écrire

M ym—k—1 M

A A
2mt k—m
= e m)!w (0)
2mt —m
= _m)!tk : (3.24)
qui conduit a
[eamitan = [ ami-lay
R—o00
r I'r
= lim [ MRy — lim [ AR
R—o00 R—o00
A AR
271"6 k—m,
- 7(k—m)!t . (3.25)
Ainsi, grace a ([3.25)), on obtient
— / eMAME=Lg) = e (3.26)
271 J (k —m)l’ '

pour k > m.

3.2 Les principaux resultats

Dans cette section, nous utilisons les résultats de la section précédente pour obtenir de condi-
tions appropriées garantissant la dépendance continue de la solution du probleme (2.3), (2.4) et de
ses dérivées o/, ..., uP~ ) des données initiales 1} en chaque point fixe tg > 0.
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3.2. LES PRINCIPAUX RESULTATS

Théoréme 3.3. Si les hypothéses (h1) et (hs) du Lemme 4.1. sont satisfaites et a lieu
_ i—pt2
|Q7t ) Aga|| < CINFT2 ] (3.27)
pour p fixé dans {1,..n} et k =1,..n — 1 alors le probléeme , est n—fois correct.

Preuve : De ([3.3)), nous avons

k=j+1

= N7 - Z Q7 (A AT A

k=j+1
De la condition ([3.27]), nous obtenons
j—n41 =S 2
195t () AnHX <AL e S Rt (3.28)
k=j+1
A partir de I'inégalité 1} on peut écrire
) n—1
lor A, < PP [P ST (3.29)
v k=j+1
Puisque p < net k <n—1, il existe C > 0 tel que :
HQ;l \) AnHX < O (3.30)

Les relations ([3.27)) et (3.30]) prouvent que les hypothéses du lemme 4.1 sont vérifiés.
En vertu du lemme 3.3, si u est une solution du probleme (2.3)), (2.4, pour tout o > 0

n—1
lu™ ()¢ < Me TSN gl (331)
k=0
pourt > — cos@’ et m = 0,1...n— 1. Pour t positif arbitraire, nous prenons tg = %, et o9 = —tgcosb.
onat > 7%, ceci implique que :
n—1
lu™ ()0 < M DN g, ¢ >0, (3.32)
k=0

pour m =0,...n — 1.
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3.2. LES PRINCIPAUX RESULTATS

Si cosf < 0 alors 1+ cosf < 1. La relation ([3.32)) peut s'écrire comme suit :

n—1

lu™ Ol < Me® Y lugll, ¢ >0, (3.33)
k=0

pour m = 0,...n — 1. Ce qui signifie que le probleme (2.3)), (2.4]) est n—fois correcte.

Théoréme 3.4. Si les conditions du théoreme 4.1 sont satisfaites, alors le probléme , est
p—fois exponentiellement correct.

Preuve. De la méme maniére que la preuve du théoréme 4.1,0n trouve qu'il existe M’ > 0, tel que

n—1

™ ()l < Me™ Y funllx . (3.34)
k=0

pour t > 1, et m = 0,1...n — 1. Supposons maintenant ¢ € |0, 1], a partir de (3.2)) et ([3.3)), nous

pouvons obtenir

1
Qi () = T (P(A) = Pr(N), (3-35)
alors
n—2 n—2
NPTV N up = D AP (P(A) = Pr (V) ug
k=0 k=0
n—2 n—2
= > Al = S AP P (A) g (3.36)
k=0 k=0
Par conséquent :
1 n—2
m m _At -1
um(t) = —%/A e 1;079 (N) Qr (N) updA
1 n2 1
- m At -1 - m Atp—1 A B
27”,//\ e ;;P (N) Qr (\) updA Qm,/)\ MNP () Ay _1d)
T - r
1 n—2 1 n—2
- m—k—1_A\t - m—k—1 _Atp—1 _
_ zm,/kz_%A ¢ ukd)\—l—%ri/];))\ AP (A) Py (A) upd
r ~= r =
. L m Atp—1
QM./)\ NPT (A) Apn_1d). (3.37)
T
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De et (8.9), nous avons

1 n—2
u™ (t) = ——,/e)‘t Z AR Ly d

27 —
i =

+ / ”Zx” PR (N) Q5 (A) Pr (M) ugd

27i
m—j—1 )\t 1
- / NTITLMR S (A) Q7 (A) A1, (3.38)
Du lemme 4.3, on trouve
n—2 tk_m

u™(t) = — Z muk

- / ”Zw PR (A) Q5T (N) Pr (A) urdA

2mi

- / NTILMR (A) @7 (A) At _1dA. (3.39)

2mi
Soit T’y le secteur du plan complexe défini par
a .
I, = {)\ =7 +re'?, |arg| < 9} ,

pour t € ]0,1[.
Les fonctions sous le signe de I'intégration dans ([3.39) sont analytiques, on peut donc écrire

u™(t) = — LA,
k=m (k m)'
+ 2m/ Z/\ o Ri () oF (A) Pr (A) ugdA
1
— m—j—1 /\t 1
57 / A Rj(A) Q51 (N) Apun_1dA. (3.40)
Iy
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3.2. LES PRINCIPAUX RESULTATS

Si nous posons Z = At Alors :

um(t) = — —ug
= (k—m)!

1 [eZ 2 rz\m k2 z (2 Z
— [& d . Pl st dZ
toom) e g%<t) Rj(t)Q] (t)Pk<t)uk
J -

1 A Z z
R; 2 A, 1dZ,
2mi JJ &J%(Jul
I

Cela conduit a I'estimation suivante

n—2 tk‘—m
" @l < 3 gy sl
GO eReZ n—2 z m—k—j—2 . z z
— — = — dZ
T T t‘ % (t)P’“<t)HX”“’“”X
F :O
GO eReZ Zm—j—l . z
— — =1 A _ dZ. 3.41
o [E T |9 (3) A e (3.41)
T
En utilisant la relation ([3.27]), nous obtenons :
(2N p (2 _QﬂzkAzs <kzswA
o (7)7 (P = )z ()] = xf5llerad,
s=0 X s=0
k j—p+2+s
Z |i—p+2+
< C —
< Zt
s=0
Ainsi
n—2 —k—j—2 n—2 k m—k+s—
Z’m J (2 Z Z P
7 e (F)n @), < cxxh
izl ’ ¢ t/llx im0s=0!t
n—2 k ¢ p—m+k—s
= CY > |3 (3.42)
k=0 s=0
De la méme maniére, nous avons
z Zj+1—p
—1
=] A < Gy |—
HQJ <7f) "l I
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3.2. LES PRINCIPAUX RESULTATS

Donc -
Z|mIT Z
o (24, <
3 X
En remplacant(3.42) et ([3.43)) dans ([3.41]), on trouve
n—2 tk‘—m
m
" Ol < X g ol
=m

2]

p—m

t

Z[mp
",

2]

G elieZ n—2 k t \p—mtk—s—1
T N el 42
r

k=0 s5=0

G4 eReZ tp—m
b2 [ el d2,

o )t 2P
r

ol G3 = CGy, et G4 = G2Gy. Cela conduit a :

n—2 tk—m

™ Dl < Zm\m\\x

k=m
G3 RezZ n—2 k

e
+ %thz

k=0 s=0

G4 eReZ tp—m
o / to|zZpm
r

t p—m+k—s
(|z|> gl 42

ltnos |y 42

En utilisant la paramétrisation Z = at + tre'’, on obtient :

2

S
|

(3.43)

[u™ @)y < [Jull
* k=m (k m) *
oo
G n—2 k p—m+k—s
+ 2ﬁ/eat+trcosezz<a+r> HUkH;\edT
0 k=0 s=0
Gy [ 1\
4 0
+ o /eatthrcos <a+r> Hun—1||xd7"-
0
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Par conséquent, nous concluons que

(3.44)

@)l < ; el
Gs [ 0 k
9 at+tr cos m—p+s— d
v o fe S 3 (a+r) g dr
0 k=0 s=0
G 00
+ 274/6at+tr0050 +T‘)m7p||un,1||xd7".
T
0
nous pouvons alors écrire
n—2 tkfm
Ol € X G Il
+ 277?e(a—(lcos@)t/(atcose(a—l-r) ZZ(G_’_T)mprrskaukHXdr
0 k=0 s=0
Gy (a—acos )t 7 t cos O(a+r) m—p
+ 5 ¢ e (a+r) |un—1]| 5 dr.
0

Pour m < p, nous avons m — p+ s — k < 0, donc
(a+r)m PETh < ()Pt

Si on pose M = max a™ PT5=k nous obtenons

o0 o0

k
/etCOSG(a—i—r) Z (a+ ,r,)m—p—l—s—k dr < (k‘ + 1) Mk/etcosﬂ(a—i-r)dr _

0 s=0 0

De la méme maniére, nous pouvons écrire

o 00 9
t cos 0(a+r) m— m— (a4t cosd _am*peta cos
/e (a+r)"Pdr<a p/e dr =
tcosf
0 0
Et finalement
n2 k—m n—2 ta cos 6 m—
vyt Gs 5= = (k1) Mye Gy [—a
™(t < -
Hu ( )HX B f— (k‘ —m) HukHX+ 2 = tcos @ H kHX+ P

_ (]{7 4 1) Mkemcosﬁ

tcosf

P t
e n—i
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Nous avons t > 0 et cosf < 0, alors il existe K1 et K> tels que :

n—2 tkim n—2
lu™ Ol < Y- 7 lunlly + Kre' Y k]l + Koe™ [lun—1] 4 -

(k —m)!

k=m k=0

Nous avons également

n—2 tk—m
Z W Jugllx < Z [Jukllx -
k=m

Si nous posons K = max (1, K1, K3), nous obtenons
n—1
lu™ ()| < K'Y gl -
k=0

De cette relation et de la relation ([3.34)) nous concluons que le probleme (2.3)), (2.4]) est p—fois
exponentiellement correct.
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CHAPITRE 4

CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA P-CORRECTION D'UN
PROBLEME DE CAUCHY ABSTRAIT DANS UN ESPACE DE
HILBERT

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme {} 1’ dans un espace de Hilbert et nous

obtenons des conditions suffisantes pour la multi-correction de ce probléme.

Ces conditions portent sur les normes des coefficients opératoriels A;.

4.1 Conditions sur les coefficients opératoriels dans le cas d’un es-
pace de Hilbert

Dans ( [23]) sont démontrés les résultats suivants.

Théoreme 4.1 (Théoreme 5). Nous supposons n > 1, A, est un opérateur auto-adjoint non

négatif borné, et de plus A,_1 = F 4+ B, ot F' est un opérateur auto-adjoint et B est symétrique
n—1

ou anti-symétrique. Nous supposons de méme que () D (A;) est dense dans H, que D (F) C
Jj=0

n—2
N D (A}") ND(B), et que pour un certain b > 0, l'opérateur F' + bA,, est positivement défini et
j=0

¢=|BF+04)7 <1 (4.1)

Alors le probléeme de Cauchy , est complétement correct et (n — 1) —fois exponentiellement
correct, si en plus A, est positivement défini, alors le probléme de Cauchy (2.3), est totalement

exponentiellement correct.
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4.2. RESULTAT PRINCIPAL

Théoréme 4.2 (Théoreme 6). Pourn > 1, Dy, densedansH, A, = A}, >0, ,A,_1 = F+B, avec

F = F*, B est un opérateur symétrique ou anti-symétrique, et pour certain nombre b > 0, /'estima-
n—2

tion (4.1) est vraie, de plus F+bA,, > mI > 0, D((F+bAn)%) C D(An)N ( N D(Aj)) ND(B).
§=0

Le probléme de Cauchy (2.3), est alors complétement correct et (n-1)-foits exponentiellement
correct. Si en plus A,, est positivement défini et borné, le probléme est totalement exponentiellement

correct.

Remarquons que dans le théoréme 5.2 |'opérateur A,, n'est pas supposé borné.

4.2 Résultat principal

Dans cette section, nous pressentons le résultat principal de ce chapitre qui détermine des condi-
tions suffisantes pour la multi-correction du probleme ([2.3)), (2.4]) dons le cas ou I'opérateur A,, est

non borné et non auto-adjoint.

Théoréme 4.3. On suppose n > 1, et sont vérifiéer les hypothéses suivantes :
hi. A, = K + C, avec K un opérateur positif auto-adjoint et C un opérateur symétrique

ho. An_1 est un opérateur symétrique,
n—1
hs. N D(Aj)=H
§=0
n—2
hi. D(C*)C N D (43) D (An1), D(K) CD(C),
J:
hs. Il existe b > 0, tel que I'opérateur A,_1 + K est positivement défini

S

0= (s +0m) 7| < i

et
H(A”—l +bK) K—lH <b. (4.3)

Alors le probléme de Cauchy (2.3), est totalement exponentiellement correct.
Preuve. Pour A € G (b,0), on a

D(Ap+ An1)) = D(AK +AC+ Ap_1)")
= DOAK)ND(AC)ND (A5_,).

D'apres les hypotheses hy et hy D (C) C D(C*) et D(K) C D(C), ce qui signifie que

D(K)C D(CY).
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Dans ce cas
D((AK + \C + An,l)*) =D (K)ND (A;kl_l)

et
D(K)C D (A% ).

Nous avons donc
D((AK +)XC+ A,—1)") =D(K) (4.4)

et

D(AK +AC* + A,1)) = D(E)ND(C*)ND (Ap_)
= D(K)ND(An1).

Comme C' est un opérateur symétrique, en utilisant h4, on trouve
D(K)CcD(C)CcD(C*)CD(An-1),

ce qui implique que :
D((AK +AC* + A, 1)) =D(K), (4.5)

et en vertu de (4.4)) et (4.5) :
D(AK+XC+ A, 1)) =DAK +XC* + A1) .

Nous avons aussi , Vo € D (AK + AC* + A, 1), C et A,,_1 sont des opérateurs symétriques et K
est un opérateur auto-adjoint, donc on peut écrire

(MK +XC"+ A1) zyz) = (AK+XC*+ A )z, x)
= (AK+XC+ A,1)" z,x).

Ceci implique que
AK +AXC + A1) = AK + \C* + A, 1.

Comme A,,_1 + bK est un opérateur positivement défini,

D ((Ap_y +bK)*) = D(A% ) ND(K)
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et

D((Anfl‘FbK)) = ’D(Anfl)mD(K)

Alors
D((Ap—1 +bK)") = D(A,—1 + bK).

d'aprés hy et ho
Vﬂi‘, Yy € D ((Anfl -+ bK)*) )

(An-1 +0K)2,y) = (2, (An-1 +0K) y) .
Cela implique que A,,—1 + bK est un opérateur auto-adjoint,et on obtient
D ((Ap—1 +bK)) =D (K).
I'hypothese h4 nous permet d'écrire
D((Ap—1 +bK)) CD(C).

Nous avons aussi :

1€l

Hc (An—1 +bE) ™" (Ano1 + bK)H
< oy +08) 7| 1(An1 + 0K
< q(Ap-1 + K.

D’aprés hy et hj et la relation (4.6]) nous avons

[(Anes +0K)| = |(Aues +0E) KK |

< H(An_l +bK) K—1H K|
< b|K].

Alors, d'apres le théoréme 4.12 in ( [6]), on obtient
[(Cx,z)| < ¢ {(An-1 +bK) z,3),

((Ap—1 +0K) z,z) < (bKz,x)

pour tout z € D (K) et A € G (b,0).
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En utilisant (4.7)) et (4.8]), pour tout x € D (K) et pour tout A € G (b,0), on obtient :

(My + A1) z,z)] = |[(AK+AXCH+ Ap—1) z, 7))
= [(AK + Ana) z, 2)| — A {Cz, )]
> {(AK + Ap—1 —bK +bK) z,2)| — |\l ¢ ((Ap—1 + DK) z, x)
o [, 2)] — {(BK — (Ays 4 BE)) 22} — N g (Ans + BE) 2,2)
> |[(AKz,z)| — (bKz,z) + (An—1 + OK) x,2) — [A ¢ ((An—1 + bK) 2, 2) .

Comme |A| > b, alors — (bKz,x) > — |\| (Kz, ), ce que implique que :

(A, + Apq) x, 2)|

v

AN (Kz,z) — [N (Kz,z) + ((Ap—1 + bK) z,2) — [N ¢ ((Ap—1 + bK) z, )
(1 =[N q) ((An-1 + bK) z, 7).

v

Puisque g < ﬁ', nous avons ¢ |A| < 1, ce qui nous donne 0 < 1 — ¢ |\| < 1, donc Jag € ]0, 1] avec
1= q[A] = ao,
An_1+ bK est un opérateur positivement défini, c'est-a-dire,
Ve € D(Ap—1 +bK),3Cy>0: ((Ap—1 +bK)z,x) > Cy (z,2),

ce qui implique

(AAn+ Ant)z,2)] = (1= [Aq) (Ap—1 + bK) z,2)
> apCy (z,x).
Nous déduisons
{(AA, + Ap—1) z, )| > Cy (2, x) (4.9)

rxeg, ze€D(K),

avec C1 = 0+ aCy.

D’autre part, nous avons
N, +Ap 1) = AK +XC* + A 1.

Ap—1+ bK est un opérateur positivement défini et C' est un opérateur symétrique, donc

D (Ap_1 +bK) =D (K) C D(C*)
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d'autre part

[C*l = [|e* (Any + bK) ™ (A + 0K

IN

| € Ay +0E) 7! [1(Ans + 0K
< ql(An1 + 0K

En utilisant le théoréme 4.12 dans ( [6]), on peut facilement obtenir
(€2, )] < g (Ano + DE) 2, 2) (4.10)

De la méme maniére que la preuve de I'inégalité (4.9)) et en utilisant la relation (4.10]), on peut

prouver ce qui suit :
[{(AAp + Ap—1) z,2)| > Co (z,2), ANeG, €D (K). (4.11)

De plus, d’aprés (i et 1} nous trouvons que |'opérateur (\A,, + An,l)_1 . existe et est borné.

Nous avons aussi :
D (M, + A, 1)7) = D (K),
et
DM, +An1) =D(K),
alors
DA, + A1) ) =DA\A, + Ap_1).
Donc, Vo € D (A, + Ap—1),

(My, +Ap—1)z,z) = (AK+ACH+ Ap—y) 2, x)
= N (Kx,z) + |M{(Cx,x) + (Ap_12,2) .

Comme K est un opérateur auto-adjoint et A,,_1 est un opérateur symétrique, on peut écrire

(Mp + A1) z,z) = | N {(z,Kz) + |\ (z,Cx) + (x, Ap_12) ,
= (z,(Mp+A4,-1)z).

Cela implique que (AA,, 4+ A,_1) est un opérateur auto-adjoint et que (AA, + A,_1) " existe et
est borné sur R (AA;,, + A,—1). D'aprés la proposition 1.21, nous concluons que R (AA, + A1)
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est dense dans H et D (A\A,, + A,—1) est dense dans H. D’aprés la proposition 1.14, on trouve que
(AAp 4+ Ap_1)*) 7" existe avec

(M + A 1)) = (Mg + A4, ) 1) = (M + 4, 1) (4.12)

D’apres (4.9), (4.11) et (4.12), et pour Q (A) = (A, + A,_1)*) ", il existe une constante C3 > 0
telle que
QN <Cs, Aeg. (4.13)

n—2 n—2
Nous avant D (C*) C | D(4%); et D(K) C D(C), comme C' C C*, alors D (K) C | D(A"),

j=0 =0
et

D(P*(N)=D(AK + \C + An,l)* =DAK+XC*+A,_1) =D (K).
Ainsi

D(P (V) C N D(47)

J=0 !

Comme P*(A) et A7 sont fermés alors d'apres la remarque 1.5 dans [19], nous avons A} sont

P* (M)-bornés, ot j =0,...,n — 2, cela nous donne

|45 <a+bIP* I A€G a>0,b>0, j=0,..,n-2 (4.14)
Et ainsi
lazem|| < |4;|1em
< (a+b|PT) DI,

IA

al[QMII+b[[PT(MIHIL I

avec j =0,....,n—2.0n a

donc
PN = 1.

Alors
HA;Q (A)H <al|QWN)|+b, AeG. (4.15)

des relations (4.13]) et (4.15]), nous déduisons qu'il existe Cy > 0, tel que
HA;Q(A)H <Oy NEG j=0,..,n—2, (4.16)

et
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[asom] =43 P =[P )4 = 1P () 4y
Donc
H(P—l ) Aj)H <Cy, AEGH,0), j=0,...n—2. (4.17)
OnaD(K)CD(A,—1) et D(P*(\)) =D (K), donc :
D(P* () CD(An-1) CD (A1)
Comme AY_; est fermable, alors il est P* (\)-borné, et donc
|A5_1|| <c+d|P*(N)||, AXeG,e>0, d>0. (4.18)

Cela implique que :

A1 QNI = [[A QM
< (e dPTMIDILMI
< cll@WMIl+dlP* MM

ce que nous pouvons réécrire

|4:_,Q (V)| < C5, XeG,
ot C5 =c||Q(N)| +d.

Donc on a
[Pt 4| <G5 reg (4.19)
De et (4.19), on déduit
H(P—l ) AJ’)H <Cs AEG(b,0), j=0,..n—1, (4.20)

ou C@' = max (04, 05) .
Donc, (4.17)) conduit a I'estimation

[Pt )| < Canm L A G.0). j=0.in 2 +21)

ol q; = 0.
De (}4.20)), nous obtenons |'estimation

(PP 4)| < Gl AeG®.:6), j=0,.n—1. (4.22)

Pour n = p, selon (4.21)), (4.22)) et le corollaire 3.1, nous concluons que le probléme de Cauchy est

completement exponentiellement correct.
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