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Résumé

Ce travail de theése est consacré a ’étude du nombre des cycles limites de certains sys-
temes différentiels autonomes en utilisant la méthode de Lopez-Ruiz et la méthode de
la moyenne. Ces deux méthodes se basent sur la perturbation des centres linéaires ou
non linéaires par des fonctions, et plus particulierement, par des polynémes. La premiére
méthode a, d’abord, été expliquée, puis appliquée sur des exemples plus au moins compli-
qués par rapport aux exemples existantes dans la littérature [14]. En utilisant la méthode
de la moyenne, nous avons montré que les perturbations par des polyndémes quartiques et
cintiques arbitraires de couronne périodique du centre localisé & ’origine du systéeme dif-
férentiel polynomial cubique # = —yf(x,y), ¥ = zf(z,y) ou f(x,y) = 0 est une conique

tel que f(0,0) # 0,.donnant respectivement, au moins, 8 et 9 cycles limites.



Abstract

This thesis is devoted to studying the number of limit cycles of some autonomous diffe-
rential systems using Lopez-Ruiz method and averaging method. These last two methods
are based on the perturbation of linear or nonlinear centers by functions, particularly, the
polynomial ones. The first method was explained and applied on some examples more
complicated then these already existing in litterature [14]. Using the averaging method,
we prove that the perturbations by arbitrary quartic and cintic polynomial differential
systems of the period annulus of the center located at the origin of the cubic polynomial
differential system & = —yf(x,y), y = xf(z,y), where f(z,y) = 0 is a conic such that
f(0,0) # 0, provide respectively, at least 8 and 9 limit cycles.



0.1 Introduction

(a) Historique (voir [21])
Nous allons étudier dans cette thése des systémes différentiels du premier ordre de la

forme :

(0.1)

Le premier modéle physique publié dans la littérature qui se transforme en un systéme
du type (0.1) admettant un cycle limite est 1’équation :

d?y 1 dy dy

@ G

= 2
e )+y=0 02)

établie par Rayleigh (1945) et qui modélise les oscillations d’une corde de violon.

e Dans les années vingt, Balthasar van der Pol, un ingénieur hollandais, étudiait les
propriétés électriques des tubes & néon (van der Pol, 1922). A cette époque 14, les os-
cilloscopes n’existant pas encore. Il surveillait I’évolution de son circuit en écoutant les
changements de tonalité dans un combiné téléphonique. Il modélisa les charges et les

décharges du tube par I’équation qui porte maintenant son nom :

2

d“x dx
T e(x? — UE +x=0. (0.3)

On voit que si on dérive ’équation (0.2) par rapport a ¢ et que si 'on note x = %, on
retrouve I’équation (0.3). Ces deux équations sont donc équivalentes.

Quelques années plus tard Van Der Pol (1927) étudiera le méme circuit électrique mais
en régime sinusoidal forcé. Lorsqu’il variait la fréquence du courant, il entendait dans son
combiné la tonalité changer (le circuit se stabilisait donc sur la fréquence externe). Mais de
temps & autre il remarquait quelque chose d’étrange, un comportement inexplicablement

irrégulier : “on entend souvent au téléphone un bruit irrégulier avant que la fréquence ne

saute & la valeur immédiatement inférieure” (van der Pol, 1927). Son tube a vide devait



vraisemblablement traverser une période de chaos transitoire avant de se synchroniser
sur la fréquence externe.

Plus tard, en Angleterre, Mary Lucy Cartwright et John E. Littlewood poursuivront les
travaux de van der Pol sur les oscillateurs forcés.

e Liénard un ingénieur francais, établit un théoréeme d’existence et d’unicité d’une solution
périodique pour une classe générale d’équations dont fait partie I’équation (0.3) :

d2

Tt ef(x )—+a:—0 (0.4)

e Levinson & Smith (1942) ont suggéré de généraliser ’équation (0.4) :

d2

s e @) +g(a) =0 (05)

et qui est connu sous le nom d’équation de Liénard généralisé.

e Le probléme fondamental lié a I’équation (0.5) est le nombre de solutions périodiques
isolées (i.e. cycles limites) qui peuvent exister simultanément. Imaginons que I’équation
(0.5) décrit le mouvement d’un oscillateur. Si cette équation a un cycle limite globalement
attracteur alors 'oscillateur va évoluer, aprés un régime transitoire, selon un mouvement
périodique. Le point important est que la période de ce mouvement sera la méme quelle
que soit la condition initiale!

On voit donc que la présence d’'un cycle limite peut étre une propriété importante dune
équation surtout si cette équation décrit le mouvement d’une horloge.

(b) Résultats importants (voir [21])

On considére par la suite le cas o F (z) et g () sont des polynomes, ou F' (z) = [ f(

On note m le degré de F'(x), n celui de g (x) et H (m,n) le nombre maximal de Cycles
limites qui peuvent exister simultanément pour (0.5). Le théoréme de Liénard a plusieurs
résultats importants qui ont été publiés :

e Rychkov (1975) a prouvé que pour des polynomes F' (z) impairs et de degré 5 et

g (x) = x alors (0.5) n’a au plus que 2 cycles limites.



e Lins, de Melo & Pugh (1977) ont prouvé que si m = 3 et n = 1 alors il n’y a au plus
qu'un cycle limite. Ils ont de plus donné les conditions pour que ce cycle existe. Enfin ils
ont conjecturé que si g (r) = z, il ne pouvait y avoir plus de [mT_l] cycles limites.

e Xianwu (1983) a prouvé la conjecture pour le cas ot m =4 et n = 1.

e Coppel (1988) a prouvé que H (2,2) = 1.

e Dumortier & Li(1996) ont prouvé que H(2,3) = 1.

e Dumortier & Li(1997) ont prouvé que H(3,2) = 1.

D’autres chercheurs essayent de trouver des valeurs minimales & H (m,n) en ne considé-
rant que des cycles limites d’amplitude faible autour d’un point d’équilibre. Ils trouvent
ainsi un nombre maximum H (m,n) de cycles limites locaux.

e Zuppa (1981) et Blows & Lloyd (1984) ont prouvé que si G (x) = x et si F(x) =

2k+1

a1 + asx? + ... + a1 alors 1’équation (0.5) a au plus k cycles limites locaux. Si

de plus on choisit les coefficients a; tels que :

lar| < |az| < ... < |agkt1]

a;a;1 <0 pour 0<i <2k

alors il y a exactement k cycles limites locaux.
Les cycles limites locaux sont actuellement intensément étudiés par Lynch (1997) qui
remplit petit & petit la table (0.1). Christopher & Lloyd (1998) ont démontré que cette

~ ~

table était symétrique (H (n,m) = H (m,n)). Gasull & Torregrosa (1997) semblent avoir



amélioré les résultats de la table (0.1).

10 |5]7]8

9 |4]6]8]9

8 |4]5]6]09

7 |3|5]6]8

6 [3]4]6]|7

5 |2]3]4]6]6

4 |2|3]4]4|6|7|8]9]09
3 [1]2]2]4]4|6|6|6]s8]8
2 |1]1]2]3|3]|4|5|5]6]|7
1 |o|1|1|2]2|3|3]4]|4]|5
mn—|1|2|34|5|6|7|8|9]10

Tab.0.1- Nombre maximum de cycles limites locaux qui peuvent exister pour les

équations (0.5) en fonction du degré m de F(x) et du degré n de g(x).

Cette thése comporte trois chapitres :

Le premier chapitre est un rappel des notions générales. Nous commencons par définir les
systémes dynamiques, les points d’équilibres et le systéme linéarisé d’un systéme non li-
néaire au voisinage d’un point d’équilibre. Ensuite nous introduisons la notion d’un cycle
limite et I’amplitude d’un cycle limite d’un systéme planaire. Ensuite nous représentons
les types des points singuliers par le diagramme de bifurcation, et nous définissons 1’ap-
plication de Poincaré. Enfin nous introduisons la stabilité d’une solution d’un systéme
différentiel et quelques théoréemes sur la stabilité en se basant sur les fonctions de Lyapu-
nov. Dans le 2°™¢ chapitre, nous introduisons la méthode de R. Lopez-Ruiz pour 1’étude
des cycles limites d’un centre perturbé. Nous commencons par le calcul de 'amplitude et
la période du cycle limite de quelques équations de Liénard. Enfin nous donnons des ré-

sultats numériques. Le dernier chapitre concerne I’étude du nombre maximal des cycles li-

mites qui peuvent bifurquer des couronnes périodiques qui entourent ’origine d’une classe

9



de systémes différentiels polynomiaux cubiques en utilisant la théorie de la moyenne. Plus
précisément, nous prouvons que les perturbations de la couronne périodique du centre lo-
calisé a l'origine du systéme différentiel polynomial cubique & = —y f(z,v), v = = f(z,y)
ou f(x,y) = 0 est une conique telle que f(0,0) # 0, par des polynomes quartiques et
cintiques arbitraires fournissent respectivement, au moins 8 et 9 cycles limites qui bi-
furquent des couronnes périodiques en utilisant seulement la méthode de la moyenne du

premier ordre.

10



Chapitre 1
Notions préliminaires

Résumé

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions générales. Nous commencons par définir
les systémes dynamiques, les points d’équilibres et le systéme linéarisé d'un systéme non
linéaire au voisinage d’un point d’équilibre. Ensuite nous introduisons la notion d’un
cycle limite et amplitude d’un cycle limite d’un systéme planaire. Ensuite nous repré-
sentons les types des points singuliers par le diagramme de bifurcation. Nous définissons
I’application de Poincaré. Enfin nous introduisons la stabilité d’une solution d’un sys-
teme différentiel et quelques théorémes sur la stabilité en se basant sur les fonctions de

Lyapunov.

11



1.1 Systémes dynamiques, points critiques

Définition 1.1.1. Un systéme dynamique sur R” est une application :
U:R" xR*—R"

définie sur tout RT x R™ et telle que :
o U(.,x):R" — R" est continue.
Ul(t,.) : R" — R" est continue.
U(0,z) =
U(t+s,z)=U(tU(s,z)) pour t,s € Rt z € R".

Soit le systéme linéaire

T = Ax

, teRT, zogeR"” (1.1)
x(0) = o

ol A est une matrice constante. La solution de (1.1) est :
z(t) = et
Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car ’application :
U:RT x R" — R"”
qui & tout ¢t € RT, z € R™ associe :
Ut,r) = ez

vérifie les quatre propriétés précédentes.

12



Définition 1.1.2. Soit le systéme non linéaire

i = f(x) (1.2)

On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.2), le point zo € R™ tel que

Définition 1.1.3. Considérons le systéme (1.2)

Le systéme
= Ax
ou
A= ($Et00) = Dftwg. 1 < i <
et

f(z) =0

est appelé linéarisé de (1.2) en .
Définition 1.1.4. On appelle point critique hyperbolique de (1.2), le point critique

xo telle que A n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.2 Classification des points d’équilibre

Cas des systémes linéaires

considérons le systéme linéaire :

i = Az, (1.3)

ou x = (z1,x2) et A une matrice constante inversible. Soient A, Ay les valeurs propres de
A.
Définition 1.2.1.

13



- Si les valeurs propres A1, As sont réelles et du méme signe, la solution x = 0 est appelée

noeud.

&

Fig 1.1 Noeud stable.

- Si les valeurs propres A;, A; sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution

x = 0 est appelée selle.

Fig 1.2- point selle.

- Si les valeurs propres A;, Ay sont complexes avec Im()\;) # 0, i = 1,2. La solution x = 0

est appelée foyer.

Fig 1.3- Foyer stable.

- Si les valeurs propres A;, Ao sont complexes avec Re(\;) =0 et Im()\;) #0,i =1, 2. La

14



solution x = 0 est appelée centre.

Fig 1.4- Centre.

Cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systéme non-linéaire (1.2) ou x = (x1, ..., zn), f = (f1,--, [n)-
Définition 1.2.2. Un point critique z, de (1.2) est appelé puits si toutes les valeurs
propres de la matrice A = D f(z,) ont des parties réelles négatives; Il est appelé source
si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xy) ont des parties réelles positives; 11
est appelé selle sl est hyperbolique et si A = D f(z() a au moins une valeur propre avec
une partie réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Définition 1.2.3. Deux systémes
i = (o) (1.4)

et
T = g(x) (1.5)

définis sur deux ouverts U et V respectivement, sont topologiquement équivalents s’il
existe un homéomorphisme h : U — V tel que h transforme les orbites de (1.4) en celles
de (1.5) et préserve le sens du mouvement.

Théoréme 1.1. si Ty est un point d’équilibre hyperbolique de (1.2), alors il existe
un voisinage de ce point dans lequel le systéme & = f(z) est topologiquement équivalent

A son linéarisé © = Ax.

15



1.3 Portrait de phase et cycles limites

Définition 1.3.1. Soit le systéme planaire

(1.6)

ou P, () sont des polyndémes en x et y. les solutions (z (t),y (t)) du systéme (1.6) repré-
sentent dans le plan (x,y) des courbes appelés orbites. Les points critiques de ce systéme
sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que
ces points critiques représentés dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase, et le plan
(x,y) est appelé plan de phase.

Définition 1.3.2. Une solution périodique du systéme (1.6) est une solution telle que :
(@(t+T),y(t+T)) = (z(t),y(t)) pour T > 0.

A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans ’espace des phases.
Définition 1.3.3. Un cycle limite du systéme (1.6) est une orbite fermée isolée, c’est &

dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

Définition 1.3.4. Soit la figure

¥

I _l_a]_!

Fig 1.1- Cycle limite d’amplitudes a1,a2.

16



a1 = Tmax — Lo

2 = X9 — Tmin

On dit que I' est un cycle limite d’amplitudes a1, as.

1.4 Diagramme de bifurcation dans le plan trace-

déterminant

On vient de voir que I'allure du portrait de phase de ’équation # = Ax dépend du poly-
nome caractéristique de A qui s’exprime a I’aide de det(A) et tr(A). On peut visualiser
les résultats ci-dessus dans le plan (tr(A), det(A)) (qui n’est bien sur pas le plan (z,y)!).
Dans le plan (tr(A),det(A)), les axes tr(A) = 0 et det(A) = 0 et parabole qui correspond
au discriminant A = 0 (det(A) = tr?(A)/4).

Détermination des régions ou les trajectoires ont la méme allure. La figure (1.6) montre

pour chacune de ces régions, 'allure des trajectoires dans le plan (x, y).

foye attes uf\\ \n n:re- /Tinyor rupulmr

\ by et Al / =
Y 1 — =
_— -:..,—l:.{.1 fayer .mmuie - Zﬁli —1
A<0
p‘,%gpr%u r:ter eur] de
noeud attractif la parab
ceiich
.“'/ tracgif
% axe
sur 'axe

& l'origine
Fig.1.6- Diagramme de bifurcation dans le plan trace-déterminant.

17



1.5 Application de Poincaré

Soit ¢(t) une solution périodique correspondante a une orbite fermée dans 'espace des
phases. Nous construisons une variété V' de dimension n—1 transversale a ’orbite fermée.
L’orbite coupe V' en un point a. On choisit un point xy € V mais suffisamment pres de

a, Uorbite I'(xg) recoupe V en un point on 'appelle P(x), application

rg — P(x)

V — V

s’appelle 'application de retour ou 'application de Poincaré. Le point P(x() trouvé peut
étre appliqué de nouveau on obtient P?(zy) € V etc. Le point a est un point fixe de P.
Le concept de stabilité d’une solution périodique peut s’exprimer en terme de stabilité

de I'application de Poincaré dans le voisinage du point a.

Exemple 1.5.1. Soit le systéme planaire suivant :

T=—-y+a(l—2*—1y?
j=r+y(l—a® -1

ot la condition initiale est (z(0),y(0)) = (zo, o).
Posons : z(t) = r(t) cos0(t), y(t) = r(t)sinO(t).

18



,7(0) = 70,0(0) = bo. (*)

r=1 est un point fixe.
(x(t),y(t)) = (cos(t + bp),sin(t + 6y)) est une solution périodique. Remarquons que (*)

est une équation de Bernoulli, on a :

=

r(t,ro) = [1 + (% — 1) exp(—2t)} B
0(t,00) =t + 0o

Y

Si V est le rayon, 0 = 6, la trajectoire qui commence en (ry6,) coupe le rayon 6 = 6,

de nouveau a t = 27. Donc 'application de Poincaré est :

P(ry) = {(1 + (7“_13 — 1) e—“} B .

On a P(1) =1, 1 est un point fixe de P

ans
Nl

Définition 1.5.2. Soit P(s) lapplication de Poincaré de cycle I' pour un systéme pla-

naire :

T = f(x).

19



Soit la fonction de déplacement
Si

alors I est un cycle limite de multiplicité m.

Sim =1, I est dit cycle limite simple, donc

T

/Vf(v(t)dt # 0.

0

(a)- Si m est impair avec d'™(0) < 0, alors le cycle limite est stable.
(b)- Si m est pair, alors le cycle limite est semi-stable.

(c)- Si m est impair avec d™ (0) > 0, alors le cycle limite est instable.

X

AR T /é@‘“

a

L

-
N/
("\_
s

(2] (L] [l

Fig 1.7- Différents types de cycles limites.

1.6 Stabilité

Soit le systéme d’équations :

dx

i flt,x), zeR" teR. (1.7)

On suppose que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité des solu-

tions.

20



Définitions 1.6.1. Une solution ®(¢) du systéme (1.7) telle que ®(t5) = ®q est dite
stable au sens de Lyapunov si Ve > 0, 3§ > 0, tel que pour toute solution z(¢) de (1.7)

on a

2(to) — ol < 6 = ||z(t) — D) < &, Vt > to.

Si de plus
lim_[2(t) — (1)) = 0

t—+o00
alors la solution est dite asymptotiquement stable.
Quand ®(t) = 0 la définition devient :

Ve > 0, 30 > 0, tel que toute solution z(t) de (1.7) vérifie

lz(to)ll < 6 = [l <&, VE = to.

Si de plus
lim |[z(t)] =0,

t——+oo

alors ®(t) = 0 est asymptotiquement stable.

Pour n=1on a

L’étude de la stabilité de la solution ®(¢) peut étre ramenée a celle de la solution nulle

y = 0 d’un systéme (analogue) au systéme (1.7).

21



En effet, posons y(t) = x(t) — ®(¢) ot y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

dv dy dO(t)
o = a Tt vt ®)

dy

o = fy+®) —f(t,P)
d

d—i = g(t,y).

On voit bien que y = 0 est une solution de ce systéme.

Exemple 1.6.1. (n=1)

dx
o z+1, z(0)

La solution telle que x(0) = xq est :
2(t) = (29 — 1)e " + 1.
La solution ®(t) telle que ®(0) =1 est (t) =1
lz(t) — ®(t)| = }(xo — 1)e_t} < lxg—1], Vt > 0.

11 suffit de prendre 6 < e, 6 = & = D(t) est stable.

Stabilité asymptotique.

lim ||z(t) — ®(t)|| = tlgrnoo }(xo — 1)6_t} =0,

t——+o0

22



d’ou ®(t) est asymptotiquement stable.

P

; L

Hti=1

Exemple 1.6.2. (n = 2)

Soit le systéme :

(x(t) ) _ ( xgcost — ypsint ) (1) = ( 0 )
y(t) Tosint 4 yo cost 0

Ve > 0, 46 > 0 telle que :
Lo
Yo
z(t) . .
= |z(t)] + |y(t)| = |zocost — yosint| + |xgsint + yo cost| < 2(|zo| + |yol)

()

= 2 < 20, On prend 6 <

Do | ™
RO

23



d’ou ®(t) = est stable au sens de Lyapunov.
0
2
x(t 0
lim U = lim 2O+t =2l +ys=c>0-»0
——00 y(t) 0 — 400

donc la solution n’est pas asymptotiquement stable.

Remarque. 1l est possible que la solution ®(t) soit non bornée et stable et méme asymp-
totiquement stable. De méme il est possible que la solution soit bornée et non stable.

e Dans le premier cas, on a les deux exemples.

1) & =1, 2(0) = 0.

2) &=z +t+1,2(0) =0.

e Dans le deuxiéme cas, on a ’exemple.

4 — sin*(z), 2(0) = 0, (t) = 0.

Méthode des fonctions de Lyapunov
Soit v(xy, ..., ;) une fonction différentiable.

Soit le systéme autonome

dl‘i
dt

= fi(xla "-7'17?1)7 1= 17 L (18)

dv =~ Ov(z) dr; < Ov(x)

= =1

fi(x) (1.9)

si z(t) = (z1(t), ..., x,(t)) satisfait (1.8).
Théoréme 1. Si pour le systéme (1.8), il existe une fonction v(zxy, ..., z,) défini positif

telle que % = g—;i fi(z1, ..., z,) est une fonction semi définie négative ou identiquement
nulle alors le plgilnt d’équilibre (0, ...,0) est stable au sens de Lyapunov.

v(x1,...,x,) est dite fonction de Lyapunov.

Preuve. (Voir [22])

En général, on commence par rechercher v sous la forme v(zy, ..., z,) = 22 + 23 + ... + 22.
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Exemple 1.6.4. Soit le systeme hamiltonien

(

dp1 _ _ OH
dt oq1
dpn _ _ OH
dt Aqn
dpn _ OH
dt op1
dgn __ OH

\ dt 6pn

ou H=H(pi,..-sDn,q1,---qn). On suppose que H(p, q) est définie positive.
Par exemple : H(p1,...,Dn, @1, Q) = D2+ . + D2+ @ + ... + ¢2.
oH _
21(, ..., 0) = 0
On suppose : , c.a.d (0, ...,0) point d’équilibre, alors ®(t) = (0, ...
2(0,...,0) =0
est stable.
Preuve. Posons v(x1 = p1, ..., Ton = qn) = HP1, ooy Py Q15 -0
dH 0H dg; OH dp;
o P = Z@q, dt Zap,» dt
B Z OH dH Z dHOH
B dq; dp; dp; 0qi
= (p,q) = (0,...,0) est stable au sens de Lyapunov.
Exemple 1.6.5. Soit le systeme
o=y
= vt
Soit : v(z,y) = z* + y* définie positive.
do— Jug 4 a”y = 423(—xy?) + 4P (y2*) = 0 = @(t) = . est stable.

Les orbites vérifient z4(¢) + y*(t) = ¢, (¢ > 0).
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Théoréme 2 : Si pour le systéme (1.8) il existe une fonction définie positive v(z1, ..., ;)

telle que % = f,( ..., T, ) est une fonction définie négative alors le point d’équi-
i=1
libre z = (0, ..., 0) est asymptotiquement stable.

Preuve : (Voir [22]).
Exemple 1.5.6. Soit le systeme

dr __ 3
G-y

dy . 3
5w =7 3y

Soit v(z,y) = 22 +y?, alors % = 2x(y—23)+2y(—2—3y?) = —(2*+3y*) définie négative.

= ®(t) = est asymptotiquement stable.
0

Remarque. La forme des fonctions de Lyapunov sont généralement de la forme :
2 2 4 4
v(z,y) = ax® + by?, az* +by?, ax* + by?, ax® + byt ...

Théoréme 3. Supposons que pour le systéme (1.8) il existe une fonction v(xy, ..., x,)

différentiable dans un voisinage de 'origine et telle que v(0, ...,0) = 0.

Si &l =

(z1, ..., 7,) est une fonction définie positive et s'il existe aussi prés que
i=1
I’'on veut de l'origine (0, ...,0) des points dans lesquels v(xy,...,x,) > 0 alors le point

d’équilibre (0, ...,0) est instable.

Exemple 1.6.7. Soit le systeme

dx
= &L 1 O x
e )
dy _ _ dy _
a - Y dt 0 —1 Y
—_—
A

A1 =1, Ay = —1 = (0,0) est instable.
Posons v(z,y) = 2% — y*, v(z,0) = 2% > 0 Vo # 0.
4o — 222 + (—2y)(—y) = 2(x* + y?) elle est définie positive = (0,0) instable.
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Nous démontrons I'exemple de la remarque précédente % = sin®(z). Soit v(z) = z, alors

o(z) = dd

= sin?(x) définie positive dans un voisinage de z = 0 = x = 0 instable
d’apres le théoréme 3.
Application a I’équation de Liénard

Soit I’équation de Liénard généralisée
2+ f(z)t + g(x) =0,

qui est équivalente au systéeme

t=y—F@) (1.10)

y=—g(x)
ou F(z) = /mf(s)ds, G(x) = /mg(s)ds.
Propositior(i : On suppose qu’?)n a le systéme (1.10) ou f(x) est un polyndéme pair et
g(z) un polyndéme impair.
SiG(z) > 0et g(x).F(x) >0 (g(x).F(x) <0 ) dans un voisinage de I'origine (0,0) alors
(0,0) est asymptotiquement stable ( respectivement (0,0) instable ).

Preuve : Soit la fonction de Lyapunov v(x,y) = y2—2 + G(x) qui est définie positive.

Alors

v(x,y) = yy+glx)d
= y(—g(x)) + g(z)(y — F(z))

— —g(2).F()

0(x,y) est définie négative si g(z).F(x) > 0 donc (0,0) est asymptotiquement stable
(théoréme 2), et si g(z).F(z) < 0 donc (0,0) est instable (théoreme 3).
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Chapitre 2

Cycles limites des systémes de

Liénard généralisés

Résumé
Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode d’équivalence topologique pour I'étude des
cycles limites d'un centre non linéaire perturbé. Nous réduisons ces systémes aux systémes

perturbés de la forme

dH(z,y) +e(f(x,y)dy — g(x,y)dz) = 0,

ou

H(z,y) = 50+ 7).

a aide d’un homéomorphisme. Cette réduction nous permet de trouver la fonction de
Melnikov
M(h) = fdy — gdx,

H=h
associé a chaque probléme particulier. Ce qui nous permet d’utiliser la méthode de J.L.
Lopez and R. Lopez-Ruiz [14]. Nous calculons 'amplitude et la période du cycle limite

des équations de Liénard suivantes
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Tt+e(x® -1 +z=0
P4 e(z® —1) (@) 42l =0

(X bagr™) ()7 + 1 = 0
Ee(l™ = 1) (&) + sign(x). |o|" =

T+e

i+e(@™ — 1) ()P 4+ 271 =0,

ou p, m et n € N. Et nous donnons des résultats numériques.
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2.1 Existence et unicité du cycle limite

Théoréme 1. Considérons I’équation de Liénard généralisé
i+ f(z) (@) +g(z) =0 (2.1)

ou k est un nombre pair, xg(x) > 0 quand =z # 0 et il existe z; < 0 < x5 tel que
f(z1) = f(xe) =0, f(x) < 0 quand x € (z1,22) et f(x) > 0 quand x < z; ou & > z2. De
plus, on suppose G(z1) = G(x2) et G(+00) = +00 ot G(z) = [; g(s)ds. Alors le systeme
d’équations

=y

k+1

y=—f()y 9()

admet au maximum un cycle limite. S’il existe, il est stable.

Preuve. (voir [23]).

2.2 Meéthodologie

Soit le systéme perturbé

T=y+ef(z,y),

‘ le| < 1, (2.2)
y=—z+eg(z,y).
En posant #(t) = y(z), v'(z) = % on obtient
yy' +a+elf(z,y)y —g(z,y)] = 0. (2.3)

Nous supposons que 'origine est le seul point fixe de (2.2).

On pose

/_a {g(x, a? — x?) + zf(z, Va2 — %)

ﬁ(a): \/m

dx =0,

a
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ou

flz,y) =

N =N =

g(r,y) =

[f(x,y) + f(l’, _y) - f(—l‘, y) - f(—l’, _y)]

l9(x,y) — g(z, —y) + g(—z,y) — g(—z, —y)]

(2.4)

Chaque solution a > 0 de I’équation (5 (a) = 0 est une amplitude d’'un cycle limite du

systéme (2.2) (voir [16]).

Considérons les centres perturbés

avec 0 < |e] < 1, n € N*.

Pour £ = 0, on a un centre

et on obtient la solution suivante
2n 2
x )
— 4+ =—=c, c>0
2n + 2 ’

En posant #(t) = y(z), (2.5) devient

dy

y% + g2t 4 eQ(x,y) = 0.

Considérons I’homéomorphisme I' : (z,y) — (X,Y) :

n

z|

X = sign(x)
Y =y,

Y

4
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qui est équivalent a
x = sign(X)(V/n|X)V/",

(2.9)
y=Y.
Il transforme la courbe fermée
Y,
o2n 2
au cercle
X2 Y2
PR
L’équation (2.7), dans les nouvelles variables (X,Y), devient
dy |X|;_1
Y——+X+¢ Q(sign(X)(v/n|X|)Y™,Y) = 0. (2.10)
dX n %
On pose
J(X,Y) =0,
X1) 1, (2.11)

9(X,Y) = —%Q(sign(X)(\/ﬁle)””>Y)-

Par conséquent, si A est amplitude d’un cycle limite de (2.10), quand ¢ — 0, A vérifie

I’équation suivante

Bvbz/‘ﬂXﬂauinZQ

—A
ou Ya(X) =A% — X2 et g est donnée par (2.4). La relation entre les amplitudes A et
a des systémes (2.10) et (2.5), est donnée par

a® = nAZ.

2.3 Applications

En appliquant le théoréme 1, chacune des équations suivantes peut avoir un seul cycle
limite.

)i+e(x?—1)i2+2=0
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2 2?m — 1) (#)7 7 a2 =0
D i baia®) (i)%_l 4+ gl —

22 — 1) ()7 4 a7 = 0.

)i +e
3)i+e
)

4)z+ ¢

~—~~ o~

5)i+e
1) i+e(?—1)i+z=0

ou

d’apres (2.11), on obtient
f(X,Y) =0,
g(X,Y) = (X2 = 1)Y?,
g(X,Y)=2(X%2-1)Y3

et

!
=
I
V)
—
hS
=
I
=
=
I
g
s
<

B(A) = 241 /1 (AQt%(l — 1) —t2(1—¢)

on trouve

a=A=+6~24495.
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,g — l.2n—1 _ S(I'Qm _ 1)y2p—1.

d’apres (2.11), on obtient

(X,Y) =0,
GX,Y) = a3 L X (0 X -

|

)yt

et
B(A) = dni~ /X——1 1) (A% - X2) X,

En posant X = At%, on trouve

B(A) = 2nm 1 A%—1+5 (n% AR - 12)

avec
! 2m+1 2p+1
I, = 501 — )" dt = ,
1 / -yt = g 2
! 1 2p+1
I, = 21— )" dt = B(—
on obtient

7z _ 9,5 —1 g2p-1+2 =
Be) = ik (s 2 g

2m+1 2p+1 5(1 2p+1

En utilisant les relations
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on trouve

s
Il
—~
3
N
(3]
SN—
N‘H
Il
VR
™
S
3]
w‘i
AR
~_
3
S
Il
VR
=
~—
¥l
SN—
=
~—
hs!
+
3
Wit
S3
+
-
SN—

qui est 'amplitude de I’équation de Van der pol & + e(2* — 1) + z = 0.

Pour m =n =1, p =2, on trouve "amplitude du premier exemple

La période du cycle limite

Onay= ﬁ(a% — 2?3, dt = —d—;

T:4/ ¢dw.
o (a®—

d’oll

En posant x = atz_ln, on obtient

2 oy | 2 11
o~ 2 / 1311 — ) ddt = ﬁl (——,2)
0 na™-

Pour m = p =1 et n = 2, on obtient
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Ce résultat est obtenu dans ([15]).

)i+e (me ) R )
T = -v,
g=a1—¢ (Z bg,’l'%) Y21t
i=0

d’apres (2.11) et (2.4), on obtient

ou

f(X,Y) =0,
GX,Y) =205 X[ Y2 Y by

1=0

| n

Y

et

2

" i A i —1
(4) = 4n2_1n_1262i.n5/ XEE (A - X)) ax
i=0 0

™!

_ 2n2—1n—1A2p+%—1Zb% nnn/ —2nil (1—t)271 @t

1=0

1-2n 1 i 21+ 1 2p—|—1
= o AL by, (nA2)"
n 2 Z 2 (7’1, ) B 27’1, ) 2

1, ,
on a A =n"2qa", par conséquent

TERINCs)

a 27’1, 2p 1)n+1 b ; 2n 2 a”,
B( ) Z 24 2z+n+1 —I—p)
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r(2Ehr(2st)
En posant cg; = bgiﬁ on obtient

m
Bla) = 2n~ "2 g2~V Z Ca;.a°
i=0

Les amplitudes sont les racines de (a) = 0.
Remarque. Dans ce cas, nous avons au maximum m cycles limites.

4) &+ e(|z™ = 1) (&) + sign(x). |«|" =0,

ou
T=—y
y = sign(z). |z|" — e(|z|™ — D)y*~,
ou
. 1 siz>0
sign(z) = ;
—1 sizx <O

d’aprés (2.11) et (2.4), on a

f(Xa Y) = 07
§(X,Y) = 2(2E) ((nTH)ﬁl |z mﬁ) y2-1

et
_ n+1. n L 2m—n4l oy 221 2 2
B(A) = 4( 9 ) (( x onrl —X)de ZUH"A X)de)
_ A2p+1+n(n—|—1) n ((n+1)"“A“"ﬁ(mi—ll>2p;—1)_ﬁ(n_ll_1>2p;—1)):0’
d’ou 1 2ptl
Az_ml n—+1 Ll/B(n——‘,—l?pT)
nt _( 2 ) i m+1 M ’
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alors

L o
0 = (71"'1/12)"+1 _ ﬁ(%ﬂ’%)
2 a2

L 2(14n)ptnt2m+3)\\ m
BN A e
- F(L—H) F((2(1+n)p+n+3)) ’

2(n+1)

Si n =m =1, on obtient
 (2p+1)! -
T

Sin =p=m =1, on obtient

a= §7r
=™
c’est le méme résultat obtenu dans ([15]).
Sin=m=1et p=2, on obtient
_ b
a= 17

1-n
(2(14n)p+n+2m+3) m
n+1 nT*?» F(ni_l) (F(nil) F( 2€n+1) )> !
m+1 n n ’
) \ () F(‘(Q(lg(n)ﬁ) +3)‘)

) reeEm\'
D) T+ 1) |

5) &+ (22 — 1) (£)¥ 7 + 271 = 0.

qui est équivalente au systéeme

T =y
Y= T g(x?™ — 1)y*~1,
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D’apres (2.11) et (2.4), on obtient

GO, Y) =2 (22)30 X () RO, X O )y,
et
A
- 2n—1 1 m 2m 2p—1
n n—
ey

En posant X = At%, on trouve

2n—1

1
B(A) = )\/ 4—1/2n (& )(m/m)(2n=1) A (2m/n)(2n—1)¢(m/n)(2n-1) _ 1) (1 - t)z%dt.
0

= A (( n )(m/n)(Qn—l)A(Qm/n)(Qn—l)ﬁ((2m+1)(2”—1) 2p+1) . B(Qn—l 2p+1))

2n—1 2n ’2 2n 7 2

ou

D’ou

2m _ n (m/n)(2n—1) 4(2m/n)(2n—1)
=G '

En résoudre I'équation 3(A) = 0, on obtient

B3t 2

2m _ 2n 0 2
- (2m+1)(2n—1) 2p+1\’
b= %)
alors . )
B F(Qg;l) 2m F((2m+1)(2n;nl)+(2p+l)n) 2m (*)
a= F((2m+12)1§2n—1)) F((3+22]2n—1) ’

Pour m = p =1 et n = 2 on obtient I’équation

i+e(a? — )i+ =0,
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d’oll

3
2 1
a =5Vl g =~ 2.0548,
(T(2)
Cette équation a été étudiée par R.E.Mickens ([17]).

La période de ce cycle limite est

1
dt:—%’y:'/%(a22ﬁl—l‘%)z
a a _1
T =4 d—$:4 5 n 1/ (a23ﬁ1_l»272£1) 2d£L‘.
o Y V2n—1J

_2n
En posant t = ((—f) =1 on obtient

n 2n—1 o [t 4 1
T = 4 2n—1 t7m (1 —t) 2dt
Ven—1 2n ° /0 m(1-1)

2.4 Reésultats numériques

1) i+e(@®—1) (&) +2=0,ona

a = /6 ~24495.

T = 2w ~6.2832.
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fig 2.1. Cycle limite du systéme (1) pour e=0.001.

2) i +e(jz] —1)(£)° +2 =0, ona

15
= —7 ~29452.
a 167T 945

T = 2w ~6.2832.

-2 1 1

fig 2.2. Cycle limite du systéme (2) pour e=0.001.

3)i+e(x2—1)(#)°+23=0,0na

(3
(;i)ﬁ ~ 1.3264
;) 5
5, 3(3
r = ws(T) R
5) T
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fig 2.3. Cycle limite du -syst(‘:mc (3) pour €=0.001.

Conclusion 1 On remarque que dans chaque cas, ’amplitude trouvée par cette méthode

est presque la méme sur le graphe dessiné par maple.
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Chapitre 3

Cycles limites des systémes
polynomiaux quartiques et cintiques

en utilisant la théorie de la moyenne

Résumé

Nous étudions le nombre maximal des cycles limites qui peuvent bifurquer des couronnes
périodiques qui entourent l'origine d’une classe de systémes différentiels polynomiaux
cubiques en utilisant la théorie de la moyenne. Plus précisément, nous prouvons que les
perturbations de la couronne périodique du centre localisé & ’'origine du systéme diffé-
rentiel polynomial cubique & = —yf(z,y), ¥ = xf(x,y) ou f(z,y) = 0 est une conique
telle que f(0,0) # 0, par des polynomes quartiques et cintiques arbitraires fournissent
respectivement, au moins 8 et 9 cycles limites qui bifurquent des couronnes périodiques

en utilisant seulement la méthode de la moyenne du premier ordre.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons & 1’étude du nombre de cycles limites qui peuvent
bifurquer de la couronne périodique qui entoure ’origine d’un systéme différentiel poly-

nomial cubique de la forme

T =—yf(z,
. yf(x,y) (3.1)
y=uzf(z,y)

ou f(z,y) = 0 est une conique telle que f(0,0) # 0, quand nous la perturbons avec une

classe de polynomes quartiques et cintiques. Pour ¢ suffisamment petit nous étudions le

nombre de cycles limites des systémes

T = _yf(x>y) +€P(I‘,y),
y=xf(r,y)+eQ(z,y),

(3.2)

qui bifurquent de la couronne périodique qui entoure l'origine du systéme (3.1) ou
P(z,y) = >0 i Pu(z,y), et Q(z,y) = >0, Qr(z,y), pour n = 4 et 5, avec Py et
Q1 des polyndomes homogenes de degré k. Donc nous écrivons P, = ), Limk pi; Ty et
Qr=7> ik ¢i;2'y’. Le but de ce chapitre est d’étudier pour quels coefficients p;; et g;;
le systéme (3.2) a le nombre maximal de cycles limites hyperboliques qui bifurquent de la
couronne périodique du systéme (3.1) en utilisant la méthode de la moyenne de premier
ordre.
Dans ce chapitre nous étudions le systéme (3.2) qui a une conique f = f(z,y) = 0 donnée
par un cas des neuf cas suivants

1- Ellipse. f = (z+a)® + (y+b)* — 1 =0 avec a® + b* # 1.

2- Ellipse complexe. f = (z +a)*+ (y+ b)* +1=0.

3- Hyperbole. f = (z +a)? — y*> — 1 = 0 avec a® # 1.

4- Deux lignes droites complexes qui s’intersectent en un point réel. f = (z + a)? +
(y +b)? = 0.

5- Deux lignes droites réelles qui s’intersectent en un point. f = (x + a)(y + b) avec
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ab # 0.

6- Parabole. f =z —a — y* avec a # 0.

7- Deux lignes droites réelles paralleles. f = (z + a)? — 1 = 0 avec a® # 1.

8- Deux lignes droites complexes paralleles. f = (v +a)?+1 = 0.

9- Deux lignes droites réelles identiques. f = (z + a)? = 0 avec a # 0.
Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant.
Théoréme 1. Pour chacune des neuf coniques f(x,y) = 0, on trouve dans le tableau
1 les bornes inférieures et supérieures du nombre des cycles limites pour n = 3,4,5 qui
bifurque des orbites périodiques du centre (3.2) avec ¢ = 0 obtenu en utilisant la théorie

de la moyenne de premier ordre.

Pour n =3 sys(2) a| Pourn =4 sys(2)a| Pourn=5 sys(2)a

conique n° | au moins | au plus | au moins | au plus | au moins | au plus
1 5 5 7 7 9 9
2 5 5 7 7 9 9
3 5 8 6 9 8 12
4 5 5 7 7 9 9
5 6 7 8 13 9 15
6 5 7 6 9 8 11
7 5 8 6 9 8 12
8 5 8 6 8 8 10
9 3 4 4 5 5 6

Tableau 1. Bornes inférieures et supérieures du nombre de cycles limites du systéme (3.2) pour n=3,4 et 5.

Pour n = 3, les résultats ne sont pas nouveaux, mais nous ajoutons la borne supérieure

du cas de ’hyperbole et de la parabole.
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3.2 Meéthode de la moyenne de premier ordre

Théoréme. Considérons les deus équations suivantes
i =cF(t,x) +2G(t,z,e), z(0) =z, (3.3)

et
y=¢efy),  y(0)= 0. (3.4)

ol x,y,xy € D un intervalle ouvert de R, t € [0,00), € € (0,&¢], F' et G sont périodiques
de période T par rapport a la variable t, et f°(y) est la fonction moyennée de F(t,y),

c.a.d.,

) = l/0 F(t,y)dt.

On suppose :
(i) F, OF |0x, 0*°F/0z*, G et G /0x sont définies, continues et bornées par une constante
indépendante de € dans [0,00) x D et € € (0,].
(i) T est une constante indépendante de .
(iii) y(t) appartient a D sur l’échelle de temps 1/¢.
Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.
(a) Sur léchelle de temps 1/ on a x(t) —y(t) = O(e), quand € — 0.
(b) Si p est un point d’équilibre du systéme moyennée (3.4), tel que
of°

o |, 70, (3.5)

alors il existe une solution T-périodique ¢(t,e) de l’équation (3.3) proche de p tel que
¢(0,e) — p quand ¢ — 0.

(c) Si (3.5) est négatif, alors la solution périodique correspondante ¢(t,e) de l’équation
(3.4) dans l’espace (t,x) est asymptotiquement stable pour ¢ suffisamment petit. Si (3.5)

est positif, alors ¢(t,€) est instable.
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Preuve. (voir [4])

3.3 Preuve de théoréme 1

En utilisant le changement de variables © = rcos, y = rsin 6 le systéme (3.2) prend la

forme

T=c Z fe(0)r*,

0 = f(rcosf,rsinf) (1+€Zm7“k_l> ’

k=1
ou fr(0) = cosOPy(cosf,sinf) + sin 0Qx(cosd,sinf) et gp(f) = cosfQx(cosh,sinf) —
sin 0 Py (cos 6, sin 0),
ou

Pe(,y) = 2 0o Py’

Qr(w,y) = 2251 jop 4"y

Par conséquent, nous avons

n

n 2
_ Z " Y wor 1 PGl
B7 1( rcosO rsmO l—e¢ f(r(ljosO,rsinO) + 56 f(r(l:osO,rsinO) IR

k=1 k=1

Enfin, on obtient
d@ — Z IOk 220 0 6). (3.6)

(r cos8,rsinh)

L’équation (3.6) vérifie les suppositions de la méthode de la moyenne, c.a.d. un systéme
de la forme (3.3). Pour prouver le théoréme 1, nous devons étudier le nombre des points

singuliers hyperboliques du systeme différentiel moyennée

& =),
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_1 Je(0)
o) = Tk/f(r cos B, rsin Q)dg'
0

Alors, on obtient f°(r) = Z C(r)r*, on

k=1

Ci(r) = 5= Z (Pijliv1(r) + aijlij+1(r))

it+j=k

et

rcosf,rsinf)

2
cosP 0 sin? 6
I,,= / do.
) f(

Le reste de cette section est consacré, en premier lieu & calculer I'intégrale fO(r), et

deuxiément a étudier le nombre de ses zéros simples.

3.3.1 Ellipse. f = (x+a)*+ (y+b)?*—1

e P in4 A . 2 . i .
Proposition 2 %fm(’ peut étre exprimée en fonction de \(0,r), r, 1 CO;‘), Sl;‘) ol

A(0,7) est une fonction telle que fo% A(0,r)dd = 0.

Preuve. En posant x = rcosf, y = rsin f on obtient

cos"tlg cos" 19 _ [2r(acosf+bsin 6)+v] cos™ §—2br cos™ O sin §—~ cos™
f " 2r(acosO+bsinf)+vy 2arf
1 ng_ bcos"fsinf v cos™ b
= 2qr 908 4 a f 2ar f
— 1 ng_ b fcos” "1 9sin@—2brcos” "1 fsin? f—ycos” "1 Osind 4 cos™6
COS
2ar a 2ar f 2ar f
1 cos™ @ — b (cos”10singd b [cos”1O  cos”tlO) 4 cos™"1Osing) v cos”
- 2ar a 2ar a f f 2ar f 2ar f
_ 1 n b n—1 : b2 cos” 10 b2 cos”t1 g by cos™~1@sinf Y cos™@
= 247 08 0 2q2 COS 0sin6 + a? f a? f + 2a2r f 2ar f
=
cos"tlg 42 b2 cos™ 19 by cos™10sind Y cos™ 0
f = @242 ()\ (09 T) + h() (T) + a? f + 2a2r f 2ar f
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ho(r)+ A(0,r) sin € 2N

7 cos™ 0 — 35 cos" ' fsinf =
A(0,7) sin€2N+1
cos™ fsin 6 cos” 1hsing b [cos” 1O  cos”trH) v cos™ 'hsinh
- 2ar a 2ar
f f f f
_ cos”10sinf  bcos™" 10 + bcos™t9 4 cos”"10sing
- 2ar a f a f 2ar f
_ _ bcos™'0 v cos""l0sing b cos"tlg
- A(Q) a f 2ar f + a f
cos" ! fsin? — cos" 19  cos™tlh  cos""20sin® @ — cos""20sinf _ cos"Osind
f f o f f f
(1-cos?0)* sing
1—cos sin z 2k g a;
TR T N2 (L)kOk cos™Osingd o ) £ 9N
sin®t1 ¢ o f Zk 0( ) % f
f - (1 cos 9)_%; ko k cos2k 0 .
e ENE 1ECE, sine2N+1

Proposition 3 On a

27”31'04>10u7“>r2,

f27r
0 f(rcos@ rsin@) B )
=2 osia<1letr <.
f27r cos 0d8 Mg(r +a—1—g) sia>1our>ry,
0 f(rcos@ rsin@) )
arg (7“ +a—-14g) sia<letr<r.
i __dnbds b (7 __cosbdh
0 f(rcos@ rsm@) —alJo f(rcosf,rsinf) "

a=a+b, rn=1-a, rn=1+a, g:\/(r2+a—1)2—4ar2.

Preuve. En posant z = ¢ et C = {2 : |2| = 1}, on obtient

2m 2m
__d0  _ 1 df
0 f(rcosf,rsinf) 2r 0 acosl9+bsin49+rzi2‘:f*1

— 1 dz
i %(a—ib)rzz+(r2+a—1)z+(a+ib)r
C

[y




Les poles sont

rPta-1-—g Pira—1+g
21 = — Zo — —
VT Sy 2T 2y
Nous avons
|21.20] = 1
Si(2+a—17—4ar2 <0, 0ona |z| = |z = 1.
Si(r2+a—1)2—4oz7“2>0,ona
12 |7“2—|—a—1—g|et|Z|_|T2+a_1_|_g|
e 2ry/a 2 2ry/a '
(i) Sir? +a —1 =0, on trouve |z;| = |25| = 1.

(i) Si 72 + a — 1 > 0, on trouve |z;] < |23|, mais on a |z|.|2z| = 1, ceci implique que
|z1] < 1et |z > 1.
(iii) Si 72 4+ o — 1 < 0, on trouve |z;| > |23/, ceci implique que |z;| > 1 et |z] < 1. En

appliquant le théoréme des résidus, on obtient

2m
Jefo) _ 4 1
/0 f(rcos@,rsing) 2 z :7“65 ((a—ib)rzz+(r2+a—1)z+(a+ib)r’ Zk)
k

; 1
2mres ((a—z’b)rz2+(r2+a—1)z+(a+ib)r’ Zl) pour a >l our > 7y,

; 1
2nrés ((a—ib)rz2+(r2+a—1)z+(a+ib)r’ 2’2) pour a < 1 et r <ry.
—27
2(a—ib)rz1—(r24+a—1)
—27
2(a—ib)rze—(r2+a—1)

:%poura>1our>r2,

:_T%pouroz<1etr<r1,

Nous avons
PP+a-17"—dart=(r—ya-1)(r—va+1)(r+a—1)(r+/a+1), avec a €
10, 1[U]1, 00]

Sia ell, 00,72 4+a—1>0et (12 +a—1)>—4ar? > 0si (r — Ja—1) (r — Ja+1) > 0.
Cest vérifie pour r € ]0,v/a — 1{U]1 + y/a,00[. Sia €]0,1[, > 1—a=7r>+/1—-a
et (r+va—-1)(r—+a-1)>0,
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c’est veérifié si r € ]0,71[U |rg, 00[ et 7 > /1 — .
Vi—a>1—\/a=relr, o.

Sir<l—a=r<yl—aet(r+a—1)(r—a—1)>0,cest vérifie sir € |0,r,],

dans ce cas |z < 1 et |21 > 1.

Nous avons

€ (0,v/a—1)U(1++a,00) sia>1

€ (0,1 —a)U(l+a,0) sia<l1

donc le systéme (3.1) a deux couronnes périodiques

Alz{(x,y):0<x2—l—y2< }1—@}}

et
Agz{(x,y):l—l—\/z<x2—l—y2}.

De la méme facon nous avons

ST

cos 6db _ cos 06
f(rcosf,rsinf) o acosftbsinf+he=l

2241 dz
(a—ib)rz2+(r2+a—1)z+(a+ib)r z

1
2i

I
3

f
Zres

k

w(rés(f(z),2z1) +1és(f(2),0)) sia>1our >ry,
m(rés (f(2),22) +rés(f(2),0)) sia<1letr<r.
{ sL(rPt+a—1-g)sia>1lour>ry,

%(7«24_@_14—51) sia<letr<r.

ou

_ 2241
f(Z) — z((a—ib)rz2+(r2+a—1)z+(a+ib)r)
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sin 0d6
r(acosf+bsin 0)+r2+a—1

2T
sin 0df
0 f(rcos@,rsin )

cos ¢d¢
) r(bcos ¢+asin ¢)+r2+a—1
T

cos ¢d¢
r(bcos ¢+asin ¢)+r2+a—1

QL&(TQ—I-CM—l_g) sia>1our >ry
W_rbg(TQ_l'a_l_'_g) sia<letr<mnr

2T
_ b cos 0df .
T a 0 f(rcos@,rsin6)

Enfin, en remplagant toutes les intégrales | 2™ cos” fsin 0 pour 2 < p+q < n-+1 on obtient

0 ;o
(Voir appendice)

P = g
ou
A = Ao 2 4+ agr? + (1 — )by if a>1o0r7r >y,
Aoniom? 2+ 4 agr? + (a—1)by ifa<1landr <ry,
B, — —2n 127" — (a0 + 1) Ggpyo + A2,) 72772 + bop 47?4+ ..+ by if @ >10r7r > 1y,

Ao + (@ + 1) agppo + a2) 7272+ bgpyr®™ ™+ ..+ by ifa<landr <ry,

et les coefficients a; et b; sont des polyndémes en fonction de a, b et les coefficients de P, ().
En réalité, il existe seulement 2n paramétres indépendants entre les a; et b; donc entre
les pij, ¢ij, a et b. Par conséquent, f°(r) peut avoir, au plus 2n — 1 zéros positifs simples.
Pour trouver la borne superieure des zéros du numérateur de f°, il suffit de la trouver

pour l'expression

h(r) = A, - B.g’

2 An—2 2
= r (c4n_27“” 4+ ...+ cor —I—co).

ol ¢; sont des polynomes en fonction de a, b, p;; et ¢;;. D’ou, nous avons que, f°(r) peut
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avoir, au plus 2n — 1 zéros simples dans (0,7;) U (72, 00).

Le systeme (3.2), avecn = 5, a = —1 et b = —2 et les coefficients p;g = 2197.5..., po; = 1,
Pog = —335.75..., p11 = 2, po2 = —33.715..., p3g = 3, po1 = 4, p12a = 5, pag = 895.34...,
ps1 = 7, pa2 = 8, p13 = 9, poa = 10, pso = 11, pu = 12, p3o = —325.45..., pe3 = 13,
pra = —315.73..., pos = 14, q10 = 1281.7..., qo1 = 1, g0 = 629.94...., q11 = 2, qo2 = 3,
g0 = 4, g1 = 5, q12 = 209.55..., qo3 = —3770.2..., a0 = 6, g31 = 7, go2 = 8, q13 = 9,
qoa = 10, gs0 = 11, gy = 12, g30 = —42.881..., q23 = 13, 14 = —66.568... et qos = 21.743...,
a une fonction fO(r) avec les 9 zéros positifs simples suivants r; = %, 1 =1,2,3,4 dans
Iintervalle (0,v/5 —1) et r; =i — 1,7 = 5,6, ...,9 dans l'intervalle (1 + /5, oo)

Le systéme (3.2), avec n =4, a = —1 et b = —2 et les coefficients p;g = —1.0..., po1 = 1,
P20 = —625.63..., p11 = 2, po2 = —278.19..., p3o = 3, p21 = 4, p12 = 5, po3 = 6, pso = 0.0...,
P31 = 1.0..., poo =7, p13 =8, poa = 9, 1o = —65.408..., go1 = 1, q20 = 1292.4.... 11 = 2,
qo2 = 3, 30 = 4, ga1 = 5, q12 = —56.410..., qo3 = 32.455..., g0 = 6, @31 = 7, g2 = 8,
q13 = 5 et qos = 9, a une fonction fO(r) avec les 7 zéros positifs simples suivants r; = %,
1 = 1,2,...,7 dans 'intervalle (1 + /5, oo). Par conséquent, ce systéme admet comme

borne supérieure 2n — 1 cycles limites pour le cas de l’ellipse. En résumé, nous avons

prouvé le résultat suivant.

Proposition 4 Le systeme (3.2) avec f = (x+a)*+ (y+b)*—1 a au plus 2n —1 cycles
limites qui bifurquent de la couronne périodique entourant ’origine du systéme (3.1). De
plus, il existe des valeurs des coefficients p;; et q;; tel que le systéme (3.2) a 2n —1 cycles

limites hyperboliques.

3.3.2 Ellipse complexe. f = (v +a)?>+ (y +b)? + 1

Pour le cas de l'ellipse complexe on remplace r? + a® + 0? — 1 par r? + a? + b? + 1 dans
les calculs du cas de Dellipse; On obtient I, , en fonction de [A(6,7), r, [ %, i %
avec

f27r do _ 2n
0 f(rcosf,rsing) ~— g

2w 0do  ra (.2
Jo Frcostrsim®) = arg (I Ha+1-9).
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ou

g:\/(r2+a—|—1)2—4ow“2.

Preuve. On a la méme preuve dans le cas de ellipse avec

4 = 1 dz
f = i((a—ib)rz2+(r2+a+1)z+(a+ib)r)
cosfdf — 22+1 dz
f 7 2iz((a—ib)rz24+(r2+a+1)z+(a+ib)r)
et
- _r’tatl-g 5 — _ r?t+atiltg
1= 2(a—ib)r * 2 T 2(a—ib)r °

On a (r2+a+1)° —4ar? > 0 Y(a,b) € R2. Doy, le systeme (3.1) a une couronne

périodique unique, A = {z? + y?/ (z,y) € R*™\ {(0,0)}}.
r24a+1—/(r2+a+1)2—dar? . r24a+14+4/ (r2+a+1)2—dar? <0

2vVa2+b2r 2vVa2+b2r

2129 = [ =1, donc || < 1 et |z] > 1,
a—ib

|21] = |22] =

21 est le seul pole contenu dans 'intérieur du disque unitéll

cosP Osin? 6

7, pour 2 < p+¢ < n+1 on obtient

Enfin, en remplacant toutes les intégrales fo%

A, + B,g

 ontlg (a? + 62)”+1 rg

£ (r)

)
ou

A, = a2n+27“2”+2 N (1 +a®+ 62) bo,

B, = —ag, ™" — ((a2 +b* — 1) (on+2 + a2n) e R e Y

et les coefficients a; et b; sont des polyndémes en fonction de a, b et les coefficients de P, ().
En réalité, il existe seulement 2n paramétres indépendants entre les a; et b; donc entre
les pij, gij, a et b. Par conséquent, fO(r) peut avoir, au plus 2n — 1 zéros positifs simples.

Pour trouver la borne superieure des zéros du numérateur de f°, il suffit de la trouver
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pour l'expression

h(r) = A2 - Bl

An—2

= - (C4n—27“ +...+027“2+Co) )

ol ¢; sont des polynomes en fonction de a, b, p;; et g;;. D’ou, f°(r) peut avoir, au plus
2n — 1 zéros simples.

Le systéme (3.2), avec n = 5 et a = b = —1 et les coefficients p;g = —67.531..., po1 = 1,
Pao = 587.58..., p11 = 2, poa = —5.5057..., p3g = 3, po1 = 4, p1a = 5, poz = —196.15...,
pao = 215.29..., p31 = 6, po2 = 7, p13 = 8, poa = 9, pso = 10, pux = 11, p3o = 12, po3 =
38.0..., p1a = 13, pos = 14, qio = 163.61..., go1 = 1, qo0 = —3.4944..., q11 = 2, qo2 = 3,
@0 =4, g1 = 9, 12 = 6, qo3 = —225.77..., quo = —41.641..., g51 = 7, q22 = 8, 13 = 9,
qoa = 10, g50 = 11, qu1 = 47.885..., q32 = 12, qo3 = 13, quqa = 14 et gos = —10.979..., a une
fonction fO(r) avec les 9 zéros positifs simples suivants r; = %, 1=2,3,...,10.

Le systéme (3.2), avec n = 4 et a = b = —1 et les coefficients p;gp = —0.989..., po; = 1,
P20 = 96.625..., p11 = 2, poa = 3, pso = 4, pa1 = 5, pr2 = 6, po3 = —87.99L..., py =
23.944..., p31 = 7, pe2 = 8, p13 = 9, poa = 10, q19p = —32.401..., qo1 = 1, qz0 = 14.077...,
Q11 =2, qo2 = 3, g0 = 4, ga1 = 5, q12 = 6, qo3 = —69.549...; g0 = —17.945..., ¢31 = T,
G2 = 8, q13 = —9.998... et gos = 9, a une fonction fO(r) avec les 7 zéros positifs simples
suivants r; = é,z’ =1,2,...,7. Par conséquent, ce systéme admet comme borne supérieure
2n — 1 cycles limites.

En résumé, pour le cas de I'ellipse complexe nous apportons une proposition semblable

a la proposition 4.
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3.3.3 Hyperbole. f = (v +a)*> —¢y*> -1
Pour le cas de ’hyperbole le systéme (3.1) a une couronne périodique unique

A={(z,y): 0 <z +y* <r?}, ou

r = min{xQ—I—yQ:(x—l—a)Q—yQ:l}
min{|1— al |1 +al}, si o] < V2,

“22_2, si |a| > /2.
Proposition 5 %fmq‘) peut étre exprimée en fonction de X (0,7), r, %, CO;Q ou \(0,1)
est une fonction telle que fo% A(0,7)dl = 0.
En posant x = rcosf, y = rsinf on obtient
cos"tle cos" 19 . f cos™ 1 §—2ar cos™ O+ (r2+1—a2) cos™ 19
f - 2(7"c059+a/2)2+%(a2—2r2—2) - 2r2 f
— 2_7{2 COSn—l H — %cosf"B + rz—giz—az cos’}*19
= Do (r) + A(0,r) — 2ol iloat ot 0
ou
. . ho(r)+ A(0,r) sin€2N+1
5,z cos" 0 =
A(0,7) sin € 2N
et

ho (r) =0 sin € 2N.

l
l
cosn 2t gsin2l g _ 0" M O(1-cos?0) |)hopeaneiig g0t
f - f _Z(_ ) l f y U= Ly ey 9
k=0

A0, ) sin € 2N
sin?*t19 — ntl

f (l—cos2 49) 2
!

n+41
= Yo (—D)FCE, 5 sin € 2N + 1
2

Remarque. fo% w}nmlgdﬁ =0, Vp,loup+2 <n.
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Proposition 6 On a

— s (1 + g2) 5 sila] < V2,
— s (g1 —g2), si |a] > V2.
fQWMdQZ aieis (@ (g1 +g2) +h(g1 — g2)), si fa] < V2,
C s (91— 92) + h (g +92)) . si lal > V2.

21
fo %:

ou

h=+v2r242—a2, g =2 —2r2—2ah, g5 =2 — 2r2 + 2ah,

ki =1/(a—1)%=7r2 ky=1/(a+1)" 72

Preuve. Utilisons le théoréme des résidus avec

o — 2 :
f o ir? (z—zl)(z—zz)(z—zg)(z—z4)dz
cosfdd — _1 2241
f —  ir2 (z—zl)(z—zz)(z—zg)(z—z4)dz

ou

—a—h+t

ny = —ehie
—a+ht

g = —etha

Pour |a| < v/2 on obtient |z | < 1, |z] <1
2
a4 _ 2 z
/0 f o ir? (z—zl)(z—zz)(z—zg)(z—z4)dz

ar z z.
- 2 ((21—22)(21—123)(21—2’4) + (z4—z1)(z4—4z2)(z4—z3))
=~k (91t g2)-

2T
cosfdfd __ 1 2241
/0 f - irzf (z—zl)(z—zz)(z—zg)(z—z4)dz

_ om 22+1 i 22+1
T 12\ (21—22)(21—23)(21—24) (za—21)(za—22)(za—23)

= 2rh71;1k2 (a(gr+g2) +h(g—g2)).
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Pour |a| > /2 on obtient |z | < 1, |z| < 1

2m
a4 _ 2 z
/0 f o a2 (z—zl)(z—zz)(z—zg)(z—z4)dz

4 21 Z3

- 72 ((zl—zz)(zl—zg)(zl—z4) + (z3—z1)(z3—z2)(z3—z4))

= _#ﬂfz (91— 92) -

21
cosfdfd 1 2241
/0 f  ir2 (z—zl)(z—zz)(z—zg)(z—z4)dz

g_ﬁ( 2241 X 22+1 )
T 1?2 \(zi—22)(z1—23)(21—21) | (z3—21)(23—22)(23—24)

= T%kz(a(gl_ﬁh)_l'h(gl‘l‘ﬁh))'

cosP Osin9 6

7, pour 2 < p+q < n+1, on obtient

Enfin, en remplagant toutes les intégrales fo%

Aphkikao+Bnh(g1+92)+Ch(91—9g2 .
n nh( )+Cn( ),Sl |a|>\/§,

fO(/r) — rhkikeo
Anhk1k2+3nf;(}?;1—kgzz)+cn(g1+gz)’ si |a| < \/é’

ou

A, = ayn- 7] + ...+ asr? + aop,
2[=5]

B, = bz[ﬂ]rz[%l + oo + b, + by,
2

(a®2=1)ag+2abg

2] + .ot T,

o]

C, = c

et les coefficients a;, b; et ¢; sont des polynémes en fonction de a et les coefficients de

6n+5—(—1)
4

P et (). En réalité, il existe seulement . parameétres indépendants entre les a;,

b; et ¢; donc entre les p;j, g;; et a. Par conséquent, f°(r) peut avoir, au plus %_—12

zéros positifs simples. Pour trouver la borne superieure des zéros du numérateur de f°,

il suffit de la trouver pour ’expression

H(r) = {A2h%2k2 — 4h2B2 (1 — 1) — 4C2 (1 —12) + 8aB,C,h?}’ — 16 (B2h? — C2)” K2k

= r? (27“2 +2— a2) (d4n+3_(_1)n7“4”+3_(_1)n + o dor? + do) ,
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ou d; sont des polynomes en fonction de a, p;; et g;. D’ou, f°(r) peut avoir, au plus

An+3—(=1)"

5 zéros simples.

car
(g1 + 92)2 =4(1 —r? 4 kiks),

gt — g5 = —4ah.

ﬁ} _ 2n—14(=1)"

5 : , ou [] est la fonction du partie entiere.

Remarque. On a [
Le systéme (3.2), avec n = 5 et a = 2 et les coefficients p;y = 192.92..., pg1 = 1,
Do = —154.01..., pi = 2, pos = 27.901.... pso = —375.14..., poy = 3, p1o = 91.849...,
pos =4, pao =6, p31 =7, pa2 = 8, p13 = 9, poa = 10, pso = 34.141..., py1 = 11, p32 = 12,
po3 = 13, p1a = 14, pos = 15, qio = 1, go1 = —192.92..., go0 = 2, q11 = 3, Go2 = 4, q30 = 5,
g1 =6, q12 =7, qo3 = 8, Qa0 =9, q31 = 10, g2 = 11, q13 = —183.85..., qoa = 12, g50 = 13,
qu = —106.14..., qzo = 14, qo3 = 16, q14 = 17 et go5 = 18, a une fonction f°(r) avec
les 8 zéros positifs simples suivants r; = Z.J%l,z' =1,2,3,4etr, = er—},z = 5,6,7,8 dans
I'intervalle (0, 1).

Le systéme (3.2), avec n = 4 et a = 2 et les coefficients p;y = 18.048..., pg1 = 1,

po = —84.193..., p11 = 2, po = 3, pso = —138.28..., pa1 = 4, p12 = 5, pos = 6,

Pao = —36049, P31 = 7, P22 = 8, P13 = 9, Posa = 10, qi0 = 1, qo1 = —18047, Q20 = 2,
qu = —87.323..., qo2 = 3, qz0 = 4, qz1 = —97.461..., q12 = 5, qo3 = 6, quo = 7, q31 = 8,

g2 = 9, q13 = 10 et gos = 11, a une fonction f°(r) avec les 6 zéros positifs simples suivants

1

=1 ¢ = 1,2,...,6 dans l'intervalle (0,1). Par conséquent, ce systéme admet comme

Ty =

6nt1—(—1)"

An+3—(=1)"
2 4

borne supérieure cycles limites et au moins cycles limites pour le
cas de I'hyperbole.

En résumé, nous avons prouvé le résultat suivant.

Proposition 7 Le systéme (3.2) avec f = (x +a)> —y> — 1 a au plus W cycles

limites qui bifurquent de la couronne périodique entourant l’origine de systéme (3.1). De
plus, il existe des valeurs des coefficients p;; et q;; tel que le systéme (3.2) a 6"“%4(_1)”

cycles limites hyperboliques.
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3.3.4 Deux lignes droites complexes qui s’intersectent en un
point réel. f = (z +a)?+ (y + b)?

Pour le cas des deux lignes droites complexes qui s’intersectent en un point réel le systéme

(3.1) a deux couronnes périodiques A; = {(z,y) : 0 < 22 + y* < a® + V?}

et Ay = {(z,y) : a®> + b* < 2% + y?} si a® + b* # 0, et une couronne périodique unique

R*™ {(0,0)} sia=0b=0.

Proposition 8 %fmq‘) peut étre exprimée en fonction de X (0,7), r, %, CO;Q ou \(0,1)

est une fonction telle que fo% A(0,7r)dO =0 et

2 ; 2 2
f27r do _ 22z SUT <Va%+b ,
o f 9 .
T SET > Va2
_ 2amr : 2 P}
f27r cos(f) do — (@2 102) (a2 162 —r2) st r < va*+ b?,
0 f - )
— sirT > a2+ b2

r(r2—a2—b2)

Preuve. Pour le cas des deux lignes droites complexes qui s’intersectent en un point réel
on remplace 72 + a® + b? — 1 par r% 4 a? + b? dans les calculs du cas de I'ellipse.

On utilise le théoréme des résidus avec

o — 1

T i((a—ib)r22+(r2+a)z+(atib)r) dz

cosfdf — 2241 dz
f T 2iz((a—ib)rz2+(r2+a)z+(a+ib)r)

On a
21| < 1et |zo] > 1sir < Va2+ 02,
21| > 1 et |20 < 1sir> a2+ 02,
ou
27 ==, zgz—;(a+z'b).
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cosP Osin 6

7 bour 2 < p+q < n+1, on obtient

Enfin, en remplagant toutes les intégrales fo%
oo 2+ ...+ asr® + ag
0/ N r(r? —a? — b?)
fr) = 7 (b2t + ... + bar? + by)
(a2 + 52)”+1 (a2 4+ b2 — 7“2)

sir > va?+ b2,

sir < va?+ b2,

ou les coefficients a; et b; sont des polynomes en fonction de a et b et les coefficients de
P,Q. Do, fO(r) peut avoir, au plus 2n — 1 zéros positifs simples.

Le systeme (3.2), avec n = 5 et a = b = 1 et les coefficients p;p = —1.0063..., po; = 1,
pao = —102.53..., p11 = 2, po2 = 3, p3o = 4, P21 = 5, P12 = 6, pos = 7, pao = —106.05...,
P31 = —36.533..., Pas = 8, P13 = 9, pos = 10, pso = 11, pay = 12, pao = 156.39...., oy = 13,
pra=—13.0, pos = 14, 1o = 98.911..., qo1 = 1, 20 =2, ¢11 = 3, qo2 = 4, q30 = 5, @21 = 6,
qiz2 = —138.11..., qo3 = —48.3..., quo = 7, qz1 = 51.608..., q22 = 8, q13 = 9, qos = 10,
qs0 = 11, qu1 = 12, g3 = 39.0..., q23 = 13, q14 = 14 et qo5 = 15, a une fonction f°(r) avec
les 9 zéros positifs simples suivants r; = ﬁ—‘; 2,7 =1,2,...,5 dans V'intervalle (0,v/2) et
ri =+1—3,1=6,7,8,9 dans 'intervalle (v/2, o).

Le systéme (3.2), avec n = 4 et a = b = 1 et les coefficients p;g = —0.993..., po1 = 1,
p2o = —14.991..., p11 = 2, poa = 3, pso = 4, p21 = 5, P12 = 6, po3 = 7, pso = —15.181...,
p31 = —19.723..., poo = 8, p13 = 9, poa = 10, g1o = —5.173..., o1 = 1, g0 = 2, q11 = 3,
o2 = 4, qz0 = 5, o1 = 6, 1o = —17.016..., o3 = —13.588..., qu0 = 7, q31 = —24.904...,
g2 = 8, q13 = 9 et qos = 10, a une fonction fO(r) avec les 7 zéros positifs simples suivants
ri = Vi+2,i = 1,2,3 dans lintervalle (v/2,00) et r; = ng 2,1 = 4,5,6,7 dans
'intervalle (0, \/5) Par conséquent, ce systéme admet comme borne supérieure 2n — 1

cycles limites.

N . D n9 P in4
dans le cas ol n = 5 et @ = b = 0 on obtient f = r?. En calculant <= (’fsm 0 — cos fzsm 0

en fonction de 7 on obtient

fO(T) _ (5pso+(p3a+qa1)+(p1a+4g23)+5q05)r*+(6p30+2(p12+421)+6903)r2+8(p10+401)
- 167 :
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alors, f%(r) a au plus 2 zéros positifs simples.
Le systéme (3.2), avec n = 5 et a = b = 0 et les coefficients p;y = —%, Po1 = 1, pag = 2,
p11 =3, po2 =4, p3o =5, pa1 = 6, p12 =7, po3 = 8, pao =9, p31 = 10, paa = 11, p13 = 12,
poa = 13, pso = 14, ps1 = 15, p3a = 16, pa3 = 17, p1a = 18, pos = 19, q1o = 1, qo1 = 2,
G20 =3,q11 =4, qo2="5, g0 =6, g1 = =%, 12 =7, qo3 = 8, qao = 9, 31 = 10, g2 = 11,
q13 = 12, qoa = 13, gso = 14, qu = 15, q32 = 16, qo3 = —208, q14 = 17 et go5 = 18, a une
fonction fO(r) avec les deux zéros positifs simples suivants r; = i, i = 1,2 dans I'intervalle
(0, 00). Par conséquent, ce systéme a au plus 2 cycles limites pour n =5 et a =b = 0.
cosP 0sin?0 _ cosP Osin® 0

dans le cas ot m = 4 et @ = b = 0 on obtient f = r2. En calculant 7 = 7

en fonction de 7 on obtient

fO (r) = (3p30+p12+921+3903)r’+4(p10+49o1)
8r :

alors, f°(r) a au plus un zéro réel positif simple.

Le systeme (3.2), avec n = 4 et a = b = 0 et les coefficients pi1g = 1, po1 = 2, p2o = 3,
p11 =4, po2 = 5, pso = 6, pa1 = 7, p12 = 8, po3 = 9, pao = 10, p31 = 11, pao = 12, p13 = 13,
poa =14, qio =1, go1 =2, goo = 3, q11 =4, go2 =5, g30 = 6, ga1 = —62, q12 =7, qo3 = 8,
qao =9, 31 = 10, g2 = 11, q13 = 12 et gou = 13, a une fonction f°(r) avec le zéro réel
positif simple 7 = 1 dans l'intervalle (0, c0). Par conséquent, ce systéme a au plus un
cycle limite pour n =4 et a = b = 0.

En résumé, pour le cas des deux lignes droites complexes qui s’intersectent en un point

réel nous apportons une proposition semblable a la proposition 4.

3.3.5 Deux lignes droites réelles qui s’intersectent en un point
f=(@+a)(y+0b)

Pour le cas des deux lignes droites réelles qui s’intersectent en un point le systéeme (3.1) a

une couronne périodique unique A = {(x,y) : 0 < 2> +4* < r?}, ot 7, = min {|a|, |b|}.

o . P in4 A . P . 1 \
Proposition 9 %fm‘) peut étre exprimée en fonction de \(0,7), T, %, CO;(’, 51;9 on
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A(0,7) est une fonction telle que fo% A(0,r)dd = 0.

Preuve. En posant x = rcosf, y = rsin f on obtient

costlg cos" 19 _ (rcosf@+a) cos™ §—a cos™ 0
f " (rcosO+a)(rsin0+b) rf
_ 1 cos™§ _ acos"@
T rrsind+b r f
Nous avons .
-
in2 2
cos™ 0 (l—sm 0) . .
S = rsmoap —Cosf =A(0,r) sin€2N+1
et
n n
cos™ (1—51112 0) 2 1 (rz—b2+(b—r sin §)(r sin 9+b)) 2
rsinf0+b rsinf@+b ﬁ rsin 0+b
1 ( 2 b2 n_p
- k 2 2\ 2 o . k . k
= mn“b g C b) (b—rsin®)” (rsinf 4 b)
1 2 2\ 3
- _ 2
- rn |:(T b ) r51n49+b + ho (T) + >\ (0’ T):|
n
— 1 2 2\ 2 rcosf+a
= )\(Q,T)—I—ho(’l“)—l—r—n (’I“ —b )2 f
1 2 gN\% st |, L2 nF1
_ _ 2 el _ 2 1
= AO,r)+ho (r) + m (1P = b%) 7 —I—Tn(r v?) ; ifn € 2N
cos™fsin® __ (rcosf+a)(rsinf+b) cos™ ! —ar cos™ ! §sin f—abcos™ ! —br cos™ §
! - r2f
_ 1 n—1pn  acos™ '0sinf  abcos™ '8  bcos™h
= Scos" 0 -4 7 2 5
_ a cos™ 19sind ab cos" 16 b cos™
= A7) ho(r) — B sherl0 b
l
cos™ 2141 g sin2l g _ cos"*m*l&(l—cos Z kcos" 2l+2k+19 =1 n+1
f f f g seey 2
k=0
l
cos™ 2l gsin2!+l g _ Sn— 210(1 cos? s1n0 _ Z kcosn72l+2k 0sin 6 l _ 0 ﬁ
f f f .o 2 .
k=0



Proposition 10 On a

2w
/
21
in0 B
/0 %d@— ar

21
[r-
0 f

Md@ _ 2sign(b)m

|alh+|blg

olably (Jalitibly
ab (a2+b2—r2)hg )

f r

(<a2+b2—r2>g

—|ab|+hg
h(a?+b%2—r2)
—|ab|+hg _ ablh cos 0

T abg fo

ot
h=+va?—1r2 g=vb —r?
Preuve.
21 27
o _ do _ dz
/0 o /0 (rcosO+a)(rsin+b) %iz(%z—zj—l—&—a) (é%“"b)
C
_ 4 _ 9lab] |a]h+[b]
- ﬁ% (z2+27“z+1)2(z2+z'%z—1)dz =2 ((azibz—rzg)hg) '
ou
7 = —a—h’ 2y = —ar-&-h’ 25 = —br—g,i’ 2= —br—&-g,l-’
et
b>0 b<0
|22|<1>|Z4|<1 |22| <1>|Z3| <1
a>0
|2’1|>1,|2’3|>1 |Zl|>1>|z4|>1
|2’1|<1,|Z4|<1 |Zl|<1>|z3|<1
a<0
|22|>1>|Z3|>1 |22| >1>|Z4| >1
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donc

21
|

o
3
ES
QL
)
|
o\

2m —+—dz
cos 6 : do =
(r cos +a)(r sin 6+b) % (TLF__;'_ )(T 22— 1+b)

z
2241
% (z2+2—r“z+1) (z2+z—z 1) dz

c

_ 2sign(b)T —|abl+hg
- r h(a2+b2—r2)

|
T\,|N>

et

2 2271
/sin& _ / sin 6 dg _% Wdz
- r cos 0+a)(r sin 0+b - rz j: r22-1
7 T ) ) ) (G (2 0)

— =2 -1
- r2 %( +—z+1)( +—zz l)dz

c

_ 2a|w —|ab|+hg ablh cosl9
- ar (a2+b2—12)g )| —  abg

cosP 0 sin? O

Enfin, en remplagant toutes les intégrales fo , pour 2 < p+¢q < n+1, on obtient

A, (a®>+b0* —1r*) hg+ B,g+ C,h
rhg (a2 + b — r?) ’

fo(r) =
ou

A, = aQ[D]TQ[%] + ...+ agr? + ag,

B, = b [M]rz[%’ﬁ] + .. b, 72 4 bo,
Cn = Cz[ﬁ—z]ﬁ[%ﬂ] + ot ert — |0l ((a +62) o+ 10 la | > ’

et les coefficients a;, b; et ¢; sont des polynomes en fonction de a et b et les coefficients de

6n+11+(—1)"
1

P, (). En réalité, il existe seulement parameétres indépendants entre les a;, b;

6t 7H(=1)"
4

et ¢; donc entre les p;;, ¢, a et b. D’ou, f°(r) peut avoir, au plus zéros positifs
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simples. Pour trouver la borne superieure des zéros du numérateur de f°, il suffit de la

trouver pour l’expression
(A, (a® + 02 —12) h+ B,)" g* — C2h? =0,
qui est équivalente a
((A,a (a2 + 02 —12)° B2 + Bg) e cgh2)2 — 4 (a® 41 —12) A2B2h2g" = 0.

Finalement, pour borner le nombre des zéros de I'expression précédente on doit borner

les zéros du polynome

2 (.2 2 21272 2\ 2 9,2\ 2 2 2 2\2 42 p212 4
k(r) = ((An(a +b0*—r*)"h +Bn)g —C’nh) —4(a®> 40> —r*)" AZB2h?g

= T2 (d4n+10T4n+10 —+ ...+ d2T2 + do) 5

ou d; sont des polynomes en fonction de a,b, p;; et ¢;;. Do, fO(r) peut avoir, au plus
2n + 5 zéros simples dans 'intervalle (0, 7).

Le systéme (3.2), avec n = 5 et a = —2, b = —1 et les coefficients p;p = —282.2...,
por =1, poo = 233.1..., p1 = 2, po2 = 3, pso = 4, pa1 = 5,p12 = 6,po3 = 18426.0...,
pao = —47.0..., p31 =7, poa = 8, p13 = 9, pos = 10, pso = 11, ps1 = 12, p3s = 13, pa3 = 14,
p1a = —9172.3..., pos = 15—, q10 = —1087.4..., go1 = 858.75..., g20 = 1, q11 = 2, qo2 = 3,
@30 =4, ¢21 =5, q12 =6, go3 = 7, qa0 = 8, 31 = 9, g2 = 10, qu3 = 11, qos = 12, g50 = 13,
qu = 23.034..., qz2 = —94.898..., qo3 = 14, ¢4 = —13.0339... et g5 = —15.932..., a

50 =1,2,...,9 dans

une fonction fO(r) avec les 9 zéros positifs simples suivants r; =
'intervalle (0, 1).

Le systéme (3.2), avec n = 4 et a = —2, b = —1 et les coefficients p;g = 22.000...,
po1 = 1, pao = —17.000..., p1; = —18.500..., po2 = 2, p3o = 3, pa1 = 4, p12 = 5, po3 = 6,
pao = 0.634..., p31 = —11.500..., p2o = 7, p13 = 8, posa = 9, qio = —23.000, go1 = —22.000,

g0 =1, q11 = 2, Qo2 = 3, @30 = 4, go1 = 5, 12 = —49.0, qo3 = 19.000, q40 = 6, q31 = 7,
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Q22 = 8, q13 = —13.3659 et qos = —1.4746, a une fonction f°(r) avec les 8 zéros positifs
simples suivants r; = Z.J%l,z' =1,2,...,8 dans l'intervalle (0, 1).

Dans [3], la meilleure borne supérieure pour le nombre de cycles limites du systéme (3.2)
qui bifurquent de la couronne périodique qui entoure l'origine de systéme (3.1) est 10
pour n =5 et 7 pour n = 4. Par conséquent, ce systéme admet comme borne supérieure

e . . 6n+7 £_12" o . 4 , ,
2n+5 Cycles limites et au moins nt —Z Cycles limites. En resume, nous avons prouve

le résultat suivant.

Proposition 11 Le systéme (3.2) avec f = (v + a) (y + b) a au plus 2n+5 cycles limites

qui bifurquent de la couronne périodique entourant lorigine du systéme (3.1). De plus,

6nt7H(—=1)"
4

il existe des valeurs des coefficients p;; et g;; tel que le systéme (3.2) a cycles

limites hyperboliques.

3.3.6 Parabole. f =z —a — 9>

Pour le cas de la parabole le systéme (3.1) a une couronne périodique unique
A={(z,y): 0 < 2?4+ ¢y* <r?}
|al sia>—1/2,

=l ogia < —-1/2.

our, =min{r?+y*:x—a—y* =0} =

peut étre exprimée en fonction de X (0,7),r, &, <% ou X (6, 1)

e P in4
Proposition 12 %fm‘)

est une fonction telle que fo% A(0,7)dl = 0.

Preuve. En posant x = rcosf, y = rsin # on obtient

((r cos 0—&—% )2—6) cos” 1 9—r cos™ 0+(r2+a) cos" 19

cos"tlg cos™t1l 9 -
f o (rcos@—&—%)z—é o r2f
— 7«_12 COSn_l H — %cosf"& + rzr—ga cos’}’10
= hg (f,«) + A (Q, ’I“) _ %CO?"H + rzr—ga Cos’;:1 0
ou
S=r*+a+ }1



l
e . n—21+1g(1_ 29 ! n— n _I_ 1
cos 2z+f1951n219 __ cos f( cos ) ZE :(_1)kcﬁw’ l=1,.., { 9 }
k=0
A0, 7) sin € 2N
sin”t19 — nt1
f (1 c0529)

2
(- DFCE, 8 sin € 2N+ 1
2
Remarque. f% M;Wdﬁ =0,Vp,loup+20<n

Proposition 13 On a

f27rd9_ — = (g +g2), sia>—1/2,

v —7 (g —92), sia<—1/2,

27r cos( S 91+92)+(91—92)h), sia>—1/2,
2 g2)+ (g1 +g2)h), sia<—1/2,

ou

h=v4r2+4a+1, k=+va?—1r2%, g =+vV4a+2—2h, go = Vda+ 2+ 2h.

Preuve. On utilise le théoréme des résidus avec |z5] < 1, |23] < 1, 21| > 1 et |z4] > 1

pour a > —1/2 et |z1| <1, |z4| <1, |22| > 1 et |z3] > 1 pour a < —1/2, ou

g — 4 z
f T i (r224z+4r)?—(4r2+4a+1)22
cosfdf — 2 2241
f T i (r22424r)2—(4r244a+1)22
et
_ —l4+hxtgs _ —1—h=£go
21,2 = o y R34 = .

2r

Enfin, en remplacant toutes les intégrales fo M, pour 2 < p+q < n+1, on obtient

Ankh+Bn(gl+g2)+Cn(gl_QZ)h

fO(T) — rhk ) sia > 5
Ankh+Bn(g1—92)+Cn(g1+g2)h siag< 1
rhk ) =
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ou

n—1
2

A, = a n=717“2[ ]—I—...—I—a27“2—|—a0,
2[254]

Bn = 62[n21]7“2[n7+1]—I—...—I—bQ’I“Q—I—bo,

Cn = C ETQ[%]—I—...—I—CQTQ—I—ECLO—I—Z)(),
2[3] 2

et les coefficients a;, b; et ¢; sont des polynémes en fonction de a et les coefficients de

6n+5—(—1)
4

P, Q). En réalité, il existe seulement - parameétres indépendants entre les a;, b;

6n+1—(—1)"

et ¢; donc entre les p;;, ¢;; et a. D’ou, f°(r) peut avoir, au plus 1

zéros positifs
simples. Pour trouver la borne superieure des zéros du numérateur de f°, il suffit de la

trouver pour l’expression

K(r) = AithQ —[Bn(gn £ 92) + Coh (1 F 92)]2

= A2k*h? —4B?% (2a+ 1+ 2k) — 4C? (2a + 1 F 2k) + 8B,,C,,h?,
car

(91i92)2 = 4(2a+1=£2k),

Finalement, pour borner le nombre des zéros de I'expression précédente on doit borner

les zéros du polynome

L = (A2k*h% 4 8B,C,h% —4(2a+1) (B2 + C2h?))” — 64 (B2 — C2h?)* k?

= 7“2 (4’[“2 + 4a + 1) (d4n+27“4n+2 + ...+ d27“2 + do) .

ou d; sont des polynomes en fonction de a, p;; et g;;. D’on, f°(r) peut avoir, au plus 2n+1

zéros simples.
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Le systéme (3.2), avec n = 5 et a = 1 et les coefficients pjg = —12.945...; pp1 = 1,
pao = —49.38..., p11 = 2, po2 = 3, p3o = 31.411..., poy = 4, p12 = 5, po3 = 6, pao = T,
P31 = 8, pa2 = 9, p13 = 10, pos = 11, pso = —2.065..., py = 12, p3a = 13, pa3 = 14,
p1a = —61.674, pos = 15, 1o = 1, qo1 = —38.834..., q20 = 2, q11 = —34.876..., qo2 = 3,
G50 =4, G21 =5, 12 =6, Qo3 = 8, qu0 = 9, q31 = 10, q22 = 11, 13 = —63.057..., qos = 12,
gs0 = 13, qa1 = —20.194..., gzo = 14, qo3 = 15, q14 = 16 et gos = 17, a une fonction fO(r)
avec les 8 zéros positifs simples suivants r; = 2%1 1=1,2,3,4etr;, = ﬁ 1=25,6,7,8
dans l'intervalle (0, 1).

Le systéme (3.2), avec n = 4 et a = 1 et les coefficients pjg = 5.444..., po1 = 1, pag =
23.066..., p11 = 2, po2 = 3, pso = —18.610..., py1 =4, p12 =5, po3 =6, pao = 1, p31 =7,
P2 =8, p13 = 9, poa = 10, g10 = 1, qo1 = 16.334..., 20 = 2, q11 = —25.627..., qo2 = 3,

q30 = 4, q21 = 5, di2 = 6, qoz — 7, Qa0 = 8, qs1 = 9, Q22 = 10, q13 = —21.084... et qoa — 11,

a une fonction fO(r) avec les 6 zéros positifs simples suivants r; = ifl, 1=1,2,...,6 dans
I'intervalle (0, 1). Par conséquent, ce systéme a au moins % cycles limites. En

résumé, nous avons prouvé le résultat suivant.

Proposition 14 Le systéme (3.2) avec f = v — a — y* a au plus 2n + 1 cycles limites

qui bifurquent de la couronne périodique entourant l'origine du systéme (3.1). De plus,

6n+1—(—1)"

il existe des valeurs des coefficients p;; et g;; tel que le systéme (3.2) a 1

cycles

limites hyperboliques.

3.3.7 Deux lignes droites réelles paralléles f = (v +a)* —1=0

Pour le cas des deux lignes droites réelles paralleles le systéme (3.1) a une couronne

périodique unique A = {(z,y) : 0 < 2> + y?> <r?}, our; = min{|a — 1], |a + 1]} .

Proposition 15 %fmq‘) peut étre exprimée en fonction de X (0,7), r, &, <% ou X (6, 1)

r
est une fonction telle que fo% A(0,7)dl = 0.
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En posant x = rcosf, y = rsinf on obtient

cos"tle cos" 10 . fcos™ 1 §—2ar cos™ 0+(1—a2) cos™ 19
f T (rcosf+a)*-1 r2f
— r_12 COSn—l H — %cosf"& + 1;;12 cos’}*10
= h’O (f,«) + A (0’ ’I“) _ %CO?"O + 1;;12 cos’}’10
ou
. . ho(r)+ A(0,r) sin€2N+1
scos" 0 =
A0, ) sin € 2N
et

ho (r) =0 sin € 2N.

= 7 5

l

l

cos" 21 gsin?l 9 Cosn721+19(1_cosz 0) k(O cos" 22441 § [ = ntl
. _ ! =S (F)hopette 2

k=0
A6, r) sin € 2N
sin?*t19 — "

+1
f _ 2 2 ntl
% = S 2o (—1)FCE, =0 sin € ON + 1
2

Remarque. fo% M;Wdﬁ =0, Vp,loup+2 <n.

Proposition 16 On a

f27f do __ sign(a—1)h—sign(a+1)g

o f hg ™
JyTestdy = 2 ((a— ) sign(a+ 1) g — |a— 1 h),

ou

h=1/la+1)? =712, g=1/(a—1)>—r2
et "sign” signifie la fonction du signe.
Preuve. Utilisons le théoréme des résidus avec |2o] < 1, |24] < 1, |21] > 1 et |23] > 1

pour a < —let |z] <1, |zs] <1, |z1] > 1et|zg > 1poura € ]—1,1]et |21] < 1, |23] < 1,
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|zo] > 1 et |z4] > 1 pour a > 1, ou

g — 4 z
= d (rz24+2az+r)?—422 dz
cos 6df 2 2241
f 7 (rz242az+r)2—422 dz
et
l—a+yg —1l—axh
A2 =", Ba=— .
r r
Enfin, en remplacant toutes les intégrales fo% %’ pour 2 < p+q < n+1, on obtient
A,gh+ B,h+ C,
fo(r) = 2RIt E o
rgh
ou
An = a2["=71]r2[n771] to Tt Qo,
2
ntl
wo= by b,
n+l n—1 a —a
Cn = 77“2[ i 02[%1]7“2[ = 11+ alap + 7(”12)”(3_1?60,
_ (=1)"t1 (-)"-1
TS T el T )

et les coefficients a;, b; et ¢; sont des polynémes en fonction de a et les coefficients de

6n+5—(—1)
4

P, Q). En réalité, il existe seulement - parameétres indépendants entre les a;, b;

6nt1—(—1)"

et ¢; donc entre les p;j, ¢;; et a. D’on, fO(r) peut avoir, au plus 1

zéros positifs
simples. Pour trouver la borne superieure des zéros du numérateur de f°, il suffit de la
trouver pour l’expression

k= A2g*h? — (B,h + C,g)
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Finalement, pour borner le nombre des zéros de I'expression précédente on doit borner

les zéros du polynome

L = (A2g°h? - B2h? - C2g%)" — 4B2C2g*h?

= 2 (dana-ayyr @ b dar® 4 dy )

ou d; sont des polynomes en fonction de a,p;; et ¢;;. D’on, fO(r) peut avoir, au plus

An+3—(=1)"

5 zéros simple.

Le systéme (3.2), avec n = 5 et a = 2 et les coefficients p;y = 67.558..., pg1 = 1,
P20 = 266.74..., p11 = 2, po2 = 3, pso = 236.19..., pa1 = 4, p12 = 5, po3 = 6, peo = T,
P31 =8, P2 = 9, p13 = 10, poa = 11, psog = —13.847..., pax = 12, p3o = 13, pag = 14,
ps = 15, pos = 16, o = 1, go1 = 609.74.... gao = 2, g1 = 592.38.... qop = 3, G0 — 4.
q21 =9, q12 =6, Go3 =7, quo = 8, g31 = 9, q22 = 10, 13 = —16.385..., qoa = 11, g50 = 12,
qu = 13, qzo = 14, qu3 = —11.610..., q14 = 15 et go5 = 0.394..., a une fonction f°(r) avec
les 8 zéros positifs simples suivants r; = Z.J%l, i=1,2,...,8 dans l'intervalle (0,1).

Le systéme (3.2), avec n = 4 et a = 2 et les coefficients p;y = 513.89..., pg1 = 1,
P20 = 658.34..., p11 = 2, po2 = 3, pso = 143.26..., pa1 = 4, p12 = 5, po3 = 6, pao = T,
p31 = 8, p2 = 9, p13 = 10, poa = 11, q10 = 1, qor = 20.485..., q20 = 2, qu1 = 29.078...,

Go2 = 3,930 = 4,921 =5, q12 = 6, qo3 = —0.998..., quo = 7, g31 = 8, 22 = 9, @13 = —8.250...

e
i = 1,2,...,6 dans l'intervalle (0,1). Par conséquent, ce systéme a au moins W

et gou = 10, a une fonction f°(r) avec les 6 zéros positifs simples suivants r; =

cycles limites.
En résumé, pour le cas des deux lignes droites réelles paralleles nous apportons une

proposition semblable & la proposition 7.

3.3.8 Deux lignes droites complexes paralléles f = (v + a)? + 1

Pour le cas des deux lignes droites complexes paralléles le systéme (3.1) a une couronne

périodique unique R*\ {(0,0)}.
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7 cosP Osin 6

f
est une fonction telle que fo% A(0,7)dl = 0.

Proposition 1 peut étre exprimée en fonction de X (0,7),r, %, % ou X (0, 1)

Preuve. En posant x = rcosf, y = rsin # on obtient

cos"tlg  _ cos"t1 g _ ((r cos 9+a)2+1) cos™ "1 0—2ar cos™ 6— (a2+1) cos™ 10
f (r cos 0+a)%+1 r2f
_ 1 n—1pn  2acosd  a?+1cos”10
= —Scos" 0= 7 = 7
_ 2a cos™ 0 a?+1cos” 19
= Do (1) 4 A (0, 7) — Zeestt ot

l
cosn—21+1 g gin2l g cos"*m“@(l—cos2 G)Z ki A~k cosm—21+2k+1 g n+1
_ | =Y (1) g

f 7 ;
k=0
A0, ) sin e oN
sin"t1g _ it
f —cos? 2 ntl
% =320 (—1)FCh L, sin € 2N 41
2

Remarque. fo% M}nmledﬁ =0, Vp,loup+2 <n.

Proposition 18 On a

ﬁ(gl—gg), sia >0,

f27r a9 _
0 f T .
s (91 +g2), sia<O,
f27r cos(0) do = rkirkz ((gl + 92) —1ia (91 — gg)) , sta>0,
0 f -

= (91— 92) —ia (g1 + g2)), sia <0,

ou

91:\/(a—i)2—r2, 92:\/(a+i)2—r2, k‘l:\/(a—r)2+1, k‘g:\/(a—l—r)Q—l—l.
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Preuve. On utilise le théoréme des résidus avec |21] < 1, |23] < 1, 22| > 1 et |z4] > 1

pour a > 0, et |29] < 1, |24] < 1, |21] > 1 et |z3] > 1 pour a < 0, ou

dd _— 4 z
I T i (r2242az4r)? 4422 dz
cos 0d6f 2 2241 dz
f i (rz2+42az+r)°+422
et
_ —a—itgs _ —a+itg
22 = ., ABa= -

cosP Osin9 6

Enfin, en remplacant toutes les intégrales fo% 7 ;

pour 2 < p+q < n+1, on obtient

Ankiks + B, (91 + 92) + Chi (91 - 92)

. o sia >0,

_ T

f (T) o Ank‘lk‘g + B, (91 - 92) + i (gl + 92)
rhk

sia <0,

ou

An = a2["—71]r2[n771] + ... + ao,

Bn = 62[%]T2[%] +ot bO>

o]

C, = CQ[M]’F —I—...—|—02r2—é ((a2+1) a0+2abo) ,

et les coefficients a;, b; et ¢; sont des polynémes en fonction de a et les coefficients de

6n+5—(—1)

P, Q). En réalité, il existe seulement 1 - parameétres indépendants entre les a;, b;

PPN 0 : 6n+1—(—1D)" _, "
et ¢; donc entre les p;;, ¢;; et a. D’ou, f°(r) peut avoir, au plus =, —— zéros positifs
simples. Pour trouver la borne superieure des zéros du numérateur de f°, il suffit de la

trouver pour l’expression
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Finalement, pour borner le nombre des zéros de I'expression précédente on doit borner

les zéros du polynome

L = (A2K2K2 - 8aB,C, — 2B2 (a® —r — 1) +2C, (a® — > — 1))* — 4 (C? — B2)® k242

= 7“2 (dB[m]’lﬁ[&;—l] + ...+ d27“2 + do) 5

2

car

(g1 £+ g)° = 2 (a® =7 =1+ kiks),

g%_gg = —4az',

ou d; sont des polynomes en fonction de a,p;; et ¢;;. D’on, fO(r) peut avoir, au plus
2n + 1 — (—1)" zéros simples.

Le systéme (3.2), avec n = 5 et a = 1 et les coefficients p;g = 40183.0..., po1 = 1,
P20 = 51595.0..., p11 = 2, poo = 3, p3g = 27691.0..., po1 = 5, P12 = 6, Po3 = 7, Pag = 8§,
P31 = 9, poo = 10, p13 = 11, poy = —133.84..., p5o = —3648.7..., ps1 = 12, p3» = 13,
p23 = 14, p1a = 15, pos = 16, qio = 1, go1 = —39176., g20 = 2, q11 = —21838., go2 = 3,
@30 =4, g1 =95, 12 =106, o3 =7, a0 = 8, g31 = 9, g2 = 10, q13 = 11, gos = 12, g50 = 13,
qu = 14, g32 = 15, ga3 = 3602.5, q14 = 16 et go5 = 0.25, a une fonction fO(r) avec les 8
zéros positifs simples suivants r; =14, 1= 1,2, ..., 8.

Le systéme (3.2), avec n = 4 et a = 1 et les coefficients p;y = 3499.3..., po1 = 1,

p2o = 3281.0..., p11 = 2, po2 = 3, p3o = 1846.9..., po1 = 4, p12 = 5, po3 = 6, pyo = T,
P31 = 8, P22 = 9, P13 = 10, Posa = 11, di0 — 1, qo1 = —33955, Q20 = 2, qdi1 = —16742,

Qo2 = 3, 30 = 4, qu = 5, qua = 6, qo3 = —614.39...; qu0 = 7, gz1 = 8, g2 = 9,
q13 = —626.39... et qou = 10, a une fonction fO(r) avec les 6 zéros positifs simples
6n+1—(—1)"

suivants r; = 1, © = 1,2,...,6. Par conséquent, ce systéme a au moins 1 cycles

limites. En résumé, nous avons prouvé le résultat suivant.

Proposition 19 Le systeme (3.2) avec f = (x4 a)* +1 a au plus 2n 41— (—1)" cycles
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limites qui bifurquent de la couronne périodique entourant ’origine du systéme (3.1). De
plus, il existe des valeurs des coefficients p;; et q;; tel que le systéme (3.2) a W

cycles limites hyperboliques.

3.3.9 Deux lignes droites réelles identiques f = (z + a)?

Pour le cas des deux lignes droites réelles identiques le systéme (3.1) a une couronne

périodique unique A = {(z,y) : 0 < 2% + y? < a?}.

Proposition 20 <7056 poyt stre exprimée en fonction de X (60,7), r, +, <% ou X (0, r
f f

est une fonction telle que fo% A(0,7)dl = 0.

Preuve. En posant x = rcosf, y = rsin f on obtient

cos"tlg  (rcos 9+a)2 cos 1 §—2ar cos™ 0—a? cos™ 1 0
! - r2f
_ 1 n—1pn9__ 2acos™0 _ a_2 cos" 19
= —cos" 0 —= 7 2

= h’O (f,«) + A (0’7«) _ %CO?"G _ c:_;cos’}’lﬁ

l l
cos” 241 ggin2l g cos"*zlﬂﬁ(l—cos2 9) B 1 kck cosn—21+2k+1 g I—1 n+1
e N L

f f
k=0
A0, ) sin € 2N
sin”t19 — ntl
f 1—cos?26) 2 a4l 2k .
(lco0) = 7 ) = Zkio(—l)kC’fL_éQ —COSf sineo2N+1

Remarque. fo% M}nmledﬁ =0, Vp,loup+2 <n.

Proposition 21 On a

f% df _ 2ma|
o f g°
2
fo ™ cojc(B) dh = QZ;!;H
ot
g=va2—r2



Preuve. On utilise le théoréme des résidus avec |z1] < 1 et |z2| > 1 pour a > 0 et

|za] < 1et |z;] > 1 pour a <0, ou

g — 4 z

T i (r2242az+1)? dz

cosfdd _— 2 2241
! = i (rz2+42az+r)?
et
—atg
212 = .
T

cosP Osin9 6

Enfin, en remplacant toutes les intégrales fo% 7 ;

pour 2 < p+q < n+1, on obtient

An (CL2 —7“2)9 + Bn

0 _
f (T) - r (CL2 _ 7“2) g )
ou
_ 2[251] 2
A, = aQ[anl]r 2 1+ ..+ asr® + aop,
B, = bQ[M]TQ[%Q] + ...+ byr? — alay,

et les coefficients a; et b; sont des polynémes en fonction de a et en fonction des coefficients
de P et (). En réalité, il existe seulement n 4 1 parameétres indépendants entre les a; et b;
donc entre les p;;, g;; et a. D’ou, fO(r) peut avoir, au plus n zéros positifs simples. Pour
trouver la borne superieure des zéros du numérateur de f°, il suffit de la trouver pour

I’expression

ko= Al(a? —7“2)292—32

= —T2 (d2n+27“2”+2 + ...+ d2T2 + do) 5

ou d; sont des polynomes en fonction de a, p;; et g;;. D’ou, f°(r) peut avoir, au plus n+1

zéros simples.
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Le systeme (3.2), avec n = 5 et a = 2 et les coefficients p1g = —257.71..., po1 = 1, pao = 2,
p11 =3, poz = 4, pso = —99.483..., pa1 = 5, p1a =6, po3 = 7, pao = 8, p31 =9, paz = 10,
p13 = 11, poa = 12, pso = 45.239..., pn = 13, p32 = 14, pa3 = 15, p1y = 16, pos = 17,
quo = 1, g1 = 257.71...; a0 = 2, qu = —663.02..., o2 = 3, q30 = 4, g21 = 5, 12 = 6,
qos =7, qao = 8, gs1 = 9, q22 = 10, q13 = =59, qoa = 11, gs0 = 12, qu1 = 13, g32 = 14,
q23 = 15, qu4 = 16 et qo5 = 17, a une fonction fO(r) avec les 5 zéros positifs simples
suivants r; = i%,i =1,2,...,5.

Le systeme (3.2), avec n = 4 et a = 2 et les coefficients p1jg = —394.88..., po1 = 1, p2o = 2,
p11 =3, po2 = —224.71..., p3o = 113.87..., p» =4, p12 = 5, po3 = 6, pao = 7, ps1 = 8,
P22 =9, p13 = 10, poa = 11, 10 = 1, gor = 394.88..., g0 = 2, q11 = 3, qo2 = 4, ¢30 = 5,
g1 =6, 12 =7, qo3 = 8, qa0 = 9, g1 = 10, qu2 = 11, 13 = —11.5... et goa = 12, &
une fonction fO(r) avec les 4 zéros positifs simples suivants r; = i%, 1 =1,2,3,4. Par
conséquent, ce systéme a au moins n cycles limites. En résumé, nous avons prouvé le

résultat suivant.

Proposition 22 Le systéme (3.2) avec f = (x + a)2 a au plus n + 1 cycles limites qui
bifurquent de la couronne périodique entourant l'origine du systéme (3.1). De plus, il
existe des valeurs des coefficients p;; et q;; tel que le systéme (3.2) a n cycles limites

hyperboliques.

79



Chapitre 4

Conclusion

Nous avons montré que le tableau suivant est vrai pour n < 5.

Conique n° | a au moins a au plus
1 2n—1 2n—1
2 2n—1 2n—1
3 6n+11(—1)" 4n+3—2(—1)"
4 2n — 1 2n — 1
5 S =0 2 +5
6 Gl 1) 2 + 1
7 6n+11(—1)" 4n+3—2(—1)"
8 St oGS op 41 — (—1)"
9 n n+1

Tableau 2 : Nombre de cycles limites en utilisant la méthode de la moyenne de premier ordre.

Nous conjecturons qu’il est vrai pour n > 6.
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1 Detail calculations of 4, and B, in the
relation fO(r) = A“*—B"gg, (n < 5) case

on+1 a(a2+b2)n+1r

3.1 of the ellipse

In this file we mean by [, fozﬂ

2
M_ff arg 9 N = ff %’O‘:“2+b277:7'2+a—1,g:\/72—4m2
¢ 1 . 1 201 s . & 1 s o )
T = Zor (acos¥ — bsin)t5 (2b T3y —077) =7 = 3aar (0 — a®) YM + 2ab*rN)
—_—
=A(6.1)
CcSs
- = cosf — asin aor =< ay f)/ y — abr
7 507 (beosd 6)— (2b +ays +bys /f —byM — abrN)
—_— ar
=X(0,r)
2 1 & 1 2.1 s c 5> 1 2 32 3
F =T~ bsnd —ecost)igly (et g varg) = [ = g (6 1) M 4 20N

= %= (2a0rm + (40%ar? + (a® — 3b2) %) M — 4ab*yrN)

(:3
I
J % 4mf2 - (2aar7r — (4a ar? + (b2 ) 2) M + 2a (a2 - bz) ’YT‘N)
J % = 4a2,2 ( 2aarm + (4a ar? + (3172 —a ) 2) M +4ab277"N)
J % 4sz72 ( 2aarm + (4 (2a + b2) ar? + (b2 — 3a2) 72) M+ 2a (b2 — a2) Aer)
S % = &wfsﬂ (2a (b* — a*) yrm — (4% (3a® — b%) ayr? + (b* — 6a2b? + a*) ¥®) M + 2ab® (4b%ar® + (34 — b%) v%r) N)
f %2 4a2a%3 ( 2atayrm + 2 (a2 - b2) ((a4 - b4) yr? — az'ys) M +a? ((3172 - a2) vr— 4b2ar3) N)
J <8 8M3 = (2 (a - b4) yro + (4a (3b2 — a2) ayr? + (b4 — 6a%b% + a4) 73) M + 2ab? (4a2ar3 + (b2 — 3a2) 727“) N)
f % 4a2u3 5 (2a ayrm — ((3(1 + b4) ayr? — a? (a2 - b2) 73) M +a? ((a2 — 3b2) v — 4a2a7"3) N)
J % gz (20 (b* — a*) yrm — (4o (b* + 3a2b? — 2a*) yr? + (b* — 6a%0% + a*) v%) M + 2a (4a’or® + b2 (302 — b?) v%r) N)
f o (a7 (¥ 37 ary? ¥ (324767 Yo 2 r ) mt (a2 (0t —10a267 4560 ) 4 4b% (o Z0) (507 S0P ar®y P ¥ 160 b ol e My 8atbl (62 —a? eyt aplardy )Ny
T 16a2adtrd
fifb _ b(2u((3a2—b2)1w'72+(3b2—az)a21-3)7-r+((5u4—1(]a2b2+b4)'y4+16b2(21)2—uzlz;w'i-yi—16u2b2a27-4)]\1+2a((4b2(b2—u2)+(a2—3b2)u)7'73+4b2(3a2—bz)u7'3-y)N)
J ac= T
f6352 o (20,3(317270,2)(00727Ly2r3)7r+(a2(7a4+10112b275b4)w4+4(a677a4b2+3a2b47b“)047272+16a4b2a2r4)M+8a3b2(a27b2)(1'w372a737)N)
f 16a2adrd
f 253 b(2a((b273a2)r72+(b2+5a2)arB)onH»((75a4+10a2b27b4)74+12(a27b2)(a2+3b2)ar ~2—16a*a’r )1\1+2a((7u4+6a2b27b4)1"‘(3+4a2(a472a2b273b4)r3'y)1\7)
o 16aairt
f % _ (20,3((a273172)ar'yzf(5a2+b2)a2r3)7r+(a2(a4710a2b2+5b4)74té(l;6t934b2720, )ar ¥ +1Ga6a2r4)1V1+8a3b2((b27a2)r'y3+4a2a'r3'y)N)
f_s.S o b(?a,((3(12762)T727(9a2+5b2)a73)a1r+((b4710a2b2+5a4)74+8(5h474a2h273a4)a7272+16(b4+3a2h2+3a4)02r4)]\1+2a((b476(12b2+a4)T’y3+4(b4+3a2b272a4)(w37)N)
T 16aatrt



S (2a((—b4+6u2b2 —a4)a7'73+(7b4 —12a%p? —3a4)u27'3’y)7r+((b2 —uz)(b4 —14ab%+a* )y°+8b% (36" +4a°b° —3a4)a7'273+16b4 (b2—5a2)a2r4'\/)M+2ab2((b4— 10a°6%+5a*)ry* +8b° (50> —bz)a7-372+16b4a21-5)N)
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+ (2aq) (b (b* — 10a%b? 4 5a*) v* + 2b (156* — 6a2b? + 3at) ar?y? + 2b (3b* — 60262 — a*) ar?) Ay

1 +(2a (—a? 5b4 —10a%b? + a*) y* + (74176 +18a%b* — 24a*b? + 2a6) ar?y? 4 2a% (—3b* + 6a26% + a) a?r?) Ay 2 9)

+ (2aa) (—b (b* — 10a?b* + 5a*) v* — 2b (17b* — 10a2b? — 3a*) ar?~? + 2b (b* + 6a2b® — 3a*) a?r*) Ay 3
+ (2 (a2 5b4 10a2b? 4 a*) y* + (4b6 — 6a%b* + 32a*b% — 6a6) ar?y? —2a? (b4 +6ab? — 3a4) a2r4) A4 4
+ (2aa) (b (b* — 10a%b? + 5a*) v* + 2b (19b* — 14a%b* — 9a*) ar?y? + 2b (3b? + 10a2b? + 15a*) ar*) Ay 5
+ (a (b? — a?) (b4 - 14(12172 +a ) 7% + 2a (1165 + 21a%b* — 7a?b? — ab) ar?y® + 2a (1565 — 45a%b* — 15a4b2 = 3a%) a®rly) As o
+ 2a2b (b2 3b2) —4b (bG a?b* + 7a*h?® + a ) ar?y3 + 4a%b ( 15b6% + 10a%b% + a ) r 'y) As,1
+ - bz) (b4 14a2b2 +a ) v’ —2a (13b6 + 11a2b* — 17a*b? + aG) ar?y3 —2q (31)6 —33a%b* + 13a*b? + o ) a27"47) As5,2
+ 2a2b (b2 3a ) (31)2 — a2) v° +2b (21)6 +6a2b* + 14a*b? — 6a6) ar?y® 4+ 2b (81)6 + 14a%b* — 44a*b? — 2a ) a? 'y) As.3
+ (a (b2 a2) (a — 14ab® + b4) 7 4 2a (15b6 +a?b* — 27a*b? + 3a6) ar?y® —2a (b6 +13a%b* — 33a%b? + 3a6) a2r4'y) As4
+ (2a2b (3a2 b2) (31)2 — a2) ~% —4b (b6 + 7a?b* + Ta*b? — 7a6) ar?y3 — 4b (81)6 + 7a?b* — 18a*b* + 7a6) a2r4'y) As.5
+ )

a(a® = b?) (a* — 14a%b? 4+ b*) 7° — 2a (170° — 9a?b? — 37a’b? + 5a°) ar?~y® + 2a (—3b° — 15a%b* — 45a*b* + 15a°) riv) A5 6
£9(r) = et

2nt+lg(a24b2)"Tlrg?

5




Ap = g™ 4 agr? + (1 — @) by,
Bn = —a2n+2T2n — ((Oé + 1) aA2n+2 + ag,,) 2n—2 + bz 47271 4... + bz"‘z -+ bo,
fa>lorr>rya=1+a

An = agnaor™ 4 agr? + (a— 1) by,

Bn = ag,,,+27‘2" + ((Oé + 1) aA2n+2 + QQT,) 2n—=2 + bz 47271 4... + b27’2 + bo,

fa<landr<r=1-

ap =

aio =

bo =

a12:<

a(20)* (( bQ) (= 1)2> Ao+ (a (a® —b%) (b* — 14a%0* + a*) (a — 1)6) Xs,0 + (a (b* — a?) (a* — 14a?b? + b*) (o — 1)6) As6 + <2a2b (b* — 3a?) (3b* — a?) (a — 1)6) As.5
+ (a(a? = 1%) (0t = 14022+ 8%) (0= 1)°) As.a + (20% (30 — 82) (30° — a2) (@ = 1)°) Asa + (a (17 — a?) (b = 14020 + 0*) (@ = 1)°) As.o + (202 (302 — 12) (a2 = 382) (@ = 1)°) As,
+a (20)* (2ab (o — 1) ) A1+ a(2a) ((b2 a?) (o — 1)2) A2+ a(2a)® ( a? — 30%) (o — 1)3> A2,0 + a(20) ( b (b? - 3a?) (o — 1)3) X214 a(2a)® (a (a? — 30%) (o — 1)3> A2,
+a (20)° (b (3a? — %) (a -1) ) A23 +a(20) <( — 6a2b? + b4) o— 1)4> A3 + 4b (20)* <a2 (a® —b%) (@ —1) ) A3 +a(2a)? < (b* — 6a%b* + a*) (o — 1)4) A3,2
(

+4 (20)* (a2b (v? — a?) (o — 1)4) 3,3 +a(20) ( —6a%b? + a*) (o — 1)4> X34+ (2a) (a2 (=5b* + 10a?b* — a*) (o — 1) ) A0 + (2aa) <7b (b* — 10a%b? + 5a*) (o — 1)5> A4l
+(2a) (;12 (5b* — 10012b2 +a*) (e — 1)° A2 + (2a0) (b (b* — 10a2b2 +5a*) (a — 1)° Aas + (2a) (—a? (5b* — 10a%b? + a*) (o — 1)° Asa + (2a0) (—b (b* — 10a%6* + 5a*) (o — 1)5) a5

(2a) (a? (—5b* + 10a2b? — a*)) Ay + (a (6% — a?) (a — 14a2b? 4 b?) (6 (v — 1)) As,6 + (2a2b (b — 3a?) (302 — a?) (6 (@ — 1)) As5 + (a (a® — b%) (a* — 14a%6% + b*) (6 (a — 1)) As 4

+ (2a%b (3a® — b?) (3b% — ) (6(a—1))) Ass + (a (> — a?) (b* — 14a%6* + a*) (6 (a« — 1)) As2 + (207D (30 — b?) (a® — 3b?) (6 (ar — 1)) As 1 + (a (a® — b?) (b* — 14a?b? + a*) (6 (o — 1))) As0
+ (4b (b6 — 4a’b* + 17a4b2 — 2a6) ) As,1+ (74ab2 (51)4 + 18a%p? — 11a* a) As0 + (*41) (176 + 17a*b? — 6a6) a) As,3 + (4a (Gb6 + 13a%b* — 16a*b* + a6) a) As.2

+ (—4a (7b6 + 8a%b* — 21a*b? + 2&6) a) As4 + (+4b (b6 + 4a?b* + 17a%b* — 10a6) a) As5 + (4a (Sb6 + 3a%b* — 26a*b? + 3a6) a) 5.6 + (2aa) (7b (b4 —10a2b? + 5a4)) A5

+ (20) (—a® (5b* — 10a%b* + a)) A4 + (2ac) (b (b* — 10a?b% + 5a*)) Mg 3 + (20) (a? (5b* — 10a%6% + a*)) Ag2 + (2ac) (—b (b* — 10a%b? + 5a)) Ay

a (a2 — b2) (b4 — 14a%b® + a4)) As,0 + (2a2b (b2 — 3a2) (31)2 — az)) As,5 + (a (b2 — az) (a4 — 14a%b? + b4)) As,6 + (2a2b (3(12 — bz) (31)2 — az)) As,3 + (a (a2 — bz) (a4 — 14a%b® + b4)) As,4

+ (Qazb (3(12 — b2) (a2 - 3b2)) As1+ (a (b2 — az) (b4 — 14a%b? + a4)) As5,2

a(20)* (= (@®=b*) (@ =1)) Mo+ ((a(a® —b%) (a* — 14a?b? + b*) ((a — 1)° As,6 + ((Qazb (3a% = b2) (30> — a?) (o — 1)° ) Ass+ ((a (b —a?) (a* — 14a?b? + b*) ((a - 1)5)>> As.4
+ ( (2a%b (b® — 3a?) (30% — a? ( a—1) ))) 53+ (( b?) (b* — 14a?b® + a*) ((a — 1)5> As,2 + <<2a2b (b* — 3a?) (a® — 3b?) ((a — 1)5)> A5, 1
+ ((a (b* — a?) (b* — 14a%b* 4 a* ((a 1)°>>> 5,0 + (2ac) (( (b* — 10a%b? 4 5a*) ((a -1 ) Aas + (2a) <<a2 (5b* — 10a%b? + a*) ((a - >> Aa4
+ (2a0) <7b (b* — 10022 + 5a%) ((a - 1)4))) 13+ (20) (( 2 (5b% — 10a2b? + a¥) ((a - 1)4))) Ao + (2a0) ((b (b* — 10022 + 5a%) ((a - 1)4))) A
+ (200) ( a? (5b* — 10a?b* + a* ((a -1) 4))) Aso+a(2a)° (( (b* — 6a%b? + a*) (a — 1)3)) Asa+4(20)° ((7a2b (v? — a?) (o — 1)2)) X33+ a(2a)° (((b4 - 6a%b? + a*) (o — 1)3>) 32
+4b (2a)? (( a? (a* = b?) (a 1)3)) A31 +a(2a)® ((— (b* — 6a%b? + a*) (a — 1)3>> X304 a(2a) ((—b (3a? = %) (@ — 1)2>> A2s+a(2a) ((—a (a® —30%) (@ — 1)2>> A22
+a(20)° ( b(b? — 3a?) (« 1)2)) X214 a(2a)® ( (a? — 30%) (o — 1)2>> Ao +a(2a)* (<2ab (a — 1)) Ay +a(20)* (= (0% — a?) (@ — 1)) A1

6

(22) ((a® (5b* — 10a2b? + a*))) Ao + ((a (a* — b?) (a* — 14a%b® 4 b*) (5 (a — 1)) — 2a (170 — 9a2b4 — 37a*0? + 5a5) @) As,

+ ((2a%b (3a® — b?) (30 — a?) (5 (a —1)) —4b (b5 + 7a2b4 + 7a*b? — 7a%) @) As 5 + ((a (02 — a?) (a* — 14a%6* + b*) (5 (a — 1)) 4 2a (156° + a®b* — 27a*b? 4 3aS) a)) As.4

+ ((2a2b (b* — 3a? 3b2 —a?) (5(a—1)) 4 2b (265 + 6a’b* + 14a*b? — 6a5) @) As 3 + ((a (a® — b° (b4 1426 + a%) (5 (o — 1)) — 2a (1369 + 11a2b* — 17a%h 4 a®) a)) As

+ ((2a%b (b — 3a?) (a® — 3b%) (5 (v — 1)) — 4b (b° — a®b* + Ta*b? + a ) a)) Ao + ((a (b — ) (b* — 14a2b? + a*) (5 (o — 1)) + 2a (1165 4 21a2b? — 7a’b? — a®) o)) A5 o

+ (2ac) ((b b* — 10a%b? + 5a ) A1+ (20) ((—a? (5b4 10a2b? + a* ) /\4 5+ 2aa g( 10a2b2 + 5a ) Aa3+ 2a ( (/L2 (5b4 —10a%b% + a4))) Aaa + (2aa) ((b b* — 10a2b? + 5a ))) Aas
((a (b? = a?) (b* — 14026 + a®))) As 0 + ((a aLbZ)( 14a2b2+b4) )\56+ b(3 ) (302 — )))AN+(( (b* —a?) (a4714a2b2+b4))))\54+(( 2b (b2 — 3a2) (362 — a2))) As 5
+ ((a (a® — %) (b* — 14a%6* + a*))) As2 + ((2a%b (6% — 3a?) (a® ) As

6



a[)f(lfoé)boio
bio + a2 =0
bio + ((O( + 1) a1z + alo) =0
mark. For obtaining the case n = 4, we must put equal to zero the
coefficients of A5, As,1,..., As,6 in the expression of fO(r). For obtaining the
case n = 3, we must put equal to zero the coefficients of Ay, Aa1,..., Aas...
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