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RESUME

Soit
f:R"—=R

et (P) le probléme d’optimisation sans contraintes suivant:
min{f (z), z € R"} (P) (0.1)

Dans ce travail, on présente une nouvelle méthode du gradient conjugué, étudiée
et développée par Rivaie, Mustafa, Ismail, Lelong en 2012 ([ ]).

Les auteurs ont utilisé des recherches linéaires exactes et ont montré que
les directions qu’engendrent cette nouvelle méthode sont des directions de
descente suffisante. Ils ont aussi montré la convergence globale de cette
méthode. Ils ont terminé leur travail par des tests numériques.

Mots clés : Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale,Recheche
linéaire inexacte, Reégle d’Armijo, Regle de Wolfe (forte et faible),Méthode
de Hestenes-Stiefel, Méthode de Fletcher-Reeves, Méthode de Polak-Ribiére-
Polyak, Méthode de la descente conjuguée, Méthode de Dai-Yuan,Méthode
de Rivaie, Mustafa, Ismail, Lelong .



ABSTRACT

Let
f:R"—R

and (P) the following unconstrained optimization problem :
min{f (z), z € R"} (P) (0.1)

In this work a new class of conjugate gradient coefficients that possess
global convergence properties is presented. The global convergence result
is estabilished using exact line searches. Numerical results shows that pro-
posed formula is superior and more efficient when compared to other gradient
conjugate methods.

Key words : Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence,Inexact
line search, Armijo line search, Strong Wolfe line search, Weak Wolfe line
search, Hestenes-Stiefel Method, Fletcher-Reeves Method, Polak-Ribiére-Polyak
Method, Conjugate descent Method, Dai-Yuan Method.Rivaie, Mustafa, Is-
mail, Lelong Method
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INTRODUCTION

Soit
f:R"—=R

et (P) le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :
min{f (z), z € R"} (P) (0.1)

La méthode du gradient conjugué est 'une des méthodes les plus célebres
et les plus utilisées pour résoudre les problémes du type (0.1). N’utilisant
que les dérivées de premier ordre, elle est surtout utilisée pour les probleme
de grande de taille. cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et
Steifel pour la minimisation de fonctions quadratiques strictement convexes.
Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire,
non quadratique. Ceci a été réalisé pour la premiere fois, en 1964, par Fletcher
et Reeves, puis en 1969 par Polak, Ribiere et Ployak. Une autre variante a
été étudiée en 1987 par Fletcher.

Soit f : R" — R et (P) le probléeme de minimisation non linéaire (0.1),
sans contraintes. Les differentes méthodes du gradient conjugué générent une
suite {xy},.y de la fagcon suivante :

Le pas \x € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte. On s’nteressera particuliérement dans
ce mémoire aux recherches linéaires inexactes du type armijoo.

Les directions dj sont calculées de facon récurrente par les formules sui-
vantes :

_ -1 sik=1
W= { gk + Bpdi—1  sik>2 (0.3)



g = Vf(xy)et B €R.

Les différentes valeurs attribuées a (3, définissent les différentes formes
du gradient conjugué. Si on note yr_1 = gr — gr_1, on obtient les variantes
suivantes :

.
kP RP _ Mkz Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak
g1l
FR ||9k||2 . . .
e = 5 Gradient conjugué variante Fletcher-Reeves
g1
oD lgx : : : :
r = —7—— Gradient conjugué variante descente conjugué
—dy_ 1951
k—1
DY HQkH2 . . . .
. =7 — Gradient conjugué variante Dai-Yuan.
dkflyk—l

Dans le cas, ot f est une fonction quadratique avec une recherche linéaire
exacte toutes ces variantes de (3, ont la méme valeur :

PRP __ pFR _ pCD __ DY
k - Mk — Mk T Mk -

Si f est quelconque, il n’en est plus de méme et on parle respective-
ment de méthode de Polak-Ribiére-Polyak ([36,1969])-([37,1969]), méthode
de Fletcher-Reeves, méthode de descente conjugué, méthode de Dai-Yuan,
selon que Pon utilise A1, BE %, P ou BYY ala place de 3, dans (0.3).

Rappelons que les premiers résultats de convergence de la méthode du
gradient conjugué ont d’abord été établis avec des recherches linéaires in-
exactes de wolfe fortes, c’est a dire que les pas A, dans (0.2), doivent vérifier
aussi les deux relations suivantes :

f(l' + )\kdk) S f(l'k) -+ p)\ka(mk)Tdk (04)
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avec
O<p<oxl

Ces résultats furent par la suite généralisées en considérant des recherches
linéaires inexactes du type Wolfe faibles, c’est a dire que les pas A, dans (0.2),
doivent vérifier les deux relations plus faibles que (0.4) et (0.5), suivantes :

Dans ce travail, on présente une nouvelle expression de (3, qu’on note
RMIL - studiée et développée par Rivaie, Mustafa, Ismail, Lelong en 2012 (]

]). L’expression de SEMIL est la suivante :

RMIL _ gl?(gk - gk,1)

k Id H2 (gradient conjugué version Rivaie, Mustafa, Ismail et Lelong|])
E—1

Les auteurs ont utilisé des recherches linéaires exactes et ont montré que
les directions qu’engendrent cette nouvelle méthode sont des directions de
descente suffisante. Ils ont aussi montré la convergence globale de cette mé-
thode. Ils ont terminé leur travail par des tests numériques.

On présentera a la fin du mémoire un probléme ouvert et des conjectures.

Le mémoire est divisé en quatre chapitres :

Le premier chapitre est un rappel de quelques notions préliminaires, on
insiste surtout sur les conditions d’optimalité des problémes de minimisation
sans contrainte.

Le second chapitre traite 'optimisation unidimensionnelle et les notions
de recherche linéaire exacte et inexacte(Armijo, Goldstein et Wolfe).

Le chapitre 3 est consacré a I’étude de la méthode du gradient conjugué
dans le cas linéaire et non linéaire. On va aborder d’abord le principe géné-
ral d’une méthode a directions conjuguées et le théoréme fondamental qui
garantit la convergence d’un algorithme a directions conjuguées appliqué a
une fonction quadratique a n variables. On s’intéresse ensuite a la méthode
du gradient conjugué dans le cas linéaire. On passe enfin & la méthode du
gradient conjugué dans le cas non linéaire.

Dans le quatriéme chapitre on fait une synthése des résultats de conver-
gence des differentes méthodes du gradient conjugué.



Le cinquiéme chapitre est consacré a la nouvelle méthode du gradient
conjugué étudiée et développée par Rivaie, Mustafa, Ismail, Lelong en 2012
(122)).

On finit le mémoire par une conclusion, un probléme ouvert est des re-
marques sur 'article de Rivaie, Mustafa, Ismail, Lelong ([22 ]).



Chapitre 1

OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

1.1 Définitions

Définition : 1.1 Soit f:R"™ — R, on appelle probléeme de minimisation
sans contraites le probléme ( P ) suivant :

(P) min{f(z):ze€R"}
1) 2 € R™ est un minimum global de ( P ) si et seulement si
f(@) < f(x): Ve eR"

2) & € R™ est un minimum local de ( P ) si et seulement si il existe un
voisinageV.(z) tel que

f(@) < f(x): Vee V()

3) & € R™ est un minimum local strict de ( P ) si et seulement si il existe
un voisinageV. () tel que

f(@) < f(x): VoeeV. (), x# 1.

1.2 Direction de descente

Définition 1.2 Soit f:R"™ — R, 2 € R", d € R" est dite direction de
descente au point T si et seulement si il existe o > 0 tel que

F@+ M) < f(2): YA€]0,9]
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Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction
de descente.

Théoréme 1.1 Soit f:R" — R differentiable au point & € R™ et d € R"
une direction vérifiant la condition suivante :

f'(&,d) =V f(z).d<O0.

Alors d est une direction de descente au point T.

Preuve : f est différentiable au point 2. Donc
f(@ 4+ M) = f(2) + AVF(2).d+ \||d]| a(z, \d),

avec

a(Z, Ad) e 0,

ceci implique que

P d) — i AD S

_ .
lim ) =Vf(z).d<D0.

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro
V(0) = ]—0,40] tel que

f(@ + Ad) — f(%)
A

La relation (1.1) est particulierement vraie pour tout A € |0, +d[. On obtient
le résultat cherché en multipliant la relation (4.1) par A > 0.1

<0, VAe]-6,+4|. (1.1)

1.3 Schémas général des algorithmes d’opti-

misation sans contraintes

Supposons que dj soit une direction de descente au point x;.Ceci nous
permet de considérer le point x, 1, successeur de xy, de la maniére suivante :

Tpy1 = T + M\edg, A €10, 40].
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Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f(@ri1) = fop + Medy) < flap).

Un bon choix de dj, et de \; permet ainsi de construire une multitude d’al-
gorithmes d’optimisation.

1.3.1 Exemples de choix de directions de descente

Par exemple si on choisit d, = —V f(zg) et si Vf(xr) # 0, on ob-
tient la méthode du gradient. La méthode de Newton correspond a d =
— (H(x)) " .V f(zx). Bien sur —V f(z,) est une direction de descente (V f (z)'.dj, =
—V f(x) . V fz) = — ||V f(z)]|* < 0). Pour la deuxiéme direction si la ma-
trice hessienne H(z,) est définie positive alors dj, = — (H (x)) " .V f(z) est
aussi une direction de descente.

1.3.2 Exemple de choix de pas ),
On choisit en général )\, de facon optimale, c’est a dire que A\, doit vérifier
f(l’k + /\kdk) < f(ZL’k + )\dk) VA e {O,—FOO[.

En d’autres temes on est ramené a étudier & chaque itération un probléme de
minimisation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

1.4 Conditions nécessaires d’optimalité

1.4.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théorémel.2 Soit f : R™ — R differentiable au point & € R™. Si &
est un minimum local de ( P) alors Vf(&)=0.

Preuve : C’est une conséquence directe du théoréme 4.1 et de la remarque
4.1. En effet, supposons que V f (&) # 0. Puisque la direction d = —V f(Z) est
une direction de descente, alors il existe 6 > 0 tel que :

f@+ M) < f(z): YA€]0,0].

Ceci est contradiction avec le fait que & est une solution optimale locale de

(P). o



1.4.2 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.3 Soit f : R" — R deux fois differentiable au point
T € R". Si & est un minimum local de ( P ) alors Vf(&) =0 et la matrice
hessienne de f au point & , qu’on note H(Z), est semi définie positive.

Preuve : Soit x € R" quelconque, f étant deux fois différentiable au point
Z,0on aura pour tout A # 0

@+ Aa) = (@) + 30 H (@) + 2 2] (@ a), ali\o) =0

Ceci implique

f(:&+Ai:2) —f(@) _ %th(:&)SB—i‘ 2] (i, Aw). (1.2)

Z est un optimum local, il existe alors § > 0 tel que
f@+Ax) — f(2)
)\2
Si on prend en considération (1.2) et on passe a la limite quand A — 0, A # 0,
on obtient

>0, YAe]|-d,+4[.

o'H(2)z >0, VreR" N

1.5 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.4 Soit f : R" — R deux fois differentiable au point
T eR™ Si Vf(z) =0 et H(Z) est définie positive alors & est un minimum
local strict de ( P).

Preuve : f étant deux fois différentiable au point Z,on aura pour tout
reR"
1

f(z) = f(2) + 5(z = ) H(@)(@ - 2) + (= - D) al, (- 1), (1.3)

a(z, (x — 1)) — 0, (Vf(z)=0).

T—T
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Supposons que T n’est pas un optimum local strict. Alors il existe une
suite {zy}, oy telle que z, # 2 @ VE et

v #3 0 Yk, xp - T et flxg) < f(2). (1.4)

—00

Dans (1.3) prenons & = z;, divisons le tout par ||(z), — #)||* et notons d, =
(z — )

(2 = )]l

flag) = f@) 1, ) ) A A
e - G H (@)dy + al#, (v — 7)), (@, (2 = 2)) - 0. (1.5)

, on obtient

(1.4) et (1.5) impliquent
1
§d;H(zﬁ)dk + oz, (z, — 2)) <0, VE.

D’autre part la suite {dj}, - est bornée (||di|| = 1, ¥n ). Donc il existe
une sous suite {dx} .y, cny telle que

dk —>C?

k—oo, kENT
Finalement lorsque k& — oo, k € Ny, on obtient

1~ ~
5dH(@)d < 0.

La derniére relation et le fait que d #£0 (HJH = 1) impliquent que la ma-

trice hessienne H (%) n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction avec
I’hypothése. B
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Chapitre 2

Optimisation unidimensionnelle
ou recherche linéaire

2.1 Position du Probléme

Soit : f : R — R et (P) le probléme d’optimisation sans contraintes
suivant :

min {f(z):2 € IR"} (P).

Comme on I’a souligné dans les chapitres précédents, la majorité des
algorithmes d’optimisation non linéaire procédent comme suit. Etant donné
un point zy, on cherche une certaine direction d; € R" et un pas A\, € R.
Ceci nous permet de trouver le successeur 1 de x par la formule : x;,1 =
T + Apdy et le procesuss est ainsi repeté.

Le pas \; est une solution optimale d’un probléme de minimisation unidi-
mentionnelle, c’est & dire la minimisation d’une fonction d’une variable réelle
et a valeurs réelles de la forme suivante :

R.L. {Minimiser (\) = f(zp + Ady), A€ I, I CR*, I fermé, borné ou non }

Donc pour les problémes de minimisation sans contraintes, on résout a
chaque itération des sous problémes de minimisation de fonctions d’une va-
riable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire. On donne dans cette
partie un apercu sur les recherches linéaires qu’on utilisera plus tard. On les
a classées en deux catégories :

Les recherches linéaires exactes. Dans ce cas la solution optimale
Ak est calculée de fagon exacte ( d’un point théorique car pratiquement on

12



n’obtient en géneral qu’une approximation). On donnera en détail le principe
et I’algorithme de la recherche linéaire du nombre d’or.

Les recherches linéaires inexactes. Dans ce cas la solution optimale
A, est calculée de fagon qu’elle vérifie des inéglités, assurant la descente de la
fonction économique f.I1 s’agit des recherches linéaires de Goldstein-Wolf et
celle d’Armijo. Le principe et I'algorithme des recherches linéaires de Gold-
stein de Wolfe et d’Armijo seront détaillées.

2.2 Recherches linéaires exactes

2.2.1 L’intervalle d’incertitude

Définition 2.1 Considérons le probléme unidimensionnel suivant :
min { ¢ (A) : X € [a,0] }

L’intervalle [a,b] est dit intervalle d’incertitude si le minimum X de @ (\)
appartient a [a,b], mais sa valeur exacte n’est pas connue.

Théoréme 2.1 ([27]) Soit ¢ : R — R strictement quasi-conveze sur
[a,b]. Soient A, € [a,b] tels que X < p.

1- 8i p(A) > @ (), alors v (2) = ¢ (u); Yz € [a,A[.

2- 8i o (AN) < (p), alors ¢ (2) = ¢ (A); Vz € ]p,b].

Conséquence importante du théoréme 2.1. Le théoréme 2.1 nous
permet aprés les deux observations ¢ (\) et ¢ () de diminuer 'intervalle
d’incertitude. En effet :

Si la condition 1) est vérifiée, le nouveau intervalle d’incertitude sera
Uintervalle : [\, b].

# Si la condition 2) est vérifiée, le nouveau intervalle d’incertitude sera

Uintervalle : [a, ).
Ceci est I'idée de base pour la construction d’algorithmes d’optimisation uni-
dimensionnelle sans calcul de dérivées. A chaque itération on fait diminuer
I'intervalle d’incertitude jusqu’a ce qu’on arrive a un intervalle final de lon-
gueur inferieure a une tolérance fixée a I’avance. Bien sur une valeur quel-
conque de ce dernier intervalle conviendrait comme approximation de notre
solution optimale.

13



2.2.2 Deux méthodes d’optimisation unidimensionnelle
sans calcul de dérivées. La méthode de dichoto-
mie et la méthode du nombre d’or ( golden sec-
tion ).

La méthode de dichotomie.

Algorithme de la méthode

Initialisation : Choisir 2¢ > 0 et choisir la longueur finale de 'intervalle
d’incertitude [. [ay, b;] étant U'intervalle initial.

Poser k =1 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :

Si by, — ap < I stop. Le minimum appartient & [ag, by] .

Sinon poser :

ar +b
)\k: = k2 k—S
ay, + by
He = 9 +ée

et aller a ’étape 2
Etape 2 :

St (Ak) > @ (i) POSer ags1 = ak, b1 =
Sinon ay1 = Ag, brr1 = bx. Remplacer k par k£ + 1 et aller a 'étape 1.

La méthode du nombre d’or.

La méthode du nombre d’or améliore la méthode de dichotomie, en dimi-
nuant le nombre d’observations, & chaque itération.

A Yitération k supposons que 1'on a Uintervalle [ay, bx| avec les points
A et .. Le théoréeme 4.1 nous indique comment obtenir le nouveau intervalle
d’incertitude [agq1, bgi1] -

Sio (M) > @ () & [aks1, brga] = [, bi)-

St (Ar) <0 (i) © [arsr, brsa] = [a, ] -

Comment choisir les points A\i41 et p;,,, de fagon a avoir le moins d’ob-
sevations possibles.

14



Choix des points A4 ety : Les points A\j;1 et i, seront choisis
de sorte qu’ils vérifient les conditions suivantes :

a) La longueur de [ag1,bgi1] ne dépend pas de litération, c’est a dire
que dans les deux cas d’observations ¢ (A\g) > ¢ (1) ou ¢ (M) < ¢ () on
a:

b — Ak = g — ay
Plus précisément si \; est de la forme
Mo=ar+ (1—a)(by —ag); «a€]0,1]
Alors p, s’écrit :
W, = ag + o (b, — ag)
Ces deux relations donnent :

bk+1 — Qg+ = & (bk — ak) .

b) Le choix de Ap41 et py,, se fait de facon que ou bien ;i coincide
avec (1, ou bien , , coincide avec \i, ou de facon plus explicite :

Casl Si ¢ (Ax) > ¢ (i), on choisira

Ak+1 = Ny bry1 = b, A1 = 1y,

et
Hir1 = Akt + (bpyr — agt1)
Cas 2 Si ¢ (\g) < (i), on choisira
Ak41 = Ok, by = [y, fiegr = Mo
et

M1 = @py1 + (1 — @) (bpg1 — ag41)

Remarque : Dans le cas 1 on avait A1 = ji,, et dans le cas 2 : p;, =
At On ne fera qu’une seule observation a chaque itération puisque 'autre
observation a été faite a l'itération précédente.

Calcul du coéfficient « Il n’est difficile en prenant en considération les
relations précédentes de voir que « est nécessairement solution de I’équation
du second degré suivante

o +a—-1=0
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dont les solutions approximatives sont « ~ 0.618 ou « ~ —1.618. Vu que
a € [0,1]. Donc « ~ 0.618.

Algorithme de la méthode du nombre d’or.

Etape initiale :

Choisir [ > 0 la longueur finale de l'intervalle d’incertitude et [ay,b:]
I'intervalle initial. Calculer :

)\1 = a1+ (1 — Oé) (bl — al)
py = a+a(by —a)
avec « = 0.618

Poser k =1 et aller a ’étape principale.

Etape principale :

1- Si by — ax, < [ stop. La solution optimale appartient & [ay, by] .

Sinon

Si@ (Ak) > @ () aller & 2, et si @ (Ar) < ¢ () aller & 3.

2- Poser ajy1 = A et byt = bi, A1 = oy €t iy = app1+a (bps1 — ) -

Evaluer ¢ (Nk+1) et aller a 4.

3- Poser aji1 = ap et byy1 = f €t fyq = Ay et Apy1 = ap + (1 —
@) (brt1 — agy1) -

Evaluer ¢ (Ary1) et aller a 4.

4- Remplacer k par k£ + 1 et aller a 1.

2.3 recherches linéaires inexactes ou écono-
miques

2.3.1 Introduction.

Les recherches linéaires exactes, malgré qu’elles n’aboutissent qu’a une so-
lution optimale avec une tolérence fixée a ’avance, elles nécessitent beaucoup
d’observations & chaque itération de ’algorithme principal. Des mathémati-
ciens ([12], [14], [20]) ont réussi dans les années 60,70 et 80 & élaborer des
recherches linéaires qui demandent peu d’observations, mais respectent en
méme temps la desente de la fonction économique. On a méme réussi a avoir
une vitesse de convergence superlinéaire en les appliquant & des méthode
quasi-Newtoniennes, comme la B.F.G.S ([28]).
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2.3.2 Recherche linéaire d’Armijo(1966).

Soit f:R" =R, T€R", deR" telle que Vf(Z)'.d <0.
Définissons les fonctions d’une variable réelle 6, 6; et 6 de la fagon sui-
vante :

0:R—-R: 0N =f(T+A), \>0
0 :R—R: 0;(\)=0(0)+A0'(0), A>0
H:R—R: 6(A)=0(0)+ A6 (0), A>0, ¢=0.2

Remarquons que

et que
0 (0) = f'(z,d) = vf(z)'.d <0.
A >0 est acceptable s’ il vérifie :
1- 0 (X) < O(N).
Cette inégalité assure la desente de la fonction économique.
En effet, I'inégalité 1 est équivalente a

f@+ Xd) < f(Z) + stf(f)t.d,
ceci implique nécessairement que
f@+ ) < f(@).

2- 0 (o)) > @(O&X).
Cette inégalité assure que la valeur de ) ne soit pas trés petite car si tel

est le cas f(Z+Ad) devient trés proche de f(Z) et cela va influer sur la vitesse
de convergence de I'algorithme.

Algorithme de la recherche linéaire d’Armijo

Etape initiale :choisir un point initlial A;,et un ¢ € (0,1)
Etapes principales :
Etapel : Si 6(\;) < 0(0)+ \1e6'(0) ,aller a I'étape 2
sinon
aller a ’étape 3
Etape2 : Soit t le plus petit entier positif avec A = \;2¢ qui vérifie

B(\2') < 0(0) + £\, 26 (0)
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Etape3 : Soit t le plus petit entier positif avec A = \; /2! qui vérifie

B(A1/2%) < 0(0) + (A /2%)0'(0)

Programme en Fortran 90 de la recherche linéaire d’Armijo
!

program armijo
|
implicit none

real eps,l

integer t

print*,’entrer eps’

read®,eps

print* ’entrer I’

read™,1

t=0

if(f(1)<=f£(0.)+eps*1*df(0.))then

do
if(f(1*2%%¢) >£(0.) +-eps™* (1*2**t) *df(0.) )exit
t=t+1

enddo

1=1#2%%(t-1)

else

t=t+1

do

if(f(1/2%*%t) <f(0.)+eps*(1/2**t)*df(0.) )exit
t=t+1

enddo

1=1/2%*¢

endif

print*,’la longueur du pas 1=",1

contains

function f(x)

real fx

f=...

endfunction
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function df(x)
real df, x
df=...
endfunction
end

2.3.3 Recherches linéaires de Goldstein et de Wolf

# La recherche linéaire de Goldstein ([29] ) s’applique lorsque le gradient
de la fonction ne peut étre évalué (ou trop coiiteux a obtenir).

# La recherche linéaire de Wolfe ( Wolfe ([30]) et Powell ([28])), nécessite
I’évaluation du gradient chaque fois que la fonction est calculée.

Le principe commun a toutes ces méthodes est le suivant :

i) A ne doit pas étre choisi trop grand (sinon l’algorithme risque d’avoir
un comportement oscillatoire).

ii) A ne doit pas étre choisi trop petit (sinon I’algorithme risque de conver-
ger prématurément).

Dans la régle de goldstein la condition i) est vérifiée si on a :

O(\) < 0(0) + 16 (0) 2.1

ol ¢; est un coéfficient choisi dans |0, 1[; et 'on s’assure de la condition ii)
si la relation suivante est vérifiée :

O(\) > 0(0) + ¢,6'(0) (2.2)

ol ¢z est un coéfficient choisi dans |cy, 1].

Notons que la condition (2.2) assure que le nouveau point x5 1 = 25+ Adj,
obtenu vérifie f(zx41) < f(xx) (proprieté de descente).

Dans la régle de Wolf, c’est encore la relation (2.2) qui permet de s’assurer
que A n’est pas choisi trop grand. Mais comme on suppose que le calcul
du gradient de la fonction f ne nécessite pas beaucoup plus de calcul que
I’évaluation de la fonction elle-méme, la relation (2.2) peut étre remplacée
par la condition :

0' (@) > c3'(0) (2:3)

ol c3 est un coéfficient choisi dans |¢p, 1[. Donc la procédure est la suivante :
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2.3.4 Algorithme des recherches linéaires de Goldstein
et de Wolfe

Etape initiale :
On dispose de A\, = 0, Ay = une valeur maximale quelquonque
Poser ¢ = 0.1, ¢o =0.7.
Etapes principales :
Etape 1. Calculer 0(\) = f(zx + Adk)
Si O(\) < 0(0) +mAd (0) alors aller a I'étape 2
Sinon prendre Ay = A et aller a ’étape 4.
Etape 2. (Goldstein) Si () > 0(0) + cA0 (0) stop
Sinon aller a ’étape 3.
(Wolfe) Calculer 8 () = V f(z), + Ady)'dy,
Si6'(\) > ¢80 (0) stop
Sinon aller a ’étape 3.
Etape 3. Poser \; = A
Etape 4. Rechercher un nouveau A €]\;, \4| et retourner a I'étape 2.

Programme en Fortran 90 de la recherche linéaire de Goldstein
!

program Goldstein
!
implicit none

real 10,1g,1d ,w,b

b=0.7;w=0.1
lg=0;1d=100;10=1
do

if(£(10) <=f£(0.)+w*10*df(0.) )then
if(f(10) >=£(0.)+b*10*df(0.) ) then

exit

else

1g=10;10=(Ig+1d) /2.

endif

else

1d=10;10=(1g+1d) /2.

endif

enddo

print*’la longueur du pas 10=",10
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contains

function f(x)

real f,x

f=...

endfunction

function df(x)

real df, x

df=...

endfunction

end

Remarque :

Le programme précédent est celui de Goldstein, si on veut utiliser la condi-
tion de Wolf il suffit de remplacer la condition if(f(10) >=f£(0.)+b*10*df(0.)),
par if(df(10)>=b*10*df(0.)).
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Chapitre 3

Méthodes du gradient
conjugué. Etude algébrique

3.1 Meéthode des directions conjuguées : Cas
quadratique

3.1.1 Apergu général

La méthode des directions conjugués et spécialement les méthodes du
gradient conjugué (GC) peut étre considérée comme une méthode entre la
méthode de la plus grande pente (steepest descent) et la méthode de Newton.
Cette méthode est motivée par le fait qu’elle essaye d’accelerer la convergence
de la méthode de la plus grande pente, qui est une méthode lente et de
surmonter le calcul et le stockage de la matrice hetienne comme dans le cas
de la méthode de Newton.

La méthode des directions conjugués a été inventée et anlysée pour les
problémes quadratiques de type :

1
Minimiser c'z + §xtH xz, v € R"

ou H est une matrice d’ordre (n x n) symétrique et définie positive. Ces
techniques ont été par la suite étudiées au cas général non quadratique par
approximation.

Spécialement c’est en 1952 et en 1956 que R. Hestenes et E. Stiefel
([18, 19]) ont proposé cette méthode pour des problémes d’algebre linéaire.
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C’est R. Fletcher et M. Reeves ([12]) qui en 1964 ont généralisé la méthode
du gradient conjugué au cas général non quadratique.

Les méthodes du gradient conjugué minimisent la fonction objective,
d’abord suivant la direction de la plus grande pente —V f(x;) & partir d’un
point de départ donné x; puis elles construisent des directions qui ont la
propriété suivante : la nouvelle direction est une combinaison linéaire de la
direction de la plus grande pente et la direction précédente.

Il y a trois propriétés significatives pour ces méthodes : la premiére est
la convergence apres n itérations au plus pour les fonctions quadratiques (la
matrice hetienne est définie positive), la deuxiéme propriété est la simplicité
de la formule par laquelle on calcule la nouvelle direction et enfin la troisiéme
propriété concerne ses progression uniforme car elles se basent sur le gradient,
par contre pour des directions conjuguées quelquonques, la progression se
trouve probablement dans les deriniéres itérations.

3.1.2 Définition et propriétés des directions conjugués

Définition 3.1. Soit H une matrice symétrique. On dit que les vecteurs
dyi,ds, .....,dy sont H-conjuguées si :

ditHd; =0  pouri#jeti, j<k
di,da, .....,d.  sont linéairement indépendantes.

Théoréme 3.1. Soit f(z) = 'z + %xtHa: ou H est une matrice carrée

d’ordre (n x n) et x € R". Soient dy,ds, .....,d,, H-conjuguées. Soit xiun
point arbitraire de départ. Pour k = 1,2, .....,n, on suppose que oy, est la solu-

tion optimale du probléme suivant :
Minimiser f(z) + ady), a > 0.

St on pose xpi1 = T) + agdy, alors pour k=1,2,.....n, on a :

(i) Vf(xps1)'d; =0, j=1,2,......k

(ZZ) Vf(xl)tdk = Vf(xk)tdk

(#11) xyy 1 est la solution optimale du probléme suivant : Minimiser f(x), x—
T € L(dl,dg, ..... ,dk) ol

Minimiser f(z),x — x1 € L(dy,ds, ....., d) ou

k
L(d17d2, ..... ,dk) = {Zujdj, M € R,VJ} .

=1
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En particulier, x;.1 minimise la fonction f sur R™.

Preuve : On note que f(x; + ad;) atteint le minmum «; si :
Vf(l’j + OZjdj)tdj =0= Vf(ll'j+1)tdj =0

donc (i) est verifiée si j = k, mais pour j < kon a :

k k
Vf(mkH) = C+Hl’k+1 = C+H[L’j+1—|—H( Z Oéldz) = Vf(Ij+1)+H( Z Oéldz)
1=7+1 1=j+1

(3.1)
On sait que dHd; = 0 pour i = j + 1,....., k, d’on
Vf(d]k+1)tdj =0, j <k

et par conséquent, (i) est verfiée.
Pour (ii), si on remplace dans (i) k par (k — 1) et j par 0, on obtient :

k-1
Vf(zy) =Vf(z)+ H(Zaidi) pour k > 2.

i=1
En multipluant cette égalité par di, on obtient :

k—1

AV f(zy) = diV f(a1) + dH (O od;)

=1

d’ou
diN f(xy) = diV f(x1).

Maintenant montrons (iii), on sait que d;Hd; = 0 pour i # j, d’autre part
ona:

k
f@rpn) = f(or + (wr — 21)) = fz+ > _ajd;)
j=1
d’ou

k k
Flaian) = o) + 97 @) (Yagds) + 3> addiHdy. (32)
j=1 j=1
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On suppose que z — x1 € L(dy,ds, .....,d},), alors

j=1

De (3.2), on obtient :

F@) = fl@) + V@) (Y _md;) + Z/ﬁdtHd (3.3)

Il reste & montrer que f(z) > f(xry1). Par contre, on suppose que f(z) <
f(zri1). De (3.2) et (3.3), on obtient :

k
Vf(xl)t(z,uj Z;fdtHd < Vf(z1) Zaj Za2dtHd
j=1
et par définition de o; on a :

fx; + a;dy) < fo; + pd;), V.

De plus on a :

flx;) + O‘Jvf(%> dj + ;

et comme V f(x;)'d; = v f(x1)", on obtient :

Q2dSHdy < f(x;) + ;v f (x5)'d; L 2dHd,

J 2.7]

1
o,V f(zy)'d; + 2a2dtHd] < ;Y f (1) d + 2,u2dtHd (3.5)

En sommant (3.5) pour j = 1,2,......,k, on obtient la contradiction avec
(3.4). Donc 41 minimise f(x) sur le suos espace qui contient x;et engendré
par dy,ds, .....,dr. En particulier, comme dy, ds,.....,d, sont linéairement
independantes alors L(dy,dy, ....., d,) = R™, d’ot x,,4, est la solution optimale
du probléme posé.

3.2 Meéthode du gradient conjugué : Cas qua-
dratique

La méthode de Hestenes-Stiefel (HS)
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Soient f(z) = cla + %ath x ou H est une matrice symétrique d’ordre
(n x n) définie positive et x € R™. Comme H est définie positive alors le pas
suivant la direction d; est le suivant :

aj = —g;dj / d;HdJ ou g; = Vf(‘TJ)

L’algorithme suivant est I’algorithme de Hestnes et Stiefel (HS) pour la
minimisation de la fonction quadratique f.
Algorithme de Hestenes et Stiefel (HS)

Etape 0. Initialisation

Donner xg, € et poser dy = —gp.

Etape 1. Si ||g;|| > ¢ alors faire

a; = —g;d; / d;Hd;
Tj+1 = Tj + Oéjdj
gj+1 = g + a;Hd,
B =g Hd; | d;Hd;
djt1 = —gj+1 + B;d;
Sinon stop.

Vérification de la méthode

Pour assurer que l'algorithme précédent est un algorithme de direction
conjuguée, il suffit de montrer que les dj, soient H-conjugées. D’abord, mon-
trons quelques autres proprietés concernant cet algorithme.

Théoréme 3.2. L’algorithme de HS est un algorithme de direction conju-
gué. S’il ne s’arréte pas a x; alors :
(a) L(g0, g1, .-, ;) = L(g0, Hgo, --... ,Hj'gg)
(b) L(do,dl, ..... ,dj) :L(go,Hgo, ..... 7ngo)
(c) diHd; = 0 pour i < j —1
(d) o = g}9; / djHd;
(e) Bj = g519541 ] 9595-

Preuve. Pour j = 0, (a),(b),(c) sont évidentes. Supposons quelle sont
vérifiées pour j et on les montre pour (j + 1). On a par récurrence :

g],Hd] € L(go,Hgo, ..... ,HjJrlgo).

Comme
9j+1 = g; +a;Hd;,
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on obtient :

De plus on a :

Ce qui montre (a).
Comme
djv1 = —gj+1 + B;d;
alors (b) est obtenue immédiatement a partir de (a).
Pour montrer (c), on a :

d'\Hd; = —gt, Hd; + 5;d5Hd,.

Pour i = j, on obtient (par la définition de 3;) :

t
d; 1 Hd; = 0.
Pour i < j,on a:
g§+1Hdi =0
car Hd; € L(dy,dy, .....,d;+1) par récurrence et [3 jd§H d; = O(par récurrence

sur (c)), d’ou
d;‘+1Hdz’ =0, pour tout 1 < j.

Ce qui montre (c). Et par conséquent 'algorithme de HS est un algorithme
de direction cojuguée.
Pour montrer (d), on a :

—gid; = gi9; — B, 19;d;—1 = g;9; = a; = g;9; | d;Hd;.
Enfin, pour montrer (e) on a :
9§+19j =0
car g; € L(cig, di, .....,d;), et par conséquent :

1
Hdj = —(gjs1 = 9;) = 9iHd; = 59§+19j+1 = B; = gj119i+1 / 959;-0
J J
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3.3 Méthode du gradient conjugué : Cas des
fonctions non quadratiques

3.3.1 Caractérisation des méthodes du GC

Etant donné une fonction différentiable f : R” — R. Les méthodes du
gradient conjugué engendrent une suite d’itérés x; comme suit :

Tj+1 = Tj + Oéjdj (36)

ou d; est la direction de recherche, o est le pas suivant la direction d; a
partir de z;.
Ces méthodes prennent d; comme suit :

di ==V f(r1)
{ djy1 = =V f(zja)+Bd, j>1 (3.7)

ou 3, est le parameétre qui caractérise les différentes versions des méthodes
du gradient conjugué en considérant que les directions générées sont H-
conjuguées.

D’abord, supposons que f est une fonction quadratique telle que la ma-
trice hetienne H est définie positive. Si dj;; et d; sont H-conjuguées, on
obtient :

t t t
diHd; =0=d; Hp;j = dj ,q; =0
ou p; = a;d;j et ¢ = Vf(rjs1) — Vf(z;). En utilisant (3.11), on ob-
tient :
—V f(zj1)'q; + B;djq; =0
et par conséquent on trouve le choix de Hestenes et Stiefel ([14]) pour 3, (qui

peut étre aussi utilisé pour les fonctions non quadratiques en considérant
I'approximation quadratique de f au voisinage du point x;) comme suit :

us _ VI(@ia)'e V(i)' Hd,

s = (3.8)
J d;qj dEHdJ

Dans le cas ou on fait la recherche linéaire exacte on a :

d;Vf($j+1) =0= d§—1vf(xj)a
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ce qui implique :

dig; = —d'Vf(z;) = (Vf(z;) —Bj_1dim)'V () = [|Vf(z)l°.

En substituant ceci dans (3.8), on obtient le choix de Polak et Ribiere ([4, 10])
qui est :
BPR Vf(zj41)'q
R I
’ 1V f ()]

De plus, si la fonction est quadratique on obtient :

Vi)' V() = V() (8, 1d,1 — d;)
= BmaV () di = 8,1 (V fay) + aHdy)'dj

(3.9)

d’ou
Vf(ijrl)tVf(l'j) = &jﬁj—ld;defl =0.
En substituant ceci dans (3.9), on obtient le choix de Fletcher et Reeves([12])
qui est :
2
v .
BFR = IV f sl (""CJ“)Q . (3.10)
1V 1 ()l

Et par conséquent si la fonction est quadratique et la recherche linéaire
est exacte alors tous les choix précédents sont identiques.

3.3.2 Algorithmes

Citons deux algorithmes, I'un est ’algorithme de I'approximation qua-
dratique et 'autre est ’algorithme de Fletcher et Reeves.

L’algorithme de ’approximation quadratique

Dans l'algorithme de Hestenes et Stiefel (HS), on fait les associations
suivantes :
gj < Vf(x;) e¢ H— H(x;)=H,.

Etape 0. Initialisation
Donner zg et poser go = V f(20), do = —g0, j =0.
Etape 1. Poser
aj = —gjd; [ diH;d;

J
Tjpr = o5 + a;d;.
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Etape 2. Si j <n — 1 aller a I’étape 3, sinon aller & I'étape 4.
Etape 3. Poser
Bj = G H;d; | djH;d,
djy1 = —gj+1 + B;d;
et remplacer j par (j + 1) et aller a I’étape 1.
Etape 4. Poser
To = Tp
j=0
do = =V f (o)

et aller & I’étape 1.

Comme la H-conjuguance entre les directions de recherche dépend a la
direction initiale qui est —V f(xy), il est important de redémmarer 1’algo-
rithme de I’approximation quadratique chaque n ou (n + 1) itérations par
une étape pour laquelle la direction de recherche est moins le gradient, si-
non les avantages des directions conjuguées (ou l’approximation proche d’étre
exacte) peuvent étre manqués.

La bonne chose dans cet algorithme est le fait qu’il n’éxige plus la re-
cherche linéaire, cependant il a l'inconvénient d’étre ne pas convergent en
générale car djHd; peut étre négative ou nul.

L’algorithme de Fletcher-Reeves

Cet algorithme utilise la recherche linéaire exacte pour avoir le pas de
déplacement.
Etape 0. Initialisation
Choisir € > 0, donner z et poser dy = —V f(xg), k = 0.
Etape 1. Si ||V f(zx)|| < € stop, sinon poser a4 la solution optimale du
Sous
probléme suivant :

Minimiser f(zy, + ady), a > 0.

Poser .1 = xp + apdy.
Etape 2. Si k < n — 1 alors aller a ’étape 3, sinon aller a I’étape 4.
Etape 3. Poser

B = IV @) I*/ IV f ()]

dir1 = =V [(Tpr1) + Bk

remplacer k par (k + 1) et aller a I’étape 1.
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Etape 4. Poser
To = Tp
do = =V f (o)
k =1 et aller a I'etapel.

L’algorithme de Fletcher et Reeves est globalement convergent (sans la
reinitialisation) avec une recherche linéaire non exacte si la condition sui-

vante(du & AL-baali(1985)[1]) est vérifiée :
|V f(2j11)'d;| < =0V f(x))'d;, o €]0, 4] (3.11)

Proposition 3.1 ([10] exercise 4.7 p.94). Supposons qu’on a la méthode
du GC de Fletcher et Reeves avec une recherche linéaire non exacte qui vérifie

(2.11). Si dy = =V f(21) alors :
N, V() .
Y o< = <24+ ) o'
i=0 “vf(xj)” i=0

Preuve. Pour k£ = 1 est triviale. Pour j =2, on a :

Vf(@2)ldy = V f(2) (= V f(22)+B1d1) = — |V f(@2)|*+5,V f (w2)'ds,

et en utilisant (2.11) on obtient :

— |V f(@2)|)? + 0B,V f(21)'dy < Vf(xg)'dy < = IV f(x2)||” — 0B,V f(w1)'ds

IV £ (a2) || TV @) T IV £ (22) 1
- V(w2)'d
—oc< VJiT2) 92 < -—-1l+o
TV ) T
=

1

1
o' < V@) Sl

i=0 B HVf<:E2)||2 B i=0
Supposons que ceci est vrai pour j et on le montre pour (j + 1).
Vi(zj)din = V(r) (=Vf(zia)+ B;d;)
N = — V(@) |* + B,V f(x01)d;
—IVf @I + 08,V F(@)'d; _ Viep)'dp _ = IVF@)l” = 0B,V f(z;)'d;
IV £ () T AVl T IV (a5)II”

31



-1 j—1
_1_|_0_< 0_1) Vf 'T.7+1) j+1 < 1 +0_ (ZO_Z>
i=0 ‘Vf(il?]+1)” i=0

_ Vf xj+1) J+1 d
Z IV f(z40)]1° Z

=0 =0

d’ou le résultat, et par conséquent la méthode du gradient conjugué de Flet-
cher et Reeves construit des directions de descente.
Remarques

(a) L’avantage de redémarrage des méthodes du GC a chaque n itérations
par un gradient pure est la suivante :”Si les itérés progressent d’une region
n’est pas quadratique vers un voisinage de la solution dans lequel I’approxi-
mation quadratique de f est bonne alors la méthode converge rapidement.

(b) Dans le cas ou la recherche linéaire est exacte, les différents choix
de 3; (PR, HS, FR) sont identiques. Cependant pour les fonctions non qua-
dratiques, 55-3 R apprait qu’il est mieux surtout pour les problémes de grande
taille, en particulier Powell(1977) a observé que si la méthode progresse len-
tement alors g;;1 ~ g; et par conséquent 55 R — 0, ce qui implique que
djy1 >~ —gj+1, c.a.d la méthode se redémarre automatiquement. Par contre,
5? R ~ 1 pour la méthode du GC de Fletcher et Reeves.

(c) Dans le cas ou la recherche linéaire n’est pas exacte, ﬂf % est bon (par
construction). Cependant méme si la fonction est quadratique, on n’obtient
que la conjuguance entre les directions successives.
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Chapitre 4

Méthodes du gradient
conjugué. Etude de la
convergence

On expose dans ce chapitre une synthése concernant la convergence des
différentes variantes du gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte
de Wolfe forte et de Wolfe faible.

Notre probléme consiste & minimiser une fonction f de n variables a
valeurs réelles

min{f(z) : z € R"} (4.1)

ou f est réguliere (continiment différentiable) et g est son gradient. Notons
par g le gradient de f au point z; . Rappelons que les differentes variantes
du gradient conjugué genérent une suite {x} de la forme suivante

Thy1 = Tk + )\kdk, (42)
la direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante(, € R)
dk = —01 sik= 1;_gk + ﬁkdkfl ........ sik > 2, (43)

le pas Ay € R étant déterminé par une recherche linéaire. Rappelons les
differentes variantes du gradient conjugué qui different celon les valeurs que
prennent les constantes [3,. On y rencontre particulierement les variantes
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suivantes :

2
I

FrR - lg - (Fletcher — Reeves) (4.1)
1951l
PRP 9 (9x — gr—1) i
! = B = (Polak — Ribiére) (4.2)
1951l
HS 9i (95 — 95-1) (Hestenes — Stiefel) (4.3)
’ i1 (gk = gr—1)’
2
oD d“Tg;H, (The ConjugateDescentMethod}.4)
—ap_19k-1

ot ||.|| est la norme Euclidienne. Récemment Dai et yuan ont aussi introduit
la forme suivante : )
DY gl (

= . 4.8)
’ iy (9 — gr—1)

La convergence globale de la méthodes (4.4)-(4.5)-(4.6)-(4.7)-(4.8) a été
étudiée par beaucoup d’auteurs. Citons surtout Al-Baali [([1, 1985]).], Gil-
bert et Nocedal ([13, 1992]), Hestenes et Stiefel ([14, 1952]), Hu et Story
([15,1991]) et Zoutendijk ([26,1970]).Un facteur clé¢ dans I’étude de la conver-
gence globale est comment sélectionner le paramétre \,. Le choix le plus
naturel de A\, est de faire une recherche linéaire exacte, c.-a-d poser A\, =
arg miny>o f(xr + Ady). Cependant, quelque peu étonnamment, ce choix na-
turel pourrait résulter en une séquence non-convergente dans le cas de PR et
méthodes de HS, comme montré par Powell ([28,1986]). Inspiré par le travail
de Powell, Gilbert et Nocedal ([13, 1992]) a mené une analyse élégante et a
montré que la méthode PR est globalement convergente si f R est restreint
pour étre non-négatif et A\ est déterminé en un pas de la recherche linéaire
satisfaisant la condition suffisante de descente :

gidi < —cllgil®, ouc>0, (4.9)
en plus des conditions standard de Wolfe :

{ [z + Medy) < fxr) + wiAedi g, (4.10)
AL grs1 > wady g '

o' 0 <wyp <wgy < 1.
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Récemment, Dai et Yuan [4,6] ont montré que la méthode CD et la mé-
thode FR sont globalement convergentes si les conditions de la recherche de
linéaire suivantes pour A\, sont satisfaites :

{ [y + Medi) < f(xr) + wi Medi gk,

4.11
whd} g < df g1 < —whd} g (4.11)

ot 0 < wy <wjh < 1etw)>0., pour la méthode CD et de plus wh +w”y <1
pour la méthode FR.

Par commodité, nous assumons que g # 0 pour tout k.

Nous adoptons la Supposition suivante sur fonction f qui est utilisée
communément dans la littérature.

Supposition 4.1.

(i) L’ensemble £ := {x € R"; f(x) < f(x1)} est borné; ot xo € R™ est le
point initial.

(ii) Sur un voisinage N de £, la fonction objectif f est continiment
différentiable et son gradient est lipschitzien i.e

IL > 0 tel que ||g(z) — g(@)|| < Lz — Z||,Vz, 2 € N (4.12)
Remarque 4.1 Ces suppositions impliquent qu’il existe v > 0 tel que
lg()[| <7, Va € £ (4.13)

Rappelons maintenant le Théoréme suivant obtenu essentiellement par
Zoutendijk [26] et Wolfe [30]. Ce théoreme assure la satisfaction de la condi-
tion de Zoutendijk (voir chapitre3), pour toute méthode du type (4.2)-(4.3),
dans laquelle le pas \; est déterminé par la régle de Wolfe faible (4.10).

Théoréme 4.1. [26]

Considérons la suite (), définie par (4.2),0t dy est une direction de
descente et A\ vérifie les conditions (4.10).Considérons aussi que la supposi-
tion (4.1) soit satisfaite,alors :

ZCOS29H9kH2 < 00 (4.14)
k>1
est vérifiée, avec
Id
cosf, = Ik )
gkl lldwll
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Remarque 4.2
(g4 di.)?
2
|

< 00

(414) = )

En effet :
D’aprés la 2¢¢ condition de (4.10) nous avant

i (grs1 — g) = (w2 — 1) d} g

D’autre part

di (ger1 — g6) < lgesr — gull |dil]
< ML,

we — 1Y\ dgy
/\kz( 7 > C’; 3
||

En remplacant ceci dans la 1°¢ condition de on aura :

F + Ady) < f(an) + peos® Oy, ||gil®,

-1
ou = —wl(w2 )

Or puisque f est bornée sur A on a :

Zcos2 O llgrlI” < oo.

k>1

Ce qui achéve la démonstration.

(4.15)

O

4.1 Reésultats de Convergence du Gradient

Conjugué, version Fletcher-Reves

Avant d’exposer sans démonstration les differents résultats de conver-
gence, donnons d’abord l'algorithme de la méthode de Fletcher Reeves :
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4.1.1 Algorithme 4.1 de la méthode de Fletcher-Reeves

EtapeO : (initialisation)
Soit zq le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr,=0 :STOP ( x* = x;)."Test d’arrét"
Sinon aller a ’étape 2.

Etape 2 :
Définir 4.1 = x5 + \pd), avec : A = mingsq f(zr + Adg)
dk+1 = —Gr+1 + Bgﬁdk-
ou
2
FR _ [Ty
k+1 = 2 -
Hng

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué
non linéaire (version Flecher Reeves) avec la recherche linéaire inexacte de
Wolfe forte :

{ [z + Medi) < f(xr) + wiAedi gk,

4.16
‘dggk+1‘ < —wadf gy ( )

1
ol (wq < 5) a été démontré par Al-Baali (]2, 1985]).
e Touati Ahmed et Story (|24, 1990]) ont généralisé ce résultat pour

0< 8, < B (4.17)
e Gilbert et Nocedal ([13, 1992]) ont généralisé ce résultat pour
18] < B (4.18)

e Récemment, Dai et Yuan ([4, 1996]) a montré que la méthode FR es
globalement convergente avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée.

On donne dans ce paragraphe les principaux résultats de convergence
de la méthode du gradient conjugué non linéaire avec la recherche linéaire
inexacte de Wolfe forte et aussi avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe
relaxée.

proposition 4.1. [13]

On considére que la supposition (4.1) est satisfaite. Considérons une mé-
thode du type (4.2) et (4.3) avec B, satisfaisant a (4.18) et le pas A\ vérifiant
la régle de Wolfe forte (4.16) ot wy € }0,%[.
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Alors cette méthode génére des directions de descente. De plus on a :

—1 < dfgk < 2wy — 1

Y

k=1

L—ws ™ g~ 1=ws

Théoréme 4.2. [13] On considére que la supposition (4.1) est satis-
faite. Toute méthode du type (4.2) et (4.3) dans laquelle (3, vériffie

1Bel < BT, VE>1,

et le pas A\, est déterminé par la régle de Wolfe forte (4.16) avec 0 < wy <

1
we < 3 est une méthode de descente (gidr < 0, Vk > 1) convergente, dans

le sens ou
klim inf ||gx|| = 0. (4.19)

Théoréme 4.3 [13] Soit 21 un point de départ pour lequel la supposition
(4.1) soit satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3) avec S,
satisfaisant a (4.4). On suppose aussi que

¢ Chaque direction dy vérifie

gid, <0. (4.20)

& Le pas Ay est déterminé par la régle de Wolfe relazée (4.11) avec w” o <
m?
alors :

klim inf || gx|| = 0.
Remarque 4.3.D’un point de vue théorique, la méthode de Fletcher-Reeves

est une bonne méthode car :

» eclle ne nécéssite pas de stocker une matrice .

» elle converge pour une classe assez large de fonctions f, et sa vitesse
de convergence est meilleure que celle de la méthode du gradient.

Cependant, en pratique, Il est préférable d’utiliser la méthode de Polak-
Ribiére dont les performances moyennes dépassent de loin celles de la mé-
thode de Fletcher-Reeves.
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4.2 Reésultats de Convergence du Gradient
Conjugué, version Polak Ribiére

La variante dite de Polak-Ribiére consiste a définir 3, par la formule (4.5).
Cette méthode fut découverte par Polak, Ribiére ([19, 1969]) et Polyak ([20,
1969]). L’algorithme de la méthode de Polak Ribiére- Poliak est le suivant :

4.2.1 Algorithme 4.2 de la méthode de Polak-Ribiére-
Polyak

EtapeO : (initialisation)
Soit xq le point de depart, go = V f(x), poser dy = —go
Poser £ = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP ( z* = x;)."Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xyy 1 = xp + Agdy avec :

py— Igglf(xk + Ady)

djs1 = — g1 + Bigd di

ou

Blfflp _ gg+1 [9k+12_ gk] _ g}fﬂyf
g g

Poser k = k + 1 et aller a ’étape 1.

Le résultat suivant est du a Polak et Ribiére ([19, 1969]). 11 établit la
convergence de cette méthode pour une fonction fortement convexe avec une
recherche linéaire exacte.

Proposition 4.2 [19] Si f est fortement conveze, de classe C' avec un
gradient lipschitzien, alors la méthode de Polak-Ribiére avec recherche linéaire
exacte génére une suite {x,} convergeant vers l'unique point x, réalisant le
minimum de f.

Remarque 4.4 Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribiére-
Polyak peut ne pas converger.
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4.3 Reésultats de Convergence du Gradient
Conjugué, version (Dai-Yuan)

Récemment Dai et yuan ([3, 1998]) ont introduit une formule pour f
sous la forme suivante : )
py _ gkl

_ , 4.21
k d%flyk—l ( )

ol Yr-1 = Gk — Jk—1-

Cette méthode posséde plusieurs propriétés, par exemple elle posséde la
propriété de descente a chaque itération et la convergence, si le pas est déter-
miné par la régle de ( Wolfe faible, Armijo et Goldstein), si f est strictement
convexe ou réguliere.

4.3.1 Descente de la méthode de Dai-Yuan

Théoréme 4.4 ([9,19)]) Soit x; un point de départ pour lequel la sup-
position (4.1) est satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3)
avec 3, satisfaisant a (4.21).

¢ 50 f est strictement convexe sur l’ensemble convexe £ c- a- d :

(9(z) — g(w)"(x —y) >0, pour tout v,y € £. (4.22)

Alors pour tout k > 1 :
gidy <0 (4.23)

En 1999 ils s’ont généralisé ce résultat pour toute fonction réguliere avec
la recherche de Wolfe faible (4.10).

Théoréme 4.5 .([3,1999]) Supposons que Supposition (4.1) soit
satisfaite. Pour toute méthode du type (4.2) et (4.3) dont 3, satisfait a (4.21)
et le pas N\, satisfait aux conditions de Wolfe faible (4.10), alors toutes les
directions générées sont de descente, autrement dit :

difgk <0; Vk>1

4.3.2 Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Les résultats suivant sont dus & Dai et Yuan ([9, 1998]). Ils assurent la
convergence de cette méthode pour une fonction strictement convexe avec

40



une recherche linéaire inexacte d’Armijo et Goldstein, (voir théoréme (4.5),

(4.6)).

Théoréme 4.6. [9] Soit x1 un point de départ pour lequel la supposi-
tion (4.1) soit satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3) avec
By satisfaisantt a (4.21).

¢ Si f est strictement convexe sur l’ensemble convere £ et le pas A
satisfait aux conditions de Goldstein

ot g, = Vf(xy) et wy et we sont deux constantes vérifiant 0 < wy < 1/2 <
wy < 1.
Alors :

klim inf ||gx]| =0

Théoréme 4.7. [9] Soit x; un point de départ pour lequel la supposition
(4.1) est satisfaite. Considérons une méthode du type (4.2) et (4.3) avec B,
satisfaisant a (4.21).

¢ Si [ est uniformément convexe sur l’ensemble convexe £ ¢ a d s’il
eziste une constante n > 0 tel que :

(9(x) = gW)"(x —y) = nllz —ylI*, pour tout z,y € £, (4.25)

et le pas N\ satisfait aux conditions d’Armijo
f (a:k + )\kdk) - f(xk) < LU)\kVTf(l‘k)dk, (4.26)

ot gr = Vf(zy) et 0 <w < 1, pourlequel la condition suffisante de descente
(4.9) est satisfaite.
Alors

I =0.
Jim fgy[| =0

4.3.3 Algorithme 4.3 de la Méthode de Dai-Yuan avec
la régle de Wolfe faible
EtapeO : (initialisation)
Soit zq le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go

Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
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Sigr,=0 :STOP ( z* = xy)."Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.

Etape 2 :
Définir xp,1 = xp + Apdy avec :

Ak vérifie les conditions (4.10)

1 = — g1 + By
od ) )
DY _ [ grs1 _ [ grs1
s d% [Gr+1 — k] dz?/k

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.
Théoréme 4.8. ([9,1999]) Soit x, un point de départ pour lequel
la proposition (4.1) est satisfaite.
La suite {xy} générée par lalgorithme 4.3 converge dans le sens

klim inf || gx|| = 0.
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Chapitre 5

Une nouvelle classe de
méthodes de gradients
conjugués non linéaires

5.1 Introduction et présentation de la mé-
thode

Soit f : R™ — R"™ et (P) le probléme de minimisation sans contraintes

suivant :
min{f(z) : z € R"} (P).

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes
du type (P), on peut citer la méthode du graduit conjugué. Cette méthode
est surtout utilisée pour les problémes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en1952 par Hestenes steifel([14,1952])
pour la minmisation de fonctions quadratiques strictement convexes.

Dans le cas non linéaire les méthodes du gradient conjugué générent des
suites {74}y, de la forme suivante :

Tyl = T + Oékdk k= 0, 1,2, (51)

ou x; est le point obtenu a l'itération k, d; est une direction de descente
qu’on définira plus tard et o, > 0 est obtenu par une recherche linéaire exacte
ou inéxacte. Dans le cas d’une recherche linéaire exacte oy, est solution du
probléme d’optimisation unidimensionnel suivant :

f (xk + Oékdk> = min {Jfk + &dk S ]0, —l—OO[} (52)
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Dans le cas d’une recherche linéaire inexacte «y vérifie soit les conditions
d’Armijo, soit celles de Goldstein ou celles de Wolfe ou d’autres plus récentes.

Les directions de recherche d; sont définies de facon récurente par les
relations suivantes :

— — 9k si k=0
B = { — gk + Brpdr—1 st k=1,2,.. (53)

avec gr = V[ (xr) et B, € R est un scalaire appélé coéfficient du gradient
conjugué et son expression définit et caractérise les propriéés du gradient
conjugué en question. Donnons quelques expressions de 3, assez connues.
Citons particuliérement

FR nggk

L=
Hgk—1H2

(gradient conjugué version Fletcher reeves [])  (5.4)

PR _ gg(gk — Gk—1)
kT T 2
g1l

HS _ gg(gk - gk—l)
g (g — gr—1)Tdr—1

(gradient conjugué version Polak Ribiere []) (5.5)

(gradient conjugué version Hestenes et Steifel | ])

(5.6)
T _
o5 = w (gradient conjugué version Liu et Storey [ ]) (5.7)
_dk71gk—1
DY QkTgk
= radient conjugué version Dai et YualN
: (e — gr—1)Tdp (9 J [(;)8)
9k G .
bo — —di—gkl (gradient conjugué version Descente Conjuguée [ ])
ke—19k—

(5.9)

Dans le cas d’une fonction f quadratique strictement convexe, on a

£ = 5L = BI° = 815 = 6 = 2° (510
Si ay est obtenu par une recherche linéaire exacte, les différentes mé-
thodes de gradients conjuguées qu’engendrent ces coéfficients, convergent en
un nombre fini d’itérations vers la solution optimale.
Dans les autres cas (f non quadratique ou «j obtenu par une recherche
linéaire inexacte), ces coéfficients sont différents et engendrent des suites
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{@k}en » ayant des propriétés de convergence et de vitesse de convergence
différentes.
Dans ce travail, on présente une nouvelle expression de (3, qu’on note
kRM L etudiée et développée par Rivaie, Mustafa, Ismail, Lelong. L’expression
de BRM L est 1a suivante : (gradient conjugué version Rivaie, Mustafa, Ismail

et Lelong([22 ])

T _
kRMIL o (gk gl;—l) (5_11)
[ dy—1]]

5.2 Algorithme de la nouvelle méthode du
gradient conjugué version Rivaie, Mus-
tafa, Ismail et Lelong

Algorithme
Etapel : Initialisation. Donner xy € R™. Poser k = 0.
Etape2 : Calculer 3, en utilisant la formule suivante :

0 st k=20
ﬁk‘ - gk (gk—9gr—1) . k. Z 1 (512)

S
lld—1 11

Etape3 : Calculer dj en se basant sur la formule (5.3). Si gx = 0, alors
stop.

Etape4 : Calculer oy, en se basant sur la relation (5.2).

Etapeb : Calculer le nouveau point en se basant sur la relation (5.1)

Etape6 : test de convergence et critere d’arret.

Si f(xr+1) < f(xy) and ||gx|| < €,alors stop.

Sinon poser k = k + 1 et aller & Etape2.

5.3 Etude de la convergence

5.3.1 Descente suffisante de la nouvelle méthode du
gradient conjugué version Rivaie, Mustafa, Ismail et Lelong

Théoreme 5 1([ 22]) Considérons la méthode du gmdient conjugué uti-

gooe
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(5.3) et les coéfficients {ﬁkRM[L}kZO | définies par les relations (5.12). Alors
on a la relation suivante dite condition de descente suffisante :

grd, < —C|grll>, k=0,1,..C > 0. (5.13)

Preuve du théoréme5.1 ([22 ])
La preuve du théorémel se fait par récurence :
(5.13) est vraie pour k = 0. En effet.

gonO = goT(—go) = - ||go||2

avec C' = 1.
Pour k£ > 0, considérons la relation

diy1 = —Gr1 + BkR-%ILdk

Multiplions les deux membres de I’égalité précedente par gx.1, on obtient

2
91{+1-dk+1 = 91{+1<_9k+1 + ﬁkRﬁILdk) = - ||9k+1|| + ﬁfﬂmgfﬂdk

Puisque a4, est obtenu par une recherche linéaire exacte, alors
913+1dk =0.
Par conséquent
91{+1‘dk+1 = - ||gk+1||2 , k=0,1,2,..

Donc la relation (5.13) est vraie pour tout & € N (en prenant C' =1). B

5.3.2 Convergence globale de la nouvelle méthode du
gradient conjugué version Rivaie, Mustafa, Ismail et Lelong

Pour établir le résultat essentiel de la convergence globale, les hypothéses
suivantes sur f sont nécessaires et sont citées en général dans tous les résultats
d’optimisation sans contraintes.

HYPOTHESES1
Soit xy € R"™ un point initial quelconque. Notons par L [’ensemble sui-
vant :

L={zeR": f(z) < f(ao)}. (5.15)
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i) f est minorée dans un voisinage V (L), contenant ’ensemble L
it) Il existe une constante L > 0, telle que

lg(x) =gl < Lz =yl - Vo e V(L), Vy € V(L) (5.16)
avec g(x) = Vf(x).

Avant d’étudier la convergence globale de la nouvelle méthode, formulons

et démontrons le lemme suivant qui spécifie une propriété des coéfficients
RMIL
k .

Lemme 5.1 Les coéfficients 32" vérifient la relation suivante
0 < /BRMIL < Hgk‘FlH2 (5 17)
= Mk+1 = 2 :
]|
Preuve du Lemme 5.1
2
BkRMIL _ 91{+1(9k+1 — gr) ~lgrrall _ gl{—i-lglz
+1 2 = 2 2
el ]| e

d’ou le résultat. B
Rappelons le célebre théoréme de Zoutendijk ([26]). Avant cela notons par
0 Vangle que fait la direction dj et la direction de la méthode du gradient,

i.e. —gr = —V f(xzx). Par conséquent 6, sera défini par
T
— 0k dy,
cos(fy) = —FH—— (5.18)
||9k|| Hdk:H

Théoréme 5.2 (Zoutendijk) Soit f:R™ — R™ et (P) le probléme de
minimisation sans contraintes suivant :

min{f(z) : x € R"} (P).
Soit {Tp} ey de la forme suivante :
Tpo1 =T +apdy - k=0,1,2, ...

ol xy est le point obtenu a l'itération k, dy est une direction de descente
et ay > 0 est obtenu par une recherche linéaire exacte ou une rechercherche
linéaire inexacte de Wolfe ou de Goldstein. On suppose que [ vérifie les
hupothéses1. Alors on a

> cos®(0) || gell* < oo (5.19)

k=0
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Remarque 5.1

Le théoréme de Zoutendijk est applicable dans la nouvelle méthode du
gradient conjugué version Rivaie, Mustafa, Ismail et Lelong car les directions
dj engendrées par cette nouvelle méthode sont des directions de descente
(voir le théorémel ).

Remarque 5.2

Puisque
— Ok dk
cos(fy) = ———
1wl [ d]
alors la relation (5.19) devient
(93 dr,)? (93 dx)®
cos®(0x) llgell” = 3 lonll® = =55
gl 11 | | x|
et la condition de Zoutendijk devient la suivante
o0 T 1,2
3 (9 ’“2 <0 (5.20)
=0 Il

Ceci étant on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 5.3 Soit f: R" — R™ et (P) le probléme de minimisation
sans contraintes swivant :

min{f(z) : x € R"} (P).
Soit {Tp} ey de la forme suivante :
Tpo1 =T +apdy - k=0,1,2, ...

ot x) est le point obtenu a ['itération k, d; est une direction de descente

suffisante obtenue avec B, = B et oy > 0 est obtenu par une recherche

linéaire exacte. On suppose que f vérifie les hupothéses1. Alors on a

T N e 0% ”
Jim llgrll =0 ou Z? < 00 (5.21)
o il

Preuve du théoréme 5.3
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On démontre le théoreme3 par 'absurde. En effet, supposons le contraire.
Alors

de >0 telle que ||gi| > c. (5.22)
Rappelons 'expression de dj,
dy — { — gk §i k=0
=gkt Bydi—1 sik>1

donc
di1 + Grr1 = Br1di (5.23)
(5.23) implique
kil = (Birn)® dill® = 2981 disr = llgrsa |l (5.24)

Soit en divisant les deux membres de (5.24) par (gg+1dk+1)2, on obtient

2 2
i1l =gkl — 2951 dkir + B [l 51
(gk+1dk+1) (gk+1dk+1)
2 2
Biﬂ [ d|l 1 lgr+al 1
T W) \oenll " ofden) T lgenl?
(9k+1dk+1) Grk+1 Ik+1%+1 x|
B lldill” 1
2 2
(gg+1dk+1) [l greral
Or d’aprés le lemmel et la relation (5.17), on a
gkl
0< gt < s
[ d |
Donc (5.25) implique
2 2\2
ldial®  _lell” (lgenal) 1 (5.2)
7 = 2 2 2 ‘
(97+1dk+1) (gF1disr)” (Idell®)” Ngrrall
2\ 2
_ (Ilgrsll%) 1
- T 2 2 2
(gF 1dies1)” (1dell”)  llgrall
2
(grsa1?) 1

lgsal® o l® del® Nl gasall®

1 lgraall ) 1
- 2 + 2
lldil|* \ il [
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Notons que

11
ldoll* ~ lgolI*
On obtient donc en tenant compte de (5.26)
I ” 1 1
-+ (5.27)
(9rde)* Nl [lge]l?
Par conséquent
|dk||
< (5.3)
(g di)? ; ||ng
Si (5.22) est vraie, alors on a
1 1
5 < =5, i=0,1,.k (5.29)
lgall™ — ¢

(5.29) implique

k
1 k
Y — < (5.30)

(5.28) et (5.30) donnent

(5.31)

Puisque la série Y -, % est divergente, la relation (5.31) implique que la

-~ Tdy,)? . .
série Y o (i’;k ﬁg est aussi divergente. Par conséquent

i (93 dr)? —
I

k=0

Ceci est en contradiction avec le théoréme de Zoutendijk( théoréme2 et re-
marque2). Par conséquent

lim gl =0.

Théoréme 5.4 ([22]) Soit f:R™ — R" et (P) le probléme de minimi-
sation sans contraintes suivant :

min{ f(z) : x € R"} (P).
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Soit {Tp} ey de la forme suivante :
Tho1 =T +apdy - k=0,1,2, ...

ou xp est le point obtenu a ['itération k, di est une direction de descente
suffisante ou xy est le point obtenu a l'itération k, dy est une direction de
descente suffisante obtenue avec 3, = B* et ap > 0 est obtenu par une
recherche linéaire exacte. On suppose que f vérifie les hupothéses1. Alors on

a
o T 7. )4
lim ||gx]| =0 ou Z(gk k; < 00 (5.32)
k=00 k—0 Hdk”

Théoréme 5.5 ([22 ]) Soit f: R" — R" et (P) le probléme de minimi-
sation sans contraintes suivant :

min{ f(z) : x € R"} (P).
Soit {Tp} ey, de la forme suivante :
Tyl = T + Oékdk k= 0, 1, 2,

ol xy est le point obtenu a l'itération k, dy est une direction de descente
suffisante ou xjy est le point obtenu a litération k, dy est une direction de
descente suffisante obtenue avec 3, = B* et ap > 0 est obtenu par une
recherche linéaire exacte. On suppose que f vérifie les hupothésesl. Notons
par 0y 'angle que fait la direction dj. et la direction de la méthode du gradient,

i.e. —gr = =V f(xy). Alors il existe § > 0 pour tout k € N on a

cos(fy) > ¢ (5.33)
et
Jim [l =0 (534

Preuve
La preuve de cos(fy) > § se trouve dans | |. Pour démntrer que klim llgrll =

0, on utilise le théoréeme de Zoutendijk. En effet, les hypothéses d théorémes

impliquent que

> " cos?(0k) llgil* - (5.35)

k=0
La relation (5.33) implique que

lim g =0.
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5.4 Reésultats numériques

Pour étudier numériquement ’efficacité de la nouvelle méthode du gra-
dient conjugué avec les coéfficients S, Pauteur [22] utilise les fonctions
tests de N. Andrei qu’on trouve dans [ 22.2012]. On compare la nouvelle mé-
thode avec les autres méthodes classiques du gradient conjugué : FR, PR,
HS, LS, DY et CD.

On prend ¢ = 1076 (critére d’arrét) pour la valeur du gradient conjugué
(gull < 107 ).

Les résultats obtenus montrent que la nouvelle méthode du gradient
conjugué est plus performante numériquement que les autres méthodes clas-
siques du gradient conjugué, en 'occurence : FR, PR, HS, LS, DY et CD.

5.5 Conclusion et perspectives

5.5.1 Conclusions

Lors de notre étude de cette nouvelle méthode du gradient conjugué :
la méthode CG version RMIL nous avons remarqué dans l'article (Mohd
Rivaie, MUSTAFA Mamat, Lelong Wah June, Ismail MOHD, A new class
of nonlinear conjugate gradient coefficients with global convergence proper-
ties, Applied Mathematics and Computation, 218(2012), pp.11323-11332),
les faits suivants :

1) La nouvelle méthode est performante numériquement

2) Nous avons remarqué beaucoup de lacunes et un manque flagrant de
précision dans 1’élaboration des théorémes et les démonstrations (théoréme2,
preuve du théoréme2, théoréme3, preuve du théoreme3,...)

3) L’auteur a étudié la convergence globale dans le cas de la recherche
linéaire exacte.

5.5.2 Perspectives et problémes ouverts

1) On pourra étudier le méme probléme en considérant des recherches
linéaires inexactes de Wolfe ou Armijo ou Goldstein au lieu de la recherche
linéaire exacte.
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