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<<Etude des Comportements Complexes de Systémes Modélisés
par des Endomorphismes Bidimensionnels>>

Résumé: Dans cette thése, on se propose d’étudier des systémes dynamiques
chaotiques modélisés par des endomorphismes bidimensionnels. Dans ce cas,
la notion de lignes critiques est un outil mathématique, qui intervient souvent
dans I'étude des propriétés et bifurcations de basins d’attraction d’ensembles
attractants et d’attracteurs. Ces bifurcations seront étudiées, pour le cas d’un
endomorphisme de type Zy — Zs et d’'un autre de type Z; — Z35 — Z;. Ce sont
des cas basiques pour d’autres types d’endomorphismes plus compliqués.

On s’intéressera aussi, aux bifurcations de contact entre la frontiére d’un
attracteur et la frontiére de son bassin d’attraction. On montrera qu’il existe
généralement un lien, entre cette bifurcation de contact et la bifurcation homo-
cline d’un point col (ou d’un cycle col) se trouvant sur la frontiére du bassin
d’attraction.

Le dernier chapitre sera consacré a 1’étude des systémes dynamiques définis
par des applications avec dénominateur, et & la notion de points focaux et de
courbes préfocales associés a ce type d’applications. On prouvera qu’il existe
un lien, entre bifurcation de bassin d’attraction “connexe <+ non connexe” d’un
attracteur d’une application T et position du point focal de T~! par rapport au

bassin.

««Study of Complex Behaviors of Two-Dimensional
Endomorphisms>>

Abstract: In this thesis, we study chaotic dynamical systems represented by
two-dimensional endomorphisms. In this case, the concept of critical lines is a
mathematical tool, that often intervenes in the study of properties and bifurca-
tions of attraction basins of attracting sets and attractors. These bifurcations
will be studied, for the case of an endomorphism of type Zy — Zs and another
of type Zy — Z3 — Z;. They are basic cases for other types of endomorphisms
more complicated.

We also consider the contact bifurcations between the boundary of an attrac-
tor and the boundary of its basin of attraction. We show that it generally exists
a link, between this contact bifurcation and homoclinic bifurcation of a saddle
(or of a cycle of saddles) belonging to the boundary of the basin of attraction.

The last chapter will be consecrated at the study of dynamical systems
defined by maps with denominator, and at the concept of focal points and
préfocal curves associated with this type of maps. We prove that it exists a
link, between bifurcation of a “connected «» nonconnected” attraction basins of
an attractor for a map T and the position of the focal point of T—! according
to the basin.
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Introduction

Pour comprendre le comportement des systémes dynamiques chaotiques, il
faut d’abord étudier les systémes mathématiques qui les modélisent. Contraire-
ment & ce qu'on pensait pendant longtemps, ces modéles peuvent étre trés sim-
ples. Par exemple, il existe des systémes dynamiques, modélisés par des itéra-
tions (ou transformations ponctuelles) unidimensionnelles, qui sont chaotiques.
Autrement dit, les trajectoires de ces systémes ne convergent ni vers un point
fixe ni vers un cycle, mais convergent par exemple vers un ensemble de Cantor.
Dans ce cas, deux trajectoires issues de points de départ dont la différence est
trop petite pour étre observable, se séparent aprés un certain temps. Leur dis-
tance croit de facon exponentielle, jusqu’a ce que toute mémoire sur le point de
départ soit perdue. On appelle ce phénoméne sensibilité aux conditions initiales,
et il caractérise le chaos.

A partir des années quatre vingt dix, les systémes dynamiques modélisés
par des transformations ponctuelles non inversibles, ou endomorphismes, sont
devenus un sujet de recherche important pour leurs propriétés spécifiques, par
rapport aux transformations inversibles. En effet, les transformations non in-
versibles interviennent, en tant que modéles de systémes dynamiques, dans
plusieurs domaines d’applications, comme 1’économie, la biologie, les systémes
non linéaires en électronique, la théorie du signal, ....

Les transformations non inversibles se différencient des transformations in-
versibles, dans le cas bidimensionnel, par le fait qu’il existe des régions notées
Z; dans le plan de phase pour lesquelles, un point peut posséder zéro un ou
plusieurs antécédents de premier rang. Ce nombre d’antécédents est constant
pour une région déterminée et égal a i. Ces différentes régions sont séparées
par des singularités appelées Lignes critigues LC. Cette notion centrale, dans
I’étude des endomorphismes définissant des systémes dynamiques, a été intro-
duite pour la premiere fois par Mira [Mirl]. C’est une généralisation de la
notion de points critiques (extremums locaux) dans le cas unidimensionnel.
L’équivalent des lignes critiques en dimension supérieure & deux, sont les sur-
faces ou hypersurfaces critiques.

On peut considérer le plan de phase, comme étant feuilleté, ou chaque feuillet
est associé & une détermination inverse de la transformation non inversible. Les
lignes critiques constituent le lieu des points ou les différents feuillets se joignent.

Parmi les bifurcations ou les lignes critiques interviennent, on citera les
travaux de Mira, Roubellat et Gumowski [MRo], [GM] pour les bifurcations du
type “bassin simplement connexe « bassin non connexe”; Barugola, Cathala
et Mira [BCM], [Cat] pour les bifurcations du type “bassin simplement connexe
< bassin multiplement connexe”; ainsi que les travaux de Mira et Fournier-
Prunaret [MFP] pour I’étude de la fractalisation des bassins d’attraction. Dans
le cas unidimensionnel, on citera les travaux de Fournier-Prunaret [Fou] pour le
role des points critiques dans les bifurcations du type boites emboites et boites en



files. On citera les travaux Frouzakis, Gardini, Kevrekidis, Millerioux et Mira
[FGKMM], pour le role des lignes critiques dans les bifurcations d’ensembles
invariants, tels les courbes fermées invariantes, les variétés stables et instables.

Cette theése sera divisée en quatre chapitres:

Dans le premier chapitre, on rappellera les principales définitions et propriétés
générales spécifiques aux systémes dynamiques continus et discrets. On rap-
pellera aussi les résultats de Friedland et Milnor [FM], sur les difféomorphismes
polynémiaux du plan avec Jacobien constant, ceci comme applications mod-
élisant des systémes dynamiques. En effet, ils ont montré que ces applications
étaient conjuguées a des compositions d’applications de Hénon généralisées. Une
application de Hénon généralisée est définie sur plan par:

h’(x’ y) = (y + p(I), —bl‘)

ot p(x) est un polynome et b # 0.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudiera les propriétés liées aux bifurcations
de bassins d’attraction pour des endomorphismes bidimensionnels. On rap-
pellera les deux propositions fondamentales sur les bifurcations de bassins de
types “bassin simplement connexe « bassin non connexe” et “bassin simple-
ment connexe « bassin multiplement connexe”, ainsi que les mécanismes qui
transforment une frontiére réguliére de bassin en une frontiére fractale; c’est le
“phénomene de fractalisation”. Ces bifurcations seront étudiées pour le cas d'un
endomorphisme de type (Zy — Z2), qui est un cas basique pour d’autres types
d’endomorphismes plus compliqués.

Dans le troisiéme chapitre, on montrera qu’il existe un lien entre les bifurcations
de contact d’une aire (ou d'un attracteur) chaotique et les bifurcations homo-
clines d’un point col (ou d'un cycle col) se trouvant sur la frontiére du bassin
d’attraction de l’aire chaotique. L’étude sera faite, pour un endomorphisme
bidimensionnel de type Z; — Z3 — Z;. On montrera que les points de contact
entre la frontiere de attracteur et celle de son bassin d’attraction (bifurcation
de contact), a la valeur de bifurcation, convergent vers le point col ou le cycle
col. Ces points de contact sont aussi des points d’intersections entre les en-
sembles stable et instable du point col; autrement dit, des points homoclines
(bifurcation homocline).

Le quatriéme chapitre, sera consacré a I’étude des systémes dynamiques définis
par des applications avec dénominateur. On rappellera les notions de points fo-
cauz et de courbes préfocales définies pour ce type d’applications. L’originalité
dans cette thése se trouvera principalement dans ce chapitre. En effet, on
démontrera deux propositions. La premiére proposition permet de localiser
géométriquement le point focal dans le plan de phase. La seconde proposition
fait le lien, entre bifurcation de bassin “connexe «<» non connexe” d’un attracteur
d’une application T et point focal de T~ se situant & “I’intérieur«<1’extérieur”
de ce bassin. On terminera ce chapitre en faisant 1’étude de l'application de
Bogdanov, comme application ayant un inverse fractionnel rationnel.



Chapitre 1

Notions Générales sur les Systémes Dynamiques



Ce chapitre est un rappel des principales définitions et propriétés générales
spécifiques aux systémes dynamiques, et de certaines notions particuliéres que
I’on utilisera dans les chapitres suivants.

1.1 Définitions de Base

Définition1.1.1: On appelle systéme dynamique, un triplet (X, T, f) ou X est
une variété topologique, T est I’ensemble R, Z ou N, et f est une application
continue de T x X dans X, vérifiant:

f0,2) =2 et f(ta, f(t1,2)) = f(t1 +t2,2).

X, T et f sont appelés respectivement espace des phases (ou espace d’état),
espace temps et flot.

Dans toute la suite on supposera que X est un sous ensemble compact de R™,
ou R” lui méme.

Définitionl1.1.2: On appelle trajectoire ou orbite d’un point z de ’espace des
phases X, 'ensemble des points {f(t,z) \ t € T}. Si T = R la trajectoire cor-
respond & un systéme dynamique dit continu; si T = Z ou N la trajectoire
correspond a un systéme dynamique dit discret.

Définitionl1.1.3: 1- On appelle ensemble limite positif d’un point x de ’espace
des phases X, I’ensemble

we)={yeX \ Ve>0,Vtg e RT, Tt >to:d(y, f(t,x)) <e}

ol d est une distance sur X.

2- On appelle x point récurrent, si € w(x). Un point transitoire est un point
qui n’est pas récurrent.

3- On appelle bassin d’attraction d’'un ensemble A C X, I’ensemble

B(A)={ze X :w(z)C A}

Définitionl.1.4: Deux applications f, g : X — X de classe C" sont dites
C*k-conjuguées (k <), s'il existe un C*-diffeomorphisme h : X — X, tel que

hof=goh.

f et g sont dites topologiquement conjuguées, si elles sont C°-conjuguées.
Des applications topologiquement conjuguées sont complétement équivalentes
par rapport a leurs dynamiques.



1.2 Attracteurs et Attracteurs Chaotiques

Attracteur

Dans un systéme dynamique, il peut exister des singularités (états station-
naires) plus générales que les points fixes et les cycles limites; ce sont les at-
tracteurs. Plusieurs définitions ont été proposées pour ce type de singularités
[Wil] [Rue] [GH]. Dans ce mémoire, on se suffira de la définition donnée par
Milnor [Mil] et celle donnée dans la référence [MGBC].

Définition1.2.1: Soit (X, T, f) un systéme dynamique et soit p la mesure de
Lebesgue dans X. Un sous ensemble fermé A de X est dit attracteur au sens
de Milnor, si

(i) u(B(A) >0
ot B(A) est le bassin d’attraction de A.

(ii) Pour tout sous ensemble fermé A’ strictement inclus dans A, on a:
p(B(A) \ B(A)) > 0.

Remarque: Lorsque le sous ensemble fermé A vérifie uniquement la condition
(i), A est appelé attracteur faible.

De la définition précédente, il résulte que 'union finie d’attracteurs est en-
core un attracteur, et que la fermeture d’une union infinie d’attracteurs est un
attracteur. Pour rapprocher la définition de I'idée intuitive de minimalité d’un
attracteur, Milnor utilise la notion suivante:

Définition1.2.2: A est un attracteur minimal au sens de Milnor, si A est un
attracteur au sens de Milnor et s’il ne contient aucun sous-ensemble strict fermé
A’ tel que u(B(A”)) soit strictement positive.

Définition1.2.3: Soit (X, N, f) un systéme dynamique discret. Un sous ensem-
ble fermé invariant A de X est dit attracteur, si

(i) il existe un voisinage U de A, tel que f,x(U) C U

(ii) VxeU, f(n,z) - A quand n — 400

(iii) Pour deux sous-ensembles non vides quelconques V et W de A, il existe
un entier k strictement positif tel que f(k, V)NW # @ (transitivité topologique
de A).

L’hypothese (iii) est équivalente a la suivante:

(iv) Il existe un point = appartenant a A, tel que son orbite est dense dans

A.

Attracteur chaotique

Il existe des systémes dynamiques déterministes trés simples, pour lesquels
deux trajectoires issues de points de départ dont la différence est trop petite
pour é&tre observable, se séparent aprés un certain temps. Leur distance croit
de fagon exponentielle, jusqu’a ce que toute mémoire sur le point de départ soit
perdue. On appelle ce phénomeéne sensibilité auzx conditions initiales. Cette
propriété du systéme est caractérisée par des coeflicients, appelés exposants de



Lyapounov, dont on rappellera la définition dans le cas d’un systéme dynamique
discret et ceci pour faciler la compréhension de ces exposants.

Définition1.2.4: Soit (R™, N, f) un systéme dynamique discret et F 'itération
dans R™ générée par le flot f, (F(z) = f(1,z)), que nous supposerons différen-
tiable. Soit JF(x) la matrice jacobienne de F au point x. Soit JF™(xzg) la
matrice jacobienne de la composée m fois de I’ au point xg

JFm(JIo) = JF(xm_l)JF(xm_g) ....... JF(J}I)JF(.I())

ol z; = F(xg). Notons les valeurs absolues des valeurs propres de JF™(xg) en
ordre décroissant par

Les exposants de Lyapounov de la trajectoire issue du point xg sont définis par:

Ai(zo) = ln( lim (J;(m, xo))l/m) , 1=1,2,.....,n.

m—0o0

et ona A (zg) > Aa(zg) > ... > A (o).

On dit que l'on a la propriété de sensibilité aux conditions initiales, si au
moins un des exposants de Lyapounov est strictement positif.

Définition1.2.5: Un attacteur est dit chaotique, s’il a la propriété de sensibilité
aux conditions initiales pour presque tout point le constituant (c’est-a-dire sauf
pour un ensemble de points de mesure de Lesbesgue nulle).

Généralement un attracteur chaotique est un fractal. Ceci résulte du carac-
tére borné de attracteur, des phénomeénes de contractions (exposants de Lya-
pounov négatifs) et d’étirements (exposants de Lyapounov positifs), qui con-
duisent & un pliage complexe et un feuilletage générant une structure fractale
de lattracteur chaotique. Sa dimension de Lyapounov [Far], qui est une dimen-
sion fractale, est alors non entiére.

1.3 Difféomorphismes et Applications de Hénon
Généralisées

Toute application inversible unidimensionnelle a une dynamique triviale; ceci
n’est pas vrai en dimension supérieure. L’application bidimensionnelle la plus
simple, dont la dynamique est non triviale, est Papplication de Hénon [Hén]

(2',y) = (y+2° + a, —bz).

Cette application, dont le Jacobien est constant égale a b, est un difféeomorphisme
quand b # 0.
Les applications du plan (bidimensionnelles)

h(z,y) = (y + p(x), —bx)



ol p(z) est un polynome et b # 0, s’appellent applications de Hénon général-
isées. Ces applications ont été étudiées en détail par Friedland et Milnor [FM]
pour leurs propriétés génériques. En effet, ils ont montré qu’en général les dif-
féomorphismes polynomiaux du plan avec Jacobien constant, sont conjugués
a des compositions d’applications de Hénon généralisées. Ce résultat est une
déduction du théoréme de Jung [Jun], que l'on rappellera dans la suite. Les
hypotheéses de ce théoréme, nécessitent que I'on rappelle d’abord les définitions
des ensembles suivants:

On appelle ensemble de Keller, noté K, ’'ensemble des applications polynomi-
ales du plan dont le Jacobien est non nul et constant. Ces applications s’appellent
applications de Keller. L’ensemble de Keller contient deux sous ensembles par-
ticuliers. Le premier sous ensemble, noté A, est celui des applications affines

A={ac K:a(x,y)=(§n) + L(z,y)}

ou L est une application linéaire non singuliére. A est un groupe pour la com-
position d’applications. Le deuxiéme sous ensemble, noté F, est celui des appli-
cations dites élémentaires

E={ee K :e(x,y) = (ax+& Py +px))}

ou p(z) est un polynome en z de degré quelconque, et a.3 # 0. E est aussi un
groupe pour la composition d’applications.

Comme systémes dynamiques, les applications affines et élémentaires sont triv-
iales; mais il existe des applications dans K intéressantes dynamiquement,
comme par exemple les applications de Hénon généralisées.

Une application de Keller est un difféomorphisme, puisque son Jacobien ne
s’annule pas. Si 'inverse d’une application de Keller est polynomiale, celle ci
est appelée application Cremona. L’ensembles de ces applications est un groupe,
le groupe Cremona affine, noté C.

Notons que toute application de Hénon généralisée a un inverse polynoémiale

h (e y) = (5.0 = p(=3)).

c’est-a-dire appartenant a C, il s’ensuit que toute composition d’applications de
Hénon généralisées est une application Cremona.

Théorémel.3.1 (Jung): Le groupe Cremona affine est généré par les sous
groupes, affine A, et élémentaire F.

Ce théoreme a été utilisé par Friedland et Milnor [FM], pour montrer que
toute application Cremona f peut étre écrite comme une “application réduite”
sous la forme

f=9gnogn-10....001

tel que chaque g; appartient & E ou A, mais pas & S = F N A, et deux facteurs
consécutifs n’appartiennent pas au méme sous groupe.

Si la longueur n de P'application réduite de f est un, alors elle est soit affine soit
élémentaire, et sa dynamique est triviale. Quand n > 1, les facteurs peuvent
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toujours permuter cycliquement par conjugaison, i.e., f = g; o f o gfl =g 0
Jn © .... 0 go. Si n est impaire, 'application réduite commence et finit avec des
éléments du méme sous groupe. Dans ce cas, nous pouvons permuter le premier
élément a la fin et combiner ces deux facteurs tel que application réduite ait
une longueur paire. Finalement, nous pouvons permuter cycliquement tel que
f soit conjuguée & une application qui commence par une application affine:

fZagoexoar_10....0€1

ou la longueur est 2k, et chaque facteur n’appartient pas au sous groupe S.
L’application f est alors dite cycliquement réduite.

Théorémel.3.2 (Friedland et Milnor): Toute application réduite cyclique-
ment f € C' de longueur 2k, est conjuguée a une composition de k applications
de Hénon généralisées, hi(z,y) = (y + pi(z), —b;x), ott p;(x) a un degré d; et

pi(r) = £2% 4 O(z%72).

Ce théoréme reste en général vrai, pour tout difféeomorphisme polynomial
non trivial du plan avec Jacobien constant, c’est-a-dire appartenant a K, si l'on
tient compte de la conjecture de Keller suivante:

Conjecture Jacobienne de Keller: Toute application de Keller, a un inverse
polynomial.

1.4 Systemes Dynamiques Discrets, Singularités
et Bifurcations

Un systéme dynamique discret (X,N, f) est complétement déterminé par
I’application F' de X dans X:

Tpi1 = F(x,)

ou
F'(z)=FoFo..oF(z)= f(n,x), Vn €N et F’=id.
———

n fois

L’application F' est appelée récurrence, itération ou transformation ponctuelle.
Si le systéme dynamique discret est inversible, I’égalité précédente reste vraie
pour n € Z.

Lorsque application F est au moins de classe C' sur X et a une seule
détermination inverse F~! (c’est-a-dire inversible), c’est un difféomorphisme.
Lorsque I'application F' n’a pas ou a plusieurs déterminations inverses (c’est-a-
dire non inversible), c’est un endomorphisme. Dans ce cas, chaque point ;11
peut avoir zéro, un ou plusieurs antécédents de rang un.
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1.4.1 Singularités

Soit F' une transformation ponctuelle dans X C R”, définissant un systéme
dynamique discret (X, N, f). On distingue deux types de singularités de dimen-
sion zéro, sur 'espace des phases X.

Point fixe
Un point fixe x* est un point de 'espace des phases X vérifiant:

Cycle d’ordre k
Un cycle d’ordre k (ou k-cycle) est un ensemble de k points (z7,...,x}) de
I’espace des phases X, qui vérifie:

i =Fxy),i=1,. k-1

2} = F(a})

xf=Fkar), i=1,...k
i #EF (), i=1,...,ket 1<I<k
Chaque point x¥ d'un cycle d’ordre k est un point fixe de F*. Un cycle d’ordre
k est aussi caractérisé par 'ordre d’échange de ses k points 2 par applications
successives de F. Il peut étre désigné par le formalisme (k, j), ou k représente
Pordre du cycle et j caractérise 'ordre d’échange des points du cycle [MGBC].
Un cycle d’ordre k = 1 est évidemment un point fixe de F.

Lorsque la dimension de ’espace des phases X est supérieure & un, il existe
des singularités de dimension un, qui sont les courbes invariantes par la trans-
formation F' ou F*. Dans le plan de phases (X = R2), une courbe définie par
léquation G(z,y) = C, C une constante, est invariante par la transformation
F ou F*, si elle satisfait 1’équation fonctionnelle suivante:

G(F(z,y)) = G(z,y) ou G(F*(x,y)) = G(z,y)

D’autres singularités plus générales, telles que les attracteurs et attracteurs
chaotiques, seront traitées par la suite.

1.4.2 Stabilité des singularités de dimension 0

La nature stable ou instable d’un cycle d’ordre k, pour le cas d’une trans-
formation F' différentiable, est caractérisée par les valeurs propres de la matrice
Jacobienne de F* prise en un point quelconque de ce cycle. On appelle ces
valeurs propres les multiplicateurs du cycle.

Lorsque la transformation ponctuelle F' est n-dimensionnelle (dim X = n),
un cycle d’ordre k a évidemment n multiplicateurs S; , i = 1,...,n. Le cycle est
dit asymptotiquement stable ou attractif, si |S;| < 1, Vi = 1,...,n. Il est dit
instable ou répulsif, si au moins un de ses multiplicateurs S; est tel que |S;| > 1.
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Lorsque la transformation ponctuelle F' est unidimensionnelle, le multiplica-
teur d’un point fixe ou d’'un k-cycle est égale a:

dF

S = %(x*) pour x* un point fixe de F
AR
et S = E(axf) pour (z7,...,x}) un cycle d’ordre k de F
i=1

Lorsque la transformation ponctuelle F' est bidimensionnelle, on classifie les
points fixes et les cycles, selon les valeurs de leurs multiplicateurs S et Ss.

- Un point fixe ou un cycle est dit col, si 51 € R, S5 € R et
|Sl| <l< |SQ‘

un col est toujours répulsif.

- Un point fixe ou un cycle est dit noeud attractif (resp. répulsif), si 57 € R,
So € R et
[Si] <1,i=1,2 (resp. |S;|>1,i=1,2)

__ - Un point fixe ou un cycle est dit foyer attractif (resp. répulsif), si 51 =
Sy € C et
‘Sl| = |SQ‘ <1 (resp. |S1| = ‘SQ| > 1)

1.4.3 Ensembles stable et instable

Considérons une transformation ponctuelle F' dans R? définissant un systéme

dynamique discret (RP,N, f), et soit * un point fixe répulsif de F et U un
voisinage de x*.
Définition1.4.1: On appelle W}, (z*) ensemble instable local ou variété instable
locale (c’est-a-dire dans U) de z*, ensemble des points de U ayant une séquence
d’antécédents successifs dans U, qui converge vers z*. On appelle W(z*) en-
semble instable global de x*, I’ensemble des points de R? ayant une séquence
d’antécédents successifs, qui converge vers z*. Ces ensembles s’écrivent:

Wi (z*) = {reU:a_, e F " (z) —a* et VneN z_, €U}

Wia) ={zeR :zp € F"(2) — "} =] _ F"(Wioe(a"):

Les propriétés qui suivent, découlent de la définition de I’ensemble instable
global:

1 - Wi(z*) est invariant par rapport a F:  F [Wi(x*)] = Wi(z*).
2 - Si F est un endomorphisme, en général W'(z*) n’est pas invariant par
rapport & F~! et on a:

FL[Wia*)] 2 Wia"),
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L’invariance de W(z*) par rapport & F~! a lieu, lorsque F' est inversible.

Définition1.4.2: Soit * un point fixe de F', attractif ou répulsif. On appelle
Wi (%) ensemble stable local ou variété stable locale (c’est-a-dire dans U) de
z*, I’ensemble des points de U dont la séquence d’images successives appartient
a U et converge vers xz*. On appelle W*(x*) ensemble stable global de z*,
I’ensemble des points de RP dont la séquence d’images successives converge vers
z*. Ces ensembles s’écrivent:

Wige(z*) ={zx €U 2z, = F"(z) — 2" et Vn € N, z,, € U}

Woa") = {z €RY 2y = F"(a) — 2"} = _ F"(Wj(a")).

Remarquel: Si z* est un point fixe attractif, ’ensemble stable global est son
bassin d’attraction.

Remarque2: Si F' est un difféomorphisme, les ensembles stable et instable
global sont des variétés.

Les propriétés qui suivent, découlent de la définition de I’ensemble stable
global:

1 - W*(2*) est invariant par rapport & F~:  F~L[W?(z*)] = W*(a*).
2 - Si F est un endomorphisme, en général W*(z*) n’est pas invariant par

rapport & F' et on a:
F[W?(x*)] CW?(x").

L’invariance de W#(x*) par rapport a F' a lieu, lorsque F' est inversible.

3 - Dans le cas d’un point fixe * de type noeud instable ou foyer instable,
I’ensemble stable global de x*, lorsque F' est inversible, se réduit & * lui méme.
Lorsque F' est non inversible, I’ensemble stable local de x* se réduit a x* lui
méme, et ’ensemble stable global de x* est constitué de tous les antécédents de
tout rang de x*. Ceci s’écrit:

We(z*) = Un>0 F™™(z") et Ve e W*(z™),Im e N: F™(z) =z".

Remarque3: Les définitions des ensembles stable et instable d’un cycle d’ordre
k, se déduisent des définitions précédentes, en considérant les points du cycle
comme des points fixes de F*.

1.4.4 Bifurcations

Lorsque le systéme dynamique dépend contintiment d’un ou de plusieurs
paramétres, la variation de ces parameétres peut entrainer des changements qual-
itatifs dans I’espace des phases, tels que 'apparition ou la disparition de singu-
larités, le changement de stabilité d’une singularité, le changement de type de
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singularités, etc.... Ces changements qualitatifs s’appellent bifurcations. Dans ce
paragraphe on présentera les bifurcations fondamentales, dans le cas des trans-
formations unidimensionnelles et bidimensionnelles, que ’on rencontrera dans
les chapitres suivants.

Bifurcation fold ou pli

Elle correspond & l’apparition de deux cycles d’ordre k, de stabilités dif-
férentes. A la bifurcation, les deux cycles sont confondus et avec un multiplica-
teur S égal a 1. Cette bifurcation s’écrira:

- Pour dimX =1

g <> CyF+oyf
S=1
ot X désigne I'espace des phases, Cy* un cycle d’ordre k stable et Cy¥ un cycle
d’ordre k instable.
- Pour dim X =2

(%) <771> N§+Ck

ot N¥ désigne un cycle noeud d’ordre k stable et C* un cycle col d’ordre k.

Bifurcation flip ou doublement de période

Cette bifurcation a lieu, lorsqu’un cycle d’ordre k stable a un multiplica-

teur qui passe par la valeur S = —1. Ce cycle devient alors instable et donne
naissance a un cycle d’ordre 2k stable. On écrira:
- Pour dimX =1
Cyls <ol Cyf + Cy2*
- Pour dim X =2
NFE < NF + N2

Bifurcation de Neimark-Sacker

Cette bifurcation est définie pour dim X > 2 et a lieu lorsqu’un cycle d’ordre
k stable a deux multiplicateurs complexes S; = S = pe?, dont le module p
passe par la valeur 1. Pour dim X = 2 on a:

Ff <> FF4+CFIF

p=1

ou FF et FF désignent deux cycles foyers d’ordre k, le premier stable et le
second instable. C FI* désigne un cycle de k courbes fermées invariantes stables,
chacune d’elles entourant un foyer du cycle Ff
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Chapitre 2

Bifurcations de Bassins d’Attraction dans le Cas
des Endomorphismes Bidimensionnels
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La non inversibilité des applications définissant des systémes dynamiques,
est une propriété essentielle pour I'analyse des comportements compliqués ou
chaotiques de ces systémes. Dans ’espace des phases, cette propriété de non in-
versibilité des applications (endomorphismes) est caractérisée par la présence de
singularités appelées respectivement, lignes critiques (LC;) et surfaces ou hyper-
surfaces critiques, selon que 'application soit bidimensionnelle ou de dimension
supérieure a deux. Ce type de singularités, introduit pour la premiére fois par
Mira en 1964 [Mirl], est une généralisation de la notion de points critiques (ex-
trema locaux) dans le cas unidimensionnel. Les lignes critiques constituent un
outil fondamental dans la théorie des systémes dynamiques non linéaires. Elles
interviennent dans la détermination d’aires absorbantes et d’aires chaotiques,
dans la caractérisation des propriétés de ces aires et aussi pour expliquer des
bifurcations globales d’attracteurs et de leurs bassins d’attraction.

Dans ce chapitre on se propose d’étudier les propriétés liées aux bifurcations
de bassins d’attraction pour des applications bidimensionnelles non inversibles.
On expliquera les séquences de bifurcations, qui transforment une frontiére ré-
guliére de bassin en une frontiére fractale; c’est le “phénomeéne de fractalisa-
tion”. Ces bifurcations seront étudiées pour le cas d’un endomorphisme de type
(Zo — Z3), qui est un cas basique pour d’autres types d’endomorphismes plus
compliqués.

2.1 Définitions et Propriétés Générales

Définition 2.1 : Soit 7" une application non inversible de R? dans R?. On
appelle ligne critique de 'application T, le lieu géométrique LC des points de
R2, qui ont au moins deux antécédents de premier rang confondus.

Lorsque D'application T est différentiable, le lieu LC_; des antécédents de
premier rang confondus est I’ensemble des points de R? pour lesquels le Ja-
cobien de T est égale a zéro (det(DT(x,y)) = 0), moins les points d’inflexions
(c’est-a~dire les points qui annulent le Jacobien et pour lesquels T est localement
inversible). Le lieu LC_; est un sous ensemble de dimension un (une courbe)
de R?, avec par définition T(LC_;) = LC. La courbe LC_; est I'analogue bidi-
mensionnel de ’ensemble des points pour lesquels une application différentiable
unidimensionnel admet des extremums locaux. Dans le cas ou 'application T’
n’est pas différentiable, la courbe de non différentiabilité [GM1] joue générale-
ment le role de LC_;. L’'image de rang k de LC, LCy, = T*(LC), est appelée
ligne critique de rang k.

Il existe des situations particuliéres ou LC' se réduit & un seul point, ou bien
que le Jacobien de application T soit constant [Mir2].

Une ligne critique peut étre constituée d’une ou de plusieurs branches. Ces
branches séparent le plan en régions ouvertes, ot tous les points d’'une méme
région, ont le méme nombre d’antécédents de premier rang.

Gumowski et Mira [GM] ont développé le role des lignes critiques dans le cas
des bifurcations du type “bassin simplement connexe « bassin non connexe”.
Bernussou, Liu Hsu et Mira [BLM] ; Barugola, Cathala et Mira [BCM] et Cathala
[Cat] ont étudié le cas des bifurcations du type “bassin simplement connexe
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< bassin multiplement connexe”. Ces bifurcations de base résultent toujours
d’un contact entre un segment de ligne critique appartenant & la frontiére d’un
ensemble attractant et la frontiére de son bassin d’attraction.

Définition 2.2 : Un ensemble fermé et invariant A est appelé ensemble attrac-
tant, s’il existe un voisinage U de A, tel que T(U) C U et T™(z) — A quand
n — +oo Vo € U.

Un ensemble attractant A peut contenir un ou plusieurs attracteurs, coexis-
tant avec des ensembles de points répulsifs. Ces derniers sont soit des frontiéres
floues de bassins d’attraction d’attracteurs contenus dans A, soit des transitoires
chaotiques. L’ensemble D = U, >oT " (U) est le bassin d’attraction de A. Un
bassin d’attraction D peut étre connexe ou non connexe. S’il est non connexe,
il est alors constitué d’un bassin immédiat Dy, qui est la plus large composante
connexe de D contenant A, et des autres composantes connexes, en nombre fini
ou infini, antécédents de tout rang de Dy. Ces antécédents s’appellent ilots selon
la terminologie de Mira [MFP].

Si D est non connexe D = U,,>oT~"(Dy); si D est connexe D = D,.

Un bassin connexe peut étre simplement connexe ou multiplement connexe,
c’est-a-dire connexe avec des trous ou lacs selon la terminologie de Mira [MFP].
Dans ce dernier cas, on appelle frontiére externe de D, notée F., la frontiére
de I'ensemble simplement connexe, noté D*, obtenu en comblant les trous de
D (0D* = F.). On appelle frontiére interne de D, notée F;, la frontiere de
lensemble D*\D (c’est-a~dire I'union des frontiéres de tous les trous de D).
L’union F. U F; constitue la frontiere F de D.

Le bassin d’attraction D et sa frontiére F sont invariants par rapport a 'inverse
T~ de 'application T, mais pas nécessairement par rapport a T

T-'(D) = D, T(D)CD
T-YF) = F, T(F)CF.

L'é¢galite T—1(F) = F implique que les antécédents de tout rang d’un cycle
appartenant a F, appartiennent a cette derniére. Il en découle que la variété
stable W* de tout cycle appartenant a F, appartient a cette derniére. L’inclu-
sion T(F) C F implique que la demi trajectoire positive de tout point de F
appartient aussi a F.

Un point fixe P de type noeud répulsif appartenant a F., est dit point cusp, si
les valeurs propres Siet So de 'application T' au point fixe P satisfaisont :

51>1, Sy < —1 et |SQ|>Sl

L’aspect géométrique des variétés invariantes de P, justifie que 'on appelle ce
dernier point cusp. Dans un tel cas, les antécédents de tout rang du point cusp
P, sont aussi des points cusps de la frontiére externe F,.

La frontiére du bassin immédiat d’attraction Fy = Fo. U Fy; est appelée fron-
tiére faiblement fractale, si Fo. ne contient pas ou contient un nombre fini de
points cusps et Fy; est constituée d’arcs ayant une structure fractale, avec la
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possibilité pour Fy. d’étre fractale. Fy appelée frontiére fortement fractale, si
Foe est constituée d’arcs ayant une structure fractale, qui contiennent des sé-
quences arborescentes d’antécédents d’un point cusp ; donc un nombre infini de
points cusps appartiennent a Fq.

O

Figure 2.1

2.2 Endomorphismes de Type (Z, - Z,)

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux critéres de connexité de bassins d’at-

traction d’attracteurs, pour des endomorphismes bidimensionnelles de type (Zo—
Zs). Le plan de phases de ce type d’applications est divisé en deux régions
ouvertes Zy et Z,, séparées par une ligne critique LC constituée d’une seule
branche. Un point x appartenant & Z a deux antécédents de premier rang
distincts, et un point x appartenant & Zy n’a aucun antécédent.
Rappelons les deux propositions fondamentales établissant les conditions d’exis-
tence d’un bassin non connexe et d’un bassin multiplement connexe. Ces pro-
positions ont été démontrées par L. Gardini (pour la démonstration voir Mira
et al.[MFP]) et leur formalisme découle des résultats donnés dans Mira & Rou-
bellat [MRo].

Proposition 2.1 : Soit 7" un endomorphisme de type (Zy — Z3) et Dy le bassin
immédiat d’attraction d’un ensemble attractant A, tel que Do N LO_; # (.
Alors :

a) D est connexe < Dy N Zy est connexe < T(Dy N LC_1) = Dy N LC.

b) D est non connexe < DyN Z, est non connexe < T(DyNLC_1) C DyNLC.
Chaque composante connexe maximale unidimensionnelle de (Do N LC)\T(DpN
LC_,) appartient a la frontiére d’une composante connexe maximale bidimen-
sionnelle de Dy N Zy, un cap [MFP] noté Aj, i un entier fini ou infini, qui ne

contient pas A. Les caps Af) ne contiennent pas de points non errants apparte-
nant D. Les antécédents de premier rang des caps A}, DY) = T71(AY), sont

19



des composantes connexes disjointes (ilots) de D, tel que Dgi) NLC_; # 0. Le
bassin total D = Dy U; (UHZOT’"(DY))); ol UnZOT’"(Dy)) est une séquence
finie, infinie, ou arborescente d’antécédents de Dy.

La figure 2.1 illustre cette proposition dans le cas d’un seul cap Ag (i = 1), et
Dy C Zs.

LC,

LC c amb

e

Figure 2.2

Proposition 2.2 : Soit T un endomorphisme de type (Zy — Z2) et Dg le bassin
immédiat d’attraction d’un ensemble attractant A, tel que Do N LO_1 # B et
Dy N Zy est connexe. Alors :

a) T~YDg) = D§ & D = Dy est simplement connexe < T(D§ N LC_1) =
DN LC.

b) T-Y(D{) € Di < D = Dy est multiplement connexe < T(Dj N LC_1) D
DN LC.

Chaque composante connexe maximale unidimensionnelle de T'(DENLC_1)\(DgN

LC) appartient & la frontiére d’un ensemble fermé bidimensionnelle de C(D)NZs,

une baie [MFP] notée Héi), ¢ un entier fini ou infini. Hél) ne contient pas de

points non errants appartenant & D ou & [(D). Les antécédents de premier

rang des baies Héi) , Hl(i) = T’l(Héi)), sont des ensembles fermeés simple-
ments connexes disjoints, des lacs de D, tel que le) NLC_; # 0 et D=

DS\Ui(UnZOT—"(Hl(i))); ol UnZOT_"(Hfi)) est une séquence finie, infinie, ou

arborescente d’antécédents de H(gi).

La figure 2.2 illustre cette proposition dans le cas d’une seule baie Hy (i = 1),
et Hy C Zs.

Des situations combinées des propositions 2.1 et 2.2 peuvent conduire a
un bassin total D non connexe, avec chacune de ses composantes connexes
multiplement connexe, c’est-a-dire des lacs dans des ilots.
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Remarque 1 : Lorsqu’une infinité de cycles répulsifs existent comme ensemble
limite de séquences arborescentes d’ilots, ou de lacs, c’est-a-dire comme points
appartenant a la frontiére du bassin, ils constituent un répulseur étrange. Ces
cycles doivent étre distingués de l'infinité de cycles répulsifs donnant lieu a une
aire chaotique.
Remarque 2 : Les propositions 2.1 et 2.2 restent valables pour des endomor-
phismes d’un type différent de (Zp—Z3), a condition que ’on retrouve localement
la situation (Zg— Z3), autrement dit les aires (Ag, Hp) des figures 2.1 et 2.2 dont
les antécédents donnent un ilot ou un lac, doivent concerner deux feuilles de 7!
avec seulement un pli les joignant [MPF]. Par exemple, pour ’endomorphisme
de type (Z1 — Z5 — Z1) les propositions 2.1 et 2.2 sont valables localement, si
les aires (Ag,Hp) coupent une seule branche de LC parmi les deux branches qui
délimitent Z3, ce qui n’est pas le cas si (Ag,Hp) coupent les deux branches de
LC.

La proposition suivante est un rappel de certaines bifurcations de bassins
d’attraction, dans le cas des applications du type (Zp — Zs); c’est une consé-
quence des deux propositions précédentes.

LC,, LC,, LC,, LC., LC,,

ZZLC b qd c=a b//7dfe\ a

ASSARNS &QE% &

cp=a. an
A=A b A=A 2
(@ (b) © (d) (©
Figure 2.3

Proposition 2.3 : Soit 7' un endomorphisme de type (Zyp—Z3) dépendant d’un
parametre \. Si le nombre de composantes connexes de D N LC' change quand A
traverse une valeur de bifurcation Ay, alors le bassin d’attraction D peut subir
une bifurcation de bassins parmi les types de bifurcations suivantes :

a) bassin connexe < bassin non connexe (quand le nombre de composantes
connexes de Dy N LC' change)

b) bassin simplement connexe « bassin multiplement connexe (quand le nombre
de composantes connexes de Dy N LC change).

c¢) augmentation ou diminution du nombre d’ilots de D, ou nouvelle séquence
arborescente de telles composantes connexes.

d) augmentation ou diminution du nombre de lacs dans D, ou nouvelle séquence
arborescente de lacs.

e) transition lacs < baie

f) transition frontiére externe faiblement fractale < frontiére externe fortement
fractale.
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Chacune de ces bifurcations correspond & un contact entre deux ensembles sin-
guliers de nature différente, la frontiére du bassin d’attraction 0D et la ligne
critique LC.

La partie (a) de cette proposition est illustrée par la figure 2.3, sur laquelle
on voit deux bifurcations possibles. La premiére bifurcation A = Ay, correspond
a un contact entre 0Dy et LC au point a = c. {T7"(a)}, oy, st une séquence
arborescente de N points, qui sont les germes d’une séquence arborescente de
N ilots. Autrement dit, le bassin étant connexe pour A < Ajp, devient non
connexe pour A > \p. La seconde bifurcation A = Agp, correspond & un contact
tangentiel entre 0Dy et LC au point a = b, donnant lieu & un contact non
transverse, mais aussi non tangentiel entre 0Dy et la frontiére 9D, de l'ilot D;.
Aprés cette derniére bifurcation D redevient connexe.

Figure 2.4

La partie (b) de cette proposition, qui est une conséquence de la proposition
2.2, est illustrée par la figure 2.4, sur laquelle on voit une bifurcation qui trans-
forme un bassin simplement connexe en un bassin multiplement connexe. En
effet, a la valeur A = A3, a lieu un contact entre 0Dy et LC au point a = b. Les
antécédents de tout rang T~ (a) du point a, forment une séquence arborescente
de N points, qui sont les germes d’une séquence arborescente de N lacs.

La partie (c) est illustrée par la figure 2.5, sur laquelle on peut voir deux
bifurcations possibles, qui entrainent un changement du nombre d’ilots. La pre-
miére bifurcation a lieu a la valeur A = Ay, (fig 2.5a) et qui correspond a un
contact tangentiel entre LC et I'ilot D; au point o = D; N LC. Avant la bifur-
cation, A < Ay, l'ilot D; était a Iintérieur de la région Zy (D; N Zy = 0). A la
bifurcation, les antécédants de tout rang T-"(a) de o (T~ Y(a) = a_1 € LC_)
constituent une séquence arborescente de points, qui générent aprés la bifurca-
tion une séquence arborescente d'ilots Dy, D; 11 NLC_1 # (). En continuant a
faire varier le paramétre A de maniére continue, 1’ilot D; progresse dans la région
Zs (fig 2.5b). La seconde valeur de bifurcation A = A5, (fig 2.5¢), correspond
a un nouveau contact tangentiel entre LC et I'ilot D; au point § = D; N LC
(D; C Zy). Ceci implique que le point 3_; = T~Y(8) = D;y1 N LC_; est un
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point d’intersection limite entre LC_; et D; 1, avant que ce dernier se divise en
deux ilots D} 11 C Ry et D? 1 C Ry, lorsque la valeur de A dépasse la seconde
valeur de bifurcation (fig 2.5d).

Cq
A=Ngp
(@) (b)
B-1
v b,
D;
Dl
[s LC 2> LC
B Zy
C (o
)\ = )\Sb
(© (d)

Figure 2.5

La partie (d) est analogue a la partie (c), en substituant dans le raisonnement
de la partie (c) les ilots par des lacs d’un bassin multiplement connexe.

2.3 Exemple d'une Bifurcation de Bassin d’Attraction
avec Agrégation d’Ilots

Considérons 'application quadratique 1" définie par

{ 7 = (b _ a)l‘2 + by2 + (a — Zb)g:y + 0.5y — 0.5z (2 1)

y' = (b—a)x® + by* + (a — 2b)zy + 0.5y — 0.5z +z

ol a et b sont des parameétres réels. Cette application admet deux déterminations
inverses, qui sont les solutions par rapport a (z,y) du systéme

v=y —a (2.2)
by? + ((a — 2b)x +0.5)y + (b —a)z? — 0.5z — 2’ =0 ° '
dans le cas ou le discriminant

A=a*y — ) +aly — ')+ 4bx’ +0.25 (2.3)
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de la deuxiéme équation de (2.2) est strictement positif. Lorsque le discriminant
A est strictement négatif, application T n’a pas de détermination inverse. Par
conséquent, T est une application de type Zy — Z3, et la ligne critique LC
séparant les régions Z; et Z a pour équation A = 0. Ce qui équivaut a :

—14+/=16b
— 4z

LC =y =
2a

(2.4)
pour —16bx’ > 0.

Le lieu des antécédents de premier rang confondus LC_; (T(LC_1) = LC)
est déterminé par le Jacobien de l'application T égale a zéro. Ce qui équivaut
v (2b— a)z — 0.5

2b ’

Pour la valeur a = 0.09 et b variant dans le sens décroissant sur I'intervalle
[0.088,0.091], 'application T' a deux points fixes O(x =y = 0) et P(x = 0.5y =
0.5/(0.09 + b)). Le point fixe O est toujours un noeud étoilé stable, le point
fixe P est un noeud instable pour b > b = 0.09 et un col pour b < b = 0.09.
L’application T a aussi un cycle d’ordre deux (Q1, @2), qui est de type col pour
b>betde type noeud instable pour b < b.

Intéressons-nous aux changements dans la structure géométrique du bas-
sin d’attraction D du point fixe O, lorsque le paramétre b varie dans le sens
décroissant.

LC_ ) <= y= (2.5)

1 - Pour b = 0.0905 > b, le bassin D est simplement connexe (fig.2.6) et sa
frontiére est constituée par les variétés stables du cycle col (Q1, Q2).

2 - Pour b < b, le bassin D n’est plus connexe. b est une valeur de bifurcation du
type “bassin connexe <—> bassin non connexe” caractérisée par la proposition
2.1.

3 - Pour b = 0.0887 < g, le bassin D est constitué d’'un bassin immeédiat Dy
(fig.2.7), et d’une séquence arborescente d’ilots U;»1T % (Ag) (figs.2.8 et 2.9)
résultant d’une bifurcation du type schématisée par la figure 2.3(b), ou l'ilot
D1 =T71(Ap) se trouve dans la région Z,.

4 - Parmi les ilots de la séquence arborescente, il y en a qui coupent LC' et
donc générent d’autres séquences arborescentes d’ilots. Ce type de bifurcation
non classique “contact entre la frontiére du bassin d’attraction dD et la ligne
critique LC” entraine, lorsqu’on fait varier la paramétre b, une augmentation
discontinue de D (augmentation non connexe). Ces ilots subissent un phénoméne
d’agrégation ou de séparation correspondant & des bifurcations schématisées par
les figures 2.3(d) et 2.5(c). Le nombre de ces bifurcations augmente de plus
en plus, lorsque le parameétre b diminue, ce qui entraine une augmentation de
la taille des ilots et une tendance de ces derniers vers la frontiére du bassin
immédiat Dy. Une vue partielle du bassin total, représentant cette situation
pour la valeur b = 0.0884, est donnée par la figure 2.10. Pour b = 0.0883 les ilots
agrégent & Dy et donne une structure fractale a la frontiére du bassin (fig.2.11).
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Remarque : Pour la valeur b = 0.1, 'application T est conjuguée, par le difféo-
morphisme h(z,y) = (y,x+y), a application F(z,y) = (y,0.50+0.122 +a.z.y)
étudiée par Mira dans la référence [MR].

a= 09000 b= 09050

10.000

-23.000
-15.000 17.000

Figure 2.6
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== .09000 b= 02270

15.000

-30.000
-25.000 28.000
Figure 2.7
a= 00000 b= 02870
5.500
4.000

-20.500 -17.50C

Zoom de la région encadrée & gauche dans la fig.2.7
Figure 2.8



a= .09000 b= 02270

10.200

7.600
22.000 24.700

Zoom de la région encadrée a droite dans la fig.2.7
Figure 2.9

a= 09000 b= 02240
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Figure 2.10



== .09000 b= 02230
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Figure 2.11
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Chapitre 3

Bifurcations Homoclines
dans les Endomorphismes Bidimensionnels
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L’existence d’orbites homoclines d’un point fixe col est liée & la dynamique
complexe d’'un systéme. Ceci avait été déja relevé par Poincaré, et Birkhoff [Bir]
prouva les premiers résultats. Rappelons le résultat de Smale [Sm1,2], main-
tenant classique, dans le cas d’un difféomorphisme F'. Ce résultat énonce que
dans tout voisinage d’un point homocline transverse d’un point fixe col de F,
il existe un entier k tel que F* est invariant sur un ensemble . De plus la
restriction de F* a ¥ est topologiquement conjuguée a 'application déplace-
ment o sur I'ensemble 35 des séquences bi-infinies de deux symboles (3o =

{a = (ai)j:foo; a; =0 ou 1} et o(...a_1apay...) = (...apaas...)). L’existence

d’une infinité de points périodiques a été prouvée par Birkhoff [Bir] et Shilnikov
[Sh1]; dans [Sh2], [GS1,GS2], [Mos] des propriétés supplémentaires d’ensembles
invariants chaotiques, dii & ’existence de points homoclines d’un point fixe col,
sont prouvées.

Dans le cas des endomorphismes bidimensionnels, qui est I’'objet de ce chapitre,
I’existence d’orbites homoclines joue un role fondamental dans I’étude des dy-
namiques complexes. Marotto [Mar] et Gardini [Gad] ont montré que des dy-
namiques chaotiques, au sens de Li &Yorke [LY], ont lieu dans tout voisinage
d’un point fixe (ou cycle) répulsif de type noeud ou foyer ayant une orbite ho-
mocline. Pour le cas d’un point fixe col, Hall et Lin [HL] ont prouvé que le
résultat de Smale rappelé ci-dessus, est valable pour un endomorphisme défini
par des fonctions continiiment différentiables.

L’étude que ’on se propose de faire dans ce chapitre, consiste & montrer qu’il
existe un lien entre les bifurcations de contact d’une aire (ou d’un attracteur)
chaotique et les bifurcations homoclines d’un point col (ou d’un cycle col) se
trouvant sur la frontiére du bassin d’attraction de l’aire chaotique. L’étude
sera faite pour un endomorphisme bidimensionnel de type Z; — Z3 — Z;. On
montrera que les points de contact entre la frontiére de l'attracteur et celle
de son bassin d’attraction (bifurcation de contact), a la valeur de bifurcation,
convergent vers le point col ou le cycle col. Ces points de contact sont aussi
des points d’intersections entre les ensembles stable et instable du point col;
autrement dit des points homoclines (bifurcation homocline).

Dans tout le chapitre, on considérera un endomorphisme bidimensionnel T'
dans R2,

(xlv yl) = T)\(.’E,y) = (f)\(xuy)vgz\(x7y))
ou f(z,y) et g(x,y) sont des fonctions continues, contintiment différentiables
par morceaux, et A est un parameétre réel de T'.

3.1 Définitions et Propriétés Fondamentales

Dans ce paragraphe, on donnera les principales définitions et propriétés en
rapport avec les notions d’aires absorbantes, aires chaotiques, bifurcations de
contact et bifurcations homoclines.

Définition 3.1: On appelle aire absorbante E, un sous ensemble fermé borné
du plan tel que:
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i) T(E)CE

(ii) Sa frontiere OF est constituée d’un nombre fini ou infini de segments de
lignes critiques des LC, LCy, LCs,...., LCy, ot LC; = T(LC), i > 1 sont les
images de rang i de LC.

(i) 11 existe un voisinage U de E tel que T(U) C U, et tout point € U\ E
a une image de rang fini a l'intérieur de E.

Remarque 1: Une aire absorbante peut contenir un ou plusieurs attracteurs.
Une aire absorbante E est invariante, T(E) = E, ¢’il existe un entier m fini tel
que:

OE C Ui, T*()

ou OF est la frontiere de £ et v = ENLC_;. S'il n’existe pas d’entier m fini tel
que la frontiére OF soit incluse dans UZ;IT’“(V), I’aire absorbante E n’est pas
invariante. L’intersection N,~o7™(E) (n fini ou infini) est une aire absorbante
invariante.

Seules les aires absorbantes invariantes sont utiles, lorsqu’on considére des
contacts entre les frontiéres d’aires absorbantes et les frontiéres de leurs bassins
d’attraction. Les aires absorbantes non invariantes sont, dans cette situation,
généralement sans conséquence sur les ensembles invariants (exemple les at-
tracteurs) qu’elles contiennent strictement.

Définition 3.2: Une aire invariante A, est appelée aire chaotique, si elle est ab-
sorbante minimale d’une certaine aire absorbante E (c’est-a-dire A = Ng>oT"*(E))
et si une dynamique chaotique a lieu dans A tout entier.

Remarque 2: Dans la référence [MGBC] Mira & al. introduisent les notions
d’aires absorbantes mixtes et d’aires chaotiques mixtes. La différence entre ces
derniéres notions et les notions d’aires absorbantes et d’aires chaotiques, est
dans I’hypothese (ii) de la définition d’une aire absorbante, qui est remplacée
dans la définition d’une aire absorbante mixte, par I’hypothése que la frontiére
est constituée d’un nombre fini ou infini de segments de lignes critiques LC;,
i > 0 et de segments de variétés instables d’un cycle col ou d’un point col,
ou méme de segments de variétés instables de différents cycles cols. Cepen-
dant, les raisonnements dans ce chapitre restent généralement inchangés, si a
la place d’aires absorbantes standards (c’est-a-dire complétement bornées par
des segments de lignes critiques), on est en présence d’aires absorbantes de type
mixte.

Définition 3.3: On dit que A = \* est une valeur de bifurcation de contact
d’une aire absorbante E, si en A = \* un contact a lieu entre la frontiére de E
et la frontiére de son bassin d’attraction.

La proposition suivante est fondamentale pour les bifurcations de contact.

Proposition 3.1: Lorsqu’une bifurcation de contact d’une aire chaotique A a
lieu, pour une valeur du paramétre A = \*, la traversée de cette valeur conduit
soit & la destruction de A donnant lieu & un répulseur étrange, soit a une modi-
fication qualitative des propriétés de A (c’est-a-dire une soudaine et importante
modification de la taille de cette aire ou de son bassin d’attraction).
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La destruction de l’aire chaotique A, aprés la traversée d’une valeur de bifur-
cation de contact, a é¢té montrée par Gumowski et Mira [GM]. Il en résulte un
répulseur étrange constitué d’une infinité de cycles instables, de leurs points lim-
ites et des séquences arborescentes de leurs antécédents appartenant a A avant
la bifurcation. Un tel ensemble de points donne lieu & un transitoire chaotique
vers I'infini ou vers un autre attracteur a distance finie.

Le changement qualitatif des propriétés de l'aire chaotique A, aprés la traver-
sée d’une valeur de bifurcation de contact, a été montrée par Barugola & al.
[BCM]. Parmi ces changements on citera la transformation d’une aire chaotique
annulaire A (aire connexe avec un trou), soit en une aire simplement connexe
(la valeur A* correspond & un contact entre la frontiére de A et un foyer instable
isolé appartenant & la frontiere du bassin d’attraction de A), soit en une aire non
connexe cyclique de période k. Deux autres types de changements qualitatifs
des propriétés de A sont décrits par Mira et Narayaninsamy dans la référence
[MN].

3.2 Bifurcations Homoclines

Définition 3.4: Soit S un point fixe répulsif de T'; un point ¢ est appelé
homocline & S, si ¢ € W*(S) N W¥(S) et ¢ # S. On dit que g est un point
homocline transverse, si W*(S) et W¥(S) se coupent transversalement en g.

Définition 3.5: Soit ¢ un point homocline & un point fixe répulsif S de T,
et appartenant & un voisinage U(S) de S. On appelle orbite homocline O,(q)
associée a ¢, un ensemble constitué des itérés successifs de g, et d’une séquence

infinie d’antécédents successifs obtenus par la transformation locale inverse Tz_l
de T dans U(S):

Oo(‘]) = {trlin<q)7q7Tn<q)7n > 0} = {““7q7n7 5 4-2,49-1,49,91,92, -5 qn, }

ou gn = Tn(Q) - Sv et q—n = Tlin(Q) —S.
Remarque 3: Il y a une infinité d’orbites homoclines associées & un point

homocline. Celles-ci ont la méme demie trajectoire positive, mais différent par
leur demie trajectoire négative.

Définition 3.6: Soient S; et S5 deux points fixes répulsifs de T. On dit qu'un
point ¢, appartenant a un voisinage U (S7) de Sy, est hétérocline de Sy vers Sa, si
T"(q) — S quand n croit, et ¢ appartient & ’ensemble instable local W} .(S7)
de S; dans U(Sy).

Définition 3.7: On appelle orbite hétérocline O.(q) associée a ¢ € U(S7) et
connectant S a Se (ou orbite hétérocline de ¢), un ensemble constitué des itérés
successifs de ¢, et d’'une séquence infinie d’antécédents successifs obtenus par la
transformation locale inverse 7, ' de T' dans U(Sh):

Oe(q) = {T‘l_n(Q)a(LTn(q)?n > O} = {""7Q—7La v q-2,49-1,4,41, 42, -+, qn; }

o gn =T"(q) — S2, et g =T, "(q) — 5.
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Les orbites homoclines et hétéroclines sont classifiées par rapport & I’ensemble
des antécédents de premier rang confondus LC_; et ’ensemble suivant:

Jo = {(z,y) € R*/det(DT(z,y)) =0 ou T n’est pas différentiable en (z,y)}

Remarque 4: Il est évident que LC_1 C Jy.

Définition 3.8:Une orbite homocline ou hétérocline est appelée dégénérée, si
elle contient un point de Jy, dans le cas contraire on dit qu’elle est non dégénérée.
Parmi les orbites dégénérées, on distingue les orbites homoclines (ou hétéro-
clines) dégénérées critiques, si elles contiennent un point de LC_;, dans le cas
contraire on dit qu’elles sont non critiques.

Définition 3.9: Soit 7" un endomorphisme de R? dépendant d’un paramétre
A, et soit S un point fixe répulsif de T . On dit qu’en A = \* une bifurcation
homocline (ou explosion homocline) de S a lieu, si en traversant la valeur A* il
y a apparition (ou disparition) d’une infinité d’orbites homoclines.

On sait, d’aprés Gardini [Gad], qu’aux valeurs de bifurcations homoclines

d’un point fixe répulsif P de type noeud ou foyer, les orbites homoclines qui
naissent (ou disparaissent) sont toutes critiques et le point fixe P est un point
critique d’un certain rang ¢ (P € LC;, i > —1). Par contre les orbites homoclines
dégénérées non critiques et les orbites homoclines non dégénérées persistent
lorsqu’on traverse une valeur de bifurcation homocline (c’est-a-dire qu’elles sont
structurellement stables).
Marotto [Mar] a prouvé que si ¢ est un point homocline non dégénéré d’un point
fixe P de type noeud instable ou foyer instable d’un endomorphisme 7', alors au
voisinage de P il y a chaos au sens de Li et Yorke (c’est-a-dire que dans tout
voisinage de P il existe une infinité de cycles répulsifs de T'). Ce résultat est
étendu par Gardini [Gad], pour le cas d’un point homocline dégénéré critique
ou non critique.

Une explosion d’orbites homoclines d’un point fixe répulsif S, signifie une
explosion de cycles de 'application. Cette infinité de cycles nait de bifurca-
tions connues flip et fold. Ainsi les valeurs de bifurcations homoclines, sont
probablement des points d’accumulations de valeurs de bifurcations simples.

Comme les orbites homoclines critiques d’un point fixe S, impliquent la nais-
sance de nouvelles branches dans les séquences d’antécédents de .S, nous pouvons
dire qu’une bifurcation homocline représente une explosion de I’ensemble stable
globale W*(S).

La bifurcation de contact peut correspondre & une bifurcation homocline ou
hétérocline. Ceci est prouvé par Gardini [Ga4] pour le cas d’un noeud instable
ou d’un foyer instable. Dans le cas d’un point fixe col S* sur la frontiére du
bassin d’attraction D d’une aire chaotique A, une bifurcation de contact, telle
que T7(hg) — S* ou hg € AN OD(A) a la bifurcation, peut correspondre
a des naissances d’orbites homoclines de S*. C’est une conjecture, qui a été
vérifiée par Gardini [Ga3] pour le cas des systémes dynamiques définies par des
applications linéaires par morceaux. D’autres exemples de naissance d’orbites
homoclines de points fixes cols, ayant lieu au cours de bifurcations de contact
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d’aires chaotiques, sont donnés par Gardini & al. dans les références [Gal],
[Ga2] et [GAFPR].

On est au moins sir qu’il n’existe pas d’orbite homocline d’un point fixe
col S*, se trouvant sur la frontieére du bassin d’attraction d’une aire chaotique,
avant la bifurcation de contact. En effet, comme la branche de I’ensemble in-
stable de S*, qui est dans le bassin d’attraction, pénétre au bout d’un certain
temps (un nombre fini d’itérations) dans laire chaotique et que cette derniére,
avant la bifurcation de contact, n’a pas de contact avec la frontiére de son bassin
d’attraction (la frontiére étant constituée de ensemble stable de S*); par con-
séquent il n’y a pas de contact entre les ensembles stable et instable de S*.

3.3 Propriétés de WS(S), de W1(S) et d’une CFI

1- En général la frontiére du bassin d’attraction d’un attracteur A, est constituée
de la variété stable globale W*(S) d’'un point fixe col S (ou d’un cycle col).
Dans le cas d’un difféomorphisme, W#(S) est toujours connexe, ce qui n’est
pas vrai dans le cas d’un endomorphisme. En effet, comme au voisinage d’une
branche de la ligne critique LC on est localement dans une situation du type
Zy — Zs, alors sous les hypothéses de la proposition 3.3 du chapitre précédent et
suite & une variation d’un parameétre de I’endomorphisme, W#(S) touche puis
traverse LC, il en résulte que W#(S) devient non connexe. Dans ce cas, la
variété stable locale W _(.S) délimite le bassin immédiat de A, et chacune des
autres composantes connexes de W#(S) se referme pour constituer la frontiere
d’un ilot. Ceci transforme notre bassin d’attraction connexe en un bassin non
connexe.

2- Dans le cas d'un endomorphisme T, la variété instable W*(S) d’un point fixe
col S peut avoir des points d’auto-intersections, lorsque celle-ci traverse LC_q
en un point ag, ce qui n’est pas vrai dans le cas d’un difféomorphisme. En effet,
si & la suite d’une variation d’un parameétre de I’endomorphisme T, la tangente
a W¥(S) en agy devient colinéaire & vg, vecteur propre associé & la valeur propre
Ao = 0 de la transformation 7; issue de la linéarisation de T en tout point de
LC_4, il se produit une bifurcation donnant naissance & un point cuspidal sur
Wi(S)ena; = T(ag) € LC et donc & une infinité de points cuspidaux sur W¢(.9)
ena; = T'(ag) € LC;_1,i=1,2,..... Ces points cuspidaux sont les germes d’une
infinité de boucles de W¥(S). Aprés cette bifurcation, W*(S) et [W(S)] - qui
se coupaient avant la bifurcation en un seul point ag € LC_1, ont deux autres
points d’intersections de part et d’autre de LC_; dont I'image par T est unique
et constitue un point d’auto-intersection de W*(S). Par conséquent les images
successives de ce point donnent une infinité de points d’auto-intersections de
Wi(S).

3 - On retrouve la bifurcation expliquée ci-dessus, pour le cas d’une courbe fer-
meée invariante T' (CFI) traversant LC_;. Cette bifurcation, créant des points
d’auto-intersections sur I', est importante car elle est responsable de la trans-
formation d’une courbe fermée invariante I' en un attracteur chaotique. En
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effet, un point d’auto-intersection de la courbe est un point de non différentia-
bilité. Or, on rappelle que pour une courbe fermée invariante, le nombre de
rotation associé est irrationnel. Il existe par conséquent une infinité de points
d’auto-intersections et donc de points de non différentiabilité, reproduits par
autosimilarité et images successives de T, ce qui signifie que I" devient fractale.
Sa dimension de Lyapounov est alors supérieure a 1 et augmentera en fonction
de la variation du parameétre de bifurcation, ce qui génére d’abord une zone
chaotique annulaire, puis un attracteur chaotique.

Pour un difféomorphisme, la variété instable W#(S) peut seulement converger
en spirale vers une CFI, sans jamais la traverser. Ce qui n’est pas le cas pour
un endomorphisme.

3.4 Etude d’'un Endomorphisme de Type Zq- Zg - Z4

Considérons ’endomorphisme T' défini par

¥ =x4+ax+b+y
Yy =cax+dy

ol a, b, ¢, d sont des parameétres réels. La recherche des déterminations inverses
permet d’affirmer que cet endomorphisme est de type Z; — Z3 — Z1, dont les
régions Zjet Zz sont délimitées par les lignes critiques LC = LCy = T(LC_4)
et LC = LC’(') =T(LC',), ayant pour équations

c—a.d
L _ p—
CLi&e =+ 3d
c—a.d
LC! = —
,1<:>ZL' 3d

LC & y=dx—dazd— (a.d—c)rg—d.b
LC & y=dx+ dai + (a.d — c)zg — d.b

ol c—a.d
0=/ .
3

3.4.1 Frontiére fractale du bassin immédiat d’attraction

Fixons nous les valeurs des paramétres a, b, ¢ et faisons varier le parameétre d.
Pour les valeurs a = —0.89, b = 1, ¢ = —1 et d variant dans le sens décroissant
de la valeur —1.15 & la valeur —1.5, on a les situations suivantes:

1 - Pour d = —1.15 (fig.3.1), on a un attracteur chaotique cyclique d’ordre
trois, de dimension de Lyapounov égale a 1.63. Cet attracteur résulte d’une
cascade de bifurcations flip de cycles d’ordre 3.2°, i = 0,1,2.... Son bassin
immeédiat d’attraction Dy est simplement connexe. En effet, puisque Dy N LC
est connexe.

2 - Pour d = —1.250 (fig.3.2), lattracteur est un cycle d’ordre trois de courbes
fermées. Son bassin immeédiat d’attraction Dy est multiplement connexe, c’est-
a-dire connexe avec des trous H;"**" i = 1,2,3, j = 1,2, ... (ou lacs), puisque
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Do N LC n’est plus connexe. Les H;l’iZ"" sont les préimages de la baie Hy par
les déterminations inverses 7%, i = 1,2,3 de "endomorphisme 7. La baie Hy
est numériquement visible a partir de la valeur d = —1.151, c’est-a-dire qu’on a
une valeur de bifurcation “simplement connexe < multiplement connexe” entre
les valeurs d = —1.150 et d = —1.151.

3 - En diminuant encore la valeur du paramétre d, les lacs se rapprochent de
la frontiére externe de Dy (fig.3.3). Ceci est lié au déplacement du cap A, qui
tend & se situer entiérement dans la région Z3, quand le parameétre d diminue.
Autrement dit, la baie Hy tend a disparaitre et Dy N LC & redevenir connexe.

4 - On voit sur la figure 3.4 que les lacs du bassin immédiat se sont transformés
en baies. Cette bifurcation a eu lieu entre les valeurs d = —1.335 et d =
—1.336. Elle résulte du fait que le cap A a traversé LC, entre les deux valeurs
précédentes, et se trouve entierement dans la région Z3; autrement dit Do N LC
est redevenu connexe.

Les sommets des baies sont des points de rebroussements de deuxiéme espéce
(fig.3.5). Ils constituent une séquence arborescente de préimages d’un cycle
d’ordre deux de noeuds instables, se trouvant sur la frontiére de Dy, et qui sont
eux méme des points de rebroussements de deuxiéme espéce. Les valeurs propres
S1 et Sy de ce cycle sont de signes différents, S; < 0, Sy > 0, et |S1| < Ss.
Jusqu’a la valeur d = —1.5, on a S1 < 0 et Sy > 0; de plus pour d > —1.36522
on a |S1| < Sg, pour d = —1.36522 on a |S;| = S3 et pour d < —1.36522 on a
[S1] > Sa. Autrement dit les points du cycle et leur séquence arborescente de
préimages, qui étaient des points de rebroussements de deuxiéme espéce pour
d > —1.36522, deviennent des points de rebroussements de premiére espéce
(des points cusps) pour d < —1.36522. Ces points cusps, en nombre infini, se
trouvent sur des arcs fractals de la frontiére du bassin immédiat Dy (fig.3.6);
ainsi on peut affirmer que la frontiére de Dy est fortement fractale.

Sionfixe b =1, ¢ = —1,d = —1.5 et on fait varier a de —0.89 & —1,
Pattracteur qui est une courbe fermée invariante pour a = —0.89 (fig.3.6),
évolue pour devenir attracteur chaotique annulaire pour a = —0.95 (fig.3.7)
et attracteur chaotique pour a = —1 (fig.3.8) avec une dimension de Lyapounov
égale a 2.
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a= -.20000 b= 100000 c=-1.00000 d=-1.3232000
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a= -.20000 k= 100000 c=-1.00000 d=-1.3232200
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Figure 3.5
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Figure 3.6



a= -.98000 k= 100000 c=-1.00000 d=-1.50000
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Figure 3.7
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3.4.2 Bifurcation hétérocline

Pour les valeurs a = —1, b = 1.004, ¢ = —1.088 et d = —0.46 (fig.3.9), on a un
attracteur chaotique cyclique d’ordre quatre, de dimension de Lyapounov égale &
1.19, autour d’un point fixe foyer instable O. Le bassin immeédiat d’attraction Dy
de l'attracteur chaotique est multiplement connexe et est délimité par I’ensemble
stable W*(S) d’un point fixe col S. W#*(S) est non connexe et sa composante
connexe contenant S est la frontiére externe de Dy. Les autres composantes con-
nexes sont les frontiéres des trous ou lacs H_;, ¢ > 1, se trouvant dans Dy et qui
sont les préimages de la baie Hy (H_; = T; " (Ho) U Ty *(Hy), H_; = Ty “(Hy),
i = 2,3). Les lignes critiques LC; = T**Y(LC_4), i = 0,1,2, délimitent une
zone dont l'intersection avec le bassin immédiat Dy donne une zone absorbante
FE contenant D’attracteur chaotique.

En faisant diminuer la valeur du paramétre b on a les situations suivantes:

Pour b = 1.0024 on voit, sur la figure 3.10 et sur un zoom dans la région du
foyer instable O (fig.3.11), que 'on a une infinité de trous qui convergent vers
O. Cette situation résulte de la bifurcation suivante:
A la valeur b* ~ 1.00305 un contact a lieu respectivement entre les lignes cri-
tiques LC; et les frontieres OH;_3 en des points (critiques) a;, ¢ = 0,1,2. En
cette valeur de bifurcation 'ensemble stable W#(S) est constitué des frontiéres
0.Dg, OH_;, i > 1, et des préimages du point critique a9 € LC = LCj.
La préimage a_; = Ty '(ag) = Ty *(ap) € LC_; se trouve dans la région
qu’occupait la zone absorbante F avant la bifurcation. Il en découle qu’une
séquence de préimages a_, = T{"'*'l(a_l)7 n > 1, de a_1 converge vers le
foyer instable O. Autrement dit, a la valeur de bifurcation b* il y a apparition
de la premiére orbite hétérocline connectant O a S. Cette orbite hétérocline,
constituée de a_1, de ses images T"(a—1), n > 0, convergeant vers S, et de
ses préimages a_,, n > 1, convergeant vers O, est dégénérée critique puisque
a_1 € LC_4. La naissance de cette orbite hétérocline critique est suivie d’une
explosion d’orbites hétéroclines pour b < b*. En effet, pour b < b*, une avancée
(aprés le contact) de H_;, dans la région de l'ancienne zone absorbante F,
génére a partir des a_,, n > 0, une infinité de trous U_,, qui convergent vers
O (fig.3.12). L’ensemble stable W#(S) est donc constitué des frontiéres 9. Dy,
OH_;, 1> 1et OU_,, n > 0. Ainsi la frontiére 0U_1 est constituée de points
hétéroclines appartenant a différentes orbites hétéroclines connectant O a S;
chaque orbite étant formée d’un point ¢ € OU_1, de ses images et de ses préim-
ages par T{l.
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a=-1.00000 ®= 100400 c=-1.08800 d= -4&6000
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Figure 3.9
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1.000
-3.000
-.600 2.000
Figure 3.10



2=-1.00000 k= 100240 c=-1.08200 d= - 46000

-.088
- 488
Figure 3.11
5=-100000 b= 95000 c=-108800 d= - 46000
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Figure 3.12



3.4.3 Bifurcation de contact et bifurcation homocline

Pour les valeursa = —1,b = 1, d = —0.9 et ¢ variant dans le sens décroissant,
on a les situations suivantes:

1 - Pour ¢ = —0.92 (fig.3.13), on a un attracteur chaotique résultant d’une suite
de bifurcations flip de cycles d’ordre 3.2¢, i = 0,1,2.... Sa dimension de Lya-
pounov est égale & 1.81. Des langues de 'attracteur, de sommet h;, i = 1,2...,
convergent vers la frontiére du bassin, c’est-a-dire vers W#(.9), alternativement
de part et d’autre de S, et ceci lorsque le paramétre ¢ diminue (fig.3.14). La
branche de W¥(S) entrante dans le bassin, pénétre dans Pattracteur aprés un
nombre fini d’itérations. Cette branche de W¥(S) est dense dans 'attracteur et
de ce fait converge aussi vers W?(5).

2 - Pour ¢ = ¢; = —0.94643 (fig.3.15), les sommets h;, i = 1,2..., touchent
quasiment la frontiere du bassin (c’est-a-dire W#(S)), et convergent dans la
direction de W*(S) vers S alternativement des deux cotés de celui-ci. c¢; est
une valeur trés proche de la valeur de bifurcation de contact, puisque pour
cg = —0.94644 < ¢1 Vattracteur dégénere (disparait). On voit sur un zoom au
voisinage de S, qu’a la valeur ¢ = ¢; (fig.3.16) la branche de W(S), qui est
dans le bassin, est trés proche mais ne touche pas W _(S). Cette branche se
comporte dynamiquement comme 'attracteur, puisqu’elle est dense dans celui-
ci. Pour ¢ = ¢y (fig.3.17), on voit dans le voisinage de S, que Wi(S) traverse
W .(S). On en déduit qu'une bifurcation homocline a lieu entre les valeurs ¢;
et cy. Celle-ci coincide avec la dégénérescence de 'attracteur; autrement dit, les
points de contact entre W¥(S) et W} .(S), a la bifurcation homocline, coincident
avec les sommets h;, i = 1,2...; des langues de I'attracteur, a la bifurcation de
contact. Ainsi, la conjecture donnée par Gardini [Ga3] se vérifie pour le cas de
notre endomorphisme de type Z; — Z3 — 7.
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2=-1.000000 ®= 1.000000 c= -920000 d= -.900000
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Figure 3.13
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2=-1.000000 ®= 1.000000 c= -.946430 d= -900000

900

Dy “(S)

-1.500 _
=400 1.500

Figure 3.15

Figure 3.16
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Figure 3.17
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3.4.4 Balayage des plans paramétriques

Le balayage des plans paramétriques (a, b, —1, —1.5) (fig.3.18), (a, 1,¢, —1.5)
(fig.3.19) et (a,1,—1,d) (fig.3.20), nous donne les zones d’existence et de stabil-
ité, avec différentes couleurs, des cycles d’ordre un jusqu’a 'ordre quatorze. Les
zones de couleur noire, dans ces figures, correspondent soit & des cycles stables
d’ordre supérieur ou égal a quinze soit a des attracteurs chaotiques. Les zones
de couleur blanche correspondent a la non existence d’attracteurs dans le plan
de phase. La frontiére d’une zone, correspond & des courbes de bifurcations des
cycles ou des attracteurs chaotiques associés a cette zone. Le balayage du plan
paramétrique (a,1,¢,—1.5) de notre récurrence cubique, présente de grandes
similitudes avec le balayage du plan paramétrique de la récurrence quadratique
(@',y') = (a.x +y, 2% +b) étudiée par Mira, Fournier-Prunaret & al. [MFP]. En
effet, on remarque que dans la zone noire des deux plans paramétriques, on a le
méme alignement des zones d’existence et de stabilité des cycles. Autrement dit,
un agrandissement de la figurell(a) des auteurs cités ci-dessus et de notre figure
3.19, permet de voir que ces zones sont disposées suivant une méme séquence
dans l'ordre des cycles suivants:

(...,13,11,9,7,12,10-5-10,13,8,11,14,6-12,3-6-12,
13,10,7,11,8-4-8,13,9,14,5,12-6,11,6,13,7,8,9,10,....).

Figure 3.18
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Chapitre 4

Systémes Dynamiques
Définis par des Applications

avec Dénominateur
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Dans ce chapitre, on se propose d’étudier les propriétés dynamiques et les
bifurcations de contact liées aux applications bidimensionnelles dans R2, et dont
au moins une de leurs composantes est avec dénominateur pouvant s’annuler.
On rappellera les notions de points focaux et de courbes préfocales [BGM]
définies pour ce type d’application, lorsqu’une de ses composantes prend la forme
0/0 en un point de R2. On montrera le lien qui existe entre la connexité du
bassin d’attraction d’'un attracteur et la localisation du point focal, & 'intérieur
ou a l’extérieur de ce bassin d’attraction. On terminera ce chapitre, en faisant
I’étude des notions citées ci-dessus, pour le cas de certaines applications ayant
un inverse fractionnel rationnel, en particulier I’application de Bogdanov.

4.1 Définitions et Propriétés Générales des Points Fo-
caux et des Courbes Préfocales

On considére une application dans R?, définie par (2/,y') = T(z,y) =
(F(z,y),G(z,y)), ot z et y sont des variables réelles et au moins une des com-
posantes de T est une fonction rationnelle avec dénominateur pouvant s’annuler.
Pour simplifier I’étude, on supposera qu’une seule composante est avec dénom-
inateur, par exemple G(x,y) = N(x,y)/D(z,y); ainsi Papplication T' s’écrit

N(z,y) (4.1)
D(z,y)

ot F(x,y), N(z,y) et D(x,y) sont des fonctions polynomiales définies dans R2.

T(xv y) = / G

('r7y =

L’ensemble de non-définition de T est donné par:

6. = {(x.y) € | D(x,y) = 0} (42)

On supposera, dans toute la suite, que d, est une courbe réguliére du plan.
La récurrence bidimensionnelle, obtenue par Iapplication T', sera bien définie,
si les conditions initiales appartiennent a ’ensemble F donné par

E =R2\ k‘go T*(8,) (4.3)

Définition 4.1: On appelle Q = (xq, yo) un point focal de Papplication T définie
en (4.1), si au moins une composante de 'application T prend la forme 0/0 en
Q et ¢'il existe des arcs simples réguliers v(7) transverse a 85, avec y(0) = @,
tel que limOT(v(T)) est finie. L’ensemble de toutes ces valeurs finies, obtenues
T—>
en prenant différents arcs y(7) passant par @, est appelé courbe préfocale 6¢.
Remarque 1: On parlera de point focal simple, si 'intersection des courbes
N(z,y) =0 et D(x,y) = 0 au point focal Q = (zg,yo) est transverse. Ce qui
équivaut a:

ON/0x(x0,y0)0D/0y(x0, yo) — ON/Iy(x0, yo)OD/Ox(x0,yo) # 0 (4.4)
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Remarque 2: L’application T n’est pas définie au point v(0) = @, point
d’intersection de y(7) et de é5, donc lorsqu’on prend I'image T'((7)), on suppose
que l’arc (1) est privé du point en lequel il coupe 8.

Remarque 3: Si I'inverse 7! est connu explicitement, on pourra alors calculer
analytiquement la courbe préfocale et le point focal. Pour cela, on recherche
I'ensemble des points qui annulent le Jacobien det(DT~!). Si cet ensemble
contient une courbe § telle que T71(6) se réduit & un point @, alors § est une
courbe préfocale pour application 1" et ) le point focal associé.

la proposition qui suit, montre que 1imOT(7(T)) dépend uniquement de la
T—>
pente m de ’arc y(7) au point @, et non pas de v(7) lui méme. Cette proposition
a été démontrée par Bischi & al. [BGM].

Proposition 4.1: Soit 7' une application fractionnelle rationnelle de la forme
(4.1), et soit @ un point focal simple associé a la courbe préfocale 6. Alors il
existe une correspondance biunivoque entre la pente m d’un arc v passant par
@, transverse a §, et le point (F(Q),y = TlililoG(’y(T))) par lequel T'(y) traverse

0¢g. Cette correspondance est donnée par

m—> (F(Q),y(m)) = (F(Q), %) (4.5)
et ‘
(F(Q)y)—>m(y) = %y—% (4.6)

ot N, = ON/dz(xo,0) et analogiquement pour les autres dérivées partielles.

4.2 Propriétés Géométriques des Points Focaux et des
Courbes Préfocales

Dans ce paragraphe on étudie le changement qualitatif de 'image T'(y) (re-
spectivement de T~*(), en supposant que T~ ! existe et est unique) d’un seg-
ment de courbe 7, lorsque ce dernier a un contact, suite & une variation d’un
parameétre de T, avec ’ensemble de non-définition 6 de T (respectivement avec
une courbe préfocale 6q).

Considérons un segment de courbe borné régulier «y, entiérement contenu
dans une région ot le dénominateur de ’application T' ne s’annule pas, et telle
que ’application est continue en tout points de . Puisque -y est un sous ensem-
ble compact de R?, son image T(7y) est aussi compact. Supposons qu’aprés un
déplacement de v vers 85, un contact tangentiel entre v et §, a lieu en un point
Ao = (z0,y0) non focal. Il en découle que 'image T'(y) n’est plus compact et
est I'union de deux branches non bornées disjointes asymptotiques a la droite
o d’équation x = F(zg,y0) (fig.d.1). En effet, T(y) = T'(y;) UT(75), ot 7, et
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v, sont les deux portions de v séparées par le point Ag = v N Jds, et la limite de
T(z,y) quand (z,y)— > Ap le long de 7y, et v, est égale a:

lim T(l",y) = (F(x()ay())aoo)
(z,y)—> Ao

Dans une telle situation, il en résulte que toute image T%(v) de v de rang k > 1,
contient deux branches non bornées disjointes asymptotiques a l'image T*(o)
de rang k de la droite o.

y 0, T(y)
— |

Y, o o)

T
Aq —
7(Y,)
Y,

(b)

Figure 4.1

Le changement qualitatif de I'image de ’arc v, comme décrit ci-dessus, peut
représenter une importante bifurcation de contact, quand -y est la variété instable
locale W}, . d’un point col ou d’un cycle col. En effet Papparition d’une branche
non bornée de W# = UHZOT"(W&C), au contact de Wfoc avec 05, peut donner
naissance & des points homoclines, résultant d’une intersection transverse entre
les variétés stable et instable W* et W Autrement dit, ce type de points
homoclines que 'on trouve dans le cas d’applications avec dénominateur, ne
provient pas de la tangence homoclinique connue entre W et W*.
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Examinons maintenant 1'image de l'arc v par I'application inverse de T,
lorsque v atteint puis traverse une courbe préfocale é¢, suite a une variation
d’un parameétre de 7. On suppose que dg est inclue dans la droite d’équation
x = F(Q) et que la correspondance donnée par les formules (4.5) et (4.6) est
vérifiée. Le déplacement de «y vers 6o, implique un étirement de sa préimage
v_1 = T~ (v) vers le point focal Q. Lorsque v devient tangent & 6 en un
point C' = (F(Q), y.), alors y_; atteint le point focal @, qui devient aussi un
point cusp de y_; (fig.4.2a & 4.2b). La pente de la tangente commune aux deux
arcs qui se joignent en @, est donnée par la formule (4.6). La traversée de d¢
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par 7y, donne naissance a une boucle sur y_;, dont le point double se trouve
sur le point focal @ (fig.4.2c). En fait les images par T~! des deux portions de
v, qui coupent 6¢g en deux points (F(Q),y1) et (F(Q),y2), sont deux arcs de
~v_;passant par @, avec des tangentes différentes et dont les pentes, m(y;) et
m(yz2), sont données par la formule (4.6).

Le changement qualitatif de T~1(7y), comme décrit ci-dessus, peut étre une
importante bifurcation, lorsque 7 est un segment d’une frontiére F d’un bassin
d’attraction ( F étant par exemple, la variété stable d’un point col ou une
courbe invariante fermée issue d’une bifurcation de Neimark-Hopf). En effet,
comme par définition la frontiere F d’un bassin d’attraction est invariante par
application inverse, alors T~*() est inclus dans F (T~ *(y) c T=*(F) = F).
Ceci implique que, si v touche tangentiellement 8¢y, alors T~!(y) a un point
cusp au point focal @ et la frontieére F peut avoir une infinité de points cusp si
les préimages de tout rang de @ existent. Il en découle que, si la frontiere F est
réguliére avant de toucher 6¢, au contact avec cette derniére, elle ne I'est plus
aux points cusps. Aprés le contact, la traversée de ¢ par F, donne naissance
a des boucles sur F, et méme en nombre infini si les préimages T%(v) de tout
rang de vy existent, dont les points doubles se trouvent sur le point focal @
et sur les préimages de ce dernier. Par conséquent, une bifurcation de bassin
d’attraction a lieu, lorsque sa frontiére traverse une courbe préfocale 6¢, qui
donne naissance a des lobes délimités par les boucles de la frontiére.

4.3 Bifurcations de Bassins d’Attraction

Dans ce paragraphe on démontrera deux propositions. La premiére propo-
sition permet de localiser géométriquement le point focal dans le plan [FD]. La
seconde proposition fait le lien entre connexité (respectivement non connexité)
du bassin d’attraction d’un attracteur de I’application T et point focal de 7!
se trouvant a l'intérieur (respectivement & l'extérieur) de ce bassin [FD].
N(z,y)
D(z,y)
rationnelle ayant un inverse unique polynéomiale T-! = (H(x,y), K(z,y)) et

soit 05 I’ensemble de non-définition de T'. Si T~1(8,) coupe transversalement &
en un point Q = (xg, yo), alors ce point est un point focal de T

Proposition 4.2: Soit T = (F (z,9), > une application fractionnelle

Démonstration: Nous voulons montrer que si Q € 65 N T~1(8,), alors Q est
un point focal de T. Comme Q = (x9,%0) € T (6s), il existe alors (z;,y;) € &5
tel que (z0,y0) =T~ (21, 31)-

Supposons que dans un voisinage du point (2, y;), "ensemble de non-définition
b soit représenté par les équations paramétriques suivantes:

5. — { z(7) :331+§1T+§27'2+---=$l+§17'+01(7') (4.7)

y(m) =y +m7T+ 0o+ =y + 7 + O(7)

ot O1(7) et Oz(7) sont des restes d’ordre deux.
Au voisinage de (27,;), le développement de Taylor & 'ordre un de 71 s’écrit
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71 { H(x,y) = H(x,p) + Hy(x — x) + H%,(y —y) +O0s(x — 2,y —w1)
K(z,y) = K(z,y1) + Ky (v — 1) + K, (y — y1) + Oa(x — 71,9 — y1)
(4.8)
o (H(zy, 1), K(zi, 1)) =T~ (21, 1) = (x0,%0)-
Par conséquent, au voisinage de (x;, ;) et des formules (4.7) et (4.8), T ~1(8,)
est représenté par les équations paramétriques suivantes:

(1) =z + (H;{l + H;;’Ih)T + Os5(7)

T-6,) = { ; (4.9)
° y/(T) = Yo + (K.zgl + Kynl)T =+ Oﬁ(T)

On suppose qu’au voisinage de Q = (z0,%0), T~ '(65) est un arc simple, image

d’un arc de &, par I'application continue T7'.

Au voisinage du point @, les développements de Taylor a I’ordre un des fonctions

polynomiales N(x,y) et D(z,y) s’écrivent

2

R

<

S~—
|

= N(zo,y0) + N (a — z0) + N;(y — o) + O7(x — 0,y — ¥o)

D(z0,y0) + D, (% — x0) + D,y (y — o) + Os(x — z0,y — yo)
(4.10)

S
&
<
N—
I

ot D(zg,yo) = 0 par hypotheése.
Dans un voisinage du point @ et le long de T~*(8,), on a:

(T~ (7),y(7)) = (a(7),y(7))

ceci pour T~ (x(7),y(7)) # T~ (2(0),y(0)) = T~ (x1,y1) = (x0,%0) € 6s. On
en déduit que

i T (1), /(7)) =l T(T 7 (w(), y(7))) (4.11)

Tim (2(7), y(7)) = (2(0), 5(0)) = (z1,10)

Par conséquent, des formules (4.9), (4.10) et (4.11) on obtient

N@E'(1),y'(1) _

li = 4.12

20D (1), 4 (7)) (4.12)
lim N(zo,y0) + N, (H,& + H;’h)T + Ng;(K;;ﬁ + Kg/ﬂh)T +Og(7) y
r=>0 DL(HLE + Hyny)r + Dy (K& + Kyny)7 + O1o(7) :
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ot Og(7) et O10(7) sont des restes d’ordre deux. Comme y; est fini, donc
forcemment N (zg,yo) = 0, ainsi la limite (4.12) est égale a:

oo N@(0).y/(0) _ No(Ho& + Hym) + N(Ko & + Kym) y o (4.13)
>0 D(@(r).y' (1) ~ DL(H.& + Hyny) + Dy (K&, + Kyny)

Il est claire que cette limite est finie, puisque la pente de 65 au point @), qui
est égale a —D;/D;}, est différente de la pente de T~1(8s) au point @, qui est
égale a (K&, + K;nl)/(H;,fl + H;nl), puisque nous supposons que T° ~1(8,)
est transverse a §5 au point Q.

En conclusion, N(z,y)/D(z,y) prend la forme 0/0 en Q et la limite (4.13)
est finie, donc @) est un point focal de T.

Comme conséquence de la proposition ci-dessus, nous avons les deux corol-
laires suivants:
Corollaire 1: Soit () un point focal de T si y(7) = T ~1(85) et v(0) = Q, alors
1im0T(7(T)) appartient a 65 N 0q.
T—>

Corollaire 2: Soit T est une application polynémiale et 7! son inverse unique
fractionnel. Si T'(8s) coupe transversalement &5 en un point ), ou s est
I’ensemble de non-définition de T—!, alors ) est un point focal de T~ 1.

Proposition 4.3: Soit T une application bidimensionnelle inversible et dont
Uinverse T~! est avec dénominateur. Soit Dy le bassin immeédiat d’un attracteur
Ade T et §g une courbe préfocale de T~ associée au point focal Q. Supposons
que §, N Dy # 0, ot &, est 'ensemble de non-définition de 7!. Le bassin total
D de l'attracteur A est connexe, si et seulement si () appartient & D.

Démonstration: Tout d’abord, on a les implications suivantes:

(1) 6s N Dy 75@:> T((SS)HDO 75@

(2) Q€ Do T {Q} =g CT (Do)

(3) Q ¢ Dy & (SQ OT*I(DO) =0

4) Qe F=T1{Q}=6qCcT 1 (F)=F
ol F est la frontiére du bassin D. Notons par D} et D3 les parties de Dy situées
de part et d’autre de §,. Puisque T est inversible et que T~!(85) est I'ensemble
des points a I'infini de 77! plus é¢, alors T71(D{) et T71(D3) se trouvent de
part et d’autre de 0q.

1) Montrons que si D est connexe, alors ) appartient a D.

Supposons le contraire, c¢’est-a-dire que @ ¢ D, ceci implique que @ ¢ Dy et
donc, d’aprés 'équivalence (3) ci-dessus, g = T-1{Q} n’a pas d’intersection
avec T~Y(Dg) = T-Y(DYu D}) = T-Y(D}) U T~(D3). En outre T~*(D}) et
T~Y(D2) se trouvent de part et d’autre de 6¢, ce qui implique que T-1(D}) N
T~Y(Dg) = 0. Par conséquent T~ (Dy) n’est pas connexe et donc D = Uy, >oT " (Dp)
n’est pas connexe. Ceci contredit I’hypothése, D est connexe, par conséquent
QeD.

2) Montrons que si @) appartient & D, alors D est connexe.
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Sans perdre la généralité, supposons que @ € Dy, ceci implique que T~ {Q} =

8o C T YDo) =T YD) uT-1(DE). Comme T-H(D}) et T71(DE) se trou-
vent de part et d’autre de §¢, par conséquent pour que 7~ (Dy) puisse contenir
8¢, il faut que T71(D}) et T71(D3) se joignent, c’est-a-dire que T~*(D}) N
T~1(D3) = 6¢g; ce qui implique que T~!(Dp) est connexe. Comme par défi-
nition du bassin d’attraction T_l(Do) contient Dy et aussi par définition Dy
est la plus grande composante connexe contenant I’attracteur, donc Dy contient
T~Y(Dy), c’est-a-dire T~(Dy) = Dy. Par conséquent T~"(Dg) = Dy et donc
D = U,>0T "(Dy) = Dy est connexe.

4.4 Applications avec Inverses Fractionnels Rationnels
4.4.1 Application de Bogdanov (premier exemple)

Dans ce paragraphe on s’intéresse a ’application de Bogdanov [Arr] comme
application ayant un inverse avec dénominateur, et dont certaines propriétés dy-
namiques, comme celles vues dans le paragraphe 4.3, sont déduites de ’application
inverse. L’application de Bogdanov est définie dans tout le plan R? par les équa-
tions suivantes:

[ =rz4+y+ay+bz(z—1)+cxy
T(x,y) —{ W =yt ay + bz — 1) + exy (4.14)

ou a, b, ¢ sont des parameétres réels. C’est une application inversible, dont une
des composantes de l'inverse T~' est avec dénominateur. L’inverse T—! est
donné par les équations suivantes:

=12 —y
T y) =  _y b~y —y 1) (4.15)
B l+a+c(z' —y)

L’ensemble de non-définition §, de T~ 'est donné par 1’équation suivante:

1
Y=zt ¢ (4.16)
La matrice Jacobienne de T est égale a:
DT(z,y) = 1+2bx—-b+cy 1+a+cx (4.17)

2bx — b+ cy l1+a+cx

Son Jacobien det(DT(z,y)) = 1+ a + cx s’annule sur la droite d’équation
—1—-a

T = . L’image de cette droite, par application T’ se réduit & un point @
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—1-a —1—-a  ,~1-a —1l—-a —1-a
. -1 —1) .
de coordonnées < - + b( . )( - ), b( c )( - ))

Par conséquent, de la remarque 3 du paragraphe 4.1, ce point est un point

a ) -
est la courbe préfocale associée

focal de T~ et la droite d’équation x = —
a ce point.
I - Fixons b = 0.3, ¢ = —1.7 et faisons varier a.

1 - Pour a = 0.12 (fig.4.3), Papplication T' a un attracteur, qui est une courbe
fermée invariante résultant d’une bifurcation de Neimark - Sacker. Le point
focal Q de T—! se trouve & l'intersection de &, et de T(85), et est a lintérieur
du bassin d’attraction de la courbe fermée invariante. Ainsi la courbe préfocale
associée et ses images par T~ ! sont dans le bassin d’attraction. Ce qui donne
un bassin non borné, avec une frontiére asymptotique a la courbe préfocale et a
ses images par T~'. On remarque aussi que I'attracteur n’a pas de contact avec
la courbe préfocale et donc avec le point focal. Un agrandissement d’une partie
de l'attracteur, proche de la courbe préfocale, est représenté dans la figure 4.4.

2 - Pour a = 0.132 TD’attracteur se rapproche du point focal, dont une partie,
située dans la méme zone que celle représenté dans la figure 4.4, est visible dans
la figure 4.5.

a= 12000 b= .30000 c=-1.70000

J

1.500

-1.800

-1.500 2.000
Figure 4.3
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a= 12000 k= .30000 c=-1.70000

-.010

- 220

Figure 4.4
a= 13200 b= .30000 e=-1.70000

-.010

-.220

Figure 4.5

3 - Pour a = 0.133 l'attracteur dégénére. C’est une valeur de bifurcation pour
laquelle lattracteur, avant qu’il ne dégénére, atteint le point focal @ sous la
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forme d’un point cusp. En augmentant la valeur de a, des boucles naissent sur
Iattracteur au point cusp et ses images. Les points doubles de ces boucles sont
confondus avec le point focal et ses images (figs.4.6 et 4.7).

a= 15000 k= .30000 c=-1.70000

1.500

-1.200
-1.500 2.000

Figure 4.6

a= 15395 b= 30000 c=-1.70000

-.010

=220




II - Fixons a = —0.4, b = —0.3 et faisons varier c.

1 - Pour ¢ = —0.1999 I'application T a un point col S de coordonnées (0, 0), dont
la variété stable délimite la frontiére du bassin d’attraction d’un foyer stable F'
de coordonnées (1,0). On peut voir sur la figure 4.8, que ce bassin d’attraction
est non connexe, que le point focal @ de T—! est trés proche de la frontiére de
ce bassin, mais qu’il est difficile de voir si @ est & l'intérieur ou a l'extérieur
de ce bassin. Par contre on voit clairement que les itérés de @), par T, sont a
Pextérieur du bassin, ce qui implique que @ est a 'extérieur du bassin.

2 - Pour ¢ = —0.2000 le point focal @ et ses itérés par T', sont sur la frontiére
du bassin d’attraction du foyer stable et convergent vers le point col S (fig.4.9).
Le bassin d’attraction n’est pas connexe, mais son adhérence est connexe.

3 - Pour ¢ = —0.2001 on peut voir sur la figure 4.10, que le bassin d’attraction
du foyer stable F' est connexe et que les itérés, par T', du point focal @ sont &
I'intérieur du bassin, ce qui implique que @ est & I'intérieur du bassin.

De ces trois derniéres valeurs de ¢, on en conclue que ¢ = —0.2000 est une
valeur de bifurcation de bassin, passant de non connexe a connexe et inverse-
ment, selon que le point focal se trouve a I'extérieur ou a l'intérieur du bassin.
Ceci illustre la proposition 4.4 du paragraphe précédent.

a= -.40000 b= -30000 c= -.19990

G.000
.S F
Q.
/6Q
-11.000 - |
-1.000 7.000

Figure 4.8
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a= -.40000 b= -30000 c= -.Z0000

£.000
-11.000
-1.000 7.000
Figure 4.9
a= - 40000 k= -30000 c= -.20010
£.000
11.000
-1.000 7.000
Figure 4.10
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III - Fixons b = 1, ¢ = —1.5 et faisons varier a de -1.6 a -1.8.

A la valeur a = —1.6, 'application T" a un cycle cols d’ordre 3, dont les
variétés stables délimitent la frontiére du bassin d’attraction d’un cycle noeuds
stable d’ordre 2. En faisant varier a vers la valeur -1.8, on a une séquence de
bifurcations doublement de période, qui donne naissance & un attracteur chao-
tique de dimension de Lyapounov égale a 1.3603 (fig.4.11). Cet attracteur a une
forme particuliére, caractérisée par le fait qu’une infinité de courbes contenues
dans cet attracteur, traversent deux fois la courbe préfocale de 7!, ce qui im-
plique que ces courbes passent par le point focal Q et forment des boucles, dont
le noeud se trouve sur le point focal Q). Cette situation a été décrite par Bischi
[BGM].

a=-1.20000 b= 1.00000 c=-1.50000

2.000

3.000

Figure 4.11
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4.4.2 Deuxiéme exemple

Considérons 'application polynomiale suivante:

=y
T = 4.1

(@) { v =x.y—by?—azx+ady (4.18)
ou a et b sont des parameétres réels. Cette application est inversible, dont une
des composantes de I'inverse est avec dénominateur. L’inverse est donné par les
équations suivantes:

Y +ba?—aba
T ) =4 © 7 ' —a (4.19)
y=a'

L’ensemble de non-définition §, de T~' est donné par ’équation suivante :

r=a (4.20)

La matrice Jacobienne de T est égale & :

0 1

DT(z,y) = y—a x—2by+ab

(4.21)
Le Jacobien det(DT(z,y)) = —y + a s’annule sur la droite d’équation y =
a. L’image de cette droite, par I'application T, se réduit & un point @ de
coordonnées (a,0). Par conséquent, ce point est un point focal de T~ et la
droite d’équation y = a est la courbe préfocale associée a ce point.

Fixons @ = 1 et faisons varier b. Pour b = 0.499, I'application T a un
cycle cols d’ordre 4, dont les variétés stables délimitent la frontiére du bassin
d’attraction d’un foyer stable de coordonnées (0,0). On peut voir sur la figure
4.12 que ce bassin d’attraction est non connexe, que le point focal Q de T !
est trés proche de la frontiére de ce bassin, mais qu’il est difficile de voir si @
est & l'intérieur ou a l'extérieur de ce bassin. Par contre on voit clairement que
les itérés de @, par T, sont a I'extérieur du bassin, ce qui implique que @ est
a Pextérieur du bassin. A la valeur b = 0.500, le point focal @ se trouve sur
la frontiére du bassin d’attraction. Pour b = 0.501, on peut voir sur la figure
4.13, que le bassin d’attraction est connexe et que les itérés, par T, du point
focal @ sont a l'intérieur du bassin, ce qui implique que @ est & l'intérieur du
bassin. Par conséquent la valeur b = 0.500 est une valeur de bifurcation de
bassin d’attraction ”connexe <—> non-connexe”. En faisant varier b, jusqu’a
la valeur b = 0.651, le bassin d’attraction reste connexe et contient le point
focal @ (fig.4.14). A la valeur b = 0.653, on peut voir sur la figure 4.15, que le
bassin d’attraction est non connexe et que le point focal @ est a I'extérieur du
bassin. Par conséquent une autre bifurcation de bassin d’attraction ”connexe
<—> non-connexe” a lieu, entre les valeurs b = 0.651 et b = 0.653.
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a= 1.00000 b= 49300

7.000
-2.000
-3.000 7.000
Figure 4.12
a= 1.00000 b= 50100
7.000
-2.000
-3.000 7.000
Figure 4.13
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a= 1.00000 b= 65100

6.000
-2.000
-3.000 £.000
Figure 4.14
a= 1.00000 b= 5300
6.000
-2.000
-3.000 £.000
Figure 4.15
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4.4.3 Troisieme exemple

Considérons 'application polynomiale suivante :

(1—-a)(bx —2%)+ 2y — by
/ - +e (4.22)

T(x,y)=3 =
y =z
ol a, b et ¢ sont des parameétres réels. Cette application est inversible, dont une

des composantes de I'inverse est avec dénominateur. L’inverse est donné par les
équations suivantes:

—
T 2, y) = Y ¥ —c (4.23)
’ y:(l_@y/-‘r&m

L’ensemble de non-définition &, de T—! est donné par 1’équation suivante:
y="> (4.24)

Le Jacobien de ’application T' s’annule sur la droite d’équation x = b. L’image
de cette droite, par 'application T, se réduit & un point @) de coordonnées (c, b).
Par conséquent, ce point est un point focal de T~ et la droite d’équation x = b
est la courbe préfocale associée a ce point.

Fixons a = 0.5, ¢ = 1.5 et faisons varier b. Pour b = 1.490 I'application T" a
un point fixe col, dont la variété stable délimite la frontiére du bassin d’attraction
d’un foyer stable F' de coordonnées (1.021,1.021). On peut voir sur la figure
4.16, que le point focal Q de T—' est & l'extérieur de ce bassin, que ce dernier
est non connexe et est constitué d’un bassin immédiat contenant F' et d’ilots en
forme de croissants. A la valeur b = 1.500, on voit sur la figure 4.17 que le point
focal @@ se trouve sur la frontiere du bassin d’attraction, que les ilots sont tres
proches du bassin immédiat tel que I’adhérence du bassin total est connexe. A
la valeur b = 1.501, on voit sur la figure 4.18, que les itérés du point focal @
convergent vers l'attracteur, qui est maintenant une courbe fermée invariante
résultant d’une bifurcation de Neimark - Hopf a la valeur b = 1.500, donc le
point focal @ se trouve a lintérieur du bassin d’attraction. On voit aussi que
les ilots agrégent au bassin immédiat. Ce qui nous donne un bassin d’attraction
connexe. Par conséquent la valeur b = 1.500 est a la fois, valeur de bifurcation
de bassin d’attraction ”connexe <—> non-connexe” et valeur de bifurcation de
Neimark - Hopf.
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a= 60000 b= 1.49000 c= 1.50000

2.000
-2.500
-1.500 3.000
Figure 4.16
a= 50000 b= 150000 c= 1.50000
3.000
-2.500
-1.500 3.000
Figure 4.17
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a= .B0000 b= 150100 c= 1.50000

3.000

-2.500

-1.500 3.000
Figure 4.18
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Conclusion

Les endomorphismes bidimensionnels, modélisant des sytémes dynamiques,
sont plus riches en propriétés, comparés aux applications bidimensionnelles in-
versibles. En effet, si ’on considére par exemple la frontiére du bassin d’attraction
d’un attracteur A, qui est généralement constituée de la variété stable globale
W#(S) d’un point fixe col S (ou d’un cycle col), celle ci est toujours connexe
dans le cas d’'un difféomorphisme, ce qui implique que le bassin d’attraction
est connexe. Ceci n’est pas toujours vraie dans le cas d’'un endomorphisme.
Ainsi W#(S) peut étre non connexe, et le bassin d’attraction sera de méme
(proposition2.1).

On a aussi vu, qu’il existait un lien entre bifurcation de contact et bifurcation
homocline d’un point col S, lorsque les points de contact, entre la frontiére de
I’attracteur et la frontiére de son bassin d’attraction, convergent vers le point
col S. Ceci a été vérifié pour le cas d’un endomorphisme de type 27 — Z3 — 7.

On montré que, dans le cas des systémes dynamiques définis par des applica-
tions avec dénominateur, il existait un lien entre bifurcation de bassin “connexe
< non connexe” d’un attracteur d’une application T et point focal de T~ se
situant “a l'intérieur«<a l'extérieur” de ce bassin. On a aussi montré que 'on
pouvait localiser géométriquement un point focal de 7! dans le plan de phase
de T

En perspective et dans la suite de ce travail, on espére trouver un lien entre
singularités d’une application polyndémiale bidimensionnelle T' et points focaux
de T, lorsque cet inverse est avec dénominateur.
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