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Abstract :

The objective of this thesis is based on the general problem that deals with synchronization
in chaotic nonlinear dynamical systems. More precisely, we are interested in non-linear discrete
dynamical systems, whose formulations are given by recursive functions with the presence of
a bifurcation parameter (later, several parameters in the multidimensional case), or a small
perturbation to the initialsconditions results a large gap between long-term observations, it is
here the notion of unpredictability takes place. By applying the quantification tools of chaos,
several examples of discrete systems are detected chaotic, for such a set of parameters. But also
the synchronization of chaos is part of this type of research, the arrival of two discrete systems at

the same time has importance in the sense of the same observations from a certain rank (time).

Résumé :

L’objectif de cette thése est basé sur la problématique générale qui porte sur la synchro-
nisation dans les systémes dynamiques non linéaires chaotiques. Plus précisément, nous nous
intéressons aux systémes dynamiques discrets non linéaires, dont leurs formulations sont données
par des fonctions récurrentes avec la présence d’un parametre de bifurcation, (ultérieurement,
sera plusieurs parameétres dans le cas multidimensionnel), ou une petite perturbation aux condi-
tions initiales résulte un grand écart entre les observations a long terme, c’est d’ici la notion de
I'imprévisibilité a lieu. En appliquant les outils de quantification du chaos, plusieurs exemples
de systémes discrets sont détectés chaotiques, pour un tel ensemble de paramétres. Mais aussi
la synchronisation du chaos fait partie de ce type de recherches, dont I'arrivé de deux systémes
discrets en méme temps a importance, dans le sens, de mémes observations a partir d’un certain

rang (temps).



Table des matiéres

1 Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets 12

1.1 Généralités . . . . . . . e 12

1.1.1 Systéme dynamique discret . . . . . ... ..o oL 12

1.1.2 Orbites. . . . . . o 13

1.1.3 Point d’équilibre . . . . . . . .. 13

1.1.4  Orbite périodique d’ordre p ( p-cyclique) . . . . . . ... ... ... .... 13

1.2 Stabilité . . . . . 14

1.2.1 Linéarisation . . . . . . . . .. e 15

1.2.2 Nature d’'un point d’équilibre . . . . . . . ... ..o oL 15

1.2.3 Fonction de Lyapunov . . . . . . . . .. ... L Lo 17

1.3 Bifurcations . . . . . ... 18

1.4 Types de bifurcations . . . . . . . . . . 19
1.4.1

Bifurcation par doublement de la période (ou bifurcation flip) . . . .. .. 20

1.4.2 Bifurcation fourche . . . . . . ... L oo 20

1.4.3 Bifurcation de Neimark-Sacker . . . . . . . ... ... .. ... ... ... 21

1.4.4 Bifurcation transcritique . . . . . . . . . ... 21

1.5 Conclusion . . . . . . . . . 21



Table des matiéres

2 Quantification du chaos dans les systémes dynamiques discrets 22
2.1 Définitions du chaos . . . . . . . .. 25
2.2 Outils de quantification du chaos . . . . . .. .. ... . o oL 25

2.2.1 Espacedesphases. . . . . . . ... 26

2.2.2 Attracteurs . . . . .. 26

2.2.3  Sensibilité aux conditions initiales (S.C.I). . . . . . ... . ... ... ... 28

2.2.4 Exposants de Lyapunov . . . . . .. ... Lo 28
2.3 Transition vers le chaos . . . . . . . . . . .. L 33

2.3.1 Cascade de doublements de période

33

2.3.2 Par intermittence . . . . . .. ..o 34

2.3.3 Scénario de Ruelle et Takens . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 34

3 Systémes dynamiques discrets chaotiques universels 35

3.1 L’application logistique . . . . . . . . . . . L 35
3.1.1 Historique de I'application logistique . . . . . ... ... ... ... .... 35
3.1.2 Définition de l'application logistique . . . . . . . . . .. ... ... ... 37
3.1.3 Propriétés de I'application logistique . . . . . . . ... .. ... .. 38
3.1.4 Points fixes et orbites périodiques : . . . . .. ... 46
3.1.5 Convergence de 1’application logistique . . ... .. ... ... ... 51
3.1.6 Les bifurcations de 'application logistique . . . . . . ... ... ... ... 55
3.1.7 Diagramme de bifurcations . . . . . . .. ... Lo 59
3.1.8 Le chaos dans I'application logistique . . . . . . . ... .. ... .. .... 60

3.2 Attracteur de Hénon . . . . . . . ... 62
3.2.1 Historique du systéme de Hénon . . . . . . . . . . ... ... .. ...... 62
3.2.2  Définition du systétme de Hénon . . . . . . .. ... ... oL, 63
3.2.3 Points fixes et stabilité des premiéres et deuxiéme itérations . . .. . . .. 72
3.2.4 Analyse de bifurcation . . . . . ... ... ... 75



Table des matiéres

3.2.5 Diagramme de bifurcation . . . . .. .. ..o o oL 78
3.2.6 Bassin d’attractionde Hénon . . . . . . .. ..o oo 79
3.2.7 Le chaos dans le systéme de Hénon . . . . . . ... ... ... ... . ... 79

3.3 Systemede Lozi . . . . . . . .. 80
3.3.1 Historique du systtme de Lozi . . . . . . . .. .. ... ... ........ 80
3.3.2 Définition du systéme de Lozi . . . . . . . .. ... oL, 81
3.3.3 Points fixes du systéme de Lozi . . . . . ... ... ... L. 82
3.3.4 Stabilité des points fixes . . . . . . ..o 82
3.3.5 Attracteur de Lozi . . . . . . . . ... 84
3.3.6 Le chaos dans le systéme de Lozi . . . . ... ... ... ... ... ... 87

3.4 Systeme Hitzl-Zele . . . . . . . . . 88
3.5 Systeme de stefanski . . . . .. .. Lo 89
3.6 Systéme de Zeraoulia-Sprott . . . . . . . ... 90
3.6.1 Attracteur de Zeraoulia-Sprott . . . . . . .. ... 91

3.7 Conclusion . . . . . . . . L 91
4 Synchronisation du chaos 92
4.1 Types de synchronisation . . . . . . . . . .. .. oo 93
4.1.1 Synchronisation compléte . . . . .. ..o Lo 93
4.1.2  Anti-Synchronisation . . . . . . . .. ... L Lo 94

4.1.3 Synchronisation décalée . . . . . . . .. .o 94
4.1.4 Synchronisation projective . . . . . . . . ... Lo 94
4.1.5  Synchronisation FSHP . . . . .. .. ... ... 0o . 95
4.1.6  Synchronisation généralisée . . . . . . . . ... ... . 95
4.1.7 Synchronisation Q-S . . . . . . . ..o 96

4.2 Méthodes de synchronisation . . . . . . . ... ... L oo 96
4.2.1 Méthode du contréleur actif . . . . . ... ... oo 96
4.2.2 Méthode du Backstepping . . . . . . . ... Lo 98
4.2.3 Méthode du mode glissant . . . . . . .. ... L oL 100



Table des matiéres

4.3

4.4

4.5

Cryptographie via synchronisation chaotique . . . . . . . ... ... ... ..... 103
4.3.1 Chiffrement et déchiffrement . . . . . . . ... ... 0L 103
4.3.2 Crypatage par addition . . . . . . . . .. ... L Lo 104
4.3.3 Cryptage par commutation . . . . . . . . ... ... .. ... ... ... 105
4.3.4 Cryptage par modulation . . . . . . . ... ... ... L. 106
Quasi-controle des systémes dynamiques discrets chaotiques . . . . . . .. .. .. 108

4.4.1 Quasi-synchronisation entre le systéme maitre 3D et le systéme esclave 2D 109
4.4.2 Conclusion . . . . . . .. e 114

Conclusion générale . . . . . . . . . .. 115



Table des matiéres

Introduction

Au bout des deux révolutions du siécle dernier, dont la premiére concerne 'univers et la re-
lativité de Newton! sur le probléme de la stabilité du systéme solaire , et la seconde 1'équation
de Schrédinger 2 menant & la mécanique quantique, certains auteurs, nomment une troisiéme
révolution, relative au comportement chaotique des systémes dynamiques en géneral, et particu-
lierement les systémes dynamiques discrets.

Les systémes dynamiques se sont développés durant le XIX®"¢ siécle ; effectivement, vers la fin
de ce siécle, le mathématicien physicien et philosophe francais Henri Poincaré?® avait déja mis
en exergue le phénomeéne de la sensibilité aux conditions initiales, il montra dans son étude du
systéme solaire qu’il existait des orbites stables et d’autres instables et que parfois, une trés faible
perturbation dans le systéme pouvait générer un changement d’état d’une orbite. Il s’est rendu
compte que des causes parfaitement semblables pouvaient ne pas entrainer les mémes effets.

Puis,plusieurs recherches sur la sensibilité du mouvement ont été réalisées, Alexandre Lya-
punov®, le mathématicien russe qui avait introduit I’idée de mesurer I'écart entre deux tra-
jectoires ayant des conditions initialement voisines, lorsque cet écart évolue exponentiellement il
s’agit de la sensibilité aux conditions initiales, et Edward Lorenz’® météorologue américain ana-
lysait le comportement d’un systéeme dynamique non-linéaire inspiré d’un modeéle de I'atmosphere
terrestre. En proportion de différentes valeurs des parameétres, un nouveau comportement dyna-
mique était souligné. Les trois variables d’état du systeme, donnant lieu & déterminer 1’évolution

des masses d’air, agissaient une activité intermittente, imprévisible. Edward Lorenz soutenait

que, dans les systémes non-linéaires de petites différences dans les conditions initiales repro-

Tsaac Newton (1642-1727), est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste, astronome et théologien
anglais, puis britannique. Figure emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour avoir fondé la mécanique
classique, pour sa théorie de la gravitation universelle.

2Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (12 aotit 1887 & Vienne — 4 janvier 1961) est un physicien,
philosophe et théoricien scientifique autrichien.

3Henri Poincaré (1854-1912), est un mathématicien, physicien, philosophe et ingénieur frangais. Il a réalisé des
travaux d’importance majeure en optique et en calcul infinitésimal. Ses avancées sur le probléme des trois corps
en font un fondateur de I’étude qualitative des systémes d’équations différentielles et de la théorie du chaos.

4 Alexandre Mikhailovitch Liapounov (1857-1918) est un mathématicien russe, il a apporté une grande contri-
bution & I'analyse de la stabilité des systémes dynamiques linéaires ou non.

SEdward Norton Lorenz (1917-2008), est un scientifique américain, travaillant comme météorologue au "Mas-
sachusetts Institute of Technology", il découvre par hasard, en 1963, que 'on peut obtenir un comportement
chaotique avec seulement trois variables, soit un systéme non linéaire a trois degrés de liberté.
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duisent & long terme des systémes complétement différents. C’est d’ici les premiers pas pour
comprendre le chaos déterministe.

Plus généralement, un systeme dynamique décrit ’évolution des phénomeénes qui évoluent au
cours du temps. Le terme "systéme" se référe & un ensemble des variables d’état (dont la valeur
évolue au cours du temps) et aux interactions entre ces variables. L’ensemble des variables d’état
d’un systéme sert a structurer un espace mathématique appelé "espace des phases" ; cette illus-
tration permet de distinguer un comportement régulier d’'un comportement purement aléatoire
et donc prévisible.

Simultanément aux recherches sur la chaos dans les systémes dynamiques discrets, un axe
de recherches en mathématiques s’est élargi parallelement, s’interesse & la synchronisation des
mouvement chaotiques, un théme attire I’attention de plusieurs chercheurs, parmi eux en trouve
Yamada et Fujisaka [83] qui ont utilisé une approche locale de la synchronisation chaotique.
Par la suite, Afraimovich et Al. ont développé les concepts importants liés & la synchronisa-
tion chaotique et ultérieurement Pecora et Carroll [65]. ont défini la synchronisation chaotique
connue sous le nom de synchronisation identique, développée sur la base de circuits chaotiques
couplés, avec 'un appelé maitre et ’autre esclave. Une autre approche plus récente est la mé-
thode de synchronisation généralisée, dont Rulkov et Al.ont posé les bases. En raison de ses
applications dans la télécommunication, la transmission sécurisée d’informations,[23], [52] et la
cryptographie [3], les systémes dynamiques chaotiques discret jouent un role plus important, car
de nombreux modéles mathématiques des processus physiques, des phénomenes biologiques, des
réactions chimiques et des systémes économiques [77], ont été définis a 1’aide des systémes dyna-
miques discrets. Par conséquent, il est important de considérer la synchronisation des systémes
dynamiques chaotiques (hyperchaotiques) discrets.

Suite & ce qui précéde, notre theése réparti sur quatre chapitres importants et liés I'un de
I’autre, dont le premier est consacré aux systémes dynamiques discrets dans leurs généralité,
comme par exemple, les définitions de base, d’espace d’état, de systéme dynamique discret, des
points fixes avec leurs classification et stabilité, en passant par la théorie de bifurcation.

Le deuxiéme chapitre, nous fait une tournée vers les outils de mésure et de quantification

du chaos dans tel systéme, en décrivant les notions dattracteur régulier; attracteur etrange,
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sensibilités aux conditions initiales, exposant de Lyapunov.

Pour la bonne illustration du chaos dans les systémes dynamiques discrets, nous citons dans
le troisieme chapitre, quelques exemples universels de systemes dynamiques discrets dans le plan
et dans I’espace.

Finalement, en quatriéme chapitre, en passant par la présentation des différents types de
synchronisations des systémes dynamiques discrets et leur utililité dans la cryptographie, nous

donnons un résultats sur la synchronisation incompléte, dite dans notre papier-quasi-controlling-.
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Chapitre 1

Préliminaire sur les systémes

dynamiques non-linéaires discrets

1.1 Généralités
1.1.1 Systéme dynamique discret

Définition 1.1 Le systéme d’équations algébriques récurrentes (1.1)
Tpt1 = f(.CEk, F), keN (11)

défini un systéme dynamique discret ou x, € R™ le vecteur d’état au rang k, I' € R le vecteur

des paramétres, et f la fonction non linéaire de récurrence qui définit la dynamique du systéme.

Etant donnée une condition initiale 2o de 1’état du systéme (1.1), alors et en utilisant la

composition des applications, on obtient

1 = [f(x0) (1.2)
zy = flz1) = f(f(x0) = f*(w0).
Tp = f(xnfl) == fn(xo)

12



Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

1.1.2 Orbites

Définition 1.2 L’orbite au point x par le systeme (1.1) est :
O(wo) = { f*(w0), k € N}

dit ausst trajectoire de phase issue de xg

1.1.3 Point d’équilibre

Définition 1.3 Un point d’équilibre, ou encore point fize du systéme dynamique (1.1) est un

point invariant par Uapplication f, c’est-a-dire un point x* tel que
f(z*) =" (1.3)

Le point fize dans le plan est une intersection de la courbe de notre fonction y = f(z) avec la

bissectrice y = x.

1.1.4 Orbite périodique d’ordre p ( p-cyclique)

Définition 1.4 On dit que x est un point périodique, s’il existe un entier p > 1 tele que
fPlz) == (1.4)

La periode d’un point périodique est le petit entier vérifiant (1.4).

Définition 1.5 Un cycle d’ordre p (ou orbite périodique d’ordre p ou encore un p-cycle) est un

13



Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

ensemble de p points {5, ¥, 25, ..., x5 1 } vérifiant :

xf = fP(z}),i=0,..,p— 1L

Définition 1.6 L’espace des phases est une structure correspondante a l’ensemble de tous les

états possibles du systéme considéré. Ce peut étre un espace vectoriel, ou un espace mesurable.

1.2 Stabilité

Définition 1.7 Un point fize x* de f : [ — I , I C R", est dit attractif (ou stable au sens de
Lyapunov), s’il existe un voisinage de x* tel que pour tout wy dans ce voisinage la suite (wy,)nen

définie par wy et w,1 = f(wy,), converge vers x*.i.e

Voo € 1,30 >0, ||z — ol <0 = ||z" — f(xo] <O.

De plus st

Vig € 1,30 >0, [[z* — x| < = lim f(xy) = 2"

k—o0

le point x* dit asymptotiquement stable.
Définition 1.8 Un point fize z* de f: 1 — I , I CR", est répulsif (ou instable) si :

Vag € I,3e >0, ||a* — zol| <0 = ||a* — f(zo]] > 0.

14



Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

Définition 1.9 Considérons une application non-linéaire f : R — R; on définit le multiplicateur

m de f au point fixe x* comme suit :

m = f'(z").
1.2.1 Linéarisation

Théoréme 1.1 Supposons que le systéme non-linéaire décrit par (1.1) admet un dévelopement

limité au voisinage de point fixe x* alors :

v = f(@7)+ (@ —2")Df (") + O(zy — a*)? (1.6)
= Az + O(zp — 2%)?

wisqu’au voisinage de x* | ||x — x*|| — 0 en négligeant les termes du second ordre, et le systéme
) 2

(1.1) est bien linéariser.
L’application X — AX s’appelle Uapplication linéarisée de f au voisinage du point fixe x*. On
dit que le systéme (1.1) est approximé au voisinage du point d’équilibre x par le systéme linéaire

(1.3).

1.2.2 Nature d’un point d’équilibre

Il est clair que m est la pente de la tangente au point fixe z* de f qui détermine le type (ou

la nature) de point fixe.
Théoréme 1.2 f : R — R Supposons que x* est un point five de x 1 = f(xy), alors le point

fixe est :

1. Attractif si |m| < 1.
2. Répulsif si |m| > 1.

3. Indifférent si |m| = 1.

4. Super stable si m = 0.
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Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

Preuve: La preuve est immédiate en utilisons la formule de Taylor au voisinage de x*, et
aussi le théoréeme du nombre dérivé. m

Théoréme 1.3 (Méthode directe de Lyapunov). Soit f : R" — R"™, pour déterminer la
nature de point fixe x* il faut falloir trouver les valeurs propres de la matrice Jacobienne J(x*) =
Df(x*).Le point fixre x* est :

1. Stable si toutes les valeurs propres \; de J(x*) sont a Uintérieur du disque unité (|\;| < 1,1 =
sy ).

2. Instable si l'une de ces valeurs propres de J(x*) a un module supérieur a 1.
Preuve: La preuve peut étre faite en utilisant le critéere de Routh-Hurwitz. m

Comme les points fixes peuvent étre attractifs ou répulsifs, de méme, une orbite périodique
est soit attractive soit répulsive et le théoreme suivant décrit la stabilité d’une orbite périodique.
En dimension 1; le critére pour qu’'un cycle soit attractif ou répulsif vient de la régle de

chaine. En effet, la dérivée de fP au point x( s’écrit :

(") (wp) = f'(@p-a).. f'(22) ' (o)

Mais zy = z,, on en déduit que la valeur (f?)(x¢) est la méme pour toutes les dérivées et
notée m,,.

On définit le multiplicateur du cycle m,, par :

my = (f*) (o)

Théoréme 1.4 Pour f: R — R, le cycle {xf, 27,25, ..., x5} est :
1. Attractif si |m,| < 1.

2. Répulsif si lm,| > 1.

3. Indifférent si |m,| = 1.

4. Super stable si m, = 0.

En général, si f : R™ — R™ on calcule les valeurs propres \;, 1 < i < n de la matrice jacobienne
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Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

de fP.

Si \; sont réelles :

Vi=1,2,...,n, |N| <1, il s’agit d’un noeud attractif.

Vi=1,2,...n, |N| > 1, il s’agit d’un noeud répulsif.

3i,7, 1 <i<n,1<j<mntel que |\| <1 et|\|>1, il s’agit dun noeud col.
Si \; sont complezes :

Vi=1,2,...n, |N| <1, il s’agit d’un foyer attractif.

Vi=1,2,...n, |N| > 1, il s’agit d’un foyer répulsif.

Preuve: La preuve peut étre faite en utilisant le critére de Routh-Hurwitz. m

af , .
.| 7 L

Plus généralement, en dimension n, x* est un point hyperbolique si aucune des valeurs propres

Définition 1.10 Un point fize x* de xpy1 = f(xy) est un point hyperbolique si

de Df(z*) a un module égal a 1.

Définition 1.11 Le bassin d’attraction d’un point fize x* d’une application f est formé par
lensemble des conditions initiales wy pour lesquelles la suite (wy,)nen définie par w, 1 = f(wy)

converge vers le point d’équilibre x*.

1.2.3 Fonction de Lyapunov

Dans plusieurs cas, en utilisant les points singuliers, on ne peut rien conclure sur la stabilité,
par exemple, le point fixe dans le cas des valeurs propres dont la partie réelle négative est
asymptotiquement stable, et si certaines des valeurs propres ont des parties réelles positives, le
point est instable, mais qu’en est-il dans les autres cas?

Une nouvelle méthode dite de Lyapunov s’est apparaitre, elle nous permetre d’analyser la
stabilité a partir des équations récurentes définissant le systéme (1.1) sans passer par le calcul

de leurs solutions.

Définition 1.12 Une fonction de Lyapunov est une fonction scalaire V : 1 C R" — R, continue

en xy, telle que :
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Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

1-V(0)=0
2-V soit définie positive, i.e a V(zg) > 0, Vo, #0

3-V(xy) — 00 si x) — 00.

Théoréme 1.5 (Méthode indirecte de Lyapunov) Le point d’équilibre x* de (1.1) est glo-
balement stable et asymptotiquement stable, s’il exizte un voisinage I de x*et une fonction de

Lyapunov continue V : 1T C R" — R, telle que :

1.3 Bifurcations

Les propriétés des systémes dynamiques non linéaires, qui évoluent au cours du temps, sont
fortement liées a 1’évolution des points d’équilibre du systéme. Tout changement dans leur nombre
ou leur stabilité agit parfois de facon dramatique sur le comportement du systéme. De plus,
ces changements se font suivant un petit nombre de scénarios qui permettent d’indiquer une

classification des changements des comportements.

Définition 1.13 La bifurcation signifie un changement qualitatif de la dynamique du systéme,
qui résulte du changement d’un des paramétres du systéme. Par exemple, déstabilisation d’un
équilibre stable, apparition ou disparition d’un cycle ou d’un attracteur, ...

La valeur pour laquelle la bifurcation se produit est nommée le point de bifurcation.

Définition 1.14 Un diagramme de bifurcation est une portion de [’espace des paramétres sur

laquelle sont représentes tous les points de bifurcation.

Définition 1.15 Soient X et Y deux espaces topologiques, et soient f: X — X etg:Y — Y
deux applications continues, on dit que les applications f et g sont topologiquement conjuguées
s’il existe un homéomorphisme ¢ 1Y — X telle que fop = pog.

Les applications [ et g ont les mémes propriétés dynamiques, elles ont donc entre autres, le

méme nombre de points fixes et d’orbites périodiques.
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L Y — —l—"_'
C=Cqy— E C= 10 C = Gy &

F1c. 1-1 - Fig. 1.1. Bifurcation selle-noeud de f..

Définition 1.16 Une famille d’applications f.: X — X dépendant d’un paramétre c admet une
bifurcation en ¢y si pour tout € > 0, il eziste ¢ € (co — €,¢9 + €) tel que f. et f., ne sont pas

topologiquement conjuguées.

1.4 Types de bifurcations

Considérons le systeme

Tp1 = fe(wr), c€R

Bifurcation selle-noeud (ou bifurcation tangente)
afe .
Si I'application a un point fixe non-hyperbolique z* i.e, f.(z*) = z* ou %(z*) = 1, puis
x
I'application f, . a deux points fixes dans I voisinage de z* 'un est attractif tandis que l'autre

est répulsif, Fig (1.1).
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Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

Fa
&~
14-- el
’
s -
s s,
4 L] -
c=E — & C=0

Fic. 1-2 — Fig.1.2. Bifurcation par doublement de la période (ou bifurcation flip) de f..

Fic. 1-3 — Fig.1.3.Bifurcation fourche.

1.4.1
Bifurcation par doublement de la période (ou bifurcation flip)
. .. . . . . Ofc
Si application f. admet un point fixe non-hyperbolique z* i.e, f.,(z*) = z* ou a—(a:*) =
x

—1 telleque f.-., a seulement un point fixe attractif, et f.~.,a un point fixe répulsif et une orbite

attractive de période 2 au voisinage de x*, Fig(1.2).

1.4.2 Bifurcation fourche

Lorsque 'application f. a une bifurcation par doublement de la période en ¢y, on dit que f2

a une bifurcation fourche en ¢;.Fig(1.3)
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1.4.3 Bifurcation de Neimark-Sacker

Cette bifurcation se produit lorsque la jaccobienne de f. posséde deux valeurs propres com-

plexes conjuguées de norme égale a 1.

1.4.4 Bifurcation transcritique

Il y a échange de stabilité dans un tel cas, entre l'origine et le second point d’équilibre. sur le

diagramme de bifurcations cela se traduit par deux

branches différentes de points fixes qui se croisent en un point et par le changement de stabilité

des deux branches au passage par le point d’intersection.

1.5 Conclusion

Un rappel autour des systemes dynamiques discrets est présenté dans ce premier chapitre, ou

la bifurcation des points d’équilibres a lieu.
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Chapitre 2

Quantification du chaos dans les

systémes dynamiques discrets

Introduction

Il n’existe pas une difénition du chaos adoptée de fagon universelle dans la littérature, et
plusieurs interpretations sont données au phénomeénes chaotiques, comme un indésirable aspect
du désordre, et aussi confusion, agitation, abime essentiel et aléatoire indésirable.

Nous citons plusieurs travaux qui prédispose 'invention de cette branche de mathémtiques
dans sa fagon moderne, nous commencons par Henri Poincaré en 1889, dans le probléme des trois
corps, puis en 1908, I'idée de “chance” a été publié par Poincaré. En 1898, la divergence globale
des trajectoires dans ’espace de courbure négative a été inscrite par Jacques Hadamard, puis en
1908, la signification générale de son théoréme a été discuté par Pierre Duhem qui a déclaré que
les premiéres conditions aléatoires introduites dans le théoréme d’Hadamard ne permettent pas

de prédire le systéme chaotique d’une fagon compléte.

A la fin du XIX'*™ sigcle, Jacques Hadamard a réussi & prouver un théoréme sur la dépendance
sensible aux conditions initiales concernant le courant géodésique sur une surface de courbure
négative et le mouvement sans friction d’un point sur une surface.

Le comportement indécis “occasionnel” d’un circuit oscillatoire du tube électronique géré par

une équation différentielle non linéaire simpliste a été constaté par Bathazar Van Del Pol en 1927.
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Environ treizeans apres, selon Mary Cartwright Tét et John Littlewood cette équation avait le
potentiel de démontrer des solutions sensibles & tous les chiffres dans ces conditions initiales.

En suivant la tradition de Poincaré, I’étude des systémes hamiltoniens non linéaires a été
poursuivi par des nombreux mathématiciens comme Kolmogorov, Arnold et Moser entre les
années 1920 et 1960.

Au début des années 1960, la désignation laborieuse des entrées et des productions de pro-
cesseurs de données mentales constituait un facteur essentiel facilitant la révolution cognitive.
Considérer ’esprit comme un systéme cybernétique dynamique avait été I’approche la plus rapide
selon Miller,Gallanter et Pribram. En 1972, Newell et Simon ont proposé une nouvelle approche
qui a dénoncé la précédente en considérant ’esprit comme une regle basée sur un processeur de
symbole.

En 1960, Steve Smale a fourni des preuves mathématiques permettant d’établir des équations
différentielles avec une sensibilité générique. La fin des années 1960 a marqué le commencement
des simulations numériques des équations différentielles avec un comportement complexe sur les
calculatrices analogiques ensuite sur les calculatrices numériques.

Dans les années 1962, Edward Lorenz a remarqué un comportement complexe sensiblement
dependable des conditions initiales apres avoir mené une simulation en ordinateur d’un ensemble
d’équations différentielles simplifiées pour une convection d’un fluide.

Une large série de champs a incorporé la théorie des systémes dynamiques dans le comporte-
ment prédateur-proie, parole et langue, développement de ’enfant, et I'intelligence artificielle.

En 1977, Ilya Prigogine a remporté le Prix Noble en chémie. Il a focalisé sur ’entropie des
systémes ouverts. En d’autres mots, ’accumulation et ’écoulement de la matiére, I’énergie, ou
I'information entre le systéme et son environnement. Prigogine adévoilé a travers un systéme
dissipatif que I’évolution des structures complexes peut étre simple et organisé.

C’est en 1984 que T. Matsumoto et L.O. Chua [58] avaient leurs premiere observation d’un
attracteur chaotique dans un circuit électronique trés simple, construit avec seulement une ré-
sistance non linéaire caractérisée par une fonction linéaire par morceaux a cing segments. Le
développement de la théorie des circuits non linéaires a commencé a partir de cette observation,

suivi par les circuits électroniques chaotiques. Matsumoto a vérifié la nature chaotique de ce
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circuit avec ses expériences numeériques.

Avec ses étudiants ils étaient parvenus & modifier les circuits de Rosenthal afin d’obtenir deux
résistances non linéaires terminales avec une fonction linéaire par morceaux qui deveraient étre
précocement désignés. L’adaptation du circuit de Rosenthal a été réussite par Takumaso deux
ans apres dans le but d’en arriver a la non-linéarité requise.

La caractéristique principale du chaos est la sensibilité aux conditions initiales, si le systeme est
chaotique, alors il n’est pas possible de calculer avec précision I’évolution d’un cas particulier, car
une erreur négligéable est survenue aux observations de départ résulte des fluctuations énormes.
La théorie du chaos étudie le comportement des systémes dynamiques qui sont tres sensibles
aux conditions initiales, ce qui rend la prévision a long terme impossible en général. Cela se
produit méme si ces systémes sont déterministes, ce qui signifie que leur comportement futur est
entierement déterminé par leurs conditions initiales. Ce comportement est connu sous le nom du

chaos déterministe, ou tout simplement le chaos.
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2.1 Définitions du chaos

Définition 2.1 Définition Larousse : Confusion générale des éléments, de la matiére, avant

la création du monde. Fig. Désordre.

Définition 2.2 Définition de E .Lorenz : Un systéme agité par des forces ou seules existent
trois fréquences indépendantes, peut se déstabiliser, ses mouvements devenant alors totalement

wrréguliers et erratiques.

Définition 2.3 (Devaney 1989). Soit (x,0) un espace métrique compact etune fonction f : xy —

X

Le systeme dynamique discret

Tp1 = f(or)

est dit chaotique si les conditions suivantes sans vérifiées :
1-Sensibilité aux conditions initiales :
1l existe un nombre réel € > 0 tel que, pour tout xqg € x et pour tout 5 > 0, il existe un point

Yo € X et un entier k > 0, vérifiant

d(zo,0) < 8= d(zg,yx) >0 (2.1)

2-Transitivité topologique : f est topologiquement transitive, s’il existe x;, € x tel que [’orbite
O = {f*(xy),k € N} est dense dans x.

3-Densité des orbites périodiques : {xo € x; Ik > 0,z = x0} est dense dans x.

2.2 Outils de quantification du chaos

Les équations récurentes non linéaires discrétes peuvent décrire des modeéles chaotiques comme
déja vécu. Pour des cas nombreux, ces équations ne sont pas explicitement intégrables. On ne

peut alors se servir que d’un raisonnement numérique pour pouvoir calculer ses solutions. Les
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théoriciens du chaos mettent en oeuvre actuellement de nombreux outils afin d’évaluer un ca-
racteére chaotique en basant sur les équations récurentes qui en découle. Nous ne citons ici que
ceux qu’on peut mettre en exergue numériquement et qui fournissent assez de renseignements en
vue de 'analyse explicite des phénomeénes concernés. Quelques-uns de ces outils sont en outre

complémentaires I'un a 'autre.

2.2.1 Espace des phases

Il est possible de suivre I’évolution de I’état d’un systéme physique dans le temps. Pour cela, on
construit d’abord un modeéle avec les lois physiques et les parameétres nécessaires et suffisants pour
caractériser le systéme. Ce modeéle est bien souvent constitué par des équations différentielles.
On définira, & un instant donné, un point dans un « repére ». Ce point caractérisera ’état du
systeme dans ’espace a cet instant. Cet espace est appelé « ’espace des phases ». L’espace
des phases est une notion purement mathématique qui comporte autant de dimensions qu’il y
a de parameétres dans le systéeme dynamique étudié. des systémes qui convergent vers un état
d’équilibre aprés maintes oscillations, ce qui correspond dans I’espace des phases & des boucles qui
convergent vers un point. On a d’autres qui se répétent périodiquement, ce qui correspond dans
I’espace des phases a une orbite cyclique. et d’autres ont également un mouvement périodique
mais plus complexe; ils se répetent seulement aprés deux oscillations différentes : on dit qu’ils
possédent un cycle de période 2. Cela correspond a des boucles plus compliquées dans ’espace
des phases. Enfin des systémes qui sont chaotiques, et dans I’espace des phases, ils possédent une

forme de trajectoire aléatoire.

2.2.2 Attracteurs

Un attracteur est un objet géométrique ou un ensemble de points vers lesquelles évoluent le
systéme en question, quelles que soient ses conditions initiales, c’est-a-dire une forme géométrique
vers laquelle tendent toutes les trajectoires des points de I’espace des phases .Autrement dit, c’est
I’objet vers lequel évoluent les trajectoires formées & partir des points du bassin d’attraction.
On peut alors extraire plusieurs attracteurs pour un méme espace des phases et y on a deux

types : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges ou chaotiques. Les attracteurs étranges
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comportent des lois déterministes et des lois aléatoires en méme temps, ce qui rend irréalisable

toute prévoyance de I’évolution sur le long terme.

Attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers spécifient I’évolution des systémes non chaotiques, et se divisent en
deux catégories :

Un point fixe : ou bien état d’équilibre du systéme. Ce sont les valeurs de la variable pour
lesquelles elle empéche d’évoluer quand on progresse dans le temps.

Un cycle limite : Ce sont les valeurs de la variable pour lesquelles I’évolution au cours du
temps est cyclique c’est-a-dire, que la trajectoire s’enferme sur elle-méme.

Pour tous les attracteurs réguliers, des trajectoires qui prennent leurs départ & partir des
points extrémement voisins dans ’espace de phase restent infiniment proches. On peut cependant

présager ’évolution de ces systémes, a partir d'un état connu.

Attracteurs étranges

Ils sont spécifiques & I’évolution des systémes chaotiques, c’est-a-dire que tous les points de
I’espace des phases qui découlent du bassin d’attraction de I'attracteur fournissent des trajectoires
qui tendent & construire 'attracteur étrange au cours d’un certain temps.

De maniére importante, un attracteur étrange n’est pas une surface lisse, mais une surface
introvertie souvent sur elle-méme. Effectivement, les trajectoires des points s’écartent du moment
que deux points ne subissent pas la méme évolution, mais comme 'attracteur a des dimensions
finies, et ainsi 'attracteur doit se replier sur lui-méme et ce proces de repliement tend a se renou-
veler indéfiniment et donne lieu & un nombre infini de plis chevauchés qui ne se rencontrent pas.
Par conséquent, deux conditions initialement proches peuvent avoir deux positionnement diffé-
rents de 'attracteur au-dela d’un certain rang. Cela exprime le caractére divergent des systéemes

non-réguliers.
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2.2.3 Sensibilité aux conditions initiales (S.C.I)

La sensibilité des trajectoires aux conditions initiales est un autre outil qui sert & quantifier un
caractere chaotique. En choisissant deux états initiaux a proximité peu importe, les trajectoires
qui en découlent s’écartent bientot 'une de I'autre. Elles restent cependant attachées au méme
attracteur des lors, enfermées dans un espace borné. Il est notamment facile & comprendre que,
de plus faible erreur dans la condition initiale, empéche & prévoir quelle sera la trajectoire suivie
aprés un certain temps et, donc, de faire une prédiction d’autre que statistique sur le long terme

du systeme.

2.2.4 Exposants de Lyapunov

Certains systémes dynamiques ont grande sensibilité aux variations de leurs conditions ini-
tiales que peut présenter un attracteur étrange
Alexander Lyapunov (1857-1918) a dévéloppé un parameétre qui nous permet de calculer le
taux de divergence entre I’évolution de trajectoires issues de conditions initiales proches au sein
de cet espace borné qu’est I'attracteur étrange.

Ce moyen de control est appelé "Exposant de Lyapunov" qui est une quantité permettant
de cararctériser le chaos temporel et est d(i:ﬁnit pour un systéme dynamique par :
df"(x 1 «— '
f" (o) :nlg{)loggln f(ﬂfl)‘

x
ou f : R — R est une application, et x( est une condition initiale.

1
Azg) = r}ggoﬁ In

Dans un espace de dimension p, il y a p exposants de Lyapunov, chacun d’entre eux mesure
le taux de divergence suivant un des axes du systéme. Ils sont définis & partir de la matrice

jaccobienne de I'application f au poit x( et de ses valeurs propres.
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Cas des systémes discrets unidimensionnels

Théoréme 2.1 Soit une application discréte f de R dans R qui applique x,, 11 sur x,, l’exposant

de Lyapunov \ qu’il indique le taux moyen de divergence est défini par :

N R
A=l Y ) 22)
Preuve: On définit un systéme dynamique par un triplet (X, 7, f) constitué de l'espace
d’états X, du domaine temporel 7', et d’une application de transition d’état qui f: X xT — X
permet de définir & partir d’un vecteur de conditions initiales I’état du systéme a tout instant.
Dans le cas ot le temps est discret le systéme dynamique est présenté par une application
itérative :

Th+1 = f(xkup)7xk S anp € RT’)k = 1727 sy

Ou p est un parametre, et t € T.

Pour deux conditions initiales trés proches zg et 376 séparées d’une distance dy,et on regarde
comment se comportent les trajectoires qui en sont issues.

Alors dy = ‘xz) — xo}

Apreés une itération, la distance entre les deux trjéctoires devient d; = ‘:c’l — xl‘

N . P . . 2. N /
Apres n itération la distance évolue a d,, = }xn - xn‘

)

Le rapport décrit ’évolution de ’érreur d; dans la téme itération, autrement
i—1
d zy — @ _ |f (w0) = f (@0)] _ |f (o + do) — [ (20)]
do !xé—xo‘ !xé—xo‘ do

onodi | f (o +do) — f(20)] /
et puis dl;glo—o = dl(}LnO d = |f (xo)| )

Cette quantité est positive, alors il existe un réel \; telle que

. 1
lim — =
do—0 do

!
f ( 170)‘ — 6)\1
donc les deux trajectoires s’écartent a un rythme exponentiel a la premiere itération.
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en extraire la valeur de A; = In|f’ (z0)| en passant au logarithme dans (1.1).

L’évolution de I'erreur aprés n itérations :

I

dn _ |20 = 2| _|f (@) = £ (@) _ /" (@) = ™ (w0)| _ |f" (w0 + do) — f™ (x0)|

- ’ - /
do ‘ZL‘O—I0| |I‘0—£L'0‘ d() do

En passant a la limite

_dn o [f" (wo +do) = f" (zo)| | dfT
Jm 2 = i, 7o = | @)
I’érreur tends vers une limite A € R, alors
. dn o . a |'Tli+1 _:EiJrl‘ . MN" n dfn
gy = A = @) ==y @)
drm 1 arm 1 df (f1(x
= nA~In §—$(x0) =\~ Eln C{—x(xo) = EIH'W‘

f(ao)| =TT If ()]

1=0

F @n)| | (@0 ...

1
en utilisant la régle de dérivation par chaine A ~ — In
n

quand n tends vers l'infini

drm 1 « ,
A= lim —In|— (z9)| = lim — In T;
Jim i )| = i S a7 )
Pour un point d’équilibre x*
A=In|f(z¥)
- Si ‘ f(x*)] < 1= X < 1, alors z* est asymptotiquement stable et la trajectoire issue d’une
condition initiale zo ({z;}]_,) est asymptotiquement stable au voisinage de z*.
-Si | f'(z*)] =1 = X =0, z* est stable et par conséquent la trajéctoire issue de zg est périodique,
donc stable.
-Si |f'(z*)| > 1= X > 1, 2" est instable ainsi que la trajéctoire issue de z,. ®

Exemple 2.1 Pour l'application logistique
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1 n
A= lim = In4(1 - 22;)| =In2 > 0
=0

n—oo, 4

alors le systéme est chaotique.

Cas des systémes discrets multidimensionnels

Théoréme 2.2 Soit f :RP — RP une application discréte telle que x,11 = f(x,)
A= lim = ilnq-(fk(x )
7 ooy e 7 0

Preuve: d—" = x’} —In _ [ (@0 +do) — f"(w0)
do xO — X do

~ (ek)n = f™(zo + do) — f*(z0) =~ doe™

Soit le développement limité d’ordrel de la fonction f"(xo) au voisinage de x;

tn—s, = P (o) = (1) = (0= ) | (o)

n

On note H J (x;) par J" (20), on obtient x, — x, = J" (x0) x (zo — ),
i=0

ot J" (zg) € My, représente la matrice jaccobéenne de f™ (.) au point x.

Si J" (o) est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P € M, telle que la matrice

Dy = P, 'J"P, est diagonale des valeurs propres ¢;(f*(x0)), (i = 1,2, ...,p)

On définit les p exposants de Lyapunov comme suit :

1 n
Ar = lim ~ ; In i (f* (o)) (2.3)
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et \; sont les exposants de Lyapunov associés aux trjectoires issuent de xy dans la iéme direction.

Pour le point d’équilibre z* : z,, — x,, = (J(z*))" (2o — )

passant aux composantes du vecteur H:cm — x;nH = [q;(z")]" H:Cw — SC;O ‘ =e
ceci implique par comparaison
Az:lnqi(‘r*)? 221727 » P
|
Exemple 2.2 (La transformation de boulanger)
f:[0,1] x[0,1] = R
Tiy1 = 2x; [mod 1],0 <z < 1/2
1 1
flz,y) = -ay;, 0 <z < - 0<axl1
Yis1 = 2 2
i+1 1 1
§(ayi+1),§ <zr<l1

(0,0) est le seul point fixe de f dont la matrice jacobéenne J est donnée par :

N

les valeurs propres de J de f"(xo) au point xo = (0,0) sont :

G (f"(x0)) =2 et g2 f"(0)) = g,Vn eN

Appliquant(1.3), on obtient

n\;

Les exposants de Lyapunov permettent donc de quantifier la sensibilité aux conditions initiales

32



Chapitre 2. Quantification du chaos dans les systémes dynamiques discrets

(sci) mais aussi de séparer les comportements instables ou chaotiqes des comportements stables
et prévisibles.

*Si un exposant de Lyapunov est strictement positif, alors la sci est trés grande et le systéme
est chaotique.

*Si tous les exposants de Lyapunov sont négatifs ou égaux & zéro, on est en présence d’un
phénomeéne stable ou périodique.

On a vu que certains systémes dynamiques sont trés sensibles aux variations de leurs condi-
tions initiales, ces variations peuvent brusquement faire un boum. Le mathématicien russe
Alexander Markus-Lyapunov a examiné ce phénoméne et a défini une quantité lui permettant
d’estimer ’allure d’amplification de ces petites variations, cette quantité et qui porte le nom de
son fondateur « exposant de Lyapunov » mesure en vérité 'amplitude de sensibilité d’un sys-
téme dynamique, c’est-a-dire, le taux de divergence entre 1’évolution de trajectoires appartenant
a lattracteur étrange et qui découlent des conditions initialement voisines au sein d’espace des
phases et il est montré que le nombre d’exposants de Lyapunov est égal a la dimension de cet

espace.

2.3 Transition vers le chaos

L’évolution des points fixes, par le changement de son type de stabilité, suivant au changement
des valeurs du paramétre de bifurcation, fait le motif pour lequel une transition vers le chaos
est apparue. Plusieurs scénarios existent décrivant ce passage vers le chaos, et nous citons ici

quelques scénarions de transition d’une dynamique réguliére & une autre chaotique :

2.3.1 Cascade de doublements de période

Ce scénario est caractérisé par une succession de bifurcation de fourches, il a été observé dans
les années 60 par R.May en dynamique de populations sur 'application logistique. A mesure que

la contrainte augmente, la période d’un systéme forcé est multipliée par 2, puis par 4, puis par 8,
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etc.. Ces doublements de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période est infinie,

le systéme devient chaotique[68].

2.3.2 Par intermittence

Lorsqu’on augmente le parametre de controle, un mouvement périodique stable est entrecoupé
par des bouffées de turbulance, les bouffées de turbulence deviennent de plus en plus fréquentes,

et finalement, la perturbation domine [25].

2.3.3 Scénario de Ruelle et Takens

Dans un systéme dynamique & comportement périodique a une seule fréquence, si nous chan-
geons un parametre alors il apparait une deuxiéme fréquence. Si le rapport entre les deux fré-
quences est rationnelle, le comportement devient périodique. Mais, si le rapport est irrationnel, le
comportement est quasi périodique. Alors, on change de nouveau le paramétre et il apparait une
troisiéme fréquence et ainsi de suite jusqu’a I’arrivé du situation chaotique. Ce scénario dit-via

la quasi-périodicité- a été introduit dans les travaux de Ruelle et Takens [69].
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Systémes dynamiques discrets

chaotiques universels

3.1 L’application logistique

3.1.1 Historique de ’application logistique

L’application logistique g, = az(1 — z) s’intéresse & la modélisation de I’évolution des popu-
lations. Elle a été énoncée en 1838 par Pierre Francois Verhulst!, et qui prétend modéliser non
exponentiellement 1’évolution des populations. Ce nouveau modeéle vient en réaction au modeéle de
Thomas Malthus? qui anticipe une croissance exponentielle de la population. Assurément, pour
Malthus, chaque année, la population grossit dans un rapport fixe : u,,1 = ru, ol u, désigne la
population de I'année n et r le taux de croissance de la population. La fonction associée a cette
suite est : f(x) = rz. Ce modele exponentiel envisage donc une évolution infinie de la popula-

tion et dés lors, il se conforme mal & la réalité. Effectivement, aucun empéchement & I’évolution

'Pierre-Frangois Verhulst (1804-1849) est un mathématicien belge. Inspiré par 1’ « Essai sur le principe de
population » de Thomas Malthus, il proposa en 1838 le modéle de Verhulst, décrivant 1’évolution des populations
animales grace & un modéle qui ne soit pas exponentiel. C’est dans la publication de 1845 qu’il nomme cette
courbe « logistique » sans donner ’explication de ce terme

2Thomas Malthus (1766 — 1834), economiste britannique contemporain du décollage industriel anglais, il est
surtout connu pour ses travaux sur les rapports entre les dynamiques de croissance de la population et la produc-
tion, analysés dans une perspective pessimiste, totalement opposée a ’idée smithienne d’un équilibre harmonieux
et stable.
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est pris en compte. La correction du modeéle de Malthus s’impose cependant en considérant ces
empéchement. C’est de méme que le modéle de Verhulst s’appuie sur la nourriture disponible.
Cela établit une population maximale P qui sera aboutie lorsque toute la nourriture est épuisée.
Si une année, la population est égale a P, ’année suivante la population sera nulle. Dans ce cas
on peut écrire : u,y1 = ru,(P — u,) ou la fonction associée est g(z) = rx(P — x). Le facteur rz
désigne 'augmentation de la population tant que (P — x) correspond a sa diminution due a des
facteurs extérieurs. Cette derniére expression s’écrit alors g(z) = raP(1 — %) En posant y = z

P

,on obtient :

g(y) =ryP*(1 —y) = ay(1 —y)

avec a = rP?. La population doit étre ainsi assimilée a4 un rapport compris entre 0 et 1, ot 0

correspond a son extinction et 1 & son maximum. De plus, la population maximale est égale a
a a

g(=) = T Ainsi, 0 < 1 <1,s0it 0 <a<d4.

2
L’application g définie par :

g : [0;1] = [0;1]

y — ay(l —vy),a € [0;4]

s’appelle 'application logistique.

Apres sa découverte par Pierre Francois Verhulst, I’application logistique a été oubliée jus-
qu’au début du XX siecle. Deux mathématiciens biologistes, dans les années 1920, travaillent
sur I’évolution des différentes populations animales et constatent que les populations évoluent
diffétremment d’une espéce & une autre : certaines se stabilisent tandis que d’autres suivent des
cycles réguliers et enfin d’autres fluctent aléatoirement. De quoi dépend cette évolution ?

L’application logistique réapparait alors pour tenter de répondre a cette question. Toujours

dans le méme but, dans les années 1970, James Yorke® et Robert May*, tous deux ecologistes,

3James Yorke (né en 1941),mathématicien américain, il a le sens de la formule : "le terme de chaos", qu'il a
choisi en 1975 pour décrire des phénomenes trés irréguliers, a été unanimement repris par les scientifiques. Mais
James Yorke a fait bien plus, en mettant au point des méthodes pour étudier ces phénomeénes, et aussi pour les
utiliser dans des applications pratiques.

4Robert McCredie May, (né en 1938), physicien australien, au début de sa carriére, il s’intéresse & la dynamique
des populations animales ainsi qu’a la relation entre la complexité et la stabilité en synécologie2. Ses travaux jouent
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auront trouvé la réponse. Pour eux, I’évolution de chaque population animale se calcule & ’aide
de Papplication logistique g(y) = ay(1 — y) et dépend de la valeur de a.

En effet, pour certaines valeurs de a, le comportement de I’application se change significati-
vement. Plus tard, ces paramétres sont appelés bifurcations. Pour plus de clarté, May a compilé
ses résultats dans un graphique, c’est 'apparition du diagramme de bifurcation. Il remarque que
jusqu’a un certain point, la population converge vers une valeur, puis deux, puis quatre, etc.
Au dela de ce point, ce comportement prévisible s’arréte, c’est le chaos. Par ailleurs, & la méme
période, Mitchell Feigenbaum?®, physicien, s’intéresse & son tour & ’application logistique dans le
cadre de recherche sur la turbulence. Dans un premier temps, il fait les mémes constatations que
Robert May : il existe des valeurs de a pour lesquelles le comportement de I’application logistique
se change. Puis durant ’été 1975, il assiste & une conférence sur la transition entre la périodicité
et le chaos qui lui pousse & étudier I'application logistique sous un angle différent. Il admet les
bifurcations et il se concentre sur la distance entre deux bifurcations successives. Il remarque
alors que le rapport entre deux distances successives converge. Il a repris son étude sur d’autres
applications dépendant d’un parameétre et constate que le rapport entre deux périodes converge

toujours vers le méme nombre. C’est la découverte de la constante de Feigenbaum.

3.1.2 Définition de ’application logistique

Définition 3.1 Le systeme dynamique associé est : Partant d’une condition initiale xo € R ,on
pose :

T1 = ga(20), T2 = ga(1), s Tng1 = Ga(Tn).
Ou
T = ga(x(J)v Ty = ga<x1) = ga(ga(xﬂ)) = 93(5150)’ ey Iy = 92(1'0)'

On dit que c’est un systéme dynamique de dimension 1 car x € R, et a temps discret car les

points évoluent par étape et non contindment, la loi de mouvement est simplement x, 1 = go(Ty).

un role clé dans le développement de I’écologie théorique (en) lors des années 1970 et 1980.

’Mitchell Jay Feigenbaum (né en 1944), est un physicien théoricien américain, il a découvrit un scénario de
transition vers le chaos par doublement de période, lors d’un séjour & Los Alamos. Cette transition est caractérisée
par deux constantes universelles, baptisées depuis « nombres de Feigenbaum » en son honneur.
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Définition 3.2 L’application logistique est l’application notée usuellement g, définie par :

ga = [0,1] —[0,1]

r — ax(l—ux)

avec a € [0,4].

Cette application peut étre appliquée plusieurs fois de suite, ce qui permet de définir par

récurrence une suite (u,,)y définie par uy € [0,1] et up11 = gal(uy).

3.1.3 Propriétés de ’application logistique

On va prendre un exemple vu en mathématiques et en écologie pour étudier la croissance des
populations c’est le modeéle logistique. La population de la période ¢ + 1 sera x;,1 en fonction de

la population qui la précéde de la prériode ¢ et donnée par 1’équation :
Tir1 = amt(l — l’t)

avec (1 — x;) représente la diminution de la population due & des facteurs extérieurs. ax;
représente le rapport de croissance.

Nous allons voir que selon la valeur de taux de croissance effectif a, une population se stabilise
a une certaine valeur ou oscille entre deux ou plusieurs valeurs ou flucte aléatoirement. Donc
I’évolution de chaque population se calcule a 1’aide de I'application logistique : xj1 = ax,(1—xy)

Dans ce but, nous allons étudier I’évolution des populations animales pour un taux de crois-
sance effectif compris entre 0 et 4. Nous allons étudier numériquement et graphiquement cette
évolution grace a la fonction logistique.

Population dont le taux de croissance a = 1

Si on prend comme donnée initiale zy = 0, 1 on peut voir le comportement de I’évolution de la

population pour les 100 premiéres itérations de ’application logistique dans la figure ci-dessous :
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0.1

0.09

0.0z

0.07

0.06

= 0.05

0.04

0.03

0.0z

0.a1

Fig 3.1. Population dont le taux de croissance a = 1 avec xo = 0, 1.

On prévoit pour cette valeur de a une diminution de la population et une convergence vers
zéro, voir Fig (3.1).
Population dont le taux de croissance a = 2

Pour une population initiale xg = 0,1 I’évolution de la population pour les 100 premieres
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itérations de ’application logistique est représentée dans la figure ci-dessous :

0e

0.8

0.7

0k

0.4 r

0.2r

0.1

|:| | | | 1 | | | | | |
a 10 20 30 40 a0 il 7 80 80 100

Fig 3.2. Population dont le taux de croissance a = 2 avec g = 0, 1

On constate que la population se stabilise vers une certaine valeur correspond a 0, 5,voir Fig
(3.2.)

Population dont le taux de croissance a = 3

Maintenant pour la méme valeur prise de la population intiale £y = 0,1 I’évolution de la

population pour les 100 premiéres itérations de 'applicaion logistique est représentée dans la
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figure ci-dessous :

0e

0.8

0.7

0k

0.4

0.3

0.2

0.1

|:| | | | 1 | | | | | |
a 10 20 30 40 a0 il 7 80 80 100

Fig 3.3. Population dont le taux de croissance a = 3 avec xg = 0, 1.

On constate que la population pour ce taux de croissance oscille entre deux valeurs que ’'on

peut calculer a 1’aide du Matlab 0,64 et 0, 68, voir Fig (3.3.).

Population dont le taux de croissance a =4

Pour une population initiale g = 0,1 I’évolution de la population pour les 100 premiéres

itérations de I'application logistique est représentée dans la figure ci-dessous :
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09+

0.8+

0.4F

03

0.2

0.1

|:| | | | 1 | | | | | |
a 10 20 30 40 a0 B0 70 80 80 100

Fig 3.4. Population dont le taux de croissance a = 4 avec xg = 0, 1.

Nous constatons dans la figure précédente que le nombre de la population oscille irrégulie-
rement donc devient imprévisible, et donc la poursuivie de I’évolution des points résultats de
récurence devient non atteinte, voir Fig (3.4.).

Que peut-on dire quand on choisit une autre valeur de la population initiale ?

e La sensibilité aux conditions initilaes

Pour les simulations précédentes avec une population initiale zo = 0,1 nous avons vu que le
nombre d’individus par génération semble se stabiliser pour une valeurs de taux de croissance
inférieur a 3, puis osciller entre deux, puis quatre valeurs pour un taux de croissance supérieur a
3. Et enfin ce nombre oscille irréguliérement au-dela d’un certain seuil.

Essayons maintenant de constater la différence en reprenant les simulations précédentes pour

une population initiale différente soit xzy = 0, 8.
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Population dont le taux de croissance a =1

[’équation de I’évolution est donnée par :

I’t+1 = It(l — I‘t>

Donc, nous obtenons :

0t
a7+

0&

0.4

03r

nz2

0.1 p-

0 10 20 1] 40 a0 21] 70 a0 0 100
Fig 3.5 Population dont le taux de croissance a = 1 avec

Ty = 0,8

Nous constatons que la population tend vers zéro pour les deux populations initiales, voir Fig
(3.5).
Population dont le taux de croissance a = 2

L’équation de I’évolution est donnée par :

i1 = 2m(1 — xy)
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Donc, nous obtenons :

04

0.8

0.7 r

0.4

0.2

0.1

|:| | | | | | | | | 1 |
a 10 20 30 40 a0 B0 70 g0 a0 100

Fig 3.6. Population dont le taux de croissance a = 2 avec xo = 0, 8.

Nous ne constatons aucune différence vu le comportement de ’évolution de la population,
elle tend vers la méme valeur (vers la moitiée du diagramme ).
Population dont le taux de croissance a = 3,8

L’équation de I’évolution est donnée par :

Ti41 = 3, 83&(1 — .flft)
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Donc, nous obtenons :

0e

0.8

0.7

0k

= 1.5

0.4

0.2r

0.1

|:| | | | 1 | | | | | |
a 10 20 30 40 a0 il 7 80 80 100

Fig 3.7. Population dont le taux de croissance a = 3,8 avec xy = 0, 8.
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Maintenant si on prend des populations initiales voisines que peut-on voir ?

0e

N | |

0.4

0.3

0.2

0.1

|:| | | | 1 | | | | | |
a 10 20 30 40 a0 il 7 80 80 100

Fig 3.8. Population dont le taux de croissance a = 3,8 avec xy = 0, 8001.

Nous constatons ici que 1’évolution des populations se comporte différemment méme si elles
étaient trés proches initialement, voir Fig (3.7.) et Fig (3.8). C’est bien la sensibilité aux condi-

tions initiales qui est un élément important dans la théorie du chaos.

3.1.4 Points fixes et orbites périodiques :

On considére 'application logistique :

ga(x) =ax(l —x) ,x €0,1] et a € [0, 4]

46



Chapitre 3. Systémes dynamiques discrets chaotiques universels

Tr1 =
golz) =< x(a—ar—1)=0& '

a—1
To =

a
a—1
Donc I’application logistique a deux points fixes ;1 = 0 et x5 =

- , (a>1).

Stabilité des points fixes

On a:

/

go(x) = —2azx +a

D’ou

go(x1) =a>0.

Donc z;1 est un point fixe attractif si et seulemnt si a < 1. Il est répulsif pour a > 1, et on ne
peut rien dire quant & sa nature pour a = 1.

D’autre part, on a :

g;(xQ) =2- a,

)
|9a(w2)| = [2—a] <1

T est attractif si, -1<2-ax<l1

l<a<3

Le point fixe x4 es’; alors attractif pour 1 < a < 3, et il est répulsif pour a < 1 et a > 3, et
douteux pour a =1 et a = 3.

e Les points fixes de g?

On a:

92(x) = aga(z)(1 — ga(z)) =

a’z(1 —z)(1 — ax + az?).
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z1(a) =0
On a deux points fixes répulsifs : a—1
xa(a) = - (a>3)

Et on a deux nouveaux points fixes :

25(a) a+1+4++/(a+1)(a—3)
3\ = 2a
a(a) = a+1—+/(a+1)(a—3)

2a
On a donc une orbite périodique de période 2. On peut conclure sa stabilité sachant qu’elle
est stable si |¢'(z4)g'(x3)] <1, 0na:
d(x4)g (z3) = —a* +2a + 4

Donc l'orbite est stable si a € ]3, 1+ \/6[

Fig 3.9. Graphe de g,(z).
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Fig 3.10. Graphe de g(z).

Points fixes super attractifs

Proposition 3.1 Pour a = 2 l’application g, a un point fixe super attractif.

Preuve: Commengons par chercher le sommet de la parabole g,(x) = az(1—x). Nous avons :

gl(x) = a(l - 2)

1
gr(z) > 0 pour z < 3

X % 1
go(z) | + 0 -
i
9a(T) /! N
0 0
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Tableau de variation de ’application g,.

Le sommet de la parabole est

ce qui implique que a =2 . m

Fig 3.11. Point fixe super attractif de 'application
logistique

Justifiant maintenant le terme "super attractif" pour un point fixe de ’application g,.

-1
Rappelons que g,(z) = azx(1 — z) et p, = ¢ , son point fixe.
a

Nous commencons l'itération de g, par un point proche de p, :

a—1
a

To = +¢€

avec € > 0.
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€Ty = ga(x())
= axo(l — xp)
, a—1+ae a—1+ae
Notons z; = ¢’ (o). Nous obtenons :{ = a(T)(l - T)
a—1
= — ae + 2¢ — ag?
a
=29+ —as — as?.

\
De plus, |¢ — ae — ag?| < € ce qui montre bien que p, est attractif. En effet x; est proche de
xo (donc de p,), et en réitérant cet argument, x5 est proche de z1, donc de xq et de p,.

1
Regardons ce qui se passe pour le cas super attractif, c’est-a-dire pour a = 2. Ici, p, = 3 et

To = 3 + ¢. Nous avons donc :
Ty = ga($o)
1
= 5—25+25—252
1
= — — 2¢2,
5 3

Contrairement au cas précédent, il ne reste qu'un terme quadratique en . Ainsi, z1 se rap-
1
proche plus rapidement de 5 En effet, les termes en ¢ et les constantes qui atténuent l'effet du

terme en £2 ne sont plus présents.

3.1.5 Convergence de ’application logistique

Théoréme 3.1 Pour(0 < a < 3, et pour toute valeur initiale xoel , la suite (x,)n est convergente

Pour 3 < a < 3,44, la suite (¢ (z)), © dans le voisinage de [0,1], oscille entre deux valeurs, g,

a une orbite périodique de période 2.

Preuve: Regardons graphiquement le comportement de g, . Tout d’abord , pour a = 1,5,
c’est -a -dire 0 < a < 3, la suite (¢7(z)) , dans le voisinage de [0, 1] , converge vers le point fixe,
voir Fig (3.12) .

Lecas0<a<1
Il y a un unique point fixe dans I ,le point 0, qui attractif.

Soit xg € 1.
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1. Pour zy = 0, la suite est constante. Pour xq = 1 la suite est constante et égale a 0.
2. On suppose g € |0; 1], la suite (z,,)y décroit et converge géométriquement vers 0.
Le cas a =2

1
On a py, = 3 et f'(p2) = 0 donc py est un point super attractif.

Fig 3.12. Convergence de la suite

()N, Tngr = g1,5(Tn) €t 29 =0, 1.

Pour a = 3,2 c'est-a~dire 3 < a < 3,44, la suite (¢/'(x)), = dans le voisinage de [0, 1], oscille
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entre deux valeurs, g, a une orbite périodique de période 2, voir Fig (3.13).

Fig 3.13. Convergence de la suite (x,)y,

Tpi1 = g32(w,) pour 29 =0, 1.

Il y a deux maniéres de converger vers le point fixe. Placons nous dans le cas 1 < a < 3.

a—1
Tout d’abord, les points fixes sont 0 (répulsif) et p, = (attractif). On distingue alors deux
a
comportements : Si la bissectrice y = = coupe la parabole g, avant son sommet, les itérations
convergent en escalier vers p,, voir Fig (3.16.). En revanche si elle coupe la parabole aprés son

sommet, les itérations convergent en spirale vers p,, voir Fig (3.14).
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0.8 H

0.6 4

0.4+

Fig 3.14. Convergence en escalier
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0.8
0.6 4
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0 - . . . . |
0 02 04 0.6 08 1

Fig 3.15. Convergence en spirale.

e Divergence grossiére vers +oo de (u,)qen

* En étudiant les variations de lapplication g, on constate que s’il existe p € N tel que
u, € |—00,0[ ou u, € |1,400[ alors (uy)nen tends vers —oo.

* Une application directe du théoreme des valeurs intermédiaires montre que ¢,([0,1]) =
[0, %] Donc pour ug € [0,1] si a < 4 alors [0, 1] est stable par g, alors la divergence grossiére
vers I'infinie n’a pas lieu. Si dans ce cas a > 4 alors on sort de cet intervalle et la suite diverge

vers l'infini.
3.1.6 Les bifurcations de ’application logistique

Proposition 3.2 L’application g, a une premiére bifurcation en 1 et une deuxiéme en 3.

95



Chapitre 3. Systémes dynamiques discrets chaotiques universels

Proposition 3.3 L’application g, a une troisiéme bifurcation pour a = 3.44.

Classification des bifurcations

Bifurcations selle-noeud

Proposition 3.4 L’application g, a une bifurcation selle-noeud en a = 1. C’est l'unique bifur-

cation de ce type.

Preuve: On a :

gi(z) = a—2azx

Donc :

g(x)=1-2x

De plus, pour a = 1 le point fixe est 0. D’ow, ¢7(0) = 1. Donc, d’apres la définition a = 1 est une

bifurcation selle-noeud . ®

Bifurcation par doublement de la période

Proposition 3.5 L’application g, a une bifurcation par doublement de la période en 3.
Preuve: Nous avons :
gs(x) =3 — 62
Pour a = 3 le seul point fixe dans I est

. 3+1I+/B+1)(3-3) 2
— - —

:L.S -

3

De plus,

Donc, d’aprés la définition a = 3 est une bifurcation par doublement de la période . m
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Proposition 3.6 L’application g> a une bifurcation fourche en 3,44. Par généralisation c’est

une bifurcation par doublement de la période de g,.

Preuve: Les points x3 et x4 sont fixes pour g2. Pour a = 3,44 ; nous avons :

T3 =

a+1+4++/(a+1)(a—3)
2a

Et
a+1—+/(a+1)(a—3)
2a

Ty =

g2(z) = ax(1 — 2)(1 — az(1 — x)).

De plus, 952,44@3) = 05,44(73) 95 44(73) = —a’+2a+4= -1

De méme, g5y, (74) = —1.

Donc, 3,44 est une bifurcation par doublement de la période de ¢ . =

Cette démonstration montre de plus, que les points z3 et x4 subissent la méme bifurcation.

Ainsi lorsque 3 change de stabilité, il donne naissance a deux points fixes de g? . Le point z4
se comporte exactement de la méme fagon, créant lui aussi deux points fixes de g*. Il y a création
de 4 points fixes pour g} et par conséquent d’une orbite périodique de période 4 pour g,.

Les bifurcations jouent un roéle important dans le diagramme de bifurcation puisqu’elles in-
diquent un changement de comportement. Nous définissons alors la suite (a,)ney , suite des bi-
furcations par doublement de la période de ’application logistique. Les premiers termes de cette
suite sont a; = 3 et as = 3,44. Une deuxiéme suite de paramétre est également fondamentale
dans I’étude du diagramme, c’est la suite (s, )y défnie de telle sorte que pour a = s, 'application
ggn_l a un point fixe super attractif. Les termes de cette suite sont appelés parameétres super

attractifs et ses premiers termes sont s; =2 et s = 1+ V5.

Proposition 3.7 Il y a toujours un parameétre super attractif entre deux bifurcations successives.

Preuve: Regardons ce qui se passe pour les premiéres bifurcations. La premiere bifurcation

ap = 1 est une bifurcation selle-noeud. Si py est le point fixe de g,, (po = 0), alors g; (po) = 1.
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Puis, il y a création de deux points fixes p;(a) et pa(a) (pi(a) = et pa(a) = 0) tel que :

\9;0+a(p2(a0 + 5))\ =ap+e>1

Et
ogsema(ao + ) = —— <1
ao-+e W0 ap+¢€
La deuxiéme bifurcation a; apparait lorsque g, (pi(a1)) = —1. Comme g; (pi(ag)) > 0 et
G, (p1(a1)) = —1, il existe s tel que ay < 51 < ay et g, (pi(s1)) = 0. Le point s; est donc

un parametre super attractif.

Cette nouvelle bifurcation donne naissance a deux points fixes ¢(a) et ga(a) de g2 avec 0 <
(92, o) (qi(ar + 5))| <1, (i=12).

La troisiéme bifurcation apparait lorsque (gg1 1) (gi(ar +¢)) = =1, i = 1,211 existe donc un
parameétre super attractif s, tel que

ar < 8o < a

Ce raisonnement se généralise a toutes les bifurcations. Juste aprés une bifurcation, les points
fixes ou les points de I'orbite périodique qui ont été crées, ont une dérivée inférieure a 1 et positive.
La bifurcation suivante apparait lorsque ces points ont une dérivée égale & —1. Le changement de
signe prouve que ces dérivées passent par 0 avant la nouvelle bifurcation, il y a donc un parameétre

super attractif. m

Proposition 3.8 Si la suite (s,)nen converge vers une certaine valeur, la suite (a,)nen converge

vers cette méme valeur.
Preuve: Nous connaissons les premiers termes des deux suites a; = 3 et s; = 2. Ainsi s1 < aq,

de plus, nous avons :

S1<ar < $§y<ar<szg<asg<...

Donc :

Vn € N* s, < a, < Spi1
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Si (s,)n+ converge vers une valeur [, alors d’aprés le théoréme des gendarmes la suite (a,,)n-
converge vers la méme valeur /. En effet, elles convergent tous deux vers un point appelé point de
Feigenbaum noté s., et correspond & 3,5699456 . Ce point marque un changement radical dans

la dynamique de I'application logistique g,. m

3.1.7 Diagramme de bifurcations

Le diagramme de bifurcation rend compte le comportement de ’application logistique en
fonction du parameétre a. Sur ce diagramme, en abscisses, sont représentées les différentes valeurs
du parametre a et en ordonnées celles de g,. Nous construisons le diagramme en repérant pour
chaque valeur de a le ou les points de convergence de la suite (u,)y défnie par ug € [0,1] et

Up+1 = Ja(u,). Nous obtenons ainsi :

09+

06

05

04+

03

021

Fig. 3.16 Diagramme de bifurcation de I’application logistique.
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Nous retrouvons, bien évidemment, le comportement de I'application logistique décrit dans
les parties précédentes.

Pour 1 < a < 3, il n’y a qu’une seule branche. La suite (u, )y précédemment définie converge
vers le point fixe.

Pour 3 < a < 3,44, il y a deux branches. Ceci correspond au comportement périodique,
I’application g, a une orbite périodique de période 2.

En effet lorbite suivie par (u,)y sera 4-périodique et que de méme les orbites continuent de
doubler cette période a 8, 16, 32 vers l'infini sur des intervalles de plus en plus petits tels que le
rapport entre deux intervalles tendent a diminuer et ce comportement a lieu jusqu’a la constante
de Feigenbaum s., = 3,5699456. Et Vn € N,3 (a,, a,.1) € [3, ss0| 2 tel que 'orbite suivie par (u, )n
soit périodique sur |a,, a,1]. La démonstration de ce résultat et d’autres résultats beaucoup plus
détaillés ont été réalisés par Feigenbaum.

Sur [Seo, 4], le comportement est globalement chaotique, et nous ne pouvons plus prévoir le

comportement de I’application logistique.

3.1.8 Le chaos dans P’application logistique

Par exemple, on se servira des exposants de Lyapunov pour mesurer la sensibilité aux condi-
tions initiales de la suite logistique pour des différents a.On a vu dans les résultats précédents
que lorsque (u,)neny admet un point fixe ou périodique, celui-ci est indépendant des conditions
initiales. Les régions chaotiques devront étre tres sensibles aux conditions initiales donc dans le
cas de ce systéme discret a une dimension, son exposant de Lyapunov doit étre positif. Et plus cet
exposant est grand, plus 'orbite est sensible aux petites variations dans les conditions initiales.
Sachant cela, il serait intéressant de tracer la courbe des exposants en fonction de a.On a pour

N grand :
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1 N-1
= ln]a|—|—N z;)ln\l—in]

W
T
1

Fig 3.17. L’evolution de I'exposant le Lyapunov A de I'application

logistique en fonction de a.

On constate que sur des intervalles correspondants aux points fixes ou périodiques attractifs,
I’exposant de Lyapunov est négatif. On peut remarquer des points ot il devient trés négatif

(serait —oo si on ne faisait pas une approximation), c’est lorsqu'un point périodique ou fixe
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devient super attractif : la convergence est trés rapide. Plus I’exposant est positif, plus les orbites

sont sensibles aux conditions initiales, donc chaotiques.

3.2 Attracteur de Hénon

3.2.1 Historique du systéme de Hénon

L’astronome Michel Hénon® exploita la suggestion de Lorenz[4], pour obtenir un systéme trés
simple. Celui-ci est présent au séminaire de Nice (sur la turbulence), en janvier 1976 lorsque
Pomeau’ passe en revue adéquatement cette perspective de ses spéculations. La familiarité de
Hénon avec les applications du plan dans lui-méme, lui permet de réagir rapidement et de produire
un systéme tres simple donnant un attracteur étrange. Il est connu depuis sous le nom de systéme

de Hénon et correspond a I’application suivante :

Tpy1 = —ax? +y, +1
Ynt+1 = bxp

ou a, b sont des constantes.

Il est intéressant de saisir que c’est le démontage du systéme de Lorenz par Pomeau qui
emmeéne Hénon vers son systéme. L’étirement et le repliement sont des éléments qui guident
Hénon. Le choix des valeurs des parameétres est plus approximatif et c’est par tAtonnements que
des valeurs adéquates de a et b sont retenues. Tout I'intérét du systeme de Hénon réside dans
la facilité de programmer cette opération extrémement simple, une itération a deux dimensions,
simulant les comportements plus complexes des systémes du type Lorenz. Il devient un systéme

numérique de référence. Ainsi Pattracteur de Hénon est manipulé et les ensembles de Cantor®

6Michel Hénon (1931-2013) un mathématicien et astronome francais.il est connu pour ses contributions dans
le domaine de la dynamique stellaire, et pour ’étude de I’évolution des anneaux de Saturne. il s’implique dans
la dynamique des amas d’étoiles, en particulier des amas globulaires. Il développe une technique numérique pour
suivre la dynamique d’un amas globulaire sphérique.

"Yves Pomeau (né en 1942 ) est un physicien frangais, il découvert par Paul Manneville en 1979, le phénoméne
de I’ intermittence dans la théorie du chaos dans ’enquéte numérique de I'attracteur de Lorenz .

8Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) est un mathématicien allemand, connu pour étre le
créateur de la théorie des ensembles. I1 établit 'importance de la bijection entre les ensembles, définit les ensembles
infinis et les ensembles bien ordonnés.
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sont visualisés avec leur structure auto-similaire.

D’autres comportements sont mis en évidence. Pour b = 0,3 par exemple, la forme de I'at-
tracteur évolue de maniére significative selon les valeurs de a : pour a petit, 'attracteur est un
point, et lorsque a augmente il se transforme successivement en 2 points, puis 4, 8 et ainsi de
suite par doublement. Hénon rapproche la situation de celle évoquée par May en 1976, et annonce

Pexistence d’une valeur critique a. = 1.06 pour laquelle il affirme obtenir un attracteur étrange.

3.2.2 Définition du systéme de Hénon

Définition 3.3 Le systéme dynamique de Hénon est défini par :

Tpp1 = —az +y, +1

Yn+1 = bxn

Ou a,b € R.
On dit que c’est un systéme dynamique de dimension 2 car (x,y) € R?, et a temps discret car

les points évoluent par étape et non continiment.

Partant d’un point du plan de coordonnées (zg, o) on peut calculer les coordonnées (1, y1)
du point suivant, et ainsi de suite. Inversement on peut réculer dans de temps aux itérations

précédentes grace a l'inversibilité de I’application de Hénon :

H Y (z,y) = (b~ 'y, — 14 ab 2y’

Ou a et b sont des paramétres réels, ou la valeur de la constante a controle la non-linéarité
de l'itération, et celle de b traduit le role de la dissipation.

En effet, la matrice Jacobienne DH, j, est :

—2axr 1
DHa,b -
b 0
Le déterminant de la matrice Jacobienne det(DH, ;) = —b.

63



Chapitre 3. Systémes dynamiques discrets chaotiques universels

Les valeurs habituellement utilisées pour a et b sont a = 1,4 et b =0, 3.
Nous avons fait un programme sur Matlab avec une condition initiale (zg,70) = (0,0) a

travers lequel on peut voir la forme connue du croissant de cet attracteur, voir Fig (3.18).

0.g =

06 .

0.4

0.2

o
R
T

1.5

Fig 3.18. Attracteur de Henon H,; pour a = 1,4 et b =0, 3

On remarque que les valeurs prises par I'application ne correspondent pas graphiquement a
n’importe quelle position dans le plan, elles convergent toutes vers une courbe appelée attracteur
étrange.

On peut voir aussi comment évoluent les variables x et y pour une condition initiale (xg, yo) =
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(0,0), voir Fig (3.19) et Fig (3.20) respectivement.

17— s e spemE: g S opsd i o
T LR O PR TR WO | OO W O SO O OO o - |-
e e

1 R N O
M _______ il ........ !

T s [ TR | S SO

W S T TS TS S NS WS R .
a 10 20 a0 40 50 B0 70 50 a0 100

indice

Fig 3.19. Les 100 premieres iterees de x,, avec a = 1,4 et b = 0, 3 avec

(z0,%0) = (0,0).
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0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4
a

; : : i : : :
10 20 a0 40 a0 GO 70 a0 a0 100
indice

Fig 3.20. Les 100 premieres iterees de y,, avec a = 1,4 et b = 0,3 avec

(z0,%0) = (0,0).

On constate que I’évolution est chaotique pour les deux variables.

Voyons maintenant que se passe-t-il pour les valeurs a = 0,1; et b=10,37
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Fig 3.21. Les 100 premieres iterees de x,, avec a = 0,1 et b = 0,3 et (xg, yo) = (0,0).
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Fig 3.22. Les 100 premieres iterees de y, avec a = 0,1 et b = 0,3 et (xq, yo) = (0,0).

On constate une stabilisation de ’évolution de x,, autour de la valeur 1,2 et de y, autour de

0, 36, voir Fig (3.23) et Fig (3.24).
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Prenons maintenant les valeurs des parametres a = 0.4 et b= 0.3.

14dpF-eee-- T Y ........ S i R R s ......... ;

Er 1

0.6

O ........ ......... ........ ......... ......... ........ ........ .........

T S ........ ......... ......... ........ ........ ......... ........ ........ .........

0 10 20 30 40 a0 GO 70 all 90 100
indice

Fig 3.23. Les 100 premieres iterees de z,, avec a = 0,4 et b = 0, 3 avec

(0, %0) = (0,0).
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Fig 3.24. Les 100 premieres iterees de y,, avec a = 0,4 et b = 0,3 avec
(0, 90) = (0,0).

On constate que I’évolution pour ces valeurs des parametres est périodique et elle va se

stabiliser a un cycle périodique, voir Fig (3.22) et Fig (3.23).

Sensibilité aux conditions initiales : Que-ce passe-t-il quand on choisit des conditions

initiales extrémement voisines ? Prenons par exemple (xg, 39) = (0,001;0,001).
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Fig 3.25. Les 100 premieres iterees de x,, avec a = 1,4 et b =0, 3 et
(x0,%0) = (0.001,0.001).
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Fig 3.26 .Les 100 premieres iterees de y,, avec a = 1,4 et b =0,3 et
(x0,%0) = (0.001,0.001).

On constate que les courbes rendues sont différentes de celles quant a (zg,yo) = (0,0), voir
Fig (3.26.) et Fig (3.27.).
3.2.3 Points fixes et stabilité des premiéres et deuxiéme itérations

Premiére itération

La premiére itération du systéme de Hénon introduit déja dans la section précédente est

considéré comme le systéme original de Hénon donné par :
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Tpi1 = —azx +y, +1
Yn+1 = bxn
On peut obtenir les points fixes du systéme de Hénon en résolvant I'équation H,p(z,y) =

(z,y) :

Hop(2,y) = (z,y) & —ax®* +(b—1x+1=0 (3.4)

Théoréme 3.2 [6] Pour |b] < 1, et ag(b) = —}l(b —1)2ona:
1. Sia < ap(b), Hup n'a aucun point fize.

2. Sia = ag(b), Hyp a un seul point fize.

3. Sia > ay(b), Hup a deux points fizes.

Preuve: Nous obtenons du discriminant de 1'équation (3.4) I'équation (b — 1)? 4+ 4a = 0, ce

1
qui implique que : a = _Z(b —1)? = ag(b).

1. Pour a < ag(b), z+(a,b) ¢ R?, donc dans ce cas il n’y a aucun point fixe pour H,.

—1
2. Pour a = ao(b), nous obtenons x, (a,b) = x_(a,b) = ———. Donc dans ce cas le systéme H,
a
b-1, (b-1),
2a ' 2a ’
3. Pour a > ay(b), nous avons x,(a,b) et x_(a,b) dans R? et x,(a,b) # z_(a,b). Dans ce cas

admet exactement un seul point fixe (z1,y;) = (

nous avons deux points fixes de la forme :

b—1—-p b—14+p
(T1,1) = b _2(11_ 3 et (z2,y2) = b _2%_|_ B (3.5)
’ (2—> ’ (2—) |

Et les valeurs propres en ces points d’équilibre sont :

1(1 1 , 1.1
=+ “(B=b+1°—=b+=
ALz a<26 \/b+4(5 b+1) 2b+2>

et :
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SN

N34 =

1 5 1 1 1
(:I:\/b—l—z(b—l—@—l) —§ﬁ—§b+§)

Ou B = \/4a + (b — 1)

Il peut étre également démontré que I'un de ces deux points est stable a la signe positive
devant le radical, I’autre est toujours instable.

En effet, les valeurs des parameétres connues pour présenter un comportement chaotique
sont a = 1,4 et b = 0,3 et les deux points d’équilibre du systéme pour ces parameétres sont
(—1,1314;—0,3394) et (0,6314;0,1894), les valeurs propres au premier point d’équilibre sont
(2,3284; —0,0657) et les valeurs propres au deuxiéme point sont (0,5657; —1,8284). D’ou le pre-

mier est un point selle est le deuxiéme est clairement un point stable.

Deuxiéme itération

La deuxiéme itération du systéme original de Hénon est d’intéret depuis qu'une bifurcation
par doublement de la période est un mécanisme éminent comme révélé dans le diagramme de
bifurcation.

Selon la variation de Jacobi la deuxiéme itération du systéme de Hénon est donnée par :

Tptl = —a%fl + 2a*x2y, + 2a*12 — ay? — 2ay, — a + bz, + 1

Yni1 = b(—axi +y,+1)
Ce systeme dispose de quatre points d’équilibre dont deux sont hérités du systéme original

de Hénon et les deux autre points d’équilibre sont :

) = (- (52 ) 1= s e () 5 - s

et

) = (- (5] =3 -3 o (Bt - 5 -

2a a 2a 2a

La matrice jacobienne s’écrit :
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—4a®x® + 4a’vy + 4a’r + b 2a%2® — 2ay — 2a

DHf,b =
—2abx b

3.2.4 Analyse de bifurcation

Nous procédons en donnant les résultats de stabilité pour le systeme original de Hénon. Nous

1
rappelons que le systéme de Hénon a deux points d’équilibre réels pour a > _Z(b —1)2

1
Lemme 3.1 Pour a = _Z<b —1)% et B = 0 le systéeme original de Hénon a un unique point
b—1 b—1
d’équilibre en ( 5 ,b ( 5 )) avec les valeurs propres {1, —b} indiquant une bifurcation selle-
a a
noeud.
1
Preuve: En substituant a = _é_l(b —1)% et B = 0 dans Péquation (2.2) les deux points

-1 b—1
d’équilibre se trouvent & s’imbriquer les uns les autres en ( 5 ,b( 5 )) Le jacobien du
a a

systéme en ce point d’équilibre est :
1-b 1
b 0
Et ainsi les valeurs propres sont {1,—b}. =

On considére la bifurcation selle-noeud avec un example numérique.
Proposition 3.9 Pour b= 0,3 et a = —0,1225, on a une bifurcation selle-noeud.

Preuve: Pour b = 0,3 et a = —0, 1225; le point d’équilibre du systéme est (2,8571;0,8571)
indiquent une bifurcation selle-noeud avec une branche stable et une branche instable montrées
dans la Figure (3.27). La région de a de la branche stable est comprise entre —0,1225 < a <
0, 3675.
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Fig 3.27. Diagramme de Bifurcation pour le systeme original de Henon pour

—0,15<a<0,4etb=0,3.

Proposition 3.10 Pour le cas particulier de a = 0,3675 une bifurcation par doublement de la

période est observée.

Preuve: Pour a = %(b —1)2 = 0,3675; le systéme original de Hénon et la deuxiéme ité-
ration du systéme original de Hénon a deux points d’équilibre complétement imbriqués en
(0,9524;0,2857) . Les valeurs propres pour le systéme original de Hénon sont {—1;0,3} et
{2,2343; —0, 1343} et les valeurs propres pour la deuxiéme itération du systéme original de Hénon
sont {1;0,09} et {4,9920;0,0180}. En effet, quand a s’approche de 0, 3675, une orbite périodique
de période 2 est constatée.
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De plus, 'analyse de stabilité pour la valeur du paramétre a = 0,2 donne les deux points
d’équilibre (1,08945; 0, 326836) et (—4, 58945; —1, 376836) et les valeurs propres {0, 371580; —0, 80736213}
et {1,986779; —0, 1509981} respectivement. Le premier point d’équilibre est un point stable et le
deuxiéme est un point selle.

Pour les mémes valeurs des parameétres la deuxiéme itération du systéme de Hénon a quatre
points d’équilibre, dont deux sont complexes conjugués i.e.(1,75 + 2,046338i;0,525 F 0,613947)
et les deux autres sont hérités du systéme original de Hénon respectivement. Les valeurs propres
pour les points d’équilibre complexes conjugués sont {1, 7072;0, 05271} et les valeurs propres pour
le troisieme point d’équilibre sont {0, 138072;0,6518336} et pour le quatriéme point d’équilibre
{0,0228;3,9472}. Les points d’équilibres complexes conjugués sont des point selles, le troisieme
est stable et le quatriéme est un point selle comme prévu.

Les points d’équilibre en a = 0,3675 sont (0,95238;0,285714) et (—2,857142; —0,857142)
et leurs valeurs propres associées sont {0,3; —1} et {2,234271; —0,134271}. Par conséquent, le
premier point d’équilibre donne naissance a une bifurcation par doublement de la période et le
deuxiéme point d’équilibre est un point selle.

En a = 0,9125 un attracteur de période 4 a lieu comme montré dans la figure (2.32.).

Pour a = 1, les points d’équilibre sont (0,70948;0,21284) et (—1,40948; —0,42284) et les
valeurs propres sont {0, 186824; —1,60578} et {2,921643; —0, 102681} respectivement. Les deux
points d’équilibre sont des points selles.

Poura = 1,2 et b = —0, 1 les points d’équilibre sont (0, 563137; —0,0563137) et (—1,4798;0, 14798)
et les valeurs propres sont {—0,0785562; —1,2729739} et {0,0283838; 3,523146} respectivement.
Les deux points d’équilibre sont des points selles. Autour du premier point d’équilibre une or-
bite périodique de période 2 est observée. Considérons la deuxiéme itération du systéme ori-
ginal de Hénon avec les mémes conditions, y en a quatre points d’équilibre dont deux sont les
mémes qu’on avait de la premiére itération. Les valeurs propres sont {1,620462;0,0061710} et
{12, 41256;0,000805}. Encore les deux points d’équilibre sont des points selles. Le systéme fait
disparaitre son comportement périodique observé pour la premiére itération et 'incrémentation

de l'itération du systéme fait de ce systéme plus chaotique et compliqué qu’un multipériodique.
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3.2.5 Diagramme de bifurcation

La construction de diagramme de bifurcation est faite en faisant varier le parameétre a de 0 a

1.4 avec un pas de 0,001, b est égale a 0,3. On obtient le diagramme suivant :

Fig 3.28. Diagramme de bifurcation de Henon

- Si —0.1225 < a < 0.3675, les itérations convergent vers un point du plan,

- 51 0.3675 < a < 0.9, les itérations tendent & constituer un suite (z,,y,) telle que (22, Yo,)
converge vers un point et (To,i1,Yont1) converge vers un autre point. On a donc deux points
limites : on observe un doublement de période.

- 51 0.9 < a < 1.02, on assiste & un nouveau doublement de période.

La période continue de doubler jusqu’a une valeur déterminée ou la trajectoire commence a

prendre une forme particuliére.
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Pour a > 1,02, on ne distingue plus les cycles, et donc le systeme est chaotique.

3.2.6 Bassin d’attraction de Hénon

Les itérations ne convergent pas pour toutes les conditions initiales (g, o). L’ensemble des
conditions initiales pour lequel les itérations convergent est le bassin d’attraction de ’attracteur.

Un calcul numérique permet de construire une partie de ce bassin d’attraction ; voir Fig (3.28).

Fig 3.29. Bassin d’attraction de ’attracteur de Henon pour a = 1.4

et b=0.3.

3.2.7 Le chaos dans le systéme de Hénon

Dans I’étude de la stabilité du systeme de Hénon, on remarque que les valeurs propres sont en
fonction des points fixes qui sont aussi en fonction des parameétres a et b . Donc, pour déterminer
les différentes zones de stabilité, il suffit de calculer ’exposant de Lyapunov en fonction du
parametre a ou b.

On fixe b = 0.3 , et on laisse a varie entre 0 et 1.4.
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Fig 3.30. L’evolution de ’exposant le Lyapunov A de systeme de Henon en

fonction de a.

A partir de la Figure (3.30) on obtient deux zones :
- une zone stable lorsque a varie dans 'intervalle [0; 1, 052].

- une zone chaotique lorsque a varie dans U'intervalle |1,052; 1, 4].

3.3 Systéme de Lozi

3.3.1 Historique du systéme de Lozi

En 1978, Lozi a introduit un systéme bidimensionnel ayant des équations et des attracteurs
semblent pareils & ceux du systéme célébre précité de Hénon. Simplement le terme quadratique du

systeme de Hénon est remplacé par une contribution linéaire continue par morceau, ceci permet
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de prouvé rigoureusement le caractére chaotique du systéme itéré de Lozi L(z,y) suivant :

T+l = —0a |{I;n| +yn+1

Yn+1 = bxn

Ot a et b sont des paramétres non-nuls. Sur la région ot les orbites restent bornées, le systéme

de Lozi peut présenter un comportement régulier ou un comportement chaotique.

3.3.2 Définition du systéme de Lozi

Définition 3.4 Le systéeme dynamique de Lozi est défini par :

Tpy1 = —a |xn| + Yn + 1

Yn+1 = bxn

Ou a,b € R.

On dit que c’est un systéme dynamique de dimension 2 car (z,y) € R?, et a temps discret
car les points évoluent par étape et non continiiment.

La seule différence entre le systéme de Hénon et de Lozi est que le terme non-linéaire x>
du systéme de Hénon esr remplacé par |z| dans le systéme de Lozi qui fait de ce systéme une
application non-différentiable.

Pour le cas particulier de a = 0 cette application est linéaire donc on pose a # 0.

Partant d’un point du plan de coordonnées (g, 1) on peut calculer les coordonnées (x1,y1)

du point suivant, et ainsi de suite. Inversement on peut réculer dans de temps aux itérations

précédentes grace a l'inversibilité de 'application de Lozi :
LM w,y) = (b g,z —14ab " Jy|7)

Ou a et b sont des paramétres réels.
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3.3.3 Points fixes du systéme de Lozi

Le systeme de Lozi posséde deux points fixes hyperboliques définis par :

1 b )

P = (:L’1,y1)=(1+a_b,1+a_b)51b<a—|—1
1 b

P, = (z2,92) = ( )sib< —a+1

l—a—b'1—a—5>

On peut facilement déterminer la stabilité locale de ces deux points par 1’évaluation des

valeurs propres de la matrice jacobienne en ces points.

3.3.4 Stabilité des points fixes

Pour des considérations de stabilité on a besoin de la matrice jacobienne de L(x,y) qui s’écrit :

—asign(z) 1
J(z,y) =
b 0
Le déterminant de la matrice Jacobienne det(DH, ;) = —b.

Remarquons que J(x,y) dépend au point de l'orbite seulement avec sign(z). Accordialement,
on note ses valeurs par J, = J(x > 0,y) et J_ = J(x < 0,y). De plus, comme detJ+ = —b on
va considérer le systéme de Lozi seulement pour || < 1. De plus J(P,) = J et J(P2) = J_.

Le polynéme cararactéristique de J aux points fixes s’écrit :

A+ a)\—bPour P,

A2 —a)\ — b Pour P,

Proposition 3.11 Le point fize P, peut étre stable quand (b,a) se trouve dans le triangle de
sommets (1,0), (—1,2), (=1, —2) sur l’espace des paramétres et instable si : b < —1,b < a+1,

b<l—a
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Preuve: Le discriminant du polyndme cractéristique vaut A = a? + 4b.
Pour b > _TGZ, les valeurs propres sont des réelles. Elles sont de module inférieur a 1 si :
b—1<a<1l-0.
Pour b < —Ta2’ les valeurs propres sont des complexes. Elles sont de module inférieur a 1 si :

b> —1.

D’ou la stabilité de P;.
Pour b < —1,b<a+1, b < 1— a les valeurs propres sont de module supérieur a 1 (i.e. le point

Py est instable). m
Proposition 3.12 Le point P, est un point selle pour b >a+1,b>1— a.

Preuve: La preuve est immédiate en calculant les valeurs propres A; et Ay on obtient || < 1
et [Aof >1si:b>a+1,b>1—a.
Et le point P; est un point selle. m

e Stabilité de P,
Proposition 3.13 [2/ Le point fize Py est instable si : b > —a+1, b > a+ 1.

Preuve: Le discriminant du polynéme cractéristique vaut A = a? + 4b.
P, existe si b > —a + 1, alors A > 0, et les valeurs propres sont toujours des réelles. Elles sont

de module supérieur alsib>—-a+1,b>a+1. =
Proposition 3.14 Le point P, est un point selle sib > —a+1, b > a + 1.

Preuve: La preuve est immédiate aussi en calculant les valeurs propres A; et Ay on obtient
M| <let |\ >1si:b>a+1,b>1—a.

Et le point P; est un point selle. m
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3.3.5 Attracteur de Lozi

Nous avons fait un programme sur Matlab similaire au code source de Hénon avec une condi-
tion initiale (zg,yo) = (0,0) & travers lequel on peut voir la forme d’attracteur dans la figure

(3.31).

08 .

0.6

0.4

T

0.2

02F

04}

-0.6

Fig 3.31. Attracteur de Lozi pour a = 1,7 et b =0, 5.
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0.4

b L ........ el - )

a
Fig 3.32. Les 100 premieres iterees de x,, avec a = 1.7 et b = 0.5

On remarque que les valeurs prises par ’application ne correspondent pas graphiquement &
n’importe quelle position dans le plan, elles convergent toutes vers une courbe appelée attracteur
étrange.

On peut voir aussi comment évoluent les variables x et y pour une condition initiale (g, yo) =

(0,0), voir Figure (3.33) et Figure (3.34).
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Fig 3.33. Les 100 premieres iterees de x,, avec a = 1,7 et b = 0, 5.
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Fig 3.34. Les 100 premieres iterees de y,, avec a = 1,7 et b =0, 5.

3.3.6 Le chaos dans le systéme de Lozi

De méme on peut calculer I'exposant de Lyapunov en fonction du parameétre a ou b pour le
systeme de Lozi.

On fixe b = 0.3 , et on laisse a varie entre 0 et 1.8.
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Fig 3.35. L’evolution de ’exposant le Lyapunov A de systeme de Lozi en

fonction de a.

3.4 Systeme Hitzl-Zele

Définition 3.5 Hitzl et Zele (1985), ont crée le systéme généralisé d’Hénon comme suit :
Tpt1 = —byk
Yrr1 = 21+ 1 — ayp
Zpp1 = byg + T,

ou (a,b) = (1.07,0.3)
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iy

Fig.3.36. Attracteur chaotique de Hitzl et Zele pour (a.b) =
(1.07,0.3).

3.5 Systeme de stefanski

Un exemple d’un systéme simple qui montre un comportement chaotique et hyperchaotique,

est le systeme de Stefanski introduit dans [71] en 1998, et est définit par :

Tpe1 =1+ 2, — ay}
Ypt1 = 1+ byy — axi,

Zht1 = by,
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oub=02ac[1.2214]

Fig.3.37. Attracteur hyperchaotique de Stefanski pour b = 0.2, et
a=1.4.

3.6 Systéme de Zeraoulia-Sprott

Un modele créer par Zeraoulia et Sprott en 2008 [88], et est detecté de comportement chao-

tique dans le plan définit par ’ensemble des parameétres H = {a = 3.36,b = 1.4, mg = —0.43, et m; = 0.41 avec

Définition 3.6 L’application chaotique de Zeraoulia-Sprott est donnée par :

Tpt1 = T — ah (yk)

Y1 = bxy,

a=3.36,b=14, mg=—0.43, et m; = 0.41
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h(yk) = 5 (2maye + (mo —ma) (lye + 1] = |yx — 1]))

N | —

3.6.1 Attracteur de Zeraoulia-Sprott

Fig.3.38. Attracteur chaotique de Zeraoulia-Sprott.

3.7 Conclusion

Comme nous avons vu, plusieurs systemes ont un comportement chaotiques soit dans le plan
ou dans l’espace, pour un ensemble précis de parameétres, ceci nous ouvre les portes pour les
utilisés dans des différents domaines, comme la synchronisation, et notons que dans la litteratue

un énorme nombre de systemes qui sont détéctés chaotiques.
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Synchronisation du chaos

Introduction

Unifications des observations de deux phénomeénes, équivalent & la synchronisations de leurs
systéemes dynamiques. Ce sujet était un axe de recherche active depuis les jours les plut tot de
la physique [17]. Souvent nous nous trouvons obligés d’assurer 1’arrivée de deux phénomeénes qui
sont décrits par deux systémes chaotiques discrets différents en méme temps, et le mot «temps»
ici signifie le rang ou l'itération, parce que les systémes sont discrets. De plus, les deux systémes
dynamiques discrets représentatifs sont de dimensions différentes, ce qui nous ameéne & maitriser
une partie des phénomeénes, et cela se fait dans plusieurs domaines de recherche et de vie.

A partir d’un certain rang (temps), nous avons besoin de coupler (synchroniser) les deux sys-
témes qui ne sont pas avec le méme nombre de composants, par exemple un avec deux composants
et lautre est a trois composants, et cela a ’existence, comme un Communication représentée par
un systéme de trois dimensions, et un signal représenté par un systéme de deux dimensions
apparaissant en méme temps, signal d’information.

De nombreux modéles mathématiques de processus biologiques, de processus physiques, d’op-
tique non linéaire, de dynamique des fluides, de réseau de communication et de processus chi-
miques ont été définis a I'aide de systémes dynamiques & temps discret . La méthode de la
synchronisation du chaos dans des systémes dynamiques & temps discrets, tels que le controle
actif, a été mise au point pour la synchronisation du chaos dans des systémes dynamiques a

temps discret [48]. La conception du backstepping et le controle du mode coulissant, etc. [48],
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7).

4.1 Types de synchronisation

Nous rappelons les différents types de synchronisation citées dans la litterature, y copris la
synchronisation compléte, 'anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la synchronisation

FSHP, la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S.

4.1.1 Synchronisation compléte

Soit le systéme chaotique maitre représenté par
X(k+1) = F(X(k)) (4.1)

d’ou X (k) € R™ est Iétat du systeme (4.1) et F': R" — R™. Et un systéme chaotique esclave
donné par

Yk+1)=GY(k)+U (4.2)

d’on Y (k) € R™ est I'¢tat du systeme (4.2), G : R" — R"et U = (u;)1<i<n €St un vecteur de

controle & déterminer. On définit ’erreur de la synchronisation compléte en tant que
e(k) =Y (k) — X (k) (4.3)

Ainsi, le probléme de synchronisation compléte est de déterminer le controleur U de sorte que

lim |e(k)| = 0 (4.4)

k—00

d’ou ||-]| est la norme euclidienne.

Si F' = G, la relation devient une synchronisation compléte identique.

Si F' # G; c’est une synchronisation compléte non identique.

La synchronisation compléte est donc une coincidence complete entre les variables d’état des

deux systéemes synchronisés.
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4.1.2 Anti-Synchronisation

Théoriquement, deux systémes sont anti-synchronisés si d’une part, le systéme maitre et le
systeme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des signes opposés
et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systéemes tend vers zéro lorsque le

temps tend vers Uinfini [59]. L’erreur d’anti-synchronisation peut donc étre définie comme suit

e(k) = Y (k) + X (k) (4.5)

4.1.3 Synchronisation décalée

Deux systémes dynamiques chaotiques non identiques peuvent exposer un phénomeéne de
synchronisation dans lequel les variables dynamiques des deux systémes deviennent synchronisées,
mais avec un décalage en temps. On dit qu’on a une synchronisation retardée (ou anticipée) si
les variables d’état Y (k) du systéme chaotique esclave converge vers les variables d’état X (k)

décalée dans le temps du systéme chaotique maitre comme I'indique la relation ci-dessous

Jim [[Y'(k) = X (k = 7)[ = 0,0u (lim |[Y'(k) = X(k +7)[ = 0), vz (0) (4.6)

avec T est un nombre positif trés petit.

4.1.4 Synchronisation projective

On dit qu’on a une synchronisation projective si les variables d’état y; (k) du systéme chaotique
esclave Y (k) = (yi(k))1<i<n-
se synchronisent avec une constante multiple de I'état x;(k) du systéme chaotique maitre

X(k?) = (xi(k»lgign, tels que :
doy; # 0, kll—>rgo lyi(k) — az; (k)| = 0,¥(x(0);4(0));i = 1,2,...,n. (4.7)

Le cas ou tous les a; sont égaux a 1 représente un cas de synchronisation compléte. Le cas

ol tous les ¢; sont égaux a —1
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représente un cas d’anti-synchronisation compléte.

4.1.5 Synchronisation FSHP

On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective synchroni-
zation), si chaque variable d’état y;(k); 1 < i < n; du systéme chaotique esclave se synchronise
avec une combinaison linéaire des variables de 'état x;(k); 1 < ¢ < n; du systéme chaotique

maitre, tels que :

n

j=1

() € R, lim = 0,¥(2(0),y(0)),i = 1,2, ...n. (4.8)

La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective .

4.1.6 Synchronisation généralisée

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchronisation
complete, 'anti-synchronisation et la synchronisation projective dans le cas des systémes chao-
tiques de dimensions et de modeéles différents. Elle se manifeste par une relation fonctionnelle
entre les deux systémes chaotiques couplés. On considére un couple de systémes maitreesclave

représenté par
X(k+1) = F(X(k))
Y(k+1)=GY(k)+U

(4.9)

d'on X (k) € R"; Y (k) € R™ sont les état des systémes maitre et esclave, respectivement,
F:R" - R" G:R™ — R" et U= (u;)1<i<m est un controleur.
S’il existe un controleur U et une fonction ¢ : R” — R™, telles que toutes les trajectoires des

systémes maitre et esclave, avec les conditions initiales z(0) et y(0); vérifient :
lim [[¥ (k) = 6(X (k)] = 0, Va(0), ¥(0) (110)

alors, les systémes maitre-esclave (4.9) se synchronisent aus sens généralisé par rapport a la

fonction ¢. Si la fontion est definie par ¢(X (k)) = AX (k) tel que A = (Ajj)mxn on dit qu'on a
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une synchronisation full-state hybrid projective.

4.1.7 Synchronisation Q-S

La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de syn-
chronisations précédentes [82]. Nous disons qu’un systéme maitre, n-dimensionelle, X (k) et un
systéme esclave, m-dimensionelle, Y (k) sont en synchronisation Q-S dans la dimension d, s'il
existe un controleurU = (u;)1<i<m et deux fonctions Q : R" — R?S : R™ — R? telle que
I’erreur de synchronisation

e(k) = QX (k) — S(Y'(k)) (4.11)

vérifie lim |le(k)|| = 0.

k—o0

4.2 Méthodes de synchronisation

Des diverses méthodes de synchronisation sont générées, nous citons ici les plus performantes

et les plus utiles.

4.2.1 Méthode du controleur actif

L’application du controle actif pour la synchronisation des systémes chaotiques, a été proposée
par Bai et Lonngren, c’est une technique efficace qui a montré sa puissance non seulement pour
la synchronisation des systémes identiques, mais aussi pour la synchronisation des systémes non
identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité remarquable pour I'implémentation de

Palgorithme. Soit deux systémes chaotiques & synchroniser, maitre et esclave, définis par :
z(k+1) = F(z(k)) (4.12)

et
y(k+1)=Gyk)) +U (4.13)

ou z(k) € R", et y(k) € R™ sont les état des systémes maitre et esclave, respectivement,
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F:R"—SR" G:R"— R" et U= (u;)1<i<n st un controleur a déterminer. Pour que les deux
systémes se synchronisent, il faut que I'erreur entre les trajectoires des deux systémes converge

vers zéro lorsque le temps tend vers l'infini. Cette erreur est obtenue comme suit :

e(k+1) = ylk+1)—a2(k+1) (4.14)

= G(y(k)) = Fz(k)) +U

Si on peut écrire la quantitie G(y(k)) — F(z(k)) de la fagon suivante

Gy(k)) = Fax(k)) = Ae(k) + N(z(k), y(k)) (4.15)

I’erreur peut étre exprimée comme suit :

e(k+1) = Ae(k) + N(z(k),y(k)) +U (4.16)

d’ou A € R ™ est une matrice constante et /N une fonction non linéaire. Le controleur U est
proposé comme suit :

U=V —N(z(k),y(k)) (4.17)

d’ou V est le controleur actif, défini par :

V = —Le(k) (4.18)

d’ou L est une matrice de controle inconnue. On obtient donc, la formule finale de Ierreur :

e(k+1) = (A— L)e(k) (4.19)

Donc le probléme de la synchronisation entre le systéme maitre (4.12) et le systéme esclave
(4.13) est transformé en probléme de zero-stabiltée du systéme (4.19). Maintenant, le Théoréme
qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systemes dynamiques linéaires

discrets.
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Théoréme 4.1 Le systéme maitre (4.12) et le systéme esclave (4.13) sont globalement synchro-
nisés sous la loi du controle (4.17), si et seulement si la matrice de controle L est choisie telles

que les valeurs propres de A — L se trouvant a l'intérieur du disque de I'unité.

4.2.2 Meéthode du Backstepping

La méthode du backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’une fonction
de Lyapunov avec la conception du controleur nécessaire. En considére que le systéme maitre et

le systéme esclave sont définis comme suit :

1 = fi(z1,22), (4.20)
Ty = folxy, 29, 73),
jﬁn = fn<$1,l’2,$3,...,$n).
et
o= filyr, v2), (4.21)

y2 = f2<y17 Y2, y3)7

Un = [olY1,Y2, Y3, o, Yn) + U

d’ou f; est une fonction linéaire, f;, (i = 2,3,...,n), sont des fonctions non-linéaires et u

est un controleur qui doit étre choisi convenablement pour obtenir la synchronisation entre les
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systémes (4.20) et (4.21). L’erreur de synchronisation est définie comme suit :

€1 = Y1 — 1, (4-22)
€2 = Y2 — Ta,
€n = Yn — Tn.

alors, la dynamique du systéme d’erreur s’écrit :

ér = gi(er,er), (4.23)
by = galer, ez, e3),
én = gnle,ea,...,e,) + u.

d’ou g; est une fonction linéaire, et g;, (i = 2,3,...,n), sont des fonctions non-linéaires.

L’objectif est de calculer une loi de controle u qui assure la convergence du systéme e;, (i =
1,2,3,...,n); vers lorigine en utilisant I’algorithme backstepping. Pour cela, le systéme d’erreur

(4.23) doit étre décomposé en sous systéme :

e1, (e1,e2), (e1,ea,€3), ..., (€1, €2, €3, ..., €p),

et pour chaque sous systéme on défini une fonction de Lyapunov V positive :

‘/j(eja Uy, aj) (424)

d’ou j est I'ordre du sous-systeme, u;, «; représentent, respectivement, la loi de controle et
le controleur virtuel du sous systéme d’ordre j, u; et o; sont calculés a chaque fois de tel sorte

que V; < 0.

Remarque 4.1 Remarque 4.1 Il existe plusieurs avantages dans cette méthode :
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- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contréoleur.
- Elle peut étre appliquée a différents systémes chaotiques.
- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul controleur.

- Le contréleur calculé offre une simplicité dans l'implémentation de [’algorithme.

4.2.3 Meéthode du mode glissant

Dans la théorie du contréle robuste, la méthode du mode glissant est souvent pratiquée
en raison de ses avantages inhérents, telles que la réalisation facile, la réponse rapide et une
bonne performance transitoire ainsi que sa sensibilité aux incertitudes des parameétres et des
perturbations externes. Soit les systémes chaotiques maitre et esclave donnés par les formes

suivantes :

x(t) = Az(t) + f(z(1)) (4.25)

et
y(t) = Ay(t) + f(y() +u (4.26)

d'ou z(k) € R", y(k) € R™ sont les états des systémes maitre et esclave, respectivement,
A € R™"™ une matrice constante, f : R” — R” est une fonction non-linéaire et u € R" est un
controleur & déterminer. L’erreur entre le systéme maitre (4.25) et le systéme esclave (4.26) est

définie par : e = y — x. La dynamique de ’erreur peut s’écrire comme suit :

ée=Ae+n(x,y)+u (4.27)

d’ou n(y;x) = f(y(t)) — f(x(t)). Si on se base sur le principe du controle actif pour éliminer

la partie non-linéaire du systéme d’erreur (4.27), la loi de controle u est choisie comme suit :

u= Bv—n(z,y) (4.28)

d’out v c’est le controleur actif et B un vecteur constant de gain qui doit étre calculé de telle

sorte que le couple (A, B) soit controlable. En substituant (4.28) dans (4.27), la dynamique de
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Ierreur est simplifiée comme suit :

¢ = Ae+ Bu (4.29)

Ainsi, le probléme de synchronisation peut étre remplacé par un équivalent probléme de la
stabilisation de la solution e = 0 du systéme (4.29) par un choix approprié du controleur en mode
glissant. Dans la méthode du mode glissant, nous définissons la surface de glissement s, comme

suit :

s(e) = Ce = Z cje; (4.30)

d’ou C' : est un vecteur constant a déterminer, et le systéme controlé doit satisfaire : s(e) = 0,
$(e) = 0. Alors, on peut écrire :

$(e) = C(Ae+ Bv) =0 (4.31)

donc le contréleur v est donné par :
v=—(CB) 'CAe

d’ot C' est choisi de telle sorte que CB # 0. L’existence de (C'B)~! est une condition néces-

saire. La nouvelle forme de I’erreur de synchronisation est donnée par :

¢=[I - B(CB)™'] CAe (4.33)

Pour assurer la stabilité asymptotique du systéme controlé, le vecteur C' doit étre choisi de
telle sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice [I — B(C'B)~'C] A soient toutes

négatives. Le controleur en mode glissant est proposé de la forme :
$ = —qsgn(s) — ks (4.34)

d’ou sgn(.) est la fonction signe, et ¢, k > 0, sont des constantes. Dans ce cas, Le controleur
v est donné par :

v =—(CB) 'C(KI + A)e + qsgn(s)] (4.35)
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ce qui est équivalent &

—(CB)C(kI 4+ A)e + gsgn(s)], sis(e) >0
v = (4.36)
—(CB)YC(KI + A)e + gsgn(s)], sis(e) <0
Théoréme 4.1 Théoréme 4.2 Le systéme maitre (4.25) et le systéme esclave (4.26) sont globa-

lement synchronisés par le controleur

u = Bv —n(z;y) (4.37)

d’ot v est defini par (4.35), (A, B) soit contrélable et g,k > 0.

Preuve: Preuve. Pour observer la zero-stabilité de la dynamique de I'erreur de synchronisa-

tion, on considére la fonction de Lyapunov suivante :

d’ou

V = —ks —qsgn(s)s

puisque sgn(s) est toujours positive tant que e # 0 et k,q > 0; alors V < 0. Ainsi, par la théorie
de la stabilité de Lyapunov, il est immédiat que la dynamique d’erreur (4.26) est globalement
asymptotiquement zéro-stable. Par conséquent, il en résulte que le systéme maitre (4.25) et le

systéme esclave (4.26) sont globalement synchronisés. m
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4.3

Cryptographie via synchronisation chaotique

4.3.1 Chiffrement et déchiffrement

Le chiffrement (cryptage) est un processus de transformation des informations de fagon a les
rendre inintelligibles a toute personne autre que le destinataire. Le déchiffrement (décryptage)
est le processus inverse du chiffrement, il est sert a transformer les informations de facon a les
rendre a nouveau intelligibles. Un algorithme de cryptographie, également appelé chiffre, est une
fonction mathématique utilisée pour le chiffrement ou le déchiffrement. Dans la plupart des cas,
deux fonctions complémentaires sont employées, I'une pour le chiffrement et la seconde pour le
déchiffrement.

Dans la cryptographie moderne, la possibilité de conserver des informations secrétes ne se
fait pas a partir de 'algorithme de cryptographie, qui est largement connu, mais avec un nombre
appelé clef qui doit étre utilisé avec I'algorithme de cryptographie afin de produire un résultat
chiffré ou pour déchiffrer des informations précédemment chiffrées.

La cryptographie par chaos est un domaine de recherche assez récent, c’est a partir des
années 1990 qu’elle savait son origine par les travaux de louis Pecora et thomas carroll [65], qui
ont démontré théoriquement et expérimentallement la synchronisation entre deux oscillateurs
chaotiques. Puis en 1998 M.S Baptista a publié un article dans lequel il présente un algorithme
simple pour crypter un message écrit dans un alphabet & N caractéres en utilisant les propriétés
chaotiques de la suite logistique.[10].

Le chiffrement d’un message par le chaos s’effectue donc en superposant a I'information initiale
un signal chaotique. On envoie par la suite le message noyé dans le chaos a un récepteur qui lui
connait les caractéristiques du générateur de chaos. Il ne reste alors plus au destinataire qu’a
soustraire le chaos de son message pour retrouver I'information, autrement dit son principe de
fonctionnement est le méme que celui du chiffrement continue.

Parmi les méthodes de transmission chaotiques de 'information on trouve, le cryptage par

addition, le cryptage par commutation, le cryptage par modulation.
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4.3.2 Crypatage par addition

L’émetteur est constitué d’un générateur de signal chaotique et d’un mélangeur entre ce
signal et le message. Le résultat du mélange est envoyé sur le canal. Une personne accédant
a ce canal pour pirater la liaison aura donc accés & un signal pseudo-aléatoire dans lequel est
masquée I'information. Coté récepteur, un générateur local de chaos est couplé au signal regu et
au systéme de synchronisation pour extraire 'information.

Cette technique [21], [23], s’appelée aussi le masquage chaotique, I’émetteur est un systéme
maitre chaotique z; dont le signale de sortie y;, est ajouté au signal du message. La somme de deux
singaux est transmise au respeteur. Le recepteur (systéme esclave) est constitué d’un systéme
chaotique identique a I’émetteur. Ainsi, aprés la synchronisation des deux systémes chaotiques

(émetteur et recepteur) le message est extrait & ’aide d’une opération de soustraction voir Fig
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(4.4).

Systeme chaotique

Emetteur

Canal publi

Sysfeme chaotioue

Réceptelr

Fig.4.4.Cryptage par addition.

4.3.3 Cryptage par commutation

Dans cette méthode [23], [52], 'émetteur est composé de deux systémes chaotiques et le
message M}, (de type binaire : 0 ou 1) est utilisé pour commuter entre Ay encodant le bit 1 et
By encodant le bit 0. Le signal résultant est transmis travers le canal de transmission vers le
systéme récepteur constitué de deux systémes chaotiques esclaves identique & ceux de ’émetteur.
Le premier systéme esclave synchronise exclusivement avec le premier oscillateur (correspondant

au signal chaotique Ay) de telle fagon que le bit 1 est détecté par la convergence de lerreur de
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synchronisation vers 0 et par conséquent le signal d’information peut étre enfin restauré a la fin

du processus de détection. Le schéma représentant cette méthode est donné par la figure (4.5).

BECEPTZUR
M= o e e = - — -1
| I
| I D
I [
EMETTEUR signal [ Sysréme | El E
1 | . ‘—i_.

. chaoctique, sselave: A'(k) T legsag_e
message aysteme I réstaiire
binaire } chactique: Alk) framsuies : ! E

I I
M(k) X(k) | | e | Mk
x !‘_';-I!.'aléme [ I T
| I
chaotique: Blk) | Systéme i 1
| o B
Ia B'(k)| - [
' esclave: B'(k) | 0
I | \
I I )
|_ __________ I

Fig.4.5.Cryptage par commutation.

4.3.4 Cryptage par modulation

Le principe de la modulation paramétrique [23], consiste a utiliser le message M}, pour modu-
ler I'un des paramétres du systéme chaotique émetteur Xj. Le systéme récepteur Z; synchronise
d’une manieére adaptative avec I’émetteur chaotique et le message M, est restauré par 'intermé-
diaire d’une loi d’adaptation. La figure (4.6) représente le schéma d’un systéme de communication

utilisant cette technique.
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EMETTEUR

Signal chatique
transns
X(k)

M(k)
message

RECEPTEUR
(K
M'(k)
LOID"ADAPTATION .
message
restaure

Fig.4.6.Cryptage par modulation.
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4.4 Quasi-controle des systémes dynamiques discrets chao-
tiques
Résumé

L’objectif de cette étude est de synchroniser deux phénoménes décrits par deux systémes chao-
tiques discrets, bien que les dimensions soient différentes dans le sens que le premier écoulement
dans 'espace et 'autre dans le plan et vice versa. Parce que la synchronisation est incompléte,
nous allons lancer un quasi-controllig.

La légitimité de notre choix de vecteurs de controleur est démontrée par la tendance a zéro
des erreurs en utilisant la théorie de la stabilité de Lyapunov.

Introduction :

Souvent, nous nous trouvons obligés d’assurer ’arrivée de deux phénomeénes décrits par deux
systémes discrets discrets en méme temps, et le mot «temps» signifie ici le rang ou l'itération,
car les systémes sont discrets. En outre, les deux systémes dynamiques discrets représentatifs
sont de dimensions différentes, ce qui nous permet de controler une partie des phénomeénes, et
cela se déroule dans plusieurs domaines de recherche et de la vie.

A partir d’un certain rang (temps), nous avons besoin de coupler (synchroniser) les deux
systémes qui ne contiennent pas le méme nombre de composants, par exemple un avec deux
composants et I'autre avec trois composants, et cela existe, tel qu'un Communication représentée
par un systéme de trois dimensions, et un signal représenté par un systéme de deux dimensions
apparues en méme temps, signal d’information.

Beaucoup de modeles mathématiques de processus biologiques, de procédés physiques, d’op-
tique non linéaire, de dynamique des fluides, de réseau de communication et de processus chi-
mique ont été définis a 1’aide de systémes dynamiques a temps discret. [26], Cependant, on a
accordé plus d’attention aux Synchronisation du chaos dans les systémes dynamiques discrets
[65], [17], [39], [64], [67]. De nombreuses méthodes ont été développées pour la synchronisation du
chaos dans des systémes dynamiques & temps discret tels que le controle actif , La conception de

arriére-plan et le controle du mode coulissant, etc. [65], [17], [39], [64], [67].
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La majorité des travaux de synchronisation entre deux systémes de différentes dimensions
basés sur une fonction f qui augmente ou réduit la taille du systéme synchronisé, selon ce cas,
cependant, cette méthode nécessite des conditions analytiques sur f, ce qui a été un inconvénient
majeur pour l'utilisation.

Pour éviter toute difficulté, nous choisissons le vecteur contréleur, et sur la base de la théorie
de la stabilité de Lyapunov, nous proposons une nouvelle conception de controle pour garantir
la synchronisation, d’une part, entre le systéme en 3D de Hénon généralisée et le systémeen 2D
de Hénon. Deuxiémement, entre le systéme en 2D de Lozi et le systéme en 3D de type Hénon

généralisée.

4.4.1 Quasi-synchronisation entre le systéme maitre 3D et le systéme
esclave 2D
Tout d’abord, nous essayons de synchroniser le systéme maitre de la carte générique Hénon

3D [33], [1], décrite dans R? par :

xy (k+1)=—0.123 (k) — 23 (k) + 1.76
2y (k+1) = zq (k) (4.40)

Avec le systéme esclave qui est la carte Hénon [33], [1], décrite dans R? par :

yi (k4 1) =y (k) —ayi (k) + 1+ uq,
yo (K + 1) = byy (k) + ua,

(4.41)

Ou (a,b) = (1.4,0.3) et (uy ug) est le vecteur controlleur (4.13).
Comme nous le remarquons, le premier systéme joue dans ’espace avec trois composants et

la deuxieme lecture dans ’avion. Nous définissons les erreurs de quasi-synchronisation par

(4.42)
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Les erreurs de synchronisation entre le systéme maitre (4.40) et le systéme esclave (4.41)

peuvent étre dérivées comme suit :

er(k+1) =ya (k) — ayi (k) + 0.1z3 (k) + 23 (k) — 0.76 + uy

(4.43)
ea(k+ 1) = byy (k) — 21 (k) + ug

Pour obtenir une synchronisation entre les systémes (4.40) et (4.41), on peut choisir le contro-

leur vectoriel U comme suit :

uy = —3y2 (k) — 1xo (k) + ayi (k) — 0.1z3 (k) — 23 (k) + 0.76

(4.44)
U9 = (1 — b) T (k’)

Ensuite, les erreurs de synchronisation entre les systémes (4.40) et (4.41), simplifiées comme

suit :Nous considérons le candidat Lyapunov fonction pour étudier la stabilité des erreurs de

synchronisation :
el(k + ) = %‘32(]“) (4 45)
€2<k + 1) = bel(k)
3
Vi(e(k) =) €(k), (4.46)
i=1
On obtient :

= LA0H) +BAR) — ER) — k)
— (B —1)e(k) - ieg(l@) <0

Alors, par la stabilité de Lyapunov, il est immédiat que

lime; (k) =0, (i=1, 2). (4.47)

k—o0
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Nous concluons que les systémes (4.40) et (4.41) sont quasi synchronisés.

Fig. 4.1..Erreur de synchronisation e;.
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Fig.4.2.Erreur de synchronisation e,.
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Quasi-synchronisation entre le systéme maitre 2D et le systéme esclave 3D

Deuxiémement, nous considérons le systéme maitre qui est 'application de Lozi [50] , [57], [10] , [1]

, décrit dans R? par :
1 (k+1) =9 (k)

(4.48)
zo(k+1) =14z (k) — al|xs (k)|

Et le systéme esclave qui est celui en forme de Hénon généralisée en 3D [2], [5], décrit dans

R? par :

yi(k+1)=1+ys(k) —ays (k) +u
Yok + 1) = 1+ By (k) — ay; (k) + ug (4.49)
ys(k +1) = Byr (k) +us

Ou (a, f) = (1.4,0.2) et (u,uz) est le vecteur controlleur.

Les erreurs de synchronisation sont définies par

e1(k) = y1 (k) — z1 (k)
ea(k) = y2 (k) — 22 (k) (4.50)
63(l€) = Y3 (k) — X1 (k})

Comme nous le remarquons, la troisiéme erreur est arbitraire, puis les erreurs de synchroni-
sation entre le systéme maitre (4.48) et le systéme esclave (4.49) peuvent étre dérivées comme

suit :
e1(k+1)=1+ys (k) —ays (k) — z2 (k) +u

ea(k +1) = Bya (k) — ay? (k) — x1 (k) + alzg (k)] + ug (4.51)
e3(k +1) = By1 (k) — 22 (k) + us

Pour assurer la synchronisation entre les systémes (4.48) et (4.49), on peut choisir le controleur

vectoriel U comme suit :

s =~ () + 2 (k) — B () + g () — 1
Uy = — By (k) + ay? (k) + z1 (k) — alxg (k)] (4.52)
ug = —pxy (k) + x4 (k)
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Les erreurs de synchronisation entre les systémes (4.48) et (4.49) peuvent étre écrites comme

suit :
61(]{7 -+ 1) = %63(1{7)

es(k +1) = Bes (k)

Pour étudier la stabilité des erreurs de synchronisation, on considére la fonction candidate de

Lyapunov : \
V(e(k) = 3 (k). (4.54)
On obtient :
AV (e(k)) = Ze?(k’ +1)— Zeg(k) (4.55)

1
= 76(k) + B (k) + Bei(k) — et(k) — e5(k) — €5(k)
3
= (B 1))+ (5~ 1) (k) - k) <0
Ainsi, par la stabilité de Lyapunov, il est immédiat que les erreurs aient tendance a zéro a

I'infini

lime; (k) =0, (i=1, 2,3). (4.56)

k—o0
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Nous concluons que les systémes (4.48) et (4.49) sont quasi-synchronisés.

04

035

03

025

02

015

Fig.4.3.Les erreurs de synchronisation e;, 7 = 1,2, 3.

4.4.2 Conclusion

Dans cet article, nous avons analysé le probléme de la synchronisation des systémes dyna-
miques chaotiques en temps discret avec des dimensions différentes. Une nouvelle méthode de
controle a été proposée et des simulations numériques ont été données pour montrer 'efficacité
du schéma proposé. On couple deux phénomeénes, qui sont représentés par deux systémes dyna-
miques ayant des dimensions différentes, et plus avec différentes propriétés topologiques et une
structure de bifurcation différente, nous montrons que les erreurs ont tendance a zéro, et enfin les
graphiques montrent la convergence des erreurs a zéro. Parce que les dimensions sont différentes,

nous proposons le nom du quasi-cotrollant sur ce type de synchronisation.
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4.5 Conclusion générale

La notion du chaos est trés utile dans plusieurs domaines. En effet, en physique, en météoro-
logie évidemment, mais aussi en biologie et chimie, en économie dans I’estimtion des parameétres
des distributions, et aussi ’étude de leurs comportement & long terme [16], et en sciences sociales.
Dans la cryptographie, la découverte des signaux chaotiques pouvons alourdir la poursuivie, et
aussi endommager un tel message en face des pirates, fait une grande révolution dans le monde
de la communication, ces signaux de nature trés imprévisibles et qui ne semblaient pas étre fa-
ciles & controler sont déterministes mais fortement sensibles aux conditions initiales et présentent
une allure pseudo-aléatoire, ce qui fait du chaos un phénomeéne trés intéressant pour cacher des
signaux d’informations afin de transmettre ceux-ci d’une maniére sécurisée.

L’objectif principal de cette thése était de présenter da facon approfondie les systémes dyna-
miques discrets, on donnant une synthése sur les notions de base pour I’étude d’un tel systéme,
comme les points fixes, leurs stabilités, puis les différents types de bifurcation, qui nous ameéne
a la détection du comportement chaotique via plusieurs caractéristiques dont la sensibilités aux
conditions initiales, les exposants de Lyapunov, et attracteurs étranges.

Ensuite, nous nous attachons au comportement chaotique dans les systémes les plus célébres dans
la littérature qui comportent des perturbations imprévisibles pour un ensemble de parameétres, et
qui ont une grande utilité et citation dans plusieurs disciplines, comme ’application logistique,
le model de Hénon, I'application de lozi, le systéme de stefanski, et autres. Les différents types
de synchronisation et les diverses méthodes de synchronisation les plus performantes ont lieu
dans ce manuscrit, et nous avons analysé le probléme de la synchronisation pour des systémes
dynamiques chaotiques en temps discret avec des dimensions différentes. Une nouvelle méthode
de controle a été proposée et des simulations numériques ont été faites pour montrer ’efficacité
du schéma proposé. Nous couplons deux phénomenes, qui sont représentés par deux systémes
dynamiques ayant des dimensions différentes, et de plus avec des propriétés topologiques diffé-
rentes, et une structure de bifurcation différente. Nous montrons que les erreurs tendent vers
zéro. Nous proposons le nom de quasi-cotrolling sur ce type de synchronisation qui est notre

contribution dans cette thése.
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