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Résumé En fiabilité, et analyse de survie, les distbutions qui ont une fonction
de hasard unimodale ne sont pas trop nombreusegu'on peut citer: la
distribution Gaussienne inverse, log-normale, lodpgistique et la distribution de
Weibull généralisée. Dans cette these, nous deymbons le test de Rao-Robson-
Nikulin pour la distribution Gaussienne inverse, etnous donnons une étude
comparative entre la distribution Gaussienne invese et les distributions citées ci-
dessus, puis nous réalisons des simulations. Hite nous construisons les
modeles avec covariables basés sur la distributidgsaussienne inverse.

Mots-clés: Distribution Gaussienne inverse, Test de ChixdeTest de Rao-
Robson-Nikulin, Distribution log-normale, Distrition log-logistique, Distribution
de Weibull généralisée, Fiabilité, Analyse devjrModele de Sedyakin, Modele
AFT, Systemes redondants, Intervalle de conancTemps de panne, Maximum
de vraisemblance, Estimation, Classes de Neymarsée

Abstract In reliability and survival analysis, distributi ons that have a unimodal
hazard function are not too many, they include: thenverse Gaussian distribution,
log-normal, log-logistic and power generalized Weilll distribution. In this thesis,
we develop the test of Rao-Robson-Nikulin for thinverse Gaussian distribution,
and we give a comparative study between the inverggaussian distribution and
the distributions listed above, then we realize simations. We also construct
models with covariates based on the inverse Gaussidistribution.

Key-words Inverse Gaussian distribution, Chi-square tegtstTof Rao-Robson-
Nikulin, Log-normal distribution, Log-logistic disbution, Power generalized
Weibull distribution, Reliability, Survival analigss Sedyakin's model, AFT model,
Redundant system, Confidence interval, Failuneeti Maximum likelihood |,

Estimation, Neyman-Pearson classes.




DEDICACE

A mes tres chers parents.
A ma femme et mes enfants: Oualaa Mayssoune, MakKaria et le petit poussin Raid.

A toute la famille.

A Mikhail Nikulin.



Remerciements

Je commence d'abord par remercier le ministére de I'enseignement
supérieur et de la recherche scientifique. Ce travail a été réalisé dans le
cadre d'une cotutelle entre l'université Badji Mokhtar- Annaba, Algérie
sous la direction de professeur N. Seddik-Ameur et ['université Victor

Segalen, Bordeaux, sous la direction de professeur M.S. Nikulin.

J'adresse mes plus vifs remerciements a mon directeur de thése
Madame N. Seddik-Ameur, professeur au département de mathématiques
a l'université Badji Mokhtar-Annaba, pour sa confiance, sa patience sa
générosité, ses conseils constructifs, ses suggestions importantes et les
corrections nécessaires. J'apprécie la pleine confiance et la liberté
scientifique qu'elle m'a accordées pour la réalisation de cette thése. Elle
I'a dirigée avec une grande efficacité. Qu'elle trouve ici mon admiration et

mes profonds respects.

J'exprime toute ma gratitude et mes vifs remerciements a mon co-
directeur de thése Monsieur M. S. Nikulin professeur a l'université de
Bordeaux1. Je voudrais notamment le remercier pour son accueil, le
temps et la disponibilité dont il a fait preuve pendant ces années, ainsi
que d'avoir cru en mes capacités et en me donnant une véritable liberté
d'action et ce dans d'excellentes conditions. Il a dirigé mon travail avec
grande compétence, pleine patience, et efficacité. Je pense avoir recu
son message sur une vision de la recherche et j‘espére pouvoir I'"honorer
dans le futur. Qu'il trouve ici tous mes profonds respects, et mon

admiration considérable.



Je remercie également Monsieur H. Boutabia professeur a
I'université Badji Mokhtar- Annaba, pour l'intérét qu'il a accordé a ce
travail et pour la spontanéité avec laquelle il a accepté de présider le jury
de ma soutenance. Qu'il puisse croire a ma grande estime et a ma trés

haute considération.

Je tiens a exprimer ma profonde reconnaissance et toute ma gratitude
a Madame C. Huber-Carol professeur a l'université René Descartes,
Paris5. Je suis trés sensible a I'honneur qu'elle m'a fait en acceptant de

juger cette thése.

Je tiens a remercier trées fort Mesdames A. Chadli, maitre de
conférences au département de mathématiques, université Badji Mokhtar-
Annaba et 0. Sadki, maitre de conférences a l'université USTHB Alger,
d'avoir accepté de juger ce travail. Qu’elles trouvent ici, ’expression de

ma tres haute considération.

Je remercie mes parents, mes fréeres et sceurs pour leurs

encouragements.

J'aimerais aussi exprimer mes profonds respects a ma femme pour

son encouragement et sa patience.

Je remercie trés fort mes beaux parents, mes beaux fréres et mes

belles sceurs.

Je remercie chaleureusement et particulierement M. Vincent
Couallier pour son aide, sa patience et sa gentillesse, M. Léo Gerville-
Réache, M. Pierrick Legrand, Pr. Badr- Eddine Ainseba, M. ramzan

Tahir, C. Osmane, Melle Ingrid Rochelle, et toute I'équipe de



« Fiabilité et Statistiques Mathematiques », Bordeaux 2, pour leur aide

et leur soutien.

Mes vifs remerciements vont plus particulierement a M. Daniel
commenges, équipe de biostatistique, ISPED, Université Victor Segalen,

Bordeaux 2.

J'exprime tous mes remerciements aux enseignants du département

de mathématiques.

Mes remerciements vont plus particulierement aux Pr. Sissaoui H.,
Pr. Makhlouf, Pr. Khodja, Bouchahed L., Kouche M., Chemam R. (départ. de
physique), Marzoug M. (départ. de génie civil), (Départ. de mines), Pr.
Hamdaoui W. (départ. De chimie de procédés), Pr. Hadadi S. (univ. de

Guelma)...

Mes vifs remerciements vont aussi a Yacine Ait Ammar, Redha

Souakri, N. Bouadjila, B. Trouzine, H. Trouzine, Chakri H., etc.

Mes vifs remerciements vont aussi a tous mes amis que je ne peux

pas compter...

Mes vifs remerciements vont a Nadjib., Foued, Djaber, Taib, Adel,

Farouk M,



Table de Matieres

LIStE S fIgUIES . ..t e e e e e e e e e e e e 1
IS (S0 (Yo =1 0] (= 1) 2
LiSte dES AbrVIAtiONS. .. ..ottt e 3
1] 0T 11T 1 o] I 4

Chapitre 1. La famille des lois GausSiennNes i@ LS. .........covcvvviieiieiiiieiieeieeeee. 8
I [ 10T [ Tod 1 o] o RN PP 8
2. Propriétés de la famille des lois GausSIENNEITEBEL...........veuververierieninnnnnnn. 8
I T O T = od 1= 153 10 U= 13
4. Propriétés statiStiqUEeS......c.ouere i v iei e vt e e ee e e ie e enee e e 14
5. Quelques appliCatioNS. .. .......coviiiiiiiii i e e e e e 1D

Chapitre 2. Test d'ajustement pour la familleldesGaussiennes inverses..... ............. 20
R [ 10T [ Tox 1 o] o 20
2. Lathéorie de Chi-dBUX........oooiiiiiiii i e e e e e e 20
3. Tests d'ajustement pour la loi Gl..........ccooviii i e e 28
4. Test d'ajustement de la loi Gl contre ladg-hormale..................ooooi, 39
5. Test d'ajustement de la loi Gl contre la Mleibull généralisée ..................... 43
6. Test d'ajustement de Chi-deux pour la faniidle lois Gl pour les données
(0] 1T U 1= 46

Chapitre 3. Modéles avec covariables basés sanmdlé des lois Gaussiennes inverses....58
R 101 Yo [T 1[0 o PP o 1 <

2. L MOURIE AR T .. et e e 58
3. Analyse des systemes redondantS... .......c.ooeviiiiie e 69
4. AULIE MOURIES. ..ottt e e e e e 79
ST S 1= o1 1N 82
S = 1= o= 83
Liste des publications et commuNICAtIONS ..........coiiiiiiiii i e e e e eeaas 89

AN 18153 (S 92



1.1.
1.2.
2.1.
2.2.
2.3.

2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
3.1.

Liste des figures

Fonctions de densité de la distribution GI.
Fonctions de hasard de la distribution GI.
Comparaison des fonctions de densité.
Comparaison des fonctions de survie.
Histogrammes de Y3 pour (i, A\) = (1,1), et n = 20, 30, 50, 80,
100, 150, 200, 300, 400, 500.
Comparaison des densités de GI et LN pour les données d’ERCA.
Graphes de la puissance pour la distribution LN.
Comparaison des densités de GI et de WG pour les données d’ERCA.
Graphes de la puissance pour la distribution WG.
Graphes des fonctions de densité, de survie et de hasard pour les données d’Efron.
Graphes des estimateurs de fonctions de distributions i, K9,K5 et Ky,
(La distribution Gaussienne inverse).



- 1.1.

- 2.2.
- 2.3.
- 24.
— 2.5,
- 2.6.
- 2.7.

- 3.1

Liste des tableaux

Les quatre premier moments de de la distribution GI.

Les estimateurs de MVUE de quelques parametres

Airborne communication transceiver data.

Niveau empirique pour p = 0.25 et A = (0.5,1, 5, 10).

Niveau empirique pour p =1 et A = (0.5, 1,5, 10).

Niveau empirique pour u =4 et A = (0.5, 1,5,10). —

Niveau empirique pour p = 10 et A = (0.5, 1,5, 10).

Etude de la puissance de la loi GI contre la loi LN. —

Etude de la puissance de la loi GI contre la loi WG.

Quelques Tests d’ajustement pour les données censurées aléeatoires a droite.
Données d’Efron.

Graphes des estimateurs de fonctions de distributions Iy, Ko, K3 et Kjy.



Liste des abréviations

L(+) : la convergence en loi.

GI : Gaussienne inverse.

BS :Birnbaum—Saunders.

LN : Log-normale.

LL : Log-logistique.

WG : Weibull généralisée.

MM : Méthode des moments.
MYV : Maximum de vraisemblance.
RRN : Rao-Robson-Nikulin.
DN : Dzhaparidze-Nikulin.
HRM : Hsuan-Robson-Mirvaliev.

MVUE : Estimateur non biaisés & variance minimale (Minimum Variance Unbiased
Estimator).



Introduction

La these est consacrée aux études des modeles statistiques appliqués en fiabilité et
analyse de survie, en particulier aux études de la famille paramétrique des lois Gaus-
siennes inverses. Il faut noter que la monographie de Bagdonavicius et Nikulion (2002)
a été fait ’accent sur les études des modeles semi-paramétriques. En méme temps la
pratique montre que souvent grace aux études du comportement des familles semi-
paramétriques, il est raisonnable de les approximer par les modeles paramétriques.
De ce point de vue, il faut dire que la famille des lois Gaussiennes inverses est tres
importante par la richesses de ces propriétés, et c’est pour cela qu’elle souvent appa-
raisse comme un modele compétitif parmi toutes les lois dont les fonctions de hasard
sont unimodales. Puisque cette famille n’a pas été bien étudiée, nous commencons ici
par la construction du test d’ajustement de Chi-deux pour cette famille elle méme,
et par présentation des résultats d’estimation statistique liés avec cette famille.

Pearson a montré que pour une hypothese simple, la statistique de Pearson suit
asymptotiquement une loi du chi-deux a r — 1 degrés de liberté, ot r est le nombre
de classes choisi. En général les parametres de la loi sont inconnus et doivent étre
estimés a partir de ’échantillon ; dans ce cas la statistique de Pearson ne suit plus
asymptotiquement une loi de chi-deux et dépend méme a la fois des parametres en
question et de la méthode d’estimation.

Fisher (1924) a montré que si on estime les parametres par la méthode du mini-
mum du chi-deux pour les données groupées, la statistique de Pearson suit asymp-
totiquement une loi de chi-deux a (r — s — 1) degrés de liberté, ou s est le nombre
de parametres estimés. Chernoff et Lehmann (1954) ont montré que si on estime
les parametres de la loi par la méthode du maximum de vraisemblance, la limite de
la statistique de Pearson change dramatiquement. Dans les années 70, ce résultat a
conduit plusieurs auteurs Nikulin (1973a), Nikulin (1973b) , Dzhaparidze et Nikulin
(1974), Moore et Spruill (1975), Rao et Robson (1974) a s’intéresser a des modifica-
tions de la statistique de Pearson qui suivent asymptotiquement une loi du chi-deux
apres estimation des parametres a partir des données non regroupées.

Le test d’ajustement du type du chi-deux a été étendu meéme aux données cen-
surées aléatoires. Plusieurs travaux ont été réalisés dans ce cadre, on peut citer Habib



et Thomas (1986), Akritas (1988), Hjort (1990), Kim (1993), Bagdonavicius et Nikulin
(2011).

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés essentiellement a la construction et
la mise en ceuvre de test d’ajustement du type du chi-deux modifié pour la famille
des distributions Gaussiennes inverses.

La distribution Gaussienne inverse tient son nom du fait qu’elle établit une re-
lation directe avec la loi normale : la fonction génératrice des cumulants de la loi
Gaussienne inverse est 'inverse de celle de la loi normale. Pendant des décennies,
cette distribution a intéressé les chercheurs de différents domaines , notamment en
fiabilité, actuariat, histomorphométrie”), réseaux électriques, hydrologie, manage-
ment, démographie, tests de vie accélérés, metéorologie, la santé mentale, physiologie,
économie, cardiologie, etc.

L’origine de cette distribution remonte au célebre botaniste Robert Brown (1773-
1858). 1l s’est intéressé a 'étude du mouvement des particules (qui est maintenant
bien connu sous le nom du mouvement brownien). En 1905, Albert Einstein a utilisé la
distribution normale comme modele pour le mouvement brownien. En 1915, Schrodin-
ger a montré que la distribution du temps du premier passage suit une loi Gaussienne
inverse. L’utilisation de la loi Gaussienne inverse comme un modele de durée de vie est
particulierement intéressant (voir Chhikara et Folks (1989)). La fonction de hasard
de la loi Gaussienne inverse a une forme unimodale (croissante puis décroissante), de
méme que les distributions log-normale, log-logistique et Weibull généralisée [Bagdo-
navicius et Nikulin (2002)]. Sachant que les distributions présentant une fonction de
hasard de forme unimodale sont tres peu nombreuses, il s’avere que la distribution
Gaussienne inverse est tres concurrente a ces distributions et offre certains avantages
par rapport a celles-ci, parce que pour ces distributions, la fonction de hasard croit
de zéro a son maximum puis diminue jusqu’a zéro. Par contre, pour la distribution
Gaussienne inverse, la fonction de hasard croit de zéro a son maximum puis tend
asymptotiquement vers une constante non nulle. Le comportement asymptotique de
la fonction de hasard de la distribution Gaussienne inverse implique que I'occurrence
de la panne devient purement aléatoire et indépendante du passé (sans mémoire). Par
contre les autres distributions escamotent la panne, ce qui n’est pas possible pour la
plupart des systemes.

Pour étudier la validité de ce modele, nous avons développé la statistique de Rao-
Robson-Nikulin proposée par [Nikulin (1973)], connue sous le nom de la statistique
RRN (voir aussi : Drost (1988), Van Der Vaart (1998)), pour la distribution Gaus-
sienne inverse avec estimation des parametres par la méthode du maximum de vrai-



semblance directe. Ensuite, nous avons élaboré un logiciel de calcul qui nous a permis
de faire des simulations aussi bien pour les données completes que pour les données
censurées.

(1) : Histomorphométrie : I’étude quantitative de I'organisation et la structure
microscopique d’un tissu (comme les os), en particulier par I'analyse assistée par
ordinateur des images formées par un microscope.



D’autre part, nous avons fait une étude comparative [Lemeshko et al. (2010)] entre
le test de Rao-Robson-Nikulin et les tests non-paramétriques de Kolmogorov-smirnov,
de Cramér Von-Mises et d’Anderson-Darling.

Et pour montrer I'importance de la distribution Gaussienne inverse par rapport
aux autres distributions, nous avons construit le test de la loi Gaussienne inverse
contre la loi log-normale et le test de la loi Gaussienne inverse contre la loi de Weibull
généralisée.

D’autres travaux concernant le test d’ajustement pour la distribution Gaussienne
inverse ont été réalisés. On peut citer : Gunes et al. (1997), Mudholkar et al.(2001),
O'Reilly et al. (1992), Henze et al. (2002), Edgeman et al. (1988).

Le manuscrit s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier, nous donnons une description générale de la distribution Gaus-
sienne inverse et quelques propriétés et caractéristiques de cette distribution, puis
nous donnons le tableau des estimateurs non biaisés a variance minimale des pa-
rametres.

Dans le chapitre deux, nous exposons la théorie du test du chi-deux en donnant les
méthodes d’estimation, puis nous construisons le test de Rao-Robson-Nikulin pour la
loi Gaussienne inverse. Ensuite, nous construisons le test de la loi Gaussienne inverse
contre la loi log-normale et le test de la loi Gaussienne inverse contre la loi de Weibull
généralisée. Nous avons calculé la puissance de ces deux tests.

Dans le dernier chapitre, nous développons quelques applications de la loi Gaus-
sienne inverse en fiabilité et en analyse de survie en construisant des modeles avec
covariables basés sur celle-ci.



Chapitre 1

La famille des lois (Gaussiennes inverses

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous illustrons brievement quelques caractéristiques et quelques pro-
priétés statistiques de la distribution Gaussienne inverse (GI). Pour plus de détails, on peut
voir Chhikara et Folks (1989), Seshadri (1993) et Seshadri (1999).

2 Propriétés de la famille des lois Gaussiennes inverses

2.1 Densité de probabilité

Définition 1.1. On dit q’une variable aléatoire X suit une loi Gaussienne inverse, et
on note X ~ IG(u, \) si sa fonction de densité s’écrit :

1
A \2 Mz — p)?
— - 7 > . .
flx,u,N\) = <2W$3> e:ﬁp{ S , x>0, ,u,A>0 (1.1)

Ou i et A sont deux parametres strictement positifs, et o représente la moyenne de X.
La fonction de densité (1.1) peut étre paramétrisée de plusieurs fagons :

1
A 2 A
filz, o, \) = (27m3> exp{—alr + A\V2a — %},

f2($7/‘7¢) = (25_?3) : e:rp{—;b;j + ¢ - % )

A2 2 A
fg(l’,(l),)\): <27TJ}3> ewp{_T;_‘_(b_%}?

ou (p, \) est remplacé par (o, \), (u,¢) ou (¢, A), avec : ¢ = %, >0, p=(2a)"12
a > 0. Chacune de ces formes est adaptée a ’analyse des données dans différentes disciplines.
On peut facilement vérifier les relations suivantes :

Pl ) = 7 o0 1,6) = A7 (5, 6,1),

Le parametre ¢ = % est souvent appelé le parametre de forme (shape parameter). Plus
¢ prend des valeurs modérées plus la densité (1.1) est fortement dissymétrique, et plus ¢
est grand, plus la densité (1.1) est proche d’une densité normale. Dans la figure 1.1, nous
représentons la densité de IG(u, A) en fixant un parametre et en variant l'autre.
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Fig. 1.1. Fonctions de densité de la distribution GI.

La fonction (1.1) est unimodale avec un mode égal & :

1

9 \y 3
M= (14 55)" - 3

Les coéfficients d’asymétrie (skewness coefficient) et d’aplatissement (kurtosis coefficient)
de IG(u, \) sont respectivement :

3 3 !
n=_3 NG 2= /& +

D’apres 79, on voit clairement que si le parametre ¢ devient treés grand, la densité de la

distribution Gaussienne inverse tend vers celle de la loi normale, et que cette distribution
possede plusieurs propriétés analogues a la distribution normale.

2.2 Fonction caractéritique et moments

Soit X ~ IG(u,A). La fonction génératrice des moments Mx(t) de X est donnée par :

+00 2 %
.MX(t)=E(etX)=/O emf(x,u,)\)dx=ea:p{2 (1— (1—2'1;\75) >}, (1.2)

et la fonction caractéritique C'x(t) de X est donnée par :

it 2
Cx(t) = B(e™) = ea:p{l); (1 — (1 — 2'; t) >} (1.3)




ordre moment simple moment centré | cumulant
1 2 - 12
2 1° 4+ pP /A /A =Var(X) 12/
3 13 4 3t N+ 30 /N2 3u° /N2 3u° /N2
4 | pt 6P N+ 15u8 /N2 15T /A3 | 38 /N2 + 15T /N | 15T /A3

Tab. 1.1. Les quatre premiers moments de la distribution GI.

Tous les moments positifs et les moments négatifs existent. Les moments positifs (moments
négatifs) peuvent étre Calculés en prenant les dérivées (en intégrant ) de 'équation (1.2)
au point ¢t = 0.

Proposition 1.1. [Seshadri (1993)] Pour tout k& un entier strictement non négatif, on a :

kB k (k—1+1i)! i
=0
et ( k+1)
E(X
—k _

E(XT) [2RF
. EX2
Sik=1,ontrouve: E(X)=pn, E(%)= (#3)=%+%

Définition 1.2. Etant donné une variable aléatoire X de moyenne p et de variance o2.

La fonction génératrice des cumulants ¢(t) est le logarithme de la fonction génératrice des
moments, i.e.
Xy N, 1 ot
t)=InE(e = Kr— =ut+o 14
) =M E() = 3wy =yt ¥ (14)

cette fonction est intimement liée a la fonction génératrice des moments et a la fonction
caractéristique de la variable X.

Les cumulants s, s’obtiennent en prennant les dérivées de la fonction (1.4) au point
t=0,ie k=g (0).

En utilisant I'équation (1.2), la fonction génératrice des cumulants de IG(u, \) est

donnée par :
1
A 20t 2
gGI(t)=M<1_<1_ )\>>7

la dérivée d’ordre r de la fonction génératrice des cumulants g, est :

2r—1 2 —prtd
T K 203t 2
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et les cumulants k, sont donnés par la relation suivante :

2r—1
W
\r—1 '
Dans le tableau 1.1, nous donnons les quatre premiers moments simples, moments centrés
ainsi que les quatre premiers cumulants.

Pour r>2, k,=135---.(2r—3)

Remarque 1.1. On dit que les deux variables aléatoires X et Y sont inverses si la
fonction génératrice des cumulants de X est 'inverse de celle de Y. La fonction génératrice
des cumulants de la loi normale N (m,o?) est donnée par

1
gy (t) = —mt+ 502152.

Nous pouvons vérifier facilement que la fonction g, est I'inverse de g,,, d’ou I'origine
du nom ” inverse Gaussian ”. Nous pouvons aussi vérifier que la loi binomiale est I'inverse
de la loi binomiale négative, et que la loi de Poisson et I'inverse de la loi Gamma.

2.3 La fonction de répartition

Si X ~ IG(u, N), la fonction de répartition de X peut s’écrire :

F(m,u,x):/j <27T/\t?))%e:zp{—/\(tz;2'j)2}dt
=<I>< i(i—1>>+emp<2:‘)q><— i(ﬁﬂ)) (1.5)

ot ®(.) est la fonction de répartition de la loi normale standard N (0,1). La fonction de
survie est :

S N = 1 — P, \) = (- 2(2-1)) _exp<2:)q><_\/§<z+1>>.

Théoreme 1.1 Si le rapport % — oo alors la fonction de répartition de X devient :

F(m,u,k)sz( i<z—1>>

Preuve :

11 suffit de montrer que :
2\ A
lim exp () D —y/— (ac + 1) =0, (1.6)
200 K T A
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soit y = \/5 (ﬁ - 1) alors (1.5) devient :

F(z,pu,\) =@ (y) + exp (ij) o <— Y2 + i) , (L7

d’out suivant (1.7) :

lim exp (2:) P (— A (m + 1)) = ¢lim e (—\/y2 +4¢> =

200 T \H

R -2 1 _—(3y°+49)
q;(_ y2+4¢> = lim N/EIVP VT

li =0.

¢1—>Holo e2¢ —o0 —2e~2¢
Ce dernier résultat est obtenu en appliquant la régle de ’'Hopital.
2.4 La fonction de hasard

La fonction de hazard de la loi Gaussienne inverse est donnée par :
(2 )l { A(x—u)z}
A Pexp{—=52,

h(z, i, \) = f@ s A) _ 2mz’ e . x>0, (1.8)

S(z,pu,A) > <_ A (ﬁ _ 1)) —exp(%)® <_\/5 (ﬁ + 1)>

On peut facilement vérifier que cette fonction est unimodale (ou de forme N). Cette
forme est tres appliquée en fiabilité.
On peut facilement démonter que :

lim h(x,p, )

On note que les familles de distributions possédant une fonction de hasard unimo-
dale ne sont pas nombreuses, qu’on peut citer : la famille de distributions log-normales,
log-logistiques, de Weibull généralisées [Bagdonavicius et Nikulin (2002)], de Birnbaum-
Saunders [Birnbaum et Saunders (1969a,1969b)] et Gaussiennes inverses. Il s’avere que la
distribution Gaussienne inverse est tres concurrente a ces distributions et elle offre certains
avantages par rapport a celles-ci,

parce que pour les distributions log-normale, log-logistique et de Weibull généralisée,
la fonction de hasard croit de 0 & son maximum puis diminue jusqu’a 0. Par contre pour
la distribution Gaussienne inverse, La fonction de hasard (1.8) croit de 0 & son maximum

12



puis tend asymptotiquement vers une constante non nulle égale & \/2u?. Le comporte-
ment asymptotique de la fonction de hasard de la distribution Gaussienne inverse implique
que loccurrence de la panne devient purement aléatoire et indépendante du passé (sans
mémoire). Par contre les distributions log-normale, log-logistique et de Weibull généralisée
escamotent la panne ce qui n’est pas possible pour la plus part des systemes.

Dans la figure 1.2 nous représentons la fonction de hasard de la distribution Gaussienne

inverse en fixant un parametre et en variant ’autre.

Hazard rate function for mu=1 Hazard rate function for lambda=1

3.0
3.5

7 — lambda=0.25
lambda=0.5

25
3.0
|

h(x)
15 20
h(x)
15 20 25
1

1.0
1.0

N

0.5
0.5
|

0.0
0.0

— mu=0.5
mu=0.75

— mu=1
mu=2

T T T T T
1 2 3

— lambda=1

7 [\ lambda=2
T
0

~
o

X

Fig.1.2. Fonctions de hasard de la distribution GI.

2.5 Analogies avec la loi Normale

Proposition 1.2. [Seshadri (1993)]. Soit X = (X1, X2, - -

T un n—échantillon (i.e.

n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées) tel que X; ~ IG(u, \).

On considere la variable aléatoire :

A (X —p)?
Y = GM’
H X
alors : 11
YV ~T(=,2) =1
(27 2) X1
Par généralisation, on obtient :
- AX; — N)Z -~ X2
i=1 p2Xi "

Proposition 1.3. [Seshadri (1993)]. Si X; ~ IG(u, ), alors X; !

I'(1/2,)/2).

13
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3 Caractéristiques

Théoréme 1.2. [Chhikara et Folks (1989)]. Soit X = (X1, X2, -+, X,,)T un n—échantillon
. On suppose que :

-1
E(X;), E(X?), (ZX) ,

existent et sont non nulles, alors :

Vi=1,---,n, X;~IG(u\) <Y = ZX et Z = ZX 1_n2y~! sont indépendantes.

A la base de ce théoréme, Mudholkar et al. (2001) ont construit un test d’ajustement
pour la distribution Gaussienne inverse.

4 Propriétés statistiques

Calculons la fonction de vraisemblance de 1’échantillon X7, Xo, -+, X, :

n n 3 i=n . o 2
106) = [ £(X0s8) = 23 2m) % [ X Fea (Z W) 0= (T,
i=1 !

i=1 i=1
la fonction de log-vraisemblance est :
0n(0) = ln/\——ln(27r —meX ; 2u2X , (1.10)

les fonctions de score sont :

n

op  n : (Xi—w?\ _n 1, — 2n 1 1
o 2 (2 22X, ) "o e o2 K

=1

I
&l

i
f— n______n o,
Z?—le’_l —n(X)™! 4
ou
1< n _
X=- 1XZ, V:lei—l—n(X)—l
1= 1=



Proposition 1.4. [Seshadri (1993)]. Pour la famille IG(u, ), la statistique 7' = (X, V)T
est exhaustive minimale et compléte pour 6.

Remarque 1.2. . Les estimateurs non biaisés a variance minimale (MVUE) de p et A
sont respectivement :

= N n—3
=X e A= v n > 3.
Dans le tableau 1.2, on donne les estimateurs non biaisés a variance minimale de quelques
fonctions de parametres avec F'(-, -, -, ) représente la fonction hypergéométrique de Gauss.

5 Quelques applications

Dans ce paragraphe nous présentons quelques applications majeures de la loi Gaussienne
inverse. Comme le mouvement Brownien est la base de la fondation de cette loi, il est naturel
qu’on pense d’abord a des applications dans les sciences naturelles et physiques.

5.1 Science actuarielle

Dans le domaine de mathématiques des assurances, il est important de spécifier la dis-
tribution de probabilité d’un seul cout d’indemnisation. Pour cette spécification, on calcule
la distribution de probabilité du nombre total d’indemnités. Seal (1969) a proposé comme
modele, la distribution log-normale, par contre Seal (1978) et en Berg (1994) ont préconisé
I'utilisation de la distribution Gaussienne inverse pour la modélisation des cotits d’indem-
nisation.

5.2 Démographie

Une variété de modeles mathématiques ont été proposés dans la littérature pour la
modélisation de courbes de fertilité dont le plus fréquemment utilisé est le modele de Had-
wiger (1940). La fonction de Hadwiger est donnée par :

1= (&) {2 (52 )

ou x est I’dge de la mere a la naissance et a, b, ¢ sont les trois parameétres a estimer. Ces
trois parametres peuvent avoir une interprétation démographique comme suit : le parametre
a est associé a la fertilité totale, le parametre ¢ est lié a ’age moyen de la maternité et b
est le parametre déterminant la hauteur de la courbe.

On voit clairement que la fonction de Hadwiger n’est que la densité de la distribution
Gaussienne inverse.
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5.3 Hydrologie

L’analyse des crues par les méthodes statistiques a commencé des 1913. Bien que Holton
(1913) a utilisé la loi normale pour décrire les inondations annuelles. Comme ces données
sont asymétriques, alors d’autres modeles sont nécessaires. Hazen (1914) a utilisé la loi log-
normale avec un certain succes, et plus tard, la théorie de Gumbel des valeurs extrémes est
devenue ”le véhicule” de ’analyse de données des crues. Dans les premieres études, il s’avere
que la distribution des inondations doit étre dotée d’un minimum de trois parametres ce
qui a motivé Halphen & développer la distribution Gaussienne inverse généralisée en 1941.

On rappelle que la distribution Gaussienne inverse généralisée a trois parametres possede
la forme :

N ]! el 4+ Az
flx, v, u,A) = 207K (— o7 teap ————E— 3 >0, —co<y <00, 1, A>0,
Y " 9

ou K (.) est la fonction de Bessel modifié de 30me classe d’orde .
Siy=—1/2, on obtient la densité de la distribution Gaussienne inverse IG(j, \).

La distribution Gaussienne inverse peut éventuellement étre appliquée en management,
météorologie, santé mentale, physiologie, pharmacocinétique, télédétection (photogrammeétrie),
Iintensité du bruit du trafic, écologie, entomologie, histomorphométrie, réseaux électriques
et en cardiologie.

Pour plus de détails, on peut voir (Takagi et al. (1997), Onara et al. (2000), Nadarajah

(2009), Silva (2006), Shunsuke Sato et al. (2007), Chhikara et Folks (1989), Seshadri (1993),
Seshadri (1999), Saunders (2007), Voinov et Nikulin (1993)).
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le parameétre MVUE
Flz)=P(X <z) | a)
0, T < a1
n—3
1—Fn_2(—w1)+";2{1+%} ’ Foo(—ws), z1<z<a9 ,N>2
1, T > To
n(n —2)(z — X)
w1 = ——— —>
\/VX(nX—:U):E—n(:L‘—X)2
Jnln=2) [X + 2]
W2 = ——— —)
\/VX(nX—:L’):E—n(:n—X)2
n—1
I‘(L—l) x u2 -5
Froo(z) =P} ,<2)= 2 / <1—|— ) du,
n 2() (X 2 = ) mr(%_z) . n—2
X _ —
r19=——""-—<n(24+VX)+ 4nn—1VX—|—n2V2X}.
12 = gy {2+ VE) (o 1)
b)
0, T <I

Vi(n—1)(nt VE) T T (sl

) n—4 n=d . _n-1 , — s
T 2) fwl(t—ibl) 2 (zg—t) 2 (t) 2 ('rLX—t) dt,

VEVIE (X)"T (g2

1 <2 <2

1, T > To
n>2
@, 1\
0, O<V<l
R —3 e n—4
flz,pA) = "("‘UV_%X F(Tl)(V:C)Q, Vo ,
NS VnT‘F("T_Q) nx3(nX — z)3
)2
ZM, n > 2.
Xz(nX —x)
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flz, )

{4 connu
(z—p)?
0, - 0<V < %
R B . 213
O R
nx3V%F("T_2) , B
n>2
f@ )
A connu -
0, Xn<x
2 /3
f('ra Hs )‘) = TL(?’L — 1) AX { nA\(X—x)? X > ,
— exrp T 2Xz(nX-x) J° Xnzz
\/277113:3(71)( —x)3
W X
n—3
A ?
AOl
2r(2)
ver(zt —a)
)\—1
Vv
n—1
T
o
1 1
A connu <~ nx
1
m
A inconnu % — n(v‘b/_l)
A V
o= =
XV
1
= ‘% 771 — 1,n >3
3
\/6 PR
SL(*TOVXV L XV
V2I(%) 4'4°2" n
17? 12%Y7n >3
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1A

)
X |1-F(1,= <1
n ( 727 9 5 n ) R n
b)
—3 o
XV . 3ntl XV
F(1,= _ar 1
n—1 ( 19 5 n ), n >
VI /X — 1
LG P
\/ﬁr(ﬂ)2 F(§,1.3.-55), XV<n
2
VXvnir(e ’
Vn1 (T) F(é 2n—1 n __ XL/ ) V>
(Va(n+XV)irgg) 1t R e s
n>2
le parametre MVUE
E(XF)
k-1 o5_om kMmoo o
1ﬂ(n—1)22 Lk+m) X"V mtk—1 m+k n+t2m—1 XV
2 m=0 m'l—‘(k‘—m)l—’(%) 2 ’ 2 ? 2 9 n

Cx(t) — E(eitX)

(n—1)VX'T(25)
Van3VT (252

+o00 ‘
/ T—3/2(y _ 7_)—3/261nt7' [(1 o
0

ou at = maz(0,a)

Tab. 1.2. Les estimateurs de MVUE de quelques fonctions de parametres pour la

distribution GI.
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Chapitre 2

Test d’ajustement pour la famille des
lois (Gaussiennes inverses

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons un apercu du test de Chi-deux de Pearson ainsi que les
méthodes d’estimation et les propriétés des estimateurs. Ensuite nous construisons le test
de Chi-deux modifié pour la distribution Gaussienne inverse basé sur la statistique de Rao-
Robson-Nikulin. Comme on a mentionné que la distribution Gaussienne inverse est concur-
rente aux distributions log-normale et de Weibulle généralisée, nous construisons alors le test
de la loi Gaussienne inverse contre la loi log-normale et le test de la loi Gaussienne inverse
contre la loi de Weibull généralisée et ceci en utilisant la statistique de Rao-Robson-Nikulin
(RNN) avec les classes de Neyman-Pearson.

2 La théorie du test de Chi-deux.

2.1 Test de Chi-deux de Pearson.

Soit Xi, Xg,---, X, un n—échantillon. On Considere le probleme de tester 'hypothese
Hy suivant :

Hy:P(X; <z)=F(x,0) ,0=(01,09,---,0,) €c© CR*, zcR! (2.1)

ou F(z,0) est la fonction de distribution de X; . Soit f(z,#) la fonction de densité cor-
respondante & F(x,6).

On partage la droite réelle en r sous-intervalles : Iy, Is, - - - |, I, mutuellement disjoints, par les
points :

—0 =< a < < Qo1 < ap = 100, Ij :]aj_l,aj].

Soit p(e) = (p1(0)7p2(9)7 tet :pr(e))Tv avec pl(e) = f(Zi_l f(:L‘,e)dlL‘, i = 1727 e, T

Il résulte le vecteur de fréquences v = (v, va, - -+, 1,.)T obtenu en groupant X1, Xo,--- , X,
dans les sous-intervalles I}, avec

vi=card{i: X; € I;,i=1,2,--- ,n}.
La matrice d’information de Fisher pour les donnée groupées est nJ = nBT B, ou
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[Z ! ap’ 8”(‘9)] = BT()B(9), rang(J) = s,

_ 1 Op(9)
o [m@ 0, ]

La statistique de Chi-deux de Pearson standard est :

2 T _ - (vi — ”Pi(e))Q
X20) = XT(0)X,,(0) = ; ) (2.2)
ou
(0) (0) 0\
X, (0) = vy —np1 71/2—71])2 7“.7Vr_npr . '
) ( Vi@ @ @) ) 23

sous Hy, si 6 est connu, K. Pearson a montré que pour n assez grand, on a :
Théoréme 2.1. ( K. Pearson)
lim P (X2(0) > z) =P (x>, >
Jim P (X;(60) >2) =P (x;y 2 7),
ot x2_; est la distribution de chi-deux & 7 — 1 degrés de liberté.
Généralement 6 est inconnu. Si on remplace 6 dans 1’équation (2.2) par un estimateur 67, il a
été montré que la limite de distribution de la statistique de Pearson X2(6) ne sera plus X%—l

et dépend de la méthode d’estimation de 6.

On peut écrire I'équation (2.3) comme suit :

X, (6) = ;EP—W(V — np)
P1(9) 0 0
popoy—| O P O ,
0 0 pr(0)

et ’équation (2.2) peut s’écrire :

X2(6) =+ (v~ np) P (v — ).
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2.2 Les méthodes d’estimation
Définition 2.1. On dit que I'estimateurs 6}, de 6 est consistant si :
Ve,P(|0; — 0] >¢) - 0 quand n — +o0.

Définition 2.2. On dit que lestimateurs 67 de 6 est /n— consistant si :
Ve, Ce,ne telque P(yv/n|0; — 0| > C.) < e pour tout n > ne.

2.2.1 La méthode du maximum de vraisemblance (MV)

Soit X = (X1, Xa, -+, X,)T un n—échantillon, on appelle vraisemblance de X la fonction
L,, définie par :

n
La(6) = [ f(X:,6), 6 €6. (2.4)
i=1
Pour la famille {f(z,0),0 € O} on suppose que pour n trés grand les conditions de Le-

Cam (1956) de la normalité asymptotique locale (local asymptotic normality) (LAN) et
différentiabilité asymptotique de L,, au point 6 sont satisfaites :

1) La(0 + —=h) = La(0) = =h"A(0) — 3h"T71 () + 0p(1), h € R,
2) L(v/n(0n —6)) — N (0., I71(8)),

3) Pour tout \/n— consistant estimateur 6 de 6 :

]' * *
7 (An(67,) — An(0)) = V/nI(0)(6;, — 0) + o(15),
ott A,,(0) = gradln L, (#) est le vecteur informant basé sur 1’échantillon X, 1, = (1,---,1)7
et 05 = (0,---,0)T,
et

1(0) = %EQ(An(ﬁ)Af(H)),

est la matrice d’ information de Fisher de Xj.
Soit C* la classe de tous les y/n— consistants estimateurs 6 de 6 , i.e. si 8} € C*, alors :

L(Vn(0;, = 0)) = N(05,U),

ou U = U(#) est une matrice de covariances non dégénerée . On remarque que les condi-
tions de Lecam sont satisfaites. On considere la suite des /n— consistants estimateurs {6,,}
du maximum de vraisemblance

Ln(0n) = argmax Ln (6),

qui satisfait :
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An(én) = gradln Ln(én) = 0,

et on a :

L(v/n(0n —0)) = N(05,17'(6). (2.5)

On note par Cj-1 le sous-ensemble de C* la classe de tous les estimateurs {0,} /n—
consistants vérifiant I’équation (2.5) . Si 0y € C* alors d’apres les conditions de régularité et
d’apres 'équation (2.5) la séquence des estimateurs [LeCam (1956), LeCam et al. (1983)] :

{o+ =)

appartient & la classe C7-1, et donc tout élément de la classe C* sera noté par {,}.

Théoréme 2.2. [Chernoff et Lehmann (1954)]. Sous les conditions de régularité de Le-
Cam :

n—oo

lim P (X,%(én) > x) =P (xf_s_l + Z Ai(0)E2 > x) ,
=1

ot X2 . 4, &1,&1,-++,& sont indépendantes, & ~ N(0,1), et 0 < \;(0) < 1,
1=1,2,---,s sont les racines de I’équation :

(1= NI(6) - J(8)] = 0.

2.2.2 La méthode du minimum du Chi-deux

On suppose que 0,, est un estimateur de 0 qui minimise ’équation (2.2), i.e.

2/0 \ _ : 2
X5 (0n) = argmin X,/ (6).

D’apres les conditions de Cramer (1946) on suppose que :
1)p2(9)>0>0, Z:1727 Ty (T25+1)

op: ()
90,00,

3) rang (J) = s.

2)

sont des fonction continues,

Selon le théoreme de Fisher [Cramer (1946)] on obtient :

Théoréeme 2.3. Sous les conditions de régularité de Cramer :

lim P (Xg(én > m) =P (X?Q"—.s—l >x), r>s+2.

n—oo
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L’estimateur 6,, de 6 peut étre déterminé par la résolution du systéeme des équation :

ZT vi  Opi(0) ,
= =1,2,--- 2.

et sous Hy, on a : 3
si n — oo, le vecteur \/n(6,, — 0) satisfait la relation asymptotique

V0, —0) = T (0)B(0)T X,,(0) + o(L,),
ol o(1g) est un vecteur aléatoire convergent vers 04, par conséquent

L(v/n(6y —6)) — N(0s,J(8)), (2.7)

i.e. 0, est un estimateur y/n— consistent de 6.

On note par Cy-1 le sous-ensemble de C* la classe de tous les estimateurs {6,,} vérifiant
(2.7). Trouver l'estimateur de Fisher 6#,, de I’équation (2.7) est tres difficile, alors Cramer

(1946) a proposé d’utiliser un estimateur asymptotiquement équivalent 0, qui est 'estimateur
du maximum de vraisemblance multinomial qui maximise la fonction de vraisemblance :

n! _—
Ln(0) = _.» };[ll% (9),

qui satisfait ’équation :
gradln Ln(én) =0, (2.8)

etonaf,cCj,ie.

L(V/n(0, —0)) = N (05, J(6)).

On peut facilement montre que I’équation (2.6) est équivalent a I’équation (2.8) et donc

les estimateurs én et én sont équivalents.

Remarque 2.1. Notons que pour construire ’estimateur én, le vecteur de fréquences
v est utilisé, et alors les données groupées sont utilisées. En général, le vecteur v n’est pas
une statistique exhaustive pour #, ce qui entraine que 0,, nest pas nécessairement le meilleur
estimateur pour 6.

2.2.3 La méthode des moments

La méthode des moments (MM) est plus particulierement adaptée pour la famille expo-
nentielle et elle peut étre utilisée a la place de la méthode du maximum de vraisemblance
lorsque la fonction de vraisemblance est infinie, ou quand le maximum local n’existe pas (
voir Voinov et al. (2008)). Cette méthode peut étre résumée comme suit :

Soit () = (91(x), g2(x), -+, gs(2))" telle que :
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m(f) = g,

ou
g= (glag% T 7gS)T7 m(@) = (ml(e)va(e)v T 7m5(9))T7
1 n
5= 30X, mi6) = [ gi@)f(z,0)ds,
i=1
et vérifiant 0, = m~'(g). En général on prend g;(z) = 2',i = 1,2,--- , s.

Selon les conditions de Hsuan et Robson (1976) on suppose que :
1) 'estimateur 6,, de 6 est y/n—consistant ,

2) la matrice K (définie par la formule (2.9)) est non singuliére,

X 2 xT
3) [ gil)f(x,0)dw , [ g;(x) 550 du, [ g;(a) 550 de,

existent, finies et continues par rapport a 6 pour tout ¢,j,k = 1,---,s au voisinage de
la valeur réelle du parametre 6.

Soient
K=K = [/g,,;(x)afég; H)da:] : (2.9)
¢=c)= [ = { | w0 —piw)mj(e)}] ,
V = V(G) = [mij — mimj]SXS s

mi; = B(gi(X)g; (X)), 4,j=1,2,---,s,

A=A =1, —q¢" +C(V -CTo) LT,

et
L=L#)=V+(C—-BK'WV)T'A(C - BK~'V).

Hsuan et Robson (1976) ont démontré que si on remplace 6 dans ’équation (2.2) par un
\/n— consistant estimateur 6,, de 6 alors on obtient :

Théoréme 2.4. (Hsuan et Robson (1976)) Sous les conditions de régularité :
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r—1
lim P(X7(0,) >z =P (2} Xi(0)xF > a:) ,

ol X% sont des variables aléatoires indépendantes obéissant a une loi du Chi-deux & un degré
de liberté, et A;(#) sont les vecteurs propres non nuls de la matrice :

»(@0) =1, —q¢" + BK'V(K HT'BT —c(k~H)TBT - BK7'CT, rang®(f) =r—1.

2.3 Test d’ajustement du Chi-deux modifié

1) En 1973, Nikulin (1973a, 1973b) a proposé une modification du test de Pearson de
Chi-deux pour la famille de distributions continues avec des parametres de changement et
d’échelle ”Shift and Scale parameters”. De leur c6té, Rao et Robson (1974) ont obtenu le
méme résultat pour les familles exponentielles, et depuis 1998, le test est bien connu sous
le nom : test de Rao-Robson-Nikulin (notée RNN)(voir par exemple : van der vaart (1998),
Drost (1988)). La statistique de ce test s’écrit :

YnZ(én) = Xg(én)w_(én)Xn(én)v (2-10)
o W~ (0) est la matrice inverse généralisée de W (0), et
W(6) = I — q(0)q" () — BO)I '(6)BT(6), rang(W)=r—1,

T
o g(0) = (Vi0), /0, ./, 0))
et I, est la matrice unité d’ordre r.

En utilisant I’équation (2.10), Nikulin (1973) a montré que la matrice inverse généralisée
W~ de W peut s’écrire :

W=(0) = I + B(O)(1(9) — J(8)) ") BT (9),
et donc I’équation (2.10) devient :
Y2 (0n) = X (0n) + X5 (0n) B(0n) (L(0n) = T (0n)) 1) BT (0n) X ().

Pour calculer la statistique RNN, on utilise souvent la formule quadratique simple sui-
vante :

V2(0) = X3(00) + Qulhn) = X300 + LLT 6,010, — 70) 7 LG, )
L(0) = (L1(0), Ly(0),--- , Ls(0))7, L;(6) = ZZ@];;JH)
i=1 1"

Le comportement asymptotique de la statistique Y,2 (én) est donné par le théoreme suivant.
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Théoréme 2.5. [Nikulin (1973a)] pour n suffisamment grand on a :

lim P(Y2(6,) > 2) = PO, > 2).

n—oo

2) En 1974, Dzhaparidze et Nikulin (1974) ont proposé une autre modification du test
de Chi-deux de Pearson. Cette Statistique est bien connue sous le nom de ” statistique de
Dzhaparidze-Nikulin (DN)” :

U (07) = X;3(6) (I — BT (0;) BT (0;,)) Xu(07), 05 € C™.

Le comportement asymptotique de la statistique de DN U2(6) est donné par ce théoréme.

Théoréme 2.6. [ Dzhaparidze et Nikulin (1974)] sous les conditions de regularité :

lim P(U2(0}) > z) =P(x*_, ,>xz), r>s+2.

n—oo

3) En 1976, Hsuan et Robson (1976) ont proposé une modification Y22 du test standard
de Chi-deux de Pearson (2.2) en remplacant 6 par 6, 'estimateur obtenu par la méthode des
moments, mais ils n’ont pas donné la forme explicite du test modifié. D’autre part, Mirvaliev
(2001) a obtenu la forme explicite du test modifié. Le test est bien connu sous le nom Hsuan-
Robson-Mirvaliev (HRM), et la statistique Y,? s’écrit :

ou

et

Le comportement asymptotique de la statistique Y,2(f,,) est donné le théoreme suivant.
Théoréme 2.7. [Hsuan et Robson (1976)] Sous les conditions de régularité :

lim P (Y2(0,) >2) =P (x}_; >1).

n—oo

Remarque 2.2. On peut montrer que pour la famille exponentielle, les deux estimateurs
0, et 0, sont identiques.
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3 Tests d’ajustement pour la loi Gaussienne inverse

Nous voulons tester I’hypothese composite Hy selon laquelle la distribution de I’échantillon
X = (X1, Xo, -+, X,)7T vérifie :

Ho: P(X; <) = Fgr(z,0), >0, 6= (u,\)7,

oul Fr(x,0) est la fonction de répartition de la loi Gaussienne inverse définie par I’équation
(1.5).

Soit fgr(z,0) la fonction de densité correspondante de Fgr(z,0).

Partageons la droite réelle en r sous-intervalles Iy, Io, - - - , I, mutuellement disjoints, par
les points :
O=ap<a1 < <ap_1 < ar =-400.
Soit v le vecteur de fréquences v = (v1,va,---,1v,)" obtenu en regroupant ’échantillon
X1, Xo,--+, X, dans les sous-intervalles I;.

Supposons que : p;(0) = fa?,l F, (z,0)dx = F,,(a;) — F,(ai—1), i =1,2,--- 1.

et désignons par X,,(6) le vecteur :

T
X,.(0) = ”1_”7’1(9),”2_”7’2(9)7...,Vr—"l’r(@)>
u ( Vapi(0) - \/npa(6) np,(6)

L’information de Fisher I,,(f) pour les données non groupées est :

0
Lo =10 = (% ).
222
Pour la calculer, nous prenons 'espérance des dérivées secondes suivantes de I’équation

(1.10) :

04, A —
Sl (2u - 3X),
o2 13 (2 )
by _
ox2 2\
2
07ty = 0.
OO

Pour tester '’hypothése Hp, nous pouvons utiliser la statistique de Rao-Robson-Nikulin
donnée par I’équation (2.11) :

Y2 (6,) = X3(6,) + %LT(én)(I(én) — J(6.)) "' L(6), (2.12)
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ou

b1 bi2
T ba1 b2
J(0) =B(0)" B(#), B(9)= A
brl er
1 0 5 0 1 0 7 0
bzl(e) \/ﬁ pa( ) ) 22(9) = ﬁ pag\ )7 1= 1727 Ty

L(O) = (L1(6). LaO))Ts La(6) = 3 254 (6), La(6) = 3 2 5%(0).
) i=1 1"

Dans le cas d’équiprobabilité (i.e. tous les sous-intervalles I; ont des probabilités égales : p1 =
p2 =+ =Dp;), les bornes des sous-intervalles a; sont donneés par :
_ DY
a;=Fgi(p1+p2+--+pi) ZFgfl(;)» i=1--,r—1

Comme p; = Fgy(a;) — Fgr(a;—1), i = 1,2,--- ,r, alors nous pouvons écrire :

=l (3 ()= (2 (2 ()
(255 0) - (e (25 5 +0)

Calculons les dérivées partielles de p;(0) :

opi(0) VA 2\ 2\
b L ) _ “a (vaplan) + Vaimie(ai)) + Jgeap(Cn) (~0(8) + @(Bi-1)) +
R eapt ) (Va3 Vi), (2.1)
op®) 1 (a1 w9 N
0) _ m< T = Dl = = (L~ D Z‘”)U p(52) (8(5) = () +
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rern() (S el + (!

N =) + 1)90(&_1)) : (2.15)

ou

o = )\(ai—1> et ﬂi:—\/A<ai+1>, i=1---,r
a; \ M a; \ W

Sous Hy, et pour n suffissament grand, la statistique Y,? suit la distribution x2_; 4 r —1
degrés de liberté (voir théoreme 2.5).

La statistique (2.12) a été calculée d’une maniere explicite [Saaidia et Seddik-Ameur
(2010)] pour les différentes situations, selon que les parameétres soient connus ou non.

1. Casou = (u,\)7T est connu.
Dans ce cas, la statistique (2.12) devient :
T

V2 = X, (07X, (0) = X2(0) = 37 L) i)

n
no:
i=1 pi
Au seuil «, si on choisit la valeur critique :

_ .2
Ca = Xr—1,1—-a>

I’hypothese Hy est acceptée si Y,2 < C,,. Dans le cas contraire, Hy est rejetée.
2. Cas ou p ou A est inconnu

On a alors

si p est connu et A est inconnu

, si u est inconnu etA est connu

Au seuil «, si on choisit la valeur critique

_ 2
Oa - X'r—l,l—av

I’hypothese Hy est acceptée si Y,2 < C,. Dans le cas contraire, Hy est rejetée.

3. Cas ou 6 est inconnu.
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0.2, 0.3, 0.5, 0.5, 0.5, 0.6, 0.6, 0.7, 0.7, 0.7, 0.8, 0.8, 1.0, 1.0,

1.0, 1.0, 1.1, 1.3, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 2.0, 2.0, 2.2, 2.5, 2.7, 3.0,

3.0, 3.3, 3.3, 4.0, 4.0, 4.5, 4.7, 5.0, 5.4, 5.4, 7.0, 7.5, 8.8, 9.0,
10.3, 22.0, 24.5.

Tab. 2.1.Données d’entretien d’ERCA .

Par des calculs longs et difficiles, nous obtenons la forme de la statistique de RNN (2.12)
comme suit :

T T 2
A ~ 1 1 1 ~ V; ~

no =1 i=1 4"
2 [(Z 1Wzl(én)0012(én)> < Ulwll(én)> (Z %wzQ(én)> +
=1 im1 Pi =1 1"
T r 2
A'n, o lw2 A &w ~

ou )
An r 2 r . .
b= 2im b =i bubi

r b 1 N7 2 )
- Zi:l bllb7,2 25\% Zi:l bi2

et |M| est le déterminant de la matrice M.

Au seuil «, si on choisit la valeur critique
_ 2
Ca - Xr—l,l—a'

I’hypotheése Hy est acceptée si Yf(én) < C,. Dans le cas contraire, Hy est rejetée.

Pour monter que ce test est maniable et pratique, nous 'appliquons a des observations
réelle qui représentent les données d’entretien (en heures) pour un émetteur-récepteur de com-
munication aéroporté (ERCA) ” airborne communication transceiver ” [Von Alven (1964)].

Pour ces données, et pour un nombre de classes équiprobables » =5 ( r peut étre donné
par la formule » = round(1 + Inn), voir Greenwood et Nikulin (1996)), nous avons calculé

pour les différentes méthodes les estimateurs 9}@, é]G, 9~IG et §;¢ de 6 qui sont respective-
ment :
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— 51G = (3.6756, 1.6005) est l'estimateur de MVUE,

— o éIG = (3.6756, 1.7148) est l'estimateur du maximum de vraisemblance,

— e fc= (3.2228,1.8945) est l'estimateur de la méthode du minimum du Chi-deux,
— o 07 = (3.6756,2.0042) est I'estimateur de la méthode des moments.

Remarque 2.3. Pour calculer ’estimateur 6;¢, nous résolvons un systéme non linéaire formé
par ces deux équations non linéaires :

r v; apl(e)
i1 pi(0) Ou
123 6])@(9) -0

2int 6] o

En tenant compte des formules (2.14) et (2.15), les deux équations de ce systéme s’écrivent :

~ oy VA 29X 2\
Zl pi(0) {Hz (—vaip(oi) + Vai—1p(oi—1)) + Ee:ﬁp(;) (—®(B;) + ®(Biz1)) +

1=

ﬁexpf:) (Vaio(Bi) - \ﬁai_m(ﬁi_m} —o,

2)

> ZV(ZQ {\:QX (=vaiv(a;) + ai—ip(ai—1)) + i;\emp( p ) (—®(B:) + ®(Bi1)) +

ﬁewp(zlj) (Vaip(Bi) — \/ai—lw(ﬁi—l))} =0,

ou

pi(0) est donné par la formule (2.13).

Pour résoudre ce systéme, nous pouvons utiliser la méthode de BFGS.

Dans la figure 2.1 (figure 2.2), nous représentons graphiquement les fonctions de densité
(de survie) de la distribution Gaussienne inverse correspondantes & ces estimateurs, ainsi

I'estimateur de MVUE de la fonction de densité (de survie) f (5) (voir tableau 1.2). Nous
remarquons que les fonctions de densités sont trés proches ainsi que les fonctions de survie.
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Fig. 2.1. Comparaison des fonctions de densité .
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En appliquant la statistique de RNN, nous trouvons alors que YG2[ = 1.196187. Pour un
seuil o = 0.05, la valeur critique C, = X%_L]_a = 9.4877, et nous concluons que la distribu-
tion Gaussienne inverse donne une bonne adéquation pour ces données.

Remarque 2.4. Notons que Von Alven (1964) a proposé la distribution log-normale pour
ajuster les données d’ERCA. Chhikara et Folks (1977) ont proposé la statiques de Kolmogorov-
Smirnov pour monter que la distribution Gaussienne inverse donne un bon ajustement pour
ces données.

Calculons maintenant les valeurs de la statistique de RRN en considérant les distributions
log-normale et de Weibull généralisée. Nous trouvons YLQN = 5.5388 et YV?/ o = 0.8914, d’ou
pour un seuil o = 0.05, ces deux distributions donnent aussi un bon ajustement pour ces
données.

3.1 Simulation

Pour étudier empiriquement le comportement de la statistique de RNN Yn2 , NOUS avons
généré a la base de la distribution Gaussienne inverse des échantillons de taille n =20, 30,
50, 80, 100,150, 200, 300, 400 et 500, et pour diverses combinaisons des parametres p et A.

Dans cette étude, nous avons choisi le seuil a = 0.05. Le parametre p varie de : 0,25, 1,
4 a 10, et le parametre A varie de : 0,5, 1, 5 a 10.

Considérons le cas d’équiprobabilité. Chaque échantillon (n,u, \) est répété 5000 fois.
Pour chaque opération, nous calculons la statistique de RRN Y2, puis nous calculons le
niveau empirique (N.E.) qui compte le nombre de fois ou Y2 < C, = x2_;_, divisé par
5000. ’

Comme le seuil a = 0.05, alors nous avons théoriquement N.FE.=0.95. Les résultats sont
groupés dans les tableaux 2.2 & 2.5. Dans la figure (2.3), nous représentons pour (p, A) = (1,1)
et n =20, 30, 50, 80, 100,150, 200, 300, 400 et 500, les valeurs de Yn2 en histogrammes.

Une lecture simple des tableaux nous indique que les valeurs du niveau empirique N.F.
sont trés proches de la valeur théorique 0.5. Dans la figure 2.3, le graphe reliant les milieux
des histogrammes est confondu avec celui de la distribution y2_;, ce qui confirme le théoréme
2.5.
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(11, \) = (0.25,0.5)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9520 | 0.9540 | 0.9486 || 0.9532 | 0.9516 | 0.9516 || 0.9418 | 0.9558 | 0.9512 || 0.9502
(1, A) = (0.25,1)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9532 | 0.9534 | 0.9520 || 0.9448 | 0.9454 | 0.9474 | 0.9482 | 0.9520 | 0.9512 || 0.9516
(1, A) = (0.25,5)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9558 | 0.9562 | 0.9540 || 0.9500 | 0.9552 | 0.9518 || 0.9562 | 0.9490 | 0.9464 | 0.9526
(1, ) = (0.25,10)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9500 | 0.9552 | 0.9468 || 0.9494 | 0.9534 | 0.9482 || 0.9492 | 0.9524 | 0.9574 || 0.9526
Tab. 2.2. Niveau empirique pour p = 0.25 et A = (0.5,1,5,10).

(1, A) = (1,0.5)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9586 | 0.9498 | 0.9484 || 0.9506 | 0.9536 | 0.9468 || 0.9532 | 0.9480 | 0.9506 || 0.9468
(1, A) = (1,1)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9522 | 0.9574 | 0.9584 || 0.9478 | 0.9486 | 0.9494 | 0.9484 | 0.9552 | 0.9468 || 0.9490
(0) = (1.5)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9492 | 0.9544 | 0.9618 || 0.9472 | 0.9540 | 0.9496 || 0.9482 | 0.9476 | 0.9520 || 0.9486
(:uv )‘) = (17 10)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9534 | 0.9467 | 0.9534 || 0.9498 | 0.9465 | 0.9522 || 0.9534 | 0.9468 | 0.9478 || 0.9521

Tab. 2.3. Niveau empirique pour p =1 et A = (0.5, 1,5, 10).
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(1, A) = (4,0.5)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9592 | 0.9518 | 0.9564 || 0.9506 | 0.9468 | 0.9444 | 0.9528 | 0.9492 | 0.9434 || 0.9489
(1, A) = (4,1)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9516 | 0.9524 | 0.9576 || 0.9423 | 0.9498 | 0.9454 || 0.9494 | 0.9558 | 0.9478 || 0.9523
(1, A) = (4,5)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9565 | 0.9512 | 0.9467 || 0.9487 | 0.9545 | 0.9534 || 0.9521 | 0.9540 | 0.9498 || 0.9512
(1, A) = (4,10)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9528 | 0.9553 | 0.9590 || 0.9487 | 0.9477 | 0.9489 || 0.9487 | 0.9543 | 0.9469 | 0.9493
Tab. 2.4. Niveau empirique pour p =4 et A = (0.5, 1, 5, 10).

() = (10,05)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9419 | 0.9527 | 0.9520 | 0.9489 | 0.9482 | 0.9485 || 0.9460 | 0.9476 | 0.9551 || 0.9498
(1)) = (10, 1)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9521 | 0.9556 | 0.9498 || 0.9456 | 0.9478 | 0.9490 | 0.9467 | 0.9572 | 0.9499 || 0.9499
(:u’ )‘) - (10’ 5)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9487 | 0.9534 | 0.9507 || 0.9454 | 0.9460 | 0.9498 || 0.9478 | 0.9532 | 0.9455 || 0.9489
(4, ) — (10, 10)

n 20 30 50 80 100 150 200 300 400 500
N.E. || 0.9521 | 0.9543 | 0.9520 || 0.9488 | 0.9477 | 0.9489 || 0.9488 | 0.9523 | 0.9432 || 0.9498

Tab. 2.5. Niveau empirique pour p = 10 et A = (0.5, 1, 5, 10).
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3.2 Autres tests d’ajustement pour la loi Gaussienne inverse

Soit X = (X1, Xa,- -, X,,)T un n—échantillon, nous voulons tester ’hypothese composite
Hy selon laquelle la distribution de ’échantillon X vérifie :

Hy: P(X; <z)=Fgi(z,0), ©>0, 0= (u,\)7,

e Test de Kolmogorov
Soit la statistique :
D, = sup |F,(z)— F(z,0)],
|n|<oco

ou F,(x) est la fonction e empirique . En pratique, il est préférable d’utiliser le test
basé sur n D,, avec correction de Bolshev [ Bolshev (1987)] de la forme [Bolshev et Smirnov
(1983)] :

_6nD,+1

SK 6\/ﬁ )

ou D, = max(D;, D),

D} = max {Z —F(xi,G)}, D, = max {F(m,;,&)— Z_l},

1<i<n (N 1<i<n n

avec ri, 2, ..., I, sont en ordre coissant.

Si 6 est connu, la distribution de la statistique de bolshev obéit a la distribution de Kol-
mogorov K (S) [Bolshev et Smirnov (1983)].

e Test de Cramér-Von Mises

La statistique w? de Cramér-Von Mises peut s’écrire :

1 " 2 —1)2
Sw=m+;{F(93i:‘9)— on }>

Si 0 est connu, la statistique de Cramér-Von Mises a la distribution a;(S) [Bolshev et
Smirnov (1983)].

e Test d’Anderson-Darling

La statiqtique de Q2 de Anderson-Darling peut s’écrire sous la forme :
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— —p— 22 {2’ In F(xz;,0) + (1 — 22; 1) In(1— F(:f:i,f)))}-

Si 6 est connu, la distribution de la statistique d’Anderson-Darling est ax(.S) [Bolshev et
Smirnov (1983)].

Remarque 2.5. Si § est inconnu, la distribution de ces statistiques dépend d’un certain
nombre de facteurs : la forme de la loi F'(z,0) correspondant a I'hypothese Hy, la méthode
d’estimation des parametres et le nombre de parametres estimés, (voir Lemeshko et Lemeshko
(2009), Lemeshko et al. (2010a)).

Dans [Lemeshko et al. (2010b)], nous donnons la comparaison entre ces tests et le test de
RRN.

4 Test du type du Chi-deux de la loi Gaussienne inverse contre
la loi log-normale

Considérons I’hypothese nulle Hy telle que :
Ho: P(X; <) = Fgr(x,0cr1).
Nous voulons tester ’hypopthése Hy contre I’hypothese alternative Hj :
Hy: P(X; <z)=Frn(z,0Ln),

ou
Frn est la fonction de répartition de log-normale LN (m, o) définit par :

Inz—m
Fin(z,0pn) = @ (U) , Oy = (m,o)T.

La fonction de densité de LN (m, o) est définit par :

1 1 /Inz—m\?
fLN(’I,QLN)=T/%e:cp -3 <U) .

En appliquant la statistique de RRN, il est raisonnable d’utiliser les classes de Neyman-
Pearson (voir Greenwood et Nikulin (1996)) pour grouper les données :

I ={z: far(z,01c) > fun(z,0n)}, To={x: far(z,01c) < fin(z,0LN)},

les intervalles I; et Iy sont déterminés par la résolution de 1’équation non linéaire :

far(z,0ar) = fon(z,0n), (2.16)

Pour trouver les racines de (2.16), nous pouvons utiliser une méthode numérique. Pour
cela nous avons réalisé un algorithme en constatant que ’équation (2.16) possede quatre point

39



d’intersection distincts quels que soient les parametres éG 7 et 0 v Pour les données d’ERCA,
nous trouvons :

al =0.2839932, ab = 1.4492008, aj = 8.6505096, a} = 50.6410849.

Notons que par 1’égalisation des premiers moments des lois Gaussienne inverse et log-
normale, il résulte que ’équation (2.16) posseéde aussi quatre points d’intersection distincts,
et nous constatons que les deux distributions sont tres proches I'une de l'autre ”close each
other”.

Dans la figure 2.4, nous représentons les fonctions de densités fgy(z, §G1) et fon(z, 6, N)-
Nous remarquons qu’elles sont tres proches.

Considérons la partition de la droite réelle par les points :
0=uap <aj <a3<az<a;<as=-+00,

nous obtenons le vecteur de fréquences v = (v, v, - - - ,1/5)T, et le vecteur de probabilités
p = (p1,p2,- - ,p5)’. Ensuite nous calculons le vecteur de fréquences V = (V3,V2) et le
vecteur de probabilités P = (P;, P;) qui correspondent aux intervalles I; et I tels que :

P= > pi:/h far(z, 0r)de, Py= ) pz'Z/I2 fai(x,0cr)dr,

far>frn fer<frn
Vi = Z vi, Vo= Z ZR
fear>fon for<fLn

Alors, pour tester Hy contre Hi, nous pouvons utiliser la statistique de RNN avec les
classes I1 et Iy :

Y. (0cr) = X2(0cr) + %LT(éGI)(I(écI) — J(0cr)) ' L(Ber),

avec
T

A Vi —nPi(0r¢) Va—nP(01c)

Xn(0rc) = ,
VnPi(Oie)  \/nPa(bic)

D’apres le théoreme 2.5, nous savons que :

lim P(Y?2(0;¢) > z|Hy) = P2 > ),

n—oo

Considérons les données I’ERCA, les estimateurs élG et éL ~ du maximum de vraisem-
blance sont : X X
01 = (fin, \n) = (3.6756,1.7148),

Orn = (1hp, 6n) = (0.68843,1.09518).
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Fig. 2.4. Comparaison des densités de GI et de LN
pour les données d’ERCA.

La valeur de la statistique de RRN est Y;2 = 0.01699. Pour un seuil a = 0.05, la valeur
critique est C, = X%,l—a = 3.841459, alors nous acceptons Hy, et nous concluons que, pour
les données A’ERCA, la distribution Gaussienne inverse donne un meilleur ajustement par
rapport a loi log-normale.

4.1 Etude de la puissance du test

Pour calculer la puissance du test, nous avons généré a partir de la loi log-normale avec
les parametres m = 0, 0 = 1 des échantillons de taille n varie de 50, 60, 70, 80, 80, 100, 150,
200, 250, 300, 350, 400, 450 & 500, et un seuil « varie de 0.01, 0.05, 0.1 a 0.2.

Pour chaque couple (n, a) nous avons procédé comme suit :

(1) I’échantillon de taille n est généré a partir de la distribution alternative,

(2) on calcule la valeur de la statistique de RNN,

(3) pour le seuil en question, Hy est rejetée si la valeur de la statistique RNN dépasse la
valeur critique,

(4) les étapes 1-3 sont répétées 5000 fois,

(5) la puissance est obtenue par compter le nombre de rejets de Hy divisé par 5000.

Dans le tableau 2.6, nous calculons la puissance pour chaque couple (n, ), et nous voyons
clairement que le test est puissant. Cette puissance est représentée graphiquement dans la
figure (2.5).
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puissance

puissance

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

a\n| 50 | 60 | 70

80

90 100 150

0.01 | 0.063 | 0.079 | 0.088

0.103

0.120 | 0.139 | 0.208

0.05 | 0.152 | 0.163 | 0.177

0.229

0.234 | 0.283 | 0.379

0.1 | 0.250 | 0.247 | 0.284

0.308

0.346 | 0.361 | 0.500

0.2 | 0.367 | 0.381 | 0.416

0.447

0.464 | 0.509 | 0.612

a\n | 200 | 250 | 300

350

400 450 500

0.01 | 0.252 | 0.387 | 0.413

0.549

0.554 | 0.616 | 0.686

0.05 | 0.477 | 0.544 | 0.626

0.702

0.774 | 0.805 | 0.825

0.1 | 0.578 | 0.675 | 0.754

0.788

0.827 | 0.878 | 0.888

0.2 | 0.702 | 0.754 | 0.802

0.847

0.891 | 0.917 | 0.952

Tab. 2.6. Etude de la puissance de la loi GI contre la loi LN.

alpha=0.01

0 100 200 300 400 500
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Fig. 2.5. Graphes de la puissance pour la distribution LN.
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5 Test du type du Chi-deux de la loi Gaussienne inverse contre
la loi de Weibull généralisée

Considérons 'hypothese nulle Hy pour laquelle la distribution de X; appartient a la famille
de lois Gaussiannes inverses :
HO : P(X < ‘,I:) = FGI(x79G1)7 HGI = (:u‘? A)Tv T > 07
nous voulons tester Hy contre I’hypothese alternative Hi, de sorte que la distribution de
X; appartient a la famille des lois de Weibull généraliséess (WG) :
o, : P(T < z) = Fyeg(r,0we), Owe = (o,v,7)' €R3, z>0.

La distribution de Weibull généralisée est proposée par Bagdonavicius et Nikulin (2002).
A cause de sa flexibilité, la distribution de Weibull généralisée possede de bonnes propriétés :
la fonction de hasard peut étre constante, monotone, forme () ou forme J (décroissante
puis croissante), ceci explique pourquoi cette loi est la plus utilisée dans les modeles de vie
accélérés. Dans le cas ou la fonction de hasard est de forme [ ou unimodale, nous avons
nécessairement vy > v > 1.

La fonction de densité de la distribution de Weibull généralisée est donnée par :

1

Y e {1- 04 (D)L 220

N z
fiwala, Owa) =~ oo™ (14

et la fonction de survie est donnée par :
T, 1
Swa(z,0wa) =1 - Fya(,0wa) = 63729{1 —(1+ (;)“)”} , x>0.

Pour tester Hy contre Hy, nous pouvons utiliser la statistique de RRN avec les classes de
Neyman-Pearson :

h =A{z: fa1(z,061) > fwa(z,0wa)}, L={z: far(z,0c1) < fwa(z,0we)}-
Comme auparavant, les classes I7 et Is s’obtiennent en résolvant 1’équation :
far(z,0a1) = fow (z,0wa). (2.17)

Cette équation possede aussi quatre points d’intersection distincts cj, 3, c5 et ¢}, quels que
soient les parametres Og; et Oy a.

Prenons les données d’ERCA, nous calculons les estimateurs 0¢y et 0y ¢ du maximum de
vraisemblance :

Oc1 = (fin, An) = (3.6756,1.7148),
Owe = (6 Dy Am) = (05092, 3.0901, 7.3346),

comme “, > Iy > 1, la fonction de hazard est unimodale.
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= Inverse gaussian Distribution
= = Pwer Generalized Weibull distribution
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Densities

0.1

0.0

Fig. 2.6. Comparaison des densités de GI et de WG
pour les données d’ERCA.

Les points d’intersection sont
c) = 0.1776, c5 = 0.5106, c; = 2.0326, et ¢; = 22.1466.

Dans la figure 2.6, nous représentons les fonctions de densités fgr(z, 0c: 1) et fwa(z, éwg).
Nous remarquons aussi qu’elles sont trop proches.

Apres calculs, nous trouvons que la valeur de la statistique de RRN est Y2 = 0.009994682.
Pour un seuil o = 0.05, la valeur critique est C,, = X%,l—a = 3.841459, et par conséquent,
nous acceptons Hy. Ce résultat nous indique que la loi Gaussienne inverse donne un meilleur
ajustement pour les données d’ERCA par rapport a la loi de Weibull généralisée.

5.1 Etude de la puissance du test

En procédant de la méme facon que dans le sous-paragraphe 4.1. Nous générons 5000
échantillons a partir de la distribution de Weibull généralisée avec les parametres o = 2,
v =2 et v =4 pour chaque taille n.

Les résultats sont résumés dans le tableau 2.7, et nous constatons que le test est puissant.
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puissance

puissance

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

a\n | 50 60 70

80

90 100 150

0.01 | 0.161 | 0.188 | 0.205

0.276

0.286 | 0.341 | 0.416

0.05 | 0.277 | 0.393 | 0.304

0.384

0.407 | 0.468 | 0.579

0.1 | 0.428 | 0.407 | 0.456

0.498

0.503 | 0.561 | 0.558

0.2 | 0.438 | 0.433 | 0.479

0.502

0.590 | 0.634 | 0.712

a\n | 200 250 300

350

400 450 500

0.01 | 0.563 | 0.607 | 0.703

0.765

0.809 | 0.876 | 0.902

0.05 | 0.674 | 0.752 | 0.838

0.846

0.902 | 0.940 | 0.987

0.1 | 0.712 | 0.756 | 0.843

0.902

0.912 | 0.929 | 0.946

0.2 | 0.799 | 0.884 | 0.898

0.943

0.964 | 0.961 | 0.973

Tab. 2.7. Etude de la puissance de la loi GI contre la loi WG.

alpha=0.01

0 100 200 300 400 500
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alpha=0.1

0 100 200 300 400 500
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Fig. 2.7. Graphes de la puissance pour la distribution WG.
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6 Test d’ajustement de Chi-deux pour la famille des loi Gaus-
siennes inverses en cas de données censurées

En fiabilité et analyse de survie, nous rencontrons souvent des observations incompletes,
et dans cette situation les méthodes habituelles ne sont plus valables. Dans le cas de censure
aléatoire a droite, plusieurs tests d’ajustement du type de Chi-deux ont été développés pour
les hypotheses composites lorsque les parameétres sont estimés, les tests déja publiés sont
résumés dans le tableau 2.8.

Plusieurs tests d’ajustement ont été proposés pour des données censurées. Dans sa these,
Chen (1975) avait construit un test du type Chi-deux. Habib et Thomas (1986) ont développé
une statistique du type Chi-deux ot I'estimateur de Kaplan-Meier Sy, (z) est comparée & 1'es-
timateur paramétrique S(x, én), ou én est I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.
Akritas (1988) a proposé une statistique du type Chi-deux basée sur 'idée de comparer le
nombre de pannes observé et attendu dans chaque classe. Hjort (1990) a élaboré une statis-
tique du type de Chi-deux pour tester la validité du modele paramétrique pour les données
de vie basée sur le processus du hasard cumulatif. Kim (1993) a également proposé un test
du type de Chi-deux basé sur l'estimateur non paramétrique de type produit-limite. Nikulin
et Solev (1999) ont construit un test de type de Chi-deux pour les données censurées doubles.
Enfin Bagdonavi¢ius et Nikulin (2011) ont construit un test basé sur la statistique de RRN ff,f

Considérons le probleme de tester 'hypothese composite Hy pour laquelle les données
proviennent de la distribution Gaussienne inverse. Nous développons en détail les deux tests
d’ajustement de Habib et Thomas (1986) et de Bagdonavicius et Nikulin (2011).

Selon le modele de censure aléatoire, on suppose que les temps de panne 11,75, - , T,
sont non négatifs et indépendants, et les variables de censure C1,Cy, -+ ,C), sont aussi non

négatives et sont supposées aléatoires.

Nous observons X; = min(T;, C;) et les fonctions indicatrices 0; définies par :

_ (2.18)
0 , otherwise

51:{1 L if TG

Soit S(t,0) =1 — F(t,0), 0 = (u, \)T est la fonction de survie de la distribution Gaus-
sienne inverse, f(t,0) est la fonction de densité correspondante de F(¢,6), G(t) est la fonction
de survie inconnue et g(t) est la fonction de densité correspondante de G(t).

Nous supposons que la censure est non-informative, cela signifie que les fonctions G(¢) et
g(t) ne dépendent pas du parametre 6.

la fonction de vraisemblance est :
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Année Auteur(s) Type
1986 M.G. Habib et D.R. Thomas | Chi-deux

1988 M. Akritas Chi-deux
1990 N.L. Hjort Chi-deux
1993 J.H. Kim Chi-deux
1999 M. Nikulin et V.N. Solev Chi-deux

2011 | V. Bagdonavicius et M. Nikulin | Chi-deux

Tab. 2.8. Quelques Tests d’ajustement pour les données censurés aléatoires a droite.

n
L(9) = [ [ £%(X:,0)8' % (X5,0) G (X;) g% (X5).
i=1
En faisant sortir les coefficients qui ne dépendent pas du parametre 0, la fonction de
vraisemblance pourra étre présentée sous la forme suivante :

L(h) = ﬁf&(xi, 0)S17% (X, 6), (2.19)
=1

la fonction de log-vraisemblance est :

00) = iéi In f(X;,0)+ i(l —0;)InS(X;,0). (2.20)
i=1 i=1
Si on pose :
o=t

alors I’équation (2.20) devient :
00) =" 6;Inh(X;,0) + Y InS(X,,0). (2.21)
1=1 i=1

6.1 Test de Habib et Thomas

Ce test est bien adapté pour les données censurées aléatoires a droite ou 'estimateur de
Kaplan-Meier S,,(x) est comparé a ’estimateur paramétrique S(z, 6,), ou 6, est 'estimateur
du maximum de vraisemblance de 6.

La fonction de log-vraisemblance est :

(Xi —#)2}+

- 1 3
L, \) = 25,- {21n)\— ilnX,- - A 27X,
i=1
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ou

mu“nzaﬁiﬂzzﬁ§:&ﬁh—w+
i=1
1ﬁé“_d)Vx&wwﬂ&”+fmﬁf)@MMB@&»—V@XWQKXD»
e Z S(Xi, p, ) ’
_ O s (L (Xi-p)?
Do ) = == = 36 (m - M) N
" BAKDAACKD) — can() (ZR(BX) + HBXAB(X)
Z (1 - 6i) S(Xi,/i, )\) )

Pour déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance 6, de €, nous pouvons
résoudre le systeme non linéaire formé par les fonctions de score en égalisant celles-ci a
z€ro.

Habib et Thomas [Habib and Thomas 1986] ont démontré que /n <S’n(t) — S(tﬁn))
converge vers un processus Gaussien sous ’hypothese Hy .

On partage la droite réelle en r intervalles : Iy, Io, - - - , I, mutuellement disjoints par les
points :
O=to<ti <---<tr_1 <t =+00.

Considérons le vecteur :
%:ﬁ%&—%g,
ou

Sn = (Sn(t1), Su(ta), -+, Sul(tr—1))” and S5 = (S(t1,01), S(t2,02),- -+, S(tr—1.0n))7.
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Sous les suppositions suivantes :
1) f(t,0) and F(t,0) sont deux fois continiment dérivable par rapport & 6 ,

2) la matrice d’informatione de Fisher () est définie positive, et continue par rapport a
f, ou

[ Wf(.6) 9210 S(t,0) o

3) lestimateur du Maximum de vraisemblance 0, de 0 existe et v/n— consistant avec

~

V0, —0) = I7'W,, + 0,(1),

oll
_1a—= 0lng(X;,6:,0)
_ 1/2 g\, 04,
W, =n Z — 5
=1
et g est la densité jointe de la distribution de (X, ).
Soit
B =B = [8F(ti79)] 7
891' (r—1)x2
et
V = V(8) = [Cov (Z(t:), Z(t;)] 1y, -
ou

Cou(Z(1).2(1)) = 5(6.0)5(1,.0) | j}%dt_

Pour tester Hy, Habib et Thomas ont construit le test de Pearson de Chi-deux modifié
qui a la forme quadratique suivante :

A~ A~

anz(én) = ZAZE_ (en)Zn’

ou la matrice ¥ est 'estimateur de la matrice de covariance X et X~ est son inverse
généralisée, de sorte que :

»(0) = V(0) — B(O)I1(0)BT (), rang® =r — 1.

Le comportement asymptotique de la statistique Yf(én) est donné par le théoreme sui-
vant :
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Théoréme 2.8. [Habib et Thomas (1986)] Sous les conditions de régularité ci-dessus,
et pour n suffisamment grand :

lim P(Y,2(0,)) < x|Ho) = P(x?

r
n—oo

< x).

Notons qu’a I’absence de la censure, la statistique }7712 se réduit a celle de RRN considérée
précédemment. Nous pouvons aussi considérer le cas de données avec censure double (voir
Nikulin et Solev (1999)).

6.2 Test de Bagdonavicius et Nikulin

Soit ’échantillon

(X1,61), (X2,02), -, (Xn,0n), (2.23)
ol
Xi=TiNCi, 6 =1i1<cy)
Supposons que les temps de panne Ty, Ts, - - - , T, sont n variables aléatoire indépendantes

et identiquement distribuées. La fonction de densité de T; appartient a une famille pa-
ramétrique {f(¢,0), 6 € © C R™}.
Notons par :

t
A(t,0) = —InS(t,0) = / h(u, 0)du,
0
la fonction de hasard cumulative.

La fonction de log-vraisemblance est :

09) = znjai Inh(X;,0) + Zn:InS(Xi,Q). (2.24)

=1 =1

I'estimateur du maximum de vraisemblance 6 de 6 vérifie :

i(6) =0,
ou .
. 0 0 0
i10) = 5510 = (5500 5-10)) (2.25)
La matrice d’information de Fisher est :
1(0) = —Eyl(0), (2.26)
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ou . n 62 n 82
U0) = digy Ih(Xi.6) = Y =5 A (X 6). (2.27)

1=1 i=1

Si 6y est la vraie valeur de 6 et sous les conditions de régularité, on a :

05 00; (0 —00) B N(Om, i (8)), 0 = (0,0, ,0)T;

1 . 1. 4
T 0(00) 5 N (O, i(00)); —0) 5 i(60),
L’échantillon (2.23) peut étre représenté en termes de processus de comptage comme suit :
(N1(t),Y1(t), t = 0), -+, (Na(t), Ya(t),t > 0), (2.28)

ol

Ni(t) = 1ix,<t, 5=13,  Yi(t) = Lioci<xyy-
Posons : . .

N@t) =) _Ni(t) et Y(t)=> Yi(t). (2.29)
=1 =1

Ecrivons les expressions des équations (2.24), (2.25), (2.26) et (2.27) en termes des pro-
cessus stochastiques N; et Y;. Les trajectoires du processus de comptage N;(t) ont la forme :

0, 0<t< X;
N7(t):{1 t>X;

Sid; =1, et Ny(t) =0, sid; =0, les trajectoires du processus de comptage Y; ont la forme :

I, 0<t<X;
Yi(t):{ 0, t>X;

En utilisant ces processus, on obtient les relations suivantes :

e . lnh(Xi,O), 52‘ = 1, .
/0 In h(u, 0)dN; (u) = { oo T = Bn(x0) (2.30)
et - x.
/ Yi(u)h(u)du = / h(u)du = —1In S(X;,0). (2.31)
0 0
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Alors les équations (2.24), (2.25), (2.26) et (2.27) s’écrivent :

_ /0 " {0 h(u, 0)dN (w) — Y (u)h(u, 0)}du, (2.34)
0(0) = Taaelnh(u 0) {dN (u) — Y (u)h(u, 0)du}, (2.35)
0
T 82 82
=/0 G (s 0) AN Cw) = [ S h oY (W) (2.36)
La matrice d’information de Fisher est :
1(0) = —Eyil(0 EQZ / —lnh (1, 0) ((%lnh(u )T h(u, 0)Y; (u)du. (2.37)

Sous les conditions suivantes [Hjort (1990)] :

1. Ils existent un voisinage ©¢ de 6y la vraie valeur de 6 tel que pour tout n et § € O,
et pour tout ¢ € [0, 7], les dérivées partielles d’ordre 1, 2 et 3 de A(¢,0) par rapport
a 6 existent et sont continues et bornées. On suppose aussi que la fonction de log-
vraisemblance est trois fois différenciables par rapport a 6 € 6.

2. A(t,0) is bornée dans [0, 7] x Op.
3. Il existe une fonction positive y(t) telle que :

sup |V (t)/n —y(t)| 5 0.
te(0,7]

4. La matrice i(6p) = lim, oo 1(%)

positive.

(la limite existe sous les conditions 1-3) est definie

Partageons 'intervalle [0, 7| en k sous-intervalles I; = (aj—1,q;], ap=0, ap=r7,
et notons par :

Uj:N(aj) ay 1 Z 0

1:X;€l;

E; = /aa,- h(u, 0)Y (u)du = Z (A(aj AX;,0) — A(aj—l,é)> )

j—1 i Xi>a;-1
ot aAb=min(a,b).
Pour tester ’hypothese Hy, Bagdonaviciu et Nikulin (2011) ont proposé cette statistique :

v2=2Tv"2Z.
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ou

A, 0 0
) 0 A 0 R
A= ’ . ) A] = &7
: n
0 0 Ay,
qH C:'lz C?lk
. C Cypy --- C .
c=| 7 " Pl ay= Z Sing ln/\ (X:,0),
E R "X
Cm1 Cm2 Conk
?11 %12 o z;mm
. 21 d22 ccc lom alnh X ,0) 0Inh(X;,0)
T i = 25 o0,
%ml %mQ e gmm

Cette statistique peut s’écrire :

k
_ Z (Uj ;Jej) N

J=1

ou ) o
Q=wrc'w, W=CA'Z

Sous I’hypothése Hy et pour n suffisamment grand, la statistique Y,? suit asymptotique-
ment une loi de X% a k degrés de liberté.
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Choix de a; : Soit

i

bi = (n— )A(X(),0) + > A (X),0).

=1
ot X(;) est le i élément de la statistique d’ordre (X, -+, X))
Si i est le plus petit nombre naturel vérifiant £ € [bj—1,b;], j =1,--- ,k —1 alors :
il
(n—i+1)A(a,0)+ > AX),0) = Ej,
=1
d’ou

i—1
&j = A_l ([EJ — ZA(X([),HA)]/(TL —1+ 1),é> s dk = max(X(n),T),
=1

ot A1 est I'inverse la fonction de hasard cumulative A.

Application a la loi Gaussienne inverse

Supposons que sous Hy, la distribution de 17,75, --- , T, suit une loi Gaussienne inverse,
de fonction de survie :

1 oA (E ) e Pe [ /A (L T
S(t.0) =1 F(t,e)_q>< t(u 1>> p(u)fl)( t<u+1>>, 0= (u,\)7,

ou

Alors :

B= Y monf)
S(a]‘ /\Xi,g)

i:Xi>aj,1
P (A(aj_l, [L, 5\)) - 6%(13 (B(aj_l, ,&, j\))
~ 22X N )
ixa @ (Al A X)) = e 7 @ (Blaj A Xiu i)
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la fonction de hasard est :

1 A 2
qwm{éﬁ%}

c1>< A—1) exp(2 (—\/E(,jﬂ))

h(t,0) = 0= (N, pox>o0.

Calculons les dérivées partielles de la fonction In h par rapport a p et A :

Olnh(p, \) At — 1 VIt
a/(f ) _ (N3 O S0d { > O(A(t, 1, N)) +

(?¢w@wdﬂ—iyﬂBWMMOewﬁb},
Olnh(u, \) 1 (t—p)? 1 1
ax  2x ot S(4,0) {ZAA(t H AJp(A(E 1 2)) =

2 1 2
(Bt ) + 5 Bl NelB( ) ) enn ) |

Apres calcul, nous trouvons les éléments de la matrice C' qui sont donnés par :

oA 4 VXip(A(Xi))
= np ‘XZEI i XZEI 5 X“G)
VA ki 'S
2\
s 5 PXB(B(X:)) — VAXip(B(X))
n,u2 . ! S(XZ,Q) '

27 —
2nA 1. X€l; e 1:X;€l; XZ 2nA i X; €l
e 3 5%‘1>(B(X )) + 95 B(Xi)p(B(X)))
iX;€el; 5(X;,0)
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7,34, 42, 63, 64, 74%, 83, 84, 91, 108, 112, 129, 133, 133, 139, 140, 140, 146, 149, 154,
157, 160, 160, 165, 173, 176, 185, 218, 225, 241, 248, 273, 277, 279%, 297, 319*, 405,
417, 420, 440, 523*, 523, 583, 594, 1101, 1116%, 1146, 1226*, 1349%, 1412*, 1417.

Tab. 2.9. Données d’Efron.

Les éléments de la matrice de Fisher :

5 111 112
1= A A s
112 122

se calculent de la méme facons.

Réanalyse des données de "Arm A” du cancer de la téte et du cou [Efron
(1988)].

Les durées de survie (en jours) des (n = 51) patients sont données au tableau (2.9), ou x*
représente la censure.

En transformant ces données en mois, Efron (1988) a estimé la fonction de hasard pour
ces données en montrant qu’elle est unimodale. Mudholkar et al. (1995) ont montré que dis-
tribution de Weibull Exponentielle peut ajuster ces données. Nikulin et Haghighi (2004,2009)
ont montré en utilisant le test d’Akritas que la distribution de Weibull généralisée donne un
bon ajustement pour ces données.

Pour la loi Gaussienne inverse, l'estimateur 6,, de # maximisant la fonction de log-
vraisemblance (2.24) est :

0= (N7 = (456.8747,3.8889)T,  log-vrais = —5.52968
Pour un nombre de classes k = 5, les points a; sont :

a1 = 1.689404, ag = 2.922234, as = 4.755015, a4 = 9.441967.

Apres calcul de la statistique de RNN, nous trouvons Y;2 = 9.823176. Au seuil a = 0.05
par exemple, la valeur critique X% = 11.07050, d’ott la loi Gaussienne inverse donne aussi un
bon ajustement pour les données d’Efron. Dans la figure (2.8), nous représentons la fonction
de densité, la fonction de survie et la fonction de hasard pour les données d’Efron.
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pour les données d’Efron.
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Chapitre 3

Modeles avec covariables basés sur

la famille des lois (Gaussiennes inverses

1 Introduction

Puisque la distribution du temps de premier passage d'un processus du mouvement
Brownien avec une dérive positive suit une loi Gaussienne inverse, 'utilisation de cette
loi dans les modeles de durées de vie est particulierement intéressant [Chhikara et Folks
(1989)]. Dans ce chapitre nous verrons éventuellement quelques modeles avec covariables
(ou stress) basés sur la loi Gaussienne inverse. Ces modeles sont utilisés aujourd’hui non
seulement en fiabilité et analyse de survie, mais aussi en démographie, dynamique des
populations, gérontologie, biologie, génétique, radiobiologie, biophysique, problemes de la
longévité, vieillissement, dégradation, etc.

Notre but est d’étudier le modele AFT et les systemes redondants basés sur la distribu-
tion Gaussienne inverse.

2 Le modele AFT

2.1 Introduction

Dans le domaine industriel (ou médical), ’'étude de la fiabilité de composants et de
systemes nécessite I’observation des temps de panne des unités qui fonctionnent sous différentes
variables explicatives, appelées souvent stress, telles que la température, le voltage, la pres-
sion, 'humidité, etc. Pour les systémes hautement fiables, ’observation des pannes des
unités sont rares et peuvent durer tres longtemps. Pour estimer la fonction de fiabilité sous
les stress usuels , il devient nécessaire d’effectuer des expériences accélérées qui permettent
de raccourcir la durée de vie du systeme en lui appliquant des stress élevés afin d’observer
ses pannes dans un temps raisonnable, ce qui constitue I’objet des méthodes de tests de vie
accélérés (Accelerated Life Testing(ALT)) dont le modele le plus fréquemment utilisé est le
modele AFT (Accelerated Failure Time) [Bagdonavicius et Nikukin (2002), Meeker (1998),
Nikulin at al. (2007)] ou le modele de temps de panne accéléré.

Considérons le cas ot la fonction de hasard présente la forme N (ou unimodale) et I'ap-
plication de la distribution Gaussienne inverse comme une fonction de survie de base dans
le modele AFT.

Soit E I'ensemble de tous les stress possibles, défini par :

E={z(:) = (#1(-), z2(-), - - ()T 1 (0,00) = R™, x(:) est déterministe }
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Si x(+) est constant, nous écrivons z a la place de z(-), et nous notons par E; le sous-
ensemble de E de tous les stress constants.

Notons par T,y le temps de panne sous z(-) et par f,.)(t), Sy()(t) et Fy(t) respecti-
vement la fonction de densité, la fonction de survie et la fonction de distribution, ou :

Sx(.)(t) =P (Tz(,) > t) =1- Fz(.)(t), x(:) € E.

La fonction de hasard de T,y sous z(-) est :

Aoiy(t) = lim ~P (t < Ty <t+h | T >t)——S;(')(t)
o) () = Hm 5 P (t < Ty, 028 = -5

Notons par :
t
R0 = [ Aay ) = =In(Si (1),

la fonction de hasard cummulative de T.).

Nous disons que le stress x(-) est supérieur a un stress y(-) et nous écrivons z(-) > y(-),
si pour tout ¢ > 0 l'inégalité S,.\(t) > Sy )(t) est vérifiée et il existe to > 0 tel que
Sy (to) > Szy(to). En ALT les types de stress les plus utilisés sont les stress constants,
stress en escalier, stress croissants (monotones), stress cycliques et les stress aléatoires (voir
e.g. Nelson (1990), Meeker et Escobar (1998), Lawless (2003)). Le cas le plus commun est
lorsque le stress est unidimensionnel. Les stress variant dans le temps les plus fréquemment
utilisés sont les stress en escalier : les unités sont mis au banc d’essai & un stress initial faible
et si elles ne tombent pas en panne dans un temps prédéterminé t1, le stress est augmentée.
Si les unités ne tombent pas encore en panne dans un temps prédéterminé to > t1, le stress
est augmenté a nouveau, et ainsi de suite.

Notons par E,, le sous-ensemble de E des stress en escalier a m niveaux de la forme :

r1, 0<t<ty

x2, t1 <t <ty
x(t) =9 . , (3.1)

Tm, tm—1 <tE<tpy=+00

ou x1,x9,- - , T appartiennent a Ey. Le sous-ensemble Fy de E prend la forme :
1, 0<t<ty
t) = . .2
=) {xz, L> 1 (3:2)

2.2 Le principe du modele de Sedyakin

En 1966, Sedyakin a formulé son fameux principe physique de la fiabilité, qui suppose
que pour deux populations d’unités fonctionnant sous différents stress constants xq et zo,
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les deux instants t; et to sont équivalents si les probabilités de survie jusqu’a ces moments
sont égales :
P (Ty, > t1) = Sz, (t1) = Szy(t2) = P (T, > t2), 71,22 € En.

Si apres ces moments équivalents les unités de deux groupes sont observées sous le méme
stress w9, i.e. la premiére population est observée sous le stress en escalier z:(-) € Ey de la
forme (3.2) et la seconde population est observée tout le temps sous le stress constant xs,
alors pour tout s, on a :

Ag;(-)(tl + S) = )‘mz (tg -+ S).

En utilisant cette idée de Sedyakin, il a été proposé dans Bagdonavicius et Nikulin (2002)
une généralisation du modele de Sedyakin (GSM) au cas des stress variant dans le temps
en supposant que la fonction de hasard A,)(t) & tout instant ¢ est une fonction du stress a
cet instant et de la probabilité de survie jusqu’a cet instant :

Ae()(t) = 9(2(t), Ay (1), () € E,
telle que g est une fonction positive sur £ x RT.

Il est facile de montrer que si le modele GSM est réalisé sur Es, alors la fonction de
hasard sous le stress x(-) € L9, satisfait I’égalité :

B Az, (1), 0<t<t
Ax(')(t)_{AwQ(t—t1+t>{), t>t;

ou le moment ¢} est déterminé par la relation Sz, (t1) = Si, (t7). Cette derniére relation
implique que :
Ao(y(t1 +8) = Ay, (t] +5), Vz()€E, Vs>0.
La fonction de survie sous le stress x(-) € Fy satisfait :
Sy (1), 0<t<ty

Sa((t) _{ S, (t—ty +1%), >0

Nous utilisons par exemple le modele de Sedyakin pour construire les systémes redon-
dants.

2.3 Définition du modele AFT

Le modele AFT est défini sur E, si et seulement si il existe sur E une fonction positive
r et sur [0, 400) une fonction de survie de base Sy telles que :
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S.y() = S0 ( /0 t r(a:(u))du) Va() € E. (3.3)
Sur ensemble Eq, Iéquation (3.3) devient :

Sz(t) = So (r(z)t) ,Vz € Eq,
et sur E,,, I'équation (3.3) s’écrit [Bagdonavicius et Nikulin (2002)] :

i—1
08 ) r(ai)(ty — tioa) + (@)t —tiog) p =
j=1

Sz, gt —ti1 +
T

Si la fonction r(x) et Sy sont inconnues, on trouve le modele AFT non-paramétrique. Si
la fonction Sy est complétement inconnue, on aura le modele AFT semi-paramétrique. Si
la fonction Sy est connue et que r(z) peut étre paramétrisée, dans ce cas on aura le modele
AFT paramétrique. Pour I'analyse semi-paramétrique et paramétrique du modele AFT, on
peut voir, par exemple Bagdonavicius et Nikulin (2002), Bagdonavicius et al. (2011).

Pour les modeles AFT paramétrique, les estimateurs des parametres peuvent étre ob-
tenus quasiment par toutes les méthodes standards pour tous les plans d’expérience. Dans
la pratique la fonction de survie de base Sy est tirée de certaines familles de distributions
paramétriques, telles que Weibull (Weibull), Weibull généralisée (WG), log-normale (LN),
log-logistique (LL), Gaussienne inverse (GI), Birnbaum-Saunders (BS), etc, et dans ce cas
on obtient respectivement les modeles AFT paramétrique : AFT-Weibull, AFT-WG, AFT-
LN, AFT-LL, AFT-GI, AFT-BS, etc.

La fonction r(z) est souvent paramétrisée comme suit :

r(z) = e—ﬁo—ﬁnlﬂ(w)’

ol
1 est une fonction donnée de x, cette fonction peut prendre plusieurs formes :

-r(x) =e B BE  a(z) = c’est le modele log-linear .

-r(z) = e Bo—Blnz () = 1In(x), c’est le modele power-rule .

-r(x) = e‘ﬁo_ﬁl/x, Y(x) =1/x, c’est le modele d’Arrhenius .

() = e P Aing T, O<a<l, Y(x) =1In 1%, , c’est le modele de Meeker-Luvalle.

Généralement, nous prenons :

r(x) = e_ﬁTx,
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ott B = (Bo, -+ ,Bm)" est le vecteur de régression inconnu. Dans ce cas, le modele AFT
paramétrique (3.3) est donné par la formule :

ey (1) = So ( /0 te—ﬁTW)du) , z(-)€E. (3.4)

2.4 Plan d’expériences

Comme on a mentionné, le but des tests de vies accélérés (ALT) est de donner les-
timateur de la fonction de fiabilité S ) sous le stress usuel 2 en utilisant les données
d’expériences accélérées lorsque les unités sont testées sous stress supérieur au stress usuel.

Plusieurs plans d’expériences sont utilisés en ALT. Nous pouvons citer :
e Premier plan d’expériences

Notons par 20 = (200, o1, -+, Tom), Too = 1, le stress usuel. Généralement nous pre-
nons m = 1 (stress unidimensionnel), ou m = 2 (stress bidimensionnel).

Soient z(), .- 2(*) des stress accélérés constants dans le temps tels que :

2O < 50 << )

avec x; = (@0, Ti1,- - ,xim)T € E,, x;0 = 1. Le stress usuel 2 nlest pas utilisée
durant Pexpérience. Selon le premier plan d’expériences k groupes d’unités sont testés. Le
1€ groupe de n; unités, Zle ni; = n, est testé sous le stress 29, Les données peuvent étre
completes ou censurées a droite.

e Deuxieme plan d’expériences

n unités sont testées sous des stress en escalier

2D, 0<t<ty
1?(2), t1 <t <ty
z(t) =4 . : (3.5)
:E(m), tim_1 <t <ty =4
ol
x(J) = (.Ij(),le, te ,.ij)T c Em, :L’j() =1.
Si la fonction 7(z) est paramétrésée comme suit :
BTz

r(z)=e "%,
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la fonction de survie de ’équation (3.4) sous le stress z(-) de la forme (3.5) peut s’écrire :

1—1
Se()(t) = S0 § L1y Ze_ﬁ%j (tj—tim) +e P Tt —tig) o, tetisn b, i=1,---,m.
i=1

2.5 Estimation dans Les modeles AFT-LN et AFT-WG

Les modeles AFT-LN et AFT-WG ont été bien étudiés par Bagdonavicius et Nikulin
(2002). Bagdonavicius et al. (2008) ont réalisé une étude en comparant les modele AFT-
Weibull, AFT-LN et AF-WG, et ils ont constaté que dans le cas ou la fonction de hasard a
une forme U (décroissante puis croissante), le modele AFT-WG est nettement plus appro-
prié pour I'estimation de la fonction de survie sous le stress usuel es faisant des expériences
accélérées.

Pour les modeles AFT-LN et AFT-WG, les fonctions de survie de base Sy sont respec-
tivement :

So(t) =1—@(vint), v >0, (LN)

So(t) = exp{l — (L+1)7}, w7 >0, (WG).

Pour notre situation, la fonction de hasard est unimodale, il suit nécessairement que
v > v > 1 pour la distribution de Weibull généralisée.

2.6 Estimation dans le modele AFT-GI

Nous proposons I'étude du modele paramétrique AFT-GI, et dans ce cas la fonction de
survie de base Sy(t) appartient & la famille des lois Gaussiennes inverses, i.e. :

So(t):<1><— j<2—1>>—exp(2:)q><— i‘(;#—l)) A0,

la fonction de hasard est :

h(t,0) = _ L 0= (N, >0,
o (/i 1) @ (/3 + 1)



Pour estimer les parameétres du modele AFT-GI, nous considérons le premier plan
d’expérience. Soit t; est la durée maximale d’expérience pour le i*"¢ groupe. Soient 8 =
(Bo, B1, -+, Bm)T les parametres de régression. la durée de vie de la j°™¢ unité du i®™*
groupe est notée par T;;. Soit X;; = Tj; A t; et 0;; est la fonction indicatrice définie par :

1, s T <ty

0 , sinon

Apreés calcul, nous obtenons la fonction de vraisemblance L(8,pu,\) [Saaidia et al.
(2010)] :

1
. 2 ﬁ z
—BTz(® A A(Xije” _I—L)
ko € 27 X3 ¢—38T2(?) exp{ 212 X; e‘JT (©) }
L=1111

i—1 j—1 A 1 BT (D) 22 A 1 BT ()
o @<_\/W(uXUe o _1)>_e“q)<_ m(;X@@ o +1>>
A 1 AT () 22 A 1 AT (4)
A B _ N 2y B
{CD( MX ) <MX e T 1>> euq)( ”X,"e_BTx(i) <MXZ]6 v +1>>},
J

1
k i 3 _ i 2
=11 ﬁ —BTad A ’ X Y ) x
= € 3 __3gTgm | ©TP 2% BTz
271'Xije 2pucX;je

i=17=1
1—08;;
/\ 1 _BTx(j,) 2A /\ 1 —BTx(”'? J
T X (e D) mer® | e X +1) :
1] ij

_aT..() K K
NotonSKij=Xz‘j€ﬁ‘L s A = — KA”-(”J )etBij:_ Aj<u]+1>’

alors La fonction de vraisemblance devient :

_ BT A 2 =)
et (%Kfj) cap{=> 2N2]Kz] ! 2
L3, 1 \) HH - g
i=1j=1 (I)(Aij)_eM (I)(BU)
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i=1j=1

5
k n; 5 2 3

- —pTa (A AWK — ) N2 (pa T

_HH{e <27TK233> ea:p{ 2M2Klj {Q(AU) e“(I)(BU)} .

Le log-vraisemblance £(f3, pt, \) est :

; 1 3 Kii — 2
67,“7 ZZ(SU{_BTx(l)+2ln)\_2an7j_)\(]/'L)}+

i=1 j—1 2u K
Y3 (-6l {@(A,-j)_eu @(Bij)}. (3.6)
i=1 j=1

Calculons les dérivées partielles de la fonction de log-vraisemblance £(f3, i, \) par rapport
af (I=0,---,m), pet A. Nous obtenons les fonctions de score (ou gradient) U (53, 1, A), | =
0,---,m+ 2 [Saaidia et al. (2010)] :

a0(B, u, A(K2 — 2
Ul(ﬁvﬂv/\)_ (ng/; Zzéljmll{1+ ( QK]M)}_

i=1 j=1

k  n; 2
ziﬁxrwmm{jﬂj);fjﬂjq,zzmmnm (3.7)
i=1 j=1 u

ng

0B, 1 N) A o
R a DI
i=1 j=1

LSS 1y NEKijp(Ay) + ¢ (202(Byy) — /AKijp(B i) 3y

2 )
L j=1 Si
67,“7 B :U“)Q
Um—i—Z(ﬁv My >‘) - ; ]Zl 5&_} 2/\ 2M2Kzg +
LI S Aie(Aiy) —en <%<I>(B,~j) + %Bijw(BijD
SN 1-6y) T , (3.9)
i=1 j=1 v
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ou
Sz‘j =0 (Az‘j) —end (sz) .

Pour calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance (B, i, ;\) de (B, u, ), nous
pouvons résoudre le systéme non linéaire formé en égalisant les fonctions de score (3.7),
(3.8) et (3.9) a zéro.

L’estimateur de la fonction de survie sous le stress usuel z(?) est

A (e 4 e
S.o(t) =2 —\/J( p -1 —er® | — T2 2 +1

Les intervalles de confiance de S, o) (t) au seuil « sont

N -1
(1 + 1 _A Sx@) (t) 6i&Qz(0>w1—’5> ,

S0 (t)
ol
1 m~+2m+2 . . o . ) .
60 0 = . > ak(t, By i, VIV (B, i, Nay(t, B, i, V),
(S, (1) (1 —=S,m(t) =0 j=o
353 1 2. A 2)/ji
ai(t, 3. N) = Sax (Bip(Ay) + €M A (By)) k= 0, .,
35 1 \ K A 2M/ 20/
am+1(t7 Bnu/? )‘) = /3]2 )‘I(t (@(At) € QD(B )> +e @(A ) I
L 1 /. . .
am+2(t7ﬁnu’7 )‘) = ﬁ (AtSD(At) - ezA/NBtSD(Bt)) - ezA/#(I)(B ))

avec

) [ A te=BTa . A te=BTa
Atz_ Ey— € = -1 et Btz— AT (0 c ~ +1 )
te—pAT2® fi te— BTz i

wi—g est le (1 — 5)-quantile de N(0,1) et I3 (3, i, A) sont les éléments de la matrice
1B, 1, A).

La matrice d’information de Fisher est :

O?U(B, 1, \)

15,00 = ( S

)7 9:(/607"'7/6mvu9>\)T9
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ou encore

Too It .. Tom, Tom+1) Ip(mt2)
I 0 I 1 [ I m I I
I(B,p, ) = 1 ! 1 1(m+1) 1(m+2)

La matrice I(f, 1, A) peut étre remplacée par :

oo 0M(B ) T
I ( A = — ) ? 0 = LRI ms 5

(ﬂ? Ky ) 89103 ’ (607 ) B o )‘)
Les éléments de la matrice d’information de Fisher I(83, u, A) = (I;5(8, i, A)) (m+3) % (m+3)

sont [Saaidia et al. (2010)] :

k / !
(B, p, K2+ 1 (Mij),5ij — Mij(Sij)
Ils - a(gg = 2 Z Z(Szszlxzs Z] Iu +2 Z Z (1 — 61])xzs b Z]S2 Y el )
1Ps i=1 j=1 Kij i=1 j=1 ij
ou o)
Sij = P (4Aij) — ewp(;)‘I’ (Bij)
2)
M;; = (BijSD(Aij) —enr Az’jSO(Bz'j)) ;
(M), = 552 = g [Ay(BY — DelAy) = e ¥ By(4} —1)e(By)]
(Sij)g = 8,62] = =5 % (Bz'j@(Az'j) —en Az‘j@(&j)) :
020(B, 11, A 1 L& (Nij)g Sij — Nij(Sij)5
Il,m—i—l = _W = 3 Z Z (Sz]-’L'zZKZJ ; Z Z 1 — (Sz] : SQ ! s
i=1 j=1 i=1 j=1
ou

Nij = VMK Ay) + e 7 (200(By) — AKyio(By))
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(SU)ﬁl 85; = szl <Bij‘P(A1j) w Aijp(B ))
O%0(B, 1, \) - U P G (Dij) 5,95 — Dij(5i;) 5
D2 = _W = Z Z Oijil— —Z Z (1 —dij) : 52 :
=1 j=1 1=1 j=1 v
on 1 2 1
2)
Dij = 55 Aijee(Aij) — e+ (M‘I’(Bij) + 2)\Bij90(Bij)> :
(Dij)g = aﬁlj = D ZuBijo(Ay) (=1 + Af) = zae # Aijp(Byj) < —+ 4A( 1+ B%)) :

(Sij)g = 86; = —5%i <Bij<P(Aij) —enr Az’j@(&j)) :

k ! !
(B, p, Kij —2 1((Fij) wSij — Fij(Si5) ) — 2Fi55i
Im—i—l,m—i—l = 7M - )‘ZZ&J ] & ZZ 1 o 5’3 3]52 : —
i=1 j=1 i=1 j=1 K ij
ou
Fij = /AKyo(Aij) + e (2/\‘1’(3 ) — AKZW(BZ-]-)>,
. OF; MK o [ 42 4Am K;
(EJ)M_ 8uj = - 2 jA“gp(A e ( F ( ij 12 m) ]BZJSO(B ))
Y 8(;913) . 1 22
(S =, —;{\/W( (Ay) = €% (Bij) ) +2Ae # B(Byy) |
LB N) 1 . Rzy)' Sij — Rij(Siy),
Im m =0T = z z 1 - z H’
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ou

’

UGN _ 1§y Ny (Giy))\Sij — Gig(Sig)
Im+2,m+2:_T:ﬁzzéﬁ_zz(l_&j) 2 92 : 2,

ou

Ainsi la matrice d’information de Fisher est complétement calculée.
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3 Analyse des systemes redondants

3.1 Introduction

On Consideére un systeme de redondance avec une unité principale qui fonctionne aux
conditions 'hot’ et (m-1) unités de réserve (stand-by units) fonctionnant aux conditions
> warm . Si 'unité principale tombe en panne, une unité de réserve va la remplacer au-
tomatiquement et ainsi de suite. Notons S(1,m — 1) un tel systéeme. Le probléme est
d’obtenir les intervalles de confiance pour la fonction de distribution cumula-
tive du systeme de redondance en utilisant des données de panne de deux groupes d’unités.
On suppose que la commutation du mode > warm’ en mode ’ hot ’ ne provoque aucun choc
et aucun dommage pour les unités du systeme.

Selon les résultats de Bagdonavicius et Masiulaityle et Nikulin (2008a, 2008b, 2009,
2010), on suppose qu’en mode "hot’, le temps de panne, la fonction de distribution, la fonc-
tion de survie et la fonction de densité de I'unité principale sont respectivement Ty, Fi,
S1 et fi, et en mode 'warm’ le temps de panne, la fonction de distribution, la fonction
de survie et la fonction de densité des unités de réserve sont respectivement T;, Fb, So
et fo,i = 2,---,m. En utilisant le principe du modele de Sedyakin, Bagdonavicius et al.
(2008a,2008b) ont donné la formulation mathématique basée sur le modele AFT, et ils ont
proposé des tests pour valider ces modeles.

Si une unité de réserve est passée du mode "warm ” au mode "hot”, sa fonction de
distribution est différente de Fj et F. Le temps de panne de systeme S(1,m — 1) est

T =Ty TV NV Ty VT = (TyV TV ooV Tip1) V T

Notons par K la fonction de distribution de TG, j =2,...,m. Nous savons que
t
Kj(t) =P{TV <t} =P{TVUD <1, Ty <t} = / P{T; < t|TV"Y = y}dK; 1 (y).
0

Selon Bagdonavicius et al. (2008a) la densité conditionnelle de 7} sachant TU-D =y
est :

f2(t)v if tgy
flt+ry—y), if t>y”’

pour r > 0. Cela signifie que les distributions des unités fonctionnant aux modes ”warm”
et "hot” ne different que par une échelle, i.e.

ij|T(j—1)=y (t) =

B(t)=Fi(rt) Vt>0, r>0. (3.6)

La fonction de distribution du systéme redondant S(1,m — 1) avec unité principale et
7 — 1 unités de réserve est donnée par

Kj(t)=/0 Rt +ry —y)dK;a(y), j=2,---,m, Ki(t)=Fi(t), (3.7)
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il s’ensuit que la fonction de distribution K,,(¢) du systeme S(1,m — 1) est définie de
fagon récurrente a 1’aide de ’équation (3.7). En pratique, souvent les fonctions de distribu-
tions des unités appartiennent a une famille paramétrique.

Pour j = 2, nous obtenons la formule de Ks(t) :

Ka(t) = /0 ity —y)fi(y)dy. (3.8)

Supposons maintenant que les fonctions de distribution des unités appartiennent a la
famille des distributions Gaussiennes inverses, i.e.

Su(t, s \) = 1 — Fi(t, i, \) = <—\/§ (Z - 1)) _ exp(2:)<1> (- % (Z + 1)) .

3.2 L’estimation de K,

On suppose que ces données sont disponibles :
a) Ti1,- -+ ,T1pn, de taille ny, T7; est le temps de panne des unités testées en mode "hot’;
b) To1, -+, Tan, de taille ny, To; est le temps de panne des unités testées en mode 'warm’ .

Soit v = (r, p, A\)T, estimateur du maximum de vraisemblance 4 = (7, i, ;\)T du pa-
rametre v maximisant la fonction de log-vraisemblance est donnée par (voir Lemeshko et
al. (2010), Nikulin et Saaidia (2009)) :

n N9 3 &
U A) = 5 ok 21 —1———72111 Ti;) —52111@%)_
P A Ar 2 A\ 2
SN T 2N T N - 2 T )
2#2; ! 2; 1 2u2; 2 27«; 2 (3.9)

where n = ni1 + ns.

En calculant les dérivées de ¢(r, i, \) par rapport & 7, u, A, Nous trouvons les fonction
de score (le gradient) :

or ng A & A
= _ To: + T
or 2r QMQZ 2L+21°2AZ 2
i=1 i=1
/AN
— =23 +—ZT -
32 17 3 21 CE)
op i=1
o 1 Ien, | 1 & IR
i T —=> T - —N"1p - = N1t
N (2/\ Z L 2; Li 2,#2 2 27'; 2i
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Pour déterminer l'estimateur 4 on peut résoudre le systeme non linéaire des fonctions
de score en égalisant celles-ci a zéro.

Les dérivées partielles secondes de la fonction de log-vraisemblance sont :

ot 3)\ Z Th 3Ar Z TQZ “an

Calculons la matrice d’information de Fisher :

P (323(7)

I(y) =~ Dm0

) ;o= N7,
3x3
Posons

Iiw L I3
I(v) =\ Io1 Iz I3
I3y I3z I33
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L’élément 171 est :

B (PO — g2 AN ) C e AN g

n=-Flge)=Floz mlB' )= 52t a2 PG
i=1 i=1

Comme F5(t) = Fi(rt), alors en dérivant les deux membres, nous trouvons

fo(t) = rfi(rt),

L 1 _ +<>01 _ +ocl B +ool B
E (T, )_E<T2i> _/0 tfz(t)dt—r/o tfl(rt)dt—r/o ;fl(y)dy_

1 11
)= (Ges)

d’apres la proposition 1.1 (chapitre 1).

1 A n9
I = —-
11 (2+N) 2

De la méme maniere nous calculons les autres éléments de la matrice (). Nous trou-
vons alors :

Donc

(pt2Nn2  _Ang  _ mp
2%\7“2 T2 2rA
M= -2 % 0
__n2 0 _n_
2r\ 2)\2

La matrice inverse de I(~) est donnée par :

2nr2p 2rp? 2ru
nina(u+2X) n1(p+20) n1(p+2N)
I_l( )= 2rp> (nqp+2n\)p3 2no )
g n1(p+2X) nin(u+2X)\ nin(u+2X)
2ru 2no 2\ 2(nu+2n1\)\?
n1(p+2X) nin(u+2X) nin(u+2X)

73



1.0

0.6

0.4

0.2
|

0.0
|

Fig. 3.1. Graphes des estimateurs de fonctions de distributions Fl, Kz, K 3 et KA'4,
(La distribution Gaussienne inverse).

Si nous prenons j = 2, la fonction de distribution Ks(t) est estimée par :

A t+ Py —
FOTRY A S R TEY.0 oY Y N Y = S ) P
202y t+ry—vy 4
t A S\(y—ﬂ)Q 22 A t+7ry —y
\| 5= e = Y . > +1]) | dy.
/0 2ﬂy56xp{ 2f12y i t+ry—y< fi > Y

Pour calculer K5, nous utilisons des méthodes numériques d’intégration.

Dans la figure (3.1), nous représentons les estimateurs des fonctions Fl, Kg, Kg et Ky.

3.3 Les intervalles de confidence Asymptotiques de K5(t)

Pour calculer les intervalles de confiance asymptotiques (K, (t), K2(t)) de K3(t) au seuil
a, nous utilisons les résultats de Bagdonavicius et al. (2008a), Bagdonavicius et al. (2008b)
et Bagdonavicius et al. Nikulin (2009).

-1

1—Ko(t Op 21—
Ky(t) = 1+A72()ea:p Kyl o/2

Ko (t) ¢ Ky (t)(1 — Ka(t))
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-1
_ 1— Ky(t) Oky"1-a/2
Ro(t) = (14 L2K20, ) 2 7 (3.11)
2 ( Ks(t) p{ V}%&(t)(lkg(t))})

ou

Co(t,y) = (Car(t,7), Caa(t,~), Caz(t, 7).

Les composantes du vecteur Ca(t,7) sont données par :

tOF,
Cor(t,y) = /0 5 (t+ry —y, i, NdF (y, s, ),

arya) or
Coa(t,y) = ; TM(t + 1y =y, i, N)AFL(y, p, N) + Fi(t+ 1y — y, e, A)d(afu(y% A)),

t R, or,
Cos(t,y) = ; W(t + 1y =y, i, N)AFL(y, i, A) + Fr(t+ 1y — y, e, A)d(a(y% A)).

Apres des calculs laborieux, nous obtenons les expressions des dérivées partielles &
Iintérieur des intégrales :

OF, y | A 1 1

t - =2 =) (A —y))—
5, LTy =y A) = t+ry_y(t+ry_y+#><ﬂ( (t+ry—y))
Yy 2\ A 1 1
g _ il B _
2€xp(u)“t+ry—y( 7j+7ﬂy_y+u>s0( (t+ry—y)),

OF; At +ry —
I 1ty — g2 = YU ety ) 4 (B4 g — )
7 "
2X 2
exp(— d(—-B(t+ry—vy)),
p(ﬂ)ﬂg( (t+ry—y))
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oF;

o ETTy =y A) = ﬁA(Hry Ye(Alt +ry —y))+
Zcap(C2)0(-B(t +ry ) - 5rean(C) B+ ry — DB+ - ),

ou

on peut aussi écrire

LOR
21\, Y) = a. Yy —Y, u, 1Y, i, Y,
Con (1,7) /O L+ N iy, 1 \)d

t(oF OF, ’
022(157,7):/(; Tﬂ(t'i'ry_y?lh)\)fl(yh%)\)+F1(t+ry_y7ﬂy)\) TM(y7/J’7)‘) dy7

Y

t (o OF, ’
Cos(t,7) =/O (A(Hry Y, 1, A) fr(y, e, A) + Byt +ry —y, 1, )[a/\ (v, M,A)] )dy,
Yy

ou

et A)L _ Zi\/g 1= A1 N B N (A0 0) + ) (Bl ) ) +

we:ﬁp( I )A(y, Jin )\)SO(B(y7 22 )‘))7

0F,
4y

OS] = Bl i VL~ A2 (Al )~
Y

;yercp(i;\)fl(y,u, Ne(B(y, 1, A)) — KA(y,u, A) (L= B*(y, 11, \)p(B(y, j1, \)).

avec A(t) = \/%(ﬁ - 1), B(t) = \/g <ﬁ + 1) et ¢(.) est la fonction de densité de
N(0,1).
et 21_q/2 est le (1 — a/2)-quantile de N(0,1) .
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t 4 8 10 20 30 40 50
K>(t) | 0.05099 | 0.55988 | 0.75297 | 0.99049 | 0.99966 | 0.99998 | 0.99999
N.C. | 0.9367 | 0.8887 | 0.8355 | 0.8660 | 0.8904 | 0.9104 | 0.8722

Tab. 3.1. Niveau de Confidence pour Ka(t).

3.4 Simulation

Considérons le cas ou les données sont completes. Nous générons des échantillons de
taille n1 = ny = 100.

Nous simulons les temps de pannes 77; et Tb; a partir de la distribution Gaussienne
inverse avec les parametres :

Ty~ 1G(p1, M), Toj ~ IG(p2, A2),
pr =38, p2=4, A =40, Ay=20.

Chaque échantillon est répété 5000 fois. Pour différentes valeurs de ¢, et pour chaque
échantillon nous calculons par simulation les intervalles de confidence au seuil (risque) o =
0.1 en appliquant les formules (3.10) et (3.11), puis nous calculons le niveau de confiance
(N.C.) qui compte le nombre de fois ou les intervalles de confiance couvrant la valeur réelle
de la fonction de distribution K (¢) donnée par la formule (3.8) puis en divisant par 5000.
Les résultats sont résumés dans le tableau 3.1.

3.5 Systemes redondants avec données censurées

Dans le cas ou les données sont censurées, nous pouvons les traiter de la méme maniere
que pour les données completes.

Supposons que ces données sont disponibles :

a) données censurées a droite
(X11,01)", -, (Xings 6100) "
de taille n1, ou X1; = T1; A Cqi, 615 = 1{T12-§Cu}~

T1; est le temps de panne des unitées testées en mode ’hot’, Cy; est la censure.

b) données censurées a droite

(Xo1,020) "+ (Xany, 02ny) T
de taille ng, ou XQ]' = TQ]' VAN C2j7 52]' = 1{T2j§6'2j}'

Ty, est le temps de panne des unitées testées en mode 'warm’, Co; est la censure.
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Soient di = Y i, 015, dp = Z, 1025

Soit v = (r,u, \)T, Pestimateur du maximum de vraisemblance 4 = (7, ji, ;\)T du pa-

rametre v maximisant la fonction de log-vraisemblance

di +d d dy + dz)
0(r, 1, \) = 12 2 In )\——21 (172—7251@111)(11
A ni )\ ni n2 1
1 _
22 E 01, X1 — 5 E 0 Xy — E 925 In(Xo;) — E 02, Xaj — o E 02; Xo; +
=1 i=1 j=1

;211(1 —51,-)111{@ (—, )?U <X/;1 — 1)) —e:vp(zlj)@ (— )?1 (XI:; + 1>>}+
:2(1—52j)ln{<1) (— H?Qj <T)/i2j —1)) —e:Ep(Qlj)@ <— T)?% (T)ZZj +1>>}.

Posont : A(t) = — i(i— ),B(t):— %(t-i—l).

alors

Si(t, 11, \) = ® <—\/§ (; - 1)) —exp(Z:)q) <—\/§ (; + 1)) .y (A(t))—exp(ij\)q) (B(t)).

En prenons les dérivées de £(r, i, A) par rapport a r, u, A, nous trouvons les fonction de
score (gradient) suivantes :

Bl4 dy XN & p = B
=1 =1

L& BrXe)p(A(rXsy) — e A(rXa)o(B(rXs;))
;(1 %) S1(rXaj, i1, \) ’

2r

A P
o (dl +da) + 3 Z 01 X1 + 3 Z 02 X2i+

=1

Lo X1 (A1) — € p(B(X1:)) ) + 2Xe ® B(B(X1)
;(1 ~ou) S1(X1i, p, A) -
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2 21
122 - \/W <<P(A(TX29‘)) —en QO(B(TXQj))) +2\en B(B(rXa;))

M; ) S1(rXaj. p, A) ;
66 1 T 2 1 na .
ﬁ (2)\ )(dl +d2 Z(SlzXlz_*Zélz _TMQZé%ij_?TZé%XQi +

j=1 j=1
n 21

i (1-6 )21,\ [A(Xli)SO(A(Xli)) —en B(Xu)sO(B(Xu))] - %e r ‘I’(B(X1¢))+

=1 ’ S1(X14, s A)

S ﬁ[A(T‘Xm) (A(rXa;)) — e % B(rXa))p(B(rXa)))| — 26 O(B(r X))
jz:; B ZJ Sl(ngj,,u,)\) '

Pour déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance 4 de 7, nous pouvons
résoudre le systéme non linéaire formé par les fonctions de score en égalisant celles-ci & zéro.

Le calcul de l'information de Fisher, 'estimateur de la fonction de distribution du
systeme Redondant K,,(¢) et les intervalles de confiance de cette derniére feront 1’objet
de futurs travaux.

4 Autres modeles

4.1 Le modéle de Cox

Le modele de Cox sur FE est le plus populaire en analyse de survie. il est donné en terme
de la fonction de hasard :

Aoy = () Xo(t), (-) € E,

ol A\g(t) est la fonction de hasard de base (généralement inconnue) et r est une fonction
positive souvent paramétrisée comme suit :

r@)=¢""" B=(B, -, Bm) .

On suppose que
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(52) * cap{- Qﬂzt) }
() (161)

tel que nous avons ce qu’on appelle le modele de Cox paramétrique-inverse Gaussien, ou le
vecteur 8 exprime l'effet de covariables z(-) sur la distribution de la durée de vie Ty(.).

Xo(t) € , t>0, u>0, A>0

Considérons I’hypothese
Hy:8=0.

Sous Hy il n’y a pas d’influence des covariables sur la distribution de la durée de vie T,y = T,
et dans ce cas (sous Hy) la durée de vie T suit une distribution Gaussienne inverse. Donc,
pour tester Hy on peut utiliser, par exemple, le test du Chi-deux exposé précédemment.

4.2 Modele de Fragilité

Nous parlons d’un modele de fragilité (frailty model) si la fonction de hasard d’un indi-
vidu est influencé par une variable aléatoire positive non-observable Z, appelée variable de
fragilité (frailty variable), de telle maniere :

Ao()(t1Z = 2) = 2o (t)r{z(t)}, () € E,

ot \g(+) est la fonction de hasard de base.

Si on suppose que la densité de la variable de fragilité Z appartient a la famille de lois
Gaussiennes inverses, alors nous obtenons ce que 'on appelle inverse Gaussian frailty model
E.

4.3 Modele de dégradation

Dans les domaine d’engineering , les unités formant un systeme dégradant au fil du
temps. Le niveau de détérioration d’un élément est représenté par un processus de dégradation,
si ce dernier est régi par un processus de Wiener alors la distribution de premier passage
de temps suit une loi Gaussienne inverse.

Définition. Soit W (t),t > 0 un processus. On dit que W est un processus de Wiener

de tendance linéaire m et de variance o2 si :

— o W(0)=0,

— o W est un processus stochastique a accroissements indépendants a trajectoires stirement
continues,

— eVt > 0,h > 0, la loi de laccroissement W (t + h) — W (t) est une loi normale
N(mh,o?h).
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Propriétés.

— o BE(W(t)) = mt, var(W(t)) = o°t,

— @ si Wy est un processus de Wiener standard, i.e. m = 0,02 = 1, alors W (t) =

mt 4+ cWy(t) est un processus de Wiener de tendance linéaire m et de variance o2.

Soit W(t),t > 0 un processus de Wiener de tendance linéaire m et de variance o2.

Si la dégradation est régi par un processus de Wiener de tendance linéaire m et de va-
riance o2, la panne survient si le processus de dégradation W () atteint un niveau critique zg.

Le premier temps du passage Ty avec :
TQ = inf{t . W(t) > Z()},
suit une distribution Gaussienne inverse /G(22, %2) de fonction de densité :

20 (Zo—mt)2
t = — .
Ttz o) = ey

81



Conclusion et Perspectives

Les tests d’ajustement du type Chi-deux modifié sont appliqués a un modele
paramétrique de fonction de hasard unimodale couramment utilisé en fiabilité et en
analyse de survie. L’exemple traité de données d’entretien d’ERCA montre que la dis-
tribution Gaussienne inverse présente un meilleur ajustement par rapport aux autres
distributions citées dans cette these. La puissance des tests est aussi étudiée. Le test
d’ajustement du type Chi-deux pour la famille des distributions Gaussiennes inverses
avec censure est aussi étudié.

Le modele AFT basé sur la famille des distributions Gaussiennes inverses avec cen-
sure est bien étudié. les systeme redondants basés sur cette famille sont aussi étudiés.

Nous espérons réaliser ces taches dans le futur

— Réaliser une étude comparative des tests de Rao-Robson-Nikulin, Dzhaparidze-
Nikulin et Hsuan-Robson-Mirvaliev pour la distribution Gaussienne inverse.

— Réaliser le test de type du Chi-deux de la loi Gaussienne inverse contre la loi
log-logistique basé sur la statistique de Rao-Robson-Nikulin.

— Reéaliser une étude comparative des tests de Rao-Robson-Nikulin, Dzhaparidze-
Nikulin et Hsuan-Robson-Mirvaliev pour la distribution Birnbaum-Saunders.(En
collaboration avec R.Tahir)

— Réaliser le test du type du Chi-deux la loi Gaussienne inverse contre la loi
Birnbaum-Saunders basé sur la statistique de Rao-Robson-Nikulin. (En colla-
boration avec R.Tahir)

— Réaliser la simulation des modeles AFT-GI, AFT-LN, AFT-LL, AFT-BS et
AFT-WG. (En collaboration avec R.Tahir)

— Faire estimation paramétriques et étudier le test statistique, proposé par Bag-

donavicius and Nikulin, pour les systemes redondants et faire les simulations
pour ceux-ci.(En collaboration avec R.Tahir).
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— Faire des logicieles permettant d’appliquer les modeles AFT semi-paraétriques
et avec des cross-effects des fonctions de survie aux études des données biomédicales.(En
collaboration avec R.Tahir).

— Réaliser une étude comparative des test Rao-Robson-Nikulin, Kolmogorov, Cramér-
von Mises, Anderson-Darling pour la distribution de Birnbaum-Saunders.

— Estimer la fonction de distribution K, pour les systemes redondants et faire les
simulations pour celle-ci.
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Résumé En fiabilité, et analyse de survie, les distbutions qui ont une fonction
de hasard unimodale ne sont pas trop nombreusegu'on peut citer: la
distribution Gaussienne inverse, log-normale, lodpgistique et la distribution de
Weibull généralisée. Dans cette these, nous deymbons le test de Rao-Robson-
Nikulin pour la distribution Gaussienne inverse, etnous donnons une étude
comparative entre la distribution Gaussienne invese et les distributions citées ci-
dessus, puis nous réalisons des simulations. Hite nous construisons les
modeles avec covariables basés sur la distributidgsaussienne inverse.

Mots-clés: Distribution Gaussienne inverse, Test de ChixdeTest de Rao-
Robson-Nikulin, Distribution log-normale, Distrition log-logistique, Distribution
de Weibull généralisée, Fiabilité, Analyse devjrModele de Sedyakin, Modele
AFT, Systemes redondants, Intervalle de conancTemps de panne, Maximum
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Abstract In reliability and survival analysis, distributi ons that have a unimodal
hazard function are not too many, they include: thenverse Gaussian distribution,
log-normal, log-logistic and power generalized Weilll distribution. In this thesis,
we develop the test of Rao-Robson-Nikulin for thinverse Gaussian distribution,
and we give a comparative study between the inverggaussian distribution and
the distributions listed above, then we realize simations. We also construct
models with covariates based on the inverse Gaussidistribution.

Key-words Inverse Gaussian distribution, Chi-square tegtstTof Rao-Robson-
Nikulin, Log-normal distribution, Log-logistic disbution, Power generalized
Weibull distribution, Reliability, Survival analigss Sedyakin's model, AFT model,
Redundant system, Confidence interval, Failuneeti Maximum likelihood |,
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