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Résumé

Dans cette these, on considere un probléme inverse de diffraction dans un demi-plan lo-
calement perturbé. Il s’agit de retrouver une perturbation de la frontiere v, d’équation
xe = f(z1), a partir de la mesure du champ lointain diffracté. Nous présentons d’abord
quelques résultats sur le probleme direct concernant ’existence, 1'unicité de la solution du
probleme et le comportement asymptotique. Nous montrerons que le probleme inverse se
ramene a une équation intégrale non linéaire qui est mal posée. On la résout par une mé-
thode itérative (méthode Gauss-Newton). Nous présenterons quelques résultats numériques
qui illustrent la méthode. Ce travail est une généralisation de l'article [24] qui a étudié le cas

f=o.

Mots clés : Diffraction, Probleme inverse, Méthode de Newton, Régularisation.



Abstract

In this thesis we consider an inverse scattering problem in a locally perturbed half-plane. Our
aim is to recover a local perturbation « of the flat boundary parameterized by the equation
xg = f(z1) from the measured far field pattern. We present at first some results on the
forward problem concerning existence, uniqueness and asymptotic behavior of the scattered
wave corresponding to an incident waves (plane waves and spherical waves). We show that
the inverse problem is reduced to an ill-posed nonlinear integral equation. For the resolution
we use an iterative method (Gauss-Newton method). We give further numerical examples
to illustrate the method. This work is a generalization of the article [24] that considered the

case f > 0.

Keywords. Scattering theory, Inverse problem, Newton method, Regularization.
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Introduction générale

Les ondes électromagnétiques et acoustiques sont tres largement utilisées dans de nombreux
domaines pour identifier la forme et les propriétés physiques d’objets non accessibles directe-
ment. Nous pensons par exemple a I'imagerie médicale, a ’exploration du sous-sol ou encore
a l'imagerie par ondes radar. Le principe général des méthodes utilisées est le suivant : on
envoie une onde dans le milieu que ’on souhaite étudier, ce milieu répond a I’excitation en
produisant une onde diffractée et on déduit de la mesure de ce champ diffracté des infor-
mations sur le domaine ausculté. Nous parlons alors de probléeme inverse en opposition avec
le probleme direct qui consiste a modéliser et a simuler numériquement le champ diffracté
produit par un milieu connu sollicité par une onde incidente connue elle aussi. Lorsque la
longueur d’onde de I'onde incidente est de I'ordre de la taille de 'objet inspecté, le probleme
inverse est souvent mal posé dans le sens ou une faible erreur de mesure (sur le champ dif-
fracté) peut engendrer une erreur importante sur la reconstruction de I'objet étudié ou de

ses propriétés physiques.

Dans cette these on étudie un probleme de diffraction d’ondes acoustiques par une surface
plane localement perturbée, il s’agit d’'un obstacle non borné. La perturbation peut étre
une rugosité dans un matériau réfléchissant, une interface entre 2 milieux différents ou la
topographie du sol [8] 2, 25]. Ce probléeme a été étudié par Yan [29] lorsque la perturbation

est concave i.e parametrée par une fonction f > 0. Ce probleme peut étre reformulé par
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prolongement symétrique comme un probleme extérieur (diffraction par un obstacle borné).

Ce cas a été étudié aussi par Kress et Tran [24] mais du point de vue numérique.

A notre connaissance le probléme n’a pas été étudié lorsque la perturbation est rugueuse (f
change de signe) ce qui fait qu’on ne peut pas se ramener & un probléme d’obstacle borné.
Notre probleme présente des difficultés supplémentaires en raison du caractere arbitraire de
f qui change de signe. Notre objectif est de généraliser les travaux précédents sans passer
par les résultats connus du probleme inverse associé a l'obstacle. En fait, notre probleme

ressemble beaucoup au probléme de la diffraction par une fissure [20, 26, [5].

Plus précisément, on va donner la formulation de notre probleme direct.

- Soit v un arc du plan R? qui est le graphe d’une fonction réguliére de classe C?, f :

[—a;a] — R avec f(—a) = f(a) = 0.
- On note I'_ = {(21,0); 21 < —a} et I'y = {(21,0); 21 > a}.

- Soit © le domaine de R? au-dessus de la frontiecre ' =T_ U~ UT,.

-2
~

FI1GURE 1 — Géométrie du probleme .

Notre probléme direct consiste a chercher une fonction u € C%(€2) N C(Q) solution de I’équa-

tion de Helmholtz
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Au + k*u = 0 dans . (1)

On suppose que 'onde diffractée u® (u = u® + ug) satisfait la condition de radiation de
Sommerfeld

lim rl/z(é(;“ —iku®) =0, r = |a], (2)

r—00 r

uniformément pour tout z = é—‘ De plus, pour une onde incidente plane donnée u; = e~

d = (cosb,sinf), 0 € [0, 7] le champ total u = uy + u® satisfait la conditions de Dirichlet

u=0 sur I. (3)

—ikd"z ' — (cos ), — sin @) est I'onde réfléchie par la surface plane.

Ici, ug = u;+u, ouu, = —e
Dans cette these, on va utiliser la méthode des équations intégrales qui est un outil puissant
pour la résolution du probléme direct —. Cela consiste a formuler le probleme aux limites
sous la forme d’une équation intégrale posée sur I'arc v. Deux approches de la théorie des
équations intégrales sont possibles : la formulation directe et la formulation indirecte qu’on
va adopter. La formulation directe repose sur le second théoréme de Green, 'inconnue dans
I’équation intégrale est la trace du champ ou de sa dérivée normale selon qu’on considere la
condition au bord de Dirichlet ou de Neumann. Dans la formulation indirecte, on cherche la
solution sous forme d’un potentiel, I'inconnue est une densité qui n’a pas de sens physique,
puis on montre 1’équivalence entre le probléeme aux limites et I’équation intégrale [9, 21]. Ces
deux approches font intervenir la fonction de Green qui représente 'influence d’une source
ponctuelle située au point Y sur un point X. L’avantage de cette méthode est de réduire la
dimension du probléme et parfois (ce qui correspond a la diffraction par un obstacle borné)

de remplacer un probléeme sur un domaine non borné par un autre posé sur un domaine borné.

12



Dans le probleme en domaine non borné on impose souvent une condition de rayonnement
qui fixe le comportement du champ a l'infini. Cette condition a I'infini n’apparait pas direc-
tement au niveau de 1’équation intégrale, elle est prise en compte par la fonction de Green
d’un probléme de référence (non perturbé). En revanche, sur le plan mathématique, il est
important de formuler I’équation intégrale dans un cadre fonctionnel et de s’intéresser aux
propriétés d’existence et d’unicité. La résolution du probleme (direct et inverse) de la dif-
fraction d’ondes par un obstacle plongé dans l’espace ou le demi-espace homogene est bien
connue dans la littérature. On peut citer par exemple le monographe de Colton et Kress [10]
et les articles [I7, [I8]. Par contre, le phénomene de diffraction d’onde par un obstacle non
borné pose des difficultés d’analyse mathématique et numérique. Pour la diffraction par une
surface rugueuse, on peut citer les travaux de Chandler-Wilde et ses collaborateurs [30], 28]
et [I1] en acoustique et électromagnétisme.

Cette these est composée de deux parties.

1- Dans la premiére partie, qui concerne la question d’existence et d’unicité du probleme
de diffraction, on cherche la solution sous la forme d’un potentiel double couche. En
utilisant comme solution fondamentale la fonction de Green pour le demi-plan avec
la condition de Dirichlet, on est amené a résoudre une équation intégrale sur 'arc
(la perturbation). La connaissance de la densité permet d’obtenir le comportement
asymptotique de I'onde diffracté et le champ lointain. On a consacré un paragraphe a

la fonction de Green perturbée. On montre des résultats de simulation numérique.

2- Dans la deuxiéme partie, On étudie un probleme inverse qui consiste a déterminer ’arc
~ a partir de la connaissance du champ lointain de 'onde diffractée. On démontre un
théoreme d’unicité : 'arc v est déterminé de maniere unique a partir du champ lointain.
Nous proposons un algorithme de reconstruction basé sur la méthode de Gauss-Newton
[22]. Nous montrons quelques résultats numériques qui illustrent I'algorithme d’inver-

sion.
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Publications issues de cette theése : la partie théorique est publiée dans le journal [3],

les résultats numériques ont été présentés a la conférence sur les ondes [7].

14



Chapitre 1

Rappels

1.1 Equation de Helmholtz

L’équation de Helmholtz constitue le modele le plus simple pour 1’étude de la diffraction ou
de la propagation des ondes en régime harmonique. Dans ce chapitre nous commencerons
par montrer qu’elle régit le comportement des petites perturbations d’un fluide compressible
autour de I’équilibre, nous étudierons ensuite certaines solutions particulieres : les ondes

planes et les ondes sphériques (solutions radiales).

1.1.1 Un bref rappel de mécanique des fluides

Considérons un écoulement irrotationnel de fluide parfait; la vitesse est notée U(x;t), la

pression P(z;t) et la masse volumique R(x;t). Les équations suivantes sont classiques :

9% 1 Qiv(RU) = 0 : équation de continuité,
o (1.1)

‘?7({ + gradLUQH2 + Lalgp =0: équation d’Euler,

15



1.1 Equation de Helmholtz

elles seront complétées par une équation d’état, manifestant l'intervention de la thermody-

namique, que nous écrirons

P=G(R).

Il s’agit d'un systeme non-linéaire que nous allons simplifier en supposant que la vitesse,

ainsi que les fluctuations de pression et de densité sont faibles.

Linéarisation

Considérons donc I’état de repos comme caractérisé par :
U=0, R=pyet P=pgavecpy = G(pp).

Les quantités pg et py sont supposées constantes dans tout I’espace. Linéariser les équations

(1.1) ainsi que I’équation d’état autour du repos consiste en fait & poser
U=cU+0(), R=py+eR+ 0 et P=py+eP+O(e?),

ou U, R et P sont indépendants de e, petit parametre qui représente 'amplitude de la
perturbation. On remplace ensuite les diverses quantités par leurs expressions et on néglige

les termes du second ordre ; on aboutit a

%—?—I—po divl =0,

po%] + gradP =0,

ainsi que, en notant ¢z = G'(py) (la thermodynamique nous assure que G’'(p) est toujours
une quantité positive),

P= ich.
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1.1 Equation de Helmholtz

En éliminant par exemple R, on obtient

197 -

2ot + po divl = 0,
0 ot (1.2)
po% +gradP =0.

La quantité cy est la vitesse du son dans le fluide, nous allons voir que c’est en fait la vitesse

de phase des ondes sonores.

L’équation des ondes

On peut aller plus loin et ne conserver qu’une inconnue scalaire. Si on dérive par rapport au
temps la premiere des équations (|1.2)) et si on prend la divergence de la seconde, on aboutit

a ’équation des ondes :

%P 9
Un autre point de vue consiste a remarquer que pod(rotU)/0t = 0, a faire I'hypothese que
I’écoulement est irrotationnel a I'instant initial, et a utiliser le fait que la vitesse dérive alors

d’un potentiel, soit F, c’est-a-dire que

U = gradJ. (1.4)
Il en résulte que
1 0P
—— AF =
i ot T rad =0,
oF
d(po—— +P) =0;

17



1.1 Equation de Helmholtz

on constate donc que po%if + P ne dépend que du temps. Comme le potentiel des vitesses est

défini a une fonction arbitraire du temps additive pres, on pourra choisir d’imposer

oF
po s + P =0 (1.5)

il ne reste plus qu’a dériver cette derniere équation par rapport au temps pour éliminer la

pression, ce qui conduit a

%25 = ¢t AT, (1.6)
Les conditions aux limites
A ce stade nous nous contenterons de remarquer que les conditions aux limites naturellement
associées a et ne sont pas les mémes : les conditions dites de Dirichlet sont des

conditions de pression imposée pour ([1.3)), tandis que les conditions dites de Neumann sont

des conditions de vitesse normale imposée pour (1.6]).

1.1.2 L’équation de Helmholtz

Si un systeme régi par I’équation des ondes évolue a partir du repos sous 'action d’une
excitation périodique en temps, et si le fluide s’étend au complémentaire d’'un domaine borné
fixe, on peut démontrer, et c’est la le principe d’amplitude limite, qu’asymptétiquement sa
solution devient elle-méme périodique en temps, de méme période. La démonstration de
ce principe nécessite des développements qui sortent du cadre de cette these, et nous nous

contenterons donc de rechercher des solutions de la forme

18



1.1 Equation de Helmholtz

Les quantités p, ¢ et u apparaissant dans les équations précédentes sont des fonctions a
valeurs complexes, a priori inconnues, le principe d’amplitude limite imposant la pulsation
w de la solution mais non sa phase.

Remarquons tout d’abord qu’en vertu de I’équation (|1.5)), on a
Re{(—iwpop + p)e ™'} =0, Vt, (1.8)

et par conséquent,

P = Wwpop-

On est donc conduit a noter ¥ I'une des deux quantités p ou ¢, la détermination de 'une a
partir de 'autre ne présentant aucune difficulté. De 'une quelconque des équations ([1.3)) ou
(1.6]), on déduit donc que

Re{(—iwporh + caAY)e ™ =0, Vt,

et par conséquent, [’équation de Helmholtz :

[\

A+ k2 =0, ot k2 = 2. (1.9)

a4

1.1.3 Les ondes planes

Avant méme de tenter I'étude de I'équation , il est instructif d’en calculer quelques
solutions simples; nous les obtiendrons en réduisant le nombre de variables indépendantes,
de facon a nous ramener a la résolution d’une équation différentielle ordinaire.

Cherchons tout d’abord des solutions ne dépendant que de la coordonnée x; ; d’apres ,
on aura " (xy) + k*¥(z;) = 0. 1l s’agit 1a d’une équation différentielle linéaire du second

ordre ; ses solutions forment donc un espace vectoriel de dimension deux, elles sont données

19



1.1 Equation de Helmholtz

par

w(x) — Aeikwl +B€_ikxl.

Il apparait déja dans cette situation tres simple 'existence de deux types d’ondes, elles se
distinguent par leur sens de propagation. Pour fixer les idées, supposons par exemple que

nous nous intéressons a la pression ; on aura

T(L t) — me(¢<x)e—iwt) _ me(Aei(kml—wt)) + %Q(Bei(_k“_“’t)).

kx1—wt)

Les ondes du type Ae , par exemple, sont dites progressives dans la direction des x;

croissants ; en effet si ks — wt reste constant, alors s est une fonction croissante du temps.
Remarquons également que modifier 'argument de la constante A (sans modifier son module)
revient simplement a effectuer une translation dans la direction ;. Plus généralement, une

onde plane se propageant dans la direction v sera de la forme suivante :

Y(z) = Ae* o |v| = 1. (1.10)

1.1.4 Les ondes radiales

Les coordonnées polaires sont définies par

r1 =rcosb,

To = rsind,

avec > 0, et 0 €] — 7, +n|. Posant U(r,0) = (21, 22), on aura

19,9, 10%)
A1, 72) = (o (r90) + 5 2o (7,6),

20



1.1 Equation de Helmholtz

soit, plus brievement :
10, 0 1 02
=——0r=)+ == 1.11
TaT(TaT)+T2 002 ( )
Si on cherche une solution de I’équation de Helmholtz, indépendante de 6, en omettant le

signe”, on obtient
1d
rdr

(chl;f) + k%) =0.

ay

o = k% et par conséquent,

Posons maintenant z = kr et u(z) = ¢(r), on aura

E d®u  du
“(z—— 4+ —) + K*u=0.
7“(de2 + dz) R

On en déduit que u vérifie I’équation de Bessel d’ordre 0 :

v du
2 2
==+ z— +2"u = 0; 1.12
dz? * dz + (1.12)
il s’agit d’une équation linéaire du second ordre, a coefficients variables dont les solutions sont
largement étudiées (voir par exemple le manuel de M. Abramowitz et A. Stegun [I]). Elles

sont de la forme u(z) = AH" (2) + pHS (2), o H{V(2) et HS?(2) désignent respectivement

les fonctions de Hankel de premiere et de seconde espece, d’ordre 0. On aura donc

W(r) = AH (kr) + pHP (kr). (1.13)

1.1.5 La condition de Sommerfeld

Les solutions radiales que nous venons de calculer forment un espace de dimension deux;
nous allons voir qu’il est la encore possible de distinguer deux catégories de solutions qui
correspondent respectivement & des ondes sortantes (ou divergentes) et des ondes entrantes

(ou convergentes). Cette distinction repose sur leurs comportements asymptotiques respectifs

21



1.1 Equation de Helmholtz

au voisinage de I'infini (lorsque r — +00) :
Y(r)e ™ ~ f(r)e™* =D (onde sortante),

ou

Y(r)e”™ ~ f(r)e"*+ (onde entrante),

c représentant la vitesse de propagation de 'onde. Nous allons mettre en évidence une condi-
tion qui permet de vérifier si une solution se comporte comme une onde divergente. Rap-
pelons le premier terme du développement asymptotique des fonctions de Hankel pour des

arguments réels assez grands :

H§V(2) = \[2e-D 1+ 0(27),

(1.14)
H? (2) = \[Ze7 70 1 0( 7).
On en déduit que les ondes radiales divergentes sont données par
W(r) = XHS (kr). (1.15)

En fait, et a ce stade ce n’est encore qu'une remarque, la méme conclusion s’obtient a partir

de I’hypothese suivante, dite condition de rayonnement sortant ou condition de Sommerfeld :

T
%—Zk"l/}—O(r

|~

), — 00. (1.16)

=

Autrement dit, les seules ondes radiales qui satisfont cette condition sont les ondes divergentes

obtenues en (|1.15]).
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1.1 Equation de Helmholtz

Explication. Rappelons tout d’abord que

d ; ; .
g 1) = =172, = 1.2,
et
HY(2) = /2 4 0(27),
1 (2) =% (27) 17)

On aura alors d’une part

W AL H ) + 1 1
— —kOHY (k) + uH (kr))
= —k(ﬂir)é()\ez(k’”_gf)u +e ) o(klr),
et d’autre part
et o

Il en résulte que

d 2 1 - 3im 1T - 3im 1T ].
C;f — ik = —k(ﬁkr)i()\e’k’”(e’% e T) + pe (T 4 ie'T)) + O(H),
2 1 . T 1
— —9 2 N5 —ikr—2) .
wk(——)%e Tt o();

la condition de Sommerfeld implique donc p = 0.

Remarque 1. (i) La condition de Sommerfeld peut s’exprimer sous la forme apparemment

plus précise suivante :
dip
— —iky =0
dr tky (

L

7’3/2)’ r— 00. (1.18)
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1.1 Equation de Helmholtz

)

(ii) Nous utiliserons dans la suite de la condition de Sommerfeld sous la forme ’faible

(indépendante de la dimension de [’espace) :

dip
li —= — ikyPdy = 0. 1.1
Ao Hx||:R|dT ikl dy =0 (1.19)

En effet, on vérifie immédiatement que toute fonction qui vérifie (1.18) ou (1.19).

1.1.6 Les problémes de diffraction par un obstacle

Donnons nous une onde plane ; (voir ), notre objectif sera d’étudier la perturbation
1) de cette onde plane induite par la présence d’un obstacle de frontiere I'. Le champ acous-
tique total sera notée )y = 1y + 1, et vérifiera ’équation de Helmholtz dans le domaine 2
extérieur a l'obstacle ; le champ diffracté vérifiera la condition de rayonnement. Selon que v
représente la pression ou le potentiel des vitesses, on sera amené a résoudre deux principaux

types de problemes :

Le probléme de Dirichlet

Atp + k?p = 0 dans Q : équation de Helmholtz,

Yr =0, sur I' : pression imposée, (1.20)

mp o0 fjo|=r |g—f — tk|?dy = 0, condition de rayonnement.

Le probleme de Neumann

A + k?1) = 0 dans Q : équation de Helmholtz,

%;f =0, sur I' : glissement sur la paroi, (1.21)

MR to0 fjz|=r |g—ﬁ — iky|>dy = 0, condition de rayonnement.
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1.2 Equations intégrales

Remarque 2. (i) L’onde incidente étant progressive, elle ne vérifie pas la condition de

rayonnement, et par conséquent 1 non plus.

(ii) Dans les deuz problémes ci-dessus, on peut éliminer le potentiel total 1y au profit de
V. En effet, le potentiel de l’onde incidente étant lui-méme solution de l’équation de
Helmholtz dans tout l’espace, on peut se ramener a résoudre un probleme comportant

une condition auz limites nonhomogéne sur la frontiere I' de ['obstacle :

Aty + k*pp = 0 dans Q,

Y ou g—;f donné surT, (1.22)

(iii) Notons pour terminer que cette derniére formulation comprend aussi une autre catégorie
de problémes, souvent appelés problémes de rayonnement pur (dans la mesure ou il n’y
a plus de champ incident) : c’est par exemple le cas d’une structure dont la paroi T’
vibre a une fréquence donnée (un haut-parleur) ; la résolution de revient alors a

d’éterminer le champ acoustique rayonnée par cette structure.

1.2 Equations intégrales

Les équations intégrales ont un caractere trés différent des équations différentielles que I'on
rencontre dans la plus part des phénomeénes physiques (par exemple de diffusion). La prin-
cipale source d’équations de ce type est ’étude du transfert d’énergie par radiation. A la
différence du transfert radiatif, les phénomenes de radiation ne peuvent pas étre décrits
a l’aide d’équations mettant en jeu un simple champ scalaire. Les lois de conservations de-
viennent alors plus complexes et ne peuvent s’exprimer que sous formes d’intégrales étendues

& toutes la surface considérée.
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1.2 Equations intégrales

1.2.1 Opérateur a noyau

Dans la suite de cette partie, on se place dans la majeure partie des cas dans 1'espace C(D)
des fonctions continues de D dans R ou C. Dans notre étude, ’ensemble D sera un compact

D C R¥. Le principal intérét de I'espace C(D) est de disposer d’un produit scalaire :

(£.9) = [ fgle)de. (1.23)

Notre espace C'(D) est muni de la norme uniforme :

[flloe = max{|f(z)[, > € D}.

On aura parfois besoin de se placer dans l'espace complété de C'(D) pour la norme du pro-
duit scalaire, c’est & dire I'espace de Hilbert H = L?*(D), espace des fonctions mesurables de

D dans R de module carré intégrable.

On va considérer des équations mettant en jeu des intégrales, sous la forme d’un opérateur
linéaire A : C(D) — C(D). Pour le définir, on se donne une fonction K : D x D — R,

continue, ce qui permet de définir notre opérateur a noyau par la formule :
A:feC(D)— Af € C(D),

(AN@) = [ WK (x.y)dy. (1.24)

Cet opérateur est continu, de norme

| Allccp), ey < max{/D |K (x,y)|dy, v € D}.

Opérateur adjoint
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1.2 Equations intégrales

Definition 1.2.1. OPERATEURS ADJOINTS. On considére C'(D) muni du produit scalaire

identique d celui défini sur L*(D), d savoir :

V(f.9) € C(D2{f.9) = [ fla)g(w)do. (1.25)
Ce produit scalaire permet de définir la notion d’orthogonalité, ainsi que celle d’adjoint. On
dit que A : C(D) — C(D) et B : C(D) — C(D) sont adjoints s’ils vérifient :
V(f,9) € C(D)*.{Af,9) = (f. Bg). (1.26)
Si un opérateur A : C(D) — C(D) admet un adjoint B, alors cet adjoint est unique et A et
B sont linéaires.

Théoréme 1.2.1. ADJOINT D'UN OPERATEUR A NOYAU. On considére un opérateur a

noyau A construit a partir d’un noyau K continu sur D x D par la formule :

va € D, (Ap)(a) = [ K(z.y)e(y)dy. (1.27)

Alors lUopérateur A admet un unique opérateur adjoint B pour le produit scalaire usuel de
L?, défini par :
Vo € D, (4¢)(@) = [ K(y,2)b(w)dy (1.28)

Démonstration. Ce theoreme est démontré dans [21]. O

1.2.2 Equations intégrales de Fredholm de deuxieme espéce

L’équation qui va nous intéresser dans la suite de cette these est une équation de Fredholm

de deuxieéme espeéce, pour f € C(D) et A un opérateur a noyau continu comme celui défini
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1.2 Equations intégrales

n (??), trouver ¢ € C(D) tel que :

p(x) = flx) + Ap(z), (1.29)

Popérateur I — A est supposé inversible, ¢’est a dire que I’équation admet une unique solution

donnée par p = (I — A)71f.

1.2.3 Alternative de Fredholm

Definition 1.2.2. OPERATEUR COMPACT. Un opérateur linéaire A : X — Y entre deux
espaces normés est dit compact si ['image de la boule unité Bx de X est relativement com-

pacte, i.e si A(Bx) est compacte dans Y . Ceci est équivalent a dire que pour toute suite

bornée (p,) de X, on peut extraire de (Agp,) une suite convergente dans'Y .

Voici le principal résultat pour I’étude des équations intégrales. Sa démonstration se fait
facilement a ’aide du théoreme d’Ascoli, qui donne une condition pour qu’une famille d’opé-

rateurs soit relativement compacte dans I’ensemble des applications continues, (C(D), || - ||).

Théoréme 1.2.2. COMPACITE DES OPERATEURS A NOYAU. L’opérateur intégral d noyau
continu défini en est compact sur (C(D), || - ||oo)-

Nous allons maintenant présenter les résultats de la théorie de Riesz sur les opérateurs
compacts, qui dit essentiellement que ces opérateurs se comportent presque comme des opé-
rateurs de dimension finie, dans le sens ou les espaces spectraux sont de dimensions finies.
Ceci signifie que lorsque 1'on perturbe I'identité de 1’espace X suivant un opérateur compact
A, on obtient un noyau de dimension finie et une image de dimension finie. Pour montrer
tout cela, on étudie donc une perturbation du type L = I — A, avec A compact, ce qui
permet I’étude sans perte de généralité des espaces Ker(I — AA) et Im(I — AA), puisque
AA est encore compact. Pour un exposé complet de cette théorie, on pourra se référer a [21],

ainsi qu’a [4] pour une présentation plus élémentaire.
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1.2 Equations intégrales

Théoréme 1.2.3. THEOREME DE RIESZ. On considére un opérateur compact A : X — X
sur X un espace normé, ainsi que lopérateur étudié dans le cadre des équations intégrales,

a savoir L =1 — A. Cet opérateur a les propriétés suivantes :

Ker(L) est de dimension finie.

- Im(L) est un sous-espace fermé de co-dimension finie.

1l existe un unique r € N appelé nombre de Riesz de l'opérateur A tel que :
{0} =Ker(L") S Ker(L') & ... C Ker(L") = Ker(L™") = .., (1.30)

X =Im(L% 2Im(L") 2 ... 2 Im(L") = Im(L"™*") = .. .. (1.31)

Et on a la somme directe : X = Ker(L") & Im(L").
De plus, on a lalternative de Fredholm : Im(L) = Ker(L*)*, ot K* : X' — X' est l'opéra-

teur adjoint de X .

Ce théoreme tres puissant va nous permettre de donner une caractérisation des solutions des

équations de Fredholm du second type :

Corollaire 1. APPLICATION AUX EQUATIONS DE FREDHOLM Soit A : X — X un opéra-

teur compact continu. Pour f € X, on considére les problémes :
trouver o € X tel que p — Ap = 0. (1.32)

trouver ¢ € X tel que p — Ap = . (1.33)

On a alors lalternative :

- Si léquation n’a que la solution triviale ¢ = 0, alors pour tout f € X, l’'équation

a une unique solution p. De plus cette solution dépend continiment de f.
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1.2 Equations intégrales

- Si l’équation a une solution mon triviale, alors elle admet un nombre fini m de
solutions @1, ..., 0m linéatrement indépendantes. Dans ce cas, [’équation est

soit non solvable, soit ses solutions s’écrivent sous la forme :

=9+ arpr, (1.34)
k=1

ot ¢ est une solution particuliére de . Le fait que soit ou mon soluble s’ex-

prime par le fait que f € Ker(L*)*Y, i.e. f doit satisfaire m conditions d’orthogonalité.

Théoréme 1.2.4. APPLICATION AUX EQUATIONS INTEGRALES. On considére les deuz
équations intégrales homogenes duales 'une de [’autre issues du noyau continu K : D x D —

R, qui sont donc définies par :
trouver p € C(D) telle que p(x) — / K(z,y)p(y)dy = 0. (1.35)
D

trouver € C(D) telle que (x) — /D K(y,z)Y(y)dy = 0. (1.36)

On considére, pour f € C(D) et g € C(D) les équations intégrales avec seconds membres :
trouver p € C(D) telle que p(x) —/ K(z,y)e(y)dy = f(z). (1.37)
D

trouvery € C(D) telle que ¥(x) — /D Ky, z)Y(y)dy = g(z). (1.38)

Alors on a lalternative :

- Ou bien les équations (1.35) et (1.36) n'ont que les solutions triviales p =0 et p =0, et

dans ce cas les équations (1.37) et (1.38) admettent une unique solution ¢ € C(D) et
¢ € C(D) pour chaque f € C(D) et g € C(D).

- Ou bien les équations (1.35)) et (1.30) ont le méme nombre fini m de solutions linéaire-
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1.2 Equations intégrales

ment indépendantes, et dans ce cas, les équations et sont résolubles si et
seulement si pour toute solution ¢ de et toute solution v de on a:

| f@p)de = [ g()p(a)de =0, (1.39)

dans ces conditions, la solution générale de s’écrit sous la forme :

0=+ Y arpk, (1.40)
k=1

ot ¢ est une solution particuliere de et les (r)o<k<m forment une famille libre

de solutions de .
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Chapitre 2

Probleme de diffraction dans un demi

plan perturbé

Le probleme de diffraction des ondes par une surface rugueuse a un intérét pour les phy-
siciens et mathématiciens appliqués depuis la fin du 19°™¢ si¢cle (travaux de Rayleigh) en
raison d’un grand nombre d’applications en optique, électromagnétisme(radar). Il est im-
portant par exemple dans la diffraction des ondes radio sur la surface du sol ou de la mer.
Dans cette these on considere la diffraction d’onde acoustique harmonique par une surface
cylindrique, la section est un demi-plan localement perturbé c’est a dire que la frontiere est
une droite localement perturbée. L’analyse que nous développons est valable dans le cas ou
la diffraction est due a une onde incidente plane dirigée vers une surface réfléchissante (voir
figure . Dans ce chapitre, on va étudier un probleme de diffraction direct, dans lequel le
champ diffracté doit étre calculé par la donnée des caractéristiques de la surface diffractante.
L’objectif est de montrer grace a la méthode des équations intégrales et le theoreme de Rel-
lich que le probleme est bien posé, i.e. on a l'existence, I'unicité et la dépendance continue
par rapport aux données, on cherche la solution sous la forme d’un potentiel double couche.

En utilisant comme solution fondamentale, la fonction de Green pour le demi-plan avec la
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2.1 Position du probléme direct

condition de Dirichlet, on est amené a résoudre une équation intégrale sur un arc de frontiere

Y.

X2

o

&
L

=3

FI1GURE 2.1 — Diffraction.

2.1 Position du probleme direct

Soit I' = {z = (21, x2), xa = f(z1), tel que x; € R} une courbe du plan R? qui est le graphe

d’une fonction réguliere f : R — R, suppf C [—a, a]. [ est 'union de trois portions

I'_ = {(21,0); 21 < —a}, I'y = {(21,0);21 > a} et v = {(z1, f(21)), —a < 21 < a}.

; _ (=f=)1) : :
ou v est un arc ouvert de la normale sortante n(z) = % Le domaine de propagation
1+ f/(21)?

est noté par €, c’est le domaine de R? au dessus de la frontiere I :
Q= {(%1, SCQ) € R2, To > f(JIl)}

Plus précisément, notre probleme direct s’énonce comme suit : étant donné une onde incidente

ikd-x

plane u; = e "** avec le nombre d’onde k£ > 0 et le vecteur unitaire d = (cos#,sin ) ou
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2.1 Position du probléme direct

0 € [0, 7] (la direction de propagation), trouver le champ diffracté u® tel que le champ total

u®t =yt +u" + vt € C%(Q) N C(Q) satisfait 'équation de Helmholtz
Autt + B2yt =0 dans Q. (2.1)

On suppose que 'onde diffractée u® satisfait la condition de radiation de Sommerfeld

. o
rlggoﬁ ( 5 iku ) =0, (2.2)
le champ total satisfait la condition de Dirichlet

u" =0 surT, (2.3)

avec u, = —e~** @' = (cosf, —sinf), I'onde réfléchie par la surface plane {2, = 0}.

Notons v = w*, alors la formulation faible du probléme ({2.1))-(2.3) est alors : trouver u €
HL,.(Q) tel que

Au+ku=0 dans Q,
u=gsuryetu=0 sur I'\ 7, (2.4)
. ou
rlgglo NZa (07‘ — Z/{:u) =0,
avec g = —(u’ + u"). On peut supposer plus généralement que g € H'/?(v) ce qui signifie

g€ HY(T') et supp g C 7.
Maintenant, on va montrer que le probleme ([2.4]) est bien posé, i.e. on a 'existence, ['unicité et

la dépendance continue par rapport a la donnée g. Tout d’abord, nous rappelons le théoreme

de Rellich.

Théoréme 2.1.1. (LEMME DE RELLICH) Soit u € C*(R?) est une solution de l’équation
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2.1 Position du probléme direct

de Helmholtz Au+ k*u =0 pour |z| > R. Si

lim lu|*ds = 0, (2.5)

alors w =0 pour |z| > R.

Remarquons que : si u est une solution du probleme de Dirichlet(ou Neumann) homogene

(2.4), alors u satisfait la limite (2.5]). Plus précisément on a :

Théoreme 2.1.2. Si u satisfait le probléeme de Dirichlet ou Neumann homogéne (i.e.
g =0 ou %% =0 sur I')pour |z| > R, alors
R—oo

lim lu|?ds = 0.
Sh

avec S§;, = {|x| = R, x5 > 0}.

Démonstration. Notons par Dgi un disque de centre 0 et de rayon R > R, contenant 7. La

premiere formule de Green appliquée a Q2 = Q2 N Dy donne :

oa
/S+ u'sds = —/QR(MUF + [Val?)dy, (2.6)

ce qui implique que
ou
Im / u—ds = 0.
st or

D’autre part la condition de radiation entraine
L ouw . , U5 9 19 ou
0= lim st lE — iku|*ds = I%H}go/sg(’&“’ + k*|ul” + QIm(uE))ds,

on conclut que

)
lim (|E7:f|2 + K2 [uf?)ds = 0.

R—o0 SE
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2.2 Unicité

2.2 Unicité

Théoreme 2.2.1. Le probleme admet au plus une solution.

Démonstration. On suppose que u est une solution du probléeme homogene (g = 0). On va

définir un prolongement symétrique v comme suit :

u(xy, x9 six Ri Dg,
v(z) = ( ) SR (2.7)

—u(xy, —x9) siz € R%\ Dg.

ou Dg = D(0, R) est un disque de rayon R contenant 4. On conclut que :

1- La fonction v vérifie I'équation de Helmholtz pour |z| > R et la condition de radiation

de Sommerfeld, i.e. v satisfait

Av+ k=0 dans Qr = R?\ Dg,
. o (2.8)
lim \/7_"(5 —ikv) = 0.
2- Le flux d’énergie a travers la sphere Sp = S(0, R) est nul a l'infini, i.e.
lim lv|?ds = 0. (2.9)
R—o0 J SR

Ainsi, d’apres le lemme de Rellich v(x) = 0 pour |z| > R, ce qui implique que
u = 0 dans R% \ Dp. Comme u est analytique dans €, alors u(z) = 0 dans Q.

]

Remarque 3. Si on considére le méme prolongement symétrique, on peut montrer de la

meéme maniere que la solution du probléme avec condition de Neumann est unique.
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2.3 Existence

2.3 Existence

On va utiliser la méthode des équations intégrales pour montrer 'existence du probleme
. Le point essentiel des méthodes d’équations intégrales est le théoreme de représentation
intégrale de la solution. Il permet d’obtenir une expression analytique de ’onde diffractée en
fonction d’inconnues définies sur la frontiere. Ce theoreme de représentation est basé sur la

formule de Green connaissant la solution fondamentale.

2.3.1 Solution fondamentale

La solution fondamentale de I’équation des ondes Go(z,y) sur le demi-plan supérieur et pour

un point source y = (y1, y2) € R?, est donnée par :

Gy(z,y) = d(2,y) — d(2,y), y € (2.10)
avec |
Oa.y) = 7H (klr —y]),
ol Hél) est la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre 0 et y' = (y1, —y2).

2.3.2 Equation intégrale

Cherchons la solution u du probléme sous forme d’un potentiel de double-couche de densité

@

ule) = Diplo) i= [ PG

En prenant la trace de (2.11]), on obtient I’équation intégrale de deuxieme espece d’inconnue

e(y)ds(y), = € Q. (2.11)

¥

p(z) + 2/ Mso(y)d:?(y) = g(x), pour z € 7, (2.12)

v On(y)
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2.3 Existence

avec §(x) = —2ug(x)y. Cette équation est de type de Fredholm, elle s’écrit sous la forme
opérationnelle suivante

p(x) + Ko(z) = g(z), pourz €7, (2.13)
Popérateur K est continu de HY?(y) — HY?(v) et compact dans L*(v) (voir [6]).

L’adjoint de K est K’ : H='/?(y) — H~'/?(y) donnée par

() () =2 [ 2y g)as(y), pour € o,

v On(z)

et H™'/? est le dual de H2(y) = {g € Hz(y), suppg C 7}.

2.3.3 Stabilité

Théoréme 2.3.1. L’équation intégrale posséde une solution unique dans L*(7y) qui

est stable par rapport a la donnée g € L*(7).

Démonstration. Comme K est compact, on a N(I + K) = N(I + K'). On applique 'alter-
native de Fredholm, il suffit de montrer que N(/ + K') = {0} ou K’ est 'adjoint de K.

Supposons que ¢ + K¢ = 0 et considérons le potentiel simple couche

o(w) = [ Gole w)elw)ds(y), v € 0 = RA\Q

Alors v est solution du probléeme adjoint a (2.4)) suivant :

Av+ k=0 dans Q-
g—z =0 sur I,
}H&rl/z(% —ikv) = 0.

Ce probléme (de Neumann) admet au plus une solution d’apres la remarque |3|, alors v = 0
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2.4 Champ lointain

dans Q- et par suite S¢ := v = 0, Vo € T'. Comme lopérateur S : H=1/2(vy) — HY?(y) est
un isomorphisme [6] ce qui entraine p = 0. L’alternative de Fredholm implique ’existence

et I'unicité de la solution de (2.11)). De plus la solution dépend continument de g. O

Utilisant la continuité du potentiel double couche D et la stabilité de 1’équation intégrale

(2.13), on établit le résultat suivant.

Corollaire 2.3.1. Le probleme admet une solution unique u € HL (Q). De plus u

satisfait ’estimation

HuHHl(QR) < CRHQHHW(V),
ot Qg = QN Dg pour une certaine constante Cr > 0 qui dépend seulement de R.

Remarque 4. D’apreés la régularité elliptique u € H*(D), pour tout D C 2 un sous ensemble

relativement compact et Uestimation |[ul|g2(py < Cl|gl|g1/2(,) a lieu.

2.4 Champ lointain

Proposition 2.4.1. La solution u(z) donnée par (2.11)) posséde le comportement asympto-

tique survant
ikr 1
u(r) = —=u(d, ) + o(=), pourr = ||z|| = oo, (2.14)
r

\/F

uniformément pour toutes les directions & = IH = (cos ¢, sin @), avec U (d, T) = U (8, @)

|z

appelé amplitude de diffusion (ou champ acoustique lointain) qui est défini pour tout 0, ¢ €

0, 7] par : .
(s ) = ¢ [ T, sty o= =)

avec Goo (%, 1) = €8 — eV et o(d, -) est la solution de ’équation intégrale associée

par l'onde incidente u' = u'(d,-).
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2.4 Champ lointain

Démonstration. Utilisant le comportement asymptotique de la fonction de Hankel

H, (k|lz —yl) =

on déduit que

i(kr—7) - e 1
0Gh(v.y) _ e O_(¢ier _ eihany 4 o(1)

o(y) — Brr dn(y) r

En remplagant cette expression dans la solution u définie par (2.11f), on trouve

ute) = [ 25 oty)ast
'Lk|x\

zkmy . zkmy
|x| 8k /877 )+O(T3/2)

Alors, le comportement asymptotique du champ diffracté est donné par :

ikr

u(z) = 7

1
uoo(da j) + 0(;),7” = ‘l’| — 00,

uniformément pour toute direction &, ou le champ lointain us(d, ) est défini pour 6, ¢ €

[0, «], par :

o _ [ 0G(E, )
Uso(d, ) = CL o)

o(d, y)ds(y), (2.15)

avec G (2, y) = &Y

Théoreme 2.4.1. Soit u une solution de . On suppose que le champ lointain est
identiquement nul, c-d-d ux(0, ¢) = 0 pour tout 0, ¢ € [0, 7], alors u(x) =0 dans Q.

Démonstration. A partir de (2.14)), on déduit que le flux & travers le demi-cercle S7,

. s = o [0, 0o+ of )

avec Sf = {|z| = R;zy > 0}. Si u (0, ¢) = 0, le théoréme de Rellich entraine u(z) = 0 pour
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2.5 Fonction de Green perturbée

|z| > R. Du principe de prolongement unique on déduit u(z) = 0 dans €. ]

2.5 Fonction de Green perturbée

Pour z, y € Q, la fonction de Green G(z,y) du probleme (2.4) est la solution du probléme

suivant :

AG+ K*G = 6(x —y) dans D'(Q),

G=0 sur T, (2.16)

%—f—iszo(#) (r =|x|).

Nous décomposons GG sous la forme suivante
G(%, y) = Go(ﬂf, y) + G(T)(xa y)

oit G(z, y) est la solution fondamentale du probléme non perturbé. Ainsi, G(") est le champ
diffracté associé au champ incident u’ = —Gg(z, y).
Maintenant, on va utiliser la méthode des équations intégrales. On peut représenter G (z, y)

sous forme d’un potentiel de double couche de densité ¢

Gz, y) = / Mgp(z, y)ds(z), x € €, (2.17)

v On(z)

on obtient I’équation intégrale de deuxieme espece d’inconnue ¢ suivante

oz, y) + 2/ Mgp(z, y)ds(z) = —2Gy(z, y), pour x € 7, (2.18)

v On(y)

Ici, y joue le role d'un parametre. On peut écrire ’équation (2.18)) sous forme opérationelle
suivante

§0+Kg0 = —2G0,
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2.5 Fonction de Green perturbée

Comme [ + K est inversible, on peut écrire
p(z, y) = =2(I + K) " Go(z, ). (2.19)

Utilisant la formule asymptotique suivante

1 ey ikad 1
Hhlo = yl) = [ @D 1.0 () =yl - o, (2.20)

on déduit le lemme suivant.

Lemme 2.5.1. La fonction Go(z, y) admet le comportement asymptotique suivant

2 i(kr—=2 00 ~ 1
Go(% Z/) = %e (k 4)Go (377 y) + 0(;)7 r= ]y| — 00, (2-21>

uniformément pour tout §j = (cosf, sinf), avec G¥(x, §) qui est donné par
Gz, §) = up(x, §) == e **9 — o—tha'§

Démonstration. On a

GQ(ZL‘, y) = gb(l‘a y) - ¢(x,> y)

D’apres la formule asymptotique, (2.20) Go(x, y) possede le comportement

2 I Doy 1
i(kr—%) =ik _ oika' g <> S
e (e e ) +ol ) r=lyl = oe

Go(z, y) =

. o
Notons G (z, §) := e~ — e=he"3_ Alors,

2 i(kr—2) oo ~ 1
Go(% y) = %6 (k 4)Go (xa ?J) +0(;)7 r= |y| — 00.
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2.5 Fonction de Green perturbée

]

Théoréme 2.5.1. (RELATION DE RECIPROCITE) La fonction G (z,y) admet le compor-

tement asymptotique suivant

8 i(kr—2), s ~ 1
_ 4 — = —
e u(z,§) + o), = Jy| = oo,

Gz, y) =

ou u®(z, §) est l'onde diffractée associée a l'onde incidente u;(x, §) = e~ 9.

Démonstration. D’apres les équations (2.19) et (2.21)), nous avons
[ 2 P 1
QO(.%, y) =2 %el(kr—z)w(‘x7 g) +o (7’) )
avec ¥(z, §) = (I + K)7'G°(x, ) est une solution de
w(xa ?j) + Kw(% @) = 2G0(l’7 y>7

avec (2.17)), on conclut que

8 r_my [ OGo(z, 2) 1
(r) _ 7z<kr—>/ o\, Nd LAY
Gz, y) = —e | Ton() ¥(z, §)ds(2) +o(-),r = |y| = oo.
Alors,
G(x, y) = \/ie"(k’"_g)us(m g)+o <1>
’ kmr ’ r)’
ot u® est la solution de (2.4) de donnée au bord g = e~ =¥, O
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2.6 Exemple numérique

2.6 Exemple numérique

Pour chercher la solution numérique, on paramétrise 1’équation intégrale (2.13)). Pour —a <

t<aet feC?—a,al, f(—a) = f(a) =0, on peut écrire I'opérateur

K@) t) = [ kylt,s)0(s)ds, w(s) = ols, f(5)), (2.22)

avec le noyau ks donné par

kp(t,s) = F(kry(t,s))Dy(t,s) + F(kr_(t,s))D_(t,s), (2.23)

ol

relts) = /(= s+ (F(O) F /()
et

Hl(kr
Dilts) = £1(5)(s =)+ (7(0) £ F(5): Flhrs) = T2

Le noyau a une singularité pour ¢t = s

k(t,s) = ko(t,s)In2|t — s| + ki(t, s)
avec ko(t, s) = _2% D_(t,s) et ki(t, s) sont deux fonctions continues.

Pour la résolution numérique de I’équation intégrale (2.13)), on utilise une méthode de col-
location basée sur une interpolation trigonométrique qui discrétise I'opérateur intégral a
travers la formule de quadrature. Plus précisément, nous appliquons la méthode de Nystrom

(voir Annexe A). L’idée consiste a remplacer ¢t = cos T et s = coso et utiliser I'identité

In4(cos T — coso)? = In 4sin’ <T;U) + In 4 sin? <T il U) :
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2.6 Exemple numérique

Ainsi, on est conduit a I'intégrale suivante

/OTr In 4 sin? (T ; U) Y(o)do,

qui est calculée de maniere exacte pour les fonctions trigonométrique cosmo, m € N.

Exemple 1. On illumine la frontiere par une source ponctuelle, la réponse n’est autre que
la fonction de Green (perturbée). Les figures suivantes montrent le diagramme de rayon-
nement (représentation polaire du champ lointain) et le champ proche (au voisinage de la

perturbation).

courbe ¥

F1GURE 2.2 — Courbe 7.

Exemple 2. On illumine la frontiére par une onde plane avec un angle 6 et un nombre

d’onde k.
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2.6 Exemple numérique

solution de | équation intégrale
3 T T T T T T T T

FIGURE 2.3 — Exemple 1. Densité.

Diagramme de rayonmt.: u_ (blue=|R u_ |, red=|Z u )

@

9

FIGURE 2.4 — Exemple 1. Diagramme du champ lointain.
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2.6 Exemple numérique

lignes de niveau | Usep Contour plat: 3 Uagp
7 T 7
108
B B
5+ 5

FIGURE 2.5 — Exemple 1. Champ diffracté : partie réelle (gauche) et partie imaginaire
(droite).

lignes de niveau % U (theta=n3, k=1 lignes de niveau | o | theta=2/3, k=4

FIGURE 2.6 — Exemple 2. Champ diffracté : 0 = 3, k = 1 (gauche); 0 = 2{, k = 4 (droite).
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Chapitre 3

Probleme inverse

3.1 Introduction

Les problémes inverses associés a ’équation de Helmholtz sont d’un intérét fondamental di
aux différentes applications : explorations géophysiques, imagerie médicale, contrdle non des-
tructif, etc. Avec I'analyse des chapitres précédents, nous sommes maintenant bien préparés
pour I'étude des problemes de diffraction inverse dans un demi-plan perturbé. Nous rappe-
lons que le probleme de diffraction directe est de donner des informations sur la frontiere
diffractante et la nature des conditions aux limites pour trouver I'onde diffractée. Plus préci-
sément son comportement a des grandes distances du diffractant c-a-d leur champ lointain.
Le probleme inverse commence & partir de cette réponse du probleme direct, c-a-d, étant
donné le champ lointain u. d’une onde diffractée u (solution du probléme (2.4)) pour une
onde plane incidente u;, déterminer la courbe inconnue ~. Il existe divers problemes inverses.
Par exemple :

- Connaissant les conditions aux limites, trouver la forme du diffractant.

- Connaissant la forme du diffractant, trouver les conditions aux limites, etc.

Ici, on considere le probleme inverse a k fixé suivant : peut-on déterminer I’arc + connaissant
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3.2 Unicité

le champ lointain us (0, ¢) pour toute direction d’observation ¢ € [0, 7] et toute direction
d’incidente 0 € [0, 7] ?

Si f > 0, on se raméne par prolongement a un probleme extérieur a domaine symétrique, ce
cas a été étudié dans l'article [29] du point de vue théorique (résultat d’unicité) lorsque ~y
n’est pas tangente aux extrémités (—a; 0) et (0; a) et par [24] du point de vue algorithmique
(reconstruction de ). A notre connaissance le probléme n’a pas été étudié lorsque f change
de signe. Notre objectif est de généraliser les résultats des travaux précédents. Commencgons

par démontrer un résultat d’unicité

3.2 Unicité

Dans cette section, nous allons montrer que si l'arc 7y est assez régulier, alors il est déterminé
de maniere unique par la connaissance du champ lointain pour des ondes planes incidentes.

Pour deux fonctions f; et f5, le domaine de diffraction est noté par
Q ={(21, 22), z2 > fi(z1)}, =12
avec un arc correspondant
v = {1, fi(21)), 71 €] —a, al}.

Théoréme 3.2.1. Supposons que vy, et vy sont deuz arcs de classe C? telles que les champs
lointains, associés aux champs diffractés respectivement par v, et o coincident, i.e.
ulM(0,6) = u@(0,¢) pour tout 6,¢ € [0,n].

(e 9]

Alors, v, et 9 coincident.
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3.2 Unicité

Démonstration. Pour montrer ce théoreme, on va utiliser la méthode des sources ponctuelles
qui consiste a exploiter la singularité de la fonction de Green du probléme perturbé lorsque
le point source tend vers un point de la frontiere + [10, 6]. La preuve se fait en trois étapes.
Etape 1 : Soit le domaine D = Q; N Q. Pour une onde incidente plane u'(x, 0), les ondes
diffractées u; et uy associées a 7 et 2 respectivement coincident d’apres le théoreme [2.1.2]
(théoréme de Rellich).

Etape 2 : On montre que les champs diffractés uq(z, y) et us(x, y) coincident aussi pour

une onde incidente de la forme u'(z) = Go(k, x, y) avec y € D. En fait, on fixe y € D et on

(r)

remarque que u; = G/ (z, y), j = 1,2 est la solution du probléme

Auj + k*u; =0 dans €,
Tlim /(5 — iku,) = 0, (3.1)

u; = —Go(.,y) sur ;.

D’apres I'étape 1, on a uy(.,d) = us(.,d) dans D. La relation de réciprocité entraine alors
Ul = U200 €t a nouveau le théoreme de Rellich entraine u; = uy dans D.
Etape 3 : Maintenant, on suppose par I'absurde Y1 # 2. On peut trouver un point y* € v,

et § > 0 tels que B(y*,0) N Q4 = (. Pour p > 1, on considére la suite du points sources
- In(y)
Yp =Y —n\y ),
8 P

situés dans D et on note uf (resp. ub) la solution du probléme ({3.1)) associé & ~ (resp. ¥2),
avec la donnée g7 = —[Go(., yp)],-

Alors d’apres I'étape 2, v} = ub pour z € D. Comme y, € y; nous avons, lorsque p — +00 :

. 1
uy (Yp) = —GolYs, Yp) = —clog(kly™ — yp|) + 0(};) ~ clogp — +o0.
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3.3 Algorithme de reconstruction :

.ZQ Dzﬂlﬂﬂg

.-}-' 1

FIGURE 3.1 — géométrie

D’otu la contradiction avec uf(y,) = u5(y,), Vp > 1. En effet, la suite u} converge dans

H?(B(y*, %)) vers us(y*, -), puisque B(y*,8) N = 0 et la donnée au bord g5 converge dans

Hz. Ainsi 71 = 2. Ce qui acheve la démonstration. [l

3.3 Algorithme de reconstruction :

Pour une onde incidente fixée (6 fixé), la solution du probleme de diffraction direct permet
de définir 'opérateur (direct)

Ty = U, (3.2)

c’est 'application qui associe a 7 le champ acoustique lointain u..(6, ¢) de 'onde diffractée.

Alors le probleme inverse revient a résoudre 1’équation
F(y)=d  (avec d = ux(b,-)), (3.3)
pour l'inconnue v (paramétrée par f) avec

F: D(F) C Hy(—a, a) — L*()0, 7[),
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3.4 Dérivée de Fréchet

est un opérateur non linéaire défini par (2.14) et

D(F) ={f € C*[a,a]; f(—a) = f(a) = 0}.

On résout (3.3)) avec lalgorithme de Gauss-Newton (voir Annexe C) qui consiste a itérer la

procédure suivante : f,, étant une approximation, trouver h,, solution de I’équation linéaire

Sr/(fn)*?,(fn>hn = ?,<fn>*(d - ?(fn»? (3‘4>

puis on pose f,+1 = f,+h, comme nouvelle approximation. Pour résoudre I’équation linéaire
(3.4), on utilise l’algorithme du Gradient Conjugué (CG), la convergence de I'algorithme
est justifiée dans l'article [13], sous des hypotheses portant sur la non-linéarité de F et sur
'initialisation fo. Pour cela, nous allons calculer la dérivée de Fréchet F(f) [15]. La méthode

de Newton est bien développée dans les articles [23] 22] 27].

3.4 Dérivée de Fréchet

A Taide de la paramétrisation f de ~, opérateur F s’écrit sous la forme :

8(e—iky-:i _ e—iky’-fv)
on(y)
=ik [a F(Q U, f(yl), f(y1))Lf(Rf(9(97 '))(yl)dyh

F(f) == S (Be

©(0,y)ds(y)
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3.4 Dérivée de Fréchet

avec F(¢,y1,f,f) = (f cos ¢ — sin@)e ™% + (f cos ¢ + sin p)e V¥ 3 = (cos ¢,sin @), y =
(y1, £(y1)) et

Le= (I + K¢) ™

Re(g) = g(a1, f(21)) = (1)
g(0,x) = —2(e~kdT _ g=tkda"y ] — (cos ), sin ).

Avec I'opérateur K; donné par

Kre = [ kyls, Op(s)ds, (3.5)

ou le noyau k; dépend de f.

Proposition 3.4.1. la dérivée de Fréchet F'(f) : Hi(—a,a) — L*(0,7) est donnée par

gjl(fa h) = Séo(f? h)@ - SOO(f)w>

ou @ est l'unique solution de [’équation intégrale

I+K@)=g, 3= R(f)g,

et Y est une solution de l’équation intégrale

<[+K>w:K/(f7h>¢_glu gI:R/(f’h,)g

Démonstration. F(f) est une composition de plusieurs opérateurs, en utilisant la regle de

dérivation d’une fonction composée, on trouve
F'(f h) = SL(f, LUFIR(f)gi h) + Seo(f. L'(f, W) R(f)g) + Soo(f, LI)R'(f, R)g).  (3.6)
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3.4 Dérivée de Fréchet

En utilisant la formule L'(f) = —L(f)K'(f)L(f)

F(f.h) = S (F W LR(F)g = Seo (N LUK (f ) L) = B (f, h)g).

On désigne par ¢ la solution de I’équation intégrale

(I+K)¢=g,  (53=R(f)g),

et par ¥ la solution de I’équation intégrale suivante

(I+K)¢:K/(f7h)¢—§/a g/:R/(f7h>g

alors de (3.6) on déduit que la dérivée de Fréchet de F est donnée par

La dérivée de l'opérateur K(f) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.4.2. Soit l'opérateur K(f): D C L*(—a,a) — L*(—a,a) défini par (5.5), la

dérivée de Fréchet de K est donnée par

a

K'(f.)p(t) = [ K(f.h)p(s)ds,

—a

avec

K (f,h) = G (f,h)Dy + F(kr ) D', (f,h) + G (kr_,h)D_ + F_(kr,)D'(f,h),
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3.4 Dérivée de Fréchet

ol

Démonstration. L'opérateur K (f) est donné par la formule suivante

G (z,y)
on(y)

K(f)p(x) = / (y)do(y).

Onaxz=(t,f(t) et y= (s, f(s)). Alors

Le noyau kj est défini par :

G (z,y)

iyt ) = on(y)

z=(t,f(t)),y=(s,f(s))

alors

ki(t,s) = V,G(z,y) - nly)1+ f2(t),

avec la normale 1 donnée par ,
(=/"(t),1)
1+ f2(t)

Ce qui implique que

kp(t,s) = V,G(a,y)(—f7(1), 1),
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3.4 Dérivée de Fréchet

avec

vﬁx%w:ﬁkCﬁ%u—mkx_w_yﬁ@u—yn@_yo

4 lz — | |z — /|
sz

o (Flkr_)(@ —y) = F(kry)(z —y).

Alors, la dérivée de Fréchet de ky s’écrit

Ki(f,h) = F'(kry, B)Ds + F(kry) D' (f,h) + F'(kr—, h)D_ + F(kry)D'_(f,h)

avec

Fira, ) = K02 0 5 15) 000 5 (o)
L (f,h) o M oy

]

Proposition 3.4.3. Soit R: L*(—a,a) — L*(—a,a) l'opérateur de restriction, la dérivée de

Fréchet de R est donnée par

R(f,h)g = 3—@ ~h(s)

_ ,Lk(ezk’(s cos0—f(s)sin@) eik(s cos 0+ f(s) sin 9)) Sinf - h(S)

Proposition 3.4.4. La dérivée de Fréchet de S, est donnée par :

—z7r/4

St (f. ) /k: (6, 5: h)b(s)ds,
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3.4 Dérivée de Fréchet

ou le noyau k. ; est donné par

Lo.f (@, 53 h) =ikh!(t) cos gp(e™ ™ — e T 1 k2h(t) sin ¢[(f'(s) cos ¢ — si

+ (f'(s) cos ¢ + sin ¢p)e kv ],

oty = (y1, —y2)-
Démonstration. L’opérateur S, est défini par

e—iﬂ'/4 a

Soo(p(¢) = m 7(1 koo,f

(0, 8)p(s)ds,

ou le noyau est donné par :

b, (6, 8) = V(e — 7 ) (= f(5),1)

= ik[(f' cos ¢ — sin§)e "V — (f' cos ¢ + sin )e V).

La dérivée de Fréchet de S, est définie par :

e*iﬂ'/4 a

- V&mk J-a

S(,)o(fu h)l/)(@ k:)o,f(gbusvh)gp(s)dsu

ot le noyau k[ ; est donné par

ro.f (0,5, h) =ik |cos oh/(s)e™* Y 4 (cos ¢ f'(s) — sin ¢)(§f€—iki~y’ h

—(cos ¢ f'(s) + sin ¢)(C(Zfe

o7

n (ﬁ)efiky-i

)

—ikiy’ h) — (cos ¢h'(s))e‘ikiy/ .



3.5 Approximation numérique

et les dérivées

d ... o
(leem'y, h) = —ike Y gin ph(s),

d —ikZ-y’ _ 1 —tkEy s
<df€ ,h> = tke sin ph(s).

Alors, la dérivée de Fréchet de k., s’exprime par

ki (0,55 h) =ikh/(t) cos Py — e=hY ) L k2] (t) sin ¢ {(f’(s) cos ¢ — sin ¢)e

+(f'(s) cos ¢ + sin gzﬁ)e’ikyl'ﬂ :

3.5 Approximation numérique

Apres la discrétisation des intervalles [—a,a] et [0, 7], 'equation (3.4) devient un systeme
algébrique
AX =Y avec A= A(p,n);

On applique la méthode du Gradient Conjugué (CG) a 1'équation normale
A*AX = AYY,
puis on utilise la SV D

A=USV* = Suovf, A*A = VIPV* = Suo7v).
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3.6 Exemples numériques

On a utilisé le programme Matlab Isgr.m de la bibliotheque de Hansen ([14]).

3.6 Exemples numériques

Exemple 1. On simule le probléme direct avec les données :

arcy: y=f(x):=1—2% ; -1<z <l

onde incidente de direction «.

S k=1,

n = 32 et p = 18 points dans les intervalles [—1,1], [0, 7] respectivement.

pour la paramétrisation de f on utilise M fonctions de base ¢;(t), i =1, ..., M telles que :

t ot

T™—1 T —1)?
NGt

t)=1-2
%(t) T T

qi(t) = cos((i — 2)t) xsin(t); ©=3,.., M.
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3.6 Exemples numériques

LS0R solution

LSQR solution

2 2
exact
150 - init H 150 g
reconstr
T+ g 1+ g
0ar B 0&ar B
or q or q
05t g st g
1 4 at |
1.5 q 1.5 q
2 L L L L L L L 2 L L L L L L L
2 1.5 1 0.4 0 05 1 1.4 2 2 1.5 1 0.4 0 05 1 1.4 2
) )

FIGURE 3.2 — Exemple 1 : it = 4, a = 7/6, fo = (0.1)f, M = 4, gauche : 6 = 0, droite :
0 =0.05

LSQR solution LSQR solution

5 2
15 1 15 ]
1F E 1 E
05+ B 05 ]
o} 1 ot 1
05 g 05 ]
1 R At g
15 R 15 R

2 . L L L . . L 2 . L L ! . . L

2 1.5 1 05 0 05 1 15 2 2 1.5 1 05 0 05 1 15 2

) )

FIGURE 3.3 — Exemple 1, it = 5, gauche : a = 7/180, droite : « = 7/2
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3.6 Exemples numériques

arraur relative
1.2 T T T T T T T T T

IR=NS OOE
oD
o @

07 r b

epsilon

05+ o -
o4t .

03r b

02 1 i) 1 1 1 1 1 1 1
1]

iter

FI1GURE 3.4 — Exemple 1 : Convergence

L3R solution

0at

-2 -1.8 -1 0.5 0 0.5 1 14 2

I

FIGURE 3.5

Exemple 1 : a = 7/6, M=4, fo = 0.1exp(=T7t%), it = 4
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3.6 Exemples numériques

LSRR salution

0ar B

0ar b

?

FIGURE 3.6 — Exemple 1 : « = 7/6, M=4, fo = —0.1x f,it =1

Exemple 2. Nous considérons I’arc défini par

14 2
y=f(z):=(1 —x2)(§x2 + §x+0.5); -l<z<1

Dans la reconstruction, on utilise la parametrization avec M + 2 fonctions de base.

t 2

Tm—t T —1)?
Lm0

@t)=1-2 - -
¢i(t) = cos((i — 2)t) xsin(t); i=3,..., M,

gi(t) = exp|—c; * (t —t,)%]; t; € (=1,1); i=1,2
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3.6 Exemples numériques

LSQAR salution LSAR solutian

2 2
15F R 15F
1F 4 1k
0st g 0st
np g np
05+ k 05F
1 1 at
15 g 15
2 15 1 ns D 0s 1 15 2 2 15 1 ns 0 08 1 15

)

FIGURE 3.7 — Exemple 2 : a = /6, fo = 0.1 * f, gauche : it = 5, droite : it

erreur relative
12 T T T T

iter

FIGURE 3.8 — Exemple 2 : Convergence
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3.6 Exemples numériques

Exemple 3
Arc vy :

y = f(z) := —sin(nt) + 0.5cos(0.57t); ; —1<z <1

Dans la reconstruction, on utilise la parametrization avec M fonctions de base ¢;(t), i

1., M.

LEQR solution

FIGURE 3.9 — Exemple 3 : a = 7/6 (gauche) , o = 57/6 (droite) apres 4 iter.
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3.6 Exemples numériques

Commentaires

— - L’algorithme converge apres quelques étapes ( N(§) = 3 a 6 itérations). Alors nous
devons intégrer un test d’arrét (discrepancy principle).

— - Initialisation fy = 0.1 x f. Si fo arbitraire, le résultat n’est pas bon (voir fig.3.5). Le
but est de commencer avec fo = 0, mais dans ce cas le programme diverge (quitte). En
général, la condition de source n’est pas satisfaite [13].

— - Pour un angle d’incidence rasant ¢ < o < /6 le result est bon. Pour une incidence nor-
male o ~ 7/2 le résultat n’est pas bon (voir fig.3.3). A notre avis ceci est dii probablement
a l'existence d’ondes evanescentes (voir [2]).

— -Nous remarquons aussi que la paramétrisation f = Z{W ciq; + Eiv d;g; est déterminante

dans la qualité de la reconstruction. Ce qui exige des informations a priori sur le profil de

7. Le nombre de fonctions de base doit étre réduit (M + N < 8).
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Conclusion et Perspectives

Dans cette these on a démontré un résultat d’unicité pour un probleme d’identification d’une
perturbation géométrique associé a la diffraction d’ondes acoustiques. Puis on a proposé un

algorithme de reconstruction qui est validé pour des situations assez simples.

e Dans le chapitre 2, on a étudié le probleme direct de diffraction par une surface rugueuse.
On a utilisé la méthode des potentiels. On a caractérisé le champ lointain. On a étudié
la fonction de Green perturbée (réponse & une source ponctuelle). On s’est intéressé

aussi a l'aspect numérique (simulation).

e Dans le chapitre 3, on a étudié le probleme inverse : reconstruction de la rugosité d’apres
la donnée du champ lointain associé a des ondes planes incidentes. On a montré un
théoreme d’unicité (la perturbation est déterminée de maniére unique). On a supposé
que l'arc 7 est assez régulier (f € C?[a,b]), on peut alors envisager la généralisation
pour v moins régulier ( C'!' par morgeaux). Pour la reconstruction on a proposé un
algorithme de type Newton. A chaque itération on résout une équation linéaire par la
méthode du gradient conjugué. L’algorithme est validé avec une approximation initiale
bien choisie (d’ou la necessité d’avoir des informations a priori). Il reste donc des
efforts a faire pour améliorer le schéma, notre but envisagé est de démarrer avec une
donnée nulle Cette question est en rapport avec la condition de source évoquée dans
les théoremes de convergence dans la régularisation des problémes non-linéaires mal

posés (voir le livre de [12]).
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Annexe A

Méthode de Nystrom

La méthode de Nystrom est une méthode de quadrature qui consiste a appliquer les méthodes
numériques de calcul d’intégrales pour aboutir a un systeme linéaire. En fait, ce n’est rien
d’autre que l'approximation de l'opérateur intégral A (de noyau K) par un opérateur de
dimension finie, c’est -a- dire une matrice. Cette méthode est totalement discrete, elle fournit
donc un premier moyen efficace de résolution numérique d’une équation intégrale de 2¢m¢
espece.

Comme cette méthode est importante, et met en jeu les méthodes d’intégration numérique,

nous allons la présenter en détail.

A.1 Méthode de quadrature

Dans cette section on rappelle des notations d’intégration numérique.

Definition A.1.1. Soit f une fonction définie sur une partie compacte de G et yu une
mesure de Jordan dans R® non nulle . Toute forme d’approzimation de lintégrale [ f (z) du
s’appelle formule de quadrature. La formule de quadrature classique contient les valeurs f (x;)

de f au point x; € G pour i =1,--- ,n. On écrit la formule de quadrature Q,, (f), comme
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A.1 Méthode de quadrature

sutt :
Qn () =D ainf(@in),
i=1
ot les coefficients a;,, sont les points de quadrature.

La définition de l'erreur quadratique par R (f) et donnée par

Q) = [ &) dp=Qu () + R(f) pour f € C(G).

Remarque 5. Si G =T" une surface de R? ou une courbe de R%. du = ds ou dl (élément de

surface ou élément de longueur).

Definition A.1.2. La méthode de quadrature {Qn}n21 est dite convergente, si elle converge

point a ponctuellement, c’est a dire si :

lim @, (f) = /Gf(:c) dx, pour tout f € C (G).

n—+o00
Definition A.1.3. La méthode de quadrature {Qn},, est dite consistante s’il existe un
sous-ensemble V- C C'(G) dense et Q,, (f) converge vers Q (f) pour tout f € V.
Definition A.1.4. La méthode de quadrature {Q,},, est dite stable si
sup {Z la;n| :n € N*} < 00.
i=1
Théoréme A.1.1. Une régle de quadrature est convergente si et seulement si elle est consis-
tante et stable.

Théoréme A.1.2. SiQ, (1) — Q(1),n — oo, et les points de quadrature positifs, alors la
forme quadratique {Qy},~, converge si et seulement si Qy, (9) — Q (g9),n — oo, pour tout

g dans un ensemble U dense dans C (G) .

On peut trouver la démonstration de ces théoremes dans le livre [21].
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A.2 Méthode de Nystrom

A.2 Méthode de Nystrom

Soit {@n},cy une suite de régles de quadrature convergente pour l'intégrale [ f (z)dw et

I’approximation de l'opérateur intégral

Ap@) = [ K (@y) e y)dy. v G,

de noyau K continu, par une suite d’opérateurs linéaires numérique

App (z) = zn:akK (x,xr) @ (zg), x€G

k=1

alors la solution de I’équation intégrale de deuxieme espece

(1) — Ap () = f (z)

est approchée par la solution de 1’équation

on (1) — Anpn (1) = f(2) .

Ce qui est réduit a la résolution d’un systeme d’équations de dimension finie.
Méthode approchée.

Soit ¢, la solution de I’équation

on (z) — ZK (, 20) n (1) = £ (2), 7€ G, (A1)

Les valeurs ¢;,, (z) = ¢, (x;),7 = 1,...,n. aux points de quadrature ay, sont solution du
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A.3 Cas d’un noyau faiblement singulier

systeme

Pin (Z‘) - Zaka (xi,mxk,n) Pin (Ik) - f (xl,n) ’ 1= 17 w0 (A2>
k=1

alors ,, définie par

on(2) = [ (2) + ZK (2, 24) 0, (1), 7 € G. (A.3)

est une solution de (A.1]) .

Remarque 6. Sile noyau est symétrique c’est a dire k (x,y) = k (y,x) la matrice (apn K (2, Trn)), -

est généralement non symétrique.

Théoreme A.2.1. Pour toute solution de I’équation intégrale de deuxieme espéece d’un noyau
continu et la fonction f continue, la formule de quadrature de la méthode de Nystrém est

uniformément convergente.

A.3 Cas d’un noyau faiblement singulier

On va décrire la méthode de Nystrom appliquée a la résolution approchée de 1’équation

intégrale de deuxiéme espece avec un noyau faiblement singulier de la forme :

(A9) (@) = [ w(le ) k(2,9) 0 () dy. = €G.

ou la fonction w : (0,00) — R représente la singularité de noyau. On suppose que w est
continue et satisfait |w (¢)| < Mt~ ¢ pour tout t > 0, ot M et a deux constantes, a > 0 et
keC(GxQa).

On choisit {@n},>, une suite de quadrature définie par

(Qug) (2) = Z (#)g(2;n), z€G,
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A.3 Cas d’un noyau faiblement singulier

pour l'intégrale

(@9) (@) = [w(lz—y)gl)dy, v€C.

La solution avec les points de quadrature dépendent contintiment de x. Alors, on approche

I'opérateur intégral singulier par la suite d’opérateurs intégraux discrets :

- Zak,nK (I’, xk,n) ©n (xk,n) y
1

la solution de 1’équation approchée de deuxieéme espece est donnée par ((A.3]) .
Le systeme linéaire (A.1]) s’écrit sous la forme

- Zaka (xaxk,n) Pn (xk:,n) = f (:Ej)a ] = 17 ceey N

Théoreme A.3.1. Si la formule de quadrature {Qn}n21 converge et satisfait

lim sup Z lakn (y) — agn ()] =0 (A.4)

y_)anN*
alors la suite A,p — Ap,n — oo pour tout p € C' (G); mais non uniformément.

Exemple :

On considére 'opérateur faiblement singulier de la forme

1 2T —
Ap (t) = 2—/0 In <4$in2 !

™

T) K(t,7)(r)dr, 0<t<2m (A.5)

A est défini dans I'espace Cy,, C C (R) des fonctions continues 2m-periodiques. Nous construi-

sons une formule de quadrature numérique pour l'integrale impropre

1 27 t—
Qg (t) = —/ In (4 sin’
2w Jo

™

T) g (T)dr

71



A.3 Cas d’un noyau faiblement singulier

Utilisant la base de Lagrange L; nous trouvons

2n—1

Qug () = 3R (1)9 (1) (A.6)

avec t; = jm/n et les poids de quadrature

1 27 t—
R;-n) (t) = —/ In <4 sin?
2m Jo

T) Lj(r)dr, j=0,..,2n—1.
77

D’apres les propriétés des polynomes de Lagrange on obtient

Rgn) (t) = 1 {ni:llcos(t—tj) + 1cos(t—tj)},

n \s=m 2n
pour j =0,...,2n — 1. D’ou la suite
2n—1 (n)
Anpn (8) = 3 B () K (2,15) o (1)) (A7)
7=0
engendrée par les régles de quadrature ([A.6) . Plus précisément, on a

R (t;) =R,  5.k=0,.,2n.

avec les poids

1t mr (-1

Théoréme A.3.2. La suite (A,) donnée par (A.7)) est compacte et localement convergente
vers l'opérateur intégral A avec la singularité logarithmique donnée par (A.5)) .
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Annexe B

Problemes mal posés et régularisation

B.1 Probleme mal posé et régularisation

Definition B.1.1. (La notion de probléme bien posé au sens de Hadamard)

Soit A:U C X — V CY un opérateur, X et'Y espace normés. L’équation

est dite bien posée si A: U — V est bijective

L’opérateur inverse A=! : V — U est alors continu. Sinon, on dit que 1'équation est mal
posée. Autrement dit, un probleme est bien posé si les trois conditions sont satisfaites : une
solution existe, la solution est unique et la solution dépend contintiment de la donnée f.
Le cas le plus fréquent dans I’étude des probléemes mal posés est le cas d’instabilité quand
la troisieme condition n’est pas vérifiée. Pour surmonter cette difficulté, on va proposer des
méthodes de régularisation pour approcher 'opérateur inverse non borné A™': A (X) — X

par un opérateur linéaire borné R : Y — X.

Definition B.1.2. Soit A: X — Y un opérateur linéaire borné inversible, puis une famille
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B.1 Probleme mal posé et régularisation

d’opérateurs linéaires bornés R, : Y — X, a > 0, avec la propriété de la convergence simple
lim R, Ap = ¢
a—0

pour tout ¢ € X, R, est appelé un schéma de régularisation pour l'opérateur A, « est appelé

le parameétre de régularisation.

Supposons que f° est une donnée perturbée (bruitée). Le schéma de régularisation se rap-

proche de la solution ¢ de par la solution régularisée
@) = Rof’.
Alors, par I'inégalité triangulaire, on obtient ’estimation de I'erreur d’approximation
|t = || < SlIRall + | RaAp — o]l

Definition B.1.3. Une stratégie pour un schéma de régularisation R, > 0, i.e, le choix
du parameétre de régularisation o = o (8) en fonction d’erreur § et la donnée f°, est dite

régulicre si pour tout f € A(X) et tout f° €Y avec Hf5 — fH < 0 nous avons
Ra((;)f‘s — A’lf lorsque 6 — 0.

Definition B.1.4. (Principe de Morozov) Le paramétre de réqularisation o pour l'erreur 0

doit étre choisi de telle sorte que
|ARwf? — f|| = 75,

avec un parametre five T > 1.
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B.2 Dérivée de Fréchet

Ce principe stipule que le résidu n’excéde pas (en norme L?) 'amplitude du bruit §. On

montre dans le monographe [19] que ce principe est une stratégie réguliere (convergente).

B.2 Dérivée de Fréchet

Jusqu’a présent, nous avons considéré seulement les opérateurs linéaires, mais dans beaucoup
de problémes inverses (en I'occurence la diffraction inverse) on rencontre des opérateurs non-
linéaires. L’équation non-linéaire est souvent approchée par sa linéarisation autour d’une
solution particuliere, par exemple la méthode de Newton (ot méthode de descente). Pour

cette raison, nous introduisons la définition et les propriétés de base de la dérivée de Fréchet.

Definition B.2.1. (Fréchet différentiabilité ) Soit X,Y deux espaces normés et soit U un
sous ensemble ouvert de X. L’application A : U — 'Y est dite Fréchet-différentiable au point

¢ € U sl existe un opérateur linéaire borné A’ (o] : X =Y telle que

|A(p+h) = Alp) = A [l ]| = o (IR,
uniformément quand ||h|| — 0. A" [¢] est appelé la dérivée de Fréchet de A en @. A est dite
Fréchet- différentiable sur U si elle est Fréchet-différentiable en tout point ¢ € U.

Nous énoncgons quelques propriétés de base de la dérivée de Fréchet.

Théoréme B.2.1. Soit A:U C X — Y  Fréchet-différentiable et soit Z un espace normé
(1) La dérivée de Fréchet de A est uniquement déterminée.

(2) Si B:U — Y est Fréchet-différentiable , alors M A + Ao B est Fréchet-différentiable

pour tous A\, Ay € C et

(MA+X2B) [¢] = MA [p] + \B' [¢], ¢ € U.
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B.2 Dérivée de Fréchet

(38) Si B:Y — Z est Fréchet-différentiable, alors Bo A : U — Z est Fréchet-différentiable
et

’ /

(BoA) [pl=B'[A(p)A'[¢], peU.

(4) Supposons que A : U — Y = L(FE) est différentiable et A(p) est inversible (isomor-
phisme) pour tout ¢ € U, alors Uapplication B(p) = A7 (o) est Fréchet-différentiable
et

B'p] = =B(p)A' [¢] B(y), ¢eU.

Démonstration. La preuve des trois premiers cas peuvent étre trouvée, par exemple, dans

[16],pp.103-106. La derniére propriété a été prouvée dans [10]. ]

Le théoréme suivant montre que le caractere mal-posé du probléme non linéaire est hérité

par sa linéarisation.

Théoreme B.2.2. Soit A : U C X — Y un opérateur completement continu d’un sous
ensemble ouvert U d’un espace normé X wvers un espace de Banach Y et on suppose que A

est différentiable de Fréchet au point i € U. Alors la dérivée A;p est compacte.

Démonstration. La preuve est basée sur le fait qu'un sous-ensemble d’un espace de Banach
est relativement compact si et seulement s’il est totalement borné. Pour plus de détails, voir

le théoreme.4.19 dans [10]. O
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Annexe C

Méthode des moindres carrés

La "meilleure solution" d’un systeme peut étre définie de plusieurs fagons. Etant donnée les
observations y, les variables indépendantes X et le modele f(X, /) avec 3 le vecteur de

parametres, la solution retenue correspond a la solution du probléme de minimisation

win | £(X, 5) — B, (1)

En analyse numérique on note le probleme comme suit :

m

min g(z) = 17“(:1:)’7°($) = ri(z)?, (C.2)

1
zeR” 2 D “
=1
ou r(x) est le vecteur des résidus fonction des parametres x.

Dans le cas linéaire le modele s’écrit Az ~ b avec b les observations, A les variables indépen-

dantes et x le vecteur de parametres. Le vecteur des résidus est dans ce cas
r= Ax —b.

Si on a un modele non-linéaire f(¢;,x), la fonction f est non-linéaire par rapport aux para-
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C.1 Moindres carrés linéaires

metres x. Les ¢; sont les variables indépendantes et les y; sont les observations. Le vecteur

des résidus s’écrit alors

ri(z) = f(ti,x) —yi, i=1,...,m.

Il semble que ce soit Gauss qui en 1795 (a I'dge de 18 ans) a découvert la méthode des
moindres carrés. Le développement des méthodes numériques modernes pour la résolution
des moindres carrés s’est fait dans les années soixante (QR, SVD) et plus récemment on a
développé les méthodes pour des systemes qui sont grands et creux.

On présentera d’abord les méthodes pour résoudre les moindres carrés linéaires puis on
présentera le cas non-linéaire. La solution des moindres carrés non-linéaires s’obtient par des
méthodes itératives qui nécessitent la solution d’'un probléeme de moindres carrés linéaires a

chaque étape.

C.1 Moindres carrés linéaires

On aura besoin d’évaluer d'une part ||[b— Az||% , étant donnée que cette valeur intervient dans
le calcul de 02 = ||b— Ax||2/(m—n), et d’autre part d'une méthode efficace et numériquement
stable pour calculer (A’A)~! ou un sous-ensemble d’éléments de cette matrice.

Dans la présentation qui suit on donnera des indications comment obtenir ces éléments

numériquement suivant ’approche choisie.

C.1.1 Meéthode des équations normales

La solution de (C.2)) peut étre obtenue de plusieurs maniéres. Une facon consiste a dériver

(C.2)) par rapport a z et d’écrire les conditions du premier ordre pour le minimum, soit :

2A"Ax — 2A'b = 0.
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C.2 Moindres carrés non-linéaires

D’ou on tire le systeme des équations normales
A'Ax = A'b.

Les équations normales s’obtiennent également en considérant que la solution Az la plus
proche a b s’obtient par une projection orthogonale de b dans l'espace engendré par les

colonnes de A.

C.1.2 Décomposition en valeurs singulieres SVD

La décomposition SVD est un outil particulierement approprié pour la résolution du pro-
bleme des moindres carrés. Etant donné Az = b, avec A € R™™ et rang de A égal &
r < p = min(m,n), la solution du probleme des moindres carrés peut s’écrire
" ulb
z=UZV'bou bien z=> —u,
i=1 i
ou les matrices V,¥ et U sont celles de la décomposition singuliere de A = UXV'b. A partir

de la décomposition & valeurs singuli¢res de la matrice A on déduit que (A’A)~! = VX2V’

olt ¥, est alors possible d’expliciter un élément particulier de la matrice S = (A’A)~! comme

n

VikVjk
sij = D o2
k=1 k

C.2 DMoindres carrés non-linéaires

Dans le cas des moindres carrés non-linéaires il s’agit de minimiser la fonction

o(z) = Sr(@)r(x) =

Zri(x)Q,

=1

DO | —
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C.2 Moindres carrés non-linéaires

avec

ri(z) = f(ti,x) —yi, i=1,...,m.

ou f(t;,x) est une fonction non-linéaire (le modele) avec t; les variables indépendantes et
x € R" le vecteur de parametres a estimer.
Afin d’écrire le modele quadratique pour la minimisation de (C.2) nous avons besoin des

dérivées premieres et secondes de g(z). La dérivée premiere s’écrit

_y ri(z) - Vri(x) = Vr(z)r(z), (C.3)

=1

et la dérivée deuxieme :

V2g(z) = Vr(z)'Vr(z) + S(x), (C.4)

avec S(z) = X0, ri(x)V3ri(z).
Les méthodes qui seront présentées ci-apres se différencient par la fagon dont ils approchent

la matrice des dérivées secondes de g(z).

C.2.1 Meéthode de Gauss-Newton

Cette méthode utilise une approximation de la matrice des dérivées secondes en omet-
tant le terme S(z). Comme S(x) est composée d'une somme de termes r;(x)V?r;(x) cette
simplification se justifie dans une situation ou les résidus 7;(z) sont petits. C’est une situa-
tion ou le modele épouse bien les données. La méthode de Gauss-Newton se résume dans

I’algorithme qui suit.

Choisir z(®

Pour £k =1,2,3,.... knas

Calculer Vr(z®))

—Vr(z®)r(2k)

8=

Résoudre (Vr(z®)'Vr(z®)s
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C.2 Moindres carrés non-linéaires

- Avec 2D = gk 4§82

On remarque que le systeme linéaire qui définit le pas de Gauss-Newton s(Gk])V est un sys-

teme d’équations normales et que le pas est aussi la solution d'un probleme des moindres
carrés. L’algorithme peut ne pas converger si le point de départ est choisi trop loin de la
solution. Lorsque les résidus sont grands au voisinage de la solution z', 'approximation de
la matrice des dérivées secondes peut s’avérer insuffisante, avec comme conséquence soit une

convergence tres lente ou pas de convergence du tout.

C.2.2 Meéthode de Levenberg-Marquardt

Lorsque la méthode de Gauss-Newton échoue, notamment lorsque la solution du sous-
probleme de la solution du systéme linéaire n’est pas de rang complet, la méthode de
Levenberg-Marquardt constitue une alternative intéressante. Dans cette méthode on ap-

proche la matrice S(x) par une matrice diagonale pI. Nous avons alors 1’algorithme suivant :

Choisir z(®

Pour £ =1,2,3, ...

Calculer Vr(z®) et s,

résoudre (Vr(z®)Vr(z®) + 1)s8 = —=Vr(@®Yr(@®)

o R — gk S(sz)v

Suivant le choix de pg, 0 < pup < oo le pas de Levenberg-Marquardt se situe entre le pas de
Gauss-Newton pour pui = 0 et un pas "steepest descent'.

Si py, est choisi judicieusement la méthode de Levenberg-Marquardt s’avere tres robuste en
pratique. Elle constitue I'algorithme de base dans un grand nombre de logiciels spécialisées.
L’algorithme peut ne pas converger si le point de départ est choisi trop loin de la solution.
Lorsque les résidus sont grands au voisinage de la solution cherchée, I'approximation de la

matrice des dérivées secondes peut s’averer insuffisante, avec comme conséquence soit une
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C.2 Moindres carrés non-linéaires

convergence tres lente ou pas de convergence du tout. Dans ce cas il faut intégrer un test

d’arrét basé sur le principe de Morozov (discrepancy principle).
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Annexe D

Copie de DParticle publié
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Abstract

We consider in this work a direct and inverse problem in scattering
theory. We construct an arc y of the boundary from the far field pattern
U, of the scattered wave at fixed energy. This leads to the direct

scattering problem for the Helmholtz equation in a perturbed half-
plane with Dirichlet condition on the boundary. Using the integral
method, we show that the direct problem is well posed. For the
identification of the arc, we prove a uniqueness theorem by using the
point source method and a reciprocity relation.

1. Introduction

The scattering of waves by rough surface is of great practical interest in
physics and applied sciences: geophysical exploration, medical imaging,
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36 B. Berhail and L. Chorfi

underwater acoustics, non-destructive testing. We are interested in the
inverse problem to recover an arc y, which describes a roughness of one-
dimensional surface T", from the far field pattern with fixed wave number k
(see Figure 1). The corresponding direct problem is set as Dirichlet boundary
value problem for the Helmholtz equation in perturbed half-plane. More
precisely, the scattered field satisfies the equation

Au+k2u=0

in the domain Q = {x =(xq, Xy) € R?, Xo > f(x)}, where f is a smooth
real function which vanishes outside an interval [-a, a], a > 0. We assume
that u satisfies a Dirichlet condition on the boundary I' =0Q and the
Sommerfeld radiation condition at infinity. When f > 0, the problem can be
formulated as an exterior problem in a symmetric domain, this case is
considered theoretically and numerically in the articles (Kress and Tran [7])
and (Yan [9]). Our aim is to extend these works to the general situation when
f changes the sign. Using integral equation method, we study the direct
problem of scattering in 2 and extend the method of Kirsh and Kress (Colton
and Kress [3]) for proving the uniqueness of the inverse problem for a
bounded obstacle to the case of unbounded obstacle. Ended in our situation,
the complement set Q' = R?\Q can be viewed as an obstacle. Our problem

meets in some sense the article of Monch (Monch [8]) concerning inverse

problem for cracks.
us )2(\ u
,

X 2

Figure 1. Scattering by rough surface.



Direct and Inverse Scattering Problem in Perturbed Half-plane 37

The paper is organized as follows: In Section 2, we formulate the direct
problem more precisely, we give an integral representation of the solution
and we derive the far field pattern in terms of the parameterization f. In
Section 3, we study the perturbed Green function. In Section 4, we present a
numerical example which simulates the forward problem. In Section 5, we
set our inverse problem and prove a uniqueness theorem.

2. Direct Scattering Problem

A perturbed half-plane is the open set
Q={x=(x, %) e R?; Xo > f(xq)},

where f is a function of class C? such that f(t)=0 for |t|>a > 0.
The boundary T =0Q is split into T'=T_UyUTI,, where Ty =
{(xq, 0); £ > a} and y ={(x, f(x)); —a < x; < a} is an open arc with
(=f'(4). 1)

the outgoing normal n(x) = .For x = (X, Xy) € R?, we denote

X' = (X, =X2).

The mathematical modelling of the scattering of acoustic waves by a
cylindric surface leads to the following boundary value problem for the
Helmholtz equation. Given an incident plane wave u' = 74X with wave

number k >0 and with unit vector d =(cos9,sin®), 6« [0, n], the

direction of the propagation, find the scattered field u® such that total field

u = u' + u" + u® satisfies the boundary value problem:
AUt 4 K2yt — o in Q,
tot _
u— =0 onT, (2.1)

r—oo

S
lim ﬁ(%— ikuSJ =0,r=|x| (Radiation condition),

_e—lkd X

where u" = is the reflected part by the flat boundary {x, = 0}.
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Denoting u = u®, the weak formulation of (2.1) is then: find u H,loc(Q)
such that

AU+ k2u =0 in Q,

u=gonyandu=0 on I'\y, 2.2)

S
lim Jr(ai— ikuS] ~0
or

r—o0

with g = —(u' +u"). Note that g e I:|]/2(y) which means g e HJ/Z(F) and
supp g < y. We briefly sketch uniqueness, existence and well-posedness for

the boundary value problem (2.2). We recall the following theorem (see
Colton and Kress [2]).

Theorem 2.1 (Rellich’s lemma). Let u e C? be a solution to the

Helmholtz equation Au + k?u = 0 for | x| > R. If

lim J‘ lu2ds =0, (2.3)
R—+w \X\:R

then u =0 for | x| > R.

As a consequence, we note that: if u is a solution of the homogeneous
Dirichlet (or Neumann) problem (2.2), then u satisfies the limit (2.3).

Theorem 2.2. The problem (2.2) has at most one solution.

Proof. Suppose that u is a solution of the homogeneous problem and
define a symmetric extension v such that

u(xq, Xp) in R2\Dg,
v(x1, X2) = L
—U(Xg, =%2) in R%\Dg,

where Dg is a disc with radius R containing y. We see that v satisfies

AV +k? =0 for |x|>R and the radiation condition holds at infinity.
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Hence by Rellich’s theorem 2.1, u =0 for |x|> R and by analyticity, it
follows that u = 0 in Q. O

Remark 2.1. By considering an even symmetric extension, we can show
by the same argument that the solution of the Neumann problem is unique.

For the existence, we will use the integral method approach. For this, we
introduce the Green function of the half-plane Gy(x, y)=®(x, y)—®(x, y')

with ®(x, y) = %Hél)(k| x—y|), x=y, the fundamental function of the

Helmholtz equation, where H((Jl) is the Hankel function of order 0 and of the
first kind.

We seek the solution in the form of a double-layer potential

) = Dg(0 = [ U giyyasty), xea @4

and ¢ is a density in Lz(y). Using the jump relations of the potential theory
(see Colton and Kress [2]), we deduce that u = D¢ solves the problem (2.2)

provided the density ¢ is a solution to the integral equation on v:

o(x) + ZJ 8n((x )y) o(y)ds(y) = 2g(x) for x e y. (2.5)

This equation is of Fredholm’s type:
o(x) + Ko(x) = 2g(x) for x ey, (2.6)

where the operator K is continuous from /Y 2(y) to Hl/z(y) and compact in

L?(y). The adjoint of K is K" : H~_]/2(y) - H_l/z(y) given by (see (Cakoni
and Colton [1]):

(k)0 =2 2 y(y)as(y)
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Theorem 2.3. The integral equation (2.6) has a unique solution in
L2 (7).

Proof. Since K is compact, N(I + K)= N(I + K'). We show that

N(l + K") = {0}, assume that ¢ + K'¢@ =0 and consider the simple layer
potential

V(X) = 2J‘y Go(x, y)o(y)ds(y) for x e Q' = R\ Q.

Then v satisfies the Neumann’s problem

AV + k3 =0 in Q/,
ov

- 0 on T,
lim ﬁ[@ _ ikv) _o.

r—oo or

This problem has at most one solution (see Remark 2.1), then v =0 in Q'
and v|, = S¢ = 0, where S is a single layer potential. Since S : I:|_]/2(y) —
Hl/z(y) is an isomorphism (Cakoni and Colton [1, Lemma 8.33]), it follows

that ¢ = 0. The Fredholm’s alternative implies the existence and stability. O

Using the continuity of the double layer potential D;|Z|‘]/2(y)_>

H,loc(Q) and the stability of the integral equation (Theorem 2.3), we
establish the following result.

Corollary 2.4. The problem (2.2) has a unique solution u e H|100(Q).
Moreover, u satisfies the estimate:

1
[ullhiag) < Crl 9 lInz(y)

where Qr = Q[ Dy for some positive constant Cg > 0 depending only on
R.
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Remark 2.2. From elliptic regularity u e HZ(D), where D c Q is a

relatively compact subset, the estimate || u ||H2(D) <Cl|g ||H%(y) holds.

2.1. Far field

Using the asymptotic behavior of the Hankel function

il kr—Z_NT
Hr(]l)(kl’) _ /%el( 272 ) + o(r?’%} r— -+ (n=0,1),

we deduce that

0Go(X, ¥) ei(m%j 0 ikky ikt 1
)~ ver ay© ° HO(M)'

Hence, the scattered field u has the asymptotic behavior

ikr

u(x) = %(uw(d, X) + O(%D r=|x|—o (2.7)

uniformly in all directions X = % = (cos ¢, sin ¢) with the far field pattern

Uy (d, X) defined for 6, ¢ € [0, =] by

s in/4
(8,3 = of FC2W o, y)as(y), (‘::3@] 9

with G (%, y) = &Y —e®Y" and ¢(d, ) is the solution of the integral
equation (2.5) associated to the incident wave ul = ui(d, -). In the sequel,
we denote u(d, X) by uy, (0, ¢).

Theorem 2.5. Let u be a solution of (2.2). We assume that the far field

pattern vanishes, that is, u, (0, ¢) =0, for all 6, ¢ € [0, «]. Then u(x) =0
in Q.
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Proof. From (2.7), we have

Jo oo =g 10200 0P34 o G

with g ={| x| =R; xp 2 0}. If u,(8, ) =0, then the result follows from

Theorem 2.1 (applied to a symmetric extension of u) and from a unique
continuation principle. 0

3. Perturbed Green Function

For x, y € Q, the Green function G(x, y) of the problem (2.2) is the
solution of the following problem

AG + k%G =8(x—y) in D(Q),

G =0, (3.1)
oG 1

ar ikG = O(ﬁj

We decompose G(x, y) = Gg(X, y)+G(r)(x, y) as a perturbation of
the Green function Gy of the half-plane, hence G is the reflected field

corresponding to the incident field u' =-Gp(X, y). Then G s represented
by the potential (see formula (2.4)):

r)(x y) = J 6(.‘:30n((>;)z) o(z, y)ds(z), xeQ, (3.2)

where (-, y) is the solution of the integral equation (y being a parameter)

o(x, y)+ ZJ‘Y%(XZ’)Z)MZ' y)ds(z) = =2Gqy(x, y) for x e y. (3.3)

In the operator form,

¢ + Ko = -2G.
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Since | + K is invertible, we can write

o(x, y) = =21 + K) ' Go(x, y). (3.4)

Using the asymptotic formula

1 k7] ey o 1
H((Jl)(k|x—y|)= We( 4)e"‘nyrO—3 as r=|y|— +m,

r2
we deduce the following lemma:

Lemma 3.1. The function Gg(X, y) has the asymptotic behavior

Go(x, ¥) = \/gei(kr%)Gg’(x, Do) r=lyloe @9

uniformly for all by y = (cos ¢, sin ¢) with Gg’(x, ¥) given by
G (x, §) = e T — g T,

Theorem 3.2 (Reciprocity relation). The function G(r)(x, y) has the
following asymptotic behavior

c(x, y) = \/gei(kr%)us(x, V) + oG) asr=|y|—+w, (3.6)

where u®(x, ¥) is the scattered wave corresponding to the incident plane
wave u'(x) = e,

Proof. From (3.4) and (3.5), we have

o, ¥) = 2\/%ei(kr_%)w(x, »+of1) @)

with y(x, ¥) = (1 + K)_1G8°(x, y) which is the solution of

w(x, §)+ Ky(x, §) = 2Gg’(x, ).
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It follows with (3.2) that

RG] J oty greste) +of 2).

Then

6(x, y) = f_' SQW+{Q

where u® is the solution of (2.2) corresponding to the boundary condition

g= e—ik~xy. O
4. Numerical Example

To proceed with the numerical solution, we parameterize the integral
equations (2.5). For —a <t <a and f e C?[-a, a], f(-a)= f(a)=0, we

can write
K@) = [kt 9w, v(s)=ols f5) @D

with the kernel
k(t, s) = F(kr.(t, s))D,(t, s) + F(kr_(t, s))D_(t, s), 4.2)

where

ot s) = V(t - )2 + (F(0) £ f(s)?

1)
D.(t,s)= f'(s)(t—s)+ f(t)+ f(s): F(r)= le(r)'

The kernel has a logarithmic singularity at t = s:

k(t, s) = ko(t, s)In2/t — s |+ ki(t, s),
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where

ko(t, s) = —%W D_(t, s) and Kki(t, s)

are continuous functions.

For the numerical solution of the integral equations (2.5), we use a
collocation method based on trigonometric interpolation that is made fully
discrete via appropriate quadrature approximations of the integral operators.
More precisely, we apply the Nystrém method developed by Kress in the
book (Kress [6, 2nd ed.]) based on the exact integration of the singularity.
The idea consists in substituting t =cost and s =cosc and using the
identity

In 4(cos t — cos 6)2 =1In 4sin2(r ; G) +1In 4sin2(T Z G)

to arrive at the integral

J.: In 4Sin2(r ; cy)\|l(cs)dcs

which is evaluated exactly for trigonometric function y(c) = cosme,
m e N. However, the regular part is evaluated by the trapezoidal quadrature.

We consider here a numerical example. Suppose T' is parameterized by
the function f defined by:

f(t) = 2exp[-6(t - 0, 8)2] —exp[-2(t - 0, 5)2], teR.
We can assume that f(t) vanishes outside the interval [-a, a] = [-3, 3]. We
discretize the interval [-a, a] with n = 60 points t; = acosj—nn, j=1n,
and [0, n] with p =60 points ¢; = % j =1 p. The wave number is

k = 2 and the angle of incidence is 6 = %n
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Figure 2 shows the solution of the integral equation (2.5) and the
modulus p(¢) =| R(u,(9))| (see formula (2.8)) known as the scattering

amplitude.

salution of IE 19 ug |
3 0 .
2 W ] |::0. 0
. I _ il
| " |

Figure 2. Left: Solution of integral equation (density), right: Amplitude of
the scattering (modulus of the far field).

Figure 3 shows the field u® near y according to formula (2.4).

Contour plot: R Yorp

7
40
=R L 4
30
5 4
4l SRl 4 20
VA =
10
0
-10
-20

Figure 3. Scattered field u® near the perturbation with k = 2 and 6; = %t
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5. Inverse Problem

The inverse scattering problem, we consider, is the following: given the
far field pattern u, (6, ¢) for all 0, ¢ € [0, =] determine the arc y. A sound-

soft crack in two dimensions is uniquely determined from the knowledge of
the far field pattern for all (0, ¢) € [0, 2] with fixed wave number k, see

(Cakoni and Colton [1]). Following the approach of Kirsch and Kress (Colton
and Kress [3]) through the use of the mixed reciprocity relation (3.6), we
establish the following uniqueness result.

Theorem 5.1. If the far field patterns ug)(e, ¢) and ug)(e, )
corresponding to y; and y,, respectively, coincide for all 0, ¢ € [0, x],
then Y1 =7Y2-

Proof. The proof will be done in three steps:

Step 1. Denote D = Q; N Q,. For an incident plane wave u™ (which

depends on 0), the scattered waves u; and u, associated to y; and yo,
respectively, coincide by Theorem 2.5.

Step 2. We now show that scattered waves u;(x, y) and u,(x, y) also
coincide for an incident wave of the form u'™(x, y) = Gy(x, y) with
y e D. In fact, uj(x, y)=Ggr)(x, y) is the perturbed Green function
corresponding to y; (see Section 3), then we conclude by combining Step 1
with the reciprocity relation (3.6).

Step 3. Let us now assume that y; # y,. We can find a point y* € v,

and & >0 such that B(y*, 8)N Q5 =@. For p>1 we consider the
sequence yp, = y* +%n(y*) which liesin D forall p > 1. Let ulp and u2p

be the solutions of the scattering problem (2.2) corresponding to y; and

Y2, respectively, with the data gP = —[Gy(, yp)]yj. From Step 2, uf(x) =
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uf (x) for x € D. When p — +o, we have
* 1
ulp(yp) = log(k| y™ =y, [) + O(B) ~ —logp — —0 as p — +om.

This is a contradiction with u(y,) =ul(y,) for all p>1. Indeed, the

sequence uf converges in HZ(B(y*, gD to u,(y®, ), since B(y", 8)N

1

Q) = < and the boundary data gzp converge in Hf(yz) (see Remark 2.2).

Hence y; = y» and the proof is completed. O

Concluding remark on the reconstruction of y. The solution to the
direct scattering problem with a fixed incident plane wave u' defines an
operator F : y — u,, that maps the arc y (via its parameterization f) onto the
far field pattern u,, of the scattered wave. In terms of this operator (which
acts between two Hilbert spaces), given a far field pattern u., the
reconstruction of y just consists in solving the nonlinear equation F(y) = u,,

for the unknown y. This equation is a nonlinear ill-posed problem
which can be solved by iteration methods such as regularized Newton
methods developed by Kress (Kress [5]), Levenberg-Marquardt or conjugate
gradient methods, see (Engl et al. [4]). This program will be continued in a
perspective.
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