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Résumé

Les propriétés de la convergence globale de la méthode du
gradient conjugué ont été étudiées par de nombreux chercheurs,
généralement le pas Vérifié certaines stratégies de recherche
linéaire, mais la recherche par linéaire devient souvent un fardeau
important pour les problemes a grande échelle car elle implique un
plus grand calcul des valeurs des fonctions et des gradients.

Dans cette these, hous démontrons la convergence de la méthode
de descente d'une famille du deux parameétres de méthodes du
gradient conjugué, en utilisant une nouvelle formule de pas
suggérée par Wu [59]. Les résultats numériques sont présentés
pour confirmer [lefficacité de la formule proposée et sa
comparaison avec un pas suggerés par Sun et ses colléegues
[7,55].

Mots clés: Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale,
Recheche linéaire inexacte, Regle d'Armijo, Regle de Wolfe, Taille
de pas, Direction de descente, Méthode de Hestenes-Stiefel,
Méthode de Fletcher-Reeves, Méthode de Polak-Ribiere-Polyak,
Méthode de la descente conjuguée, Méthode de Dai-Yuan.



Abstract

The global convergence properties of conjugate gradient method
have been studied by many researchers, it is usually required that
the step-size satisfy some line search strategies. But the line
search often becomes a significant burden for large-scale
problems for it involves more computation of functions values and
gradients.

In this thesis, we prove the convergence of the method of descent
of a family of two parameters of conjugate gradient methods, using
a new step-size formula that was suggested by Wu [59]. Numerical
results are presented to confirm the effectiveness of the proposed
step-size by comparing with the step-size suggested by Sun and
his colleagues [7, 55].

Key words: Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence,
Inexact line search, Armijo line search, Wolfe line search, Step-
size, Directions of descent, Two parameters, Hestenes-Stiefel
Method, Fletcher-Reeves Method, Polak-Ribiere-Polyak Method,
Conjugate descent Method, Dai-Yuan Method.
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Introduction

En optimisation différentiable, qui est une discipline d’analyse numérique
en mathématiques étudiant en particulier les algorithmes minimisant des
fonctions différentiables sur des ensembles, une direction de descente est une
direction le long de laquelle la fonction & minimiser a une dérivée direction-
nelle strictement négative. Ces directions sont utilisées par les méthodes a
directions de descente. C’est le long de ces directions qu’'un déplacement est
effectué afin de trouver l'itération suivant, en lequel la fonction & minimi-
ser prend une valeur inférieure a celle qu’elle a en l'itération courant. Des
directions de descente peuvent étre calculées par de nombreuses techniques.

On peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est sur-
tout utilisée pour les problemes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel, pour la
minimiser des fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non li-
néaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves
puis en 1969 par Polak, Ribiére et Ployak. Une autre variante a été étudiée
en 1987 par Fletcher. Une nouvelle variante a été proposée en 1991 par Liu
et Storey. Et enfin une derniére variante qui a été étudiée en 1999 par Dai et
Yuan.

Toutes ces méthodes générent une suite {2}, de la facon suivante :

L1 = T + akdk. (01)

Le pas a; € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle.
Les directions dj sont calculées de facon récurrente par les formules sui-

vantes : )
— —q1 sik=1
U= { —gr + Birdi—1 sik > 2 (0.2)

gr = Vf(zg) et 5, € R.

v



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Les différentes valeurs attribuées a (3, définissent les différentes formes
du gradient conjugué.
Si on note yx_1 = gr — gr_1, on obtient les variantes suivantes :

HS _ g;f(gk - gk—l)
g dgﬂ(ﬂk - 9k—1)7

gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel. (0.3)

2
rr gkl
k. 29

Hgk71H

T
PRP = o yk*g, gradient conjugué variante Polak-Ribiere-Polyak. (0.5)

gradient conjugué variante Fletcher- Reeves. (0.4)

1951l
lgx|I” : L o
kCD = W, gradient conjugué variante descente conjugué. (0.6)
T Up—19k-1
T
LS — %, gradient conjugué variante de Liu-Storey. (0.7)
_dk_1gk—1
lgx|I”
DY ﬁ, gradient conjugué variante de Dai-Yuan. (0.8)
k—1Jk—1

Les propriétés de la convergence globale de la méthode du gradient conju-
gué ont été étudiées par de nombreux chercheurs. Pour établir les résultats
de la convergence, il est généralement nécessaire que le pas «y est vérifié
certaines stratégies de recherche linéaire. Mais la recherche linéaire devient
souvent un fardeau important pour les problémes a grande échelle car elle
implique un plus grand calcul des valeurs des fonctions et des gradients, par
ailleurs Powell [49] a montré que la recherche linéaire exacte pourrait entrai-
ner une séquence non convergente dans le cas de méthode de PR et méthode
de HS. Récemment, un nouveau type de méthode de gradient conjugué est
développé par Sun et Zhang [55]. Dans leurs méthode, le pas est calculé par
une formule fixe au lieu de la recherche linéaire. La formule est donnée par

ap = —0ghdi/ ||di3, . (0.9)

ot |dillg, = VAFQrdr, , 8 € (0,Vmin/T), T est une constante de Lip-
schitz de f et {Q} est une matrices définies positives satisfaisant pour des
constantes positives Vmin €t Vmax

Vmind! d < dTQrd < Vmaxd' d, Vk, Yd € R™.
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Ils ont prouvé que la formule ci-dessus pour «;, peut assurer la convergence
globale pour la méthode de FR, la méthode de PR, la méthode de HS, la
méthode de DY et la méthode CD. Chen et Sun [8, 55|, ont montré qu’ une
famille de deux parameétres du gradient conjugué lequel «y, est calculé par la
formule (0.9) est globalement convergent. Sun et Zhang [55], ont suggéré que
Q) puisse étre mis a jour par une formule de quasi-Newton, comme BFGS et
DFP, mais cela peut cotiter plus de temps et de mémoire puisque le scalaire
d"Qd est utilisé pour calculer le pas a chaque itération.

Derniérement, Wu [59] a réussi & obtenir une formule de pas «; sans
matrice qui utilise & la fois la valeur de fonction disponible et I'information
de gradient. La méthode est basée sur les méthodes de quasi-Newton dans
[63] et [64]. Sous des hypothéses appropriées, cette formule est

ST
v = 09 i (0.10)

(a1 — gk)T dy + ’Yek’

ou
Or = 6(fx — 7k+1) + 3(gx + §k+1)Tdka
Fis Gy Frar €t Gryq désigner f(zy), VF(zr), f(or +di), et Vf (x5 + dy)

respectivement,
0 et v sont des paramétres satisfaisant

-0
0€(0, k/T),et y>0siT=kK, oury€ (0,%) siT> k.

Le but de cette thése c’est 'utlisation de la nouvelle formule de pas (0.10)
pour étudier la convergence globale d’une famille de deux parameétres :

Bﬁk,wk _ ng?Jk:—l
2 9
(1 — g, — wie) lgr—all” + ukdf_lyk_l — wkd;‘g_lgk—h

sous les conditions de la direction de descente d;, telle que
2
gedr = —cllgl”,
ou 0 <ec<1—py —wg, ety €[0,1et wg € 0,1 — pyl.
Cette thése comporte quatre chapitres.

Le premier chapitre est un rappel de notions préléminaires de base concer-
nant 'optimisation sans contraintes.

vi



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le second chapitre est une présentation générale des méthodes de descente
lesquelles font intervenir deux principaux éléments : la direction de descente
et le pas cherché de fagon optimal.

Dans le troisiéme chapitre, toute les classes de la méthode du gradient
conjugué sont citées ainsi que toutes leurs propriétés.

Le quatriéme chapitre est la partie principale de cette thése, elle comporte
un résultat original sur la convergence d’une famille de deux parameétres du
gradient conjugué avec une nouvelle formule du pas, plus des résultats de
calcul pour confirmer 'éfficacité de cette formule.

vil



Chapitre 1

Optimisation sans contraintes

Dans ce chapitre, on définit et on introduit les outils fonctionnels de base
nécessaires pour l'optimisation sans contraintes.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Produit scalaire et normes vectorielles.

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est
aly = szyz (1.1)
i=1

Dans le cas de vecteurs complexes, le produit scalaire hermitien est défini

par
i=n

(z,y) €C" x C" — 2Ty = Z.@-yi, (1.2)
i=1
ou le surlignage d’une grandeur indique qu’on en considére le conjugué.
Il est possible de définir plusieurs normes dans ’espace vectoriel R".
Une norme d’un espace vectoriel E est une application ||.|| de E dans
R*qui vérifie les propriétés suivantes :

Ve € E||z]|=0&2=0
VA € Ruzek | hxfl = Al [|l]
Vo,y € Ella+yll < [lef +lyll-

1



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Dans R*, les trois normes les plus courantes sont la norme infinie, la
norme 1 et la norme euclidienne.
norme infinie :

2]l = max |

normel : ‘
=N
llly = il
i=1

norme 2 ou norme euclidienne :

=n %

el = Va7 = (Zw?) ,

i=1

)T

ouzx = (xy, - ,x,
La norme euclidienne est donc définie par le produit scalaire 27y.

1.1.2 Normes matricielles

Définition 1.1.1 Soit ||.|| une norme quelconque sur R™, on appelle norme
matricielle subordonnée de la matrice carrée A d’ordre n
| Az||
|All = =  max Az (1.3)
2eR™ |zl|20 ||| z€R™,||z||=1

Proposition 1.1.1 a) Une norme matricielle subordonnée vérifie les pro-
priétés sutvantes :

Al = 0 A=0 pourtout A
|laAll = lof [JA|| pour tout A, € R
A+ B|| < ||A|l+||B|| pour tout A,B
IAB| < |[A|lIB|| pour tout A, B

b) Soit A une matrice carrée réelle, pour les normes vectorielles usuelles
on a les normes matricielles subordonnée.

n
4], = max Z |.aij| = mazimum sur les lignes
7j=1
n
|All;, = max Z la;;j| = mazimum sur les colonnes
1<j<n

i=1

IAll, = p(ATA) =|A7],,

2



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

ou p (ATA) est le rayon spectral de la matrice symétriqgue AT A

¢) Si O et P sont des matrices orthogonales (i.e.0OT = O~ et PT = P71),
alors OAP], = || Al

Si AAT = AT A (i.e. A est normale), alors ||All, = p (A)

1.1.3 Orthogonalité dans R”
Définition 1.1.2

rly e aty=0 (1.4)
Définition 1.1.3
(o) = 2 (15)
cos{z,y) = ——— )
zlly 1yl

Proposition 1.1.2 Théoréme de Pythagore :
2 2 2
vly & |z +ylly = 2l + vl (1.6)

Définition 1.1.4 Soit S un sous-espace vectoriel de R™. L’orthogonal de S
est S*+défini par :
St = {y:mi:O,V:U € S}

Proposition 1.1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz :
ny2
V(z,y) € R : [aTy| < [, lyll, (1.7)
[’égalité a lieu si et seulement si les vecteurs x ety sont liés

Définie positivité :
OMatrice définie positive :

A=A">0s 2"Ar > 0,Vz £ 0. (1.8)

Propriétés des matrices définies positives :

A = AT >,
ay . . . Qip
avec A = ) : . &
Gn1 Apn
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1)

MNi{A}>0,i=0,---,n
2)

det {Ax} >0,k=0,---,n

A21 Q22
3) A = LLT par factorisation de Cholesky avec L inversible et triangu-
laire.
OMatrices semi-définies positives :

tq:Al :CLH,AQZ |:CL11 412 :| ,...,An:A

A=AT>0e2"Az>0,Vz #0 (1.9)

1.1.4 Dérivée directionnelle

Définition 1.1.5 [13/
On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point x, notée
df(x,d), la limite(éventuellement +00) du rapport :

[z + hd) — f(z)
h

lorsque h tend vert 0.

Autrement dit :

5 5ond) — i L) 1 (2)

lim - =V f(z)d (1.10)

o Si||d|| = 1: la dérivée directionnelle est le d’accroissement de f dans
la direction d ou point x.

Remarque 1.1.1 & Le taux d’ accroissement est mazimal dans la di-
rection du gradient.
¢ Le gradient indique la direction de la plus grande pente.

1.2 Ensembles et fonctions convexes

Définition 1.2.1 (Ensemble convexe).
Soit L’ensemble C C R™. C' est convexe si et seulement si

V(z,y) € C2¥A€[0,1], Mz + (1 - Ny eC (1.11)
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k
Remarque 1.2.1 Soit x12,...,2, € Rt A\; > 0 et Z/\j = 1. Toute
j=1
k
expression de la forme Z Ajzj. S appelle combinaisan convexe des points
j=1
x; ou barycentre.

Définition 1.2.2 (Fonction conveze).
Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide.
Une fonction f:C — R est convexe si et seulement si

V(z,y) € C2VA€[0,1]: fOx+ (1 =N y) < Af(z)+ (1= N) f(y). (1.12)

On dit que f est une fonction concave si —f est convexe. On dira que f est
strictement convexe dans C si et seulement si

V(x,y) € C% x £y, YA€ [0,1]: fAz + (1 = N)y) < Af(z) + (1 — A){(y) |
1.13

Définition 1.2.3 (Fonction fortement ou uniformément convexe de
module v > 0).

Soit C' C R"un ensemble convexe non vide. Une fonction f : C' — R est
fortement ou uniformément convexe de module v > 0 si

FOa+(1=X)y) < M(@)+1-N ()= 5A1-N) |l =y, Ve.y € €% VA € [0,1]
(1.14)

Définition 1.2.4 (Fonction convexe différentiable).
Soit C CR" f:R" = R et T € int(C), f est dite différentiable au point
x, s’il existe un vecteur A € R"est une fonction o : R™ — R telle que

flx)=f@)+ AT (z - 2) + ||z — 2| (T, 2 — T), (1.15)

ot : (T, — ) — 0. On peut note le vecteur A comme suit :

r—x

A=Vf(@) = (agf),..., aéfg))r (1.16)
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Définition 1.2.5 (Fonction convexe deux foix différentiable).

Soit C' C R"non vide et f : R" — R, est dite deux foix différentiable
ou point T € int(C) s’il existe un vecteur V f(Z) et une matrice symétrique
H(Zx) d’ordre (n,n) appellée matrice hessienne, et une fonction o : R" — R
telle que

Vo e O f(z) = f(@)+V f(fg)T(x—f)%(x—sg)TH(f)(:c—a:\HH:c — 3 (@, 2—7),

ot : T,z — %) — 0.0n peut écrire :

T—T

CRIE) PFE) @)
011017 0x1079 0x10x,
*f) *fr) 0 P
H(&A?) _ 81’2.81’1 81’2.8]32 o 81:281:”
PiG) PrE) @)
LO0x,0x1 01,01 0x,0r,, .

1.2.1 Minima locaux et globaux

Soit f : R®™ — R. On appelle probléme de minimisation sans contraintes

le probléme suivant :
min {f (z) : z € R"} (1.17)

Définition 1.2.6 1) & € R" est un minimum local de (1.17) si et seulement
si il existe un voisinage V.(T) tel que

f(@) < flz): Vo € Ve(2) (1.18)

2) & € R" est un minimum local strict de (1.17) si et seulement si il existe
un voisinage V() tel que

f(@) < f(x): Ve e V(Z), v #2 (1.19)
3) & € R™ est un minimum global de (1.17) si et seulement si
f(@) < f(x): Ve e R" (1.20)

Remarque 1.2.2 Dans le cas d’une fonction objectif convexe, il n’y a pas de
distinction entre minimum local et global : tout minimum local est également
global, comme [’établit le theoréme suivant.

6



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Théoréme 1.2.1 Soit f : R" — R une fonction convexe définie sur l’en-
semble convexe X. Alors, tout minimum local de [ est également un mini-
mum global. St f est strictement convexe, alors il existe au plus un minimum
global de f.

1.2.2 Théorémes d’éxistence et d’unicité

Définition 1.2.7 Un ensemble C C R"™ est dit compact si, de toute suite
{zk}, ou xp € C,Vk, on peut extraire une sous -suite convergente.

Théoréme 1.2.2 Un ensemble C' C R" est compact si et seulement si il est
fermé et borné .

Théoréme 1.2.3 Si f : C C R" — R est continue et si de plus C' est
un ensemble compact, alors le probléme (1.17) admet une solution optimale
x € C, qui vérifie donc

f(@) < f(x),Vx e C.

Le second résultat est moins général car il considére le cas particulier
C=R":

Théoréme 1.2.4 Soit f : R" — R une fonction continue sur R™. Si

lim f(z) = oo,

llz[[—o0
alors (1.17) admet une solution optimale .

Preuve. Soit zy € R. Puisque lim f(z) = oo il existe M > 0 tel que

llz[|—o00

|lz|| > M = f(z) > f(=x), donc
S0 >0, f(x) < fla) = |lz] < M.

Puisque 7 est caractérisé par f(z) < f(z),Vz € R", on a donc forcément
IZ|| < M. Donc Z est solution du probléme

Hgllié% f(x),

et le théoréme précédent s’applique la boule {x € R™, ||z|| < M} étant
compact m
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Théoréme 1.2.5 Soit f: C' C R® — R strictement convexe sur C' conveze.
Le minimum de [ sur C, s’il existe, est unique.

Preuve. Soit donc = € C tel que f(Z) < f(z),Vo € C. Supposons qu'il
existe ¥ # 7 tel que f(y) < f(x),Vx € C. Formons pour A € |0, 1] le vecteur

p=Ay+(1—-N\z.
D’apres la stricte convexité de f est puisque nécessairement
) = f(@),
on a

fw) <M (@) + 1 =N [(E) = f@),

ce qui contredit le fait que Z soit un minimum. On a donc 7 = 7. m

1.3 Direction de descente

Définition 1.3.1 Soit f : R" — R, d un vecteur non nul de R™ est dit
une direction de descente, s’il existe un réel & > 0 tel que pour tout \ dans
Uintervalle ]0,0[, on a

flx 4+ Ad) < f(x)
Théoréme 1.3.1 Si f est différentiable au point x € R et d € R™ telle que
Vf(x)'d <o.
Alors d est une direction de descente en x

Remarque 1.3.1 d fait avec l'opposé du gradient —V f(x) un angle 0 stric-
tement plus petit que 90° :

f = arccos

~Vf(x).d m
ST < %3

L’ensemble des directions de descente de f en x, {d € R": V f(z)".d <0}

forme un demi-espace ouvert de R™.
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De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour faire dé-
croitre f, il suffit de faire un déplacement le long de d.

Théoréme 1.3.2 Soit f une fonction C' de R™ dans R. On suppose qu’il
existe a > 0 tel que

V(z;y) € R* x R*: (Vf(x) = Vf(y),z —y) = allz —y| (1.21)

Alors f est strictement convere et coercive, en particulier le probléme
(1.17) admet une solution unique.

Preuve. La condition (1.21) implique que V f est monotone et que f est
convexe. De plus on a la stricte convexité de f. Enfin f est coercive : en effet,
appliquons la formule de Taylor avec reste intégral

1 1

10) = f(@)+ [ G tly=a)at = 1)+ [ (Vo ey =),y

0 0

Donc
f() = F(2)+ (V@) y—)+ / Vf(rt ty—))— Vf(2),y— o). (1.22)

D’apres (1.21) on obtien
1

f@) > £(@) + (VE@),y —2) + / ta |z — y|]? dt.

0

Finalement
f) = fl@) = IVl lly — =l + % lz — ||

Fixons z = 0 par exemple, il est alors clair que f est coercive. Par consé-
quent, f admet un minimum unique z* sur R" caractérisé par V f(z*) = 0.
|
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1.4 Théorémes d’optimalité

1.4.1 Les conditions nécessaires

Théoréme 1.4.1 Soit f : R" — R telle que f est différentiable au point
T € R™. Soit d € R" telle que Vf(Z)'d < 0. Alors il existe § > 0 tel que
f(@ + ad) < f(Z) pour tout a € ]0,0[. La direction d s’appelle dans ce cas
direction de descente.

Preuve. [41]Comme f est différentiable en Z alors
f@+ad) = f(Z) +aV[(@)d+alld| AZ, ad),
o A(Z, ad) — 0 pour a — 0. Ceci implique :

[+ ad) - f(7)

= VF@)T.d+ ||d| AT, ad), a #0,

et comme V f(Z)T.d < 0 et A\(Z,ad) — 0 pour a — 0, il existe § > 0 tel
que
Vf(@)"d+ ||d|| M(Z, ad) < 0 pour tout a € ]0, 0],

et par conséquent on obtient :
f(x 4+ ad) < f(Z) pour tout a € ]0, ] (1.23)
[

Théoréme 1.4.2 Soit [ :R" — R différentiable en T, si T est un minimum
local alors Vf(x) = 0.

Preuve. Par contre, on suppose que V f(Z) # 0. Si on pose d = =V f(Z),
on obtient :

Vi@Td=— V@) <o, (1.24)

et par le théoréeme précédent, il existe 6 > 0 tel que :
f(x 4+ ad) < f(Z) pour tout a € ]0, 4],

mais ceci est contradictoire avec le fait que Z est un minimum local, d’ou

ViZ)=0 =

10
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Théoréme 1.4.3 Soit [ :R™ — R deux fois différentiable en T. Supposons
que T soit minimum local. Alors V f(Z) = 0 et H(Z) est semi définie positive.

Preuve. Le théoréme ci-dessus montre la premiére proposition, pour la
deuxiéme proposition on a :

FG+ad) = £(B) + V@) d+ %oﬂdTH@)d + a2 ||dP \(E, ad),

o A\(Z, ad) — 0 pour a — 0. Ceci implique :

[+ ad) - f(7)

a2

1
= 5dTH(f)d + ld|I> \(Z, ad), o # 0. (1.25)

Comme 7 est un minimum local alors f(Z+ ad) > f(Z) pour « suffisam-
ment petit, d’ol

1
§dTH(fE)d + ||d||*> M(Z, ad) > 0 pour « petit.

En passant & la limite quand o — 0, on obtient que d” H(Z)d > 0, d’ol
H(Z) est semi définie positive. m

1.4.2 Les conditions suffisantes

Théoréme 1.4.4 Soit f : R™ — R deuz fois différentiable en . Si V f(Z) =
0 et H(Z) est définie positive, alors T est minimum local strict.

Preuve. f est deux fois différentiable au point . Alors Vo € R", on obtient :

fl@) = f@)+ V(@) (2-7)+ %(x—f)TH(fi)(I—f) +lz = Z* Mz, 2 - 2),

ou A\(Z,x —Z) — 0 pour x — Z. Supposons que Z n’est pas un minimum
local strict. Donc il existe une suite {xy} convergente vers 7 telle que f(xy) <
F(2), z1 # 7, Yk

Posons dy, = (z, — )/ ||xx — || . Donc ||dx|| = 1 et on obtient a partir le
théoreme (1.4.2) :

For) = F@) L gayg + AG 2 — 7) < 0.k

e — 2" 2

11
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et comme ||dy|| = 1,Vk alors 3{d}},cn,cn telle que dy — d pour k — oo
et k € Ny On a bien sar [|d|| = 1.

Considérons donc {dj } . v, et le fait que A\(7, 2, — ) — 0 pour k — oo et
ke Ni.

Alors le théoréme (1.4.3) donne : d} H(Z)dy < 0, ce qui conterdit le fait
que H(T) est définie positive car ||d|| = 1 (donc d # 0). Donc T est un
minimum local strict. m

1.5 Les problémes de minimisation sans contraintes

et leurs algorithmes

L’étude de probléme : min {f (z) : z € R"} est importante pour des rai-
sons diverses. Beaucoup des problémes d’optimisation avec contraintes sont
transformés en des suites de problémes d’optimisation sans contraintes (mul-
tiplicateur de Lagrange, méthodes des penalités, ...). L’étude des problémes
d’optimisation sans contraintes trouve aussi des applications dans la résou-
lution des systeémes non linéaires. Les méthodes numériques de résolution
de divers problemes de minimisation sans contraintes ont pris ces dernieres
années un bel essor si bien que la bibliographie correspondante contient des
centaines d’ouvrages et d’articles. Cet intérét n’est nullement fortuit, il re-
flete le role de premier plan que les problémes d’optimisation jouent dans les
applications. La construction d’algorithmes consacrés a la recherche efficace
de minimum d’une fonction sans contraintes est un probléme complexe, car
il ne suffit pas d’élaborer un algorithme il faut montrer de plus qu’il emporte
sur ceux connus. On compare des algorithmes en se basant sur des plusieurs
critéres, par exemple, la précision du résultat, le nombre d’évalutions fonc-
tionnelles et celui d’évaluations du gradient, la vitesse de la convergence, le
temps de calcul, 'occupation de la mémoire nécessaire, ....

Meéme en se fixant des critéres de comparaison, on ne peut pas classer
les algorithmes ni en indiquant lequel est le meilleur ou le pire. Le fait est
qu’on obtient les estimations de I'un des critéres précédents pour des classes
des problémes, et un algorithme mauvais pour une vaste classe peut s’averer
efficace pour une autre, plus restreinte. L’utilisateur doit posseder tout un
arsenal d’algorithmes pour étre en mesure de faire face a chaque probléme
posé.

12
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1.5.1 Convergence des algorithmes

Définition 1.5.1 (L’algorithme en optimisation )

Un algorithme de résolution est un procédé qui permet, a partir de la
donnée du point initial xqo, d’engendrer la suite xq, x1, ..., Tk, ...

Un algorithme est parfaitement défini par la donnée de l'application A qui
a xy associe G w1 = A(xyg). Ceci permettra de confondre un algorithme et
Uapplication A qui lui est associée.

Définition 1.5.2 (Fonction multivoque)

Une application multivoque est une application A qui ¢ x € R" fait cor-
respondre un sous ensemble A(x) de R™.

Etant donné un point ;. : En appliquant les instructions d’un certain al-
gorithme, on obtient un nouveau point xp,,. Cette procédure peut étre décrite
par une application multivoque A applée application algorithmique.

Donc étant donné un point xq € R"™, Uapplication algorithmique génére
une suite Ty T1,...,00 Tpy1 € R"pour tout k.

Définition 1.5.3 (Convergence globale)

Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A, est
globalement convergent si, quelque soit le point de départ xo choisi, la suite
{zy} engendrée par xy1 € A(xy) (ou une sous suite) converge vers un point
satisfaisant les conditions nécessaires d’optimalité(ou solution optimale).

1.5.2 Les modes de convergence

Définition 1.5.4 Soit {x}},.y une suite dans R™ convergente vers x,.
¢5Si

lim sup |Thr1 — 2]

=a <1
k=00 |21 — .||

On dit que {xy}, oy converge vers x, linéairement avec le taux a.
¢ 5Si
2641 — 24|

— 0 quand k — oc.
[z — .|

On dit que la convergence est superlinéaire.
Plus précisément si 3y > 1 tel que :

k1 = 24|

lim sup 7 < +00.

13
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On dit que la convergence est superlinéaire d’ordre .
En particulier si

s I = 2
im sup ————-

5 < —+00.
koo o — .|

On dit que la convergence est quadratique(superlinéaire d’ordre 2).

14



Chapitre 2

Méthodes a directions de
descente

Ce chapitre introduit une classe importante d’algorithmes de résolution
des problémes d’optimisation sans contraintes. Le concept central est celui de
direction de descente. On le retrouvera dans des contextes variés, également
pour résoudre des problémes avec contraintes. Tous les algorithmes d’optimi-
sation n’entrent pas dans ce cadre. Aprés avoir décrit comment fonctionne un
algorithme a directions de descente, nous donnons quelques exemples d’algo-
rithmes de ce type .

2.1 Stratégies de recherche d’un pas de des-
cente

Considérons le probléeme d’optimisation sans contraintes P.

(P): minf (x),

zeR”
ou f:R" — R.
Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivant les schémas généraux
suivants.
Tkl = Ty, + /\kdk7 (21)
ol A\, est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel sui-
vant :

15
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rggf (2 + Ady),
c’est -a- dire que A\ vérifie

Tk, di sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable
réelle définie comme suit :

A= @A) = f(zr+ Ady) .

Il faut noter que dans les problémes d’optimisation sans contraintes on a
besoin de résoudre a chaque itération x;, un probléme d’optimisation dans
R.

Objectifs a atteindre

Il s’agit de réaliser deux objectifs :

Le premier objectif, faire décroitre f suffusamment, et pour cela on
cherche a vérifier I'inégalité :

f(xr + Medi) < f(xg) + “un terme négatif”. (2.2)

Le terme négatif joue un role-clé dans la convergence de I’algorithme.

Le second objectif, on choisi le pas A\, > 0 d’étre trop petit, pour
assurer la convergence d’algorithme au point stationnaire.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2.2) est
en général satisfaite par des pas A\, > 0 arbitrairement petit. Or ceci peut
entrainer une “fausse convergence”, c’est-a- dire la convergence des itérés
vers un point non stationnaire, comme le montre 1’observation suivante.

Si on prend

9
0< A< —0
=2k dy

la suite {z;} générée par (2.2) est de Cauchy, puisque pour 1 <[/ < k on a

k-1 1
; Aid; || < ; 5 0,

16
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lorsque [ — oc.

Donc {z} converge, disons vers un point Z. En prenant [ =1 et k — oo
dans I'estimation ci-dessus, on voit que & € B(x1, €) et donc Z ne saurait étre
solution s'il n’y a pas de solution dans B(x1,¢). On a donc arbitrairement
forcer la convergence de {x;} en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f a la droite
{zr + Adg, : A € R} comme la fonction

0 Ry =Ry A— p(\) = f(ay + Mdy).

Schéma des recherches linéaires inexactes

On considére la situation qui est typique pour 'application de la tech-
nique de recherche linéaire a 'intérieur de la méthode principale multidimen-
sionnelle. Sur une itération k£ de la derniére méthode nous avons l'itération
courante r; € R"™ et la direction de recherche d, € R™ qui est direction de
descente pour notre objectif : f : R” - R

va(xk)dk < 0.

Le but est de réduire “de fagon importante”la valeur de I’objectif par un
pas Ty — Tpi1 = T+ Apdy de xp dans la direction dj. Pour cela de nombreux
mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...)
ont élaboré plusieurs régles.

Elles reviennent a déterminer, par tatonnement un intervalle [a ,b] , ou
A" € [a ,b], dans lequel :

flog 4+ Aedi) < flan).

Le schéma de 'algorithme est donc :
Algorithme (Schéma général des recherches linéaires inexactes)
Etape 0 : (initialisation)
a1 = by = 0, choisir \; > 0, poser k =1 et aller a I’étape 1 :
Etape 1 :
Si \i est satisfaisant (suivant un certain critére) : STOP(A* = Ay).
Si A\g est trop petit (suivant un certain critére) : nouvel intervalle : [ag11 = Ag, bp1 = 0],
et aller a ’étape 2.
Si A, est trop grand (suivant un certain critére) : nouvel intervalle :
lakt1 = a, by = M),

17
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et aller & ’étape 2.

Etape 2 :

Si by 1 = 0 déterminer Ay, 1 € Jagy1, +00].

Si apy1 # 0 déterminer \gi 1 € |agi1, bry1l,

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

11 nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) est trop petit ou trop
grand ou satisfaisant.

2.1.1 Les techniques utilisées

Définition 2.1.1 On dit que [a,b] est un intervalle de sécurité s’il permet
de classer les valeurs de A de la fagon suivante :

¢ 5i )\ <a alors \ est considéré trop petit.

¢ Sia < \<b alors \ est satisfaisant.

¢ Si )\ > b alors )\ est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numérique sur ¢ les trois conditions
précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer a
et b.

Algorithme de base

Etape 0 : (initialisation)

a =b =0, choisir \; > 0, poser k£ = 1 et aller a I’étape 1;
Etape 1 :
Si A\ convient, poser \* = )\, et on s’arréte.
Si A, est trop petit on prend agy 1 = Mg, bgi1 = b,
et on va a I’étape 2.
Si A\ est trop grand on prend by 1 = Ag, axy1 = a,
et on va a ’étape 2.

Etape 2 :
Si b1 = 0 déterminer \gy 1 €]agyq, +00[.
Si by 1 # 0 déterminer Ay 1 €]agi1, brsi,
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur ¢ qui vont nous
permettre de caractériser les valeurs de A convenables, ainsi que les techniques
utilisées pour réduire l'intervalle.

18
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La régle d’Armijo

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une
portion wy € ]0, 1] de ce que ferait le modele linéaire de f en xy. Cela conduit
a l'inégalité suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de
décroissance linéaire :

Elle est de la forme (2.1), car w; devra étre choisi dans ]0, 1.

A — flog) + i AV f(ay)dy. (2.4)

Regle d’Armijo

¢ Sip(A) < 9(0) +wi¢'(0)A, alors A convient.

¢ Sip(A) > ¢(0) +wi¢'(0)A, alors A est trop grand.
On peut noter que 'on a

e(A) = flap+ Adi)

e(0) = flzw),

p!(0) = VT [f(zr)dy.
Algorithme (Reégle d’Armijo)

Etape 0 : (initialisation)
a; = by = 0, choisir A\; > 0, wy € 0, 1] poser k = 1 et aller a 'étape

1.
Etape 1 :
Sl 900\1@) < (0) + wig (0)Ag : STOP (A" = \p).
©(Ax) > (0 )—I—wlgo/( )\ , alors
ka =0b, apr1 = Mg et aller a I'étape 2.
Etape 2 :

Si bgy1 = 0 déterminer \gyq €] a1, +00 [.
Si bgy1 # 0 déterminer A\gy 1 €] ars1 ,bpial,
remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

Remarque 2.1.1 1) En pratique, la constante w, est prise trés petite, de
maniére a satisfaire (2.3) le plus facilement possible. Typiquement, wy =
10~*. Notons que cette constante ne doit pas étre adaptée auxr données du
probléme et donc que [’on ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.
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2) Dans certains algorithmes, il est important de prendre wi < 5 pour

que le pas \ soit accepté lorsque x est proche d’une solution.

Dans le théoréme suivant on va assurer I'existence du pas d’Armijo en
posant quelques conditions sur la fonction ¢

Théoréme 2.1.1 Si ¢ : Ry — R, définie par o(\) = f(zr + Adg) est
continue et bornée inférieurement, si d; est une direction de descente en
zr (¢'(N) < 0) et si wy €]0,1], alors l’ensemble des pas vérifiant la régle
d’Armijo est mon vide.

Preuve. [39] on a
p(A) = [z + Adi)

W(X) = f(zr) + w0rIAVT f(2p)dy.
Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢ est :

p(A) = [k + Ady) = fxx) + AV fzp)di + A6 (N) oa €(X) — 0, — 0,
et comme w; €]0,1[ et ¢'(0) = VT f(24)dy < 0 on déduit :
f(xr) + AV f(ap)di < f(ar) + i AVT f(2g)dy pour A > 0.
On voit que pour A > 0 assez petit on a :
p(A) <P(A).

De ce qui précede et du fait que ¢ est bornée inférieurement, et (\) —
—00, A — 400, on déduit que la fonction ¥(A) — p(A) a la propriété :

P(A) —@(A) >0 pour \ assez petit,
P(A) —@(A) <0 pour \ assez grand,

donc s’annule au moins une fois pour A > 0. )
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

o(N) = ¥(\) et o(N) < P(N) pour 0< A< A

Ce qui achéve la preuve. m

20



CHAPITRE 2. METHODES A DIRECTIONS DE DESCENTE

La régle de Goldstein

La regle de Goldstein remédie a cet inconvénient (le pas Ay, doit étre trop
petit ).

Dans celle-ci, en ajoutant une deuxiéme inégalité & la régle d’Armijo on
obtient la regle de Goldstein.

f(l’k> + wlkvaf(ﬂfk)dk > f (xk + )\kdk) > f(ﬂ?k) + WQ)\vaf($k)dk, (25)

ol wj et wy sont deux constantes vérifiant 0 < wy; < wy < 1, cette inégalité
qui empéche le pas d’étre trop petit.

Reégle de Goldstein

¢ Si o(A) < ¢(0) + wa'(0)A, alors A est trop petit.

¢ Si o(A) > ¢(0) + wi¢'(0)A, alors A est trop grand.

¢ Sip(0) + wi'(0)A > @A) > p(0) + wa’(0) A, alors A convient.

On peut noter que l'on a

e(A) = flop + M)
0(0) = f(zp).

Algorithme (Reégle de Goldstein & Price)
Etape O :
a; = by = 0, choisir \; > 0, wy € |0,1[, wy € Jwy, 1[, poser k =1 et
aller a I’étape 1.
Etape 1 :
Si 0(0) + wae (DA < p(M) < @(0) + w1 (A : STOP(A" = ).
Si (M) > ©(0) + wi (0) Ak, alors
b1 = Mg, axr1 = ag, et aller & I'étape 2.
Si (M) < ©(0) + wap(0) Ay, alors
bri1 = bg, a1 = Mg, et aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Si bry1 = 0 déterminer \gy 1 €]bgy1, +00|
Si b1 # 0 déterminer \giq €]agi1, bria|.

Théoréme 2.1.2 Si ¢ : Ry — R, définie par o(A\) = f(xr + Adg) est
continue et bornée inférieurement, si d; est une direction de descente en x
et si wy €]0,1[, we €|w1, 1], alors ’ensemble des pas vérifiant la régle de
Goldstein € Price est non vide.
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Preuve. on a

e(A) = flzr+ Mdy)
Vo, (A) = flar) + wiAVT f(a)di
U, (N = flar) + w2 AV f(2)di

Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢ est :
p(A) = for + Ady) = f(xx) + AV fz)di + A (N) oa €(A) — 0, — 0,
et comme w; €]0,1[ et ¢'(0) = VT f(24)dy < 0 on déduit :
F(x) AV f(op)dy, < f(2p) 4w dVT f(zr)de < f(1)+wi AV f(21)di pour A > 0.
On voit que pour \ > 0 assez petit on a :
P(A) <, (A) <o, ().

De ce qui précede et du fait que ¢ est bornée inférieurement, et ¥, (\) —
—00, A — 400, on déduit que la fonction v, (\) — ¢()) a la propriété :

Y, (A) = (X)) > 0 pour X assez petit,
Y, (A) — (X)) < 0 pour X assez grand,

donc s’annule au moins une fois pour A > 0. B
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

e(A) =1, (N) et p(N) <, (A) pour 0 <X <A
De la meme maniére, il existe A\ > 0 tel que :
gp(j\) = ¢w2(5\) et p(A) <9, (A) pour 0 <A< 5\,
et comme 1, (\) < 1, (A) pour A > 0, forcément A < Xet A = X satisfait

(2.5)

v, (;\) = ( ) < wwl( ), n’est autre que
flae) + WAV f flaR)di = f (x4 Adi) < f(xr) + @AV f(2r)ds

Ce qu’il fallait démontrer m
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La régle de Wolfe

La regle de Wolfe fait appel au calcul de ¢/()), elle est donc en théorie
plus cotiteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses ap-
plications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible cotit additionnel
en comparaison du cotit d’évaluation de f(x), c’est pourquoi cette régle est
tres utilisée.

Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur A > 0 :

Reégle de wolfe faible :

Vf(xr + Mp)"di > woV f(a1)" . dy, (W2) (2.7)

avec 0 <wi; <wsy < 1.
Reégle de Wolfe faible
¢ Si o(\) < o(0) + wip(0)A et I(X) > wap!(0), alors A convient.
¢ Si o(N) > ¢(0) + wipr(0)A, alors A est trop grand.
¢ Si @/(N) < wepr(0), alors A est trop petit.
Algorithme (Régle de Wolfe)
Etape 0 : (initialisation)
a; = by = 0, choisir \; > 0, wy € ]0,1[,wq € |wy,1[, poser k =1 et
aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Si (M) < ©(0) + w1’ (0) A et ' (N) > wag'(0) : STOP(N" = Ap).
Si (M) > ©(0) + w1¢'(0) g, alors
biki1 = Mg, axs1 = ag, et aller a 'étape 2.
Si¢'(N) < way'(0), alors
bi+1 = by, a1 = A, et aller a I'étape 2.
Etape 2 :
Si b1 = 0 déterminer \gy 1 €]agyq, +00[.
Si by 1 # 0 déterminer A1 €lagi1, braa|-

Reégle de Wolfe Forte : On obtient des contraintes plus fortes si 'on

remplace (12) par
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|V f (g + M) di| < —woV f(ap)dp,  (W3). (2.8)

Les (W1) et (W3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (113)
entraine que wyy'(0) < ¢'(A) < —wa¢'(0) c-a-d.¢'(A) n’est pas“trop” posi-
tif.

Remarque 2.1.2 On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent
les conditions de Wolfe faibles, en éffet :

IV f(ap + Medi)dr| < —waV7 fak)dy
= a}gva(ZEk)dk < VTf(CL’]C —+ )\kdk)dk < —WQVTf([Ek)dk

La régle de Wolfe relaxée : Proposée par Dai et Yuan [1996], cette regle
consiste & choisir le pas satisfaisant aux conditions :

flzr+ M) < fan) oAV f(z)de,  (W4) (2.9)
oV flap)de < V7T f(ag + Mdp)dp < —wo VT f(2)di, (W5)(2.10)

ol 0 <w; <wy<letw’s>D0.

Remarque 2.1.3 1) On voit bien que les conditions de Wolfe relaxées im-
pliquent les conditions de Wolfe fortes. Effectivement (W4) est équivalente a
(W1), tandis que pour le cas particulier Wy = wW”9 = wa, (W5) est équivalente

a (W3). En effet :

VT flap)dy < V7 f(ap 4+ Medp)dy < —w” oV fay)dy
= CUQVTf(l‘k)dk S VTf(iL‘k + )\kdk)dk S —wgva($k)dk
= |V f(@ + Medi)di| < —waV f2p)de.  (W3)

2) Les conditions de Wolfe relazées impliquent les conditions de Wolfe
faibles. Effectivement (W4) est équivalente o (W1), tandis que pour le cas
particulier Wy = wy et w”9 = +00, (W5) est équivalente a (W2). En effet :

w'QVTf(xk)dk S VTf<l‘k + )\kdk)dk S —w”gva(l‘k)dk
= wgva(SL’k)dk S VTf(ZL‘k + /\kdk)dk (W2)
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Dans le théoréme suivant on va assurer ’existence du pas de Wolfe en
posant quelques conditions sur la fonction ¢ :

Théoréme 2.1.3 Si ¢ : R, — R, définie par o(\) = f(xp + A\d) est déri-
vable et bornée inférieurement, si d; est une direction de descente en xj et

si wy €)0,1], we €Jwy, 1], alors l'ensemble des pas vérifiant la régle de Wolfe
(faible) est non vide.

Preuve. on a

p(A) = flzp + Ady)
wuu ()‘) = f(xk) + Wl)\va(.Tk)dk

Le développement de Taylor-Yong en A = 0 de ¢ est :
P(N) = F(ax+ Adi) = f(ax) + AV F(@p)di + A () ot €(A) = 0, — 0,
et comme w; €]0, 1] et ¢'(0) = V7’ f(a4)dy < 0 on déduit :
fxr) + AV f(ap)dy, < fzr) + wi AV f(2)dy, pour A > 0.
On voit que pour A > 0 assez petit on a :
(V) < (V).

De ce qui procede et du fait que ¢ est bornée inférieurement, et 1, (A) —
—00, A — +00,0n déduit que la fonction v, (A) — ¢()) a la propriété :

¥, (A) —(X) > 0 pour X assez petit,
Y, (A) — (X)) < 0 pour X assez grand,

donc s’annule au moins une fois pour A > 0. B
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe A > 0 tel que

e(N) =1, (A) et p(A) <9, (N) pour 0< <A (2.11)

La formule des accroissements finis fournit alors un nombre ;\, 0< A<\
tel que

e\ —p(0) = A () = AV (g + Ady)dy
= WAV f(zp)dp = AVT f(ap + M) dy
= VTf(l'k + S\dk)dk = wlva(xk)dk > wgva(.Z'k;>dk,
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car 0 <w; <wp < 1et VT f(z)dy < 0.

~ Donc A satisfait (2.10). D’autre part, A = \ satisfait (2.9), en effet,
A satisfait (2.11)

o(\) < ¥, (A), n'est autre que
fxr 4+ Mdy) < f(ag) + i AV f(24)dy.

Ce qu’il fallait démontrer m

2.2 Description des méthodes a directions de
descente

Les méthodes & directions de descentes utilisent I'idée suivante pour mi-
nimiser une fonction [7]. Elles construisent la suite des itérés {zy }r>1, appro-
chant une solution z, de (1.17) par la récurrence :

Tky1 = T + agpdy, pour k > 1.

Ou ay, est appelé le pas et dj la direction de descente de f en x.

Pour définir une méthode a directions de descente il faut donc spécifier
deux choses :

¢ dire comment la direction dj, est calculée ; la maniére de procéder donne
le nom a 'algorithme ;

¢ dire comment on détermine le pas a4 ; c’est ce que l'on appelle : la
recherche linéaire.

Décrivons cette classe d’algorithmes de maniére précise.

Algorithme (méthode a directions de descente- une itération)

Etape 0 : (initialisation)

On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose =, € R"

Etape 1 :

Test d’arrét : si ||V f(zg)]] =~ 0, arrét de I’algorithme;

Etape 2 :

Choix d’une direction de descente d;, € R";

Etape 3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas «; > 0 le long de d; de maniére a
"faire décroitre f suffisamment" ;

Etape 4 :
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Si la recherche linéaire réussit : z,.1 = xp + agdy ; remplacer k par k + 1
et aller a ’étape 1.
Exemples de méthodes a directions de descente

Supposons que dj, soit une direction de descente au point x,. Ceci nous
permet de considérer le point x. 1, successeur de x de la maniére suivante :

Tht1 = Tk + Oékdk;, Qg G]O, +(5[

Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f(@rs1) = [ + ardy) < f(z).

Un bon choix de d; et de «; permet ainsi de construire une multitude
d’algorithmes d’optimisation

Exemples de choix de directions de descente

par exemple si on choisit dy = —V f(x,) et si Vf(zx) # 0, on obtient la
méthode du gradient.

Bien sur d = —V f () est une direction de descente puisque V f (z)7.d}, =
—V @)V f () = = |V f(@k)]* < 0.

La méthode de Newton correspond a dj, = —(H () "1V f(x},), dy direc-
tion de descente si la matrice hessienne H (zy) est définie positive.

Exemples de choix de pas ajx

On choisit en général «, de fagon optimale, c’est a dire que oy, doit vérifier

flzr + apdy) < f(zg + ady) : Ya € [0, +00].

En d’autres termes on est ramené a étudier & chaque itération un pro-
bléme de minimisation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche
linéaire.

2.3 Convergence des algorithmes a directions
de descente

2.3.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte a la convergence des algorithmes & directions de descente. Ce n’est
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qu’une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut a elle seule assu-
rer la convergence des itérés. On comprend bien que le choix de la direction
de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de Zou-
tendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.
On dit qu’une regle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk
s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice k£ > 1 on ait

f(@ri1) < flax) = ClIV f ()| cos® s, (2.12)
ou 0y est 'angle que fait dj, avec —V f(xy), défini par

V" f(wp)dk
IV f (i) || |||

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

cosb, =

Proposition 2.3.1 [31] Si la suite {xy} générée par un algorithme d’opti-
misation vérifie la condition de Zoutendijk (2.12) et si la suite {f(xy)} est
minorée, alors

Z IV £(z1)||? cos? 0 < oo. (2.13)

k>1
Preuve. En sommant les inégalités (2.12), on a
l 1
D IV F @)l cos® ) < c (@) = fla)).
k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C’ telle que
pour tout k, f(zg) > C'. =

Il ya des propositions précisent les circonstances dans les quelles la condi-
tion de Zoutendijk (2.12) est vérifie avec les régles de la recherche linéaire
inexacte (Armijo, Wolfe).

2.3.2 Recherche linéaire d’Armijo

Proposition 2.3.2 [31] Soit f:R" — R une fonction continuement diffé-

rentiable dans un voisinage de I' = {x € R": f(x) < f(x1)}.
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On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une
suite {xy} en utilisant la recherche linéaire d’Armijo (2.3) avec oy > 0. Alors
il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des conditions

f(zrg) < flar) — OV fzp)dy,
ou
f(@rp1) < f(xp) = C ||V f(zp)||” cos®6y,
est vérifiée.

Preuve. Si le pas oy = ay est accepté, on a (2.12), car oy est uniformément

positif. Dans le cas contraire, (2.3) n’est pas vérifiée avec un pas o), < % |

cest-a-dire f(zy + afdy) > f(zx) + pai, V7 f(z1)d),. Comme f est continue-
ment différentiable, on a pour tout aj > 0 :

1
f(iL‘k + Oékdk) = f((l?k) -+ Ckvaf(.iEk)dk + /[Vf(l’k + takdk) — Vf(ﬂ?k)]TOékdkdt
0

= flon +ady) < f(z) + VT fag)dy + Cal ||di?,

ou C > 0 est une constante. Avec I'inégalité précédente, et le fait que, on
obtient :

{ flay + ahdy) — f(zx) > paf, VT f(1)dy i
= ,OOé;CVTfCL’k)dk S avaf(l’k)dk + OO&% ||dk||2
= —Caj ||dil|* < (1= p)ai, V" f(wx)dy,

or
,0<1:>0<1—,0<1=>ﬁ>1,
d’ou
D = A
p
V7| = 97l el costy < —— o, el

ce qui permet de minorer o ||dx| et donc aussi oy ||dg|| par une constante
fois [V f (i) | |l -
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Cette minoration et 'expression suivante de (2.3)

[y + ardy) < fzr) = pou |V f () || | di || cosOr,
conduit & (2.12). m

2.3.3 Recherche linéaire de Wolfe

Proposition 2.3.3 Soit f : R" — R une fonction continuement différen-
tiable dans un voisinage de T'={x € R" : f(x) < f(x1)}.

On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une
suite {xy} en wutilisant la recherche linéaire de Wolfe (W1) — (W2). Alors
il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition de
Zoutendijk (2.12) est vérifiée.

Preuve. Noton g, = Vf(xy) et grr1 = Vf(zr + A\edi).
D’apres (W2)
Giordr > wagp di
= (w2 — 1) g} di < (ges1 — g0)" di,

et du fait que f est continuement différentiable :

(g1 —g8)" dr < Lllzpey — x| | dal]

L A [|d | | il

(wp — 1) ggdk
Lo ldil*

= A 2>

en utilisant (W1), on aura :

f(xx) + widegl di

(1 - W2) ggdk T
< flzg) —wr gy, di,
L |dg)?

(1 — WQ)
L

[ (@ + Aedi)

IN

cos? 0, ||gk||2.

= flzx) —wi

On en déduit (2.12). =
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2.4 Direction du gradient

La direction du gradient d est, en réalité, 'opposé du gradient :
d=-Vf(x).

Il s’agit bien d’une direction de descente si f'(x) # 0, puisqu’alors
F@)T(=Vf(@) =~ Vf@)* <0

2.4.1 Principe des méthodes du gradient

On cherche & déterminer la direction de descente qui fait décroitre

¢ (@) = f(a+ad).

Le plus vite possible (au moins localement). Pour cela on va essayer de mi-
nimiser la dérivée de ¢(«) en 0. On a

¢(0) = Vf(x)'d,

et on cherche d solution du probléme

min ¢'(0).

deRr™, ||d||=1

La solution est bien str
g—_ Y@
IV f(2)
En vertu de I'inégalité de Schwartz.
Il y a ensuite de nombreuses fagons d’utiliser cette direction de descente.
On peut par exemple utiliser un pas fixé a priori A\, = a > 0 ; Vk. On obtient

alors la méthode du gradient simple :

{ de = —V/(@) (2.14)

Thi1 = T + Adk.

Sous certaines hypothéses de régularité (f deux fois différentiable) cette mé-
thode converge si A est choisi assez petit. Ou bien consiste a faire les itérations

suivantes p f( )
k — —Vf(x )

2.15

{ Thy1 = Tp + Apdy. (2.15)
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Ou A\, est choisi de maniére & ce que
f(:Uk + )\kdk) < f(:l]k + /\dk) , VA>0. (2.16)

On obtient alors la méthode du gradient a pas optimal, cette méthode posséde
une propriété interessante :

Proposition 2.4.1 Soit f : R® — R une fonction différentiable. Les direc-
tions de descente dy, générées par la méthode (2.15) et (2.16) vérifient

di1di = 0. (2.17)
Preuve. Si on introduit la fonction
¢ (N) = fog + Ady),

on a
¢ (A\) = VT f (), + M) di,

et puisque ¢ est dérivable on a nécessairement
¢ (N =0,
donc

VT f(2r + Mdi)dy = VT f(2ps1)dy = —dZ, ydy, = 0.

2.5 Direction du gradient conjugué

L’algorithme du gradient conjugué construit sa direction de descente en
x en ajoutant & l'opposé du gradient, la direction dj_; multipliée par un
scalaire g € R :
dk = —Vf(l') + Bkdkfl.

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les pro-
blémes d’optimisation non linéaires sans contraintes spécialement les pro-
blémes de grandes tailles. On I'utilise aussi pour résoudre les grands systémes
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linéaires. Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que
les gradients successifs sont orthogonaux entre eux et aux directions précé-
dentes. L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente
permettant de résoudre le probléme

min{f(x) : x € R"}.

Ou f est réguliere (continiment différentiable)

2.5.1 Le principe général d’une méthode a directions
conjuguées

Définition 2.5.1 Soit A une matrice symétrique n X n, définie positive. On
dit que deux vecteurs x ety de R" sont A-conjugués (ou conjugués par rapport
a A) s’ils vérifient 27 Ay = 0.

Description de la méthode

Soit {dy,ds,...,d,} une famille de vecteurs A—conjugués. On appelle
alors méthode de directions conjuguées toute méthode itérative appliquée
a une fonction quadratique strictement convexe de n variables : ¢(x) =
%xTA:U + 0Tz + ¢, avec x € R" et A € M,, est symétrique et définie posi-
tive, b € R" et ¢ € R conduisent a I'optimum en n étapes au plus. Et cette
méthode de la forme :

zo donné, (2.18)
Tpy1 = Tk + Aedg,
ou A\, est optimal et dg, dq,...,d, possédant la propriété d’étre mutuel-

lement conjuguées par rapport a la fonction quadratique. Si 'on note g =
Vq(xy), la méthode se construit comme suit :

Calcul de )\,

Comme )\, minimise ¢ dans la direction dj, on a, Vk :

d(M) = dgVa(zes) =0
diVq(zpe1) = d} (Azpy +0)=0.

Soit
d;{A(Ik + /\kdk) + d;{b == O,
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d’ou l'on tire :
B —df(Axk +b)

Ak T Ady (2.19)
Construire les directions A-conjuguées
Les directions A-conjuguées dg, dy, ..., d, peuvent étre générées & partir
d’'un ensemble de vecteurs linéairement indépendants &, ..., ¢, en utilisant
la procédure dite de Gram-Schmidt, de telle sorte que pour tout ¢ entre 0 et
k, le sous-espace généré par dy,...,d; soit égale au sous-espace généré par
gy -+ &, Alors d; i jest construite comme suit :

dit1 = &1 + Z@(iﬂ)mdm
m=0

2.5.2 La méthode du gradient conjugué dans le cas
quadratique

La méthode du gradient conjugué est obtenue en appliquant la procédure
de Gram-Schmidt aux gradients Vq(zy), ..., Vq(zk_1), c’est-a-dire en posant
& = —Vq(xg),...,&,-1 = —Vq(x,—_1). En outre, nous avons que

Vg(z) = Az+b,
et Vig(r) = A

Notons que la méthode se termine si Vq(zy) = 0. La particularité inté-
ressante de la méthode du gradient conjugué est que le membre de droite
de I’équation donnant la valeur de dj; dans la procédure de Gram-Schmidt
peut étre grandement simplifié. Notons que la méthode du gradient conjugué
est inspirée de celle du gradient (plus profonde pente).

Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour les fonc-
tions quadratiques (cas linéaire)

On suppose ici que la fonction & minimiser est quadratique sous la forme :

1
q(z) = §$TA1’ + bz + e

Si Pon note g = Vq(xy), Ialgorithme prend la forme suivante. Cet algo-
rithme consiste & générer une suite d’itérés {x} sous la forme :
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L’idée de la méthode est :

1-construire itérativement des directions dy, . . ., d, mutuellement
conjuguées

A chaque étape k la direction dj, est obtenue comme combinaison linéaire
du gradient en xj;, et de la direction précédente dj_; c’est-a-dire

A1 = =V q (Th+1) + B dr, (2.21)

les coeffcients 3, étant choisis de telle maniére que dj soit conjuguée
avec toutes les directions précédentes. Autrement dit :

d£+1Adk - 07
on en déduit :
dZHAdk = 0= (—Vq (Tp41) + Bk+1dk>TAdk =0
= —V7'q(@ps1) Ady, + By dy Ady, = 0

V' q (1) Ade g1 Ady

= . 2.22
T Ad, T Ad, (222)

= Bri =

2-déterminer le pas )\; :
En particulier, une fagon de choisir A\, peut étre de résoudre le probléme
d’optimisation (& une seule variable)

on en déduit : o
—0j gk
g = —~22, 2.24

Théoréme 2.5.1 Vzy € R, la suite {x}}, définie par l'algorithme des di-
rections conjuguées (définie par (2.20) et (2.24)), converge en au maximum
n pas vers T*.

Preuve. [36] Sachant que dy, ..., d,_; engendrent R", définissons

Al A(x* — o)
kT T AT Ad,

tq T* — To — Uodo + Uldl + ...+ O'nfldnfl.
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Selon I'algorithme (2.20), nous avons que x = To+ Aodo + A1dy + ... +
A—1dp_1.

En multipliant cette expression par di. A, on voit que d} A(zy — o) = 0
et donc que

df A(x* — x0) = d} A(x* — x3,) = d}} (b — Axy) = —d gp.

Ainsi, finalement o = A, ce qui démontre le théoréme. m
Algorithme ( gradient conjugué "linéaire")
Etape 0 : (initialisation)
Soit xg le point de depart, go = Vq(zo) = Az + b, poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Si gr =0: STOP ( a* = xy)."Test d’arrét".
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp 1 = z + A\pdy avec :

_dfgk
Ae = T
k k
dir1 = —Gr1 + Brp1dis
3 _ glr{ﬂAdk
i dl Ady,

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.
La validité de ’algorithme du gradient conjugué linéaire
On va maintenant montrer que 'algorithme ci-dessus définit bien une

méthode de directions conjuguées.

Théoréme 2.5.2 A une itération k quelconque de l’algorithme ot I'optimum

de q(x) n'est pas encore atteint (c’est-a-dire g; #0,i =0,1,--- k) on a
a)
9e9k 2.25
AL = .
b)
T
i1 [9r+1 — il
By = —H=2 (2.26)
9k 9k
T
9k+%9k+1 (2.27)
9k 9k
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c) Les directions dy, dy, - - - ,dr+1 engendrées par l'algorithme sont mutuel-
lement conjuguées.

Preuve. [39]

On raisonne par récurrence sur k en supposant que dg,dq, - ,d, sont
mutuellement conjuguées

a) Montrons d’abord I’équivalence de (2.24) et de (2.25).

On a: dk = —0k + Bkdk—l‘

Danc (2.24) s’écrit :

_dggk
Ak 7
di Ady,
Il Brdi1]" gn
d} Ad,
gigr 5 i1 9
dr Ad, " dl Ady,
Comme (dg,dy,- -+ ,dp_1) sont mutuellement conjuguées, x; est lopti-
mum de ¢(x) sur la variété v* passant par z, et engendrée par (dg, dy, - -+ , dj_1).

Donc di g, = 0 d’ott 'on déduit (2.25).
b) Pour démontrer (2.26) remarquons que :

k1 — G = A(Tpp1 — zx) = NAdy,
1

= Ady = N [gk+1 — gx] -

On a alors : )
gg+1Adk = )\_kngH [gkﬂ - gk] )

et en utilisant (2.25)
A i G

" dT Ady,

il vient

—7 9 Jk+1 — Gk
gggk k+1 [ +1 ]

G Ady, _ Gt 9k — gx)

g;‘fﬂAdk =

=
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Or de (2.22) on aura :

3 _ g£+1Adk _ 91?+1 [9k+1 — 9]
wH dZAdk nggk

ce qui démontre (2.26).
(2.27) découle alors du fait que :

ng+19k =0,
car
gk = di, — Brdy—1.
Appartient au sous-espace engendré par (dg,dy,--- ,d;) et que gg.1 est
orthogonal a ce sous-espace.
¢) Montrons enfin que dj,iest conjuguée par rapport a (do,dq, - ,dy).
On a bien d{HAdk car, en utilisant dyy1 = —gr41 + B441dk on aura :

d%ﬂAdk = (—9k+1 + 5k+1dk)T Adj,
= —91{+1Adk + 5k+1d£‘4dk
T
9k Ady,
— —gl Adi + Wd%dk
= 0.

Vérifions maintenant que :
di 1 Ad; =0 pour i=0,1,---  k— 1.
On a:
dy 1 Adi = —gi1 Ad; + By di Ad;.

Le seconde terme est nul par ’hypothése de récurrence ((do,dy, -+ ,dy)
sont mutuellement conjuguées ).

Montrons qu’il en est de méme du permier terme. Puisque x; 11 = x;+\;d;
et que \; #0 on a :

| —

|~ >

= (9i+1 - Qi)-

>
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En écrivant :

Ji+1 = di+1_5idi
g9 = di—ﬁiqdi—l,

on voit que Ad; est combinaison linéaire de d;;1,d; et de d;_; seule-
ment. Mais puisque (dg,dq, -+ ,d)) sont mutuellement conjuguées, on sait
que le point zy41 est I'optimum de g(x) sur la variété "1, engendrée par
(do,dq,- -+ ,dg). Donc gi11 est orthogonal au sous-espace engendré par (dy, dy, - - - , dy)
et comme Ad; appartient & ce sous-espace pour ¢ =0,1,--- ,k—1, on en dé-
duit g,{HAdi = 0 ce qui acheve la preuve. m

Remarque 2.5.1 Dans ce cas dj, est une direction de descente puisque

dZV(](CUk) = (—Vq(xk)vtﬁkqu)TVQ(xk)
— V(o) Va(es) + Al Va(w)
= —INg@)P  (car df \Va(z) = 0)
< 0.

Algorithme des déffirentes méthodes du gradient conjugué non
linéaire
Etape 0 : (initialisation)
Soit xq le point de départ, go = V f(xz¢), poser dy = —go.
Poser k£ = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Si gr =0: STOP (z* = xy)."Test d’arrét".
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir a1 = z + A\pdy avec :
Ar : calculer par la rechérche linéaire
di41 = —Gr41 + 5k+1dka
ol f3;.,, :définir selon la méthode.
Poser k = k + 1 et aller a ’étape 1.

2.6 Direction de Newton

La direction de Newton est définie en un point z en lequel le hessien de

f est inversible par
d=—[H(zx)] " Vf(zp).
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Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)

(P) : min f(x) ou f:R" —R.
zeR?
Le principe de la méthode de Newton consiste & minimiser successivement
les approximations du second ordre de f, plus précisément si

fl@) = flaw) + V7 far) (@ —a) + %(I — )T H () (x — 23) + 0(||l2 — ),

posons

alx) = Fw) + V(@) — 20) + 2 (& — ) H ) — ).

Soit 11 optimum de ¢, alors il vérifie Vg(zx41) = 0, soit en remplagant :
Vf(ar) + H(zr) (g1 — zx) = 0,

donc
Tpa1 = o — [H(zp)] 7V f ().

Avantages

Si le point 7 et assez proche de la solution optimale locale z, telle que
H(z,) soit définie positive, alors 1’algorithme de Newton converge de fagon
quadratique vers la solution z,, c’est & dire que ’on a,

s = 2l < v llan =2, 720

Inconvénients

1-Cette méthode fonctionne trés bien pour les problémes de petite dimen-
sion (1 < n < 10), lorsque on peut calculer facilement la matrice Hessienne
H et sont inverse. Ce calcul nécessite des itérations plus nombreuses et cou-
teuses dans les problémes de grandes tailles.

2-Comme Ty = x— [H(zx)] ' V(). On voit bien que le successeur
ki1 de xx n’est pas toujours bien défini.

3-Méeme si [H(z;)] " existe la direction d = — [H(x)] " Vf(x)) n'est
pas toujours une direction de descente.

Donc pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est
nécessaire d’approximer 1’étape de Newton asymptotiquement. C’est le prin-
cipe de Dennis et Moré. Comment peut-on y aboutir sans évaluer la matrice
Hessienne dans chaque itération ?
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La réponse a été découverte par Davidon en 1959 et a été développée
et popularisée par Fletcher et Powell en 1963. Elle consiste & commencer
par n’importe quelle approximation de la matrice Hessienne et a chaque
itération, on améliore la matrice en introduisant la courbure du probléme
mesuré tous au long de 1’étape. Si cette amélioration est faite correctement,
on obtient quelques méthodes remarquablement robustes et efficaces, qu’on
appelle les méthodes de la variable métrique ou quasi Newton. Ils ont libéré
I'optimisation non linéaire en procurant une alternative & la méthode de
Newton, qui est trés cotiteuse pour plusieurs applications. Il y a plusieurs
méthodes de variable métrique, on s’étalera particulierement sur les trois plus
importantes, la méthode de correction de rang un, la méthode DFP (Davidon,
Fetcher, Powell), et la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).

2.7 Direction de quasi Newton

Une méthode de quasi Newton est une méthode de type :

{ Tpp1 = T + Apdy,

2.28
dy, = — B gy. (2.28)

Ou By, est une matrice destinée & approcher I'inverse du Hessien de f
(respectivement le Hessien de f ) en xy. Le probléme posé est : quelle stratégie
a adopter pour faire cette approximation ? On peut par exemple poser By =
I, mais comment ensuite mettre a jour I'approximation By au cours des
itérations 7

L’idée est la suivante : on sait que au point xj, le gradient et le hessien
de f vérifient la relation

Jk+1 = Gk + H(xk>(xk+1 - Ik) + €($k+1 - $k)-

Si on suppose que ’approximation quadratique est bonne, on peut alors né-
gliger le reste et considérer que 'on a

Gev1 =~ Gk + H(zp) (041 — 7)),
cela conduit a la notion de relation de quasi-Newton

Définition 2.7.1 On dit que les matrice By et Hy 1 vérifient une relation
de quasi-Newton si on a

H(zpi1)(Th — 1) = Vf(rg1) — V(1)
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ou
Tp1 — T = Boy1 [Vf(@r41) — V()]

Il reste un probléme & résoudre : comment mettre a jour By tout en
assurant B > 07
Formules de mise a jour de ’approximation du hessien :
Le principe de la mise & jour consiste, a une itération donnée de I’algo-
rithme
{ Tp1 = T + Ardy,
dy = —Bigk,

a appliquer une formule du type
By = B + Ay, (2.29)
avec A, symétrique, assurant la relation de quasi-Newton

Tht1 — Tk = Brga (k1 — gi]

ainsi que By, > 0, sous I’hypothése que By > 0.

La formule (2.29) permet d’utiliser les nouvelles informations obtenues
lors de I’étape k de ’algorithme, c’est a dire essentiellement le gradient gx 1 =
V f(zk11) au point xy 1, obtenu par recherche linéaire (exacte ou approchée)
dans la direction d. Il existe différentes formules du type (2.29). Suivant que
Ay est de rang un ou deux, on parlera de correction de rang un ou de rang
deux .

2.7.1 Meéthode de correction de rang un

Etant donné que [H (xk)]fl est symétrique, la formule de mise & jour de
I’approximation du Hessien By est la suivante :

T
Bk+1 =Bi+ apupUy, , u, € R”
donc la condition de quasi -Newton s’écrit comme suit
T
sk = (Bi + aruguy,) Y,

ou encore
T
Sk — Bkyk = ApURUL Y-
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D’ou 'on déduit que u; est proportionnel a s, — By, avec un facteur qui
peut étre pris en compte dans a;. Un choix évident pour vérifier cette derniére
équation est de prendre u = sp— Bryy et ay tel que ay, (u;fyk) = 1, on obtient :

(sx — Biyx) (sk — Bryi)”

Biy1 = By +
(s& — Brur)" yn

(2.30)

Théoréme 2.7.1 Si f est quadratique, de matrice Hessienne H définie po-
sitive et st S1, 89, -+ , S, sont des vecteurs indépendants, alors la méthode de

correction de rang un converge au plus dans (n + 1) itérations et (B,41) ! =
H.

Avantages :

Cette méthode présente 'avantage, que le point x;,; n’a pas besoin d’étre
choisi comme le minimum exact, c¢’est a dire qu’on n’a pas besoin d’effectuer
des recherches linéaires exactes.

Inconvénients :

Meéme si la fonction est quadratique, et méme si son Hessien est défini
positif, il se peut que la matrice Bj, ne soit pas définie positive. Le dénomina-
teur (s — Bkyk)T yr peut devenir nul ou trés petit, ce qui rendre le procédé
instable.

2.7.2 Meéthode de Davidon Fletcher Powell (DFP)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 et développé plus tard
en 1963 par Fletcher. La formule de mise a jour de DFP est une formule de
correction de rang deux. De facon plus précise construisons By en fonction
de B; de la forme :

Bri1 = Bp + A + Ay, (2.31)

avec Ay et Ay deux matrices de rang un tel que
T T
Ak = QrUrUy , Ak = bkvkvk >

ay, by sont des constantes, uy, vi, sont deux vecteurs de R". By doit satisfaire
la condition quasi -Newton c’est a dire

Th1 — T = Bry1 [ger1 — gi) -
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Si on pose par suite

Sk = Tk+1 — Tk Yk = Jk+1 — Gk
donc
Sp = DBri1yw (2.32)
= (B + apupui + brogvl) i,
par suite

T T
apUrlUy Yr + brVLVL Y& = Sk — Bryg.

Un choix évident pour satisfaire cette équation est de prendre
_ _ T, _ T, _
Up = Sk, Uk = Bryp,  apupyr =1, bpvpyr = —1,

don r B B
SkSi EYRYy Dk
By.1 = B, + - ) 2.33
e g St Uk Yt Bryr, (2:33)

Remarque 2.7.1 Le résultat suivant montre que sous certaines conditions,
la formule (2.31) conserve la définie positivité des matrices By,.

Théoréme 2.7.2 On considére la méthode définie par

Tp1 = Tp + Apdy,
dy, = —Bkgk,

ol A\ optimal, By > 0 est donnée ainsi que xq, alors les matrices By sont
définies positives.

Théoréme 2.7.3 Appliqué o une forme quadratique f, l’algorithme DFP
décrit par la relation

skst Brywyl By

Brr = By + St Uk B Yt Bryr,
engendre des directions conjuguées dy,ds, - - -, dy vérifiant
diHd; =0, 1<i<j<k, (2.34)
By Hd; = d; , 1<i<k. (2.35)
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La méthode DFP se comporte donc dans le cas quadratique, comme une
méthode de directions conjuguées. On peut aussi remarquer qu’on a pour
k =mn — 1 la relation

Bn+1Hdi:di7 Z:]_,,TL—]_

Et comme les d; sont linéairement indépendants (car mutuellement conju-
gués) on en déduit que B, = H~ 1.
Avantages :
1-Pour des fonctions quadratiques (avec une recherche linéaire exacte) :
-L’algorithme converge dans au plus n étapes avec B, = H .
-Elles engendrent des directions conjuguées.
2-Pour les fonctions quelconques :
-La matrice B}, reste définie positive, ce qui est nécessaire pour que
la direction soit une direction de descente.
Inconvénients :
-La méthode DFP est sensible a la précision de la recherche linéaire.

2.7.3 Méthode de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno
(BFGS)

La formule de mise a jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno(BFGS)
est une formule de correction de rang deux, qui s’obtient & partir de la for-
mule DFP en intervertissant les roles de s, et y;. La formule obtenue permet
de mettre a jour une approximation Bj de Hessien lui méme et non de son
inverse comme dans le cas de la méthode DFP. On exigera que posée dans
les mémes propriétés, a savoir By, reste définie positive si By et vérifiant la
relation de quasi-Newton

B 15k = Y.

On obtient donc

T T
Ykl BkSkSkBk
B = By + — . 2.36
h F y,{sk s%Bksk ( )

1-Notons que la direction dj, est obtenue par une résolution d’un systéme
linéaire. En particulier la mise & jour de By, est faite directement sur le facteur
de Cholesky C} ou By = CkC',Z’ ce qui rameéne le calcule de d; au méme cotit
que pour la formule de DFP .

2-La méthode BFGS posséde les mémes propriétés que la méthode DFP
dans le cas quadratique. Les directions engendrées sont conjuguées. Cette
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méthode est reconnue comme étant beaucoup moins sensible que la méthode
DFP aux imprécisions dans la recherche linéaire, du point de vue de vitesse
de convergence. Elle est donc tout a fait adaptée quand la recherche linéaire
est faite de facon économique, avec par exemple la régle de Goldstein ou la
régle de wolfe et Powell.

3-La relation (2.36) permet de construire une approximation de la matrice
Hessienne elle méme (et non pas son inverse).

En effet : Posons

T T
YrY,  Brsksy, Bi

Cp = — . 2.37

g ylsk sI By.sy (2.37)

Nous avons

Hyp1 = [Brpa] ™ = [Be+ Ci]
Par application de la formule de Sherman-Morrison-Woodbury suivante
A tabT AL

™1 _ 4-1
(A+ab") =A 1T A T

(2.38)

Ou A est une matrice inversible, et b est un vecteur de R", et en supposant
que bTA~1a # —1, alors on a

- - T BusistBy1 7"

y,r{sk SZBksk
Posons . 5
A= By + yl;“yk ] =TT £k ) " = S%Bk,
Vi Sk sy, Bisy,
donc
771 77—
-1 | B, + M] B, (IR (B 4 Wbk
. Yk, [ yF sk st Bysy, 7k yF sy
Hy = [Bk + yTsJ " T , (2.39)
k 1_3kBk[Bk:+ Tk:| kSk

T
Yi Sk sj, Brsk

YL
yE sp
Morrison-Woodbury une deuxiéme fois, on pose :

-1
on doit calculer [Bk + ] pour cela on applique la formule de Sherman-

Yk

A:Bk7 a = )
stk

bt =y,
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- -1y ,T -1
Yp Sk 1+yT By "

yF sy
(B " yryi (Bl
1

y;sz + Z/;{ |By] yk.

= [BJ7' -

Remplagons cette derniére dans la formule (2.39) et d’aprés un calcul on
obtient

Hyy = [Bk+1]71 (2-40)
P STEN TR
Yi Sk S [Br] ™ sk
— Ho yl;ykT _ Hk;kaHk_
Yy, Sk sy Hysi,

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno
1. Choisir zg et Hy définie positive quelconque (par exemple Hy = I)
2. A Titération k, calculer la direction de déplacement
dp = —H 'V f(x),
déterminer le pas optimal A\, et poser
Tpp1 = Tp + Apdp
3. Poser sy = A\pdy et yp = V f(xpy1) — Vf(zx) puis calculer

T T
Yk, HkSkSk Hj,
Hy = Hy + -
* y}fsk S;;FHkSk

4. Faire k < k 4 1. Retourner en 2 sauf si le critére d’arrét est vérifié.
Comme critére d’arrét on retiendra par exemple ||gx+1| < €.

2.8 Direction de Gauss-Newton

2.8.1 Problémes de moindres carrés

Le cas particulier des problémes de moindres carrés linéaires et non li-
néaires. Un probléme de moindres carrés est un probléeme d’optimisation de
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la forme :

min f(z) = % IF@)|?: 2 c R, (2.41)

ou F' désigne une application de R” dans R™, en supposant m > n. Re-
marquons que si le systéme F'(z) = 0 a des solutions, alors ce sont également
les solutions du probléme (2.41).

Remarquons tout d’abord que ’on a des expressions explicites des dérivées
de f en fonction de F' et de sa jacobienne Jp :

m

V@) = Jr(z)' F(z )ZZF-( )V E(z),

=1
Hf(&?) = J TJF Z

Une caractéristique des algorithmes de moindres carrés est qu’a condition
de connaitre la jacobienne de F' en tout point, on peut calculer une partie
du hessien H; sans calcul supplémentaire. De plus ce terme Jg ()" Jp(z) est
souvent prépondérant par rapport au second terme Y. F;(z)Hp,(z) pour
deux raisons : tout d’abord a cause de la presque linéarité du modeéle au
voisinage de la solution (i.e. Hg;(x) petit), ou bien a cause du résidu F'j
petit au voisinage de la solution.

La plupart des algorithmes de moindres carrés non linéaires existants
exploitent cette structure particuliere du Hessien de f.

Problémes de moindres carrés linéaires

On se place dans le cas ou la fonction F' est linéaire,
F(x) = Az — b, avec Ae M,,(R),
et on résout donc le probléme de moindres carrés linéaire suivant :
min f(z) % Az —b|: z € R™. (2.42)

On calcule sans difficulté la jacobienne de F' en tout point : Jp(z) = A,
puis :

Vix)=A"(Az—b) et Hs(xr) = Jr(x)" Jp(z) = ATA.
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La hessienne de f est donc positive en tout point, le probléme de moindres
carrés linéaire est donc convexe. Cherchons les points critiques du probléme
(2.42). i.e. vérifiant : V f(z) = 0, d’ou

le systéme suivant a résoudre :
AT Az = ATb,

appelé systéme d’équations normales du probléeme de moindres carrés
linéaire (2.42). Ainsi, z* est solution du probléme (2.42) si et seulement si x*
vérifie les équations normales. De plus si A est de rang plein, alors la fonction
f est strictement convexe et z* est 'unique solution de (2.42).

Appliquons maintenant la méthode de Newton au probléme (2.42) : la
direction de Newton dy = xp,1 — x est solution du systéme :

AT Ady, = —AT(Azy —b), dou: AT Az, = ATb,

et ceci quel que soit x;. On reconnait ici le systéme d’équations normales
du probléme (2.42). Ceci signifie donc que la méthode de Gauss-Newton
identifie la solution en une seule itération lorsque la fonction F' est linéaire.

2.8.2 Algorithme de Gauss-Newton

Revenons au probléme de moindres carrés non linéaire général (2.41),
I’idée est de remplacer a chaque itération le probléme de moindres carrés non
linéaire par un probléme approché de moindres carrés linéaire.

Soit z; € R™ le point courant. Remplagons au voisinage de xj le probléme
(2.41) par :

min f(y) = 3 |F(ee) + Toa) (v~ )Py € B, (243)

ou l'on a remplacé F' par une approximation du premier ordre en z;. Le
probléme (2.43) est un probléme de moindres carrés linéaire dont les solutions
Ty vérifient les équations normales associées, a savoir :

JF(xk)TJF<5Uk) ($k+1 - xk) = —JF(JUk)TF(ﬂUk)-

La direction dj, = w1 — o} ainsi définie, est appelée direction de Gauss-

Newton.
ALGORITHME DE GAUSS-NEWTON.
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Données : F' fonction différentiable, xq point initial, € > 0 précision de-
mandée.
Sortie : une approximation de la solution du probléme de moindres carrés :

min f(x) = %F(:p)TF(x), x € R".

1. k:
2. Tant que critére d’arrét a définir,
(a) Calcul d’une direction de recherche : calculer dj, solution de :

JF($k)TJF(1’k)d = —JF($k>TF(ZL'k)

b) 1 = 2p 4 di;
(c) k:=k+1;
3. Retourner zy.

Les avantages de cette méthode par rapport a la méthode de Newton sont
les suivants :

1. L’approximation faite ne nécessite pas le calcul des dérivées secondes.

2. Dans de nombreuses applications, cette approximation est de bonne
qualité.

3. Si Jp(zx) est de rang plein et si V f(xy) est non nul, alors la direction
de Gauss-Newton est une direction de descente de f en x; et donc adaptée
pour l'utilisation d’un algorithme de recherche linéaire.

La vitesse de convergence de ’algorithme de Gauss-Newton dépend de
la qualité de I'approximation faite du probléme initial. Dans le cas ou le
résidu est effectivement petit au voisinage de la solution, la convergence est
rapide. Si la hessienne de F' est nulle a la solution, alors la convergence est
quadratique.

Sous des hypotheses supplémentaires (par exemple dans [45], valeurs sin-
gulieres de Jp(x)) uniformément bornées hors d’un voisinage de 'origine et
pas de Wolfe), on peut démontrer la convergence globale des itérés vers un
point stationnaire de f. Un désavantage de la méthode de Gauss-Newton est
que l'on n’a pas de résultat de convergence lorsque la jacobienne de F' en
x, n’est pas de rang plein. Pour pallier cet inconvénient, on a recours a la
méthode de Levenberg-Marquardt.
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2.8.3 Algorithme de Levenberg-Marquardt

L’algorithme de Levenberg-Marquardt peut étre vu comme une régula-
risation de 'algorithme de Gauss-Newton. Toutefois il existe un lien étroit
avec les méthodes dites de région de confiance et c’est par cet aspect la que
nous abordons ici la description de cet algorithme.

Soit x l'itéré courant. Comme pour la méthode de Gauss-Newton, on
remplace, au voisinage de xy, le probléme (2.41) de moindres carrés non
linéaires par le probléme suivant :

1 .
min || F(ax) + Jp(oe) (y = 20)|* -y € R,
mais en ajoutant cette fois-ci la contrainte : ||y — x| < Ay. Le parameétre

A > 0 est appelé rayon de la région de confiance. A chaque itération, le
probléme initial est remplacé par le probléme quadratique suivant :

! n
(B m1n§||F(xk)+Jp(xk)(y—:rk)||2:yE]R,

sous ||y — x| < Ay

En introduisant le Lagrangien associé au probléme (Py) :

1 1
Li(y; A) = B |F(z1) + Te(xe) (y — ) ||” + A (ly — l> — A7) , A e R™,

on peut écrire les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre, a
Savoir :

(Je(zp) Jp(a) + MDd = —Jp(xs)" F(x)
A= 0 ou [y—al = Ay
A > 0.

Dans le cas ou la contrainte de région de confiance est inactive (i.e.
lly — zx|| < Ag et A = 0), on retrouve une itération de ’algorithme de Gauss-
Newton. Dans le cas contrainte (||y — zx|| = Ag), la solution est sur le bord de
la région de confiance. Le pas effectué peut étre vu comme une régularisation
du pas de Gauss-Newton dans le sens ou la matrice (Jp(zy)T Jp(zr) + M)
est maintenant définie positive : le pas effectué est alors un pas de descente
de la fonction f en xy.
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ALGORITHME DE LEVENBERG-MARQUARDT.

Données : F' fonction différentiable, xq point initial, € > 0 précision de-
mandée.

Sortie : une approximation de la solution du probléme de moindres carrés :

min f(z) = %F(ZL‘)TF(I‘>, z € R".

1. k:=0;
2. Tant que critére d’arrét a définir,
(a) Calcul d’une direction de recherche : calculer dj, solution de :

(Jr(zp) T Tp(zp) + A d = —Jp(2)T F(xy,).

(b) Tt1 = @x + di;

(c) Mise a jour du parameétre A.
(d) k:=k+1;

3. Retourner z;.
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Chapitre 3

Classes itératives a directions
de descente

Il convient de souligner que la plupart des algorithmes d’optimisation,
contrainte ou non, fonctionnent selon un schéma général consistant, & chaque
itération, a se rapprocher du minimum par la résolution d’un sous-probléme
de minimisation. Nous considérons ici les méthodes permettant de résoudre
un probléme d’optimisation sans contraintes, soit le probléme :

min{f(z) : z € R"}.

3.1 Méthodes du gradient conjugué non li-
néaire
Notre probléme consiste de minimiser une fonction f de n variables de
valeurs réelles
(P) :min{f (z):x € R"}, (3.1)

ou f est réguliere (continiment différentiable) et g est son gradient. No-
tons par g le gradient de f au point x.

Rappelons que les différentes méthodes du gradient conjugué générent des
suites {x} de la forme suivante :

Tpy1 = Tk + )\kdlm AL > O, (32)
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ou la direction recherchée est définie par la formule de récurrence sui-
vante :

—0 si k=1,
dr = 3.3
’ { — g + Bydp_1 si k> 2, (3:3)

Le coéfficient 3, déterminent la méthode du gradient conjugué en question
(Fletcher Reeves, Polak Ribiere Polyak, . . . ).
Le pas A\, € R étant déterminé par une recherche linéaire.

Proposition 3.1.1 (i) L’ensemble £ := {x € R"; f(x) < f(x1)} est borné;
ot x1 € R™ est le point initial.

(i1) Sur un voisinage N de £, la fonction objectif f est contindment
différentiable et son gradient est lipschitzien

3L > 0 tel que ||g(z) — g(2)|| < Lz — 2|, Yz, 2 e N (3.4)
Remarque 3.1.1 Ces suppositions impliquent qu’il existe v > 0 tel que
lg(@)|| <7, Vo € £ (3.5)

Définition 3.1.1 [37]
On dit que dy, est une direction de descente suffisante si

givdi < —c|lgel”. (3.6)

Les conditions de Wolfe faibles :

f([Ek -+ /\dk) < f(:L’k) + wl/\Vf(Ik)Tdk .
Vf(xk + )\dk>Tdk > WQVf(ZCk)Tdk, (38)
avec 0 < wy <wyg < 1.
Les conditions de Wolfe fortes :

Les conditions de Wolfe relaxée :
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f({L‘k + )\dk) S f(xk) + C(Jl)\va([Bk)dk (3.11)
oV fap)dr < VT f(xn + apdp)dy < —w” oV f(a)dy,  (3.12)

ol 0 <w; <wy<letw’s>0.

Définition 3.1.2 Présentons maintenant un théoréme fondamental qui as-
sure la satisfaction de la condition de Zoutendijk, pour toute méthode du type
(3.2), (3.3) dans laquelle le pas \ est déterminé par la régle de Wolfe faible
(8.7), (3.8). Ce théoréme a été démontré par Zoutendijk [65] et Powell [48].

Théoréme 3.1.1 Considérons une méthode du type (3.2) et (3.3) dans la
quelle di, est une direction de descente et le pas \ est déterminé par la régle
de Wolfe faible (3.7), (3.8) avec 0 < wy < 1/2. Considérons aussi que la
supposition (3.1.1) soit satisfaite. Alors pour une telle méthode la condition
de Zoutendyk suivante :

2:(3052 0 |lgill> < oo. (3.13)

k>1

3.2 Meéthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves [30] est une extension directe de la mé-
thode du gradient conjugué linéaire au cas des fonctions quelconques. Ap-
pliquée a une fonction quadratique, elle est identique au gradient conjugué
linéaire. La méthode de Fletcher-Reeves est :

2
rr okl
ko= 5

| gr—1]|

Gradient conjugué variante Fletcher-Reeves (3.14)

3.2.1 Algorithme de la méthode de FR

Cette méthode est trés intéressante, d’une part parce qu’elle nécessite le
stockage de trés peut d’informations, d’autre part, par sa vitesse de conver-
gence trés superieure a celle des algorithmes du gradient classique.

Algorithme de la méthode de Fletcher-Reeves

Etape O : (initialisation)
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Soit z le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigp =0 :STOP ( z* = x)."Test d’arrét"
Sinon aller a ’étape 2.

Etape 2 :
Définir zg11 = zf + Apdy avec : A\, = arg miny~q f(z + Ady)
dk+1 = —Grt1 + 65f1dk7
ou
2
FR _ gl
k+1 — 2 -
gk

3.2.2 La propriété de descente de la méthode de FR

Powell [50] a démontré la satisfaction de la propriété de descente de la
fonction objectif pour la méthode de Fletcher-Reeves avec recherche linéaire
exacte. Al-Baali [2] a démontré la satisfaisse de la propriété de descente de
la fonction objectif pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche
linéaire inexacte de Wolfe forte. Gilbert et Nocedal [32] ont généralisé ce
résultat pour toute méthode du type (3.2)-(3.3) dont

1Be] < BRT (3.15)

Théoréme 3.2.1 On considére que la supposition (3.1.1) est satisfaite. Consi-
dérons une méthode du type (3.2) et (3.3) avec B, satisfaisant a (3.14) et le
pas N, vérifiant la régle de Wolfe forte (3.8) ot wo € ]0,%[. Alors cette
méthode génére des directions de descente. De plus on a :

-1 %y — 1
< Twr o 22T g (3.16)

L—ws = flgelf® ~ 1T—wo

Preuve. La démonstration se fait par récurrence.

1)Pour k=1:
di g1 __ Hg1|’2 _
7 = 2 =
gl g1
D’autre part :
0 < <1:>{ . S 1
% = 2wa—1
2 0y = 1
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2)Supposons que (3.16) est satisfaite pour k£ et démontrons qu’elle le sera
pour k+ 1 :
Supposons que :

-1 < dfgk < 2wy — 1

k=1, 3.17
o S gl S 1w (3.17)

T
di 1961 _ (=gk+1 + Bieyadi)” i _

||91<:+1||2 ||91<:+1||2

1+ By 1k G-

D’autre part de (3.14) on aura :

FR _ HQkHQ 1 _ Hng2
© T gl BEE T Nk
d’ot :
d£+1gk+1 o ﬁk+1 dZQkH (3.18)
gl P laell® '

En utilisant la condition de recherche linéaire (3.8) on obtient :

‘dggkﬂ} < —wady g, = wy ‘5k+1| dy gy, < Bk+1d£+1gk+1 S —wa ‘ﬁkﬂ‘ d .-

Remplagons ceci dans (3.18)

14wy ‘5k+1| dfgk < dg+19k+1 < _1_ 2|ﬁk+1| d{gk
Bty Ngel® ™ Ngeall® Biti Nlgell®

De (3.17) on aura

1 ‘6k+1}w2 < d£+1gk+21 <14 |Bk+1‘ ,
Bt (L =w2) ™ lgenll Brin (1 —ws)
et de (3.15)
< ‘ﬁk+1| <1,
L— “)2 Bri
d’ou

-1 - d}{HgH; < 2wy — 1.
I —ws | Grs1l] L —ws

Ce qui découle la, démonstration. m
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Corollaire 3.2.1 Sous les mémes hypothéses et conditions du Théoréme pré-
cédent, on déduit que pour tout k > 1, di est une directions de descente
suffisante i.e., il existe une constante C > 0 telle que

grdi < —C'l|gil®.
Preuve.
-1 < d{gk < 2wy — 1

= = Jglf - T-w

= dlg. < —C |lgil?,

ouC =122 m
—

Remarque 3.2.1 La méthode de Fletcher-Reeves avec une recherche linéaire
exacte génére des directions de descente. En effet, a chaque itération k > 1
on a:

T
di1grer = (—ger1 + Betade)” Gt
= _glz+1gk+1 + ﬁgfidggkﬂ
2
= —lgrsall”-

Puisque
Al = arg minyyo f(zg + A\pdy) = arg I/{1>1(T)1 or(AN)

Donc N\, vérifie la condition nécessaire d’optimalité

Pr(Ae) = V(e + Aedi)" di = ggﬂdk =0,Vk > 1.

3.2.3 Convergence de la méthode de FR

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué
non linéaire (version Flecher Reeves) avec des recherches linéaires inéxactes

(recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte (3.9), (3.10) ot wy < 3) était

démontré par [2]. Touati Ahmed et Story [56] ont généralisé ce résultat pour

0 < B, < 1 7. Gilbert et Nocedal [32]. ont généralisé ce résultat pour |3,| <
FR
k .
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Théoréme 3.2.2 Supposons que l’hypothése (3.1.1) soit satisfaite. Considé-
rons une méthode du type (3.2) et (3.3) dont B,, satisfait (3.14) et le pas A
satisfait auz conditions de Wolfe fortes (3.9), (3.10) ot wy € ]0,3[. Alors

cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

klim inf ||gx|| = 0. (3.19)

Preuve. Puisque les conditions du théoréme (3.2.1) sont satisfaites alors on
a:

-1 < d;‘ggg < 2wy — 1
T=we ™ gl — 1= w2

= w2dk 1961 < Hgk IH

1-—
D’autre part de (3.10)
i g | < —wadi gi = |di_1 98| < —wadi_1g1-1,

d’ou

|| < —wadi gk Hgk 1 (3.20)

S 7z
De (3.2), (3.14) et (3.20) :

2 2 2
ldill® = [lgell® = 2B8xdi_y9x + B3 ldi—1 |
< Ngell® + 1285 di_1ge| + B lldi— |
1+CLJ2
< 1o gl + (B lldua.

Posons @ = if—zz on aura :

I

IA

& llgell® + (BE™)” llde-a
<@gl + (B |@ gl + (B5%)* sl

k
- 4 -2 | 4 -2
< @llgrll® Y Mgl + @ llgel® gl (3.21)
j=2

k

- 4 -2

= @ llgell* D llgsll ™
j=1
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Supposons que g est borné en dehors du zéro (limy_, inf ||gx|| # 0), c’est-
a~dire :

gkl > w > 0;Vk = ||gi] > < w2,

de (3.21) on a:

k 4 k
A
2 ~ 4 —2 ~
lel® < @llanll* D _llgsl ™ <05 > 1
J=1 j=1

o _ A
= ldil” < 0=k,
w

d’ol

> HdkH2 > - Z - > oo (3.22)

k>1

Ce qui veut dire que 2@1 W est divergente. D’autre part, puisque les

conditions du Théoreme (3.2.1), et du théoreme (3.2.2) sont satisfaites on a :

> " cos® O [|gr* < o0,

k>1
° el ol
9k gk
< cosl, <c
] 2[ldull
d’ou

2
Z ||d Hz H al? < D cos®Oillge])? < o0
k

k> k>1

k>1

w
=
2 ldx]”

k>1

1
= E —2<oo.
||

k>1

Ce qui contredit (3.22), d’ou le résultat. Donc : limj_,o inf ||gx|| = 0. m
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3.3 Meéthode de Polak-Ribiére-Polyak

Cette méthode fut découverte par Polak, Ribiére [46] et Polyak [47].
La méthode de Polak-Ribiére-Polyak la variante 3, est :

T
kPRP _ 9k yk712 (3.23)
Hgk—lH

Algorithme de la méthode de Polak, Ribiére-Polyak
Etape O : (initialisation)
Soit z le point de depart, go = V f(x¢), poser dy = —go,
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr, =0:STOP (a* = zy). "Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp,1 = xp + Apdy avec :

dis1 = —Grr1 + Biyd d,

ou

6PRP . gl{—i-l [gk-ﬁ-l - gk} o gl{—i-lyk
k+1 — 2 - 2
[l |l gl

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

3.3.1 Convergence de la méthode de PRP

La convergence de cette méthode est assurée pour une fonction fortement
convexe avec recherche linéaire, mais si f n’est pas convexe elle ne converge
pas. Pour remédier a cet inconvénient Powell [49] a modifi¢ le choix de g1 /"

afin d’assurer la convergence avec une recherche linéaire exacte.

Y

Théoréme 3.3.1 St f est fortement convexe, continiment différentiable avec
un gradient lipschitzien, alors la méthode de Polak Ribiére avec recherche li-
néaire exacte génére une suite {x} converge vers l'unique point x* réalisant
le minimum de f.
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Preuve. Montrons dans un premier temps que

_d;{gk
lgkll 1k’

est uniformément positif. Grace a la recherche linéaire exacte, on a

cos 0, =

di k1 = di_y (9r — gr1)
T
= _dz—ﬁlk—l = (_gk—l + kaffdk_g) k-1
= gl

La forte convexité de f implique que

(x) — $k—1)T Yk—1 = /. |k — $k—1||2 ;
Op—1 k-1

dg_1yk—1 =

ou 7 > 0 est le module de forte convexité de f.
On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g :

|B£RP‘ _ ‘9/{%12! _ ‘i]{ykﬂ
1gk—1l] dj,—1Yk-1
ap-1 L [|grll lze — zeall _ L lgnl
N |2k — xk—1||2 N | dk—1ll

On peut alors borner ||dy|| par :

ldell - < llgall + 8™ | lldis |

L gl
< ool + Z oy
7 T
L
< 14 =) |lgell -
n
En suite
d;épgk = - HngQ
L
< —Q+—)mwwm,
n
Oou encore

_JT -1
cos@k:M2<1+£> )
[ grll [|d n
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D’apres la proposition (3.1.1) et la recherche linéaire exacte, la condition de
Zoutendijk est vérifie. Mais f et donc {f(xx)} est bornée inférieurement (car
f est fortement convexe). On en déduit que g — 0. D’autre part, {3} est
bornée et possede donc des sous suites convergentes.

La limite de celles-ci ne peut étre que 'unique minimum z* de f (car
gr — 0). Donc la suite {z;} converge vers z*. m

Remarque 3.3.1 Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribiére-Polyak
peut ne pas converge. Powell [50] a donné un exemple de fonction (de 3 va-
riables, deux fois continiment différentiable) pour laquelle l’algorithme génére
une suite {xy} dont aucun des points d’adhérence n’est stationnaire. En 1986
Powell [49], il a modifié la variante BfRP en évitant les valeurs négatifs, au-
trement dit si a l’itération k on a : st BkP BP0, on redémarre en posant

f BP — 0 (prendre la direction de la plus profonde pente)

B = max{O,ﬁfRP}.

Ce choix assure la convergence si le pas \, est déterminé par la régle de Wolfe
forte.

Remarque 3.3.2 Gilbert et Nocedal [32] ont assuré la convergence avec une
recherche linéaire evacte ou inexacte, en hybridant les méthodes de F'R et de

PRP.

Remarque 3.3.3 Donc cette nouvelle méthode consiste a prendre la va-
_ kFR SiﬂkPRP<_ FR

riante 3, comme suit 3, = PRP g ‘BfRP| < prR

FR . oPRP FR
koSBT > B

3.4 Méthode de la descente conjuguée

Cette méthode fut proposée en 1987 par Fletcher et Reeves [29],
La méthode de la descente conjuguée la variante 3, est :

2
co _ 9l
= 3.24
k —d{_lgk,1 ( )

Algorithme de la méthode de descente conjuguée
Etape O : (initialisation)
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Soit zg le point de depart, go = V f(x¢), poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0:STOP ( 2* = zy). "Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xy 1 = xp + Agdy avec :

Ap = arg rggf(a:k + Ady)

A1 = —ger1 + BLL dr,
ou
2
CD _ ||9k+1||
k+1 _dggk

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

3.4.1 La propriété de descente de la méthode de la DC

Fletcher [29]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée est une
méthode de descente si le pas A\ est déterminé par la régle forte de Wolfe
avec wy < %

Dai et Yuan [16], ont démontré que cette méthode avec la régle de Wolfe
relaxée o1 0 < w; < wy < 1 et 0 < wy < 1 génére des directions de descente
a chaque itération k£ > 1.

Théoréme 3.4.1 Supposons que l’hypothése (3.1.1) est satisfaite.
Pour toute méthode du type (3.2) et (3.3) dont (3, satisfait o (3.24) et le
pas A satisfait auzx conditions de Wolfe relazées suivantes : (3.11) et (3.12)

f(.?:k) + wl)\dfgk
di gr1 < —Wady gi,

[ (@ + Apdy)
et wzdfgk

IAIA

00 <w <ws<letO<wy<I1.
Alors la méthode génére des directions de descente suffisante a chaque
itération k > 1.
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Preuve. On a
T
—digy = — (=g +B; 1) o
dr g
2 k—1Yk
= gk 1-1——}
lo* | o
—di g 19

losl®  diigr

D’autre part de (3.12)

wadp g < dpger1 < —ady g

, d;‘:—lgk
= 1-w <1+ ——<1+wy,
k—19k—1
d’ol r
1—ws < :;_ﬁgg <14 ws.
Hng

Donc si ||gx|| # 0, on a :
dzgk < —CHngQ ounC=1—wy > 0,

et donc dj, est une direction de descente suffisante. m

3.4.2 Convergence de la méthode de la DC

Yuan [?] a démontré la convergence au sens (3.19) de cette méthode avec
un pas satisfaisant aux conditions (3.11) et (3.12) si way < 3 et Wy = 0.
Dai et Yuan [16] ont démontré ce résultat pour wy < 1 et Wy = 0.

Théoréme 3.4.2 Supposons que l’hypothése (3.1.1) est satisfaite.

Toute méthode du type (3.2) et (3.3) dont B, vérifie (3.24) et le pas Ay
est déterminé par la régle de Wolfe relaxée o 0 < wy < we < 1 et Wy =0 est
de descente convergente dans le sens ot

klim inf || gx|| = 0.

65



CHAPITRE 3. CLASSES ITERATIVES A DIRECTIONS DE

DESCENTE

Preuve. Du théoréme (3.4.1) on a :

—dr
1—wy < ngk§1+w2
19|l
e
gl
2
A

= (1 +WQ)_1 <
lges1” [lge]”
—dL gk lges|I* ~
Bt
— 1
= (1+wy) ' < BFE <1

k41
cD FR
= Bri < Brir-

Donc 3] vérifie I'inégalité (3.15). Donc : limy,_« inf [|g[ = 0. =

= (1 -+ LUQ)il

3.5 Meéthode de Dai-Yuan

Cette méthode été découverte par Y. H. Dai et Y. Yuan [13] en 1999, /3,
est égale & :

2
Jk+1
kDﬂ = H d; | s Yk = Jk+1 — k- (3.25)
k Yk

Remarquons que pour cette variante on a le méme numénateur et la méme
dénominateur que pour les variantes de Fletcher-Reeves et Hestenes-Stielfel
respectivement. Cette méthode posséde plusieurs propriétés, par exemple elle
possede la propriété de descente a chaque itération, la convergence au sens
(3.19) si le pas est déterminé par la régle de Wolfe faible.

Algorithme de la Méthode de Dai-Yuan avec la régle de Wolfe
faible

Etape 0 : (initialisation)

Soit z le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.

Etape 1 :

Sigr=0:STOP ( 2* = zy). "Test d’arrét"
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Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp,1 = xp + Apdy avec :

der1 = — i1 + Brtadr,
ou ) )
DY _ sy _ g1
M AT [geer — gil dfyk

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

3.5.1 La propriété de descente de la méthode de DY

Dai et Yuan [26] ont démontré que a chaque itération k > 1, la direction
recherchée par cette méthode avec la recherche de Wolfe faible, est de descente
si la fonction objectif f est strictement convexe. En 1999, dans [13], ils s’ont
généralisé ce résultat pour toute fonction réguliere.

Théoréme 3.5.1 Supposons que L’hypothése (3.1.1) soit satisfaite. Pour
toute méthode du type (3.1) et (3.3) dont B, satisfait a (3.25) et le pas Ay
satisfait aux conditions de Wolfe faibles suivantes :

Flaw+Mdk) < flag) + @AV f ()" dy
et df g1 > wod g,

ot 0 < wy < we < 1, alors toutes les directions générées sont de descente,
autrement dit :
dlg, < 0; VE > 1. (3.26)

Preuve. La démonstration se fait par récurrence.
1) Pour k=1
digr=—|lgl* <0

2) Supposons que (3.26) est satisfaite pour & > 1 et démontrons qu’elle le
sera pour k + 1 : Supposons que :

dlgy <0, k> 1.
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En utilisant (3.7), on aura :

diyr = di (grs1— gr) > d}. (grr1 — k)
= (wy—1)dfge > 0.

D’autre part :

T
d;}r+1gk+l = (—9k+1 +5kDﬁdk) Jk+1
= - ”9k+1|| +5k+1d£’9k+1

- — ”gk+1H2+ ||Zk;1|| d7 g

= —lawanl? + 125 kg
= —llgrsall® + llgeral® + ||£;1<:T+1|| dig
_ HZkHH % g,

or puisque : di gr, < 0, dfys, > 0, il en résulte

dZ+1gk+1 < 0.

Ce qui découle la démonstration. m

3.5.2 Convergence de la méthode de DY

Dai-Yuan ont démontré la convergence au sens (3.19) si le pas Ay est
déterminé par la régle de wolfe faible. On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 3.5.2 Supposons que la proposition (3.1.1) est satisfaite. Pour
toute méthode du type (3.1) et (3.3) dont (B, satisfait a (3.25) et le pas A\ sa-
tisfait aux conditions de Wolfe faibles. La suite {xy} générée par l’algorithme
de Dai-Yuan converge dans le sens

klim inf ||gx]| =0

68



CHAPITRE 3. CLASSES ITERATIVES A DIRECTIONS DE

DESCENTE
Preuve. En utilisant le théoréme (3.1.1), on aura :
20082 0 ||kl < oo,
k>1
d’autre part on a
2
ldiss + gesall® = |8
2
= ldial” = (8235) " ldell® = 271901 = g ]
(3.27)
De (3.25)
T
di1gier = (—ger1 + Brade) G
lgx+1*
7 —di gx = BN gr.
dy, Yk
Donc .
BPY i1 9k11
k+1 d;{gk )
remplagons ceci dans (3.26), on aura
2 2
ldeall”  _ (B) lldell”  2dfi05e el
z = P 2 2
(dis19k+1) (dis19k+1) (dhs19841) (dhs19041)
I )|* 1 1 lg+1]I” 1
— +9 —
(). 9r) gl diyagri (df+19k+1)2 lgrsall®
el L Jol } 1
(dige)  Llgenll  diygem lges2]l”
I )|* 1
(dE9r)  llgra®
d’ou
ldl* 1 [
()~ lall®  (di1ge1)
1 1 Idi—2]*
T lgel® gl (diagk-2)
>
5.
i=1 ng”
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Supposons maintenant :

Jw > 0 tel que ||gx| > w; Vk.

On aura :
dy|” 1 1 o 1
”TkH2 < B S
(dk; gk) Hng w i=1 w
(d;‘ggk)2 1
e Z >ty
E>1 ||d/€|| E>1 k
d’ou )
T
Z (dk:gk) —
D) ;
k>1 Hdk”
ce qui contredit (3.18). Ce qui achéve la démonstration. n

3.6 Meéthode de Hestenes et Stiefel HS

Cette méthode a été proposée en 1952, dans sa version linéaire par Hes-
tenes et Steifel [34]. C’est d’ailleurs le premier article publié qui parle de la
méthode du gradient conjugué. Les auteurs utlisent cette méthode itérative
pour résoudre des systémes linéaires, 3, est égale a :

HS _ g;f(gk - gk—l)
" d{fl(gk - 9k—1)

La méthode HS posséde la propriété de conjugaison suivante

dz—l(gk - gk—l) = 07

indépendamment de la recherche linéaire.

Modification de la méthode PRP en agissant sur le coéfficient 3,

Sur la base des connaissances tirées de ’exemple de Powell, Dai a suggéré
[50] la modification suivante dans le parameétre de mise a jour pour la méthode
PRP :

PRP _ ax {0, 5£RP} '
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Dans [32] Gilbert et Nocedal ont prouvé la convergence de la méthode
PRP +. [’analyse de Gilbert et Nocedal s’applique & une classe d’algorithme
du gradient conjugué qui possédent la propriété suivante :

Considérons une méthode itérative de la forme (3.2) et (3.3), et supposons
la suite des gradients {g;} vérifie la condition suivante :

il existe deux constantes positives v et 7 telles ques :

VkeN:0<y<|gll <7

Théoréme 3.6.1 [32] Considérons une méthode itérative du gradient conju-
gué de la forme (3.2) et (3.83), qui satisfait aux conditions suivantes :

(a) B, =0

(b) Les directions de recherche sont des directions de descente suffisante
i.e., il existe une constante C > 0 telle que : gl dy < —C'||gx| 2 k=1,2,..

(¢) La condition de Zoutendijk (> ;- G d)® 00) est vérifiée

llgwll®
(d) La propriété : il existe des constantes b > 1 et A > 0 telle que :
Vk € N : |8, <b et ||wppr — znl| < X implique |8, < o est vérifie.
(e) La condition de Lipschitz et la condition de bornetude sont assurées.

Alors la suite générée par cet algorithme est globalement convergente i.e.

klim inf || gx|| = 0.

Comme corollaire de ce résultat, Si on associe a la méthode PRP+, des di-
rections de recherche satisfaisant la condition de descente suffisante DS et des
recherche linéaires de Wolfe faible, alors la méthode PRP + est globalement
convergente.

3.6.1 Convergence de la méthode HS

Pour une recherche linéaire exacte, ﬁkH S = ﬁkp RP Par conséquent, les
propriétés de convergence de la méthode de HS doivent étre similaires aux
propriétés de convergence de la méthode de PRP. En particulier, si on prend
en considération I'exemple de Powell [50], la méthode HS associée a une re-
cherche linéaire exacte, peut ne pas converger pour une fonction non linéaire.
11 est facile de vérifier que si les directions de recherche satisfont a la condition
de descente suffisante et si on utilise une recherche linéaire de Wolfe, alors la
méthode de HS satisfait la propriété.
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Comme la méthode PRP +, si nous notons,
kHS+ = max {ﬁkHS,O} ,

il résulte du théoréme (3.6.1), que la méthode HS+ est globalement
convergente.

3.7 Meéthode de Liu et Storey LS

La méthode Liu et Storey LS est également identique & la méthode
de PRP pour une recherche linéaire exacte. Bien que peu de recherches
ont été faites sur ce choix pour le parameétre de mise a jour, & 'excep-
tion de ’article [38], nous nous attendons a ce que les techniques dévelop-
pées pour l'analyse de la méthode PRP devraient s’appliquer & la méthode
LS.

3.8 Combinaison unifiée

Les méthodes quasi-Newtonniennes ont été regrouppées en familles dites
de Broyden [6] et ont été étudiées ensemble. De la méme maniére, Dai et Yuan
[11, 10], ont unifié plusieurs méthodes du gradient conjugué et ont proposé
une famille & un parameétre des méthodes du gradient conjugué en posant

2
DY —unif ”gk-l-l”
’ —
Mgell* + (1= X) dy

b

o \x € [0;1] est un parameétre. Les méthodes unifiées sont en fait une
combinaison convexe des méthodes FR et DY. Le procédé de FR correspond
a A\p = 1, tandis que la méthode de DY

correspond a A\, = 0. Dans [22], cette famille est étudiée en considérant
Ar € |—00, 400[. Si la condition de Lipschitz est vérifiée et si on utilise une
recherche linéaire de Wolfe avec

0'2—1§<0'2+é'2)>\k§1, (328)

alors on a la convergence globale pour chaque membre de la famille. En
considérant des combinaisons convexes des numérateurs et des dénominateurs
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de 6,1: R et @kH S Nazareth [44] propose et de facon indépendante, une famille
a deux parametres des méthodes du gradient conjugué avec :

_ M greal” + (1 = M) 921 v
1 Mg ll* + (1= p) dT g

Br

Constatant que les six méthodes du gradient conjugué qu’on a vu précé-
dement ont deux numérateurs et trois dénominateurs, Dai et Yuan [24] ont
introduit une nouvelle famille de gradients conjugués encore plus large a trois
parametres, ils ont choisi 3, comme suit :

(1= ) llgreall® + Mgl v
(1 — gy — wi) llgiell® + 1l y — wid] g

B, =

ou g € [0,1], py €10,1], wy € [0,1 — 1] sont des parametres.

Cette famille & trois paramétres comprend les six méthodes standard du
gradient conjugué, les familles & 1 ou 2 parameétres vues ci dessus et de
nombreuses méthodes hybrides comme cas particuliers. Afin de veiller a ce
que les directions de recherche générés par cette famille soient des directions
de descente, le critere de redémarrage de Powell [51] est utilisé. Posons dy =
—Jk, si

|9t gr—1] > € llgell”,

ou & > 0 est une certaine constante fixe. Si on utilise une recherche linéaire

inexacte de Wolfe forte (3.9)-(3.10) avec

(1+§)02§%-

Dai et Yuan [24] ont montré que les directions de recherche sont des
directions de descente. Les résultats de convergence globale sont également
établis. Dans [23] Dai et Liao modifient le numérateur du parameétre de mise
a jour pour obtenir HS

DL _ 9t (Y1 — gr — tsy)
: dz(gk—o—l — k)
HS Jis15k
AL (Grs1 — 9k)

y Sk = Tyl — T = Qpdy,

ou t > 0 est une constante. Pour une recherche linéaire exacte, gpi1
est orthogonal & s;. Ainsi, pour une recherche linéaire exacte, BkD L - kH S
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Par conséquent la méthode du gradient conjugué DL se réduit a la méthode
HS et la méthode PRP. Encore une fois, en raison de I’exemple de Powell,
la méthode DL peut ne pas converger pour une recherche linéaire exacte.
Semblable a la méthode PRP +, Dai et Liao ont également modifié leur
formule de la fagon suivante pour assurer la convergence :

DL+ {glarl(gk—i-l - gk) } g£+13k
i = max T , — .
dy, (k41 — k) dy. (k1 — 9k)

Si les hypotheéses de Lipschitz et de bornétude sont vérifiées et si dy satis-
fait a la condition de descente suffisante (2.5), il est montré dans [23] que la
méthode DL+, mise en ceuvre une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte
(3.9)-(3.10), est globalement convergente. Trés récemment, dans un nouveau
développement de cette stratégie de mise a jour, Yabe et Takano [60] pro-
posent le choix suivant pour le parameétre de mise a jour, basée sur une
condition sécante modifiée donnée par Zhang et al. [63, 64] :

T
yr _ Gipr(Zr — t5p)
k di’zk 9

ou

POy
2 = (41— gk) + (T—) Nk
Sk Mk

0 = 6(fr— fr1) +3(gk + gr+1)" sk,

p > 0 est une constante et 7, € R" satisfait s.n, # 0. Encore une fois,
et suivant la démarche appliquée & la méthode PRP+-, Yabe et Takano ont
modifié leur

formule de la fagon suivante pour assurer la convergence :

T T
YT+ Jr+1%k 0 i+15k
k = Imax T R —l—

dk Zk dk: Zk

Ils montrent que la méthode YT+ est globalement convergente si les
hypotheses de Lipschitz et de bornétude sont vérifiées et dj satisfait a la
condition de descente suffisante, et si une recherche linéaire inexacte de Wolfe
forte (3.9)-(3.10) est employée avec

O< <1_—O
=P 31 +0-20)
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Sellami, Laskri et Benzine [53] ont proposé une nouvelle famille & deux pa-
rameétres des méthodes du gradient conjugué pour I'optimisation sans contraintes
et ont étudié ses propriétés et sa convergence. ;. est de la forme générale
suivante :

B =5,
Pr—1

ou ¢;_, satisfait
b1 = (1= = wi) llgn1 1 = (e + wr) i1k

et

o= pllgel® + (1 = p)(—gldy), nelo1].

Avec ces données, nous obtenons

2
g — Il g%
'
(1 — gy, — wi) | grl® — wrdl_y go—r + ppyi_ 1 d—s
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Chapitre 4

La convergence de la méthode
de descente d’une famille a
deux parameétres des méthodes
du gradient conjugué avec une
formule fixe du pas

Nous présentons dans ce chapitre la convergence globale d’une famille
a deux parameétres des méthodes du gradient conjugué [5], en utilisant une
nouvelle formule de pas qui a été suggérée par Wu [59], en plus des conclusions
numériques confirmant 'efficacité de la formule proposée et sa comparaison
graphiquement avec le pas de Sun et Chen [8, 55].

4.1 Introduction

Considérons le probléme de minimisation sans contrainte suivante :
min f(z),z € R", (4.1)
ou f est une fonction différentiable, et

Tpi1 = T + agdy, (42)

ou
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_ ) T for k =1,
o = { — gk + Brdp—1 for k > 2, (4-3)

ou g = Vf(xy), est le gradient de f & zy, avec les formules suivantes

Dy, = (1 — iy — wi) g1 | + i 1yn—1 — widf_ygr—y,  (4.4)
T
Bk 9k Yk—1 45
ot ||-|| signifie la norme eucludean et yir_1 = gp — gr—1, €t Dy dépend

des parameétres p,;, € [0, 1[et wy € [0,1 — ;[ Remarquons que la direction de
descente dj, est définie telle que

gidy = —cllgill?, (4.6)

oul0 <c<1—py — w.

L’expression paramétrisé (4.5) est prise [§]. Elle couvre uniquement un
sous-ensemble d’une grande famille introduite par Dai et Yan [24]. Trois
versions classiques du GC non linéaire sont des cas particuliers de formule
(4.5) :

91 Yk
BS _ ﬁ;, Hestenes-Stiefel [34] (4.7)
k—1Yk—1
9 Yr1
P = S Polak-Ribiére-Polyak [47] (4.8)
| gr—1ll
gTyk 1
pEs = di—_ Liu-Storey [38] (4.9)
k—19k—1

D’autres cas sont trés importants, la méthode de Fletcher-Reeves [30], la
méthode de descente conjugué [29], et la méthode de Dai-Yuan [21]. Dans
la mise en ceuvre de toute méthode du gradient conjugué (CG), la taille
de pas est souvent déterminée par certaines conditions de recherche linéaire
comme les conditions de Wolfe [58]. Ces types de recherche linéaire impliquent
beaucoup de calculs des valeurs de la fonction et des gradients, qui devient
souvent une charge importante pour les problémes a grande échelle, qui a
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poussé Sun et Zhang [55] pour suivre la méthode du gradient conjugué ou ils
ont calculé le pas au lieu de la recherche linéaire selon la formule suivante :

ot [|dillo, = /diQrdi ;0 € (0, Vmin/T), T est une constante de Lipschitz
de f et {Q} est une séquence de matrices définies positives satisfaisant pour

des constantes positives Vpin et Vimax

Viind?d < dTQud < Vmaxd'd, Yk, Yd € R™.

Derniérement, Wu [59] a réussi a obtenir une formule de pas. Pour sim-
plifier, nous introduisons quelques notations comme suit :

frs Giy frgr €t Gy désigner f(xy), Vf(ak), f(zr+di), et Vf (2 +di),
respectivement.

Motivant par les méthodes de quasi-Newton dans [63] et [64], nous déri-
vons une formule de mise & jour pour di Qid; comme suit.

Par la formule de Taylor aux termes de troisiéme ordre, f et g”'d peuvent
étre écrit comme suit respectivement

_ 1 ~ 1
Jio = Frg1 — Grardi + gdfG/mdk - gdf(TkHdk)dk +O(||del),  (4.11)

= 1
e Ak = Grgpadi — di Grpady + gd;‘f(TkHdk)dk +O([ldi]), (4.12)

ou Tiy1 € R ™ est le tenseur de f en z;, + di. Annuler les termes qui
incluent le tenseur dans (4.11) et (4.12), alors :

A Grady = (Gry1 — 9k>T di, + 6(fi — Frar) + 3(gk + Tpgr) i + O(l|di|| ).
(4.13)
Ensuite, aprés la substitution de dk(_}’k+1dk comme une approximation de
d} Qdy., nous obtenons une nouvelle formule du oy, :

—dgld
ap = I T , (4.14)
(Grwr — 9) " di + 05
ou B
Ok = 6(fi — Frp1) + 3(gk + Goi1) i, (4.15)
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0 et v sont des paramétres satisfaisant
5 € (0, k/T), (4.16)
et 5
v>0siT=r, ou’yG(O,ﬁ) si T > K, (4.17)

K et 7 sont définis dans I'hypotheése (4.2.1) ci-dessous.

Il a prouvé que la formule ci-dessus pour «y, peut assurer la convergence
globale des méthodes de CD, FR et PR.

Dans ce chapitre, notre objectif est 'utilisation de la formule (4.14) pour
prouver la convergence de la famille & deux paramétres de la méthode du
gradient conjugué.

4.2 Préléminaires

Nous adoptons ’hypothése suivante sur la fonction f qui est couramment
utilisé dans la littérature.

Proposition 4.2.1 la fonction f est LC* et fortement convexe dans R", i.e,
il existe des constantes T > 0 et k > 0 tels que

IVf(@rs1) = V@)l < 7lleg —aplls Vope, o € R, (4.18)
et

IV f(2ri1) = V()] (hi1 — 2x) 2 6 |zp — al*, V @rs, 2 € BT,
(4.19)

ou de maniére équivalente,

K
flapn) = flar) > V(@) (@p0 —2) + 5 ks = oil[* Y whpr, 1 € R
(4.20)

Notez que I’hypothese (4.2.1) implique que I’ensemble

L={zxeR"/f(x) < f(x1)} est bornée.

Si le pas est donnée par la formule (4.14), le titulaire récursion suivant.
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Lemme 4.2.1 Supposons que xy est donné par (4.2), (4.3) et (4.14). alors

Ger19k = prg di, (4.21)
pour tous k, ou
0< = 1= 86l [ (Gsn = 90)" do+ 264 (4.22)
et
P = { (Gr-+1 —ng)T (@rs1 — 28)/ |0 _p;]sz@;O;rO,ak 0 (4.23)

Preuve. Si aj =0, alors p, = 1 et 231 = x. Ainsi, (4.22) est vrai.
Maintenant, nous supposons que o # 0. D’apres (4.22) et (4.23), nous
avons

ghode = grdp+ (gee1 — 1) di
= gidi+ Oélzl (Gr1 — gk)T (Tpt1 — Tp)
= gidi+a; ey |k — 2l
= grdi + gy ||di]?

= gidp — {59dek/ [(gk—i—l - gk;)lec + '70k] } O |1 dill”
= {1=00ulldel*/ | @rr — 90)" i+ 10 | ol e
= pgi d.

La preuve est complete. m

Lemme 4.2.2 Supposons que Uhypothése (4.2.1) est satisfaite. On a les
méqgalités suivantes

fllzrer — 2kll* < (gern — g1) " (@rgr — o) < 7 lloen — il (4.24)
et
[k 4 37 (5 = )] [|dal® < (Grsr — )" i+ 70k < (1+37) 7 |de])*,  (4.25)

pour tout k.
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Preuve. voir [59], lemma 1 m

Corollaire 4.2.1 Supposons que Uhypothése (4.2.1) est satisfaite. On a
0T 0K

1—- <p< 1——— 4.26
m+37(/<a—7')_pk_ (1+3y)7 (426)
pour tout k.
Preuve. D’aprés (4.22) et (4.23) on a
T 2
R U A O Y R
[ | [(?k-&-l - gk) dy + 7@;]
(4.16) et (4.17) impliquent que x + 3y (kK — 7) > 0.
(4.24) et (4.25), il s’ensuit que
0K 0T
— <1-0p. < . 4.28
(14+3y)7 — pk_li+3’y(li—7‘) (4.28)

Cette inégalité implique que (4.26) est vrai. m

Lemme 4.2.3 Supposons que l’hypothése (4.2.1) est satisfaite et que xy, est
donnée par (4.2), (4.3) et (4.14). alors

3 ohde)” _ (4.29)

2
d#£0 ”dkH

Preuve. voir [59], lemma 3 m

Lemme 4.2.4 Supposons que U’hypothése (4.2.1) est satisfaite, alors
> ok |ldi|)? < o0 (4.30)
k

Preuve. D’aprés (4.14), (4.25) et (4.29) on a

5g7dy)’
> ailldl® = > g ) 7 lde®
% k

[<§k+1 - gk)T di + ’79k]

_ o]’y lokd)”
- e Zar .
< o0
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Lemme 4.2.5 Pour k € N. Sous l’hypothése (4.2.1), on a
|Ghadi| < —gfdi {1+ 0 (4.32)
* - k+3y(k—1))"
et 5
gy < —gTdy (1 - 10— 4.33
Ji+1% = —YGi, Ak (1+39)7 ( )

Preuve. D’aprés (4.18), on a |¢,| < 7, selon I'inégalité de Cauchy-Schwartz
et (4.23), on a

Grrdi = gi dic + i di = gl di + axdy, |1di” (4.34)
Selon (4.25), (4.34), et gl'd;, <0, on en déduit que

Togldy,
kK+3v(k—71)

\gﬂldk\ < —ngdk -
D’apres (4.19) on a ¢, > k. Selon (4.25), (4.34), et gf di < 0, alors

T T "1591@ dy,
dip > g, dj, — ————.
gk+1 k — gk k (1 3. ) T

Cela se termine notre preuve. m
Lemme 4.2.6 Supposons que Uhypothése (4.2.1) est satisfaite. Les mé-
thodes de CD, DY et FR satisfaites
T 2
argr di < —|lgkll”, VE. (4.35)
Preuve. D’aprés (4.3) nous avons que
gidi = —lgxl*.
Pour la méthode de CD, si k > 1, d’apres (4.3), (4.21) et (4.26), on a

gid, = —|lgll*+ B8P gl dps
2
= (=1 = pp_y) llowll
2
< — gl
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Alors (4.35) satisfaite pour la méthod de CD.
Pour la méthod de DY, D’apres (4.3), (4.21) et (4.26), on a

e = —loul?+ B s
S
(g5 — gr—1)" dy—1
1

= —r—— ol
L= pp

2
< = gkl

La derniére inégalité découle p, € (0,1). Donc (4.35) vérifie pour DY.
Ensuite, nous considérons la méthode de FR. Supposons que (4.35) satis-
faite pour k — 1, i.e.,
Ghadia < = lgeall”. (4.36)

D’apres (4.3), (4.21) et (4.36), on a

ghdp = _“ngQ_'—BkDYggdk 1

_ (—1+pk RISUS) ) e
Lol

= (—1—Pk—1) ||9k||
2
< —lgrll”-

Donc (4.35) est satisfaite pour tout k. Le lemme est prouvé. m

Théoréme 4.2.1 Supposons que Uhypothése (4.2.1) est satisfaite. La mé-
thode de CD engendre une suite {xy} tel que

li]gn inf || gx|| = 0. (4.37)
La méme conclusion vaut pour la méthode de DY.

Preuve. Nous procédons par la contradiction, supposons que

lim inf [ g4/| # 0.
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Alors il existe une constante € > 0 tel que
llgkll > €, pour tout k& > 1. (4.38)
D’aprés (4.35), on a —gldy > ||gi]|* > 0 . Ainsi,
2 2 2
< = (4.39)

< .
gede ~ lgel* T €
Depuis dj, + g5, = 5,€de_1, nous avons que
2
ldell* = (857) " Ndial® — 27 di — Nl gill*-

En divisant les deux cotés de 1’égalité ci-dessus par (g,{dk)z , en utilisant
(4.35) et (4.39), nous obtenons

[ (8572 Ideal® 2 Jlgell®
= k
(97 di)” (gFdr)”  gidi (gfdy)”
di—1|)? 2
< bl 2 (4.40)
(g]{_ﬁikfl) €
A Taide de maniére récursive (4.40) et notant que d; = —g;, nous avons
a2
Il 4y,
(gk dp,)
c’est-a-dire )
T
(91 dr) ! (4.41)

> ;
i ||? Ak—-1)+1
ou A =2/e%. Donc
2
> (ghde)”/ ldil* = oo.
dp#0

Cela contredit le lemme (4.2.3). D’ou, (4.37) satisfaite pour la méthod de
CD.

Ensuite, nous considérons la méthode DY. Nous supposons que ||gi|| > €
pour tout k.
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D’apres (4.3) et 3", nous obtenons
Td _ ||gk7||2 T d
9 Ak = T Jk—1%k—1-
(9k — gr—1)" dp—1
Ainsi 87 = gldp/gf 1dy_1. Cela donne
ldel® (BPVY? ldial® 2 llol®
= Pk
(gL dy)’ (gFd)”  gidi (gfdy)’
2
< el 2 (4.42)

(g,{_ldk,1)2 2 .

Le reste de la preuve est la méme que la preuve de la méthode CD. m

Théoréme 4.2.2 Supposons que Uhypothése (4.2.1) est satisfaite. La mé-
thode de FR engendre une suite {x\} tel que

lilgn inf || gx|| = 0. (4.43)

Preuve. D’aprés (4.3) et 857, on a

—grdy = —gi (—gk + Bt "di—1)
gl
= H9k”2 + 5 Pk—19k—1Dk—1
[y
2, - ||9k||2 T
< lgall® + o5 (~gk—1dr—1) , (4.44)
[y
ou p=1—06r/[(1+37)7] > 0 et la derniere inégalité découle (4.21) et
pr < p. A Taide de maniére récursive (4.44) et notant que d; = —g;, nous
avons
—gdy < gl ZP <1 ||gk|| (4.45)

Supposons que (4.43) n’est pas vrai.
Alors il existe un € > 0 tel que ||gx|| > € pour tout k. D’apres (4.3), nous
obtenons

ldel® = (BE7)" lldiall? — 297 di — llgll*.
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En divisant les deux cotés de I'égalité ci-dessus par [|gx||*, d’apres 2 et
(4.45), nous avons

il (m)2|ldk—1ll2_2g§dk_ 1
4 - k 4 4 2

[l g% 9wl laell™ gl
- \|dk1u?+( 2 _1) !

B H9k71H4 L—p Hngz
(=1
4
g1l

+ B, (4.46)

ou B=(1+p)/[(1—p)e?] > 0. A Tl'aide de maniére récursive (4.46) et
notant que d; = —g;, nous avons

2
||dk:||4 <B(k—1)+1.
1%l

D’apres (4.35), nous obtenons (g/,falk)2 > |lge|* . Ainsi,

2
(g de)” _ Ngell® 1
ldell® ~ lldel® ~ Bk =1+ 17

ce qui implique que

> (gF )/ [ldel* = oo.

di#0

Il s’agit d’une contradiction a le lemme (4.2.3). Donc, (4.43) est vrai. m

Théoréme 4.2.3 Supposons que Uhypothése (4.2.1) est satisfaite. La mé-
thode de PR engendre une suite {xy} tel que lilgn inf || gx|| = 0.

Preuve. Le théoréme peut étre prouvé par la méme maniere de la preuve
du théoréme 10 in Ref [55], avec un peu de modification. m
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4.3 La convergence globale de la famille a
deux paramétres

Dans cette section, nous discutons des propriétés de convergence dune
famille & deux parameétres des méthodes de gradient conjugué, dans lequel
B est donnée par (4.4) et (4.5).

Tout d’abord, nous donnons 'algorithme suivant

Etape 0 : On se donne x; € R", poser dy = —¢g;,k = 1.

Etape 1 : Si ||gx|| = 0 alors stop. sinon aller a I’étape 2.

Etape 2 : Poser xj,1 = x + apdy ou di définie par (4.3), et oy définie
par (4.14).

Etape 3 : Calculer 8,*%"“*"" utiliser la formule (4.5).

Etape 4 : Poser k := k + 1, aller a ’étape 1.

Lemme 4.3.1 Sous U'hypothése (4.2.1), la méthode définie par (4.2), (4.3),
(4.14) et (4.5) engendre une suite {xy} tel que f(xri1) < f(xg).

Preuve. D’aprés le théoréme de la valeur moyenne, on a
flepn) = fan) =" (r1 — ), (4.47)

ot g = V f(x) pour certains T € [vy xi41]. D’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, (4.14), et I'hypothése (4.2.1), nous obtenons

g (e — 2) + (G — g)" (T — 1)
g (@rer — o) + 115 — gell [|2ns — x|
9h (Tpr1 — @) + 7 |21 — 33k||2

gl dy + T | i

= apgidy, — Tardgldy || di|? / [(ngrl - gk)T dy, + 794

2
= opgrdy, (1 - o de’f” ) . (4.48)
(Gowr — 9) " di + 0%

D’apres (4.16), (4.17) et (4.25), nous obtenons
o 2
Ozkg,zdk = —— o (glzdk)
(9k;+1 - gk) dy + 0y,
5 (g’
(L4377 |ldil*

g (T — 1)

IAIA

(4.49)
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et
2
1- 7 ”dj’fH S (4.50)
(Gor — 9) " di + 05 K+ 3y(k —7)
> 0. (4.51)
Il s’ensuit que
) T
Q=——(1—————]>0.
(1+3y)7 < /f+3'y(/<;—7')>
Ainsi d’aprées (4.47) nous obtenons
Td 2
Flrpen) — fla) < B4 < (452)

2
k|
ce qui implique f(zg11) < f(zx). Ceci termine la preuve. m

Lemme 4.3.2 Supposons que l’hypothése (4.2.1) est satisfaite. On a

0K
Al 7) dr g >0 (4.53)

Dy > (1= — wi) lge—s|” — (Wk + 1+39)7

Preuve. Depuis y,_1 = gr — gx_1, et (4.21)

Dy = (1= —wp) lge—1l” + (apror — ty — wi)di_1gr
= (1= —wi) lge—all® = (g, (L = p_y) + wi)di_ 1 grr-

Selon (4.28) et dI ,gr_1 < 0 la conclusion est immédiate. m

Remarque 4.3.1 Supposons que l’hypothése (4.2.1) est satisfaite. Si Dy =
0, (4.53) implique

(= o) ol = (s + ) g =0

Puisque le coté gauche est la somme des deux termes non négatifs, nous
obtenons

L[ G mem e o =0 (@),
P (e i) A =0 ().
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1:8ipy,+wp <1, (a) se résume o ||gi_i]|> = 0, ce qui signifie que la
convergence est atteinte a l’itération k — 1.
2 : Sipu, =0, donc le numérateur de (4.5) est nul aussi. Dans ce cas, on

{ (1—wp) lgsal” =0,
wkdf_lgk,l = 0.

St wy < 1, la conclusion est la méme que dans le 1 cas .
Lemme 4.3.3 Sous l’hypothése (4.2.1) on a
liminf [|g¢[| > 0 = lim i+ =0,
ou BIFUF est définie par (4.5).
Preuve. D’aprés (4.29), nous concluons que
Tim s — ol = lim flagdel? = 0.

Parce que f est contintiment différentiable, ||gx|| est bornée, d’apres 'hy-
pothése (4.2.1) et la bornitude de L, nous avons aussi klim Yr—1 =0 et

lim g’y = 0. (4.54)
Si h;?l irolf llgr|| > 0, il existe une constante positive 1) > 0 telle que
gl > o for all k. (4.55)
D’apres (4.5), nous obtenons

|9k yr—1| = |BE**| | Dy| (4.56)

Considérons 1" indice d’itération k tel que p;, + wy € [0,1/2]. On utilise
(4.53), (4.56) et di_,gr_1 <0, on obtient

|9k 1] = 1B (1= 1= w) lgna ]I

ce qui conduit a
}g;{ymﬂ > | B P )2, (4.57)
d’ou (4.55).

89



CHAPITRE 4. LA CONVERGENCE DE LA METHODE DE
DESCENTE D’UNE FAMILLE A DEUX PARAMETRES DES
METHODES DU GRADIENT CONJUGUE AVEC UNE FORMULE
FIXE DU PAS

Nous créer un résultat semblable dans le cas plus complexe p; + wy €
(1/2,1[. Dans un premier temps, nous devons montrer que

gldy < —1?/2, (4.58)

pour toutes les valeurs de k suffisamment grandes. D’apres la Remark
(4.3.1), dans le cas g7 _,d_1 = 0, nous avons 3,**“* = 0, alors dj, = —gj et
(4.58) est valide selon la (4.55).

Maintenant, considérons le cas ou gi ,dy_; < 0. D’apres (4.3), (4.5) et
(4.21) on obtient

Gd, = g (—gx + B dy_y)
glf’yk_l

=~ loull* + i i

(1 — gy, — wi) ||9k—1||2 + :ukdg—lyk—l - wkdip—lgk—l

T
Pr—19k Yk—1 T

= gl + ol 1dis

(1 — gy, — wi) H9k71H2 + (rPr—1 — Hy — Wi)di_ 1 Gr—1

T

S _wQ + ‘pk—lgk} yk*l‘ (4‘59)

}Mkﬂkq - Mg — Wk‘ ’

pour k est suffisamment grand, donc (4.58) est vrai.
D’apres (4.5), (4.58) et (4.26) on otient

lgh k| = 1B (= g, — wi) % = (g (1= ) + wi)y?/2] .

wi d
> 1o {0 w4 | S ] v

ol (60

= I e =0 sy

pour toutes les valeurs de k suffisamment grandes. Si u, +wy € (1/2,1],
donc

|9k Yn—1| = |8 S, (4.61)

Pour S < 1/2: (4.61) est impliquée par (4.57), pour que (4.61) satisfaite
dans I'ensemble du domaine p;, € [0,1] , wy € [0,1 — 1.
Finalement, (4.54) et (4.61) implique klim | Bk = 0.

D’autre part, considérer le cas ou ’hypothése (4.2.1) n’est pas nécessai-
rement valide.
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Si p, = 0, ensuite, nous avons

|9k ye—1| > |87 /2.

La preuve est semblable a celle de (4.61), ot sont les deux cas & examiner
wr €10,1/2] et wy € (1/2,1].
Finalement, d’aprés (4.54) on obtient klim | ﬁg’w’“} =0. =m

Théoréme 4.3.1 Sous l’hypothése (4.2.1), la méthode définie par (4.2), (4.3),
(4.14) et (4.5) engendre une suite {xy} tel que

lilgninf |lgk|l = 0.

Preuve. Supposons au contraire que ||gx|| > v pour tout k.
Puisque liminf || g¢|| # 0, d’apres le lemme (4.3.3) nous avons 3,*** — 0,

k—o0

comme k — 0. Puisque L est bornée, les deux {x} et {gx} sont bornées.
En utilisant
il < llgell + 185" Ndr-all (4.62)

nous concluons que le {||di||} est uniformément bornée donc

lgidi.| = g (=g + B*dy—1)|
> {lgill® = 1815 Nl gl l|di—1]l - (4.63)

D’apres (4.5), (4.21) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

” -
(1 = gy, — wi) N grl® + 1pdd_ g1 — widl_ grs
3 el lgs — gisll
T = g = wr) llge—all* = [(1 = oy ) + wildl_ g
(4.64)
D’apres (4.18) et (4.31) on obtient
gk — ge-1ll < Tag_1||diel

T A3y (R =7) lldeall
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D’apres (4.16) et (4.17) on en déduit que
T
G
g = guoall < F== (4.66)
]|

par (4.6) nous avons

| =1 + puy, + wi] ‘gT
—

‘(1 — M — W) Hgk—1H2 — [ = pp—) e + Wk]d;fqgk—l‘ > - 1dl~c—1‘
= m|gi_ydia|, (m>1)
(4.67)
par (4.65), (4.66), et (4.67) on obtient
w lgx
18 N1l < == (4.68)

Par conséquent, en substituant (4.68) dans (4.63), nous avons

m—1
gidi > Allgel®, A=——, (4.69)

pour k est suffisamment grand. Ainsi, nous avons

(gFds)” o llgel’?

> . (4.70)
Idell® 19 (A
Puisque ||gx|| > v et ||di|| est bornée , alors il existe € > 0 pour que
2
(g d.)
2 2 =5
e i
ce qui implique
Td 2
S (o ’“2 = . (4.71)
dj,#0 ”dkH

Ceci contredit le lemme (4.2.3). m
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4.4 'Tests numériques et discussions

Dans cette partie, nous présentons les expériences numériques de la nou-
velle formule (4.14) avec expression (4.5), ordinateur (Processeur : Intel(R)core(TM)i3-
3110M cpu@2.40GHZ, Ram 4.00 GB) grace au programme Matlab.

20 tests problémes sont tirées [1]. Cela nous conduit a tester les propriétés
globales de convergence de notre méthode. Critéres d’arrét est réglé par ||gx||
< eoue = 1075 Prenant en considération les paramétres suivants : 6 = 0.75,
v=0.01, g, =p=05et wp =w = 0.4.

Tableau 1 liste des résultats numériques. La signification de chaque co-
lonne est la suivante :

“Probléme” le nom du probléme de test.

“N” la dimension du probléme de test.

“k” le nombre d’itérations.

“l|lgk|l” la norme du gradient.
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Tableau 1
Probleme N k g% |
1 Raydan 1 10 19 1.120790293916461e-07
50 51 1.389923874174295e-07
2 Diagonal 5 500 342 1.026183259422179¢-07
1000 631 1.003760103090495e-07
3 Perturbed quadratic digonal 100 23 2.170295100224989e-07
500 29 1.155266677665186e-07
4 Extended quadratic penalty 1 100 18 1.884874483160104e-07
500 19 1.016400612612853e-07
5 QUARTC 100 15 1.643581275426157e-07
500 16 1.550430128841257e-07
6 White and Holst 100 24 2.070125493427497e-07
500 27 1.810192036538758e-07
7 Beale 100 145 1.244578200376349¢e-07
500 221 1.067324585387475e-07
8 Diagonal 7 100 15 1.279002965759446e-07
500 16 1.099362564544676e-07
9 Extended Maratos 100 173 1.594462458701618e-07
500 286 1.024825161025436e-07
10 Diagonal 8 50 20 3.247344971185945e-07
200 21 1.653875889473304e-07
11 Freudenstein and Roth 100 21 2.457891545157802e-07
500 24 1.623516986314701e-07
12 Rosenbrock 100 19 1.002347534497171e-07
500 21 1.001365348958891e-07
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13 Penalty 100 71 1.532487962140 017e-07
500 89 1.360078512369044e-07
14 Cliff 100 34 2.0056653220821 97e-07
500 39 1.897012587633221e-07
15 LITARWHD 100 248 1.185263304998455e-07
500 409 1.058770638716538e-07
16 Almost Perturbed Quadratic 2 21 1.148131830118244e-07
500 29 1.017343210015877e-07
17 Diagonal 4 2 30 1.319452728458 628e-07
500 31 1.001055919601577e-07
18 Staircase 1 2 21 2.292660111210135e-07
500 25 1.025016344917332e-07
19 Power 2 21 2.251830705880973e-07
500 27 1.095143872286877e-07
20 Full Hessian 2 2 27 1.516469135063661e-07
500 29 1.100214389422758e-07

Les résultats du tableau 1 indiquent que l'expression (4.14) fournit le temps
et la mémoire mieux que l'expression (4.10) qui utilise les matrices {Qy} qui
peuvent devenir un fardeau a certains moments pour montrer la convergence.

La valeur de 9§ est trop grande dans test, la méthode peut parfois engendre
un x4 tel que f(x) < f(2x41). En théorie, cela ne peut pas se produire si
J est suffisamment petit, (4.3.1). Plus la valeur de § est petit, ce fait permet
la convergence se produire a la fin.

Si la valeur v est petit, le nombre d’itérations diminue et ||gx|| converge
rapidement parce qu’elle est liée aux parametres 7 et x, alors que les appli-
cations des deux valeurs p et w affecte plus la valeur ||gx|| par rapport aux
nombres d’itérations.

Il y a un certain nombre de 20 & grande échelle les problemes de test
d’optimisation sans contrainte généralisée ou étendue de collection de [1].
Pour chaque fonction test, nous avons pris six expériences numériques avec
le nombre de variables augmentant comme n = 1000, 2000, 4000, 6000, 8000,
10000.

Nous adoptons les profils de performance par Delan and Moré [42] pour
comparer les performances entre les algorithmes suivants

T-PF1 : famille & deux parameétres des méthodes de gradient conjugué
avec la formule (4.10).

T-PF2 : famille & deux parameétres des méthodes de gradient conjugué
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avec la formule (4.14).

Figure 1,2,3 et 4 donnent des profils de performances pour le nombre
d’itérations, le temps de CPU, les évaluations de fonction, et les évaluations
de gradient respectivement.

A partir les quatre Figures, nous pouvons voir que toutes les méthodes
sont efficaces. La nouvelle méthode T-PF2 fonctionne mieux que la méthode
T-PF1, pour les problémes des tests donnés. Ces résultats préliminaires ob-
tenus sont en effet encourageants.

Dans le trace de profil de performance, la courbe supérieure correspond
a la méthode qui a résolu le plus de problémes dans le temps qui se trouve a
un facteur ¢ du meilleur temps. Le pourcentage des problémes de test pour
lesquels une méthode est signalée comme le plus rapide est donnée sur I'axe
gauche de la parcelle. Le coté droit de la parcelle donne le pourcentage des
problémes de test qui ont été résolus avec succes par chacune des méthodes.
En substance, le coté droit est une mesure de la robustesse de 1’algorithme.

Dans les figures 1 et 2 nous utilisons les itératios et le temps CPU pour
comparer les performances des codes de gradient conjugué T-PF1 et T-PF2.
Les figures 1 et 2 montrent que, T-PF2 est la plus rapide (environ 83%) et
(plus rapide pour 68%) par rapport T-PF1, pour des valeurs de t > 6,5 et
t > 3 respectivement

Dans la figure 3, nous comparons la performance en fonction du nombre
d’évaluations de la fonction, étant donné que la courbe supérieure de la figure
3 correspond & T-PF2, cet algorithme est clairement le plus rapide pour cet
ensemble de 20 problémes de test. Aussi, il est intéressant d’observer sur la
figure 3 que le code T-PF2 sont les plus performants, par rapport au nombre
d’évaluations de fonction, pour des valeurs de ¢ > 6.

Dans la figure 4, nous comparons la performance en fonction du nombre
d’évaluations de gradient. T-PF2 est la plus rapide (plus rapide pour 72%),
alors T-PF1. Par conséquent, le code T-PF2 sont les plus performants, par
rapport au nombre d’évaluations de gradient, pour des valeurs de ¢ > 4.5.

En conclusion, la fig. 1-4 suggérent que notre méthode proposée T-PF2
présente la meilleure performance car il représente la plus grande probabilité
d’étre le solveur optimal, suivi par la méthode du gradient conjugué T-PF1
par rapport a tous les indicateurs de performance.
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CHAPITRE 4. LA CONVERGENCE DE LA METHODE DE
DESCENTE D’UNE FAMILLE A DEUX PARAMETRES DES

METHODES DU GRADIENT CONJUGUE AVEC UNE FORMULE
FIXE DU PAS
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Figure 4. Performances basée sur d’évaluations de gradient
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