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Résumé

Le travail de ce mémoire consiste a la recherche des cycles limites des
systémes différentiels ordinaires perturbés, en utilisant la méthode de la
moyenne.Plus précisement,on étudie la biffurcation des cycles limites d'un
centre linéaire perturbé par des polyndémes de degré quatre.De méme ,on étu-
die la bifurcation des cycles limites d’un centre cubique par des polynémes
quadratiques.

Mots clés : Cycle limite, méthode de la moyenne, systéme cubique,systéme
linéaire, perturbation.
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Abstract

This work consists of the research of the limit cycles of ordinary differen-
tial systems by using the averaging method. We study the limit cycles which
bifurcate from linear center inside the polynomial systems of degree 4 ;We
also study the bifurcation of limit cycles above the polynomial systems of
degree 2.

Keywords : limit Cycle, averaging method,linear center, cubic systems,
Liénard system, perturbation.
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Introduction

Un probléme important dans I’étude des équations différentielles est la dé-
termination des cycles limites. Ce phénomeéne est observé dans beaucoup de
systémes physiques et biologiques. Une méthode classique pour produire des
cycles limites est de perturber un systeme qui possede un centre. Nous utili-
sons la méthode de la moyenne du premier et second ordre. Cette méthode
donne une relation entre les solutions des systémes différentiels périodiques
non autonomes et les solutions des systémes différentiels moyennés, qui sont
autonomes.l’idée de la méthode de la moyenne comme une technique pour
étudier le nombre maximum des solutions périodiques du systeme perturbé
est apparue au dix huitiéme siécle. Elle a été formulée trés clairement par La-
grange en 1788. Ainsi, en 1920 Van der Pol a développé 'utilisation de cette
méthode pour les équations provenant de la théorie des circuits électroniques.
En 1928 Fatou a donné la premiére preuve de validité asymptotique de cette
méthode. En 1930 Krylov, Bogliubov et Mitropolsky de ’école (Kiev) de
mathématiques ont suivi ce type de recherche. Henri Poincaré a aussi étu-
dié la bifurcation et la stabilité des solutions périodiques. Nous appliquons
cette théorie a un centre perturbé par des polyndémes de degré quatre , dans
R2et R?.De méme nous appliquons cette théorie & la perturbation d’un centre
cubique par des polyndémes de degré deux.

On sait que le systéme perturbé

{ Tt=—y+eP(x,y)
y=z+eQ(v,y)

n—1
ou P et ) sont des polyndémes de degré n, admet au plus T} cycles

limites , en utilisant la méthode de la moyenne du premier ordre.
et que le systéme perturbé
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{ t=—-y(l4+x)+eP(x,y)
y=al+)+eQ(x,y)

ou P et () sont des polynémes de degré n, admet au plus n cycles limites ,
en utilisant la méthode de la moyenne du premier ordre.voir [ 6]

Le chapitre 1 est consacré aux notions générales sur les systémes dyna-
miques.

Le chapitre 2 est réservé a la théorie de la méthode de la moyenne.On
étudie un exemple d’un systéme différentiel qui provient du controéle optimal.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude des cycles limites des systémes poly-
nomiaux de degré quatre dans R? et R3.
On étudie les systémes perturbés de la forme

{ T =—-y+eP(x,y)
y=x+eQ(z,y)

et les systémes perturbés de la forme

T=—-y+eP(z,y)
y::L'+5Q(x,y)
Z:EQ(:C,Z/)

ou P et () sont des polyndémes de degré quatre.
On donne des exemples ou P et () sont des polyndémes de degré quatre avec,
exactement un et deux cycles limites.

Le chapitre 4 est consacré a la perturbation d’un centre cubique par des
polynomes de degré deux c-a-d,on étudie le systéme de la forme

{ T = —yf(l‘,y) +€P((L’,y)
Y= wf(a:,y) +5Q (fan)

ot f(x,y).est une conique de la forme
1-Ellipse réelle f(z,y) = (x +a)* + (y + b)* — 1 avec a® + b* # 0.
2-FEllipse complexe f(x,y) = (x +a)* + (y +b)* + 1.
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Chapitre 1

Notions générales

1.1 Resumé

Ce chapitre couvre les themes nécessaires pour la compréhension de la théo-
rie qualitative des équations différentielles ordinaires et des systémes dyna-
miques.Nous rappelons des notions générales .Nous commencons par la defi-
nition des systémes dynamiques ,les points critiques et le systéme non linéaire
au voisinage d’un point d’équilibre.En suite, nous introduisons la notion d’un
cycle limite et 'amplitude d’un cycle limite .On donne aussi le théoréme de
Bezout et le théoreme de Poincaré-Bendixson. En fin, on donne un exemple
d’application en chimie qui a un seul cycle limite.

1.2 Définition d’un systéme dynamique

Un systéme dynamique sur R” est une application U : RT x R” — R" telle
que

L x) : RT — R™ est continue

t,.) : RT — R" est continue

0,z) ==z

(
E
(t+s,2)=U(tU (s,x)) Vt,s € R, Vo € R"

* ¥ % ¥
SSTE S

1.2.1 Exemple

Soit le systeme différentiel
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&= Az, 2(0) = xg (1.1)

ol A est une matrice constante, z € R™. la solution de (1.1) est z(t) = e*4xg

le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique (¢,7) — U (t,z) = ex

1.3 Flot d’une équation différentielle
Soit le systéme non linéaire

&= f(z)

et le probleme & valeurs initiales

T = f(z), x(0) = xg

avec v € R™, F un sous ensemble ouvert de R" et f € C! (F). Pour 2y € E et
¢ (t, o) la solution de probléme a valeurs initiales, ’ensemble des applications
¢, défini par

¢y (z0) = ¢ (¢, 20)

est appelé le flot du systéme différentiel.

1.4 Définition d’un point critique
On appelle point critique, point d’équilibre, point singulier ou point fixe du

systéme différentiel non linéaire & = f(z), x € R™, le point zq € R" tel que

f(z0) =0

1.5 Plan et portrait de phase

Soit le systéme planaire

i = P(r,y)
{ = Q(2.y) (1.2)



1.6. PLAN DE PHASE D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE

Un portrait de phase est ’ensembles des trajectoires dans 1’espace de phase.
En particulier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordi-
naires de deux variables. Les solutions (x (t),y (¢)) du systéme (1.2) repré-
sentent dans le plan (x,y) des courbes appelées orbites. Les points critiques
de ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites
de ce systeme ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase
et le plan (zoy) qui est le plan de phase.

1.6 Plan de phase d’un systéme différentiel
linéaire

Pour déterminer le plan de phase, il faut savoir la nature des points critiques.

1.6.1 Nature des points critiques

Soit le systéme différentiel linéaire planaire
T = Ax (1.3)

N 11 a2 .
ol A= ( o a est une matrice constante, r = (xy, x3)
21 22

le polynoéme caractéristique est p () = A — (a1y + ag) A + ai1a99 — a12a91.
les valeurs propres A; et Ay de la matrice A sont les racines du polynome
caractéristique. On propose la classification des trajectoires en fonction des
valeurs propres A\; et Ay de (1.3). Le comportement de ces trajectoires au
voisinage du point critique, détermine le type du point d’équilibre représenté
par ce dernier. Il s’agit d’une classification topologique locale.

On distingue les différents cas selon les valeurs propres A\; et Ay de la matrice

A
1. Ay et Ay réel de signe différent

la singularité est un selle qui est toujours instable...

3
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2. \; et Ay réel de méme signe

si A1 < Ay < 0, la singularité est un noeud stable.
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si 0 < A; < Ay la singularité est un noeud instable.
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si A1 = Ay = A, la singularité est un nceud stable si A > 0 sinon il est instable.

3. A1 et Ay complexes conjuguées avec la partie réelle non nulle.

La singularité est un foyer stable ou instable selon le signe de la partie réelle
négative ou positive respectivement
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Centre

1.7 Linéarisation

Soit le systéme différentiel non linéaire
= f(x),z €R" (1.4)
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1.8. DEFINITION D’UN CYCLE LIMITE

Soit 2o un point critique de (1.4). Soit le systéme linéaire

&t =ArxouA=Df (z) (1.5)

Az est une bonne approximation de (1.4) au voisinage de zg
Un point critique xq est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de A
n’a de partie réelle nulle.

1.8 Définition d’un cycle limite

Un cycle limite est une orbite fermée isolée, c’est & dire au voisinage de cette
orbite, on ne peut pas avoir une autre orbite fermé.

La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires de son
voisinage.

1.9 L’amplitude du cycle limite

C’est la valeur maximale de la variable x du cycle limite.

1.9.1 Remarque

Pour un cycle limite, la somme des indices des points critiques & l'intérieur
de ce cycle limite est égale 1.

1.10 Définition

Un systéme Hamiltonien s’écrit sous la forme

H
N U (1.6)
V=%

ou H = H(z,y). H s’appelle Hamiltonien de ce systéme.
Le Hamiltonien est une intégrale premiére de ce systéme.

7
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1.11 Stabilité des points d’équilibres

La question de la stabilité d’une solution ou d’'un mouvement est une
question fondamentale de la théorie qualitative des équations différentielles.

Cette question a été étudiée en détail par I’éminent mathématicien russe
Lypunov(1857 — 1918).

Définition 1.11.1 Soit le systéme des équations

d
d—g;:f(t;x), reR"teR (1.7)

On suppose que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’uni-
cité des solutions.

Une solution ¢(t) du systéme (1.7) telle que ¢(tg) = ¢, est dite stable au
sens de Lypunov si Ve > 0,36 > 0, tel que toute solution z(t) de (1.7) dont
la valeur initiale z(ty) vérifie

[2(to) = @oll <0 = [lz(t) — ()]l <&,V = %o
Si en plus de cette définition on a tliT |z(t) — o(t)]| =0

Alors la solution est dite asymptotiquement stable.

exemple 1.11.1 Soit le systéme différentielle de premier ordre

dz
dt
La solution telle que x(0) = xq est z(t) = (zg — 1)e™" + 1.
La solution ¢(t) telle que ¢(0) =1 est ¢(t) = 1.
|z(t) — o(t)] = |(wo — 1)e™"| < |xo — 1], VL = 0.
il suffit de prendre § < ¢,6 = ¢ = ¢(t) est stable.

=—x+1,200)=1

exemple 1.11.2 Soit le systéme

. dr . dy .
ouxr = dtay_ dt et ($<O>ay(0)) _(070)



1.11. STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRES

La solution qui vérifie (2(0),y(0)) = (zo,yo) est

(20) = (ocomtmint) o= ()
i

Zo

Ve > 0,36 > 0 telle que y
0

< e,Ve > 0;

<

= |z®]+ ly(®)]

= |xgcost — ygsint| + |zosint + yo cost| < 2(|xo| + |yol)

o | <208 )l <>

On prend § <X =;(d = 2) d'on ¢(t) = ( 8 ) est stable au sens de

! \

[\

Lypunov.

(5)-(2)

Donc la solution n’est pas asymptotiquement stable.

2
=2(t)* +y(t)? = 25+ y3 = ¢ > 0 quand t — +o0

Remarque 1.11.1 1] est possible que la solution soit non bornée et stable et
meéme asymptotiquement stable.De méme il est possible que la solution soit
bornée et non stable.

x
*Dans le premier cas ,on a l’exemple pri 1,z2(0) =1

*Dans le deuxiéme cas ,on a l’exemple

dz ) 2 — =
—r = ()%, 2(0) = 0,6(t) = 0

Théoréme 1.11.1 i ) Si toutes les valeurs de la matrices Jacobienne D f(xq)
ont des parties réelles négatives ,alors le point d’équilibre xy est assymptoti-
quement stable.
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ii)S’1l existe au moins une valeur propre de D f(z() avec une
partie réelle positive, alors le point d’équilibre est instable.
ii1)Si & coté des valeurs propres avec des parties réelles négatives
il y a des valeurs propres avec des parties réelles nulles ;on ne peut rien dire
sur la stabilité du point xg.

1.12 Théoréme de Bezout

Soint p;,j = 1..d des polynomes en ces variables (z1, 2, ..., 74) de degré
d;,j = 1..d Considérons le systéme polynomial suivant

Ou (z1, 3, ...,24) € RLSi le nombre de solutions de ce systéme est fini
alors il est borné par

dy X dy X ... X d,.
Preuve. voir[5| =

1.13 Théoréme de Poincaré-Bendixson

Ce théoréme est un critére pour la ditection des cycles limites dans le
plan . C’est un théoréme d’éxistence.
Soit le systéme dans le plan

i = f(z),r € ECR? (1.8)
Définition 1.13.1 Un point p € E est dit point w—Ilimite de la trajectoire
é(.,z) du systéme (1.8) s’il éxiste une suite t,, — +oo telle que ¢(t,,x) =p

quand n — oo.

Définition 1.13.2 L’ensemble de tous les points w—limite d’une trajectoire
[ .¢(.,x) est dit ensemble w—Ilimite de T ,il est noté par w(I")

Proposition 1.13.1 L’ensemble w—Ilimite d’une trajectoire I' du systéme
(1.8) ,est un ensemble fermeé de E .

10



1.14. APPLICATION EN CHIMIE

Si T est contenue dans sous ensemble compact de R? alors w(I") est non
vide, connexe et compact de E' .

Théoréme 1.13.1 Si p est point w—Ilimite d’une orbite I' de (1.8) alors
tous les points de l'orbite ¢(.,x) sont aussi des points w—limite de I' c-a-d si
p € w(l) alors T, C w(T).

Théoréme 1.13.2 De Poincaré-Bendizson

Supposons que f € CY(E) ou E est un ouvert de R? et que © = f(z)
posseéde une trajectoire I' contenue dans un sous ensemble compact F' de E
Si w(I") n’a pas de point critique de (1.8) alors w(I") est une orbite pério-
dique de (1.8).
Preuve. Voir [1] =

1.14 Application en chimie

Le bruxellateur,c’est un modéle pour une reaction chimique ,autocetaly-
tiqueavec diffusion

d
—f:a—(b—kl)x—kﬁy
d—‘:{:bx—ﬂy

dans ce cas on a un seul cycle limite selon le théoréme de Poincaré-
Bendixson.
1.15 Reésultats auxiliaires

Définition 1.15.1 Un point x € D ou Jf(x) # 0 est appelé un point régqu-
lier, si non il est un point singulier de 'application f.

Définition 1.15.2 f est non dégénérée dans D si n’a aucun racine sur 0D
et si chaque racine de f dans D est non dégénéré c’est a dire J f(x) # 0 avec
xo racine de f et 1y € D.

Lemme 1.15.1 Pour n,m € N jon définit

11



CHAPITRE 1. NOTIONS GENERALES

2

Lyn = /cosm(é) sin”(0)do

=]

alors )
Imn - o Im—2n
m-+n
et 1
Imn - " Im n—2
) m + n )

Ces intégrales sont utilisées jusqu’a ce qu’on arrive a Iy = 27
ou [0’1 = [170 = [171 =0.
Notons que I, ,, # 0 si et seulement si m et n sont paires.

12



Chapitre 2

Les orbites périodiques par la
méthode de la moyenne

2.1 Introduction

Pour étudier les orbites périodiques d’une équation différentielle ordinaire ou
d’un systéme différentiel,on introduit la méthode de la moyenne.

La méthode de la moyenne est une méthode de construction d'une approxi-
mation de la solution d’un probléme & valeur initiale d’une classe d’équation
différentielle et de détermination des solutions périodiques.

2.2 La méthode de la moyenne du premier
ordre

Soit le systéme différntiel
i(t) = eF(t,x(t)) + 2R(t, z(t), ¢) (2.1)
avec x € D C R™, D est un domaine borné et t > 0 F(t,z) et R(t,z,¢)

sont T-périodique en t
Le systéme moyenné associé au systéme (2.1) est

y(t) =f(y(1). 1) (2.2)
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PERIODIQUES PAR LA METHODE DE
LA MOYENNE

T
o= %/F(s,y}ds
0

Le théoreme suivant nous dit sous quelles conditions les points singuliers
du systéme (2.1) fournissent des orbites périodiques du (2.1)

Théoréme 2.2.1 On considére le systéme (2.1) et on suppose les fonctions
F,R,D,Fy, D?F, D?R sont continuées et bornées par une constante M (in-
dépendante de € ) dans [0, +oo[x D avec -y < € < &g

On suppose que F' et R sont T'— périodique en ¢ avec T indépendante de
€
(a) Si p € D est un point singulier du systéme moyenné (2.2) telle que

det(Dme(p)) #0
alors pour |¢| > 0 suffisamment petit il éxiste une solution T'— périodique

X:(t) du systéme (2.1) telle que X.(0) — p quand ¢ — 0

(b) Si le point singulier y = p de systéme moyenné (2.2) est hyperbolique
alors pour |¢| > 0 suffisamment petit ,la solution périodique correspondante
X.(t) du systéme (2.1) est unique hyperbolique et de méme stabilité que p.

exemple 2.2.1 Soit I’équation de Vender pol

.. - 2. T=y
F+x=c¢(l x)x@{y:—x—l—s(l—:ﬁ)y (2.3)

cette forme ce n’est pas exactement que (2.2) pour cela, on utilise les
coordonnées pollaires

7 =er(l —r?cost)sin®t
0 = —1+¢ecos(l —r?cos’t)sint
Aussi on peut trouver le systéme (2.2), donc on passe a la technique

d
d_g = —er(1 —r?cos® ) sin® § + O(£?)

(selon develloppement de Taylor)
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2.2. LA METHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

Les conditions du théoréme sont verifiées
FO+2m,r)=F0,r) =T =2n

L’équation moyennée

2
1 1
) = 5 / (1~ 1 cos? ) sin? 0 = (s — 4)
0
N . . ) i
alors on a r = ér(r —4) qui a les points singuliers r = 0,7 = 2,r = —2
d 0
,Junique racine positive est r = 2 ,di(2) = 1 > 0 donc le cycle limite est
r

instable, c’est un cercle de rayon 2.

Proposition 2.2.1 Les systémes de Lineard de la forme

{ B =y — Q@ 4 oo + a,z") (2.4)

j=—=

n—1
avec ¢ suffisamment petit et a,, # 0 posséde au plus | | cycles limites

qui bifurquant des orbites périodiques du centre linéaire

T=1
j=—z

I n
et il existe des exemples avec exactement |

] cycles limites, ici [ | désigne
la fonction partie entiere.

Preuve. Posons = = rcos(f) et y = rsin(f) dans le systéme (2.4), on obtient
u

{ F=—eYy p_ agrtcos* o
H ; n k—1 k
=—1+esinf) ,_, apr® ' cos®0

car 7 = xx + yy et 7‘29:my—yx'
on passe a la technique

dr _ - ko ooktl 2
i &?;akr cos" " (6) + O(£7)

15



CHAPITRE 2. LES ORBITES PERIODIQUES PAR LA METHODE DE

LA MOYENNE
j’applique la méthode
n 27
1
for)y = —2—Zakrk/cosk“(0)d9
L ;
= T 5 apr Ok
2 pt
ou by = fozTr cos**1(0)df, k impaire
d
d_g =¢ef%r) et, on a
1 (Z b )
r=ee ag”" by,
2T —
mais
Z ak‘bk‘rk = a1bir + GsbgT3 + o, + a,b,r" =0
k=1
= T(albl + a3b3r2 o + anbnr”‘l) =0

Comme (n — 1) est paire le nombre de racines est (n — 1).Mais comme
. . . . o n—1
(—r) est aussi une racine, le nombre maximum de racines positives est [T}

n—1

mais si n est impaire on a exactement ( ) racines ce qui implique qu’ il

-1
a au plus [n | cycles limites.

Remarque 2.2.1 Si f°(r) = %fOTF(s,y)ds = 0 ,on passe a la méthode de

la moyenne de deuxiéme ordre.

2.2.1 Application de la méthode de la moyenne du pre-
mier ordre

On étudie I'éxistence des sycles limites pour le systéme suivant (systéme
de dimension 3) par la méthode de la moyenne du premier ordre
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2.2. LA METHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

&= Apx + eF(x) (2.5)
pour 0 < |e] << 1 ou
0 -1 0
AO - ]_ 0 0
0 0 0

et F:R*— R?est definie par
F(r) = Az + o(K"2)b
avec K, b€ R3/{0},A € M3(R) telle que

ail aiz2 Az
A= a21 Q22 A3
a31 aszz G33

et ¢ : R — R est definie par

—1,z €] — o0, —1]
Qp(x> = x,x € [_17 1]
1,z €]1, 00|

telle que la variable indépendente est notée par ¢, et K7 est le transposé de
K
le systeme (2.5) devient

(2.5) =
. 0 -1 0 x air a2 Qi3 z
X = 1 0 O Yy | te| aan aoa ass Y
0 0 O z asy G32 0as33 z
K1 bl
+30 KQ (I‘,y,Z) bQ
Kg b3
on a
Ky
el | K2 | (2,9,2) | =9 (EKz+ Ky + K3z)
K3

17



CHAPITRE 2. LES ORBITES PERIODIQUES PAR LA METHODE DE
LA MOYENNE

donc

&= —y+e((anz + any + a32) + ¢ (Ki1z + Koy + K32) by)
y =x -+ 5((0,2137 + a22Y + CL32Z) + @ (K1$ + sz -+ K3Z) bg)
Z = 8((0,311’ —+ aszay + CL332) + (Y2 (Kll’ -+ Kgy + KgZ) bg)

En coordonées cylindriques posons x = rcos(), y = rsin(f), et z = z
donc

rr = xi+yy
—zy + e(an + apy + ai32)
+zp (K + Koy + K32) by + xy + ey(ag1x + agy + asez)
+yp (Kiz + Kay + K32) by
= elanr? + appry + a1322 + anxy + agy® + asezy) + o(Kix + Koy + K32)(biw + boy)

. € 2 2
ro= ;((auw + 122y + a132% + a1y + a2y’ + azezy) (%)

+p(Kqx + Koy + Ksz)(biz + boy))

r?0 = xy—yx
= 1%+ e((an12® + anyr + azzr — anry — ay’ — a132y)
+p(Kir + Koy + K32)(bow + b1y)

d’ou

; £
b= 1+ ﬁ((ame + AgayT + A32% — ANy — Ay’ — arzzy) (%)

—Hp(Kl:zz + Kgy + KgZ)(bgH? + bly))

d’aprés (x), (xx) et selon Taylor on a
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2.2. LA METHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

dr € 9 )
— = ;[(aux + a12TY + 1322 + a217Y + a22y” + a322Y)

v +o(Kyz + Koy + Ks2)(bix 4 bay)] X

[1+ %((ame + 9oy + agp2T — ATy — A2y’ — a132Y)
+p(Fqz + Koy + K3z)(ba + biy))] ™

= ;((anxQ + 19Ty + a132T + an @Y + agny® + aznzy) + (K + Koy + Kzz)(biz + bay))

= &(a1rcos(0) + arzr cos(9) sin(f) + ai32 cos() + axr cos(f) sin(f) + agyr sin(6)
+azezsin(f)) + ¢(K 2 + Koy + K32)(big cos(d) + by sin(6)))

= e(a1rcos?(0) + arar cos(0) sin(f) + ai32 cos(f) + axr cos(f) sin(f) + agyr sin(6)
+asgzsin(0)) + f(rcos(9), rsin(6), 2)(big cos(f) + by sin(h)))

= eFy(0,r,2) + O(?)

telle que

Fi(0,7,2) = ayrcos®(0) + ayar cos(f) sin(f) + ai3z cos(0) + axr cos(0) sin(0) + agr sin®(0)
+agazsin(f)) + f(x)(big cos(f) + by sin(h))

avec
f(rcos(0),rsin(0), z) = p(K1z + Koy + K32)
et
dz
0 e((asiw + asoy + assz) + ¢ (K12 + Koy + Ksz) bs) x

g
(1+ 72((%1:102 + agya + az2t — anay — ay’ — aizzy)
(K12 + Koy + K32)(bax + byy))) ™
g
= e((as1w + asyy + assz) + ¢ (K1x + Koy + K32) bs)(1 — ﬁ((azlxz + agy

Fazzr — anry — a1y’ — a13zy) — (K1x 4 Koy + K32)(byx + biy)))
= &((as1rcos @ + azersin@ + aszz) + bgp( K rcosl + Korsinf + K3z))
= eFy(0,r, 2) + O(?)

Alors (2.5) s’écrit
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PERIODIQUES PAR LA METHODE DE
LA MOYENNE

% =cF(0,r,2) + O(?)
az _ 2
0= eFy(0,1,2) + O(e?)

Remarque 2.2.2 A la place de ¢ (K1x + Koy + K3z), on peut considérer
©(x). On obtient un systéme équivalent

Donc les fonctions Fy (0,1, z) et Fy(6,r, z) deviennent

Fi(0,7,2) = a7 cos®(0) + ayar cos(6) sin(f) + a3z cos(8) + agr cos(d) sin(6)
+agor sin?(0) + agyz sin(0)) + o(r cos(6))(big cos(8) + by sin(6)
F>(0,r,z) = agrcos(0) + asersin(f) + assz + bsp(r cos(h))

Calculons les moyennes de F; et F;

1 on
fi(r,z) = gy 02 Fi(0,r,2)do

I on
falr,2) = o 2T By (8,7, 2)df
On pose

Ii(r) = fo% cos(0)e(r cos(0))db
L= f027r sin(0)¢(r cos())dd
I3 = fo% (rcos(0))do

On obtient
2m rT pour 0 <r <1
Ir:/cose rcos(f))df = 2 -1
1(r) / (6)(r cos(9)) pAal + rm — 2arctan(vr? — 1 r>1
,

o 2r . -
L) = [ sin@)etrcos(@)d = &y, SO oo =0
o sin(#)do =0
0
Alors Ir(r) =0 ,Vr >0
I3 = fOQW ©(rcos(6))do
Si0<r<1alors |rcos(f)| < 1,V0 € [0,27], ce qui implique que :
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2.2. LA METHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

o(r cos(@)) = rcos(@), mais fo% rcos(0)df = 0, ce qui donne
fo (rcos(0)dfd =0, 0<r<1

1
Sir > 1, soit 0. €]0, 27| telle que cos(f.) = — alors on obtient

-
27 0. w0 w40, 2 —0cc 27
/(p(r cos(0))do = /d@ + / cos(6)df — / do +r / cos(6)df + / do
0 0 0. m+0e 270,

= 0+ (sin()f5 " — (26.) + r(sin()| 7350 + O

= sin(m —0.) — sin(f.) + r(sin(27 — 0.) — sin(w + 0..))

0

fi(r, 2) et fo(r, z) deviennent

27 27 27
filr,z) = QL{ /anrcosz(é’)dQJrbl/cos(ﬁ)go(r COS(Q))d9+a22r/Sin2 46}
7r
0 0 0
1 b 1
= %(alﬂ“ﬂ) + ﬁ[l(r) + %(GQQT?T)
et
1
fa(r,z) = 2—/ 332d9+b3/ o(r cos(6)do (2.7)
0
~ L B
= o 33247 o 3\7r
= Jassz

On résoudre le systéme de deux équations (2.6) et (2.7)

a332 = 0

,
{ §(a11 + ) + =111 (r) =0

Si azz = 0, il y’a une famille continue d’orbites périodiques, donc il n’existe
pas des cycles limites.
Si asz # 0, alors z = 0.
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PERIODIQUES PAR LA METHODE DE
LA MOYENNE

Si0<r<1alors

g(an + a) + b 1i(r) = g(an + ax) + 512—: =0

,
2
si ay1 + ags + by # 0 alors pas de cycle limite.
si aj; + age + by = 0 alors r quelconque, donc on a un disque (i.€) pas de
cycle limite.
Sir > 1 alors

(CLH + ag9 + bl) =0

2

2/
f(alﬁ—agg)H)lIl(?") = g(a11+a22)+bl(++r7r—2 arctan(vr2 — 1)) =0

2
=

VT =1
T 5;— —arctan(vVr? — 1))} =0
,

T
5{(@11 + 0/22) + 2b171' + 4b1(

=
2b 2 1
out a4221+ 1 _ arctan(vr? — 1) — Tr2 (2.8)
2_1 D) 21
La dérivée de (arctan( r2—1)— T 5 ) est V0 5 >0
r r
Comme 7 > 0 alors
rz2 —1
) 5\ _
}IE% (arctan( r2 —1) 3 )
et
r2 —1 T
li t 2_1)— = _
Jlim (arc an(Vr ) 3 ) 5
c-a-d
‘-1 2
0 < arctan(vr? —1) — - < g, ce qui donne f11 F Go2 + 217 €

4b,

10, g[, et on a agz # 0, donc I'équation (2.8) a une seulle solution positive r*

r2

sl
2b
ass 7é 0 et Gu + a42l2) ks 6]0, g[
1
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2.2. LA METHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

d(f1, f2)

d(r, 2) est différent de

Il faut vérifier que le déterminant de la matrice

zéro en (1*,0)

On a

d(flan)_ dn . 0 ass
w8 )- 2l

dr dr 5(a11 + ag + 2017) + by ( = — 2arctan(y/r2 — 1)) 0

=

1 —2v/r2 — 1
D = —ass | =(a11 + age + 2by7) + by (————— — 2arctan(vr2 — 1))

2 72
2b 2—-1
mais 2 + a4221+ 1 _ arctan(vr? — 1) — TTQ
donc
2b 2-1
D = —as <le(a11 i a422 * 17T) —2by( L + arctan(vr?2 — 1))) (2.9)
1
—Vr2—1 5 r2—1 5
= 2bass | —( = + arctan(vVr2 — 1)) + ( = + arctan(vr? — 1))

2.1
= 2b1a33 <2 T2 )
r

21
= 4b1a33( : )7&0

r2

telle que by # 0 selon (2.9), donc le déterminent est différent de zéro.
On a le résultat suivant

Théoréme 2.2.2 Le systéme différentiel (2.9) a un cycle limite si ¢ # 0
a1 + 29 + 2()171' E]O z[
4b, T2

suffisamment petit, azz # 0 et

2.2.2 Autre méthode de la moyenne du premier ordre

On considére le systéme
1(t) = Fy(t;x) +eFy(t, o) + 2 Fy(t, o, €) (2.10)
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PERIODIQUES PAR LA METHODE DE
LA MOYENNE

avec € = 0 a € # 0 suffisamment petit .Les fonctions Fy, F; : R x Q2 — R"
et Fy: Rx QX (—gg,g0) — R" sont de classe C?, T-périodiques en le premier
variable, et §2 est une sous ensemble ouverte de R™.Le systéme inperturbé

¥(t) = Fo(t; z) (2.11)

a une sous variété des solutions périodiques.La solution de ce systéme
(2.11) est donnée par la méthode de la moyenne.

Soit X (¢, z) la solution du systéme inperturbé (2.11) telle que X (0, z) = z.

Le systéme linéarisé sur le long de la solution périodique X (¢, z) est

= D.Fy(t,z(t, 2))y (2.12)

Soit M, (t) la matrice fondamentalle du systéme (2.12) et ¢ : R¥ x R*% —
R* la projection de R™ dans R* c-a-d ((x1,...,7,) = (21, ..., Tp).

Théoréme 2.2.3 Soit V C R¥ ouvert et borné, et soit 3, : CI1(V) — Rk
une fonction de classe C?.

On suppose que

1) Z = {za = (o, Bp()); e € CI(V)} C Q et pour chaque 2z, € Z la
solution X (¢, z,) du systéme (2.11) est T—périodique.

2) Pour chaque z, € Z il existe une matrice fondamentalle M, (t) de
(2.12) telle que la matrice M *(0)—M_*(T) a kx (n—k) matrices nulles dans

Za
la partie droite superieure et dans la partie droite inferieure a (n—k) X (n—k)

matrices A, telle que det(A,) # 0.
On considére la fonction F': CI(V) — RF

T

Fa) = (( / M O F (1, X (1, 7))

0

dF
S’il éxiste a € V avec F(a) = 0 et det((%)(a)) # 0, alors il éxiste une

solution ¢(0,)du systéme (2.10) telle que p(0,e) — 2z, quand € — 0
Preuve. Voir [6] =
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2.3. LA METHODE DE LA MOYENNE DU SECOND ORDRE

2.3 La méthode de la moyenne du second ordre

Le théoréeme suivant fournit une approximation du second ordre pour les
solutions d’un certain systeme différentiel périodique.

Théoréme 2.3.1 On considére les deux problémes a valeurs initiales sui-

vantes J
d—f =cf(t,x) +e%g(t,x) + h(t,z,e) ,z(0) = . (2.13)

et
d
= W) + W) + 2 ) y(0) = (2.14)
avec f:[0,00[ x D — G et g:[0,00[ x G x]0,60] = R, D un ouvert de

R ,f,g et h sont T- périodiques, et

£60) = Sy 1,0) - S ), (2.15)
) = [17(s,0) = Fa)ds + 2(a) (2.16)

avec z(x) une fonction de classe C' telle que la moyenne de y' est égale a
zéro. En autre fO,f10 et ¢° dénotent les fonctions moyennées de f , f! et g
respectivement. Supposons que

(1) == est lipchitzienne en x et toutes ces fonctions sont continues sur

leurs domaine de définition.

L
(1) |h(t, z, )| est uniformément bornée par une constante dans [0, —[x D x
€
]07 EU] 5
(i13) T est indépendant de € ;
(iv) y(t) appartient & D dans la durée . Alors
z(t) = y(t) + ey (t,y(t)) + 0(®) quand ¢ — 0.

Supposons que f°(y) =0, alors les affirmations suivantes sont satisfaites
(a) Sip est le point critique du systéme moyenné (2.7) telle que :

a%(fw(y) T+ (4))(p) #0. (2.17)
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donc, il existe une solution T-périodique ¢(t,e) de l’équation (2.6) telle que
o(t,e) — p quand e — 0.
(b) Si le point critique y = p de systéme moyenné (2.7) est hyperbolique alors

pour |e| > 0 suffisamment petit la solution pérodique ¢(t,e) correspondante
du systéme (2.6) est unique, hyperbolique et de méme type de stabilité que p.

Preuve. Voir théoréme 3.5.1 de.Shafaravich et voir aussi (3] =

On applique la méthode pour étudier les solutions périodiques qui bi-
furquent & partir de l'origine (bifurcation de Hopf) du systéme quadratique

(2.18)

&= —y— A2+ (2h2 + As)zy + Ney? + 2aqx
¥ =+ Xox? + (203 + M)zy — Xy + 2ayy

e =0et si a;A5(A3 — Ag) > 0, on a le résultat

Proposition 2.3.1 Si a;A5(A3 — Ag) > 0 alors pour e = 0 on a un cycle
limite bifurque de lorigine du systéme (2.13) (bifurcation de Hopf) .

Pour € > 0 cet cycle limite en coordonnées polaires est donnée par

r(0,¢) = g + e2¢(0)dg + O(e?)

ou
2@1
do = 24| ————
" As (s = Ae)
1
c(f) = —E[S/\5 cos 0 + (4hg + Xs5) cos 30 4+ 3(A3 — Ay + Ag) sinf + (33 + Ay + Ag) sin 36

Dans les coordonnées polaires = = rcosf et y = rsinf le systéme (2.13)
devient

{ 7= Ar + a(f)r? (2.19)

0=1+b0)r

ou
a(f) = —A3cos 04 (3\a+\s) cos? Osin O+ (2A3+ Ay + g ) cos 0 sin® 6 — Ay sin® 0
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2.3. LA METHODE DE LA MOYENNE DU SECOND ORDRE

b(0) = Ay cos® O + (3N3 + Ag) cos® Osin O — (3\g + As) cos @ sin® 6 — \g sin® 0

On remarque que a et b sont des polynémes homogenes de degré 3 en les
variables cos @ et sin 6

Dans la région R = {(r,0),1+ b(8)r > 0} le systéme différentiel (2.18)
est équivalent a I’équation différentielle

dr  Mr+a(0)r?

do 1+ b(0) (2.20)

La transformation (r,0) — (p,0) avec p = m est un difféomor-
phisme de R dans I'image de R.

L’équation (2.20) s’écrit

dp _

B = AO)P+BO)0+ap = HON(O)—a(0) P+ (a(8)—H(6)—2Mb(6)) 7+ Nip

Maintenant pour appliquer la méthode sur I’équation du systéme (2.20).Soit
le changement de variable p = de I’équation devient

Z—g =¢e(a(f) — b(6))8? + e2(a1 — a(0)b(0)6%)5 + 3(—2 + b(0)5)a,b(6)5?
c’est un cas particulier du systéme (2.13) telle que

£(8,6) = (a() — b(0)5°
g(0,6) = a6 — a(0)b(h)5*
R(0,6) = —2a,b(0)6% 4 ca,b(0)?6°
Il est clair que les fonctions F, G et R satisfaites tous les hypothéses du

théoréme de la moyenne du second ordre avec T' = 2.
Aprés le calcul on trouve

fo6) =0
y1(6,5) = %(3@3 —N) S 6 + (3Ag + A+ Ag) sin 30 + (4)g + Ag)
f29) =0
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1
go<5) = §5(8a1 + )\5()\6 — )\3)52

Par la méthode on déduit que si a3 A5(A3 — Ag) > 0 alors 1’équation a une
2&1

solution périodique de période 27 qui est fermée pour 6g = 2,/ —————
As(A3 — Ae)
et 6(0,e) — dp quand € — 0

Plus présisement par la méthode de la moyenne du second ordre, on ob-

tient

5(0,¢) = 5o +ey'(0,0) + O(e?)

Donc en revenant a 1’équation

dp _

B = A0+ BO + p (2.21)

A une solution 2r—périodique, p(f,e) = §(0,¢) proche de p, = doe telle
que p(6,e) — 0 quand ¢ — 0
Finalement retournant a I’équation (2.20) qui a une solution 27 —périodique
ed(0,¢)

) = T 59)60.9) 222)

telle que r(0,¢) — 0 quand € — 0.Donc cette solution périodique (6, ¢) est
crée par bifurcation de Hopf a l'origine du systéme (2.18) quand ¢ — 0 tou-
jour le coéfficient du systéme satisfait : a3 A5(A3 — A\g) > 0.La proposition est
preuvée lorsqu’on developpe ’équation (2.22) en série de Taylor par rapport
a €, c-a-d on trouve l'éxpression (2.13), par conséquent la proposition est
prouvée.

2.4 La méthode de la moyenne du troisiéme
ordre

Théoréme 2.4.1 Soit le systéme différentiel

i =cF\(t,x) + 2 Fy(t,x) + 3 Fy(t, 2) + *R(t, x, €) (2.23)
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ou i, Fret F5:Rx D —R, R:Rx D x (—ey,e7) — R sont des fonctions
continues, T-périodique en ¢, D un intervalle ouvert de R.

On suppose que

(i) Fi(t,.) € C*(D), Fy(t,.) € CY(D), Vt € R, Fy, Fy, F3, R, D2F} et D, Fy
sont localement lipchitziennes par rapport a x, R est deux fois dérivable par
rapport a €.

on prend fi, fo, f3: D — R

et

T
/ [2 5.2 (5:2) (s, 2))* + 575, (& 2)v2(s,2) +E(S 2y (s, 2) + Fs(s,2)| ds
0

ou

s

yi(s,z) = /Fl(t,z)dt

0
s

ya(s,z) = / 8F1 /F1 r,z)dr + Fy(t, z) | dt

0

de plus, en suppose que

(it) pour V' C D une intervalle ouvert bornée de R et ¢ € (—ef,e¢) \ {0}, il
existe a. € V tel que (fi +cfo+e%f3)(a.) = 0et dp(fi+efo+e2f3,V,0) #0
alors pour |¢| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique
(., ¢e) de (2.22)

Preuve. Voir [2]. =
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Chapitre 3

Perturbation d’un centre
linéaire par des polyndomes de
degré 4

3.1 Resumé

Dans ce chapitre ,on s’intéresse a la recherche du nombre maximum de
cyles limites des systémes linéaires perturbés par des polyndémes de degré
quatre dans R? et R3, en utilisant la méthode de la moyenne du premier
ordre et second ordre .On donne aussi des exemples.

3.2 la méthode de la moyenne de premier
ordre dans R?

On considére le systéme différentiel

&= —y + e(aoay* + ao3y® + ao2y® + a0y + aop + a112y + a1 229y* + agox?y?
+ al,gacyg + a2;0$2 + Cl3’0$3 + 0/4’0I4 + CL470£L’4 + a2,1x2y + 1,07 + (13’1£L’3y)
y =x+ 6<b0>4y4 + b073y3 + b072y2 + bo’ly + b070 + blley + b1’2$y2 + b2;2$2y2
+ biszy® + boox? + b3 or® 4 baox? + bagr? + bo12?y + by oz + by 12%y)
(3.1)

dans les coordonnées polaires on a © = rcosf et y = rsinf, le systéme
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3.2. LA METHODE DE LA MOYENNE DE PREMIER ORDRE DANS
RQ

(3.1) s’écrit sous la forme

(

i = €(cos (0) agar? + (cos (A))° bysrt + by sr® + cos (6) agr*

Fag,0r? (cos () + asor® (cos (A))* 4 agort (cos (6))°

+ayor (cos (A))? 4 sin (8) boo 4 cos (8) ago + ar172 (cos (6))* sin (6)

+ag17? (cos (6))° sin () + as 1 (cos (0))* sin ()

+ cos () aq, 17“ sin () + sin (8) by, (cos (A))* + sin (8) bs g7 (cos (A))°
)

+sin (6) by or* (cos (0))* + sin (6) b1 orcos (6) + bo 1\
+ cos (6) by 37“ — 2 (cos (0))? o, 4 — 2 (cos (8))® by gr?
—2 (cos (9)) b0737' — (cos (9)) bs, 17“ — (cos (

s(0))° as, 27“

— (cos (9)) bs, 1r — (cos (0 )) a 27" — (cos (8))® a, 27“
— (cos (6 )) bi1r? + (cos (0 )) ao, 47“ + (cos (8))* by, 37"

— (cos (9)) bo, 1r + (cos (0))° b3 i + (cos (0))° agor?

+ (cos (A))? by17® + (Cos( N? @27 + cos (8) by 172
+sin (6) (cos (0))* a; 37“ + sin (8) (cos () by o7
+ sin (0) cos (0) ao 37 + sin () cos (8) by o7° — 2 sin (8) by 47* (cos (A))
—sin (6) (cos (0 )) a 37"4 — sin (6) (cos (A))* byor* — sin (6) (cos (A))* ag sr®
—sin () (cos (0))* by 27“ + sin (8) (cos (8))* by 47t
—sin (6) (cos (8))” by o2 + sin () by 47t + sin (8) bg 27%)

0 =1+ e(—agy + cos (8) by sin () + 72 (cos (8))* ag —

+73by.5 (cos (0))® + 13 (cos (0))° as,y + 72by 5 (cos (6))”
—7 (cos (A))” by, 2 + 12b3 ¢ (cos (0))* — 3as; (cos (0))°
+7by g (cos (A)) + r (cos () ar.y — 2 (cos (6))* ag3
+73 sm( ) (cos (0))* agz + r2sin (A) cos (A) by s
+273 (cos (0))° a5 + 708 (0) bo2 + 13 cos (0) by 4
72 (cos (0))* byy — r3aq, zczs (0) + 272 (cos (A))? ag 3
3 (cos (A))° M — ray4 cos () — 3 (cos (0))° a5
—273 (cos (8))* bo4 + 1 (cos (8))° b4 — r2ag1 (cos (6))*
+73by (cos (6))” — rsin (A) aga — 7 sin (A) ag4 — sin (A) ay o cos (9)
—12ags + (cos (0))* ag.1 + bro (cos (A))* — r2sin (A) asg (cos (9))
—rsin () ag (cos (0))* + rby 1 (cos (9))? sin (0) + 7”262 1 (cos () sin ()
+73b3.1 (cos ()" sin (6) + rsin( ) (cos ()% ag,2 4 3 sin (6) by 3 (cos (6))?
+72sin (0) (cos (A))” aro — 7% sin (A) ag (cos ( ))2
—r3sin (0) aq (cos (9))4 — 72 sin (0) ay 2 cos ( ) 4 273 sin (A) ag 4 (cos (A))?
—13sin (A) (cos (A))* bys — 72 sin () (cos (6))® b3 — 2 sin (6) (cos (8))* ag4)

sin (6) ao,0

\_/\_/

b22
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES

POLYNOMES DE DEGRE 4

pour appliquer la méthode de la moyenne on utilise la technique

O = (=2 (cos (0))*buor™ + sin (6) byar? +sin () boo + azr? (cos (0))°
+ayor (cos (0))° + ayor (cos (A))” + asor® (cos (6))*

+ cos ( ) ao,o + a, 172 (cos (8))” sin (0) + az17 (cos (6))® sin (6)

+as7* (cos (0))*sin (0 ) + cos () ay, 1r sin () + sin (8) by,o7 (cos (A))?
+sin (6) bs o7% (cos (0))° + sin (6) by or (cos (0))*

+sin (6) by o7 cos () —i— bor — (cos (0 )) b1 — (cos (0))* ay o1

+bo 37 + cos (0) ag ar* + cos (9) bysr* — 2 (cos (9))3 apar?

—2

(cos (0))2 bo 37> — (cos (6’)) by 17 — (cos (9))5 ag o

— (cos (8))* by17® — (cos ())® agar® — (cos (6))° by 172
+ (cos (A))” agar* + (cos (6))° by 37 + (cos (8))* by 37
+ (cos (A))* byt + (cos () agar® + (cos (0))” by17°
+ cos (6) ag o1 + (cos (8))? a12r® + cos (6) by 172

+sin (6) (cos (6)) a1 37* +sin (0) (cos (0))” baor

+ sin (6) cos () ag 3r* + sin (0) cos (0) by 27“ — 2 sin (8) by 47* (cos (A))

—sin () (cos (0))" a1 3r* — sin (#) (cos (6 )) by — sin () (cos ())® ag 31

—sin (0) (cos (6))° by or® 4 sin (A) (cos (0))* by 47

—sin (6) (cos (8))” by o2 + sin () bo4r*)e + O (¢2)
dr
i =cF(r,0) + O(c?)

alors
fi(r) = %/ 1(r,0)do = E (4b01 + 3bosr” + bo17? + aror’ + 3azr® + 4aiy)

Donc le systéme (3.1) a au plus un cycle limite.

exemple 3.2.1 On considére le systéme suivant

i = —y+e(x + 2zy?) (3.2)
y =z + e(—3y + 62%y?) '

En coordonnées polaires on trouve

= (6r* cos?(0) sin(#) — 67 cos*(0) sin(6) + 4r cos?(6) — 2r3 cos*(9)
+ 213 cos?(0) — 3r)e
0 =1+ (2sin(0)r? cos?(A) — 4 cos(6) sin() — 2sin(A)r? cos()
— 6.cos®(0)r3 + 613 cos®(0))e
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3.2. LA METHODE DE LA MOYENNE DE PREMIER ORDRE DANS
R2

Ou d’une maniére équivalante

dr

W - (6r* cos?(#) sin(6) — 67 cos*(6) sin(#) + 4r cos?(6) — 213 cos*(0)
+2r% cos?(0) — 3r)e + O(e)

telle que
I F(r,0) + O()
a0 = &r\r, 9
On peut appliquer la méthode de la moyenne
2m
Fi) =55 [ Filn)ds = o= 412)
1(r) = o (7, =" r

0
filr)=0=7r=0,-2,2

d, 1
Donc, on a un seul cycle limite stable pour r = 2 parceque ﬁ(2) =—

4

Cycle limite pour epsilon=0.01

e e e e e e ey = v S R
e w e o %

'R A

---------

% T T T T e
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
POLYNOMES DE DEGRE 4

3.3 la méthode de la moyenne de premier

ordre dans R?

On considére le systéme différentiel

(o 2 2 2 2,2 3
T =—y+e(a1117y2z + a2112°Y2 + a12120Y°2 + a1120Y2° + G2.20T°Y* + a01,3Y%

2
+ A1,02T2° + 10,172 + a3,0,1$32 + ap0,12 + @0,0,22’2 + CL(),O,?,Z3 + a0,0,424 + ap,0,0
2 2 3 2 3 2
+ a1,1,00Y + A21,0T7Y + A120TY” + G130TY" + A20,1T72 + A301T°2 + A1,0,0% + Q20,07
3 4 2 3 4 2
+ 3,0,0T” + 44,00 + 0,1,0Y + G0,2,0Y" + Q0,3,0Y° + Qo,4,0Y + G0,1,1Y2 + Qo21Y 2
3 2.2 2 2.2 3
+ a0 31Y°% + 202072 + ag12y2° + Qg 22y 2" + a1,037Y°)
_ 2 2 2 2,2 3
U =—y+e(b1117yz + ba112°yz + b1 210y 2 + b1120Y2% + bo 202y + bo1,3y2
2 3
+ b10272° + b1 o122 + b3 012°2 + bo 12 + bo,o,2Z2 + 50,0,323 + 50,0,424 + bo,0,0
+bi1oxy + b 2y +b 2+b 540 22+b 32+b +b 2
1,1,0LY 2,1,0L7Y 1,2,02Y 1,3,0LY 2,0,1L°% 3,0,1L° 2 1,0,0L 2,0,0L
+b ) ) +0b 2+ bosoy® + bosoyt + 0 b 2
3,0,07 4,0,0L 0,1,0Y 0,2,0Y 0,3,0Y 0,4,0Y 0,1,1Y2 + 00,21y 2
3 2.2 2 2.2 3
+bo31Y°% + bog 2wz 4+ bo12y2” + bo 22y’ 2 + b1 osTy?)
o 2 2 2 2,2 3
Z = e(c1112Y2 + Co110°Y2 + C121TY° 2 + €11 20Y2% + C220T°Y° + Co13Y2
2 3
+ €1,0202° + C101T2 + C30,12°2 + Co0,12 + Co,o,z?i2 + 00,0,323 + 00,0,424 + Co,0,0
2 2 3 2 3 2
+ €1,1,0TY + C21,0T°Y + C120TY" + C1,30TY" + C2,0,1T72 + C301T°2 + C1,0,0T + C2,0,0T
3 4 2 3 4 2
+ €3,0,0T° + €400 + Co,1,0Y + Co,2,0Y° + C0,30Y" + Coa,0Y” + Co,1,1Y% + Co21Y 2
3 2.2 2 2.2 3
+ C031Y°% + Co020°2° 4 Co12Y2° + Co22Y 2 + C103TY°)

(3.3)
Dans les coordonnées cylindriques on a x = rcosf, y = rsinfl et z = z le
systéme (3.3) s’écrit sous la forme

r= ¢1(T,0,Z)
9: ¢2(7“,(9,Z)
z= ¢3(7“,9,Z)
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RB

Ou

¢1(r,0, z) = cos (0) ag1,0rsin (0) — (cos C )) bia, 17"22 — (cos (6’))4 CL17271T32’
— (COS (9))3 CL072’1’F2Z — (COS( ))4 2 1, 17” zZ — (COS( )) CLOQQT’ Z

+ sin (9) cos () by 2,0m® — (cos (0))? bo.1372° + (cos (0))* bosirz

+by117 (cos (0))° 2 + a1.9.17° (cos (0))* 2 + a1,0.07 (cos (0))” 22

+ sin () cos (6 )aggor + sin (8) (cos (A))? ay.s0r*

+ sin () (cos (¢ )) ba2or* — (cos (0))2 bo117%

+ sin (0) by 9,17 z—l—a310r4 (cos (0))48111( ) — (cos (8))? by 2722
+sin (0) bg 927222 + by 1 27 cos(@)z —i—blllr cos (0) z

+ cos (0) ag 0,172 + cos (0) aga2r?2% + as 017 (cos( N? 2

)

+ay.207 (cos (8))* — (cos (A))° agaor* — (cos (6))* al,g,or?’
+ay 1 r? (cos (0))?sin (0) + aso,0r® (cos (A))* = (cos (A))* by o7

— (cos (0))° bs.1 07" — (cos (8))” ag2.0r + as00r* (cos (A))°
+by1.07 (cos (8))” + aso17? (cos (A))* z + cos (A) ag o4z’
+b1.1,072 cos (A) + cos (6) ag 12 — (cos (8))” by 107
+cos (0) ag 32 — (cos (8)) bo.107 + sin (8) by 922>
+sin (6) booazt + (cos (6))® agaor® + ag02r? (cos (A))® 2
+ (cos (9))5 bisor* + agor® (cos (9))3 sin (6) + sin (0) bg 407"
+ay0,07 (cos (A))? + cos () ago.22> + sin (6) by, 32
+b31.07* (cos (8))° + cos () agor* — sin (8) (cos (A))* ays0r*
+ay037 (cos (0))? 23 + ay017 (cos (A))? z + by 507 cos ()
+cos (0) aga0r® + bo1.sr2° + aga0r* (cos (A))* + sin (6) o207
+ay,0,07 (cos (0)) + sin () boo1z + (cos (8))* by.sor
+bos1732 + by 1972% + boaa7z — 2 (cos (6))® aga0r?
—2 (cos ()% by s, 07"4 — 2 (cos (8))? bos,0r® + sin (8) by or* (cos (9))*
—sin (8) (cos (6))® by9.07% + bos.or + bosor® — sin (6) (cos (A))* ags,0r
+ cos (#) ap,0,0 + cos (0) ap 117 sin (0) z + sin (0) cos (0) ag 31732
+ sin (6) cos (0) b172717“ 2+ cos (0) ag 37 sin (0) 23
+ay117? (cos (6 )) sin (0) 2+ sin (6) by o0 + sin (0 ) bs 0,012 (cos ()
—sin (6) (cos (8))* by.gor* + cos (6) ag.o7 sin (8) 22 + sin (8) by g 212 (cos (A))? 22
+ag117° (cos (0))” sin (0) z + sin () by 097 cos (6) 22
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
POLYNOMES DE DEGRE 4

+ay.272 (cos (A))? Sin( ) 2% +sin (0) bz, Y 3 (cos () 2
+ sin (9) by 057 cos (A) 2% — sin (A) (cos ())® ag 31772

0) (cos (6 )) bioar? z—i—sm( )b101rcos(9)z

0) (cos (0 )) bo217%z — sin (6) (cos (0 )) bo 22722
0) baoar (cos (0))? z 4 sin (8) by g 07 (cos (A))?

) (cos (0))" boa0r* + sin (8) by g o7 cos (0)

) (cos ( )2 booor? — (cos (6))® by 01222

—2 (cos ()% bo 317z — 2 sin () bo4or* (cos (6))”

do(r, 0, 2) = 14 ((cos (A))* ar1.2722% — (cos (0))* ag 3172 — sin (8) ag o122
+sin (6) (cos (8))” ag2,0r? + (cos (A))? ag 372>

+ (cos () ar117%2 + (cos (8))* ag 2722 — sin () ayg,0r cos ()

—ag30r® — aga 07“ + o8 (A) by 0.0 — sin (A) ag 00 — sin (A) aze172 (cos (0))” 2
—sin (0) az 17 (cos (9))3 2 — sin (6) agg 27> (cos (A))? 22
+sin (8) (cos () ay.5, 17" z + sin (6) (cos (6))* ag 21722
+sin (6) (cos (6))* a2 27“ 22 4 cos (0) by 117 sin () 2
+cos (6) bo127 sin (8) 22 4 by 1172 (cos (6)) sin (6) 2
+bg1.17° (cos (0))3 sin (0) z + by 1 272 (cos (A))? sin (6) 22

—sin (0) a1, 1r cos (6) z + sin (A) cos (6) bo 3172 + 2 (cos (A))* ags0r®

—2 (cos ())® boaor* + 2 (cos (6))® ays0r* + cos (6) boy 37 sin (6) 23

+b2’2707“4 ( (0))3 -+ cos (‘9) b0’2707“2 - (COS (0))5 b272’0’l“4 - CL3’170T4 (COS (Q))?)
+b1’2,07'3 ( (6))2 — (1271’07’3 (COS (9))2 — &0,3717“32 — Q0,1,1T%

—ag12r2% — agy 372 — (cos (0)* byaor® — (cos (8))® byg,0r?

— (cos (0))° ar507* — (cos (A))* ag.s0r® — sin (8) agor

—sin (6) ag2,07 + baoor (cos (A))° + by gor (cos (A))?

+bg0,0r% (oS (9))3 + b30,01° (cos (0)* + cos (0) bo.0.12

+ cos (6) bo o, 42 + cos (0) bo o 22 + cos (0) by 32 — sin (6) ag 022>

— sin (6) ao 042% —sin (6) agy, 32 — sm (0) app12 + (cos (9))5 az1ort

+ (cos (A))* as, L or® + (cos (0))? ay1 0% + (cos (9))5 boaort + (cos (8)) ag1or
+ cos (6) bo.aor* — sin (8) a1,9.17 cos (A) z — sin (8) (cos (8))* bys1732

COS
COS

36



3.3. LA METHODE DE LA MOYENNE DE PREMIER ORDRE DANS

RB

—sin (0) ay,037 cos (0) 2° — sin (0) ay g 27 cos (A) 22 — sin (0) az0,07? (cos (7))

)

— sin (6) as007 (cos (0)) — sin () asg0r* (cos ()" — (cos (8))* by a3z

— (cos (8))” b, 17’ 2 — (cos (A))” by 01222 + sin (A) (cos (A))* aga0r

+sin (8) (cos (6))® a1.9,07* — sin (A) (cos (8))* a0

—sin (6) (cos (6 )) by 3, 07’4 — sin (A) (cos ())® bo.s 07

— sin () ag2,0r* (cos (9))2 — sin (9) a1.9,07° cos (0) + sin () by 507 (cos (0))”
+ sin (0) cos (0) bo 507 + bs.10r* (cos (0))* sin (8) + b1 o7 (cos ( )) sin (0)
+b1.1072 (cos (8))” sin (8) + cos (8) by 1,07 sin (A) + (cos (A))* az117°2
—sin (9) (0.2,2722% + by 172 (cos (8))* 2 + by g a7 (cos (A))? 23

+bg,0.27% (cos (9))3 2% 4 ba o173 (cos (0))* 2 + bygor (cos (A))? 22
+b1.0.17 (cos (6 )) z — ay127% cos (0) 22 + cos (0) b 2,272 2>

+cos (0) bo217%z + by 2, 1r3 (cos (0))* z — ay1.172 cos (0) 2

—ag1.17° (cos (A)) z 4 2 (cos (A))? ag 3172 + 2 sin (6) ag.40r* (cos (A))

+ (COS (9))2 Qp,1172 — CL171’07”2 COS (9) — CL173’07”4 COS (0))5
r

2

et

d5(r,0, 2) = e(couor? (sin (0))* + cos0r® (sin (0))* 4 coo072 (sin (A))* + co.07 sin ()
+ea00r* (cos (0))* + cs0,07° (cos (8))° + ca0,0r2 (cos ()

+c150r cos (A) (sin (A))® + 11,072 cos (A) sin (6)

+ea117° (cos () sin (0) z + ¢1.1.17% cos (A) sin (A) z + o012
+¢0037° + ¢1.917° cos (0) (sin (0))” z + ¢1.1.272 cos (0) sin () 22
+C[)70’4Z4 + €0,0,0 + 0170707“ COS (9) + 6070722’2 + 0271’07"3 (COS (9))2 sin (9)
—1—0270727“ (cos (9)) 2% + cor37sin (0) 2% 4 co5.17 (sin (0))® 2

+CO 22T (sm ( )) Z + Co,1,1T sin (9) Z+ 60’2717"2 (Sin (9))2 z
+co1978in () 22 + ¢1.9,07° cos (0) (sin (8)) + c3.1,07* (cos (A))” sin ()
—1—0272707“ (cos (9)) (sin (6))® + c1,0.27 cos (8) 2% + ¢10.37 cos (0) 23
+e3017 (cos (0))° 2 + c.0.1772 (cos (A))? z + 1,017 cos (6) 2)

Ou d’une maniére équivalante

ge —eFl(r 0, z) + O(e?)
0 =eFy(r,0,2) + O(e?)

37
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Tel que

Fi(r,0,2) = cos (A) ag0rsin (8) — (cos (0))® byy17%2 — (cos (0))* ay 01772
— (cos (0))? aga172z — (cos (0))* by11732 — (cos (0))® ago 122>
+ sin (0) cos (0) byg0r® — (cos (0)) bo.1572° + (cos (0))* bos 1732
+by117 (cos (0))” 2 —i— a1.917 (cos (0))? 2 + ay0.7 (cos () 22
+ sin (#) cos (0) CL(] 307 + sin (6) (cos (0))” ay 507
+ sin (6) (cos (6 )) byoort — (cos (0)) bo1172
+sin (0) b 2, 17’ z —|— as.10rt (cos (0))* sin (A) — (cos (8))? by 0722
+ sin ( ) bg 2, 2T Z + b1 1 27’2 COS (9) 22 -+ bLLsz COS (9) z
+cos (6) ag 1722 4 cos (0) ag.2.212 22 + ag,0172 (cos (6))* 2
+ay.20r° (cos (0))* — (cos (6))° agaor* — (cos (0))* ayz0r®
+ay107r? (cos (0))?sin (8) + as g0 (cos (A))* — (cos (8))* by o1
— (cos (8))® by 1,07 — (cos (6))® ag.2.0r2 + ag0r? (cos (6))°
+by 1,07 (cos (6))® + as 17 (cos (0))* 2 + cos (6) ago42?
+by1,072 cos (A) + cos (0) agp12 — (cos (A))” by or?
+ cos (6) ag,p.32% — (cos (6))* bo1.0r + sin (8) by, 22
+sin (6) bo ozt 4 (cos () agaor* + az02r? (cos (A))* 2
+ (cos (8))° bysor* + az10r® (cos (8))? sin (6) + sin () bo 4,07
+ay 0,07 (cos (0))2 + cos (0) agp22* + sin (0) by o 32°
+bs 1,07 (cos (6))° + cos (0) ag4or* — sin (A) (cos (0))* ay 30"
+ay037 (cos (0))% 23 + ay 017 (cos (A))? z + by 501" cos ()
+cos (6) ag2,07> + bo1.372% + az207* (cos (0))° + sin (6) b7
+ag,0,0r2 (cos (0)) + sin (8) bo.o12 + (cos (8))* bo3.0r
Fhos 1Tz + boaarz® + boiarz — 2 (cos (0))® agaort
—2 (cos ()% by, 0r4 — 2 (cos (6))* bz, + sin (0) by or? (cos (0))*
—sin (6) (cos (8))® by.o,0r® + bo1.0r + bosor® — sin (8) (cos (A))” agser?
+cos (6) ag 0,0 + cos (9) o117 sin (0) z + sin (#) cos (0) ag 31732
+ sin (#) cos ( ) b172,17’ 2+ cos (0) ag 1 37 sin (0) 23
+ay117? (cos (0 )) sin (9) 2+ sin (6) b, + sin (8) bs .07 (cos (A))°
—sin (8) (cos (6))* bygort + cos (A) ag.o7sin (A) 22 + sin (8) byg 272 (cos (A))? 22
+ag117° (cos (A))” sin (8) z + sin () by g7 cos (6) 22
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2

cos (0))?sin () 22 + sin (0) bgolr (cos (A))° 2
b103rcos((9)z — sin (6) (cos (A))* a3 2
(cos () b121T z + sin (6 6101rcos 0) z

—~

+a1,1,27

)
(6) )
(8) (cos (A))? by, 1r z — sin (#) (cos (0 )) bo 2212 2*
+ sin (0) by g 17 (Cos (0 )) z + sin (0) by g or? (cos (9))2
E g (cos (0)) bo.4 07“ + sin (0 ) b1 por cos (0)

et

Fy(r,0, 2) = e(coaort (sin (8))* + coz0r® (sin (8))® + co.2,0r2 (sin (A))? + o107 sin (6)
+cq007 (cos (0))* + cs0,07° (cos (8))° + ca0,0r2 (cos (A))?

+c1.307 cos (0) (sin (A))® + ¢1.1,072 cos (A) sin ()

+e9117 (cos (6))*sin () z + ¢1.117% cos (A) sin (6) z + o012
+¢0037° + ¢1.917° cos (0) (sin (0))* 2 + ¢1.1.972 cos (0) sin () 22
—1—007074z4 + 0,00 + c1,007 €08 (0) + cop22* + o107 (cos (9))2 sin (0)
+¢2,0272 (cos (0))® 22 + co 157 sin (0) 22 + co 3,17 (sin (A))* 2

+coo0m? (sin (6))% 22 + 00,1717“ sin (6) z + ¢ 2172 (sin (9))2 z

+co1.27 50 (A) 22 + ¢1.9,07% cos () (sin (9))* + 03 107 (cos (6))? sin ()
+c9.20r* (cO (9)) (sin (6)) + c1,0.27 cos (8) 2% + ¢10.37 cos (6) 23
+e3017 (cos (0))° 2 + c.0172 (cos (A))? z + 1,017 cos (6) 2)

Appliquons la méthode de la moyenne du premier ordre

Fir) = o= J27 Fa(r, 0)d6

far) = Wf Fy(r,0)do

On a

1
f1 (7’) = gT(4 a1,073z3 -+ a1’2717“2z + 4 60,17222 + 62,171T2Z + 3 60,371T2Z + 4b0,171Z

2
+3as 017z +4arp22* +3aspor® +3bosor? +4aigo + araoer
+4bg10+ 52,1,07"2 +4 bo,1,32’3 +4a1012)
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et
3 1 1
4 4 4 2 3 2
fa(r) = §00,4,07’ + Co,0,4% +gCQ,2,07“ +§C2,0,07° + C0,0,3%2" + Co0,2%
1 5, 3 4 1 2.9 1 2
+§ Co2,07" + 3 C40,07 + Co0,12 + B Co2.2T 2" + B C2,0,17T° %

+1/2 00’2717"22 -+ 1/2 02’0’27”222 + C0,0,0
Maintenant cherchons les solutions des systémes
fi(r,z) =0
fo(r,z) =0
et choisissons les solutions (r;; z;) telles que r; > 0, z; € R, fi(r,z) =0
alors
1
g?”(4 a1,073z3 + CL172’17”22 + 460717222 + b271717”227 + 3 b0,3717"227 + 4 b0,17127 + 3 a370,1r22 + 4@1707222
+3 a370,07"2 + 3 b073707"2 +4 a1.,0,0 + Cl172707"2 + 4b0,170 + b27170?"2 +4 b0717323 + 4&170712’) = O, r>0
a la fin substituions les valeurs de (7, z;) dans 'équation f5(r, z) = 0.

Donc le systéme (3.3) a au maximum 6 cycles limites selon le théoréme
de Bezout.

exemple 3.3.1 On considére le systéme suivant

T=—y+e(l+y?—2°2)
y=x+e(By— 2" (3.4)
z=¢(—1+ayz+ 2%
En les coordonnées cylindriques on a x = rcosf, y = rsinf et z = z, on
obtient

7= —(2*sin@ — 3r — cos 0 + 3z cos* 0 — r? cos 0 + r? cos® 0 + 3r cos? 0)e + O(e?)
(3rcos@sin® — sin @ — r?sin @ + r?sin  cos? @ + r?z sin 6 cos® 0 — 2* cos 0)e

=1+
5= (=1 +r2cos (0) sin (8) z + 24) e + O ()]
On a o
filr,z) = %/Fl(r,ﬁ,z)de = ——r(—4+1r?%2)
0
21
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On cherche les solutions du systéme

Alors les solutions du systéme sont (rq,21) = (2,1); (r2, 22) = (—2,1).0n
choisit les solutions telle que r positive, alors la solution est (2, 1). On calcule

le déterminant det(D, f%(p)) tel que f(r,2) = (fi(r, 2), fa(r, 2)) et p = (2,1).
Ofi(rz)  Ofi(rz) 3 9., 3.3
det(D.f(p)) = | oilrsy 075 =12 8 8,
or 0z p:(271) 0 4 z

p=(2,1)

LR

D’aprés le théoreme (2.2.1), il suit que le systéme (3.4) a pour |g| # 0
suffisament petit un cycle limite.

On cherche la valeur propre de la matrice

8f%(r,z) af%(r,z) -3 -3
A=\ ople)  ofslne) = ( 0 4 )
or 9z l(r2)=(21)
det(A — \I) = < _30_A 4__3A ) =X -)A-12=0

On trouve que \; =4 et \y = —3.

Alors le cycle limite est semi stable.
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Cycle limite pour € = 0.001

3.4 laméthode de la moyenne de second ordre
dans R?

On considére le systéme différentiel
(&= —y+e(apay* + aosy® + ao2y® + a0y + aoo + a1,12y + a1 2xy* + agpx?y?
+ a137Y% + agr? + az0x® + asort + asort + a2 122y + a1 0z + az2%y)
+ e2(Aoay* + Aosy® + Aopy® + Aoy + Aoo + Arazy + Aipzy? + Asor®y*+
+ Ay sy + Agor? + Agpa® + Agor* + Agor* + Az 12y + Aj oz + Az 2’y)
y = —y+e(boay® + bosy® + bo2y® + bo1y + boo + bizy + by sxy® + bopa®y?
+ b1 37Y3 + boox? + b3 0% + byox? + bygx? 4 bo 12y + by ox + by 12%Y)
+ %(Boay* + Bosy® + Boay* + Bo1y + Boo + Biiwy + Bi2xy® + Baoary?
+ By 32y® + Boor? + Bsor® + Byox* + Byox* + Ba 12y + By ox + B3 12?y)
(3.5)
On suppose que a; 2 + 3azo + 3by3 +ba1 = 0 et bp; = —ay o dans le systeme
(3.5).
Dans les coordonnées polaires on a x = rcosf et y = rsinf, le systéme

\
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précédant s’écrit sous la forme

0 ¢2 (Ta 9)
Ou
¢q(r,0) = ((cos (9))4 By 31 + (cos (6))° Agar* + (cos (0))° By art
+sin () By r? (cos (6))” + sin (6) B4,07"i(cos (0))* + sin (A) Byor cos ()
+ sin (0) cos (6) er?’ + sin (0) (cos (9)) 30747“4 + sin () cos (6) Ao 373
+sin (6) (cos (0))* Ay gr* + sin () (cos (6))® Byor* + sin (8) Bsor (cos (0))*
—sin (6) (cos (6 )) By o1 — sin (0) (cos (0)) Ay grt — sin (6) (cos (0))* Byor?
— sin (0) (c (0)) Agsr® — sm( ) (cos (0))* By, 2r2 + cos (8) Agg — (cos (6))® Agar?
— (cos (9)) 3217“3 — (cos (0))* 4, 2r® — (cos (6 )? Bi17r? 4 Agor? (cos (9))3

+A470’I“ (COS (6)) + B()’g?" + A3707” (COS (9))4 + A1 oT (COS (9))2 + ALQTS (COS (9))2
+Bo17 + By (cos (A)) + Bsar? (cos (0))® + Agor* (cos (8))® + sin () By or?
+sin (@) Bor* + cos (A) Agar? + sin (8) By + Ay 172 (cos (6))* sin (6)

+Ag17 (cos (6))*sin (0) + Az (cos (0))*sin ()

+cos () Ag 7 sin () — (cos (8))° Agar* — (cos (A)) Boyr

— (cos (#))® Bs17* + By 31 cos (6)

+By 172 cos (0) + cos () Ag 4t — 2 sin (8) (cos (0))® Boar* — 2 (cos (6))* Bosr®
—2 (cos (6))® Agar* — 2 (cos (0))° By gr)e?

+(cos (6) ago + sin () boo + a1.172 (cos (0))* sin (A) + ag,17° (cos (A))* sin (6)
+az17* (cos (6))4 sin (6) + cos (0) ag 17 sin (A) + sin () by or2 (cos (A))?

+sin (6) bs or (Cos (9))3 + sin (6) by or* (cos (0))* + sin (0) by o7 cos (6)

+ sin () (cos( ))? o1t + cos (8) by 5% + cos () by 1772 4 agor? (cos (6))°

+ cos (0) ag 47 + (cos (6))% bs 17 + cos (0) ag.ar? + (cos (0))° agar* + (cos (A))® by 51
+ sin (6) (cos (6 )) bo 41" + sin () (cos (6))® ay 3r* — sin (A) (cos (A))* ay 37

(co
+ag,07? (cos (0))° — ay o7 + bosr® — (cos (8))° bs1rt — (cos (A))” by 17?2
— (cos (0))? ao 212 — (cos () agar® + (cos (0))° ag.or* + sin (6) b 47
+sin (0) b or* — sin (9) (cos (6))* by o7 — sin (A) (cos () ag 31
—sin () (cos (8))” by 27" — sin (0) (cos (A))® byor® + sin (0) cos (6) by o7°

+ sin (0) cos (0 )ao 33 — 2 sin () (cos4(9))2 boar* — 2 (cos (9))3 by a7 ,
+2ay g7 (cos (0))* + dasor® (cos (A))* — 2 (cos (A))® agar* — 5 (cos (A))? bosr
—3 (cos (0)) r3asg + 4 (cos (0))* bosr®)e
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do(r,0) = 14 (—Ags + cos (8) By sin () —  (cos (8)) Bya — 3 (cos (0))° Ay s — 12 Ag 3
+72By 5 (cos (8))* + 7 cos () Bo o — 7sin () Agy 4 2 (cos (A))* Agy

—13 Az (cos (0))® + 73 (cos (A))° Agy — 1Ay cos (8) + 7By (cos (6))°

+73 By (cos (0))° + 7‘2B3 o (cos (9))4 + 73 By o (cos (9))3 + 73 cos (0) Bo4

+73 (cos (6))® By — 2 (cos (A))* Ao 3+ (cos (0))* Ay 1 — sin (A) Ay g cos (6)
—r3sin () Ags — 7“3A1 3cos (0) — 13 (cos ( )) By — 7’2A2 1 (cos (0))?
—r2sin (6) (cos (A))® Bos + rBia (cos (0))s ( ) + rsin (6) (cos (A))* A
—7r?sin () Ay 2 cos (0) — r®sin (0) Ay (cos ( ))? — r3sin (0) (cos (0))* Ag4
—rsin (0) Asp (cos (9)) + 72 By (cos (0))’ sin () + 7“333 1 (cos (6))* sin (6)
+r2sin (8) (cos (A))* Ay —i— 3 sin (6) (cos (0))* A2 2 + 3 sin (A) By s (cos ()
+r? sm)( ) cos (0) Bys — r2sin (6) As (cos (6))® — 3 sin (A) Agg (cos (A))*

_sin(6) Ao cos (? B00 4 913 6in () (cos (0))? Ao

—273 (cos (9)4) Bo4 + 273 (cos (A))? A1 3+ 272 (cos (0)) Ay 5

—712(cos (#))" By — r*sin (6) (cos 0)! B 34 Big (cos (0)) 4 (cos (0))* Ag1)e?

+(—agy — 1% (cos (0))* ags + 7 (cos (0))* ary — 7 sm( ) @12 cos (0)

—r3sin (0) ag o (6082(0))2 + 7by.1 (cos (A)) SlIi (0) — 3 sin (0) aqo (cos (A))*

+rsin (0) (cos (0))” agz + r3sin (0) (cos (0))" az + r3sin (0) by 3 (cos (0))?

+725in (8) cos () bos — 7sin (6) ago (cos (0))* + 133 (cogs (b)) sin (6)

—r3sin (8) (cos (A))* bys — ¥ sin (A) (cos (A))* a4 + cos () boo _ sin(

+2r sin((@) (cos (6))* ags — 472 (cos (6))° sin () bos — 472 (cos ( )23 sm( ) asp
(6

0) CLO()

7 (cos ()’ ays — (cos (0))? boa + r2by.5 (cos (A))? + 3 (cos (0))” a1
)t a1 + 13by.5 (cos (0))® + 7 cos (8) bg.o + 3 cos (6) b0,4

0))* + 7"3640 (cos (9))5 — 73 al 3cos (0 ) (cos( ) boa
0))* — 2 (cos (0))* by o — 77 (cos (6))° b2 2—13sin(0) ag4
—r3az; (co (9)) — 12ag (cos (0))2 —raycos (0) — rsm( ) Gp 2
+272 (cos (0))* ags — 2 cos(@)alosm( )+ 273 (cos (0 )) a3
—273 (cos (0))” bo4 + (cos (0))* g1 + brg (cos (A)) — r2ags)e

pour appliquer la méthode de la moyenne on utilise la technique

0)

72 (cos (0)
—i—?"bg o (cos (
—|—7“263 o (cos (

dr

i = el (r,0) + 2 Fy(r,0) + O(?)
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tel que

Fi(r,0) = as, 1r 4 (cos (A))*sin (8) + cos () ag17sin (8) + sin (8) by (cos (A))?
+ sin (9% bsor (cos (9))3 + sin () byor* (cos (A))* + sin () by o7 cos ()

+ sin (6) (cos ( )2 byor + cos (8) by sr* + cos () by 172 4 agort (cos (6))°

+ cos (0) ag4r* + (cos (0))° bg 1t + cos (0) ag 21 + (cos (8))° agar* + (cos (A))® by 51
+sin () (cos (6 )) bo4r* + sin () (cos (6))* ay 3r* — sin (A) (cos (A))* ay 37

+(1270T2 (C ( )) — Q107 + b0’37”3 — (COS (Q))5 b371’l“4 — (COS (9))3 61717"2

— (cos (9))° ao 212 — (cos () agor® + (cos (0))° ag.or* + sin (6) b 47t

+sin (#) b or* — sin (9) (cos (0))* byor* — sin (A) (cos (0))® ag 51

—sin (6) (cos (8))” by, 27" — sin (6) (cos (A))® by or® + sin (6) cos (6) by o7

+ sin (6) cos (0 )ao 473 — 2 sin () (cos (6))* boar* — 2 (cos (6))® by 37

+2ay,7 (cos (0))* + 4 asr® (cos ()" — 2 (cos (9))? agar* — 5 (cos (0))” by 51
—3 (cos (0))*r3asg + 4 (cos (A))* bosre

On pose 0 = s, dans Fy(r, 0)

Fy(r,s) = —2(cos(s))’ Bigr* — 4ay(cos(s)) boo + By sr cos (s)
+ (cos (5))” Byar* — aysin (s) ago + Bi17? cos (s)
+ (cos (5))” Agar* + Ay o1° (cos (s))? = (cos (s))® Byir?
+Bo1r — *ay g sin (s) ag (cos (s))* + sin (s) Boar*
+ Ay 07 (cos (5))? = (cos (5))* By — (cos (s))” Boar
+73 (cos (8))* bagagg + 1° (cos (5))* bygags + 18 (cos (5))" bysar o
—1%sin () bso? (cos (s))” + 19 (cos (s))* bsoao.4
+7* (cos (5))? bagar s + 72 (cos (5))° by gago + 70 (cos (s))* byaar 2
+72 (cos (5))? b.0ao,0 + 7* (cos (s))° a1.1a12
+75 (cos (5))” a1.3a15 — 172 (cos (5))* bo a1 2
+73a9,02 (cos ()’ sin (s) — r° (cos (s))* ag1a1.2
+13b9.0a0.4 + 3 a1, cos (s) by — (cos (s))4 Ay or?
+2 cos (5) ag oo + 7°bo 3005 + 74 sin (s) by 2ag (cos (s))°
+73sin (5) by 01,1 cos (s) + Agr? (cos (s))* + r°bg sa01
+ cos (8) Agar? + A272r4 (cos (3))3 + 1bo po.2 — ra1,000,1
+70bg 2a0,4 + Asor* (cos (s))° — 2 (cos (s)) Bysr®
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—2 (cos (5))3 A0747"4 + cos ($) b1 paop + 7"560,4(1072 + B3,17’4 (cos (s))3

+B271r3 (cos (s))2 — 7’3a1’0a073 + r7b074a0,4 + r3b072a0,2 + T3b074a070
+sin () booao + o200 — (cos (s))° Agart — (cos (s))® Bsqr
+cos (s) Agar* — (cos (5))* Agar? + sin (s) Boar? + Asor® (cos (s))*
+ (cos (s))* Bosr® + Boar® + 19 (cos (s))° by g sin (s) ay 5
477 sin (s) (cos (s )) booa1 1 + r7sin (s) (cos (s))5 bo203 1

72 (cos (5))? ago sin (s) 1.5 + 77 sin (s) (cos (s))° by.ga9,1
+r4sin (s) (cos (5))* broars — 0 (cos ()% agzsin (s) ay o
+75bg,3 51 (5) a5 (cos (s))? 4 rbg.3 sin (5) agg (cos (s))*
+70bg,3 510 (5) @19 cos (s) + 7° sin (5) by (cos (s))” a3
2.0 (cos (s

)
1,0 (cos (s)
)
)

+r?sin (s ag + 1°by 3 cos () sin (s) ag

b

b ®a1.3 — ¥ (cos (5))* ag2sin (s) a1o

(g1 + 17 sin (5) by (cos (s))° as,

a11 +17bs (cos (s)) sin (s) agg

+sin (s) Boo 4 b3 (cos () sin (s) ago + r° sin (s) bo2as,1 (cos (s))*
0

bo ,000

+rt sin () by (cos (s

)
+r*sin (s)
)
) 3

)’
)
)4
)

+7% sin (8) byo (cos (s

— rsin () byo* (cos (s))” 4 r° sin (s) cos (s) ag.s”

—r5 sin (s) (cos (5))" ags? + ° (cos (s))” by 2ag.2 + 1° (cos (5))? by.2ag 2
77 (cos (5))? baoags + 12 (cos (5))* broars + 7 (cos (5))? baoao o

+r (cos (5))? booazo + ° (cos (5))? bagags + r° (cos () bo,oas.

3 (cos (s)) byaago + r° (cos (s))2 bo.aaz2,0 + 1° (cos (3)) bo.2a2,0

72 (cos (8))? baoaos + 1° (cos (s))? agrarz + r° (cos (5))* ap 3012

+r b1,1 (cos (5)) ag1 + 13b11 (cos (s))* ayy + 7°b1y (cos (s))* asq

+72by1 cos (s) agy — 77 sin (s) (cos (s))” a1.52 — 77 sin (s) (cos (5))* by o>

+77 cos (s) aga? sin (s) — r*ay gar 3 cos (s) — r°bg 3% sin () cos(s) +

T ag.5% (cos (s5))° sin (s) + r7ag0? (cos (s))” sin (s)

‘|‘7"7b3,1 (cos (s))4 aps — 7“2@170 sin (s) ago — r3a170a271 (cos (3))2

—12ay 0ay1 cos (s) — r°sin (s) boo cos (s) + r%by 3 (cos (5))” ags
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cos (s)
sN'b )
)4 (1012 + 1’ (cos (s )) b1,0ao,2
)' )

b0,4a470 + 7'4 (COS ( ) b172a2,0
7

)2a11—|—7° blg(
00&40+7‘ ( S

s (s))* as +r*by 3 cos (s) ags
cos (8))" by
99022 + 17 (cos (s)
(s)
)

2@270 + 7“3 (COS ( ) b2 0a2 0

bsoa1 2+ 7 "(cos (s
S b1 0022+ 7 *(cos (s ) bsoap2 — 7' sin (s) 60742 cos ()
—135in () byo? (cos (s))° + 711 cos (s) ags — 1°by12 (cos (s))” sin (s)
7 (cos (5))° byoago + 1° (cos (5))® bagaso + 8 (cos () byoar .
7 (cos (5))” asyarz + 1 (cos () broaao + 7 (cos (s))° bsoasg
7 (cos (5))° by oaga + 10 (cos (5))® byoasg + r° (cos (s))* boaasg
+r b1,3 cos (s) apg — b, 32 (Cos( )) sin ()
—13a1,12 (cos () sin (s) + 73 (cos (s))° by, sin (s)
—rtay gasy (cos (s))* — ria 0 sin (s) a4 + r%bs1 (cos (s))” agy
477 (cos (s ))9 by 32 sin (s) — r" sin (s) (cos (s ))9 by 22 + 7"6170,3(11,3 cos (s)
+70 (cos (5))" bsagg + 77 (cos (5))® bagaga + b (cos (s))* ars
+77bs 1 (cos (s))® as1 + ribsy (cos (s))® g1 + 0bss (cos () ags
+77 (cos (5))* byoaoa + 73011 (cos () sin (s) ago + 7 sin (s) by (cos (s))° a1
+77sin (5) by (cos (s))" agy + rsin (s) by (cos (s))* ags
+13sin () bo,ga1.3 cos () + 78 sin (s) bag (cos (s))* aos
) ba.o (cos (5))? ags + 7 sin () by (cos (s))° a13
) bo2a1 5 cos () + 18 sin (s) by g (cos ()% agy
+75by1 cos (s) sin (s) ag 4 + 74by1 (cos (s))” sin (s) a1
+77by 1 (cos (5))” sin (s) agz + 7°by 1 (cos (s))° sin (s) as

+1by 1 cos (s) sin (s) ago + r%sin (s) boaasa (cos (s))2

+rsin (s

+7°sin (s

+7° sin () bo,4a1,1 cos () + 77 sin (s) by 4z (cos (s))°
+r9sin (s) (cos (s))" biaazy + 77 sin (s) cos (s) by 2ao,
+7° sin () cos () by.aags + 77 sin (s) (cos (s))° 622a13
+7%sin (5) by g (cos (5))* ars + 7%bs1 (cos (5))* sin (s) ay.
+77bg 1 (cos (5)) sin (s) aga + 18 (cos (s))° ag.4 sm( )aio
+79sin (s) (cos (5))* baoas 4 r7bsy (cos (s))° sin (s) ag4
( 10 (cos (s))” ay

+735in (5) by o (cos (5))” ag1 + 2 sin (s) b
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Qp,3

+r#sin (s) byo (cos (s))* agy + rsin (s) by g cos (s) ag s

+73sin () by g cos (s) ags + r°sin (s) bs g (cos (5))

417 sin () bo4a1 3 cos (s) + cos (s) Ago + 7°b3 (

—1*ay g sin (s) ags (cos (5))* + 78 sin () by (cos ()% ags

+74bg.3 8 (5) ag, (cos (s))* — r2ay g sin (s) g (cos (s))?

—13ay gsin (s) a1 5 cos (s) 4 rsin (s) (cos (s))? by a1 3

+75sin (5) (cos (5))? bagaos 4+ r¥sin (s) (cos (s))? baaaos

+1tag,0 (cos (s))*sin (s) ar 9 + r¥sin (s) by g (cos (s))* a1,

+75a4 (cos (5))° sin (s)

7331 (cos () sin (s) ago + 77 sin (s) bs g (cos (s))° ag,y

+75a9.5 (cos (s))*sin (s) ag.y — 5 (cos (s5))® bs1 sin (s) ay o
)

+73¢in (s)bs o (cos (s ) ap1 + r5b173 (cos (s))3 sin (s) ago —

cos gs)) sin (s) ag 2

arg + 13by 1 cos (s) sin (s) aga

sin (s

sin (s) bo,o” cos (s)

—r* (cos (5))* byy sin (s) ag.a + 7°bs 1 (cos (s5))° sin (s) ago + 77by 3 (cos (5)) ay3
+r7sin (s) (cos( N? ay52 — rsin (s) (cos ()" boo® — 72 sin (s) (cos (s)) byo>
+r7 cos () ag 4 2sin (s) + 17 (cos (5))° byaaso — 77bs 12 (cos () sin (s)
+7cos (5) agy 2 sin (s) — r°ag1 2 (cos ()" sin (s) — 77ag,? (cos (s))” sin (s)

) bao? (cos (s))” — 7 sin (s) (cos (s))° ba.o”
s) (cos (s ))9 60742 + 7°by 1 (cos (s))2 ars

—7 (cos (5))* ag1? sin () + 72bg 3 sin (s) ago + ¥ sin (s) bo4ao4
+77 (cos (5))” ag4?sin (s) 4 3 (cos (5))” ag 2 sin (s)
477 (cos (3)) 63,12 sin (s) + r° (cos (3))2 b12a1 2
(cos () aga?sin (s) + Ay 172 (cos (s))? sin (s)

—r" sin

(s
—r7 sin (
(

COs (S

7

_|_

-
+Ay17 (cos (5))” sin (s) + 7%a112 (cos (s))” sin (s)

479 sin (s) bo.at0,3 + r? sin (s) bo2a01 + 4 sin (s) bo.200,3
+77 (cos (5))? boatia.s + 1 cos () by aaga + 12 cos (s) by 2a0,0
4% cos (s b1.oGo.4 + 17 cos (8) by gaoz + r* cos (s) bo21.2 + 17 cos (8) bo o1 2
+78 cos (5) byaao s + 7 cos () by 4012 + Ag 177 (cos (s))* sin (s)

)
)
Ag 17 sin (s) 4 sin (s) Byor? (cos (s))?

~— —

+cos (s
+sin (s) Bsor® (cos (s))” 4 sin (s) Byor? (cos (s))*
+sin (s) By or® (cos (s))* + sin (s) Byor? (cos (s))*
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+sin (s) By or cos (s) + sin (s) cos (s) By or

+sin (s) (cos (s))* Boar* + sin (s) cos (s) Agsr
+sin (s) (cos (5))* Ay s 4 sin (s) (cos (s))? Byor®
—sin (s) (cos (5))* Byor® — sin (s) (cos (s))* Ay g7
—sin (s) (cos (s))* 32 ort —sm( ) (cos (s))® Ag g1
—sin (s) (cos (s))? Boar? 4 ras 2 (cos (s))" sin (s)

472 sin (s) bootos + 1 bo 3sin (s) aga + 7 6073a271 (cos (s))2

+74bg.3a1.1 cos (s) + rObgzas (cos (s))® + 75Dy 5 sin (s) ag 4

—1—7"5@2,12 (cos (5))5 sin (s) 4+ 7° (cos (5)) by a1z — 1r° (cos (s))6 2101 2
$))° bsgar.s + 1 (cos (5))® ag sa12 + 1 (cos (s))° by a2

$))° baoa12 — 1 (cos (5)) baoara — 1 (cos (5))° ar1a1.

s)) asia12 + 1 % (cos (s))7 a13012 — 7% (cos (s))7 bo.401 2

$))* broars + 18 (cos (5))® bysags + 7 (cos (s))® baoaa

—277 a0 (cos (5)) " boy — (cos ()% arq — 27%ag0 (cos (s))? bsg

cos (8) ag,o? sin (s)

—7° (cos

—7’4 COS

AAAA

(
—7% (cos
3

COS

CO

CO
C

COS (S
7“

Q4.0

—27%ay (cos (5))8 boo — 277 agg (cos (3))10 bao +

r
+7°b1 3 cos (s)sin (s) aga + by 3 cos (s) sin (s) ag 4 sin (s) az 2
+r2sin () bo,pas,1 (cos (s))”
+7sin () b,pa 1 cos (s) + 77 sin (s) bo gaz (cos (s))
+75 (cos (s))* agasin (s) ara + 7 (cos (s))? a2 sin (s) a5
—477 a0 (cos (5))° bog — 37°aq. (cos ()% by

(s
) byo — 2784 (cos ()" ags
7

—37"as (cos (s)
—67" (cos (s Sbglbg4—3r (cos (s ) bs 1021
—375 (cos (s))%b ® by 103,

310,11—37” ( S(S
os (

1,3 3a1 3 + 27’ (COS (S)) Qo 2b170

) blg +5’I“ 631 (COS(S)) 1.3

+47°b31 (cos (5)) bo.g + 47° b3 1 (cos (s
)’

byo — 15 r as,o (cos

)512

)
(5))° o
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
POLYNOMES DE DEGRE 4

+97%, 5 (cos (s)) ags + 1477 (cos (s))* ag.abo.
+27° (cos (5))” agaasy + 27° (cos (s5))* ap.aa1,1
—37%ag5 (cos (5))’ byo — 417bg 1 (cos ()% ay3
—97%a, 9 (cos (s )) ao3 + 3ray by (cos (s ))
—197° (cos (s))® aspaos + 4741 1 (cos (5))° b o
2
os (s))*
cos (s))" ag 4as 1
)
)

) ,4b2,2
)

)3 a074b172 +67° ( 0S 6
)

)

)

(104602 —57"

(8) p,201,3
4a02b02—6r ( (5) Q0,200,3
0S

(S)) bo 350 4

)’

1,0 (cos ( )) a1

—97%ay (cos (s))’ ars — 77“ a0 (cos (s))” boa

) bra — Trtarg (cos (s))° baa
N2 ars + 273 (cos (s))° byyary

S )7b17lb3,0+27‘3( s(s )) b1,1b20
b

11010 + 2 rt (cos (s )) (2,200,1

On applique la méthode de la moyenne du deuxiéme ordre
2

Fi(r) = ;ﬁ / Fi(r, 0)d0
0
On a
fi(r)=0
On calcule
y'(r,s), f1(r, )
telle que
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alors

y'(r,s)

et

car

bo.o + o s> sin (s) (cos (s))® + ay 7 cos (s) sin (s)
—bg3r° cos () sin (s) 4 r3ag g sin (s) (cos (s))
—1/3by172 (cos (s5))* sin (s) — 1/3 agor? (cos (s))* sin (s)
—1/5bg17* (cos (s))*sin (s) + 1/3 ay 07”2 (cos (s))? sin (s)
+sin (s) agp — cos () boo + 1/4 agsr® + 2/15 by o

8
+]_/3 CL1717"2 + B b0747" + ]./4 61727“ + 2/3 b0727”

+1/4ag1r® + 1/5a317* +1/2by o7 + 1/5 by or

+1/4b30r° +1/3boor* + 1/2ag 1 + 2/15 ay 37

+1/5ag4r? (cos (s))* sin (s) — 2/5 ag 41 (cos (s))* sin (s)
+1/15 ag.97* (cos (s))?sin (s) — cos (s) boor? + 2/3 as,or? sin (s)

8
+2/15 agor* sin (s) + 2/15 b3 17 sin (s) + 5 4 ortsin (s)
—1/3a1.172 (cos (s5))® + 1/3 sin (s) agor? + 1/5 sin (s) ag4r

(
+1/3 sin (s) by 172 4 1/5 sin (s) bysr* — 1/2 (cos (s))* agsr®

—1/4ag.17° (cos (s))* — 1/5as 1 (cos (s5))” — 1/2 (cos (s)) ag 17

—1/4 (cos (5))* bsor® — 1/3 (cos (5))* baor® + 1/3 (cos (5))* by o1

+1/4 (cos (s))* agsr® 4+ 1/5 (cos (s))° byor* +1/5 (cos (s))” ay 37’

—1/3 (cos (5))* aysr* +2/3 (cos (s))* boar* — 1/5 (cos (s))” by, 47’

—1/3 (cos (5)) byar* — 1/2 (cos (s)) byor — 1/5 (cos (s))” byor

—1/2 (cos (5))* byor® 4 1/4 (cos (5))* by.or® — 1/5 agar? (cos (s))* sin (s)
+1/15bs17* (cos (s))? sin (s) + i agor? (cos (s5))? sin (s)

15
+1/5ag0r? (cos (s))* sin (s) — 2/5 by 37* (cos (s))? sin (s)
+1/5by 57 (cos (s))* sin (s) — cos (s) bo a7

£l = 50 s)
fao(r) = £1O(r) ——/ (r,s) + Fi(r, s))ds



CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
POLYNOMES DE DEGRE 4

alors

3 7
fz('f’) (64a13113+128a131a40+32 0416L04+128013CL04

- by — —b - b
1%8 13 22+ a04 2,2 674 3,143,1 6§a40 2,2
———b31b — b —b —— b3 1b
1%8 3,100,4 — 6171 22040 — 321 4,004,0 — 12§ 3,102,2
———bosby s+ — sl — —byob
1%8 bo,4 13+1%86L40a31+ 4»7046122 12% 4,001,3
Qp,403,1 + 55 G2,2031 — 531b4o+—al3az2)T7

128 128 128 128
1 5) 11
+(—6 (03012 ~ 72 b3 1bao + 51 %2 oboa+1/8asobi o
— b270a470 — 1/48 b171b272 + 1/12 b272(1270 + 1/]_6 CL0720,3,1
7
+1/16b03b12 + 1/8&30(121 —|— —CL136L20 + 1/16&04@11
1 7 1 48 1

——b — — by by + —b —
A 3,101,1 48 3,1 02+16 1,2012 12 0,202,2

1
—4—8a40@11 +1/16 b3 pa12 — §a20b40—|— 1/24 by 1043
+1/16a21a12+1/24a02b22—|— b04b11—1/16b40511

5 5
+@ ap 2013 + D bo,ato2 + 3/16 b 3a03 + 1/8 bo 200 4
+1/16 bo’ga271 — 3/16 b173b0’2 + 3/16 bo,gbg’g + 1/48 a2.2071

—1/16 b270b173 — 1/24 b2,0a2,2 — % a470b072 + 3/16 a270a3,1)r5

‘|‘(3/8 b073b170 + 3/8 A370 + 1/4 alyobLz + 3/8 a3 1a9,0 — 3/8 b173b070

—3/2 (147060,0 + 1/8 a1,142,0 + 1/8 Qp,101,2 + 3/8 b073a0,1 + 1/8 Bg’l

+3/8 1,3Q0,0 + 3/2 b074CL070 — 1/8 b171b270 — 1/8 bO,2b1,1

+1/4 b072a072 + 1/4 b2’2a070 + 1/8 bl,gal’g + 3/8 B073

—|—1/8 a171a072 — 1/4 a2,0b270 —I— ]_/8 ALQ —f- 1/4 CL1706L070

—1/4 a272b070 — 3/8 b371b070)7”3

+(1/2A10+1/2 By + bo2aoo — 1/2b11boo + 1/2 a1 1600 — az0bop) 7

On conclut que fo(r) = 0 posséde au plus 3 racines positives.
Donc le systéme (3.5) a au maximum 3 cycles limites.

exemple 3.4.1 On considére le systéme suivant

{ i=—y+e(—x—ay?+22° -2y —at) + 2t (3.6)

y=z+e(y+2’y—2y°)+(y' —8xy —y)
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3.4. LA METHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R?

On utilise les coordonnées polaire (r,0) ou © = rcosf;y = rsinf.Le
systéme (3.6) s’écrit

(= (r*sin () (Cos (0))* + r (cos( ))® — 2r4sin (0) (cos (0))* — r + r*sin (0) — 872 cos (0)
+872 (cos (A))* + 7 (cos (6 ))2)

(-2 cos (0)rsin () — 21 cos () £ 47 cos () con (0)° ~21° 4 1)

0=1+ (—r sm( ) (cos (9)) — cos( )sin (0) — 81 (cos ((9))2 sin () + cos (0) r3

—273 (cos (9)) 3 (cos (0 )) )e?

+(2 cos () sin () — 2 (cos (0))* — 12 cos (0) sin (0) + 3 sin () (cos (A))* + 2)e

Ou d’une maniére équivalente

dr
do

= €F1(7" 8) +¢€ FQ(T 9) + O( )
tel que
Fi(r,0) = —2 cos () rsin (§)—27 (cos ())*+4 73 (cos (A))*—r* (cos ())>—2r3+r
et
Fy(r,0) = +(r7 (cos( ))?sin (6) 4+ 474 (cos (9))° sin (6) — 57 (cos (6))° sin (0)
+278sin (A) (cos (A))" + 477 (cos (0))® sin (0) — 1073 (cos (#))* sin () — 2+ sin () (cos (0))*
+2 cos (0) rsin () + 572 cos () sin () — 277 cos () sin (8) + r*sin () — 3 + 574 (cos (A))°

+473 — 1473 (cos (/) + 1073 (cos (0))* 4+ 872 (cos (A))® + 117 (cos (0))* — 872 cos (0)
—87 (cos (A))" — 474 (cos (0))7)e?

On applique la méthode de la moyenne du second ordre

21
1
f1(7“> = — Fl(r,ﬁ)dé
27T0/

On a
fl(T) =0

On calcule

s

yl(r,s) = /Fl(r, 0)do
= —r+7(cos(s))* —cos(s)rsin(s) + 27 cos (s) sin (s) — 1/5* (cos (s))4 sin ()

4, 2_ 8 ay
—1—57“ sin (s) (cos (s)) —1—57“ sin (s)
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fir,s) = %Fl ! 38};1 /F1 —1+ (cos (s))* — cos (s) sin (s)
+6 1% cos (s) sin (s )2 4/573 (cos (2))4 sin (s) — 12 7° (cos (s))?sin (s) — & 7“34SiI1 (s))x
(—r + 7 (cos(s))” — cos ( )rsm (s) + 273 cos (s)sin (s) — 1/57* (cos (s))" sin (s)

——r sm(s) (cos (s )) —%T sin (s))

Alors

frr, s) + Fy(r,s) = 1—157“(—60 + 15072 4 1207 (cos (s))® + 39072 (cos (s))* — 873 (cos (s))*
+45 cos (s) sin (s) — 54072 (cos (5))* + 13373 (cos (5))° + 713 sm( ) + 48 r° sin (s)

—12673 (cos (s))" — 1207 cos (s) 4+ 1673 cos (s) + 240 (cos (s))* — 180 (cos (s))*

+195 72 cos (s) sin ( ) 4+ 513 (cos (s))*sin (s) — 1873 (cos (s))*sin (s) + 2770 (cos (s))” sin (s)
+126 7 (cos (s))®sin (s) — 23175 (cos (5))° sin (s) — 39072 (cos (s))” sin (s)

+420 7 (cos (s))* sin (s) — 2107 cos (s) sin (s) — 727 (cos (s))? sin (s)

+1675 (cos (s)) sin (s) + 3270 (cos (s))° sin (s))

On calcule la fonction fo(r) tel que

far) = ) +4°(r)

La racine positive unique de f°(r) est r =

*\ﬁ
W

D’aprés le théoréme (2.2.2) le systéme (3.6) pour € suffisament petit pos-

/\"O

séde un seul cycle limite. Pu1sque ( fO0r) 4+ ¢°(r), _vm = 1. le cycle limite
-7

est instable.
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Cycle limite pour £ = 0.001

95



CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
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3.5 laméthode de la moyenne de second ordre

dans R3

On considére le systéme différentiel

¢ s 2 2 2 2,2
&= —y+elanoo + a11,12Y2 + a2118°Y2 + a1212Y°2 + a11,20Y2° + A2,207°Y

+a071,3yz3 + CL1,0721’Z2 + 41,012 + CL37071LL‘3Z + 0,0,1% + CL()70722'2 + CL0707323
tag,0,42" + a1,1,02Y + a2,1,02%Y + a12,0TY* + a1,302Y° + a2012°2 + azo 232
+a1,0,0T + A2,0,00% + a3,0,07> + as002* + a0,1,0y + a0,2,0Y° + ao30Y° + @040y’
+a0,11Y% + a02,1Y°2 + 031Y°2 + a2,027%2° + a01,0y2” + a022y°2% + a1037Y°)
+e%(App0 + A1pazyz + Asp12%yz + A1pa2y?z + A1 axyz® + Asoo2?y?
+A0,13y2° + A1 0202° + A10122 + As012°2 + Agp12 + Agp22 + Aoos??
+Ao 042" + A1 1 ozy + Ao 102y + A1 2 02y® + A g0y + Asp12?z + Azp12°2
+A10,02 4+ Ag000° + Az 0,02 + Aso0rt + Ao10y + Aoy + Aoz oy’ + Aoyt
+A011Y7 + Ao2ayPz + Ao’z + As 012”4 Ao 2y2® 4 Aoy 2 + Argsry?)
y=—y+elbooo+bi112yz + ba112%yz + b1 o12y?z 4 by 1 20yz® + booox?y?
+bo,1,3y2> + b1,0202% 4+ b1 o122 4 bs012°2 + bo 12 + bop22” + bo o372 + bogaz?
+b1,1,02Y + ba,1,02%Y + b12,02Y? + b30xY> + bap 1222 + by 01232 4 by g0
+b2,0,02° + 03,007 + bao,02" + bo1,0y + bo2,0y” + bo30y° + boaoyt + boi1yz
Fb0,2,15°2 + bo3 1Y’z 4 0o 0.22%2% + bo 1 2y2” 4 Do 2,2y% 2 + b1 g 32Y°)
+e*(Boo,o + Biiazyz + Bo112*yz + Bia1xy®z + Biioxyz® + Bagor?y?
+Bo1,3y2> + Bipprz® + Big12z + Bso12°z + Boo1% + Boo2z? + Bopsz®
+Booaz* + Biiozy + Ba1o2®y + Bigoxy® + Bisory® + Bag11?z + Bsg 11z
+Bi,0,0% + Bagot? + Bs 02 + Baoor* + Boioy + Bo2oy? + Bosoy® + Boaoy’
+Bo1.1y2 + Bo2a1y*z + Bosay®z + Baoar®2* 4+ Boaayz® + Boaay?s® + Biosay®)
Z=e(co00 + C1112Y% + C2112°YZ + CLo18Y? 2 + 1120y + Co207%Y
+Co,1,3y23 + Cl,o,zxz2 + 1,012 + C3,0,1$3Z + €012 + 00,0,222 + 00,0,323
tco042* + 11,02y + Co1,07%Y + 1202y + 1307y + 201272 + c3012%2
+C1,00T + 02,0,05152 + 03,0,03?3 + 04,0,0«76’4 + Co,1,0y + 00,2,03/2 + 00,3,0y3 + 00,4,0y4
+C01,1Y% + C021Y%% + Co31Y° 2 + Co,020%2% + Co12y2° + Co22y7 2% + C1032Y°)
+e2(Co0,0 + Cr1,12y2 + Co112%yz + Croaxy®z + Crpayz® 4+ Ca02°y°
+Oo,1,3y23 + 01,0,2$Z2 +Ch o122 + 03,0,1$32 + Co0,12 + C'0,0,222 + 6'0,0,32’3
+Co042* + Cra02y + Co1 022y + Cr202y® + Ci s 02y + Cop12%2 + Cs12°2
+Ch 007 + Cz,o,ox2 + Cs,o,ox?’ + 04,0,0$4 + Co,10y + C'0,2,092 + C'0,3,093
+Coa0y" + Co1,1yz + Coa1y?z + Coz1y°z + Copa°2* + Cp 292
L +Co22y°2* + Cro371°)

(3.7)
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Dans les coordonnées cylindriques on a x = rcosf et y = rsinf, le
systéme précédant s’écrit sous la forme

7= ¢y(r,0,z)
9: ¢2(T‘,9, Z)
z= ¢3(7“,9,Z)

tel que

¢,(r, 0, 2) = (e sin (8) (cos (A))* Byaor* + (cos (6))° ag.z0r?

—e sin (A) (cos (0))* Boaar?2® + agor* (cos (A))°

+bo317%2 + € By 107 + cos (0) ag 22?4 cos (0) ago12

+cos (0) ag042* + sin (0) by 12 + sin (6) by o22% — a10372°

+sin (0) boo32° + sin (8) bogaz* 4 4 as0r® (cos (0))*

+é sin (6) cos (A) Ags 173z + cos (6) ag .32 — (cos (6))® by1 12

+é€ sin (0) Bya1722 4 sin (6) cos (A) ags1732 + € Ay g o7 (cos (A))?

+e Asor® (cos (0))* 4 € Agoor? (cos (0))° + cos (0) € Ag o2

+cos (0) € Agp22® + cos (0) € Ag o 32> + cos (0) € Ag 4z + sin (0) € Bog 12

+ sin (Q) € B0’0’222 + sin (9) € B0707323 + sin (0) € BO’0’4Z4 + a270’1r2 (COS (‘9))3 z
+€ Ay o072 (cos (0)) + € Ay 9172 (cos (0))° z + 2ay 007 (cos (A))?

+ (cos (8))° by sort — (cos () agz.0r® — (cos (8))° bs1or* + cos (6) by 507
+cos (A) agaort + (cos (8))° bs 1 o7

+cos (0) aga,0m? + cos () by 1.0r* + sin (0) by 40r* + sin (0) bg 2,07

+ay1172 (cos (0))sin (6) z + ag 117 (cos (A))” sin (8) z + a1.1.272 (cos () sin () 22
+€ Ay g7 (cos (0))? 2 — 5 (cos (0)) bosor® + 4 (cos (8))* bosor® — ay a7z
—2 (cos (6))® agaor* + ag0ar? (cos (0))* 22 4 ay.1,07% (cos (6))* sin (6)
+ag1,0r° (cos (0)) sin (0) + a1 07* (cos (A))* sin (6)

+cos (0) ap 1 gr sin (0) + sin (6) by o o7 cos (8) + sin () by, (cos (6))”

)
+sin (6) bs oo (cos (0))* + sin (8) bygor* (cos (8))* + € cos (A) Byzor?
+€ cos (0) Aga, 07" + o8 (0) by 11772 + cos (0) by 1 97222 + cos (0) ag 297722
+cos (6) ao 21722 —i— sin (6) b0, + € sin () Bo 221?22 + cos (0) ago0 + bo30r*
— (cos () agaor* — € sin (6) (cos (8))? By — € sin (8) (cos (A))* Ags 172
—e sin (A) (cos (0))” By o172 + sin () cos (A) by o172 + € sin (8) (cos (0))* Ay 507
+e€ sin (6) cos (0) A07370r3 + € sin (0) cos (0) By o or® + cos (0) € Ag o0 + sin () € Booo
+az,0,0r2 (cos (0))° + € By s or® + (cos (A))” agaor* — a1 02722
+e€ sin () cos (A) By a1z + € sin (8) (cos (A))* Boaor®

+e A3,0717" (cos (9))4 z2 + €Ay gor (cos (0))2 22+ € A27072T2 (cos (9))3 22
+€ Ay 37 (cos (0))? 23 + € Ay 1 o2 (cos (6)) sin (6)
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
POLYNOMES DE DEGRE 4

+€Boyo72% 4+ € Bo117% + € By1.372° 4 sin (8) (cos (8))* bo 4,07

+sin () (cos (6))® byg,0r* + sin (A) cos (8) by g,01°

+sin (8) (cos (6))* ay507* + 4aso17 (cos (A))*

+2a1,0.97 (cos (0))* 22 4 2 ay 0,37 (cos (0))* 22 4+ 2ay 017 (cos () 2

—5 (cos ()% o172 — 2 (cos (A))? € Bosor® — 2 (cos (A))* € By s or*
—2 (cos ()% € Ag aor* — 3 (cos (0))* r°zas g1 + 4 (cos ()" b3 1772

—2 sin (8) (cos (A))? boaor + € (cos (A))* Aya17°2

+€ (cos (A))? By11732 + € cos (A) Byor22% + € cos () Ag 772

+e cos (0) Aggar?22 + € cos (A) Byyar?z + (cos (A))* € Bysirz

— (cos (A))* € Ay p17°2 — (cos (A))? € By 27‘2’2 — (cos (0))* € By1172

— (cos (0))* € Byy17°2 — (cos (9))” € By 1.9122% — (cos (0)) EBOlgTZ

— (cos (0))% € Agp17%2 — (cos ()% € Aggor22? — (cos (0))* € By11722
—2¢ sin (8) (cos (A))? Boaor* — 2 (cos (0))* bysor* — 3 (cos (0)) 3as 0
—2 (cos (0))* € By 1°2)

—r + 2 Agz0r® + €2 Ag 107 + €ag 30> + €ag 17

—€by o7 (cos (0))2 z + sin (0) €2A07270’f‘2 +sin(0) e a074707’4

+5sin (0) € ag a7 + sin () €2 Ag 4 07* + sin () (cos (8))* € ag.4,0r

N €2By 307" + sin (A) (cos (A))* € by s 07

os (0)

in (9) (cos (£))*
in (0) (cos (6))” € Ag 2,0r* — sin () (cos (0))” € ag 2,07
in (A) (cos (0))* €2 Ag.9,0r* — sin () (cos (0))* € ag g r?
in (0) (cos (0 )) €2 Ay 503 — sin (6) € by 307 (cos (A))
(0) €ago17%z + sin (0) €ay 9177 cos () 2
(0) €2 Ay 507> cos (8) + sin () €2 Ay 5 07* (cos (A))?
—sin (6) €2 By 3,07 (cos (A))* — sin () cos (A) € by 507>
(0) cos (0) €2 By 3,0r° — sin (0) cos (0) € by 3172
(0) cos () € By 3.17°2 + sin (0) € ag 90772
(6)
(6)
(6)
(6)

€ay9,07° cos () + sin (0) € ag or % (cos (9))

+5in (0) €2Ag 27227 + sin (0) €2 Ag 21722 — sin (A) (cos (0))” € ag 2,27 2>
—sin (6) (cos (8)) €2Ag 527222 — sin (0) (cos (8))* €2 Ag 21722
+ sin (6) (cos (9))3 623073717"32 +sin (0) e Alz,lr cos (0) z
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%( n () (cos (6 )) €ag 217z — sin () (cos (6 )) €A1 91732
—2 sin (6) (cos (0))” € ag 40r* — 2 sin (A) (cos (6 )) €2 Ag.aor?
+sin (6) (cos (8))® €2 By 5,0 + sin (6) (cos (8))* €2 Ag 4 o1
—2 (cos ()% eag sz — 2 (cos (A))? €2 Ag 31732

+ sin (6) 62A3,0’07’3 (cos (0))® — 6231’0717“ (cos (0))? z
+ (cos (9)) €byo1m32 — (cos (0))* €ag1 1732
+ (cos (6))* 231217“ 2 — (cos (A))* 2A211r 2
+ (cos (0))® €bga172z — 2 (cos (0)) Ay 501"
+sin () € A1 007 cos (0) + (cos («9)) 230 2. 1r 2
+ (cos (A))* € By 2122 + (cos (9)) €boa, 2r 22
(COS( )) 2A111T Z-(COS( )) 6&1127“2
— (cos (A))® €2 Ay 1.97%2% — (cos (9))3 € alyl,lr z
— (cos (9)) €ag 1177 — (cos (6))? ea(,lzrz
+sin (0) €2 Ap 12 + sin (0) €ag 32> + sin () €2 Ag p42* + sin (0) €2 Ag 9 32°

—cos (0) €Booo — cos () € bo 0.0 +sin (0) €2Ag00 + sin (8) € ag007* (cos (A))*
) €2 Aa, Or 2 (cos (6’)) + sin (8) €2 Ay 0272 (cos (6))* 22

+sin () €2 Ay 0,07 (cos (A))* 4 sin (8) € ag0,0r2 (cos ()

+2 cos (9) a1 90rsin (0) + 4 er® (cos (0))® sin (A) zas

—€ bg 0, 1T (COS ( ) Z— € bg 0,17 (COS ( ))4 Z— € b1,0727” (COS (0))2 2

)’
)8 22

—€e by gor? (cos (6) —€byoar (cos (0))? 2% — € By 112 (cos (A))® 2

—€?By g, 27‘ (cos (0)) 22 — €2 By 272 (cos (8))” 2% — € by 1,072 (cos (0 )) sin (0)
—ebs Or 4 (cos ()" sin (0) — e b171,17’2 (cos (#))?sin (0) z

—eby 1272 (cos ( ))sin (0) 22 +4der (cos (0))* sin (8) bo 3,0

+4er3 (cos (0)) 81114(0) as00 — €2By1,072 (cos (A))? sin (0)

—€?Bs 1 o (cos (0))" sin () — 6231’1717“2 (cos (#))?sin (0) =
—623271,17"3 (cos (6))°sin (0) z — €2By 1972 (cos (8))” sin (6) 22

—cos (0) € BO?LOT sin (6) + 2 cos (0) €ay o2rsin (0) 22 + 2 cos (0) € ay o 17 sin (0) 2

—cos (0) €2By 117 sin (0) z — cos (0) € By 1 o7 sin (0) 22 — cos (0) €2 By 1 37 sin () 23
+sin () € ag o172 (cos (A))? z 4 sin (8) €2 Ay g o7 cos () 22

+sin (6) € agg 27> (cos (A))? 2% + sin (A) €2 Ay g 37 cos (6) 23
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+sin (A) €A1 017 cos (A) 2 + sin (0) €2 Ag 172 (cos (0))” 2
+sin () €2 As0,17° (cos (A))” 2
¢35 = €(co10rsin (A) + c1,057 cos (A) 2% + o017 (cos (0))? 2 4 1,027 cos (6) 2
+ (=3 cou0 — 3ca00) (cos (6)) (sin (0))? + co1.37 sin () 23
+co 117 sin (0) z + co 31T (sin () 2 4 co1.27sin (0) 22
+co, 27“ 2 (sin (A))? 22 + c1.1,0r2 cos (6) sin (A) + ¢1.1,172 cos (0) sin (6) 2
+c91, 17’ 3 (cos (0))* sin (0 ) 2+, 1r3 cos () (sin (9))* =
+c1.1,97% cos (0) sin () 2% — 02 0172 (sin (8))? 2 + o072 (sin (0))”
—Co2 Or 2 (cos (A))? + ca0.0r (cos (8))* + cos0r? (sin (9))°
+c3,0,0r (cos (6’))3 + c1,0,07 cos (0) + 0074,07‘4 (sin (6))* + 01 017 COS (0)
—0022r 2 (cos (0))” 2% + e, 1o (cos (0))?sin (8) + cs1.07 (cos( )? sm( )
+c1.9,07° cos (0) (sin (0))® + c1.3.0r cos (A) (sin (0))® + ¢5017 (cos (A))®
+ €2(Co12 + Cop22® + Coogz + Co042* + Coo0 —i— Co1qm? (cos(@))281n(6’)z
+C4 9173 cos (0) (sin (0))” z + Cy1.07% cos (A) sin (8) 22 + Co 2 172 (sin (0))? 2
+Co3.17° (sin (A))® 2z + Co 197 sin (A) 2% + Co a7 (sin (0))® 22 4 Co .37 sin (0) 23
+C110r? cos (0) sin (0) + Ch 17 cos (0) z + Ca17% (cos (0 ))
+C’0,4,0r (sin (8))* + Co5.0r° (sin (A))* + Cs,0,07 (cos ( )? + Ca0072 (cos (6))”
+Cly 07 (cos (9))4 + 01,0707“ cos (6) + Cp .07 (sin (9)) + Co107sin ()
+Co117sin (0) 2z + Cs9173 (cos (0 ))3 24 Cy 013 (cos (0))” sin (6)
(
(
(

2

+C31.07* (cos (0))? sin () + Co,0r® cos (0) (sin (0))?
+Co07* (cos 9)) (sm( N? 4 Chsort cos (6) (sin () + Cy 097 cos (6) 22
+Ch027% (cos (A))? 22 4 Cl o7 cos (0) 23 + Cy1 172 cos () sin (6) 2)

ou d’une manieére équivalente

8]_2 = eFn(r,0,2) + 2 Fx(r,0,2) + O(?)
d—g = cFi5(r,0,2) + 2 Fys(r,0, 2) + O(e?)
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tel que

Fi(r,0,2) = —a 0172 + cos (0) agaor* + (cos (c9))3 bs1or* + cos (0) ag 32> + sin (0) by a2’
—2 (cos (8))* agaor* + cos (8) aga0r? + az00r? (cos (0))* — (cos (0))° bg1 o7

+ (cos (0))° apaor* + 2a1017 (cos (0))* 2 + ago17? (cos (0))® 2 + 4asg17° (cos (0))* 2
+2ay,0.97 (cos ()% 22 4 ag027% (cos (0))° 2% + 2 ay 0 57 (cos (0))* 2

+ag 1,07 (cos ())*sin (0) + ay1.07% (cos (0))” sin () + ag 07 (cos (A))” sin (8)

+ cos (6) a7 sin (8) + sin (8) bs 007> (cos ())® + sin (A) by 007 cos (6)

+sin (8) byo.0r2 (cos (8))* 4 sin (8) by or* (cos (A))* + 2ay,007 (cos (6))°

+4azg0r° (cos (0))* + agoor? (cos (6))° + cos (A) agoaz + cos (8) a1z

+ cos (0) a070,2z2 +sin (0) bo,p,12 + sin () 60,0,222 + sin (6) b070,3z3 + cos (#) ag0,0
+sin (8) bo o0 + a1.1.17% (cos (A))?sin (A) z + ay.1.572 (cos (0))” sin () 2>

+ay117° (cos (0))? sin (6) z + cos (A) ag117sin () z + cos (A) ag 1 o7 sin (6) 22

+cos (6) ag 1,37 sin (6) 23 + sin () b1,017 cos (0) z 4 sin () b270,17’2 (cos (9))2 z

+sin (0) bs .17 (cos (8))* z + sin () by .27 cos (A) 22 + sin (8) byg 272 (cos (A))* 22
+sin () by g7 cos () 25 — (cos (A))® aga0r* — a10272 — a1,00r — a10372°

+b073,07“ + 60,3717“ 2+ 4 (cos (9))4 6073707"3 + (cos (9))5 61,3707“4 —5 (cos (9))2 b073,1r32
+4 (cos () bos172z — (cos (0))® by 1.2722% — (cos (A))® ag2.1722 — (cos () ag.g.ar22>
— (cos (0))’ bi1ar?z — 3 (cos (0))* rzaz o + cos (0) by1ar?z? + cos (0) agair?z

+ cos (0) a072727“2z2 + cos (0) b17171r2z — 5 (cos (0))2 b0,370r3 + cos (0) b17370r4

—2 (cos (6))® bysor* — (cos (0))® agaor? — (cos (8))” by or? + (cos (6))° ag.z0r?

—3 (cos (6))* 2as 00 + cos () by 1072 + sin (8) by 4,0r* + sin (9) bo.o 0r2

a1307'

(

(COS (9))4 CL173,07“4 + sin (9) b072,27“222 + sin (9) bo 2, 17" z + sin (9) COS (9) 61’2’07"3

(cos (6))* boaor* + sin () (cos (6)) by.g0r* + sin (6) (cos (6))*

cos (0) ags0r> — sin (A) (cos (0))* by o012 — 2 sin (A) (cos (8))” bo4or

cos () by 21732 + sin (6) cos (A) ags 17>z — sin () (cos (6)) b 21722

(cos (8))° byg17°2 — sin (8) (cos (A))” ag 1732 — sin (6) (cos (8))” by 207222

1

——(—(11’0717”2 + sin ( ) b() 0, 22 + (COS ( )) CL074707’4 -+ cos (S) a0,0,222 +2 ai,0,0" (COS (S))2

05 (5))” bs1,07* + 4 aso0r® (cos (s )) + sin (s) bo0.12 + cos (8) ag12 + sin (s) by o 32>
05 (5))® br1.or? + (cos (5)) agaor® — 3 (cos (s5))* 2as 00 + cos (s) byyor”

+ sin ( ) b0,4707“4 + sin (s) 6072707"2 + sin (s) cos () b172,1r32 + sin (s) cos () a0,371r3z
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—sin (s) (cos (5))? boo1722 — sin (s) (cos (5)) by o172 — sin (s) (cos (s))° ags17°2

—sin (s) (cos (5))? boo2r22% + o5 (5) aga0r? + a7 (cos (s))* — 2 (cos (s))* agor?
—CL1’0727“22 — a1,00" — a170737”23 + 6073707‘3 -+ cos (8) CLO’0732’3 + sin (S) b0707424 + b073717"32

+ (cos (8))” bg.107* + cos () ag a0 + cos (s) a0 + 2a1,017 (cos (s))* 2

Fag0172 (cos (5)) 2 + 4 ag g7 (cos (s)'z+2 aipar (cos (5))% 22 + ag,0272 (cos (s))° 2
+2ay,957 (cos (s5))” 2% + as.10r* (cos (s))* sin (s) + a1,1,072 (cos ( ))?sin (s)

+ag1,07 (cos (s))sin (s) + cos () a7 sin (s) + sin (s) bs, 07’ 3 (cos (5))®

+sin (s) by o o7 cos (5) + sin (s) by, (cos (s))* + sin (s ) bao, or (cos (s))*

—5 (cos (s )) D317z + 4 (cos (s))* bos17®z — (cos (s )) by 1 2722% — (cos (s))® ag21722
— (cos (5))? ag2.21%2% — (cos (5))* b1z — 3 (cos (5))? T32a3,0,1 + ag 0,07 (cos ()’

— (cos (5))” aga0r* + 4 (cos (5))* bosor® + (cos (5))” brsor® — 5 (cos (s))* bos0r®
+cos (5) by st — 2 (cos (5))? bysor® — (cos (s)) agaor® + a1.1.172 (cos (s))? sin (s) 2
+ay197 (cos (s))?sin (s) 2% + ag1.17° (cos (s))* sin (s) z 4 cos (s) ag1 17 sin (s) 2

+ cos () ag1.27sin (s) 22 4 cos (s) ag 137 sin (s) 23 + sin () by o177 cos (s) 2
+sin () by,g172 (cos (5))? z + sin (s) bs .17 (cos (s))° z + sin () by g 27 cos (s) 2
+5in () by .27 (cos (5))? 22 + sin (s) by .37 cos (5) 2% + cos () by 1 27222

+cos (5) ag 1722 + €08 () ag 29222 + cos () by1.1722 — sin (s) (cos (s))* bagor
—sin (s) (cos (5))” byoor® — sin (s) (cos (s5))* ags,0r® — sin (s) (cos (s))* a1.5,0r

+sin (5) by o,2722% + sin (s) bo 91722 + sin (s) cos () by o, + sin (s) (cos (s))* bo4 o7
+sin (s) (cos (5))? bygor* + sin (s) (cos (s))” a1507* + sin (s) cos (s) ag 07

—sin (s) (cos (5)) booor? — 2 sin (s) (cos (5))? boaor* 4 sin (s) by o0 + os () ago4z?)

2

2

4

(—ap1372> — ap1272 — ap317%2 — ag117m2 — agzr® — ag10r + (cos (s))5 az1or?
+2 (cos ()% agsor® + 2 (cos (5)) ay50r* — sin (s) ag,0r? — sin (s) ag40r?
+by0.0r* (cos () + cos (5) boaor? + broor® (cos (s))? — agy 7 (cos (s))”

— (cos (s))* ags0r® — (cos () ar50m* + (cos (5))” boaort + (cos (s))* agq.0r

+ cos () boaor* — ay.307* cos (s) + (cos (5)) ay10r — (cos (s))® boz,0r>

+ (cos (s))* ag1,07® — (cos (5))* byaor® — (cos (5))° byaor* — sin (s) agoaz’

—sin (8) ag 12 — sin () ag o222 + cos (s) boaz* + cos (s) by o12 + cos (s) by 22>
+cos () bo,.32% + baoor* (cos (5))° + byor? (cos (5))* + broor (cos (s))”
+b3.007 (cos (5))* — 2 (cos (5)) boaort — a1.1,072 cos (s) — as1or? (cos (s))?
—sin (8) agp32° — sin (s) ag.9,17° cos (s) z + sin (s) cos (s) b 31732
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+sin (s) (cos (s))* ag., 17’22 + byya72 (cos () sin (s) z 4 by 1272 (cos (s))” sin (s) 22
—2 cos (s)arp, 27“ sin (3) 2% 4 c0s () by oo — sin (s) agpo — 2 cos (s) ar 17 sin (s) z
—sin (s) ag0.172 (cos (5))* 2 — sin (s) agg2r (cos (s))* 22 + sin (s) (cos (5))* ag 07222
—2 cos (s) arp 37“ sin (s) 2% — 473 (cos (s))” sin (s) zbg 3.1 — 473 (cos (s))” sin (s) zas 01
+sin (s) by 3,07 (cos (s))? — sin (s) ag 2,17”22 — sin (8) aga.27?2% — sin (s) ay 2,01 cos ()
+sin (s) cos (s )bogor + byo,37 (cos (5))% 2% 4 by.1,072 (cos (s))” sin (s)
+bg10m? (COS( N sm( ) — 473 (cos (s))*sin () b3 — 477 (cos (s))” sin (s) as o,

— (cos (5)) byo1r3z + (cos (s))* a271,1r32 — sin () aga0r* (cos (s))?
+2 sin (s )(cos( N? aga0r* + 2 (cos (s))* aps1mz — (cos (5))” boga722
— (cos (8))* bo2r?2® + (cos (5))” a112722% + (cos (5))” ay.1.1722 + cos () bo 272 2>
—ay 117% cos (s) z — sin (s) a470,07’4 (cos (s))* — sin (s) aggor? (cos (s))?
—2 cos (s) a7 sin ( ) 4 bg0.172 (cos () 2 + bs o172 (cos (5))* 2 + bygor (cos () 2
+by.0272 (cos (5)) 2% + (cos (5))* ag1172 + (cos (5)) ag.1272% + (cos (s))? ag 372>
— (cos (s5))* ags. 1r3z — 411,972 €08 (8) 22 — ag,1.17° (cos (5))* 2 + broa® (cos (s))? 2
+cos (8) boa172 + by, 1r (cos (5))* z — sin (s) (cos (5))* agaor® — sin (s) (cos (s))* byz0r
+sin (s) (cos (s )) ag.2,0m% + sin (s) (cos (5))* ag.z,0r?)

by
)*

2

)
+sin () Bag 172 (cos (s))? z + sin (s) Bs 17 (cos (s))° 2z + sin (s) Bi o7 cos (s) 22
+sin () Ba,gar? (cos (s))? 22 + sin (s) By o s cos (s) 2% + Ay1.172 (cos (3)) sin () z
—sin (s) (cos (s)) By o173z — sin (s) (cos (s))* Bog1122 — sin( ) (cos (s))* Bosa, 27"

—sin (8) (C ( ))3 A031T32— (COS (S>>2 BOllTZ— (COS( )) Alng‘ z — (C ( )) B0137’23
— (cos (s))* By, 1 1722 — (cos (8))* Agz.0r?2? — (cos (s))” Agair?z — (cos (s))? 3171727“222
+sin (s) Bo21722 + sin (s) By aor22% + sin (s) (cos (s))* Boaor® + sin (s) (cos (s))* By or

+ sin (s() cos (s) Ao, 3 or® + sm( ) (cos ( )? Ay z0r* + sin (s) cos (s) By g or®

—2 sin (s) (cos ( ))? Bo.s 01" + Az or* (cos (s))* sin (s) 4 sin (s) By g,07 cos (s)
+sin (s) B2, 00 72 (cos (s))? 4 sin (s) Bsgor® (cos (s))® + sin (s) Bygor* (cos (s))*
—2 (co (s)) Bo73717" z + (cos (s))2 Bs117%2 + (cos (s))2 A1217%2 4 cos (s) By1ar*z
+ cos (s) AO 221222 + cos (s) Ag 2,17"22 + cos (s) By19722% + (cos (s))* Bosar’z
— (cos (s5))* Baa. 17" z— (Cos (5))? Bo1.2r22 4 cos (s) Ag 1 o7 sin (s) — sin (s) (cos (s))* By,
—sin (s) (cos (s))* Baga, gr — sin (s) (cos (s))* Ay g0rt — sin (s) (cos (s))* Byaor®
— sin (s) (cos (s)) AO 307 + A1 gar (cos (5))? 22 + Ay gs7 (cos (5)) 2% + Ay g7 (cos (5))? 2
+A50172 (cos (5))* 2 4+ Ag 17 (cos (s))* z 4+ Ay 1072 (cos (s))? sin (s)
+Ag1,07° (cos (5))sin (s) + Ag 972 (cos (s))° 22
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Fy(r,0) B073,07“3 + Boaor + Boiarz + B071,27‘22 + 3071737“23 + B07371’I“32

+Ag0.172 (cos () z 4 Asg17° (cos (0))* 2 4+ Ay gar (cos (0))? 22 4+ Aggor? (cos (0))° 2

+ A1 037 (cos (0))% 23 + Ay 1072 (cos (8)) sin (8) + Ay 07 (cos (8))” sin () + sin (A) Booo

+cos (0) Agoo + A7 (cos (0))? z + sin () (cos (0))* Boaor* + (cos (6))° By s or

—2 (cos (6))® Bys. 07"3 + sin (8) Bogor? + (cos (0))? Ay a1 + Aggor? (cos (A))°

— (cos (0))* Bagor® + cos (A) Ag22? + (cos (0))® By or* + Asgor® (cos (A))*

+ Ay 0,07 (cos (0))? + cos (8) Bysor* — (cos (0))* Ay 207 — (cos (A))® Agg o

— (cos ())? Bos or + (cos (A))® Ag.aor 4 sin (8) Boosz® + cos (8) Agaor + (cos (0))* Agaor

— (cos (9)) Ay, 2 07" — (cos (9))3 Bl,1707“2 — 2 (cos (9))3 31,3707“4 + sin (0) Boyo,4z4

+cos () Agz,0r* + cos (A) Byor? + cos (0) Agosz® — (cos (8))° By or* 4 sin () Byaor?
+ (cos (A))* Bosor® + cos (A) Agg1z + sin (8) By g2 + sin (8) Byg1z + Aggor? (cos ()
+ (cos (9)) B271,0T3 + cos (0) A07074z4 — 2 (cos (9))3 A0,4707“4

1
3 2 3 3 .
—;(b[]’g’(]?” — Q1,007 — 01,0272 — Q10,372 — Q10,177 + b073,17’ Z -+ sin (9) b070’0

+cos (8) agoo + (cos (0))° agaor* — 2 (cos (0))* agaor* — 3 (cos (A))* r2as 0,0

—2 (cos (A))* bysor* — (cos (0))° bs10r* + cos (0) by zor* — 5 (cos (6))° bo.3.0r"

+4 azgor® (cos (9))4 + 4 (cos (9))4 bo30r° + 2 ay 0,07 (cos (9))2 + cos (0) ag 2,07

+sin (0) by 2,07* — (cos (0))° a2, +sin (0) oo 32> + cos () by 1 07* + cos (6) g7

+ (cos (0))* b1.0r* + cos (0) ago.az* + (cos (0))” agaor* 4+ asoor? (cos (9))°

+cos (0) ag p, 2z2 +sin (0) boo12 + cos (#) agp12 — (cos (9))3 b171,07’2 + a2,070r2 (cos (9))3
(0) ag o, 3z — (cos (0))5 agaor* + (cos (0))° by sort +sin (0) bo 42" + sin (8) by 407"

(0) bo.027 + ag0.172 (cos (0))® 2 + ag 077 (cos (A))” 2% + a1.1,0r2 (cos (A))* sin (6)

+ cos
+ sin ()
+sin (6) boo222 4 ag,017% (cos () 2 + ag0.972 (cos (0))* 22 4 ay.1,07% (cos (6))” sin (6)
+sin (A) by oo cos (0) + sin (8) byg.or? (cos (0))? + sin (0) bs g o7 (cos (0))?
+sin (6) by oo (cos (0))* + cos () byy17%2 4 cos (8) by1.97°2 + cos (6) ag o012
+cos () aga17%2 — (cos (A))* byiar?z — (cos (A)) byor?2? — (cos (0))? ag g0 22

— (cos ())? ag o172z + sin (8) cos (6) ags,0r° — sin (A) (cos (A))* byoor
—sin (6) (cos (8))* a1 50 — sin (6) (cos (9))2 bo.2,0r — sin () (cos (6))® ag 301"
—sin (6) (cos (8))” byg,0r° + sin (6) boo17%2 4 sin (0) bg ,97° 2>
+sin (6) (cos (8))* boa0r* + sin () (cos (8))” by.gor* + sin (6) cos (A) by 5,0

0
)
)
)
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+sin (6) (cos (0))* ar.3.0r* + 4ag o173 (cos (0))* z + 2ay,0o7 (cos (A))? 22
+2ay,0,37 (cos (0))* 23 4+ 2 ay 017 (cos (8))* 2z — 5 (cos (6))* bos17°2

—3 (cos (0))? 7“32'&3,071 +4 (cos (0))* bos17°z — 2 sin (A) (cos (8))” bo4 o7

—sin (A) (cos (0))” by 91732 — sin (8) (cos (6))® ags1732 + sin (A) cos (8) ags 172
+ sin (6) cos (6) 61,2,17“32 + ay1172 (cos (0))?sin (6) z + ag1.17° (cos (A))” sin (8) 2
+ay1,27% (cos (0))” sin (6) 22 + cos (0) ag1.17sin (A) 2 + cos (6) ag1 o7 sin (8) 22

+ cos (0) ag1 37’ sin (0) 2% + sin () by .17 cos (A) z + sin () by.172 (cos (0))” 2

+sin (6) bg 017 (cos (8))® 2 + sin (6) by g o7 cos (8) 22 + sin (8) by g 212 (cos (A))? 22

+sin () by g,37 cos (6) 2> — sin (6) (cos (8))” by.g,1722 — sin (A) (cos (A))? boo2122?)

(—ag3.0m* — a1 or — ag117% — 12722 — g 1372% — agz 13z — sin (0) aggo + cos (0) booo
— (cos ( ))? bao or — az 1,07 (cos (A))” 4 (cos () bouor* — sin (8) ago4z?

+b1.2,07° (cos (6 )) + o5 (8) by 4.0r* — a1.30r* cos (8) + bygor* (cos (A))°
—sin (6) agaor* + cos (A) bo o3z + cos (6) boo22% + by 072 (cos (6)) sin (6)
+b3 1 07"4 s (0 )) sin (0) — ay.1172 cos (0) z — ag1.17° (cos (A))? 2 — ay 1272 cos (A) 22

(co

+b1 217 (c (0)) z + cos (0) bo212z — (cos (0))° bo2.1722 — (cos (0))* ag 31772

+ (cos ( )) ara, 17“ z —ay1,07% cos (9) — ag107° (cos ((9))2 + (cos (9))2 ao.1,07

+ba2,07 (C (0 )) (cos (9)) b2 07‘ + cos (9) bo.2 or? — (cos (9))5 al,?:,OT4
+ (cos (0 )) ay10r® — sin (0) agg22? + (cos (0 )) ag10r® — (cos (8))3 bo2.07>

—sin (0) ag 0% — (cos (0))* agsor® + (Cos (6))° a3 Lor? + b1,0,07 (cos (9))2

+ cos (0) booa2* + bz 007> (cos (9))4 2 (cos (A))* ays0r* — 2 (cos (A))® boaor

+2 (cos (A))? agz,07° + bagor? (cos (0))” + cos (9) boo.12 — sin (6) ag032°

—sin (6) ap 012 + (cos (0))3 ara, 27“22 — (cos (8))” by 227222 + (cos ()% ag1.072>

+ (cos (0))* a0,173r23 + (cos (8)) ag 117z — (cos (0))* byo1m3z + (cos (A))* ag1172
— sin (0) ag2,0r* (cos (9))2 — sin (6) ay.2,07° cos (A) + sin (8) by 5.07* (cos (A))?

+ sin (0) cos (0) bo 507 — 8in (0) ag 207222 — sin () ag 21722 + sin (8) (cos (A))* ag 2,07
+ sin (6) (cos (6 )) agoort — sin (6 ) (cos (0 )) ag40rt — sin (6) (cos (8))* by 301"

+ cos (0) b 9.2722% — sin () a2 0072 (cos (8))? — sin (6) ago0r* (cos (A))*

+b1017 (cos (A))? 2 + byo.172 (cos (A))* 2 —I— bs 017 (cos (0))* 2 + by g o1 (cos (A))? 22
+by.0272 (cos (8))° 22 + by g.37 (cos (A))? 23 — 2 cos (A) ay 07 sin (6)

+2 (cos ()% ag 3172 + 2 sin (8) (cos (A))? ao a0rt — 473 (cos (A))” sin (8) by3,0
—473 (cos (0))” sin (0) as, 00 = sin (6) ay 2172 cos (0) z + sin (0) cos (0) by 31732

+sin (6) (cos (0))® ag.2.172z + sin (A) (cos (A))? ag 227222 + by1.172 (cos (A))? sin (8) =
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+by.1.97% (cos (8))” sin (6) 22 — sin (

—2 cos (0) arp17rsin(0) z — 2 cos (#) ay 0 2rsin (0) 2° — 2 cos (0) a1,037rsin (0) z
—472 (cos (A))” sin (0) zag o1 — 472 (cos (A))* sin (A) 2zbo3.1)

+As 107 (cos (8))*sin (8) + cos (A) Ag 1 o7 sin (8) + sin (8) By g or cos (6)

+sin (0) Bygr? (cos (0 )) + sin (8) Bs,or° (cos (0))* + sin (8) By or? (cos (0))*

0) as 021 (cos (0)) 22 — sin (0) a2,071r2 (cos (9))2 z
2 3

(
—sin (A) (cos (0))* Byaor? — sin () (cos (8))* Bagor* — sin (8) (cos (0))* Ay 507
0) (cos (0))* AO 307> — sin () (cos (6 )) Biaor® 4 (cos (0))? Ay o177z
(0))? By11732 + sin (6) cos (A) By aor® 4 sin () By g.ar22? + sin () By 1722
0) (cos (6 )) Bagor* + sin () (Cos( )2 Ay s0rt 4 sin (A) cos (A) Agzor®
+ cos (0) By12r°2% + cos (0) Aga17%2 + cos (0) Agaar?z® + cos (0) Biiar’z
+ (cos ()" Bos173z — (cos (0))* Ayo17°2 — (cos (8)) Boarz? — (cos (A))? Bogarz
— (cos (0))* Byy17%2 — (cos (8))® Byyor?2 — (cos (0))” Boasrz® — (cos (0))® Agaqr?2
— (cos (0))® Agz.21%2% — (cos (0))® Byy1r?z + sin () cos (0) Ags17m°2
+sin () cos (A) By g1z — sin (A) (cos (0))® Bogr%z — sin (8) (cos (A))* Ags1732
—sin (6) (cos (8))® Bya1rz — sin (A) (cos (0))? Boaor22% + Ay1.112 (cos (A))?sin (A) 2
+ Ay 1172 (cos (0))’sin (6) z + Ay 1972 (cos (A))? sin (8) 22 + cos (8) Ag.117sin (6) 2
+cos () Ag.o7sin (0) 22 — 2 (cos (A))? Bosar®z — 2 sin () (cos (6))? Boaor?
+ cos () Agq.37sin (8) 2° + sin () By g.17 cos (A) z 4 sin () Bag 172 (cos (A))* 2
+sin (@) Bs 17 (cos (8))® z 4 sin () By g o7 cos (A) 2% + sin (A) By,g2r? (cos (0))” 22
(6) )2

+sin () By o,37 cos (6

+ (co

+ sin

(
(
— sin (
(

Fio(r,0,2) = —ca 017 (sin (8))? 2 4 c5.1,0m* (cos (6))° sin (A) — co.2.072 (cos ())? 22
+¢210m° (cos (0)) sin (0) + co1o7sin (0) 22 + co 117 sin (A) 2z + ¢o,1 57 sin (A) 2°

+ (=3 ¢oa0 — 3¢a00) 7 (cos (A))? (sin (0))® + c1507* cos (A) (sin (6))?

+c1207% cos (A) (sin (A))? + c5.017° (cos () 2 + ¢1,0.07 cos (8) 2% + ¢10,37 cos (6) 23
+cos17” (sin (0))® 2 + c1.917° cos () (sin (0))? 2 + o117 (cos (6))° sin (0) z

+c11.17% cos () sin (0) 2z + 11,277 cos (0) sin (0) 2° + ¢1,917 cos (0) 2 + o207 (sin (0))
—1—0370707“3 (cos (0))* 4 cos0r® (sin (A))® + ca0.0r (cos (0))* — co.2,0r2 (cos (0))?
+coa0r (sin (0))* + c1.0,07 cos (8) + coz.2r” (sin (8))? 2% + c1.1,077 cos (6) sin (6)
+02,0,17' (cos (9))2 Z+ ¢o1,07sin (0)

2
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Fo(r,0,2) = Cy0r* (cos (0))” + C3,0,07° (cos (0))° + Co01% + Coapor* (sin (0)* + Co 1,07 sin (0)
+C’470,07’ (cos (0))* + C, 007 cos (0) + Coaor? (sin (0))* + C’o 0.0+ Co1arsin(0) z

+Co 217 (sin (0 ) z+ Cy, 3 172 (sin («9))3 2+ Cpaa7sin (0) 22 + Cpaar® (sin (0 )2 2

+Co37sin (0) 2° + C11,07° cos (0) sin (0) + Cy 917 cos (0) 2 + Ca 177 (cos (6)

+C3017° (cos (0))° 2 + Ca1.07* (cos (0))* sin () + C3.1,07* (cos (0))° sin (6)
+C 9,07 cos (0) (sm (0))? + Cog0r* (cos (A))* (sin (9))* + C’1 30 cos (A) (sin (0))*
+Cy 027 c08 (0) 22 + Cy 0,072 (cos (0))? 22 + Cy g 37 cos () 2% + Cy 1172 cos (0) sin (s) 2
+Co1.17° (cos (A))?sin (8) z + Cy 917 cos (A) (sin (0))? z + Cy.1 272 cos (8) sin (6) 22

_‘_(—0370’07” (COS (9))3 — 0073,07“2 (SiIl (9))3 — Cp,1,2 sin (0) Z2 — Cp,1,1 sin (8) y4

)
)22

—c103008 (0) 2° — ¢1 02 cos (0) 22— c10.1 €08 (0) 2 — coaor® (sin (9))4
—coaasin (0) 25 — cq007 (cos (0))* — conor (sin (0)) + coa0r (cos (6)
—Ca1 07’2 (cos (6))*sin (8) — ¢3.1,0r° (cos (0))*sin (A) — c3,0,17°2 (cos (A))* 2

—c1907% cos (A) (sin (A))? — co.108in (8) + 373 (cos (0))” (sin (A))* co0

+3r (cos (0))? (sin (8))? c400 — c1217% cos (6) (sin (A))? 2 — ¢1.1.97 cos (6) sin (6) 22
— 1172 (cos (0))sin () z — ¢1117 cos (0) sin (A) z — ¢1.3,01° cos (6) (sin (9))*
—co172 (5in (0))° 2 — co2.07 (sin (6))® 22 — ¢1.1,07 cos (A) sin (8) + c0.17 (sin (6))* 2
+Co 22T (cos (0))? 22 — ¢o017 (cos (6))” 2 — ¢190 cos (8))

3 3 5 4
( a0,173r2 — CLO,LQTZ — ap3,17 2 — Qp,1,1T% — Ap 3,07 — GQo,1,07 + (COS (9)) as1,0"

2

+2 (cos (0))? agz,0r® + 2 (cos (0)) ays0r* — sin (A) aga0r? — sin (8) agaor?

+ba.20r (cos (0))® + cos (0) boa.or? + braor® (cos () — ag10r® (cos (0))”

— (cos (0))* ags0r® — (cos (8))” arsor* 4 (cos (0))° bo4or* + (cos (8))* ag.10r

+cos () boaor* — arsor* cos (A) + (cos (A))* ar1,0r* — (cos (8))° by .g,0r? + (cos (0))* a1 or”
— (cos (B))* byaor® — (cos (6))° bagor® — sin (A) agoz* — sin () ago12 — sin (A) ag 22>
+ cos (0) b07074z4 + cos (0) bo.o.12 + cos (6) b gaz” + cos (0) byoz2”° + b470,0r4 (cos (9))5
+by.0,07° (cos (0))® + by g.07 (cos (8))® + bso,0r° (cos (0))* — 2 (cos (6))® by 4,07

—ay1,07% cos (0) — ag o (cos (0))® — sin (A) agos2® — sin () ay217° cos (6) 2

+sin (6) cos (A) by 3172 + sin (A) (cos (0))* ag217°2 + by 1172 (cos (6))” sin (6) 2
+by1.277 (cos () sin (0) 22 — 2 cos (A) ayg.27 sin (A) 22 + cos (8) boo0 — sin (8) ag o 0

—2 cos (8) a1,0.17sin (A) z — sin (6) ag 0172 (cos (A))? z — sin (6) ag,0.27° (cos (A))? z

+sin () (cos (0))® ag.2.2r22% — 2 cos (A) a1 037 sin (0) 25 — 473 (cos (A))* sin (A) b3
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—473 (cos (0))” sin (0) zag o1 + sin (6) by 507 (cos (0)) — sin () ag 21722 — sin (6) ag 2.27°2>
—sin (0) ay.2,07° cos (0) + sin (9) cos (6) bg 307 + by oar (cos ()% 2% + by 072 (cos (6))” sin (6)
+bs 1,07 (cos (6))*sin (0) — (cos (0))%sin () bos0 — 47 (cos (A))* sin () az0,0

— (cos (0))* byoar3z + (cos (9)) as1, 17’32 — sin (A) ag0r* (cos (6))”

+2 sin (0) (cos (9))2 apa0r* + 2 (cos (9)) ao 31732 — (Cos (9))3 bo217°2

— (cos (6))® by 9.2722% + (cos (0))3 a1.12722% + (cos (0))% ay1, 17“ Z + cos (6’) bo 22122
—ay117r%cos (0) z — sin (0) aqg 07 (cos (0))* — sin (6) agy, o7 (cos (0))* — 2 cos () ay oo sin (6)
+by.0172 (cos (8))° 2 + bs o172 (cos (A))* 2 + by o (cos (A))? 22 + bygar? (cos (6))® 22

+ (cos (6))* ag117z + (cos (8))* ag1.2m2> + (cos (0))* g1 572 — (cos (0))* ags 72

—ay197% 0 (A) 2% — ag1.17° (cos (A))? 2 + by o172 (cos (0)) z + cos (6) boa1722 + by g7 (cos (A))
—sin (0) (cos (0))* ag4or* — sin (A) (cos (8))* by sor* + sin (6) (cos (A)) ag 2,07

+ sin (9) (COS (0))4 a2,2’0r4 + 007(),22'2 + 00707323 + 0070’424 + 0073707"3 (sin (0))3)

On applique la méthode de la moyenne du second ordre pour

27
1
( ) > . %O/Fll(r,@,z)de . < ; )
f12(7“a 2) B 1 27 ~\ 0
-— Flg(r,e,Z)de
2770/

un systéme de deux équations en (r, z)
f11 (7’, Z) =0
f12 (7’, Z) = 0

On calcule la fonction _

8F11<7"75,Z) aFH(T',S,Z) F11(7”,(9,Z)d9

r z
8F12?7’, S, 2) 8F12?7’, S, 2) X

or

0z

(1209) =5/

_|_
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/Fgl(’r, S, 2)

0
s

/ F(r, 5. 2)

0

/
/

Fia(r, 0, 2)do

ds
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tel que

—3F11(87;: 52) = 2ay1,07 (cos (s))? sin (s)+3 ag,1 072 (cos (A))* sin ()44 az 107> (cos (6))* sin ()

+cos (0) ag1,0sin (0) + sin (0) by g0 cos () + 2 sin (6) ba g o7 (cos ((9))2

+3 sin (A) bs 0072 (cos (A))* + 4 sin (8) byoor® (cos (8))* + 2 cos (6) byy172

+2 cos (0) b1,1,27“22 + 2 cos () CL072,27“Z2 + 2 cos () ap217z — 2 (cos (0))3 bi1172

—2 (cos (6))° by1.2r2”> — 2 (cos (0))” aga2r2® — 2 (cos (6))° ap 2,172

+3 sin (0) cos (0) apz,0r> + 4 aso,0r> (cos (0))° + 4 (cos (0))” azaor®

—4 (cos (9))5 g.9.07° — @100 + 2 az00r (cos (9))3 + 4 (cos (9))5 ag.a0r”

—a1,022% + 4 (cos (9))5 bizor® — 2 (cos (0))* bi1or + 3bosor?

—2 (cos (6))” agp0r — 4 (cos (8))° by 1,0m® + 4 cos (0) byzor® + 4 cos (0) agaor”

+4 (cos (0))* by 1,07 + 2 cos (0) ag.z.0r + 2 cos (A) byyor + 4 sin (8) by 407>

+2 sin (0 5

—15 (cos
—8 (cos (

—4 sin (0

—3 sin (0

bo.2,0" — al 03z3 —a10.1%2 + 3bo 3 1722 + 12 (cos ((9))4 bo,3.07

0))* bos, Or — 8 (cos (A))* agaor® + 2 a0, (cos (8)) + 12 az 02 (cos (6))*

N2 brsor® —9 (cos () r2as,0,0 + 2 ag0.27 (cos (0))° 22 4+ 2 ag017 (cos (6))® =

(cos (8))* byoor® — 4 sin (6) (cos (A))* ays0r® — 2 sin (6) (cos (A)) bo.2.0r
(cos (6 )) aos0m? — 3 sin (A) (cos (0))® by o072 + 2 sin (A) boo172

+2 sin (6) bog.272% 4 4 sin (6) (cos (8))* by 4,0r° + 4 sin () (cos (6)) by.g,0r°

+3 sin (#) cos (8) by, 2 o2 + 4 sin (0) (cos (0))® a1.5.0r 4+ 12 as,0,172 (cos (0))* 2

+2a10.5 (cos (0))® 22+ 2a1,0.3 (cos (0))* 2% + 2 a1,0,1 (cos (0))* z — 15 (cos (6))* bg.317°2

—9 (cos ()’ 12zaso1 + 12 (cos (A))* bos172z — 8 sin (A) (cos (A))? boaor®

+3 sin (6) cos (/) ags 1722 + 3 sin (A) cos (0) by 2.17°2 + 2 ay1.17 (cos () sin (6) 2

+3ag1.177 (cos (A))?sin (0) z + 2 a1 o7 (cos (A))? sin (8) 22 + cos (8) ag,1.1 sin (6) 2

+ cos (0) ag 1.2 8in (0) 2* + cos (0) ag 1.3 in (0) 2° + sin (0) by 1 cos () z

+2 sin (6) byg17 (cos (0))% 2 + 3 sin (8) bs o172 (cos (0))* z + sin (A) by 0 cos (6) 22

+2 sin (6) by g o7 (cos ())® 22 4 sin (8) by g3 cos (A) 2° — 2 sin (8) (cos (A))* by 2172

—2 sin (8) (cos (A))? boaorz® — 3 sin (A) (cos (A))® byoir2z — 3 sin (A) (cos (6))® ag 31772

)
(
0
)
)
)
) co
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OF11(r, s, 2)
0z

— (cos (8))? byy1172 — 2 (cos (B))® byyor?z — 2 (cos (8))® agaar?z

— (cos (9))3 a072,17“2 + sin (0) b072,17"2 + 2 sin (0) b072,27“2z +4 a370,17’3 (cos (9))4

+4ay957 (cos (0))* 2 + 6 ay s (cos (0)) 22 + 2ay0,47 (cos (A))?

—5 (cos (0))? bosar® — 3 (cos (0)) r2as o1 + 4 (cos (0))* by517°

—2ay 021z + 3 cos () a0707322 + 2 cos (6) ap 0,22 + cos (6) ap o1 + 4 cos (6) a07074z3

+sin (0) boo1 + 2 sin (0) boo22 + 3 sin () by 32> + 4 sin (0) by o42” — 3a1,0372>

—a1,017 + boz 17> + 2 ag02r? (cos (9))3 Z+ ag0.177 (cos (9))3

+sin (6) cos (A) ags.17> + sin (6) cos (A) by 917> 4 a1.117% (cos (6))* sin (6)

+a117° (cos (0))? sin () + 2 ay.1.972 (cos (A))? sin (A) z + cos (6) ag1.17 sin ()

+2 cos (0) ag 127 sin (0) 2 + 3 cos (0) ag 1 37 sin () 2% + sin (0) by g.17 cos (6)

+sin (0) by g17° (Cos (0))? + sin (6) bs o172 (cos (8))” + 2 sin (A) by g27 cos (6) 2

+2 sin (0

—2 sin (¢

= cos (0) b1,1717“2 + 2 cos (0) b171727‘22 + 2 cos (0) a072,27“22 + cos (0) a072717“2

) ba.0272 (cos (6))® z + 3 sin (8) by g 57 cos (A) 2% — sin (A) (cos (A))? boo 17>
) (cos (6))% bo2.27%2 — sin (8) (cos (8))® by 917> — sin (6) (cos (8))” ag g7
0F5 (1, s, 2)
or
—2 (cos (s))* By, Or — 2 (cos (s))® Brgort + Aggor (cos (s))°
— (cos (5))* Bag,or® + cos (s) Agg22? + (cos (s))® Bsyor + Asoor® (cos (s))*
+Ay0,07 (cos (5))* + cos (s) By gor* — (cos (s))* Aygor® — (cos (5))° Aggor?
— (cos (s))® Boa Or + (cos (s ))5 Ag.aor* +sin (s) Boosz® 4 cos (s) Agaor* + Bogarz
+ (cos (s))* Ay, 2 ot + Boarz? — (cos (s))® Agaor? — (cos (s))® Byior® + Bosrz®
+sin (s) Bopaz* + cos (s) Agaor® + cos (s) By or® + cos (s) Aggsz”
— (cos (s))° Bs1,0r* + sin (s) Boaor* + (cos (s))* Bosor® + cos (s) Agoz
+Bg 3172 + sin (s) By22” + sin (s) (cos () Boaor* + Ay o7 (cos () z
+ 450172 (cos (5)) 2 4+ As 17 (cos (s))* 2 4+ Ay gor (cos (s))* 22
+ Ay 0072 (cos (5))* 2% + Ay g1 (cos (s))? 2% + Ap10r2 (cos (s))? sin (s)
+Ag1,0r° (cos (5)) sin (s) 4+ As 01 (cos (s))* sin (s) 4 cos (s) Ag.1,0r sin (s)
+sin () By.g,or cos (s) + sin (s) Bagor? (cos (s))? + sin (s) Bs oo (cos (s))*
+sin (s) Byoor? (cos (s))* — sin (s) (cos (s))* Bozor? — sin (s) (cos (s))* By or

=sin (s) By 07°2 + (cos (s))2 A17270r3 + Bo73707‘3 + By,1,0r + (cos (S))5 B17370r4

N—
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— sin (s) (cos (s))4 Ay 30r* —sin (s) (cos (s))? Agzor® —sin (s) (cos (s))? Byaor®
+ (cos (s))* Ay 917°2 + (cos (s))? By 1172 + sin (s) cos (s) By g or®
+sin (s) Bog.21?2 + sin (s) B2z + sin (s) (cos (s))* Bagor?
+sin (s) (cos (s))* Ay 507" + sin (s) cos (s5) Agsor® + cos (s) By, 197222
+cos (5) Ag 21722 + cos (s) Agaar?z? + cos (s) Byyar?z + (cos (s))* Bosir’z
— (cos (5))* A1z — (cos (s))? Bo1ar2% — (cos (s))* Bo1172
s))4 B2,1717" z — (cos s)) By o1 222 — (cos (s ))2 Bo71,3rz3
) Aga, 27" 2% — (cos (s))® By.11rz + sin (s) Booaz
2 Ba1or® + cos (s) Ag a2

or® + sin (s) cos (s) Agz17°2 + sin (s) cos (s) By o172

)
04, )
cos (s))? Boo1r?z — sin (s) (Cos (s))? Ag317°2 — sin (s) (cos (s))? Bioarz
(s))*

Boo 27" 22+ Ajqar % (cos (s))2 sin (s) z + A271717"3 (cos (s))3 sin (s) z
2

+Ay1.972 (cos (5))?sin (s) 22 4 cos (s) Ag .17 sin (s) 2 + cos () Agq 27 sin (s) 2
3
S

$))% ag.a0rt 4 cos (s) bysor® + ag0172 (cos (5))® 2 + ag027? (cos (s))° 22

) 4 a.1,07 (cos (s))” sin (s)

cos (5))* sin (s) + cos () ag,1,07sin (s) + sin (s) by g o7 cos (s)

20072 (cos (s))? 4 sin (s) b3 007> (cos (5)) + sin (s) bygor (cos (s))*
+ cos (s) by 1717’ z + cos () b171,2r 2% + cos (s) a072,2r2z2 + cos (s) a0,2717“2z

)3 61’1717"22 — (COS (S))3 b1’172T2Z2 — (COS (S))3 a072727"222
)

cos (s))?sin (s

W
Q“/\/\A

)

)" ao,

(cos ( )) ay3or* — sin (s) (cos (s))2 b0 — sin s) (COS( )? ap30r”

(cos (s)) b0 + sin (s) bgo.17%2 + sin (s) by 2072

(cos ( )) bo,a0r* + sin (s) (cos (s))2 baoor* + sin (s) cos (s) by 907°

s) (cos ( ))2 a1 3, or* — 2 (cos (s))3 b1,370r4 — 3 (cos (s))2 r3a370,0

ag.40r* — (cos (s))5 bs1or* + 4 azgor® (cos (s))4 — 5 (cos (s))2 bo3.0r"

4 bo3.0r° + 2 ay 0,07 (cos (5))2 + cos () aga,0r”® + sin (s) by 2,07r°
(s)) a072,0r2 + sin (s) b070,323 + cos () b1’170’)“2 + cos (s) a07470r4

+ (cos (8))” bg.107* + cos () appaz* + (cos (s))” agaor® + aseer* (cos (s))

070,2z2 +sin () bo .12 + cos (s) agp12 — (cos (5))3 b171’0T2

5

-
(@)
@)
0
—~
V2)
N—
IS
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+az,0,07% (cos (5))* + cos (s) agns2® — (cos (5))° agaor 4 (cos (s))° bysor?
—a1,072r22 + sin (s) b07074z4 + sin (s) 60,4707“4 + sin (s) 60707222 — a170,37’z3
—a1017% + bo3ar° 2 + by 3,07 + sin () by oo — a0 + cos (s) ag oo

—sin (s) (cos (5))® byo173z — sin (s) (cos (5))” ags1732 + sin (s) cos (s) ag 317" 2
+sin () cos (8) by o172 + a1.1.17% (cos () sin (8) 2 + ag.1.17° (cos (5))* sin (s) 2
+ay197% (cos (s))?sin (s) 2% + cos (s) ag117sin (s) z + cos (s) ag.27 sin (s) 2

+ cos () ag1.s7sin (s) 2° + sin (s) by g17 cos (s) z + sin () byg172 (cos (s))* 2
+sin () bs017° (cos (5))* 2 + sin (s) by 027 cos (5) 22 4 sin (s) by, 272 (cos () 2
+sin (s) by .37 cos (s) 2% — sin (s) (cos (s5))* bo21722 — sin (s) (cos (s))? bo2722>
+4azpq73 (cos (8))* 2 + 21027 (cos (5))? 22

+2ay,057 (cos (5))* 2% + 2a1017 (cos (5))* 2 — 5 (cos (5))* bos17°z — 3 (cos (5))* rzaz
+4 (cos (5))* bos 17>z — 2 sin (s) (cos (5)) boaor?) (—ag1,0r (cos (s)) + cos (s) b a2
— (cos (s))5 bagort — azor* (cos (s))3 + (cos (8))5 bo.aor?

— sin (s) a0’4707“4 — sin (s) a070’4z4 — sin (s) ag,,12 + cos () b07073z3 + cos (s) b070’222

2

—ay1,07% cos (5) + cos (5) boo1z — (cos (8))* agsor® + by or? (cos (s))°

+cos (8) bo.aor* — ay 307" cos (s) + by 207> (cos (S))2 + by gor? (cos (s))3

+ (cos (s))* o0 — (cos (s))* braor® + baoor* (cos (s))° + cos (s) bo2.0r”

—ap 1177 — (cos (s))° ay30r* + (cos (s))? ay10r° — sin (8) ag 022>

+ (cos (s))* ag,1,0m° — (cos (5))* boaor? — sin (s) agaer? + (cos (s))° a1 or

+b1 007 (cos (5))? + g7 (cos (5))* — 2 (cos (5)) boaor? + 2 (cos (s))® ar.s0r?
+2 (cos (s )) a073,0r3 — sin (s) a0,07323 = a0,1727"22 = a0,1737"23 — a0,3717"3z - a0,3707"3
—sin (s) ag 0,0 + o (s) booo — o107 + b11o7 (cos (s))?sin (s)

+bg10r* (cos (s))*sin (s) — ay 1172 cos (s) z — ag117° (cos (s))? 2

—a11,97° cos (8) 22 + by 17" (cos (s))2 2z +cos () bya1r’z — (cos (s ))3 boo17’%

— (cos ()  agz17°z + (cos (5))® ar.11722 + (cos (5)) ay1.27°22 — (cos (s))* by, 27“ 222
+ (cos (5))? ag.272% 4 (cos (s))* ag1.572° + (cos (s))* ag1172 — (cos () by o1’z

+ (co (s))4 as, 1 17“32 — sin (s) a272707“4 (cos (s))2 — sin (s) a17270r3 cos (s)

S

+sin (s) by s o7 (Cos (s ))2 + sin (s) cos (s) b073’0r3 — sin (s) a0’2727“222

—sin (s) a2, 12z + sin (s) (cos (s))2 a0,2,07’2 + sin (s) (cos (s))4 a2,2,0r4
(s)

—sin (s) (cos (s )) a0,4707°4 — sin (s) (cos (3))4 61,3707*" + cos () b072727’222
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—sin () ag,0,072 (cos (s))* — sin (s) ag 007 (cos (s))* + by o7 (cos () 2

(¢
+b.0172 (cos (5))° 2 4 bs 9173 (cos (8))* 2 + by go7 (cos (s))2 22 4 by 012 (cos (5))” 22
+b10.37 (cos (5))% 2% — 2 cos (5) aroorsin (s) + 2 (cos (s)) ags1m2

+2 sin (s) (cos (5))? agaort — 473 (cos (s))*sin (s) by — 477 (cos (s))” sin (s) a0
—sin (s) a1.9.17° cos (s) z + sin (s) cos () bos 172 + sin (s) (cos (s))? ag 2172

+sin () (cos (s )) (0.2.9722% 4 by 1172 (cos () sin (s) 2 + by 1272 (cos (s))? sin (s) 2
—sin (5) ag272 (cos (s))” 2% — sin (s) age172 (cos (s))? 2 — 2 cos (s) ay0.17sin (s) 2

—2 cos (5) ay g7 sin (s) 22 — 2 cos (s) ay 37 sin (s) 22 — 473 (cos (s))” sin (s) zas g4

—473 (cos (S))3 sin (s) 2bg.51) + sin (s) By g7 cos (s) z + sin (s) By 172 (cos (s))* 2

+sin (s) Bgg17® (cos (s5))® z + sin (s) By g2 cos (s) 22 4 sin (s) By 212 (cos (s))” 22
+sin (s) Byg,sr cos (s) 2% + sin (s) By, 4 cos (s) Agoo — 2 (cos (s))* Bygar3z

—2 sin (s) (cos (s))? Boaor*

F:
w — A3’071r3 (cos (3))4 + 2 A170,2?” (COS (8))2 z+2 A2,0,27"2 (COS (3))3 z

+3 A17§73’T‘ (cos (5))? 2% + (cos (5))* Aya17® + (cos (5))? By117® 4 2 sin (s) By o122
+2 cos (s) Ag 22 + 3 sin (s) Boosz? + Boiar + 2 Bo1arz + 3 By 3122

+4 sin (s) Booa2® + 3 cos (s) Ago32® + cos (s) Ago1 + Bosir® + 2 sin (s) Bypaz
+sin (s) By + 4 cos (s) Ag a7

%(3 sin (
) by

2

s) 60,07322 + 4 cos (5) g4z + a2,0172 (cos (5))® + 2ag,02r2 (cos (s))® 2
+ cos (8) by 172 —i— 2 cos (s) by 1272 + 2 cos (s) agaar?z + cos (8) ag 2172

— (cos (5))® bryar® — 2 (cos (5)) by1ar22 — 2 (cos (s))° ag 2022

— (cos (5))* ag 17> + sin (s) boo17? + 2 sin (s) by g.0722 + 4 azo 172 (cos ()
4 ay 97 (cos (5))” 2 + 6 ay057 (cos (5))% 22 + 2a1,0.17 (cos (s))°

—5 (cos (5))* by s1r® — 3 (cos (s))* rasg1 + 4 (cos (s))* bz 17

+2 cos (S) ap,0,2% + sin (S) b070,1 -+ cos (S) Qp,0,1 + 3 cos (S) a0,0,322 -2 a1,0,2T<
—|—4 Sin( ) b0’07423 + 2 sin (8) b070722 -3 CL1’073’I“22 — Q1,017 + b073717’3

—sin (s) (cos (5))® byo17® — sin (s) (cos (s5))® ag.s17® + sin (s) cos (s) ags 7
+sin () cos (5) by o174+ ay1172 (cos (s))sin (s) + ag,1.17° (cos (s5))* sin (s)
+2ay,1 572 (cos (s))?sin (s) z + cos (s) ag.117sin (s) + 2 cos (5) ag 127 sin (s) 2
+3 cos (5) ag,1.57sin (s) 22 + sin (s) byg17 cos (s) + sin (s) by..172 (cos (s))
+sin () bs,017° (cos (5)) 4 2 sin (s) by g7 cos (s) 2
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+2 sin (s) b9 272 (cos (s ))2 z + 3 sin (s) by o037 cos (s) 22

—sin (s) (cos( )2 booar? — 2 sin (s) (cos (s))? booor22)

><( Qo, 3 07" — SlIl( ) @0,0,0 -+ cos ( ) b07070 — Qp,1,0" — (COS (8))5 b272707"
—asz1,0" (COS ( ))3 (COS (S))5 b0’4’07”4 — sin (S) a0,074z4

+2 (cos ()% ag,s0r® + cos () boaor* — ay.307* cos (s)

—sin (8) ag 222 — sin (s) aga0r* + cos (s) by 0,32° + cos (s) by 22>
—ay1,07% 08 (5) — ag107 (cos () + byg0r? (cos (s))?

+ (cos (s))* ag1,07 + baaor* (cos (5))® — (cos (5))* by.gor

+b400r* (cos (5))° + cos () by 2,072 — ag1177 — (cos (s))” aysr

+ (cos (5))* ay1,07% + (cos (5))* ag10m® — (cos (s))® bo.2,07°

—sin (s) aga0r® — (cos (s))* ags0r® + (cos () as o

+b1 007 (cos (5))? + cos (5) bo.gaz* + bsoor? (cos (s))*

+2 (cos ()% ars0r* — 2 (cos (5))* boaort + baoor? (cos (s))°

+ cos (8) boo12 — sin (s) agp32® — sin (s) agp 12 — ag1272% — ag 1372
—a0317%% 4 by.1,072 (cos () sin () + bg1,07* (cos (s))* sin (s)
—ay117r*cos (s) z — agq 17 (cos (s))2 z — ayq27% cos (s) 2

+b1917 (cos (5))? 2z 4 cos (5) bo.2.1722 — (cos (5))° byg1722

— (cos (s))4 ap317m°7 + (cos (3))3 ar117%z + (cos (3))3 ay 1012

— (cos (5))* boo2r?2® + (cos (s))” ag12722 + (cos (s))? ags 37‘2

+ (cos (5))? agr172z — (cos (5))* byamz + (cos (s))* ag117°2
— sin () ag,2,0r (cos (5))? — sin (s) a1.9,07° cos (s )
+ sin (s) b173,0r4 (cos ()% 4 sin (s) cos (s) bo 307 — sin () ag 22?2
—sin (s) ag217%2 + sin ( ) (cos (s))” ag.2,0r? + sin (5) (cos (5))* aga0r
—sin (s) (cos (s))* agaor* — sin (s) (cos (s )) b1z or* + cos (s) by2ar?z?
—sin (s) agoor? (COS( ))? — sin (s) a4007“ 4 (cos (3))4

+b10.17 (cos (s )) z+b201r ( 0s (s))? 2 +b3017" (cos ()"

+b1 0,27 (cos (s)) 22 + b, 2r 2 (cos 5)) 22+ b1 037 (cos (s))2 23

4

2

(
—2 cos (5) a10,07sin (s) + 2 (cos ()% aga, 17’ z

+2 sin (s) (cos (s))? agaor® — 472 (cos (s)) sm( ) bo.3.0
—473 (cos (3))3 sin (s) az 00 — sin (s) ay 2173 cos (s) 2
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+sin () cos () bos 17>z + sin (s) (cos (5))* aga1722
+sin (s) (cos (s))” aga2r?2® + by g 17 (cos( ))?sin (s) 2
+b1.127% (cos (s )) sin (s) 22 — sin (s) ag0.212 (cos (s))* 2
—sin (s) ag0.172 (cos (5))* 2 — 2 cos (s) a1 017 sin (s) 2
( 2

—2 cos

2

8) a1 027sin (s) 22 — 2 cos (8) ay 037 sin (s)
—472 (cos (s))sin (s) zaso1 — 473 (cos (s))” sin (s) zbgs1)
+Ag017% (cos (5))* + Ay g17 (cos (s))? + sin (s) Boga7? 4 2 cos (s) Byi.ar°2
+cos (5) Aga172 + 2 cos (s) Aga2r?z 4 cos (s) Byiar? + (cos (s))* Bosar
— (cos (5))* A1 — 2 (cos (5))? Bz — (cos (s))* Boyar — (cos (s))* By 1
—2 (cos (5))® By1ar?z — 3 (cos (s))® Bosrz? — (cos (s))® Agaqr?
—2 (cos (s))® Agaar?z — (cos (s))* Byyar? — 2 (cos (s))? Bosar®
+sin (s) cos (s) A073,17"3 + sin (s) cos () Bl72,17"3 — sin (s) (cos (s))2 BO,2717“2
—sin (s) (cos (5))* Ags17° — sin (s) (cos (s))* Byg17® — 2 sin (s) (cos (s))® Bogar?z
+ Ay 1172 (cos (s))sin (s) + Ag 1173 (cos () sin (s) + 2 Ay1.972 (cos (s))* sin (s) 2
+cos (s) Ag117sin (s) + 2 cos (s) Ag127sin (s) z
— (9,017 (cos (5))” 2 + ag,0272 (cos (s))® 22 + ay1,07% (cos (s))* sin (s)
Fag1,0m (cos (s)) sin (s) 4 a7 (cos (s))*sin (s) 4 cos (s) ag1,o7 sin (s)
+sin () byg,or cos (s) + sin () byg,or (cos (s))? 4 sin (s) bs o073 (cos (s))?
+sin (s) bygor* (cos (s))* 4 cos (s) by1.1722 + cos (s) 61,1727'22
+ cos (s) a07272r2z2 + cos (s) a2, 1722 + (cos (8))5 ao 4 07“ + bo 307
+sin (s )bogo — ay0,07 + cos (s )agog — 5 (cos (s))” bogor
—3 (cos (s )) g0 — 2 (cos (5))* bygort — 2 (cos (s))” agaor
)
(s

3

— (cos ()" bg 1,07 + cos () bysor* + 4 (Cos( ) bo30r

+4azg0r? (cos (s))* 4 2ay.0,07 (cos (s))* + cos () ag.2,0r>

+sin () bo2,07> — (cos (5))” agaor? 4 sin (s) by g.32° + cos () by 107

+ cos () aga0r* + (cos (s))3 bs10m* + cos (s) agoaz? + (cos (s))3 ag.90r
+ay0,0r* (cos (5))° + cos (s) agg.22> + sin (s) bo o1z + cos (s) ag12

— (cos (5))® bryor? + ag0,0r2 (cos (5))* + cos () ag 32>

— (cos ( ))5 aga0r? + (cos (s))5 bysor? — ay02r2% + sin (s) by 42

+sin (s

)
— (cos (s
)
)

b0’470T4 + sin ( ) b() 0, 222 — (COS (S))S 61,1717"22 — (COS (S))S b1’1’27‘222

))3 o2 27" 22— (cos (s ))3 ap217%2 + sin (s) cos (s) ag 3 o1
Ecos (s )) bo2or* — sin (s) (cos (s))4 ay30r* — sin (s) (cos (s))2 bo 2,072

cos (s )) a0,370r3 — sin (s) (cos (s))3 b120r® + sin (s) byo17%2

—sin (s
— sin (s

75
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+sin (s) bo,2,27%2 + sin (s) (cos (5))* bo4 gr + sin (s) (cos (s )) 92,07
+sin (s) cos (s) by 9,07 + sin (s) (cos (s))” a1 s0rt + 4ageqr (cos (s))* 2
+2ay,0.97 (cos (5))? 2% + 2a1,057 (cos (5))* 2% + 2a1,0.17 (cos (5))* 2
—5 (cos (5))* bos1r?z — 3 (cos (5))> 3zaso + 4 (cos (s))* bos i’z
—2 sin (s) (cos (8))? boaor* — a1,0872° — a1017% + bos 12
—sin (s) (cos (5)) by o173z — sin (s) (cos (5))” ag 51732 + sin (s) cos (s) ag 172
+sin (5) cos (8) by o17°2 + a1.1172 (cos (s))? sin (s) 2
+a117 (cos (s))sin (s) 2 + ay.1.272 (cos (s))” sin (s) 2
+ cos (8) ag1.17sin (8) z + cos (8) ag1 27 sin (s) 22 + cos (s) ag1 37 sin (s) 2
+sin () by 17 cos (5) 2 + sin (s) by, 172 (cos (5))? z + sin () bs 017 (cos (s))° 2
+5in () by g,27 cos (5) 2% + sin () by0272 (cos (s))* 2% + sin (s) by 037 cos (s) 23
—sin (s) (cos (5))? boo172z — sin (s) (cos (5))? by.2.2r222)
X (—ay,1,172 cos (8) — agy17° (cos (s))* — 211272 cos (s) 2 + by o171 (cos (5))?
+cos () boa17% — (cos (5)) boa11? — (cos (s))* ags1r® + (cos (5))” ay 1172
+2 (cos (s ))3 ay12r’z — 2 (cos (s))3 bo2.2r%z + 2 (cos (s))2 Ap,127%
+3 (cos (5))? ag1.572% + (cos (5))* ag117 — (cos (5))* byg17® + (cos (5))* ag117
—2 sin (s) a0,272r2z — sin (s) (02172 + 2 €08 (8) by 2.27%2 + by g17 (cos (s))*
+by.0172 (cos (s))” + bg 017> (cos (s ))4 + 2y 07 (08 (5))* 2 + 2 by 0,272 (cos (s))° 2
+3by0,37 (cos (5))” 22 + 2 (cos (s5))* ag s — sin () ay 2172 cos (s)
+ sin (s) cos () boz 17 + sin (s) (cos (s))* aga.12 + 2 sin (s) (cos (5))? ag o212z
+b11172 (cos (5))?sin (s) — 4 sin (s) age42® — 2 sin (s) ag 27 + 3 cos (s) by 32>
+2 cos (5) boo2z — ag 117 + 4 cos (s) byo.a2® + cos (s) bog1 — 3 sin (s) agz2>
—sin () ago1 — 2a01.27% — 3a0,1.872% — ag317° + 2by1.972 (cos (5))? sin (s) 2

§) ag,0.272 (cos (s))* z — sin (s) ago172 (cos (s))* — 2 cos (s) 01017 sin ()
$) @107 sin (s) z — 6 cos (s) aygsrsin (s) 22 — 473 (cos (s))° sin (s) aso1
—473 (cos (s))”sin (s) by , 1) ! + 3 cos (s) Ag 137 sin (s) 2% + sin (s) By 17 cos ()

)

+sin () By 112 (cos (s))* + sm( ) B3 017 (cos (5)) + 2 sin (s) By g7 cos (s) 2
+2 sin (s) Bagar? (cos (s))? z + 3 sin (s) By g a7 cos (s) 22

2
3

v/\

—2 sin

—4 cos
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/Fn(r, 9, z)d0 - b070,12 -+ b0’07222 + b0707323 + b0707424 + 1/5 sin (S) b1,3707'4 + 1/2 a0’1737“23
0

8
+1/2a012rz +1/4CL031T Z+1/26L0117"Z+b000+1/4@030T +1/2a0107’+ﬁb0407'

+1/3 sin (s) by12722% — 1/5 (cos (s))° as1,0r* — 1/2 (cos (s))* ags0r°
—1/3 (cos (5)) ars0r* + 1/3 sin (s) agaor? + 1/5 sin (s) agaor® — 1/3 bygor? (cos (s ))
(5) bogor? — 1/2by207° (cos (s))* 4 1/4 (cos (s))* agsor® + 1/5 (cos (s))° algor
—1/5 (cos (s))° boaor* — 1/2 (cos (s))* ag10r — cos (s) boaor* — 1/3 (cos (s))°
+1/3 (cos (5)) bo2,or? — 1/4 (cos (s))* ag1,0r® + 1/4 (cos (s))* byoor®
+1/5 (cos (s ))5 b272,07"4 + sin (s) a07074z4 +sin ($) agp,12 + sin (s) (1070722'2 — cos (s) 60,07424
— 08 () boo12z — €os (8) by g2z — cos (5) boosz® — 1/5bs0r* (cos (5))” = 1/3 by 0072 (cos (s))°
—1/2by 907 (cos (s))* — 1/4bs 07 (cos (s))* 4 2/3 (cos (s))® by a0r* + sin (s) ag,o 32
— sin (s) cos( ) bosarz — 1/3 sin (s) (cos (s))? aga1722z — 1/3by1177 (cos (s))?sin (s) 2
—1/3by1 107 (cos (5))? sin () 22 + cos () ay,0.97 sin () 22 + 2/3 bo.2,07>
+1/15bs 1 o7* sin () (cos (5))* + 2/3 ag 1722 sin (s) + 2/3 ag,0.27° 27 sin (s)
4

+E aq.0, 07” sin ( ) (COS ( )) + 1/3 sin (S) b1’171T2Z + 1/4 CL271?07‘3 — COS (S) b0’070

+2/15 b3 1 or* sin (s) + 1/2by 0172 +2/3boo17%2 + 2/3bgoor?z? + 1/4by 51772
+1/4 a271,17"3z +1/3 a171,17“2z +1/2 b1,0737“z3 +1/3 62,0727“222 +1/3 a171,27“2z2 +1/2 6170727“22
+1/3bagar?z + 1/4bz017°2 + sin (s) ag oo + 2/15 sin (s) agaor* + cos (s) a7 sin (s) 2
+1/3 sin (s) ag0172 (cos (5))* z 4+ 1/3 sin (s) ag,072 (cos (s))* 22 — 1/3 sin (s) (cos (s))* ag 221222
+cos () ay a7 sin (s) 2% + 7% (cos (s)) sin (s) zbo 31 + r° (cos () sin () zas o1 + 2/15ay 507
+1/5az10r" +1/3bggor® +1/2b1gor + 1/3ay10r° +1/5bsgor® +1/4b300r°
+2/15 by o7 + 1/3 sin (s) by 1,072 + 1/4 by 901> — 2/5 sin (s) by 3,07 (cos (s))?
+1/3 sin (s) ago1722 + 1/3 sin (s) ag.g0r22% — sin (s) cos (s) bosor® — 1/2b1 057 (cos (s))? 2°
—1/3 by10r> (cos (s))?sin (s) — 1/5bg1 07" (cos (s))*sin (s) + 7 (cos (s))* sin () bo.5.0

7 (cos (s))® sin (s )ago o+ 1/4 (cos () brosr®z — 1/4 (cos (s))* ag117°2
+1/15 sin (s) ag 2,07 (Cos( )? —2/5 sin (s) (cos (5))% agaor® — 1/2 (cos (s))? ags 72
+1/3 (cos (5))* boa1m2z + 1/3 (cos (5))® boaor?z? — 1/3 (cos (s))® a1 022>
—1/3 (cos (s)) apq, 17?2 — cos (s )b072727“2z2 +1/5 sin (s) a470,0r4 (cos (s))4

— COS

Cl1107“
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
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+1/3 sin () ag0,07% (cos (s)) + cos () ay 007 sin (s) — 1/3 by 172 (cos (s))” 2

—1/4 D307 (cos (5))* 2 — 1/2by 007 (cos (5))* 22 — 1/3 ba g o7 (cos (s))* 22

—1/2 (cos (s))* aoy, 1rz —1/2 (cos (s))2 ag12772% — 1/2 (cos (s))? ag1 372>

+1/4 (cos (s))*

+1/5 sin (s)
)

—1/5 sin (s
/F12<7“, 0,2)d 1007 sin(s) + co17°2 cos (s) sin (s) — cpaor?2? cos (s) sin (s)

0

—co.37 €08 (5) 25 4 2/3 e 017 2 sin (5) — 2/3 ¢ 51732 cos (s) + 3/4 140 4,0 (cos (s5))° sin (s)
—3/4r%co40c0s (s)sin (s) — 1/4¢oaor? (sin (s))° cos (s) — 1/3 ¢ 3,0r° cos (s) (sin (s))?
+1/3 ¢30,0r° sin (s) (cos (s))? = 1/2 11077 (cos (5))? 22 — 1/2 c1117% (cos (5))* 2
—1/3¢117° (cos (5))® 2+ 1/3 1017 (sin (s))® 2 — 1/2 11,072 (cos (s))?

—1/3 cg1 07 (cos (s))3 +1/2¢1117%2 + 1/3 01172 + 2/3 c30,07° sin (s)

—2/3 0073,07“3 cos (s) — co1,07 cos (s) + 0071,3rz3 + 0071727“,22 +coparz +2/3 0073717“32
+1/2¢1191%2% — 1/4c5107* (cos (5))* + 1/4 1307 (sin (s))* 4 1/3 ¢p.0,0r° (sin (s))°

+1/3 ¢392 sin () (cos (5))* — 1/3 cos1732 cos (s) (sin (s))? 4 ries0,0 (cos (s))” sin (s)
—Co.2,07” cos (s) sin (s) + c1 03780 (8) 2° + 1917 8in (8) 2 + ¢ 097 sin (5) 22 — ¢p1.17 cos () 2
—c17 €08 (8) 2% 4+ cor0r + 1/2c110r% + 1/desgort +2/3 coz0m® + 1/3 co107°

On a

a3, 3z — 1/2 bioqr (Cos (s))2 z — cos ($) b072717‘22 —1/2by 017 (cos (s))2 z
cos (s)) a0,4,0r + 1/5 sin (s) (cos (s))4 b1,370r4 — 1/3 sin (s) (cos (s))2 a072,0r2
(

(co
)
)
(
(

8
cos (s))* agpor* + 75 Sin(s) asoor +2/3 sin (s) az 001

f21(7”, Z) - 6610,4,07”4611,1,0 — 96 ao,4,07’2bo,0,0 —24 a0,1,17”400,4,0 +10 51,1,07’4CL1,3,0
—6ag a0 a110 — 96 ag40m%bo00 — 24 ag 117" cou0 + 10611 074 a1 3,0

+144 b0’2’1T20170’0 + 288 6072’1,2@070’0 — 96 aO,Q,Ob0,0,0 — ].04 CL270’17”4CO’370

—24 b3,0,17“400,2,0 —48 Clo,t),102,1,t)7’2 + 40 a1,1,17“403,0,0 —48 51,1,17°200,1,0

+8ay 11 100 — 144 az017%co10 — 48 b1017% 02,0 + 96 b2,0,000.0.0

+48 a1,9,0a03,0r° — 48 ag1,0r°az00 — 10b3 107 ar,1,0 + 10 ba 2 o7*b110

+24 50,3,17“401,1,0 + 144 50,0,103,0,07’2 - 96 Clo,2,122b0,0,1 — 170 50,2,07“4614,0,0

+38 ag00r"a1.30 — 38b3.1.07"b0.2.0 + 10 ag 2,07 ba2.0 + 96 by o.12a0,0,0
—96b11,22°bo 01 + 48 bag17%C100 +40bo 217 120 + 19269 0,101,032°
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3.5. LA METHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R?

+8 52,0,17"401,2,0 — 96 51,3,07“250,0,0 — 42 a0,4,07’4bo,2,0 — 96 51,1,12550,0,4
—24 b170717”4607470 — 48 a17071r2017170 — 480 a47070r2b0,070 + 6 b171707“4b

—15 51,2,17”660,4,0 + 430 b0,4,07‘2a0,0,0 — 70 b2,0,07“4a4,0,0 +9 b1,2,17”604,0,0
—40 a2,0,17“402,1,0 - 96 a0,2,obo,o,323 — 96 bl,l,obo,o,o + 6 ao,2,0T4a3,1,0
—96 a9.9.12°bo.0.4 + 192 b0 g1¢1022° + 48 a1,0,0a9.1,07° — 38 az2,07"bo 2,0
+96 a1,1,0a0,00 — 96 b3,1,07’260,0,0 —24 a0,3,17”400,2,0 —24 a1,0,17“401,3,0
—288 a9,012 0003 + 9 a0317%Ca00 — 96 ag222°b00.3 + 96 a11.22 a0 0.2
—8b1117 o100 — 15a3017%¢31.0 + 768 bo 0.42°c100 + 96 baa 07 a0,0.0
—40 61,1,17'400,3,0 +24 a0,1,17'404,0,0 +24 51,0,17”404,0,0 —24 CL2,1,17'4CO,2,0
+48 ay.0,0b3,007° + 38 ag,0,07*b2.2,0 + 96 ba o0 a0.00 — 192 a0.0.1C0.1.0
—288 a9,0,0b0.0.0 + 192bo.0.1¢1.00 + 40 ba 17 e300 — 48 ag217Co 10
—40 a0,2,17“400,3,0 +15 b3,0,17“604,0,0 + 42 a3,1,07“4612,0,0 — 144 610,0,100,3,07’2
—10b31,07*b2,00 — 96 ag.9.07°bo00 — 24 a1 017 31,0 + 48 a1 0,0b12,07°
+10 ag2,0r*a130 — 42 b1 307" bo 20 + 15b9317%130 + 96 a1122°ag0.3
+48 50,3,07’2600,1,0 —48 a0,1,17"200,2,0 + 96 a1,3,07"2610,0,0 —6 a1,1,07“4bl,3,0
—97%3010130 + 96 az10r%a0,00 + 288 bo2,000,022> + 42 by 007 a0
+96 a1,1,000,0,17 -+ 96 62,0,222%70,0 -+ 48 b0’3707”2b170,0 -+ 15 a2,1,17"6c470,0
+6 51,1,07"4(13,1,0 + 6 b4,o,o7“4ao,2,o +9 bo,3,17"6C3,1,0 — 48 7“2613,0,051,0,0
—6b1.307 b200 — 9ag117%c0.40 — 10 aga0r*ba 00 + 104 by 217 c300
—15ag317%co.40 + 170 b9 407" az,00 — 8 ag2,17 ca10 + 192 bg 0,1¢1,0,1 2

4 4 2 2
—602,0,0m" 0,40 + 700 407 01,10 +48bg o 1C1,207" +48a1117°¢c100

fa1 (7’, Z) = +288bp,2,0a0,0,0 — 24 Cb3,0,17’401,1,0 — 170 04,0,07’4a1,1,0 — 192 CL(J,0,1€0,1,2Z2
—10aga0r*ar 10 — 9b3017°c04.0 + 70 ag2,07*bo.a0 — 24 b1217*co20

+288 b07270a0707424 + 96 b270’123(10?072 — 96 b171’225bg70’3 — 288 (12707225130’073

—96 51,1,22250,0,0 + 96 b2,0,226ao,0,4 + 192 bo,o,42301,2,07’2 + 192 190,0,4/2’401,2,17"2

+40 b07271’l“46172712 + 96 b470707“2a070,323 + 288 b072727“22'4017073 — 96 CL074707‘260707323
—96 51,0,27”22300,2,2 — 96 Cl0,4,07“2b0,0,424 —24 7‘4<l3,0,101,1,222 -8 a0,2,17"402,1,12

—144 a071’37’22400’272 — 288 a070,2220073,17’2 — 576 a0,074z30073,07’2 + 48 60’3717"22461’073
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+48 CL1,0706L271’17’2Z + 48 a170,1za0,3,07’2 + 48 b170’1T2C2?0712 + 70 b074’07”4b1’1,222
+170 b074707‘4a270712 + 48 CL171717“20170712 — 38 607271’/“4Zb37170 + 48 (117171’/‘26170722'2
+96 a171’2r2220170,1 + 96 a1’3707“2(10,07323 — 80 a072727“4z2co7371 — 96 CL071’27’2Z3CO72?2
+48 CL1,07122@07371T2 + 48 b073717’22361071’2 + 432 b07073220370’07’2 -+ 48 b0,371r22a0,170
—|—48 b0,370r2a07173z3 + 104 b07271’l“46370712’ — 38 b371707“4b0727222 + 288 b070722’20370717"2
+38 6272,07“4@270,12 — 10 CL272’07‘462’07222 — 38 a2,2,07“4b0,2,222 — 576 CL070’4Z4CO73’1T2
—|—42 (1270727“4,22&3,170 + 48 a170,0b370,1r22 -+ 48 a1,0732363,070r2 — 104 a270’17’460’3712
+96 b170727"22?2027071 — 144 CL170737”223617171 — 144 b170737"22400,272 — 144 (1270717”26071722’2
—10 b3’1707"4b270,12 — 96 CL074,07“2b0,0712 — 72 a1,0737“4z201,3,0 + 48 b0,3,1r222a071,1
—|—48 b073707“2b1707222 — 10 b371,0?"4a1,1712 — 48 7"224a370,161,073 + 208 6072,27"42037070
—48 a0,1,27”4200,4,0 +6 @3,1,07“451,1,12 — 96 b1,1,27’22200,1,1 -8 b1,1,17”402,1,12
—432 CLU70’3Z3CO73,17’2 — 48 7’2013’0’0[)1’07222 + 24 (1,2’1717”462’0’12 + 48 CLLLITQCLO,?,Z?)
+80 G171727“4226370’1 — 42 b173707"4b072712 — &0 b171727“42’2007371 + 6 b470707"4bl71712
—|—70 b171717"42b0’470 + 96 b47070r2a070712 + 480 b07470r2a07073z3 — 768 (1070742300’170
+96 (11,17()&070’424 — 768 CL070?4Z5CO’1,2 — 288 (12’0’224[70,0,2 + 768 60,0742601’0’3
+288 b0727000,0712 + 288 b072,2z6a070,4 — 96 b1717226b07074 — 288 a2,072z3b0,071

—288 a270’123b070,2 — 70 CL171717‘4ZCL4’070 + 16 (11?1727"420172?0 + 288 6072727”2ZC1?070
—-96 CL07172T226072’0 -6 b173,07’4a171,222 — 480 a4,0707“2b0,07323 — 72 CL17073T4Z263,170
—6 b173707‘4bg707222 + 480 b074,07‘2a070,4z4 + 10 a072717”42b27270 — 96 b173707"2b0707323
—48 b1’1717"260’1712 + 80 b0’2727”4220172’1 — 6 a0,4,0r4a171’2z2 — ]_44 CL170,37‘222C1’170
+48 b073707’2b1707323 — 24 a073’17’400,27222 + 144 b070’32301’2’17'2 + 8 a1’1717'40172’12
—-96 b37170’l"2b0’0732’3 — 432 CL070732’20073,07“2 + 24 0,0,3717"40270712

—-96 b3’1707"2b070,424 — 480 a4,0,0r21)0,072z2 — 48 (10’1’127’2613,070 + 42 b470,07“4a2,0,1z
—6 a1,1,17"4251,3,0

—-96 a07072220271711”2 — 48 (1072717“200717222 — 288 a2,0727”22007170 — 144 b170737“22’2007270
—80 a0,272r4z0073,0 + 48 b0,370T2CL0’1’1Z + 48 CL170?2230,2’1’17”2 — 144 a0’073z302,171r2
—10 CZ17172T422637170 + 96 &371707“2610707424 —6 CZ17171T4ZGO7470 — 24 b370’1T4CO727222
—|—48 a170’122b370’1r2 — 96 CL070722’CQ71,0T2 — 48 r2a3707061707323

+6 a3,1,07’4a0,2712 + 96 a1,3,0r2a070,222 + 288 60,2727“22201,0’1 + 96 CL071,27°222C2’0’1

4.2 4 2 4 2 4
+72 b170737“ Z27C4,0,0 -+ 10 627270’/“ b171,22’ — 40 20,17 C211%2 — 96 2207 b070742’
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3.5. LA METHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R?

+480 60,4707”2@0,0712 — 96 b170’2T2ZC0’270 + 576 b0’0,423C3’070T2 —+ 24 b073’17’401,1712
+96 b27072T2Z2017071 — 72 5170737“422607470 — 480 a470707“260,074z4 — 24 CL2’171T4CO727222
—192 CL070’4Z4CQ’1717“2 + 38 a173’0r4a270712 — 48 CL170717‘201717222 — 144 CL270’17”200717323
+96 b272’07’2a0,0,3z3 — 208 a2,072r420073,0 — 192 a0’0742302’170r2 — 16 b171727’42202’1’1
—48 7‘223a37071l)17072 — 96 &072727"22’3007172 — 96 (1272707”260707323 + 48 a1707323a073,0r2
+48 b073,07“2a0’1’222 + 144 b070’1C3’071T2Z — 48 a1’0717"20171,12 + 24 b0,3717"401’1,222
+48 a170,324b370717“2 — 16 b171’27"4202’170 — 48 7"224&3’071&0’173 — 208 a2,0,2r42200,371
+48 ay 0121 207 + 48 a1 032 ag317% — 48 az 172 2a0.1,0 + 96 bag 22 a0 03
+384 b070722201,071 - 288 a270’gbo,073Z3

—288 a2,0,125b0,0,4 — 768 G0,0,4Z6CO,1,3 + 96 a1,1,222(10,0,0 — 96 ao,2,obo,0,12

+768 b0,074240170,1 + 96 1,1,1200,0,0 — 384 0,0,22C0,1,0 + 288 6072,225%,073

+288 60,2,123a0,0,2 + 288 b072,1Z5CL070’4 — 96 b1’1’12b0’070 + 96 b270’125&0’074

+96 b2707224&07072 + 288 60,27223610’071 — 96 G07270b0707424 — 288 a27071260,070

+288 50,2,222%,070 + 96 a1,1,125a0,0,4 — 96 b1.1,0b0,0,12 + 96 a1,1,223a0,0,1

—576 a0,0,32400,1,2 — 384 a0,0,22460,1,3 — 96 ag2,12b0,0,0 — 288 CL2,0,22250,0,0

—-96 b171722’4b07072 + 288 60727124a07073 — 96 a072722260,070 + 288 60727()&0707323

—96 b171’0b0’0722’2 + 96 b2’070(10?07323 + 576 b070732501’073 + 384 b070?2261?070

+576 60’0732461,072 — 768 a070’4Z4C0’171 — 96 61,17124[)0,073 + 96 a171,0a070,3z3

+288 60,27122(107071 + 576 b0707323017071 — 96 a072722660,0,4 + 80 b270727"42’2037071

—96 b371’07”2b0’0’12 + 144 b170,3T2Z3CQ’071 + 48 (11’07222(12’1707'2 + 48 CL170’1Z2(12’1717"2
+48 a170,12a271,07’2 — 288 a2,072r22400,173 + 48 a170,1263’0707°2 + 48 &1707222[)370707'2
—-96 b371707"2b070722’2 — 24 T4CL370716171712 — 96 b171727"2250071,0 + 24 b172717"46270,12
+72 CL071’37’4ZZC470,0 + 96 b2,0727”2230170’2 -+ 48 b0’371T2Z46L0’1,3 + 96 b2,2,0r2a070,4z4
+48 a170,2z26172707“2 + 144 b072717“201’07323 + 6 a072’17’42b47070 + 96 a3,170r2a070,1z
—48 ay 021" zc1 30 + 48 b0 3071012 — 6bagar?2%ag a0 + 10 ay 307 ag 212

—-96 (11’0727"2220171’1 + 6 CL371’07”4b1’1’222 -+ 48 b2’0717"20170,222 —+ 40 b270’17’403’0’12
+48 b073717"222b17071 — 48 6171,17"26071,22’2 + 96 b270727"22617070 — 70 G4,070T4b270712
—24 b172717"400727222 — 170 b072717”4Z6L47070 — 48 b170717“200727222 — 40 a072’1r40073712
+48 CL071’27”4ZC4’0’0 — 144 CL270’17’200,1712 — 10 b2’0’27”422b3’1’0 + 96 60’0’2261’2’07”2

4 2.2 2 2
+42 a31,07 420,12 — 96 Qp227 2 Cp1,1 + 48 0,117 C2,0,1% + 48 b073717“ ZbLO,O
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—-96 CLL()’QTQZCLLU — 70 CL470,07°40/1’17222 + 16 a1,172r4z201,271 — 96 b171’27’2230071,2
—42 a07470r4b0,272z2 — &0 CL27072’I“422627171 — 38 a272707’460,2712 + 96 CL173707“26L070,1Z
—96 CL07272T224CO71’3 + 10 CL173,07“4(10’27222 — 144 (11?0737"2240171’2 + 38 CL2’072T4Z2b2’270
—16 a0,272r420271’0 + 480 b074,07’2a070,2z2 + 80 b072,27"42617270 — 48 7'22&370’119170,0
+70 b0,4707“4a072712 — 42 b173707”4bo727222 + 96 Cl17172’l“223617072 + 96 6272707”2(1070712
+8 b2,071T40172,1Z

+48 a17073z3b1,270r2 —+ 48 a170,223b370,17’2 — 48 a071,2227“2a370,0 — 70 62,072r422a470,0
+48 b270717"26170,12 — 144 CL070716073717‘22 + 48 0,1707323&271’07”2 — 48 7’2(1,3707()@071732’3
—48 b1’171T2C0’1’323 -+ 16 62’0727"420172’0 -+ 10 b2’2707"4(10’27222 -+ 48 b0’0’1C1’2’1T2Z
—|—42 G27072T4Z2b47070 + 40 a171,17"403,0712 — 288 a27072?"22300’172

—96b11.12%b0.0.1 — 96 a9 2.0b0,022° — 384 ag 22’ co11 — 576 ap032°Co 1.0

—o76 a0,0,32500,1,3 + 96 52,0,0%,0,222 — 96 60,2,12450,0,3 — 288 CL2,0,obo,0,2Z2

+576 b070732201,070 — 384 0070,22’3007172 — 192 G0,0710071,323 — 288 a270712260,071
—96b1,1,0b0,0,32° — 96 b1.1,0b0,042" — 19290100112 + 96 a11,12" a0 03

+96 b2,0,223a0,071 — 576 a070,32300,1,1 + 96 a1,171z2a0,0,1 + 768 60’0742501,072

+384 by g22°c1 02 + 96 a1122%a004 — 96 ag 222 b0 02 — 48 ag2177Co 112

—170 CL470’07”4b0’272272 + 16 b270727"4220172,1 + 96 CL171727‘2ZCL()70 + 48 a170’3z4a271’1r2
+6 a0’2,27"422b4’0,0 + 96 b4,070r2a070,222 — 144 a071,3r22200,270

+10 a1,370r4b17171z + 170 a2,072r4z2l)0,470 — 16 &072727"42’2627171 — 96 CL27270T260707222
—|—]_44 b0’0’32261’2707"2 + 96 b070’22261’2,17‘2 + 48 (11’07223(10’3717'2

+48 (1130712261,2717“2 + 48 a170,0a073,1r2z -+ 432 b070’3230370’17"2 — 10 a2,270r4a1,1712
+144 b07271’f‘261,0722§2 + 576 b070,42’46370717"2 + 70 CL07272T42’2b0,470

+].44 b0’2’17‘20170’12 + 80 b2’0’2r4zc3,0’0 + 288 b0’2727"2230170’2 — 72 CL071,3T422C0’4’0
—48 Cl170727”42037170 — 80 a270,27"42027170 + 96 b470,07"2a0,074z4 — 48 61’0727“426074’0
+48 Cl1,0,2220l0,3,07”2 — 48 a0,0,102,1,17”22 + 48 0l1,0,223b1,2,17’2 — 48 CL0,1,17”200,2,222
+48 b2’0’17”201,07323 — 80 61’1’27’420073’0 — 96 b1’1’27’2Z4C0’173 — 48 CL3,071T222b1’071
+80 G171727“42037070 — 48 a0’2717“2007173z3 — 48 7“2&3707017170712 + 48 b170727“4ZC47070
—|—]_0 CL173’07”4b1’1722’2 + 10 b1’1717“42b27270 + 96 6272707“2%707222 — 96 b1’3707“2b0707424
+24 b3’0’17”4C2?0712 —6 61’3’07’462’0712 — 96 (1,0’2727”2260’1’0 — 144 a0,0,3220271,07’2

—|—208 b072727"422037071 — 96 b173707“2b070712 — 10 (1272707"4(11717222 — 480 a4,070r2b07071z

82



3.5. LA METHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R?

+288 60,07226370707“2 + 6 CL07272T4Z2CL37170 — 288 a270727"22200,171 + 144 a071737"2z302,071
+6 b1,1,27”422b4,0,0 +48 CL1,0,32451,2,17”2 — 96 Clo,4,07“250,0,222 + 48 (11,0,051,2,17”22
—|—48 b073’1?"223b170’2 — 42 b0’2,17"42a0’470 + 96 a173,0r2a07074z4 — 96 a170,2r2z30171,2
—|—96 &371707"2&0707222 + 96 CL171727‘224017073 — 40 6171717“40073712 — 48 a0717122r2a37071
—48 0,0’1’2237“2(137071 + 96 CL371707’2CL0’0’3Z3 — 288 a0,072z0073,07“2 -+ 96 b27072T2Z4017073
—6 a0,4,07"4b2,0712 — 96 &2’2707'219070,12 + 38 a2,072r422a173,0 — 96 b1’3707a2b070’222
—10 Cl2,2,07"4b2,0,12’ — 96 a0,2,22’3bo,0,1 — 96 b1,1,12350,0,2 + 288 50,2722’4%70,2

—288 a270,0b0,071z + 96 a1,170a070,222 + 96 b270’0a0’0’12 — 288 (12’07017070’424

+384 6070722461,073 + 96 b270,1z4a070,3 + 96 62’071 22a070,1 + 96 b27070a070,4z4

—96 a0,2,123bo70,2 — 288 612,0,22’6[?0,0,4 + 96 a1,1,123a0,0,2

f22 (T, Z) 1/4 TGCO’Q’QZCS’LO + 9/4 0073’17”222(1,0’071 — 1/2 02’0717"222[)1,071 + 1/2 00’2’27”224(10’172

4.3 2.5 2.2 3 4
+1/4 Co,2,2T 2°G0,31 + 3/4 C2,117 200,04 + 3/4 C0,1,002,027 2 — 5/8 C1,0,3% 60’4707“

5)
6 2.5 6 2 2
"—1/47“ 60’272201’370 + ]./2 60’2’27’ Z b1’0’3 — E r C470’0b3’0,12 -+ 1/2 CO’Q’OT ap,1,2%

5)
6 4 2 2 3 2
—E C1,3,07 Zb07371 + 5/8 Co,3,17 200,2,0 + 1/4 Co,1,22 Qo207 — 1/4 C1,0,3% 627070’/“
2 2 4 2 2 4 3 4
+1/2 o007 01,022 + 1/2 007 b1022° — 1/2 201772 b103 + 5/8 co1,32°Aa 0,07
5
6 4 2 4.2 2
+E Coa0" b1o1z+ 1/41r%co01¢1102° — 1/4 1127720030 — 3/4 C12077b0 0,12

2 3 2 3 4_3 2
+9/4 6073707” CL(),0732,’ — 9/4 0370,07" b0,0732 + 5/8 0271’17” z a270,2 — 3/4 0172,17" 2607070

4 4 4.2 3 2
—1/8 01,0,054,0,07" - 1/8 C1,2,07 b2,0,12 - 1/8 C1217 2 b2,0,1 - 1/4 C1,0,1% A1,1,2T

21 85
6 4 2 4 6
~ g (3007 310 ~ 1/4¢1022 bapor” +1/41r%co11¢120 + = Co307 Q40,0

64

6 1 4 b 2 9 4 2 4 13 4 2

C2,1,07°G0.4,0 — 1/4¢1,00b2007" +9/4 co30m 00,42 +§Co,3,17“ 202,01
13

2.4 4.3 4 2

—|—3/4 C2117T 2 Q0,03 — g C3,017 2 b07272 + 1/27“ €0,1,22C1,2.0 + 1/4 Co,1,12G0,2,07
9/4 22° 5/8 22 + = ° 5/8 2bo 407"

+9/4 31772 ag02 — 5/8 3,007 ba022” + — Co317 20220 — /8 €1,022°bo 4,07

64
5/8 423 1/4 123D 1/8 4 1/4 2
—5/8 301 2°a112 + 1/4co22r"2°b1 91 + 1/8 o1 0r"ag 212 — 1/4 100011172

61

4.3 2.5 2 3 4
—1/8 C1,217 2 Q1,12 + 1/2 C1,12T 2 G103 — 1/2 C2,0,17 200,10 + 1/8 Co,1,32 G22.07T

2 4_2 4 2 4
—3/4 61’07121)0,2’07’ + 5/8 C2,117 2 Q20,1 + 1/40071’22 ap 22T + 1/40072’07” a21,1%

83



CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES

POLYNOMES DE DEGRE 4
5
—27%¢p1101032° — 6 100702112 — 3/4c1217%2%b002 + 3/27%co1.22C30,0
5
—3/4c100bo20r* + 1/2c000m%a0,10 + — 31070300 + 1/4co20m*b300

16

6 4 4 2
+E 1°C0.4.000.30 + 5/8 o307 b11.0 — 5/8¢300r a110+ 1/4co1,000.2,07

4 4 4 2
—|—1/2 C3,1,07 @1,0,0 + 1/4 Co,2,07 00,30 + 1/2 T C0,4,000,1,0 + 1/4 607170b171717“ z

4 3 2 4 2 4
+1/8 Ca.1,0T b171’0 + 1/4 Co,1,17 b171’27” — 1/4 C2,0,17 2042.1,0 + 5/8 Co,1,22 Q4,007

19
3 2 2.3 4 6
—1/4¢1022°ba 017" — 1/2 o017 2 ap12 + 1/2¢c310r"a1012 — 61 3017 20130
4.2 2.4 4 2 3 2
—|—5/8 6073717" z a072,1 - 1/2 02’0717“ z a0’173 - 1/27" C4’070b170722 — 1/46170722 aii1.1”
3
6 2 3 2 3
_6_4 C1,217 2031,0 + 1/2 Co,2,07 00,1,3% +3/4Cg7170’f’ 0,0,3%
5 2 3 2
+1/4¢o132°b1127° + 1/4¢o102°b1 117
5
2 6 6 4 2
+1/2 Co,2,0T 51,0,12’ - 6_4 C1,21T 250,4,0 - 6_4 C1,217 20130 + 1/2 C1,3,07 1,027
13 4 1/4 4 1/87° 1/4 252
+§ o307 200 + 1/4co20r a0 — 1/81°¢co01¢31,0 + 1/4¢o1,0002,27° %
3 4 3 2 1/4 4b 2 3 6 3 9 4 3
+3/4 o112 a900m° — 1/4¢1 032 bagar +6—402,1,17’ zapap0 +3/21%c0132°C301

2.2 4 2 2 2 4
—|-1/2 Co,2,2T 27Qp,1,0 — 1/4 C1,0,32 Q1,117 + 3/4 C2,1,07 Q0,0,27 + 1/8 €0,1,12Q0,4,07

4.3 4 3 2 3 2 2
+1/4 61?1727" Z°a3.0,1 + 1/27” 00?47()()170’32 + 2r Co,1,3% 017071 + 9/4 60’3707“ ao,(),QZ

3
4.2 2 6 4
—1/4co017"2%b301 — 9/4 ¢30,0m b000 + = C2107 b130 — 1/8 10003107

64
19 19
6 6 6 2.2
~ g (3007 baoo — 61 07 2bo oo+ 3/167°coa0b3012 — 1/4 1000112772
2 4 2 2 4 4
—T7Co,1,27 C1,03 — 9/4 C3,017 Zbo,o,o + 1/8 C0,1,2% 51,3,07“ - 1/4 C2,0,1T 200,3,0
35 21
2 6 6 4
+3/4 ¢o1,0a2,0,07° — 61 12,07 bo a0 + 61 Co,3,07 G040 + 3/47%Co11C300
5
6 4 6 4
—1/87“ C2,0,1C1,3,0 — 1/47" €1,2,1C0,1,0 1+ 6_4 C2.1,07 53,1,0 + 1/8 00,1,0b3,1,07"
3/16 6y > 6 3/4r% 1/2 2p
+3/16 co,4,07°b3,0,0 + 61 Co1,07 02,20 — 3/417C10,1C0,30 + 1/2c0207"b1,00
3 19 13
6 4 6 4
~ g (1207 0810 = 1/8¢cip0r"a11,0+ 61 o307 b3 1,0 — 3 Cs007 bo.2,0

4
- 1/2 r 04,0,0171,0,0

84



3.5. LA METHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R?

5

24
4 4 3 5 2 2 4

—]_/8 61’07121)2,2707” — 1/2 TC4,0,000,1,3% + 3/4 Co,1,32 A20,2T +r Co,1,32 C1,02

6 4 6
+3/16r%cha0a0,10 + 1/4c1 107" az 00 — = 13010010 — 3/16 ¢31,0m°b0,3,0

2 3 4 3 2
—01,0,050,0,22 — (1,037 bo,o,o - 01,0,0b0,0,42 — C1,027% bo,o,l — T C1,0,1€0,1,0

2 4 3 2.2
+C0,1,227G0,0,0 — C1,0,1% bo,o,s + Cp,1,327Q0,0,0 — Cl,o,obo,o,lz - 3/4 C1,217 2 50,0,1

+64 02,1,17" 2220 — H/8 12,07 by 2, 02% + Co,1 32 Qp,0,2 1+ €0,1,000,0, 32°

4 3 6 2 7
+€0,1,000,04%2 + Co,1,22"A0,0,1 + Co,1,3%2 Ap,0,3 T 7 Co,1,1C1,0,0 T Co,1,3% 00,0,4
3 2 4 5
+Co,1,12° 00,02 — €1,0,12 00,01 + C0,1,12 Q0,03 + C0,1,1200,0,0 + Co,1,12”C0,0.4
6 4 2 4 5
+Cp,1,22 " G0,0,4 + Co,1,32 G0,0,1 T Co,1,12 Gp,0,1 + Co,1,22 Qp,0,2 + Co,1,22 A0,0,3

2 2 4
+¢€0,1,000,01% + C01,000,022° — 1/4¢100a11,0r" — 5/8 ¢1,0,0b0.4,07
5 19
4 4
—1/8 C1,0,001,307 — _64 C1,2 07" @130 — _64 C3,0, 07’ a1,30 + 1/2 C1,3,07 @1,0,0
—1/274 1/4 1230 1/8 2bg 1 ort — 3/4 2y
J27%c1102C020 + 1/4Co220r"2 b3 01 + 1/8¢o1,227b3 1 07 /4 c1,2,0m"bo,0,0

3
—1/4 01,1,27“42350,3,1 - 6_4 C1,2,07 b4 0,0t 1/24 7"602,1,101,2,0 - 1/4 7’401,0,102,1,0
5 5

6 4 2
16 T7C4,0,002,1,0 — 61 C1,2,07 bz 20+ 1/4¢o20m b120+1/2¢110m"a100

21 5
+1/8CO,1,0b1,3,07’4+ 6 Cp,3,07 b130+ 247’ €p,3,1C1,2,0 —5/803017” 2ba 00

35
4 2 4 6
—1/2 T C1,022C2.1,0 + 1/2 Co,2,07 Q0,1,1% + 1/8 60,1712517370’/“ + _64 C2,1,17 204,0,0

2 3 4.2 2.4 4
+1/2 C1,1,07 1,032 — 5/8 C3,017 2 Q1,11 + 9/4 C0,3,1T 2 Q0,0,3 + ]./8 6071712b371’07’
3 2 4.2 2 2
—3/4 C1,0,2% bo’gylr + 5/8 Co,317 2 b1,171 — 1/4 C1,0,1%2 Q1,117
4 2 2 4 4.2
—1/4 C2,01T Zb17270 + 1/4 Co,1,1% b171717“ — 5/8 6170712b07470’f’ — 5/8 C3,017 2 b27071
13

3 2 6 2 4
—1/4 C1,0,32 A1,1,07 — 1/247" C1,21C21,0 — g C3,0,07 bo 2,12 + 1/8 Co,1,2% Q4,07

2 6 2.2 2.4
—|—3/4 C2,1,07 Q0,017 — 3/16’/“ C4,0,000,3,1% — 9/4 C3,017 = b070,1 + 1/2 C1,1,17 2 41,0,3

3
2 4 4.3 3 2
+9/4 o317 20000 + 5 Co31T Za900 + 1/8 o112 ap 20 + 1/4 co112 a0 227

2 4 2 2 4 2 2 3
—1/8 C1,02%2 A1307 — 1/4 C1,02% Q1,107 + 1/4T Co,1,22 C121 — 3/4 C1,2,0T b070732’

2.2 4.2 4.2 4
—1/2 C2,0,17 2 Q0,11 — 1/8 C1217 2 Q1,11 + ]_/4: Co,22T 2 b17270 - 1/8 C1,2,07 6270’0

2 2 4 6
—T7Cp,1,1C1,022" + 1/8 C0,1,002,2,07 + 3/16 C1,307 43,00 — E r® C4.0, 053 0,0
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
POLYNOMES DE DEGRE 4

5 85
6 6 6 4.3
—— 1307 bos0— 1/87r°c111C040 — = 3,007 Do.a0 + /8 o317 2 0 2.2

16 64

4 2 5 2 4 2
+1/2 T Cp,222C1,1,0 + 3/4 C2.117 2Qp,0,0 — 1/4 C1,0,37 b270’27‘ — 1/8 C1,2,07 Q11,27
4 2 2 4 2.4
—|—1/4 Co,2,0T b370712’ + 2r C0,1,22C1,0,0 — 1/8 C1,0,2% 6272707" + 1/2 C1,12T 2 Q10,2

5
4 6 2 2 2
—1/4 C2,0,1T7 253,0,0 - 6_4 C1,21T Zb2,2,0 + 3/4 C0,1,002,017 2 — 1/4 C1,0,2% 52,0,07"

3 4 2.5 4 5
—1/8 C1,0,3%2 3,107 — 9/4 C3,017 2 b0,0,4 — C1,0,2% bo,o,2 - 01,0,12’170,0,0 — C1,0,2% 50,0,3
5 3 7 2
—C1,0,1% bo,o,4 — C1,01% 50,0,2 — (C1,0,3% 50,0,4 — C1,0,2% bo,o,o
6 4 2 3 2 4
—C1,0,37 b()’()’g + 3/47’ Cp,1,3%2 C1,2,0 + 3/4 Co,1,32 @2,0,07 -+ 1/8 Ca1,0T b1,1712
2 4 4.3 2.5 4.3
—1/8 C1,02% 3,107 + 1/4 Co,2,2T 2°A21,1 + 1/2 Co,2,2T 2°00,1,3 + 5/8 Co,3,17 = b17172
4 2 2 2 2 2 2
—5/8 C1,217T 250,2,0 +3r C€0,1,3%2 C1,00 — 1/461,0,12 52,0,17“ - 3/401,0,22’ b0,2,07“
3
6 2.3 2 4 6
—3/167" C4,070b172712 -+ 1/2 C11,17T°2 01,02 — 3/4 C1,2,07 b070,42 + 6_4 C2,117T Zb17370
4 2 5 2 2.3 2. 4
—3/47" 0170,32 627170 + ]_/4 6071732 a072,2r + ]_/2 6171727” z a17071 — 9/4 0370,17" z 6070,3
13

2 2 4 4, 2 2
—|—3/4 C0,1,1% A20.17 + §0073,07’ 20,172 — 5/8 C1217T 2 b072,1 + 1/2 C1,1,07 Q10,17

4.2 4 2
—|—1/4 Co,2,2T 2 00,30 + 3/4 €o,1,32 42,017
21 3 21
6 4 4.3 6
— =7 (3,017 23,10 — 5/8 C1,2,07 50,2,12 + — C03,17 27202 + = Co,317 2Q0.4,0

64 8 64
4 3 6 3 4 4
+5/8 co30r 0217 — 61 1217 2bgoo — 1/8cro32 a1 30r" — 1/8¢1,012bap,07

+1/4 60,1706171’27’222 - 3/16 0371’07’63)0’3’12 + 1/4 61’1’17“4ZCL3’070 - ]./4 TGCLLQZCOA’O

—3/4 0172’17'225[?070’4 — 9/4 0370’0T2b0’0712 — 3/4 01’07224190’2727'2 + 1/8 00’17222012’2707'4

+1/4co132 01117 — 1/8crp12a310m* + 1/4co10a0017°2 + 1/4 o1 22%ag 9177

—1/8 C1’2’17’4ZCL17170 + 1/2 00’2707"2(7170’323 — 3/4 61,07325190,2727"2 — ]./4 62,071T4Z2a2’1,1

—1/4 7“401’1716072’0 — 1/8 C17270T4b2707222 -+ 5/8 0073’07’461’17222 — 3/4 6170’0b072727"222
19

13
2 6 6 2
—3/4¢100b0217°% + 21 1°€0,3,1C3,0,0 + = Co307 Q220 + 1/4 0100110 — €1,0,0b

64
2 2 4. 2 4
—2r C1,0,2%2C0,1,0 — 1/4 6170’0b2’0717' zZ+ 1/8 C21,17T 2 61’171 + 1/8 C21,1T 2040,2,0
19 13
6 4_2 4 2 4 2
+6_4 Coaar 2bs 1o+ 1/8co11m 2 ag 21 + 1/4 o132 ap 1" — 3 3007 bo,2,2%
2 4 6 4 2
—1/8 01’0,22 b470,07" + 1/47’ 01’17220470’0 — 5/8 0370’17" 201,1,0 — 1/2 0270’1?" ZbL0,0
4 2 4 4 2 3 4
—1/4’/“ C1,02%2 C21,1 + 1/4 C1,1,07 2a3,0,1 — 3/4 C1,0,3% 607271’/“ + 1/8 Co,1,3% b173707“

4 2 3 2 5 2 4 3
+1/2 C3,1,07 Q1,027 — ]./4 C1,0,17 bQ’O’QT - 1/4 C1,032 A1,127 — 1/2T C1,0,32 C21,1

86



3.5. LA METHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R?

4 2 2.3 4 3 4 2
"—1/4 CO’LZz bLLQT — 1/2 02,0717' z b1,072 + 1/2 61,3707” CL170’3Z —+ 1/4 60,2727” z b3’070

6 4 2 4
+5/8 co112a400r" + — cz107%2a301 + 1/41%co002% 111 + 1 /4 co20m a0 312

16
4 4 2 2 2 2.3
"‘1/8 C21,17 Zbl,l,() + 1/40171,27“ Z2-0a3,0,0 + 1/2 C1,1,07 Q1,022 + 1/2 Cp,2,2T 2 b170,1

2 2 4 4.2 4
—9/4 C3,0,07 b070722’ + 5/8 C2,1,17 202,0,0 + 1/4 C1,117 2 4301 — 1/27" C4,0,000,1,1%

21
4
—1/8 C1,0,12G1,3,07 64 C3,0,17 Zb40 0— 1/8 C1,2 07’ a1,1,12 — 1/8 C1,217 sz ,0,0
2 2 2.2 5 6
+3/4 Co,1,22 A20,07 — 1/4 01,0,052,0,27“ Z° — (10,37 bo,o,z — (1,027 bo,o,4

85
64

13
3 4 4_2 3 2
+€0,1,020,0,0 — 1/8 C1,0,3% 52,2,07" - g C3,017 % 50,2,1 + 3/4 Co,1,22 A20,1T

3 2 4 2.2
—01,0,0b0,0,32 - 9/4 C3,0,07 b0,0,42 + 1/2 Co,22T 2 bl,o,o - C3,0,17 Zbo 4,0

21
3 2 4 6 6
+1/4co132°ap 20" — 1/4cr1a0m"2bo s + = co31m 2b130 + 1/87°¢111¢400

64
13
4 4
+1/8¢o1,07 020 + 5/8 21,07 2,00 — 21 rf €3,0,1€0,3,0
5/8 4 3/4r > 0 1/8 c10.0bagor?
+5/8 ¢o 1,004,007 +3/47%Co31C100 — 5T C1,2,1C0,30 — 1/8¢1,0,0b2,2,07

24
+5/8 00’3707’4&07270

4 6 4 4
+1/47’ C2,1,1C1,0,0 — 3/16 C4,0,07 Q0,30 — 5/8 C1,2,07 bo,2,o - 1/47“ C2,0,1C1,1,0

35 5 21
6462,1,0T6a400+247” C21,1 300—6—463007" 5400—1/401107“ b030

2 4 4 3 2

+9/4 Co0,3,07 Q0,0,0 — 5/8 C3,0,07 b2,0,0 — C1,0,3% bo,o,l - 3/4 C1,0,1% 50,2,27”
4 2 2 2 2 2

—1/2 T°C40,000,12% — 3/4 C1,0,1% b07271’f‘ + 1/4 C0,1,2% 6171707”

2 4 4 4 2 4 2
—3/4 C1217 2 b0,073 + 5/8 Co,3,1T Zbl,l,O + 5/8 Cp,3,07 Qp,222 — 1/4 C1,02%2 A1,1,2T

6 2 2 3 2
+1/2c130r*a1012 + — 17004000312 + 1/4 co112% 0217 + 1/4 o1 32°b1 1 07

16
3 4 4. 2 3 4 2
—1/8 61?0732 b470707" — ]_/4 6270717" z CL0’371 + ]./8 0071732 b371707" + 3/4 00’1712a270707’

+64 0031r6za400+5/80210r4a202z — 1/401117" z b031 +3/402107“2a000

+1/2 o407 b100 — 3/41%C301¢01.0 + —= C0.407°b1.20 — 3/16 C40,07%b1.20

16
4 2 4 2 3 2
—9/47’ C170732 00,370 — 1/27" C4,070b170732 + 9/4 00,3707’ CL070712 — 3/4 0170’32 b072’07”

4 2 4.2 2.4 2 2
+1/27%c0.400012%" + 1/4co20m 2 a210+ 1/2c02r*2 b1 02 — 37C1032 Co1,0
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D’UN CENTRE LINEAIRE PAR DES
POLYNOMES DE DEGRE 4

2.2 2 4 2
+3/4con 1 2 a001 — 1/4c1012b2007° + 1/27 04000112 — 1/4 101201107
13
4 2 2 2 4 2 4 2
+§ Cp,3,07 420,22 +r €0,1,2%2 C1,0,1 + 3/4 Co,1,2% A2,0,27 + 9/47“ €0,1,3%°C3,0,0
4 4_3 4 4 2
+1/27%cpa0b1,012 — 5/8 1217 2 b 2.2 — 1/27%Ca00b1,012 + 1/8 c21,07" a0 2,22
4 2 4 2 4 2
—1/4 C2,0,17 2 b1’2’1 — 5/8 C3,0,07 Q1,122 — 1/4 C1,117 Zb()’g’() + 1/2 C1,1,17 241,0,0
4 4 4 3 2.3
—5/8¢300r b2012 + 1/8co112a220m" +1/21%¢o 132 c1 01 + 1/2 02272 a0 1.1
4 2. 2 2.2 4_3
+1/8 €0,1,000,4,07" + 1/2 C11,27°2 0100 + 1/2 C1,117 2 G101 — 1/8 C1217 2 5270,2
4 2 4 4 4 3
—|—1/4 Co,2,0" b172’12 + 3/4 C2,1,07 Q0,042 + 5/8 Co.1,07 Q20,17 -+ 1/2 Co,4,07 00,1,3%
4 4 3 2.3 4 2
—3/2’/“ €1,0,22€0,3,0 + 1/2 C3,1,07 41032 — 9/4 C3,017 2 b07072 — 3/4’/’ €0,3,1C1,0,2%
13

2 4 3 4 2 4
+1/4co112b110m° —3/21 o 31¢1032° +3/41r7co 122 Ca01 — 3 30,17 2bg 2,0

6 2 2 4 2 6
—|—3/167" C0,4,002,1,1% — 3/4 C1,2,07 6070722 -+ 1/8 C2.1,07 6171722 + 3/16 C1,3,07 203,0,1

3 4 2.3 4.3 4
—|—1/8 0071732 0074707" + 3/4 0271717" z a07072 - 5/8 0370717" z b27072 - 5/8 0310707“ (1171712

)
4 6 4 4.3
—1/2 C4,0,07 Q0,1,0 + 6_4 C2,1,1T 2637170 + 5/8 Co,3,07 b171712 + 1/8 Co11T 2 b17172

2.5
+9/4 0073,17" z (1070,4

En suite
{ f21 (7”, Z) = 0
fgg(’l“, Z) = 0

On prend ce systéme en (r, z) avec la condition r > 0 et z € R quelconque.
On pose

fij(r,z) =1ré&(r, 2)

fij(r,2) =0=&(r,z) = 0 puisque r > 0

On remarque que le degré de fo;(7, 2) est 6 et le degré de foo(r, 2) est 7
D’aprés le théoréeme de Bézout on déduit que le nombre de de racines est
inférieure ou égale & 6x7 = 42

Comme 7 intervient dans le systéme suivant avec 72

(e
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3.5. LA METHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R?

On déduit que le nombre de cycles limites est borné par % X6x7=21
selon le théoréme de Bezout

exemple 3.5.1 On considére le systéme suivant

j=x+e(—yz—y’ +2%yz) + (1 -y +2%y?) (3.8)

i=—y+e(vz+ad—ay?2) + 3+ a3 -2
=€ (@ —y*+3yt =32+ (1 - 22—y

En coordonnées cylindriques on trouve

7= ¢y(r,0,z)
0 = Oq(1, 0, 2)
z = ¢3(7“,(9,Z)

tel que

¢, (r,0, 2) = —(—sin (A) e — sin () e* (cos (8))* + sin () e 3 (cos (0))®
+sin (A) € (cos (0))* r* — sin (A) € cos (0) 1% + er — er3 (cos (0))* + cos (0) € z*
—27(cos (0))* z — (cos (0))> er +rz + 13 — 213 (cos (0))?)

By(r,0,2) = %(2 cos (0) ersin (0) z + cos (0) €r sin (0) + sin (0) € cos (0) r?

—sin (A) e7? cos (A) z — sin (0) €22* + sin (A) €213 (cos (0))® — cos (0) €2 + 213
—2¢%3 (cos (0))” — €2 (cos (6))® — 7 4 (cos (0))° €t + €21 (cos (A))*)

ds(r, 0, 2) = ((r% (cos (0))* — 2 (sin (0))* + 374 (sin (A))* — 3 (cos (A))* rt)e
+((1 = 22— 1 (sin (0))" — r(— (cos () + (sin (0))* — 372 (sin (9))*
+3 (cos (0))* 12)(2 cos (#) rsin (0) z — sin (0) 73 cos (0) z + sin (0) cos (0) 72))e2 + O(e?)

Ou d’une maniére équivalente

gﬁ feFll(r 0,z) +¢ F21<7" 0,z) +O(e )
o

0 —€F12(T 0 Z)+€2F11(7“ 9 Z)O( 3)
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tel que
Fii(r,0,2) = (2r (cos( )’z — 71z — 1% + 273 (cos (0))
Fo(r,0,2) = (sin (0) r (cos (0))° — = sin (6) 3 (cos (0))® — sin (0) (cos (0))* 4
+sin () + r (C (0))* + 3 (cos (0))* — cos (0) z* + sin (6) cos () r®

—(=2 (cos (8))? z + z + 12 — 272 (cos (6))*)(2 cos (8) 7 sin (8) z — sin (A) r3 cos (8) =

+sin (0) cos (0) r3)e?) + O(e3)

Fio(r,0, 2) = (r (cos (0))* — 2 (sin (#))* + 3 (sin (0))* — 3 (cos (0))* r*
Fio(r,0,2) = +(1 — 22 — r* (sin (0))* — r(— (cos (A))* + (sin (0))* — 372 (sin (9))*
+3 (cos (6’))4 r2) (2 cos (0) 7 sin (0) z — sin (0) 3 cos (#) z + sin () cos (0) r3)€?)
+0 (€%))

Donc on peut appliquer la méthode de la moyenne du second ordre

2
1
( fll(r7z) ) ) %U/Fll(T,G,Z)dQ ) < 0 )
f12(7", Z) o 1 2 o 0
-— Flz(T,(g,Z)de
27r0/

Un systéme de deux équations en (7, 2)

[ funo) =

(B9

OF1(r,s,2) OF1(r,s,2)

On calcule la fonction

FH(T, 9, Z)de

2 or 0z Fia(r,0, 2)d0

(203) 5/ Jratens

+1 9%

/ F(r, 5. 2)

0

0
8F12?7Z: S,Z) 8F12?7"Z,s,z) X /S
0
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3.5. LA METHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R?

telle que

OF11(r, s, 2)
or
OF11(r, s, 2)
0z
OF15(r, s, 2)
or
OF15(r, s, 2)
0z

= 2(cos(s))?z—2z—37r*+67%(cos (s))

= 27 (cos(s))®—r
= 2r(cos(s))? — 27 (sin (s))* 4 1272 (sin (s))* — 1277 (cos (s))*

=0

/FH(T 0,2)d0 = cos(s)rsin(s)z+ 7> cos(s)sin(s)

/F12 r,0,2)d0 = r2cos(s)sin(s) —3/4r* (sin (s))® cos (s)
0
—9/4r* cos (s)sin (s) — 3/41% (cos (s))* sin (s)
Omn a )
for(r, 2) = g" (—4 + 372)
et 5
f22(7’,2) = —§T4+1—22
En suite
{ f21<7“, Z) = 0
fgg(?”, Z) = 0

On prend ce systéme en (1, z), avec la condition r > 0 et z € R quel-
conque.
1
Alors les solutions sont (2% 75 f) ( Nl 75) .
On cherche les valeurs propres de ce matrice

ce
OFy(r,s,2) OFy(r,s,z2) )

G - aFQQ?;:S,Z) aFQQ?ﬁ;S,Z)
or 0z

det(G — M) =
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POLYNOMES DE DEGRE 4
Alors 3 V3
—2v3 —2v/3
)\1 = 1,)\2 = T,det(G) = T
Alors le cycle limite est stable
On cherche la valeur propre de la matrice
0Fy(r,s,2) O0Fy(r s, z2) 1 0
— T z = 4 2
o (9F22?r, $,2) 8F22?r, $,2) ( -3 V3 5\/§ )
or 0z (r2)=(Z5.7)
1—A 0
— M) = 4 2
det(S — \I) 232 A,
3 3
Alors
2V/3 2V/3

)\1 = T,)\Q = 1,det(S) = T

Alors le cycle limite est instable.

D’aprés le théoreme (2.2.2) ,il suit que le systéme (3.8) a pour || # 0
suffisament petit deux cycles limites de méme amplitude.

-0.257

z(t) 0.0

0.251

D-S-ﬁ\” I-R-U
! IR '

Cycle limite pour € = 0.001
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Chapitre 4

Perturbation d’un centre
cubique par des polynémes de
degré 2

4.1 Resumé

Dans ce chapitre ,on s’intéresse a la recherche du nombre maximum de

cycles limites des systémes différentiels ordinaires cubiques de la forme
{ T = _yf (:U>y) —FEP(I‘,y)
y=af(z,y)+eQ(z,y)

ou f (z,y) est donnée par une des deux coniques

1-Elippse f (z,y) = (z + a)* + (y + b)* — 1 avec a® + b* # 0

2-Elippse complexe f (z,y) = (z + a)* + (y + b)* — 1

perturbées par des polyndomes quadratiques dans R?, en utilisant la mé-
thode de la moyenne du premier ordre.
La perturbation d’ un systéme différentiel qui a un centre conduit a la produc-
tion des cycles limites. Quelques orbites périodiques du systéme non perturbé

persistent.
Pour le systéme linéaire
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POLYNOMES DE DEGRE 2

_1)

n
on a au plus 5 cycles limites qui apparaissent quand on a le

perturbe par des polynomes de degré n.

Pour le systéme quadratique

{a’::—y(1+x)

j=a(l+a)

on a n cycles limites qui apparaissent quand on a le perturbe par des
polynomes de degré n. voir [6]

Dans tout ce qui suit on s’ intéresse au systéme différentiel suivant

T = _yf (l’,y)

Appliquons la méthode de la moyenne du premier ordre au systéme per-
turbé

z=—yf(z,y) +eP(z,y)
{ y=uzf(z,y) +eQ(x,y) (4.2)

On écrit P et @ sous la forme P(z,y) =Y ,_, pu(z,y)

et Q(z,y) = > _, ax(x,y), o pi et ¢ sont les parties homogennes de
degré k des polyndomes P et () tels que

pk(x,y) = Z pij(xuy) et Qk<xvy) - Z quj(ff,y) (43)

it+j=k itj=Fk
En coordonnées polaires x = r cos(#) ,y = rsin(0)

e o= xi+yy
= —ayf(z,y)+exP(z,y) +zyf (z,y) +eyQ(z,y)
= ercos(0)P(z,y) + ersin(0)Q(x,y)
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4.1. RESUME

d’oit

P zsaMﬂme+mm@Q@w
:aaﬂmipk ) 4 sin( EZ%xy
= wwmél

p1(cos(0),sin(6) + 51n(9)q1(cos(9) sin(0))]
+er? [cos(6)pa(cos(), sin(#)) + sin(#)gz(cos(6), sin(6))]

+.... + er™ [cos(0)pn(cos(8), sin(f) + sin(0) g, (r cos(9), rsin(6))]
= c[AO)r + fa(0)r® + ..+ fulO)r"]

= > fiul0)

Ty — YT

2 f (z,y) + exQ(z,y) + y*f (v,y) — eyP(z,y)
r2f (z,y) + ercos(9)Q(x,y) — ersin(0) P(x, y)
f (@,9) + = (cos(0)Q(e,y) — esin(6) P(z, ))

n

f (rcos(0),rsin(f)) + e | cos(d qux y) — esin(0 Zpk(x,y)

= f(rcos(f),rsin(f)) + er [cos(f )ql(cos(é?) sin(f)) — sin(0)p; (cos(), sin(h))]
+er? [cos(6) gz (cos(f), sin(f)) — sin()pa(cos(d), sin(0))]
+... + er” [cos(6) g, (cos(0), sin(f)) — € sin(0)p,(cos(h), sin(h))]

= f(rcos(9),rsin(8)) + ¢ [g1(0)r + g2(0)r* + ... + g,.(0)r"]

Ou
fi(0) = cos(0)p;(r cos(0), rsin(0) + sin(0)q; (r cos(9), rsin(0))

g:(0) = cos(8)q;(z,y) — sin(0)p;(x, y)

- = [f1(0)r + fa(0)r® + ... + fu(0)r"]
0 f(rcos(8),rsin(f)) +c[g1(0)r + g2(0)r2 + ... + g, (0)r"]
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POLYNOMES DE DEGRE 2
selon Taylor, on trouve
dr 9 "
=5 = ELh@Or+ L0 + .+ [u(0)r] (4.4)

x [f (rcos(0),rsin(8)) + € [g1(0)r + g2(0)r* + ... + gn(e)rn”il

e[f1(0)r + f2(0)r® + ...+ fu(O)r]
f (rcos(8),rsin(9)) +¢e°1'(r,0,¢)

Maintenant, on peut appliquer la méthode de la moyenne parcque 1’équa-
tion (4.4) vérifiées toutes les conditions.
Donc

ou

o1 1 F RO+ RO+ F0)
Jr) = 27 / Fr)dé = o7 f (rcos(#),rsin(0)) 40

0

Mais le probléme est le calcul des intégrales de la forme

df pour 1 =0..n

/f (r cos(0 rsm(Q))

c’est- a- dire de trouver les intégrales

cosP () sin’(0)

f r cos(f rsin(&))da

Par la méthode de la moyenne du premier ordre on étudiera le nombre
maximum des cycles limites selon les coéfficients p; ; et ¢;;; du systéme (4.1)
telle que f(z,y) est donnée par les deux coniques

1—-Ellipse f(z,y) = (x +a)? + (y +b)> — 1 =0 avec a®> + b* # 0

2—Ellipse complexe f(z,y) = (z +a)*+ (y+b)*+1=0
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4.2. ELLIPSEF(X,Y)=(X+A)*+ (Y +B)*>—-1=0 AVEC A>+ B*#£0

4.2 Ellipse f(z,y) = (x +a)* + (y+0)* -1 =0
avec a’ + b* # 0

On applique la méthode de la moyenne du premier ordre au systéme
suivant

= —yf(,y) + e(pro + pay + psa® + pazy + psy?) (4.5)
y=af (2,9) +(qe + @y + ¢s2” + @y + ¢5y°)

Les points critiques du systéme (4.5) sont
r=0 N ~yf (x,y) + (P17 + p2y + p3a® + pazy + psy?) =0 =
y=0 vf (2,y) + (@ + gy + ¢32% + wy + gsy®) =0

x=0
y=20
donc le centre (0,0) est un point critique.
En coordonnées pollaires,on a x = rcosf, y = rsinf
ri=xid +yy = i = elap(z, y) + yq(z,y)

d’ou

. 3
= [z(a0 + a17 + azy + asz® + aszy + asy®) + y(bo + b1z + by + bsa® + bazy + bsy?)]

= elcosOp(rcos B, rsinb) + sing(rcosd, rsinb)]

120 = zy—yi = r20 = 22 f (z,y)+y* f (z, y)+e[cos Bg(r cos 8, 7 sin A)+sin p(r cos 6, sin 0)]

d’ou

0 = ([rcosf+al®+[rsinf 40> —1)
3
+—[r cos0(bg + byr cos O + byr sin 0 + bsr? cos® 0 4 byr? cos 0 sin 0 4 bsr? sin® 0)
r
—rsinf(ag + air cos § + agrsin @ + asr? cos? 0 + aur? cos O sin 6 + asr? sin? 6)]
Pour appliquer la méthode de la moyenne, on utilise la technique

dr elcos Op(r cos @, rsin 0) + sin Oq(r cos 0, r sin 0)]
do

1 1
f(rcosf,rsin®) + e[— cos 0q(r cos 0, rsin ) — — sin p(r cos b, rsin 0)]
r r
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on pose

G(r,0) = cosOp(rcos b, rsinf) + sinfq(r cosd, rsin )

1
H(r,0) = %cos Oq(rcosf,rsinf) — . sin p(r cos 6, rsin f)

on obtient
dr _ £ G(r.0) _ eG(r,0). cH(r0) e2H%(r,0) ,
B FEO) 1 I ) ) | pee) O
eG(r,0) *G(r,0)H(r,0) )
f(r,0) f(r,6) +0(9)

= eF(r) +0(%)

Maintenant, on peut appliquer la méthode de la moyenne parceque les
conditions du théoréme (2.2.1) sont verifiées

avec
2m 2 .
) = 1 /F(r)d@ _ 1 / cos O(p17 cos 0 + por sin 6 + psr? cos? 9 + par? cos sin O + psr
27 27 (rcosf +a)?+ (rsinf +0)2 —1
0 0
2w
N 1 / sin 0(qy7 cos +qor sin 0 + g3r? cos? 0 + qur? cos 0'sin 0 + gsr? sin? 6) 0
27 (rcosf +a)2+ (rsinf +b)2—1
0
2m 2
_ (p1 — qo)r / c0326d9+ (p2 +q1)r / cos@sin@de
27 f 27 f
0 0
2 2
+(p3 + q4)r? / cos? Hsinde N gsr? [ sin® 9d0
27 f 27 f
0
2 Teostd | )2 T cos Osin 6 T do
p4T CoS Ps + q3)r COs ¢/ sin qor
do do+ 2= [ =
o | ;T / AT / i
0 0 0
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cosP () sin’(0)

rcos(f), rsin(@))da.

2
Maintenant, le probléme est le calcul des intégrales de la forme / 7
0

cosP () sin’(0)

f (rcos(@),rsin(0))
. 1 cosf sinf
T f
Preuve. On pose v = rcosf, y = rsinf o =a?> +b* et v=1r>+a —1, on

obtient

Proposition 4.2.1 pour2 <p+q<n-+1 peut expri-

mer par les fonctions \(0,1), czftzecfo27T A0, 7)dO = 0.

cos"t1 9 cos" 19
f - (rcos@ + a)?+ (rsinf +b)?2 — 1
B cos"t19
~ 72c0s26 + 2ar cos O 4 a2 + r2sin® 6 + 2brsinf 4 b2 — 1
cos" 10

2r(acosf + bsinf) +
[2r(acos @ + bsin0) + ] cos™ O — 2bcos™ Osin ) —  cos™ ¢

2ar f
1 " bcos"Osinf  ~y cos™ O
= —cos")——m— — ———
2ar a f 2ar  f
1 ng b fcos" 1 0sin® — 2br cos™ ! fsin® O — y cos™ ! O sin O
= —cos"0——
2ar a 2ar f
~v cos"™ 0
2ar f
1, b,cos"t0sinf b,cos"t0 cos"to
= —cos"0— —( ——( — )
2ar a 2ar a f f
v cos" 1 fsin 9) v cos™f
2ar f 2ar f
implique que
n+1 Iz 1 1 n—1 0
o8 = (acos™@ — bcos™  Osin ) + (2br® s
f 2ar 2ar f
b cos" 1 f0sind cos™ 9)
Y —ay
S f
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Ou

ho(r) + A(0,7) si n € 2N

1 n n—1 : —
5—(acos™# —beos"" #sinf) = { AO,7) s n € 2N+1

2ar

cos"fsinf  cos" ! fsinf B §<COS"’1 0 cos Tt 9) B lcos“’1 0 sin 6
f N 2ar a f f 2ar f
~ cos" ! @sind B écos”_1 0 Qcos"“ 0 lcosn_1 0 sin
N 2ar a f a f 2ar f
1 g "1 sin
= %(bcosn 0+ acos" tOsind — Za,brcosf — a’y%
cos" 16
by
7 )
1 cos" 10 cos” 1 0 sin 6 cos™ 10
= U — 2ab — b
( 771) 20{T< aor f 0/’}/ f + ’y f )

ho(r) + A(0,7) si n € 2N

1 n n— ;

ar

cos" t0sin?f  cos™tH  cos"tlH

f - f
(1 —cos?6)2 sind n cos?* fsinf
sty 7 = Zﬁzo(—l)kCEf sin € 2N
N 1—cos?0)"s nil cos?**0 |
/ ( 7 )r Zkio(—l)kc% 7 si n € 2N+1
[ ]
Proposition 4.2.2 On trouve que
2T . 1
f2“ do _ ?SZO{-< or r >T7To
? f(rcost,rsind) -2 sta<letr=<rl
g
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—ma ,
o o (v=—g)sia=1lor r=mry
0 f: 71'(? .
a—rg(7+g) sia<let r<m
fgﬂ sin 0df b fzﬂ— cos 0df
0 f(rcosf,rsinf) a? f(rcos6, rsinf)

Ou
=1 —a|,rl + Va,g = /7 — dar?.

. _ 1 )
Preuve. Posons z = ¢ et C = {z:|z| =1}, on obtient 2 = - = ¢ =
z

1
z+ —=2cosf
z

1 1 1 1 d
qui implique que cosf = —(z 4+ —) , sinf = —(z — —) et df = _z
2 z 21 z 1z
donc

2

27

/ d B / d
f(rcos,rsing) 2r(acosf + bsinf) +

0 0

B 17{ dz
i (a—ib)r22 + vz + (a +ib)r

Les poles sont

ol s o —dar? 1 — S
OnaA:—2—4(a —1—b):r—2:>\/Z:;\/'y —40[7"
r
T tg Y9
— /2 —dar?. a — — T
bosons g 7 @A 2(a—ib)r’22 2(a —ib)r
On trouve
21 = Z9 = 1
la + b |21] = 1 avec |z1| > |zs|
7120 = T——— =1= 2
la — ib| 1
|22] = |—| avec |z2| > |z
21
Si 2 — 4ar? <0, on trouve |z1] = |z| =1
Si 4% — 4ar? > 0, on trouve
’Z ’ — |7+g| et ‘Z | _ |’7_g|
U orva 2T
(i) Siy =0, on trouve |z;1]| = |z9| = 1.

(ii) Si v > 0,on trouve |z1| < |23| mais |z1|.|z2| = 1, implique que |z;| <
let |z1] > 1.
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(iii) Si v < 0,on trouve |zg| > |z;|. Qui implique que |z3| > 1 et |z] <

1.Par le théoreme du Risidu ,on obtient
o do 1

pu— 2 5
) f(rcosf,rsind) T2 res((a—ib)rﬁ + vz + (a+ib
1

(a —ib)rz? + 172 + (a + b

T

27rés( ) ,Zo) pour @ > 1 our > ry
r

2mrés( z1)pour a < letr<r

(@ —ib)rz? + vz + (a + ib)r’
2m 27 1
by o —?poura> our >ry
- 2m —27
2(a—ib)rzy+v g
On trouve v2—4ar? = (r—y/a—1)(r—y/a+1)(r+va—1)(r+y/a+1),avec
a€]0,1[U]l,o0f.
Sia€]l,oof,y>0ety?—4ar?>0si(r—a—1)(r—+a+1) > 0.est
realisé pour 7 € 10, /o — 1[U]\/a + 1, 00].
Sia €)0,1[,r* > 1—a=1r>+1—aet (r+y/a—1)(r—y/a—1) > 0,est
realisé si r € |0, 71U ]ry, 00[ et 7> /1 —a.
Vi—-a>1—ya=rec]lmoSir<l-a=r<+/I-aet
(r++va—1)(r—+/a—1) >0, est realisé si r €]0,r[, dans ce cas |z;| < 1
et |ZQ| > 1.

On trouve {

pour a < letr <mr

re(0,y/a—1)U(l++a,o00)sia>1
re(0,1—+va)U(l+a,00)sia<l

Donc le systéme (4.1) a deux anneaux périodiques A; = {(:c, y):0< a2 +y?2<|l— \/5|}

et Ay = {(z.y) : 1+ va < /a7 + 7}

De méme maniére on trouve

fgﬂ cos 6d0 B fgﬂ— cos 6df
O f(rcos@,rsinf) 7% 2r(acos® + bsind) + v

B 17{ 241 dz
20 (a—ib)rz2 + vz + (a+ib)r 2

=my rés(R(z), z)
_ { rés(f(z), za) + res(f(2),0)) sia>1our <ry
mrés(f(z),z1) +res(f(2),0) sia<letr <mr

—7ra _
(v—g)sia>1lour<ry
—{ arg
- 7 ‘
—((y+g)sia<letr<r
arg
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4.2. ELLIPSEF(X,Y)=(X+A)*+ (Y +B)*>—-1=0 AVEC A>+ B*#£0

. 22 +1
OV RG) = G T e T @riyr)’
o sin 0df o sin 0df
J =
0 f(rcosf,rsinf) 7% 2r(acos® +bsinf) +~
B fi cos odo
272 9r(beos ¢ + asin @) +
7rb

—(y—g)sia>1lour<mr

_ ow“g

—((y+g)sia<letr<r
arg

B bfg7r cos 0df .
a?% f(rcosf,rsinf)
Dans le cas ot @« > lour > 1y onpose o« = a2+ 0*y=1r*+a—1,g =

et selon les propositions (4.2.1) et (4.2.2) on trouve que

cos@ Ta
M — _
/fr 5= (g =)

27
def 2T
N g / = —
/ f(r,0) g

2w 2w 2w
cos? 0 1 2b%r sm@
o = — [ XO,r)do
/f(r,@) 2ar/ (60,r)df + 2ar/ 2ow°/
0 0 0
27
ay cos 6 a0
" 2ar (r,0)
0
2
- o+b N Dby ey,
2ara 2ar
1
= v — a*)yM + 2ab*r N
Saor a®)yM + 2ab°rN)

103



CHAPITRE 4.

PERTURBATION D’UN CENTRE CUBIQUE PAR DES

POLYNOMES DE DEGRE 2

2

7 2b%r 7 cos 6
/(ho(r 0) + \0,r))do +o f(r 9>d9

1

2ar
0
2T 2T

by cos f sin 6
do —
+ 2ar f(r, 0)

2
ay cos” 0
de

f(r,0)

2b%r
2ar

2a%b2r
4ac?r?

_ (0 —a?)y?

4o2r?

2.2
aber_
20%r

(2aarm + (4b2ar2 + (a* — 3b*)y*)M — 4ab*yrN)

1
4o2r2?

cos 20

sin? 6
do = do
0/ f(r,0) f ) f (r,0)

= N-— ((b2 — a*)yM + 2ab*rN)

2aar
1
= Goar((a® -

2aar

b*)yM + 2a*rN)

sin 6

2 .
i/111(9—1—(b+a) do
2 a

0

f(r,0)

2w

aq / cosfsinf
f

2m
by sin”

e 9>d9+

do

2ar
0

b
dao?r?

2ar
0
(—2aarm + (4(2a* + b*)ar® + (b* — 3a®)7?
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4.2. ELLIPSEF(X,Y)=(X+A)*+ (Y +B)*>—-1=0 AVEC A>+ B*#£0

2w 2t or
cos fsin 6 1 abr 1
——df = — [ XN0,r)d0 — — [ ——db
/ f 2ar/ (6.7) ar /f(r,&)
0 0 0
27 0 b 2 0
ary sin Y CcoS
db do
f(r,0) 2ar | f(r,0)
0
1
= —(=byM — abrN)
ar
2 ZQ - 2 1 o ) 30
cos®  sin sin
iy = [ o [ s
/ f(?“, ‘9) f(?“, 0) f(r7 0)
0 0 0
_ b 2 72y..2 2 2.2
= N 4aa2r2< 2aarm + (4(2a” 4+ b%)ar” + (b — 3a°)y* )M
+2a(a® — b*)yrN
— b 2 2 2 2.2 2 ;2
= 33 (2acrm — (4a”ar® + (b° — 3a”)y*) M + 2a(a® — b*)yrN
T cosfsin? 9 2
cos 0 sin [ cos
40 = e
f(T’, 9) f f(?“ (9)

= m( 2aarm + (4a’ar® 4+ (3b* — a®)y?) M + 4ab*yrN)
a’r

Danslecasotl oo > 0 ou r > 79
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CHAPITRE 4. PERTURBATION D’UN CENTRE CUBIQUE PAR DES

POLYNOMES DE DEGRE 2

£o(r)

— 1
(p1 — q2)r ((b2 _ a2)7M + 2ab27“N)

21 2aar
1
—i—w—(—b'yM —abrN)
2m ar
2
1
+(p3 —12-7;14)7’ Tao? (2aarm — (4aar? + (b? — 3a*)yv*)M + 2a(a® — b*)yrN
2
b
+(p5 —12-7:—]3)7" Tont? (—2aart + (4(2a + b*)ar? + (b* — 3a*)y*) M
+2a(a® — b*)yrN
par? 1 2 .2 2 2) .2 2 _ 12
%W(Qaarﬂ — (4a”ar® + (b° — 3a®)y* )M + 2a(a” — b*)yrN
2
b
%4@@27"2 (—2aarm — (4a*ar® + (b* — 3a*)v*) M + 2a(a® — b*)yrN
(P — g2)r(a® =)y (ps +gs)(da’ar® + (30° — a®)7®)  (p2+ qu)by
| + -
daarm 8a?m 2w
_ (s +gi)(daPar® + (0 — 3a%)y) | pa(4biar® + (a* = 36%)7%)
8aa®m 8a2m
+q5b(4(2a2 +b*)ar? + (b* — 3a2)’y2)]M
8aam
20%(p1 — q@2)r ab(py +q)r | (ps+ qu)r(a® —0%)y
+] - +
dam 2am 40w
L (ps +gs)(4abaPyr)  paabiyr  gsbr(a® — bz)v] .
8a?m 2027 40w
L st a)br (s +gsar | paar  gsbr
4o 4o 4o 4o

Onay=r+a-1= 9 =r"+2a-1)r*+(a-1)0ec 7 =
o4+ 3(a = 1) + 3(a = )r + (o = D%

g = /7% — dar?
on obtient

106



4.2. ELLIPSEF(X,Y)=(X+A)*+ (Y +B)*>—-1=0 AVEC A>+ B*#£0

P(r) = o (=5 ) (3 = ) = (a2 = 382)c2 = gsabt? — 3a?)

+8b%(p1 — qo)a|r® + [—2(p1 — q2)(* — a?)ac — 2(ps + q3)a’
—3(ps + q3)(30* — a?)a*(a — 1) + 4(p2 + q1)ba*a + 4(p3 + q1)a’«
+(p3 + qa)(b* — 3a®)a — 4dpsb*a*a — 3(a — 1)(a? — 3b?)a?
—4q5b(2a® + b?)aa — 3(a — 1)gsab(b® — 3a?) + 16b*(p; — g2)a(a — 1)?
+4(a® — b*(p3 + qu)ac + 8(ps + q3)a*b*a — 8pya’b*a
+4qsb(a® — b*)aa]r* + [—4(p1 — q2) (* — a*)aa(a — 1)
—2(ps + qz)a*a(a — 1) — =3(ps + ¢3)(30* — a?)a?(a — 1)?
+8(av — 1)(p2 + q1)ba*a + 4(a — 1) (ps + qa)a’a + 2(a — 1) (ps + qu) (b* — 3a?)a
—4psb?atala — 1) — 3(a — 1)*(a® — 3b*)a? — 4(a — 1)gsb(2a® + b?)aa
—3(a — 1)%g5ab(b* — 3a?) + 8(a — 1)?0*(p1 — q2)a — 8a2b(ps + q1)?
4(a —1)(a® = b*)(ps + qu)ac + 8(a — 1)(ps + q3)a*b*a — 8(a — 1)pyab’a
4(a — 1)gsb(a® — v?)aa)r? + [-2(a — 1)%(p1 — ¢2) (V* — a?)ac

+(a —1)3(ps + q3)(3b* — a?)a*(a — 1) + 4(a — 1)*(p2 + q1)ba’a
+(a — 1)%a(ps + qu)(b* — 3a?) — (a — 1)3a?(a® — 3b*) — gsab(a — 1)3(b* — 3a?)])
+ ([=(=(ps + 43)(30* — a*)a? — (a® — 3b)a” — gsab(b* — 3a?)

8aadrg

+80%(p1 — g2)a)|r* + [(a + 1) (—(ps + ¢3)(30° — a®)a® — (a® — 3b*)a® — gsab(b* — 3a?)
+8b%(p1 — q2)a) + —2(p1 — q2)(b* — a?)ac — 2(ps + q3)a’
—3(ps + ¢3)(30* — a?)a*(a — 1) + 4(p2 + q1)ba*a + 4(p3 + q1)a’«
+(ps + q4) (b — 3a®)a — dpyb*a*a — 3(a — 1)(a? — 3b?)a?
—4q5b(2a® + b?)aa — 3(a — 1)gsab(b® — 3a?) + 16b*(p1 — g2)a(a — 1)?
+4(a® — b*(ps + qu)aa + 8(ps + g3)a*b*a — 8pya*b’a

+4qsb(a® — b*)aa)|r? + [—2(a — 1)(p1 — ¢2)(V* — a?)ac

+(a = 1)2%(ps + ¢3) (30> — a?)a® 4+ 4(a — 1)*(p2 + ¢1)ba’«

+(a — D)a(ps + qu) (B> — 3a?) — (o — 1)%a?(a® — 3b%) — gsab(a — 1)(b* — 3a?)])

posons
Ay = agr® + agr* + axr? + (1 — )by
By = —agr® — ((a + 1)ag + ag)r® + by
on trouve
As + Bag
0 o 2 2
Fir) = 8aalrg
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CHAPITRE 4. PERTURBATION D’UN CENTRE CUBIQUE PAR DES

POLYNOMES DE DEGRE 2

Soit la fonction

h(r) = A3+ Byg*
= 73 (cer® 4 car* + cor? + )
Alors h(r) a au plus 3 racines positives c’est a dire f(r) a au plus 3 cycles

limites.
dans le cas ot @ < 0 ou 7 < r;,de méme maniére on trouve

Ay = agr® + agr* + agr® + (a0 — 1)by

By = agr® + ((a + 1)ag + aq)r* + by

Donc le systéme (4.5) a au maximum 3 cycles limites.

4.3 Ellipse complexe f(x,y) = (v+a)’+(y+b)*+1

On applique la méthode de la moyenne du premier ordre au systéme
suivant

{ &= —yf (x,y) + e(pr + p2y + psa® + pazy + psy?) (4.6)
y=af (v,y) +elaw + gy + @2° + qry + ¢y°) '
Les points critiques du systéme (4.6) sont

{ P=0 { —yf (z,y) + e(p1x + pay + p3x? + paxy + psy®) =0

: =
y=0 zf (z,y) + (e + @y + 32 + quey + gsy*) =0

=0
y=0
donc le centre (0,0).est un point critique.

En coordonnées polaires, on trouve que

€
ro= . [a:(ao + a12 + agy + asx® + agry + asy?) + y(bo + bix + byy + bsx? + bywy + b5y2)}

= ¢lcosOp(rcosh, rsinf) + sing(rcosd, rsinf)]

0 = ([rcosf+a)®+ [rsing+ b —1)
—i—%[r cos 0(by + byr cos O + byr sin @ + bgr? cos® 6 + byr? cos 0 sin 6 + bsr? sin® 0)
T
—rsinf(ag + ayr cos § + agr sin @ + azr? cos? 0 + ayr? cos 0sin 6 + asr? sin® 0)]
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4.3. ELLIPSE COMPLEXE F(X,Y)= (X + A?+ (Y + B> +1

Pour appliquer la méthode de la moyenne, on utilise la technique

& & G(re) G eH(nG)  ELHArS) .,
R (X R () R (B T
eG(r,0) B e2G(r,0)H(r,0) )
f(r.9) frey o)

= eF(r)+0(%

Maintenant on peut appliquer la méthode de la moyenne parceque les
conditions du théoréme (2.2.1) sont verifiées

avec
2 2m
£0) 1 /F( ) 1 / cos O(p17 cos 0 + parsin O + psr? cos? O + par? cos Osin 6 + psr? sin? 0) i
= — r —_
" 27 27 (rcosf +a)?+ (rsinf +0)2 -1
0 0
2
1 [ sinf(qr cos +qorsin @ + gzr? cos® 6 + q4r? cos 0 sin 6 + gsr? sin? §) "
27 (rcosf +a)?+ (rsinf +b)? — 1
0
2 2w .
_ () 00829d9+ (p2+q1)7’/cosesm9d9
27 f 2w f
0
( ) 9 2 9 0 9 2 3 0
p3 + qa)r cos” 0 sin qsr sin
do do
+ 2w / f + 2m f
0 0
27 2w 2
+p4r2 cos® edé? N (ps + g3)r? / cos @ sin? 9d0 L do
2m f 2m f 27 f
0 0
cosP () sin’(0)

do.

27
Maintenant, le probléme est le calcul des intégrales de la forme / T (rcos(0), rsin(0))
0

- P(0) sind (0 .
Proposition 4.3.1 1) I,, = 02 7 (;(Z:Sos(( Q))Sjlsi(n() 9))0[9 peut exprimer par
i or A0 .9x cosO

1 ﬂjy avecfo%)\(ﬁ,r)de, s Jo 7,f0 7

}E? f f
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CHAPITRE 4. PERTURBATION D’UN CENTRE CUBIQUE PAR DES

POLYNOMES DE DEGRE 2

2) On trouve

2

2

/ do 2m
f(rcosf,rsinf) g

0

2

cos 0df —Ta
/ I = (v—9)

rcosf,rsinf)  arg
0

ouy=r’+a+1 g=+/%—4dar?.
Preuve. 1) Dans ce cas on remplace 72+ a — 1 par >+ a+ 1 de méme fagon,
on trouve

les mémes résultats
2) On pose z = ¢ et C = {z: |z| = 1} on obtient

(

o dO 1
) F 7{@((@ B et (@i

2r cos0df 2241
) f f?z’z((a —ib)rz2 + vz + (a + ib)r)
les poles sont

vtg o _ 1—9
2(a—ib)r’ " 2(a —ib)r
on trouve v — dar? = ((r + /a)? + 1)((r — va)? + 1) > 0,V(a,b) € R?
Donc le systéme
1) A une anneaux périodique unique A = R*\ {(0,0)} .
a+ b
a — b
29 est le pole contenu dans l'interieur du disque
Appliquons le théoréme du Residu , on obtient le resultat

dz

21 =

2) |z122] = =1, donc |zo| < 1,]|z1| > 1

f27r a0 = 27rés( ! 29)
O f(rcosf,rsinf) (a —ib)rz? + vz + (a+ ib)r’
B 2m 2w
2(a —ib)rz+y g
IQ,, cos 8do B fgﬂ- cos 0do
0 f(rcosf,rsinf) 79 2r(acosf+bsinf) + v

_L% 2241 dz
B[ (a—ib)rz2 + 2+ (a+ib)r 2
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4.3. ELLIPSE COMPLEXE F(X,Y)= (X + A?+ (Y + B> +1

= m(rés(f(2), 20) +rés(f(2),0)) = ;—:5(7 —9)

Finalement,en remplagant chaque intégrale de la forme

7 cosP () sin’(0)
0/ Frcos(0).rsin(@))

rcos(f), rsin(f))

pour 2 Sf{)—l—qBﬁn—'—l’ on trouve
0/ _ A2+ Do
fr) = 23aarg
o Ay = agr® + asr* + agr? — (a + 1)by
By = —agrt — ((a — 1)ag + aq)r* + by
et les coefficients a;et b; sont des polynémes de P, ), a.et b.
Donc le systéme (4.6) a au plus 3 cycles limites. m

?
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Chapitre 5

Conclusion

La méthode de la moyenne est une méthode efficace pour le calcul du
nombre de cycles limites et la stabilité de ces cycles limites, des systémes
différentiels polynomiaux..Notre futur travail, consiste a appliquer cette mé-
thode a d’autres centres non linéaires et & d’autre problemes.
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Chapitre 6

Appendice

Cet appendice est réservé aux calculs de certaines intégrales, de racines
d’équations algébriques et de la résolution de certain systéme non linéaire
par le logiciel Maple 10 et nous avons élaboré un programme pour la mé-
thode de la moyenne.
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