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Résumé

Le travail de ce mémoire consiste à la recherche des cycles limites des
systèmes di¤érentiels ordinaires perturbés, en utilisant la méthode de la
moyenne.Plus précisement,on étudie la bi¤urcation des cycles limites d�un
centre linéaire perturbé par des polynômes de degré quatre.De même ,on étu-
die la bifurcation des cycles limites d�un centre cubique par des polynômes
quadratiques.
Mots clés :Cycle limite, méthode de la moyenne, système cubique,système

linéaire, perturbation.

iii



Abstract

This work consists of the research of the limit cycles of ordinary di¤eren-
tial systems by using the averaging method. We study the limit cycles which
bifurcate from linear center inside the polynomial systems of degree 4 ;We
also study the bifurcation of limit cycles above the polynomial systems of
degree 2.
Keywords : limit Cycle, averaging method,linear center, cubic systems,

Liénard system, perturbation.
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Introduction

Un problème important dans l�étude des équations di¤érentielles est la dé-
termination des cycles limites. Ce phénomène est observé dans beaucoup de
systèmes physiques et biologiques. Une méthode classique pour produire des
cycles limites est de perturber un système qui possède un centre. Nous utili-
sons la méthode de la moyenne du premier et second ordre. Cette méthode
donne une relation entre les solutions des systèmes di¤érentiels périodiques
non autonomes et les solutions des systèmes di¤érentiels moyennés, qui sont
autonomes.L�idée de la méthode de la moyenne comme une technique pour
étudier le nombre maximum des solutions périodiques du système perturbé
est apparue au dix huitième siècle. Elle a été formulée très clairement par La-
grange en 1788. Ainsi, en 1920 Van der Pol a développé l�utilisation de cette
méthode pour les équations provenant de la théorie des circuits électroniques.
En 1928 Fatou a donné la première preuve de validité asymptotique de cette
méthode. En 1930 Krylov, Bogliubov et Mitropolsky de l�école (Kiev) de
mathématiques ont suivi ce type de recherche. Henri Poincaré a aussi étu-
dié la bifurcation et la stabilité des solutions périodiques. Nous appliquons
cette théorie à un centre perturbé par des polynômes de degré quatre , dans
R2et R3.De même nous appliquons cette théorie à la perturbation d�un centre
cubique par des polynômes de degré deux.
On sait que le système perturbé�

_x = �y + "P (x; y)
_y = x+ "Q (x; y)

où P et Q sont des polynômes de degré n, admet au plus
�
n� 1
2

�
cycles

limites , en utilisant la méthode de la moyenne du premier ordre.
et que le système perturbé
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

�
_x = �y(1 + x) + "P (x; y)
_y = x(1 + x) + "Q (x; y)

où P et Q sont des polynômes de degré n, admet au plus n cycles limites ,
en utilisant la méthode de la moyenne du premier ordre.voir [ 6]
Le chapitre 1 est consacré aux notions générales sur les systèmes dyna-

miques.
Le chapitre 2 est réservé à la théorie de la méthode de la moyenne.On

étudie un exemple d�un système di¤érentiel qui provient du contrôle optimal.
Le chapitre 3 est consacré à l�étude des cycles limites des systèmes poly-

nomiaux de degré quatre dans R2 et R3.
On étudie les systèmes perturbés de la forme�

_x = �y + "P (x; y)
_y = x+ "Q (x; y)

et les systèmes perturbés de la forme8<:
_x = �y + "P (x; y)
_y = x+ "Q (x; y)
_z = "Q (x; y)

où P et Q sont des polynômes de degré quatre.
On donne des exemples où P et Q sont des polynômes de degré quatre avec,
exactement un et deux cycles limites.
Le chapitre 4 est consacré à la perturbation d�un centre cubique par des

polynômes de degré deux c-à-d,on étudie le système de la forme�
_x = �yf(x; y) + "P (x; y)
_y = xf(x; y) + "Q (x; y)

où f(x; y).est une conique de la forme
1-Ellipse réelle f(x; y) = (x+ a)2 + (y + b)2 � 1 avec a2 + b2 6= 0:
2-Ellipse complexe f(x; y) = (x+ a)2 + (y + b)2 + 1:
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Chapitre 1

Notions générales

1.1 Resumé

Ce chapitre couvre les thèmes nécessaires pour la compréhension de la théo-
rie qualitative des équations di¤érentielles ordinaires et des systèmes dyna-
miques.Nous rappelons des notions générales .Nous commençons par la de�-
nition des systèmes dynamiques ,les points critiques et le système non linéaire
au voisinage d�un point d�équilibre.En suite, nous introduisons la notion d�un
cycle limite et l�amplitude d�un cycle limite .On donne aussi le théorème de
Bezout et le théorème de Poincaré-Bendixson. En �n, on donne un exemple
d�application en chimie qui a un seul cycle limite.

1.2 Dé�nition d�un système dynamique

Un système dynamique sur Rn est une application U : R+ � Rn ! Rn telle
que
* U (:; x) : R+ ! Rn est continue
* U (t; :) : R+ ! Rn est continue
* U (0; x) = x
* U (t+ s; x) = U (t; U (s; x)) 8t; s 2 R+;8x 2 Rn

1.2.1 Exemple

Soit le système di¤érentiel

1



CHAPITRE 1. NOTIONS GÉNÉRALES

_x = Ax; x(0) = x0 (1:1)

où A est une matrice constante, x 2 Rn. la solution de (1:1) est x(t) = etAx0
le système (1:1) engendre un système dynamique (t; x)! U (t; x) = etAx

1.3 Flot d�une équation di¤érentielle

Soit le système non linéaire

_x = f(x)

et le problème à valeurs initiales

_x = f(x); x(0) = x0

avec x 2 Rn, E un sous ensemble ouvert de Rn et f 2 C1 (E). Pour x0 2 E et
� (t; x0) la solution de problème à valeurs initiales, l�ensemble des applications
�t dé�ni par

�t (x0) = � (t; x0)

est appelé le �ot du système di¤érentiel.

1.4 Dé�nition d�un point critique

On appelle point critique, point d�équilibre, point singulier ou point �xe du
système di¤érentiel non linéaire _x = f(x); x 2 Rn, le point x0 2 Rn tel que
f(x0) = 0

1.5 Plan et portrait de phase

Soit le système planaire �
_x = P (x; y)
_y = Q (x; y)

(1:2)
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1.6. PLAN DE PHASE D�UN SYSTÈME DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE

Un portrait de phase est l�ensembles des trajectoires dans l�espace de phase.
En particulier, pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordi-
naires de deux variables. Les solutions (x (t) ; y (t)) du système (1:2) repré-
sentent dans le plan (x; y) des courbes appelées orbites. Les points critiques
de ce système sont des solutions constantes et la �gure complète des orbites
de ce système ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase
et le plan (xoy) qui est le plan de phase.

1.6 Plan de phase d�un système di¤érentiel
linéaire

Pour déterminer le plan de phase, il faut savoir la nature des points critiques.

1.6.1 Nature des points critiques

Soit le système di¤érentiel linéaire planaire

_x = Ax (1:3)

où A =
�
a11 a12
a21 a22

�
est une matrice constante, x = (x1; x2)

le polynôme caractéristique est p (�) = �2 � (a11 + a22)�+ a11a22 � a12a21:
les valeurs propres �1 et �2 de la matrice A sont les racines du polynôme
caractéristique. On propose la classi�cation des trajectoires en fonction des
valeurs propres �1 et �2 de (1:3) : Le comportement de ces trajectoires au
voisinage du point critique, détermine le type du point d�équilibre représenté
par ce dernier. Il s�agit d�une classi�cation topologique locale.

On distingue les di¤érents cas selon les valeurs propres �1 et �2 de la matrice
A

1. �1 et �2 réel de signe di¤érent
la singularité est un selle qui est toujours instable...

3



CHAPITRE 1. NOTIONS GÉNÉRALES

2. �1 et �2 réel de même signe

si �1 < �2 < 0; la singularité est un n�ud stable.

n�ud stable

si 0 < �1 < �2; la singularité est un n�ud instable.

4



1.6. PLAN DE PHASE D�UN SYSTÈME DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE

n�ud instable

si �1 = �2 = �; la singularité est un n�ud stable si � > 0 sinon il est instable.

3. �1 et �2 complexes conjuguées avec la partie réelle non nulle.

La singularité est un foyer stable ou instable selon le signe de la partie réelle
négative ou positive respectivement

foyer stable

5



CHAPITRE 1. NOTIONS GÉNÉRALES

Foyer instable

4. �1 et �2 imaginaires pures.
la singularité est un centre

Centre

1.7 Linéarisation

Soit le système di¤érentiel non linéaire

_x = f(x); x 2 Rn (1:4)

6



1.8. DÉFINITION D�UN CYCLE LIMITE

Soit x0 un point critique de (1:4). Soit le système linéaire

_x = Ax ou A = Df (x0) (1:5)

Ax est une bonne approximation de (1:4) au voisinage de x0
Un point critique x0 est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de A
n�a de partie réelle nulle.

1.8 Dé�nition d�un cycle limite

Un cycle limite est une orbite fermée isolée, c�est à dire au voisinage de cette
orbite, on ne peut pas avoir une autre orbite fermé.
La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires de son
voisinage.

1.9 L�amplitude du cycle limite

C�est la valeur maximale de la variable x du cycle limite.

1.9.1 Remarque

Pour un cycle limite, la somme des indices des points critiques à l�intérieur
de ce cycle limite est égale 1.

1.10 Dé�nition

Un système Hamiltonien s�écrit sous la forme8><>:
_x =

@H

@y

_y = �@H
@x

(1:6)

où H = H(x; y). H s�appelle Hamiltonien de ce système.
Le Hamiltonien est une intégrale première de ce système.

7



CHAPITRE 1. NOTIONS GÉNÉRALES

1.11 Stabilité des points d�équilibres

La question de la stabilité d�une solution ou d�un mouvement est une
question fondamentale de la théorie qualitative des équations di¤érentielles.
Cette question à été étudiée en détail par l�éminent mathématicien russe

Lypunov(1857� 1918):

Dé�nition 1.11.1 Soit le système des équations

dx

dt
= f(t;x); x 2 Rn; t 2 R (1:7)

On suppose que f satisfait les conditions du théorème d�existence et d�uni-
cité des solutions.
Une solution �(t) du système (1:7) telle que �(t0) = �0 est dite stable au

sens de Lypunov si 8" > 0;9� > 0; tel que toute solution x(t) de (1:7) dont
la valeur initiale x(t0) véri�e

kx(t0)� �0k � � ) kx(t)� �(t)k � "; 8t � t0
Si en plus de cette dé�nition on a lim

t!+1
kx(t)� �(t)k = 0

Alors la solution est dite asymptotiquement stable.

exemple 1.11.1 Soit le système di¤érentielle de premier ordre

dx

dt
= �x+ 1; x(0) = 1

La solution telle que x(0) = x0 est x(t) = (x0 � 1)e�t + 1:
La solution �(t) telle que �(0) = 1 est �(t) = 1:
jx(t)� �(t)j = j(x0 � 1)e�tj � jx0 � 1j ;8t � 0:
il su¢ t de prendre � � "; � = ") �(t) est stable.

exemple 1.11.2 Soit le système

�
_x = �y
_y = x

où _x =
dx

dt
; _y =

dy

dt
et (x(0); y(0))t = (0; 0):

8



1.11. STABILITÉ DES POINTS D�ÉQUILIBRES

La solution qui véri�e (x(0); y(0)) = (x0; y0) est�
x(t)
y(t)

�
=

�
x0 cos t� y0 sin t
x0 sin t+ y0 cos t

�
; �(t) =

�
0
0

�
8" > 0;9� > 0 telle que





 x0y0




 < 



 x(t)y(t)





 < ";8" > 0;




 x(t)y(t)





 = jx(t)j+ jy(t)j

= jx0 cos t� y0 sin tj+ jx0 sin t+ y0 cos tj < 2(jx0j+ jy0j)

d0où 



 x(t)y(t)





 < 2



� x0
y0

�



 < 2�
On prend � � "

2
; (� =

"

2
) d�où �(t) =

�
0
0

�
est stable au sens de

Lypunov.





� x(t)
y(t)

�
�
�
0
0

�



2 = x(t)2 + y(t)2 ) x20 + y
2
0 = c > 0 quand t! +1

Donc la solution n�est pas asymptotiquement stable.

Remarque 1.11.1 Il est possible que la solution soit non bornée et stable et
même asymptotiquement stable.De même il est possible que la solution soit
bornée et non stable.

*Dans le premier cas ,on a l�exemple
dx

dt
= 1; x(0) = 1

*Dans le deuxième cas ,on a l�exemple

dx

dt
= (sin(x))2; x(0) = 0; �(t) = 0

Théorème 1.11.1 i ) Si toutes les valeurs de la matrices Jacobienne Df(x0)
ont des parties réelles négatives ,alors le point d�équilibre x0 est assymptoti-
quement stable.

9



CHAPITRE 1. NOTIONS GÉNÉRALES

ii)S�il existe au moins une valeur propre de Df(x0) avec une
partie réelle positive, alors le point d�équilibre est instable.

iii)Si à coté des valeurs propres avec des parties réelles négatives
il y a des valeurs propres avec des parties réelles nulles ;on ne peut rien dire
sur la stabilité du point x0:

1.12 Théorème de Bezout

Soint pj; j = 1::d des polynomes en ces variables (x1; x2; :::; xd) de degré
dj; j = 1::d Considérons le système polynomial suivant8>><>>:

p1(x1; x2; :::; xd) = 0
p2(x1; x2; :::; xd) = 0
::::::::::::::::::::::

pn(x1; x2; :::; xd) = 0

Où (x1; x2; :::; xd) 2 Rd: Si le nombre de solutions de ce système est �ni
alors il est borné par
d1 � d2 � :::� dn.

Preuve. voir[5]

1.13 Théorème de Poincaré-Bendixson

Ce théorème est un critère pour la ditection des cycles limites dans le
plan . C�est un théorème d�éxistence.
Soit le système dans le plan

_x = f(x); x 2 E v R2 (1.8)

Dé�nition 1.13.1 Un point p 2 E est dit point !�limite de la trajectoire
�(:; x) du système (1.8) s�il éxiste une suite tn ! +1 telle que �(tn; x) = p
quand n!1:

Dé�nition 1.13.2 L�ensemble de tous les points !�limite d�une trajectoire
� .�(:; x) est dit ensemble !�limite de � ,il est noté par !(�)

Proposition 1.13.1 L�ensemble !�limite d�une trajectoire � du système
(1.8) ,est un ensemble fermeé de E .

10



1.14. APPLICATION EN CHIMIE

Si � est contenue dans sous ensemble compact de R2 alors !(�) est non
vide, connexe et compact de E .

Théorème 1.13.1 Si p est point !�limite d�une orbite � de (1.8) alors
tous les points de l�orbite �(:; x) sont aussi des points !�limite de � c-à-d si
p 2 !(�) alors �p � !(�):

Théorème 1.13.2 De Poincaré-Bendixson

Supposons que f 2 C1(E) où E est un ouvert de R2 ,et que _x = f(x)
possède une trajectoire � contenue dans un sous ensemble compact F de E
Si !(�) n�a pas de point critique de (1.8) alors !(�) est une orbite pério-

dique de (1.8).
Preuve. Voir [1]

1.14 Application en chimie

Le bruxellateur,c�est un modèle pour une reaction chimique ,autocetaly-
tiqueavec di¤usion 8><>:

dx

dt
= a� (b+ 1)x+ x2y

dy

dt
= bx� x2y

dans ce cas on a un seul cycle limite selon le théorème de Poincaré-
Bendixson.

1.15 Résultats auxiliaires

Dé�nition 1.15.1 Un point x 2 D où Jf(x) 6= 0 est appelé un point régu-
lier, si non il est un point singulier de l�application f:

Dé�nition 1.15.2 f est non dégénérée dans D si n�a aucun racine sur @D
et si chaque racine de f dans D est non dégénéré c�est à dire Jf(x) 6= 0 avec
x0 racine de f et x0 2 D:

Lemme 1.15.1 Pour n;m 2 N ,on dé�nit

11



CHAPITRE 1. NOTIONS GÉNÉRALES

Im;n =

2�Z
0

cosm(�) sinn(�)d�

alors
Im;n =

m� 1
m+ n

Im�2;n

et
Im;n =

n� 1
m+ n

Im;n�2

Ces intégrales sont utilisées jusqu�à ce qu�on arrive à I0;0 = 2�
ou I0;1 = I1;0 = I1;1 = 0:
Notons que Im;n 6= 0 si et seulement si m et n sont paires.

12



Chapitre 2

Les orbites périodiques par la
méthode de la moyenne

2.1 Introduction

Pour étudier les orbites périodiques d�une équation di¤érentielle ordinaire ou
d�un système di¤érentiel,on introduit la méthode de la moyenne.
La méthode de la moyenne est une méthode de construction d�une approxi-
mation de la solution d�un problème à valeur initiale d�une classe d�équation
di¤érentielle et de détermination des solutions périodiques.

2.2 La méthode de la moyenne du premier
ordre

Soit le système di¤érntiel

_x(t) = "F (t; x(t)) + "2R(t; x(t); ") (2.1)

avec x 2 D � Rn, D est un domaine borné et t � 0 F (t; x) et R(t; x; ")
sont T -périodique en t
Le système moyenné associé au système (2:1) est

_y(t) = "f 0(y(t); t) (2.2)
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PÉRIODIQUES PAR LA MÉTHODE DE
LA MOYENNE

f 0 =
1

T

TZ
0

F (s; y)ds

Le théorème suivant nous dit sous quelles conditions les points singuliers
du système (2:1) fournissent des orbites périodiques du (2:1)

Théorème 2.2.1 On considère le système (2:1) et on suppose les fonctions
F;R;DxF1; D

2
xF1; D

2
xR sont continuées et bornées par une constante M (in-

dépendante de " ) dans [0;+1[�D avec -"0 < " < "0

On suppose que F et R sont T� périodique en t avec T indépendante de
" :
(a) Si p 2 D est un point singulier du système moyenné (2:2) telle que

det(Dxf
0(p)) 6= 0

alors pour j"j > 0 su¢ samment petit il éxiste une solution T� périodique
X"(t) du système (2.1) telle que X"(0)! p quand "! 0
(b) Si le point singulier y = p de système moyenné (2:2) est hyperbolique

alors pour j"j > 0 su¢ samment petit ,la solution périodique correspondante
X"(t) du système (2:1) est unique hyperbolique et de même stabilité que p:

exemple 2.2.1 Soit l�équation de Vender pol

�x+ x = "(1� x2) _x()
�
_x = y
_y = �x+ "(1� x2)y (2:3)

cette forme ce n�est pas exactement que (2:2) pour cela; on utilise les
coordonnées pollaires�

_r = "r(1� r2 cos t) sin2 t
_� = �1 + " cos(1� r2 cos2 t) sin t

Aussi on peut trouver le système (2:2), donc on passe à la technique

dr

d�
= �"r(1� r2 cos2 �) sin2 � +O("2)

(selon develloppement de Taylor)
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2.2. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

Les conditions du théorème sont veri�ées

F (� + 2�; r) = F (�; r) =) T = 2�

L�équation moyennée

f 0(r) =
1

2�

2�Z
0

�(1� r2 cos2 �) sin2 �d� = 1

8
r(r2 � 4)

alors on a _r =
1

8
r(r2 � 4) qui a les points singuliers r = 0; r = 2; r = �2

,l�unique racine positive est r = 2 ,
df0

dr
(2) = 1 > 0 donc le cycle limite est

instable, c�est un cercle de rayon 2:

Proposition 2.2.1 Les systèmes de Lineard de la forme

�
_x = y � "(a1x+ ::::::::::::::+ anxn)
_y = �x (2:4)

avec " su¢ samment petit et an 6= 0 possède au plus [
n� 1
2
] cycles limites

qui bifurquant des orbites périodiques du centre linéaire�
_x = y
_y = �x

et il existe des exemples avec exactement [
n� 1
2
] cycles limites, ici [ ] désigne

la fonction partie entière.
Preuve. Posons x = r cos(�) et y = r sin(�) dans le système (2:4); on obtient

�
_r = �"

Pn
k=1 akr

k cosk+1 �
_� = �1 + " sin �

Pn
k=1 akr

k�1 cosk �

car r _r = x _x+ y _y et r2 _� = x _y � y _x
on passe à la technique

dr

d�
= �"

nX
k=1

akr
k cosk+1(�) +O("2)
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PÉRIODIQUES PAR LA MÉTHODE DE
LA MOYENNE

j�applique la méthode

f 0(r) = � 1

2�

nX
k=1

akr
k

2�Z
0

cosk+1(�)d�

= � 1

2�

nX
k=1

akr
kbk

où bk =
R 2�
0
cosk+1(�)d�; k impaire

dr

d�
= "f 0(r) et, on a

_r = �" 1
2�

 
nX
k=1

akr
kbk

!

mais

nX
k=1

akbkr
k = a1b1r + a3b3r

3 + :::::::::::+ anbnr
n = 0

= r(a1b1 + a3b3r
2 + :::::::::::+ anbnr

n�1) = 0

Comme (n � 1) est paire le nombre de racines est (n � 1).Mais comme
(�r) est aussi une racine, le nombre maximum de racines positives est [n� 1

2
]

mais si n est impaire on a exactement (
n� 1
2
) racines ce qui implique qu�il

a au plus [
n� 1
2
] cycles limites.

Remarque 2.2.1 Si f 0(r) = 1
T

R T
0
F (s; y)ds = 0 ,on passe à la méthode de

la moyenne de deuxième ordre.

2.2.1 Application de la méthode de la moyenne du pre-
mier ordre

On étudie l�éxistence des sycles limites pour le système suivant (système
de dimension 3) par la méthode de la moyenne du premier ordre
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2.2. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

_x = A0x+ "F (x) (2:5)

pour 0 < j"j << 1 où

A0 =

0@ 0 �1 0
1 0 0
0 0 0

1A
et F : R3! R3 est de�nie par

F (x) = Ax+ '(KTx)b

avec K; b 2 R3= f0g ; A 2M3(R) telle que

A =

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A
et ' : R! R est de�nie par

'(x) =

8<:
�1; x 2]�1;�1[
x; x 2 [�1; 1]
1; x 2]1;+1[

telle que la variable indépendente est notée par t, et KT est le transposé de
K
le système (2:5) devient
(2:5) =)

�
X =

0@ 0 �1 0
1 0 0
0 0 0

1A0@ x
y
z

1A+ "
0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A0@ x
y
z

1A
+'

0@0@ K1

K2

K3

1A (x; y; z)
1A0@ b1

b2
b3

1A
on a

'

0@0@ K1

K2

K3

1A (x; y; z)
1A = ' (K1x+K2y +K3z)
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PÉRIODIQUES PAR LA MÉTHODE DE
LA MOYENNE

donc 8<:
_x = �y + "((a11x+ a12y + a13z) + ' (K1x+K2y +K3z) b1)
_y = x+ "((a21x+ a22y + a32z) + ' (K1x+K2y +K3z) b2)
_z = "((a31x+ a32y + a33z) + ' (K1x+K2y +K3z) b3)

En coordonées cylindriques posons x = r cos(�), y = r sin(�); et z = z
donc

r _r = x _x+ y _y

= �xy + "(a11x+ a12y + a13z)
+x' (K1x+K2y +K3z) b1 + xy + "y(a21x+ a22y + a32z)

+y' (K1x+K2y +K3z) b2

= "(a11x
2 + a12xy + a13zx+ a21xy + a22y

2 + a32zy) + '(K1x+K2y +K3z)(b1x+ b2y)

d0où

_r =
"

r
((a11x

2 + a12xy + a13zx+ a21xy + a22y
2 + a32zy) (�)

+'(K1x+K2y +K3z)(b1x+ b2y))

r2� = xy � yx
= r2 + "((a21x

2 + a22yx+ a32zx� a11xy � a12y2 � a13zy)
+'(K1x+K2y +K3z)(b2x+ b1y)

d0où

_� = 1 +
"

r2
((a21x

2 + a22yx+ a32zx� a11xy � a12y2 � a13zy) (��)

+'(K1x+K2y +K3z)(b2x+ b1y))

d�aprés (�), (��) et selon Taylor on a
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2.2. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

dr

d�
=

"

r
[(a11x

2 + a12xy + a13zx+ a21xy + a22y
2 + a32zy)

+'(K1x+K2y +K3z)(b1x+ b2y)]�
[1 +

"

r2
((a21x

2 + a22yx+ a32zx� a11xy � a12y2 � a13zy)

+'(K1x+K2y +K3z)(b2x+ b1y))]
�1

=
"

r
((a11x

2 + a12xy + a13zx+ a21xy + a22y
2 + a32zy) + '(K1x+K2y +K3z)(b1x+ b2y))

= "(a11r cos
2(�) + a12r cos(�) sin(�) + a13z cos(�) + a21r cos(�) sin(�) + a22r sin

2(�)

+a32z sin(�)) + '(K1x+K2y +K3z)(b1� cos(�) + b2 sin(�)))

= "(a11r cos
2(�) + a12r cos(�) sin(�) + a13z cos(�) + a21r cos(�) sin(�) + a22r sin

2(�)

+a32z sin(�)) + f(r cos(�); r sin(�); z)(b1� cos(�) + b2 sin(�)))

= "F1(�; r; z) +O("
2)

telle que

F1(�; r; z) = a11r cos
2(�) + a12r cos(�) sin(�) + a13z cos(�) + a21r cos(�) sin(�) + a22r sin

2(�)

+a32z sin(�)) + f(x)(b1� cos(�) + b2 sin(�))

avec
f(r cos(�); r sin(�); z) = '(K1x+K2y +K3z)

et

dz

d�
= "((a31x+ a32y + a33z) + ' (K1x+K2y +K3z) b3)�

(1 +
"

r2
((a21x

2 + a22yx+ a32zx� a11xy � a12y2 � a13zy)

+'(K1x+K2y +K3z)(b2x+ b1y)))
�1

= "((a31x+ a32y + a33z) + ' (K1x+K2y +K3z) b3)(1�
"

r2
((a21x

2 + a22yx

+a32zx� a11xy � a12y2 � a13zy)� '(K1x+K2y +K3z)(b2x+ b1y)))

= "((a31r cos � + a32r sin � + a33z) + b3'(K1r cos � +K2r sin � +K3z))

= "F2(�; r; z) +O("
2)

Alors (2:5) s�écrit
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PÉRIODIQUES PAR LA MÉTHODE DE
LA MOYENNE

8><>:
dr

d�
= "F1(�; r; z) +O("

2)

dz

d�
= "F2(�; r; z) +O("

2)

Remarque 2.2.2 A la place de ' (K1x+K2y +K3z), on peut considérer
'(x). On obtient un système équivalent

Donc les fonctions F1(�; r; z) et F2(�; r; z) deviennent

F1(�; r; z) = a11r cos
2(�) + a12r cos(�) sin(�) + a13z cos(�) + a21r cos(�) sin(�)

+a22r sin
2(�) + a32z sin(�)) + '(r cos(�))(b1� cos(�) + b2 sin(�)

F2(�; r; z) = a31r cos(�) + a32r sin(�) + a33z + b3'(r cos(�))

Calculons les moyennes de F1 et F2

f1(r; z) =
1

2�

R 2�
0
F1(�; r; z)d�

f2(r; z) =
1

2�

R 2�
0
F2(�; r; z)d�

On pose
I1(r) =

R 2�
0
cos(�)'(r cos(�))d�

I2 =
R 2�
0
sin(�)'(r cos(�))d�

I3 =
R 2�
0
'(r cos(�))d�

On obtient

I1(r) =

2�Z
0

cos(�)'(r cos(�))d� =

8<: r� pour 0 < r � 1

2

p
r2 � 1
r

+ r� � 2 arctan(
p
r2 � 1 r > 1

I2(r) =

2�Z
0

sin(�)'(r cos(�))d� =

( R 2�
0
sin(�)r cos(�)d� = 0R 2�

0
sin(�)d� = 0

Alors I2(r) = 0 ;8r > 0
I3 =

R 2�
0
'(r cos(�))d�

Si 0 < r � 1 alors jr cos(�)j � 1;8� 2 [0; 2�], ce qui implique que :
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2.2. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

'(r cos(�)) = r cos(�), mais
R 2�
0
r cos(�)d� = 0, ce qui donneR 2�

0
'(r cos(�))d� = 0; 0 < r � 1

Si r > 1, soit �c 2]0; 2�[ telle que cos(�c) =
1

r
alors on obtient

2�Z
0

'(r cos(�))d� =

�cZ
0

d� +

���cZ
�c

cos(�)d� �
�+�cZ
���

d� + r

2���ccZ
�+�c

cos(�)d� +

2�Z
2���c

d�

= �c + (sin()j���c�c
� (2�c) + r(sin()j2���c�+�c

+ �c

= sin(� � �c)� sin(�c) + r(sin(2� � �c)� sin(� + �c))
= 0

f1(r; z) et f2(r; z) deviennent

f1(r; z) =
1

2�
f

2�Z
0

a11r cos
2(�)d� + b1

2�Z
0

cos(�)'(r cos(�))d� + a22r

2�Z
0

sin2 �d� g(2:6)

=
1

2�
(a11r�) +

b1
2�
I1(r) +

1

2�
(a22r�)

et

f2(r; z) =
1

2�

2�Z
0

a33zd� + b3

2�Z
0

'(r cos(�)d� (2:7)

=
1

2�
(a33z2�) +

b3
2�
I3(r)

= a33z

On résoudre le système de deux équations (2:6) et (2:7)( r

2
(a11 + a22) +

1
2�
b1I1(r) = 0

a33z = 0

Si a33 = 0, il y�a une famille continue d�orbites périodiques, donc il n�existe
pas des cycles limites.
Si a33 6= 0, alors z = 0:
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Si 0 < r � 1 alors
r

2
(a11 + a22) + b1I1(r) =

r

2
(a11 + a22) + b1

r�

2�
= 0

)
r

2
(a11 + a22 + b1) = 0

si a11 + a22 + b1 6= 0 alors pas de cycle limite.
si a11 + a22 + b1 = 0 alors r quelconque, donc on a un disque (i:e) pas de

cycle limite.
Si r > 1 alors

r

2
(a11+a22)+b1I1(r) =

r

2
(a11+a22)+b1(

2
p
r2 � 1
r

+r��2 arctan(
p
r2 � 1)) = 0

)

r

2
f(a11 + a22) + 2b1� + 4b1(

p
r2 � 1
r2

� arctan(
p
r2 � 1))g = 0

)
a11 + a22 + 2b1�

4b1
= arctan(

p
r2 � 1)�

p
r2 � 1
r2

(2:8)

La dérivée de
�
arctan(

p
r2 � 1)�

p
r2 � 1
r2

�
est

2
p
r2 � 1
r3

> 0

Comme r > 0 alors

lim
r!1

�
arctan(

p
r2 � 1)�

p
r2 � 1
r2

�
= 0

et

lim
r!1

�
arctan(

p
r2 � 1)�

p
r2 � 1
r2

�
=
�

2

c-à-d

0 < arctan(
p
r2 � 1) �

p
r2 � 1
r2

<
�

2
, ce qui donne

a11 + a22 + 2b1�

4b1
2

]0;
�

2
[, et on a a33 6= 0, donc l�équation (2:8) a une seulle solution positive r�

si

a33 6= 0 et
a11 + a22 + 2b1�

4b1
2]0; �

2
[
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2.2. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DU PREMIER ORDRE

Il faut véri�er que le déterminant de la matrice
d(f1; f2)

d(r; z)
est di¤érent de

zéro en (r�; 0)
On a

d(f1; f2)

d(r; z)
=

�
df1
dz

df2
dz

df1
dr

df2
dr

�
=

0@ 0 a33

1
2
(a11 + a22 + 2b1�) + b1(

�2
p
r2 � 1
r2

� 2 arctan(
p
r2 � 1)) 0

1A
)

D = �a33
�
1

2
(a11 + a22 + 2b1�) + b1(

�2
p
r2 � 1
r2

� 2 arctan(
p
r2 � 1))

�

mais
a11 + a22 + 2b1�

4b1
= arctan(

p
r2 � 1)�

p
r2 � 1
r2

donc

D = �a33
�
2b1(

a11 + a22 + 2b1�

4b1
)� 2b1(

p
r2 � 1
r2

+ arctan(
p
r2 � 1))

�
(2:9)

= 2b1a33

�
�(�

p
r2 � 1
r2

+ arctan(
p
r2 � 1)) + (

p
r2 � 1
r2

+ arctan(
p
r2 � 1))

�
= 2b1a33

�
2

p
r2 � 1
r2

�
= 4b1a33

�p
r2 � 1
r2

�
6= 0

telle que b1 6= 0 selon (2:9), donc le déterminent est di¤érent de zéro.
On a le résultat suivant

Théorème 2.2.2 Le système di¤érentiel (2:9) a un cycle limite si " 6= 0

su¢ samment petit, a33 6= 0 et
a11 + a22 + 2b1�

4b1
2]0; �

2
[:

2.2.2 Autre méthode de la moyenne du premier ordre

On considère le système

�x(t) = F0(t;x) + "F1(t; x) + "
2F2(t; x; ") (2.10)
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avec " = 0 à " 6= 0 su¢ samment petit .Les fonctions F0; F1 : R�
! Rn

et F2 : R�
�(�"0; "0)! Rn sont de classe C2, T -périodiques en le premier
variable, et 
 est une sous ensemble ouverte de Rn:Le système inperturbé

�x(t) = F0(t;x) (2:11)

a une sous variété des solutions périodiques.La solution de ce système
(2:11) est donnée par la méthode de la moyenne.
SoitX(t; z) la solution du système inperturbé (2.11) telle queX(0; z) = z:
Le système linéarisé sur le long de la solution périodique X(t; z) est

�y = DxF0(t; x(t; z))y (2:12)

SoitMz(t) la matrice fondamentalle du système (2:12) et � : Rk�Rn�k !
Rk la projection de Rn dans Rk c-a-d �(x1; :::; xn) = (x1; :::; xk):

Théorème 2.2.3 Soit V � Rk ouvert et borné, et soit �0 : CI(V ) ! Rn�k
une fonction de classe C2.

On suppose que
1) Z = fz� = (�; �0(�));� 2 CI(V )g � 
 et pour chaque z� 2 Z la

solution X(t; z�) du système (2.11) est T�périodique.
2) Pour chaque z� 2 Z il existe une matrice fondamentalle Mz�(t) de

(2:12) telle que la matriceM�1
z� (0)�M�1

z� (T ) a k�(n�k)matrices nulles dans
la partie droite superieure et dans la partie droite inferieure a (n�k)�(n�k)
matrices �� telle que det(��) 6= 0:
On considère la fonction F : CI(V )! Rk

F (�) = �(

TZ
0

M�1
z� (t)F1(t;X(t; z�))dt)

S�il éxiste a 2 V avec F (a) = 0 et det((
dF

d�
)(a)) 6= 0; alors il éxiste une

solution '(0; ")du système (2:10) telle que '(0; ")! z� quand "! 0

Preuve. Voir [6]
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2.3. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DU SECOND ORDRE

2.3 La méthode de la moyenne du second ordre

Le théorème suivant fournit une approximation du second ordre pour les
solutions d�un certain système di¤érentiel périodique.

Théorème 2.3.1 On considère les deux problèmes à valeurs initiales sui-
vantes

dx

dt
= "f(t; x) + "2g(t; x) + "3h(t; x; ") ; x(0) = x0: (2:13)

et
dy

dt
= "f 0(y) + "2f 10(y) + "2g0(y) ; y(0) = x0: (2:14)

avec f : [0;1[ �D ! G et g : [0;1[ � G � ]0; "0] ! R; D un ouvert de
R ,f; g et h sont T - périodiques, et

f 1(t; x) =
@f

@x
y1(t; x)� @y

1

@x
f 0(x): (2:15)

où

y1(t; x) =

tZ
0

[f(s; x)� f 0(x)]ds+ z(x): (2:16)

avec z(x) une fonction de classe C1 telle que la moyenne de y1 est égale à
zéro. En autre f 0,f 10 et g0 dénotent les fonctions moyennées de f ; f 1 et g
respectivement. Supposons que

(i)
@f

@x
est lipchitzienne en x et toutes ces fonctions sont continues sur

leurs domaine de dé�nition.

(ii) jh(t; x; ")j est uniformément bornée par une constante dans [0; L
"
[�D�

]0; "0] ;
(iii) T est indépendant de " ;
(iv) y(t) appartient à D dans la durée 1

"
. Alors

x(t) = y(t) + "y1(t; y(t)) + 0("2) quand "! 0.

Supposons que f 0(y) � 0, alors les a¢ rmations suivantes sont satisfaîtes
(a) Si p est le point critique du système moyenné (2.7) telle que :

@

@y
(f 10(y) + g0(y))(p) 6= 0: (2:17)
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donc, il existe une solution T -périodique �(t; ") de l�équation (2.6) telle que

�(t; ")! p quand "! 0:

(b) Si le point critique y = p de système moyenné (2.7) est hyperbolique alors
pour j"j > 0 su¢ samment petit la solution pérodique �(t; ") correspondante
du système (2.6) est unique, hyperbolique et de même type de stabilité que p.

Preuve. Voir théorème 3:5:1 de.Shafaravich et voir aussi [3]
On applique la méthode pour étudier les solutions périodiques qui bi-

furquent à partir de l�origine (bifurcation de Hopf) du système quadratique�
_x = �y � �3x2 + (2�2 + �5)xy + �6y2 + "2a1x
_y = x+ �2x

2 + (2�3 + �4)xy � �2y2 + "2a1y
(2:18)

" = 0 et si a1�5(�3 � �6) > 0, on a le résultat

Proposition 2.3.1 Si a1�5(�3 � �6) > 0 alors pour " = 0 on a un cycle
limite bifurque de l�origine du système (2:13) (bifurcation de Hopf) .

Pour " > 0 cet cycle limite en coordonnées polaires est donnée par

r(�; ") = "�0 + "
2c(�)�20 +O("

3)

où

�0 = 2

s
2a1

�5(�3 � �6)

c(�) = � 1
12
[3�5 cos � + (4�2 + �5) cos 3� + 3(�3 � �4 + �6) sin � + (3�3 + �4 + �6) sin 3�]

Dans les coordonnées polaires x = r cos � et y = r sin � le système (2:13)
devient �

_r = �1r + a(�)r
2

_� = 1 + b(�)r
(2:19)

où

a(�) = ��3 cos �+(3�2+�5) cos2 � sin �+(2�3+�4+�6) cos � sin2 ���2 sin3 �
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2.3. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DU SECOND ORDRE

b(�) = �2 cos
3 � + (3�3 + �4) cos

2 � sin � � (3�2 + �5) cos � sin2 � � �6 sin3 �

On remarque que a et b sont des polynômes homogènes de degré 3 en les
variables cos � et sin �
Dans la région R = f(r; �); 1 + b(�)r > 0g le système di¤érentiel (2:18)

est équivalent à l�équation di¤érentielle

dr

d�
=
�1r + a(�)r

2

1 + b(�)
(2:20)

La transformation (r; �) ! (�; �) avec � =
r

1 + b(�)r
est un di¤éomor-

phisme de R dans l�image de R.
L�équation (2:20) s�écrit

d�

d�
= A(�)�3+B(�)�2+�1� = b(�)(�1b(�)�a(�))�3+(a(�)��b(�)�2�1b(�))�2+�1�

Maintenant pour appliquer la méthode sur l�équation du système (2:20).Soit
le changement de variable � = �" l�équation devient

d�

d�
= "(a(�)� �b(�))�2 + "2(a1 � a(�)b(�)�2)� + "3(�2 + b(�)�)a1b(�)�2

c�est un cas particulier du système (2:13) telle que8<: f(�; �) = (a(�)� �b(�)�2
g(�; �) = a1� � a(�)b(�)�3
R(�; �) = �2a1b(�)�2 + "a1b(�)2�3

Il est clair que les fonctions F;G et R satisfaites tous les hypothèses du
théorème de la moyenne du second ordre avec T = 2�.
Aprés le calcul on trouve

f 0(�) = 0

y1(�; �) =
1

3
(3(�3 � �6) sin � + (3�3 + �4 + �6) sin 3� + (4�2 + �5)

f 0(�) = 0
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CHAPITRE 2. LES ORBITES PÉRIODIQUES PAR LA MÉTHODE DE
LA MOYENNE

g0(�) =
1

8
�(8a1 + �5(�6 � �3)�2

Par la méthode on déduit que si a1�5(�3� �6) > 0 alors l�équation a une

solution périodique de période 2� qui est fermée pour �0 = 2
r

2a1
�5(�3 � �6)

et �(�; ")! �0 quand "! 0
Plus présisement par la méthode de la moyenne du second ordre, on ob-

tient

�(�; ") = �0 + "y
1(�; �) +O("2)

Donc en revenant à l�équation

d�

d�
= A(�)�3 +B(�)�2 + �1� (2:21)

A une solution 2��périodique, �(�; ") = �(�; ") proche de �0 = �0" telle
que �(�; ")! 0 quand "! 0
Finalement retournant à l�équation (2:20) qui a une solution 2��périodique

r(�; ") =
"�(�; ")

1� "b(�)�(�; ") (2:22)

telle que r(�; ") ! 0 quand " ! 0.Donc cette solution périodique r(�; ") est
crée par bifurcation de Hopf à l�origine du système (2:18) quand "! 0 tou-
jour le coé¢ cient du système satisfait : a1�5(�3 � �6) > 0.La proposition est
preuvée lorsqu�on developpe l�équation (2:22) en série de Taylor par rapport
à ", c-à-d on trouve l�éxpression (2:13), par conséquent la proposition est
prouvée.

2.4 La méthode de la moyenne du troisième
ordre

Théorème 2.4.1 Soit le système di¤érentiel

_x = "F1(t; x) + "
2F2(t; x) + "

3F3(t; x) + "
4R(t; x; ") (2:23)
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2.4. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DU TROISIÈME ORDRE

où F1; F2 et F3 : R�D ! R; R : R�D � (�"f ; "f )! R sont des fonctions
continues, T-périodique en t, D un intervalle ouvert de R.
On suppose que
(i) F1(t; :) 2 C2(D); F2(t; :) 2 C1(D); 8t 2 R; F1; F2; F3; R; D2

xF1 et DxF2
sont localement lipchitziennes par rapport à x; R est deux fois dérivable par
rapport à ".
on prend f1; f2; f3 : D ! R
et

f3(z) =

TZ
0

�
1

2

@F1
@z2

(s; z) (y1(s; z))
2 +

1

2

@F1
@z
(s; z)y2(s; z) +

@F2
@z
(s; z)y1(s; z) + F3(s; z)

�
ds

où

y1(s; z) =

sZ
0

F1(t; z)dt

y2(s; z) =

sZ
0

24@F1
@z
(t; z)

tZ
0

F1(r; z)dr + F2(t; z)

35 dt
de plus, en suppose que
(ii) pour V � D une intervalle ouvert bornée de R et " 2 (�"f ; "f ) n f0g, il
existe a" 2 V tel que (f1+ "f2+ "2f3)(a") = 0 et dB(f1+ "f2+ "2f3; V; 0) 6= 0
alors pour j"j � 0 su¢ samment petit, il existe une solution T-périodique
�(:; ") de (2:22)
Preuve. Voir [2] :
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Chapitre 3

Perturbation d�un centre
linéaire par des polynômes de
degré 4

3.1 Resumé

Dans ce chapitre ,on s�intéresse à la recherche du nombre maximum de
cyles limites des systèmes linéaires perturbés par des polynômes de degré
quatre dans R2 et R3, en utilisant la méthode de la moyenne du premier
ordre et second ordre .On donne aussi des exemples.

3.2 la méthode de la moyenne de premier
ordre dans R2

On considère le système di¤érentiel

8>><>>:
_x = �y + "(a0;4y4 + a0;3y3 + a0;2y2 + a0;1y + a0;0 + a1;1xy + a1;2xy2 + a2;2x2y2

+ a1;3xy
3 + a2;0x

2 + a3;0x
3 + a4;0x

4 + a4;0x
4 + a2;1x

2y + a1;0x+ a3;1x
3y)

_y = x+ "(b0;4y
4 + b0;3y

3 + b0;2y
2 + b0;1y + b0;0 + b1;1xy + b1;2xy

2 + b2;2x
2y2

+ b1;3xy
3 + b2;0x

2 + b3;0x
3 + b4;0x

4 + b4;0x
4 + b2;1x

2y + b1;0x+ b3;1x
3y)

(3.1)
dans les coordonnées polaires on a x = r cos � et y = r sin �, le système
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3.2. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DE PREMIER ORDRE DANS
R2

(3.1) s�écrit sous la forme8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_r = �(cos (�) a0;2r
2 + (cos (�))5 b1;3r

4 + b0;3r
3 + cos (�) a0;4r

4

+a2;0r
2 (cos (�))3 + a3;0r

3 (cos (�))4 + a4;0r
4 (cos (�))5

+a1;0r (cos (�))
2 + sin (�) b0;0 + cos (�) a0;0 + a1;1r

2 (cos (�))2 sin (�)

+a2;1r
3 (cos (�))3 sin (�) + a3;1r

4 (cos (�))4 sin (�)

+ cos (�) a0;1r sin (�) + sin (�) b2;0r
2 (cos (�))2 + sin (�) b3;0r

3 (cos (�))3

+sin (�) b4;0r
4 (cos (�))4 + sin (�) b1;0r cos (�) + b0;1r

+cos (�) b1;3r
4 � 2 (cos (�))3 a0;4r4 � 2 (cos (�))3 b1;3r4

�2 (cos (�))2 b0;3r3 � (cos (�))5 b3;1r4 � (cos (�))5 a2;2r4
� (cos (�))4 b2;1r3 � (cos (�))4 a1;2r3 � (cos (�))3 a0;2r2
� (cos (�))3 b1;1r2 + (cos (�))5 a0;4r4 + (cos (�))4 b0;3r3
� (cos (�))2 b0;1r + (cos (�))3 b3;1r4 + (cos (�))3 a2;2r4
+(cos (�))2 b2;1r

3 + (cos (�))2 a1;2r
3 + cos (�) b1;1r

2

+sin (�) (cos (�))2 a1;3r
4 + sin (�) (cos (�))2 b2;2r

4

+sin (�) cos (�) a0;3r
3 + sin (�) cos (�) b1;2r

3 � 2 sin (�) b0;4r4 (cos (�))2
� sin (�) (cos (�))4 a1;3r4 � sin (�) (cos (�))4 b2;2r4 � sin (�) (cos (�))3 a0;3r3
� sin (�) (cos (�))3 b1;2r3 + sin (�) (cos (�))4 b0;4r4
� sin (�) (cos (�))2 b0;2r2 + sin (�) b0;4r4 + sin (�) b0;2r2)
_� = 1 + �(�a0;1 + cos (�) b0;1 sin (�) + r2 (cos (�))4 a2;1 �

sin (�) a0;0
r

+r3b2;2 (cos (�))
3 + r3 (cos (�))5 a3;1 + r

2b1;2 (cos (�))
2

�r (cos (�))3 b0;2 + r2b3;0 (cos (�))4 � r3a3;1 (cos (�))3
+rb2;0 (cos (�))

3 + r (cos (�))3 a1;1 � r2 (cos (�))4 a0;3
+r3 sin (�) (cos (�))4 a2;2 + r

2 sin (�) cos (�) b0;3
+2 r3 (cos (�))3 a1;3 + r cos (�) b0;2 + r

3 cos (�) b0;4
�r2 (cos (�))4 b1;2 � r3a1;3 cos (�) + 2 r2 (cos (�))2 a0;3
�r3 (cos (�))5 b2;2 +

cos (�) b0;0
r

� ra1;1 cos (�)� r3 (cos (�))5 a1;3
�2 r3 (cos (�))3 b0;4 + r3 (cos (�))5 b0;4 � r2a2;1 (cos (�))2
+r3b4;0 (cos (�))

5 � r sin (�) a0;2 � r3 sin (�) a0;4 � sin (�) a1;0 cos (�)
�r2a0;3 + (cos (�))2 a0;1 + b1;0 (cos (�))2 � r2 sin (�) a3;0 (cos (�))3
�r sin (�) a2;0 (cos (�))2 + rb1;1 (cos (�))2 sin (�) + r2b2;1 (cos (�))3 sin (�)
+r3b3;1 (cos (�))

4 sin (�) + r sin (�) (cos (�))2 a0;2 + r
3 sin (�) b1;3 (cos (�))

2

+r2 sin (�) (cos (�))3 a1;2 � r3 sin (�) a2;2 (cos (�))2
�r3 sin (�) a4;0 (cos (�))4 � r2 sin (�) a1;2 cos (�) + 2 r3 sin (�) a0;4 (cos (�))2
�r3 sin (�) (cos (�))4 b1;3 � r2 sin (�) (cos (�))3 b0;3 � r3 sin (�) (cos (�))4 a0;4)
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D�UN CENTRE LINÉAIRE PAR DES
POLYNÔMES DE DEGRÉ 4

pour appliquer la méthode de la moyenne on utilise la technique

dr

d�
= (�2 (cos (�))3 b1;3r4 + sin (�) b0;2r2 + sin (�) b0;0 + a2;0r2 (cos (�))3

+a4;0r
4 (cos (�))5 + a1;0r (cos (�))

2 + a3;0r
3 (cos (�))4

+cos (�) a0;0 + a1;1r
2 (cos (�))2 sin (�) + a2;1r

3 (cos (�))3 sin (�)

+a3;1r
4 (cos (�))4 sin (�) + cos (�) a0;1r sin (�) + sin (�) b2;0r

2 (cos (�))2

+sin (�) b3;0r
3 (cos (�))3 + sin (�) b4;0r

4 (cos (�))4

+sin (�) b1;0r cos (�) + b0;1r � (cos (�))2 b0;1r � (cos (�))4 a1;2r3
+b0;3r

3 + cos (�) a0;4r
4 + cos (�) b1;3r

4 � 2 (cos (�))3 a0;4r4
�2 (cos (�))2 b0;3r3 � (cos (�))5 b3;1r4 � (cos (�))5 a2;2r4
� (cos (�))4 b2;1r3 � (cos (�))3 a0;2r2 � (cos (�))3 b1;1r2
+(cos (�))5 a0;4r

4 + (cos (�))5 b1;3r
4 + (cos (�))4 b0;3r

3

+(cos (�))3 b3;1r
4 + (cos (�))3 a2;2r

4 + (cos (�))2 b2;1r
3

+cos (�) a0;2r
2 + (cos (�))2 a1;2r

3 + cos (�) b1;1r
2

+sin (�) (cos (�))2 a1;3r
4 + sin (�) (cos (�))2 b2;2r

4

+sin (�) cos (�) a0;3r
3 + sin (�) cos (�) b1;2r

3 � 2 sin (�) b0;4r4 (cos (�))2
� sin (�) (cos (�))4 a1;3r4 � sin (�) (cos (�))4 b2;2r4 � sin (�) (cos (�))3 a0;3r3
� sin (�) (cos (�))3 b1;2r3 + sin (�) (cos (�))4 b0;4r4
� sin (�) (cos (�))2 b0;2r2 + sin (�) b0;4r4)�+O (�2)

dr

d�
= "F1(r; �) +O("

2)

alors

f1(r) =
1

2�

2�Z
0

F1(r; �)d� =
1

8
r
�
4 b0;1 + 3 b0;3r

2 + b2;1r
2 + a1;2r

2 + 3 a3;0r
2 + 4 a1;0

�
Donc le système (3.1) a au plus un cycle limite.

exemple 3.2.1 On considère le système suivant�
_x = �y + "(x+ 2xy2)
_y = x+ "(�3y + 6x2y2) (3.2)

En coordonnées polaires on trouve8>><>>:
_r = (6r4 cos2(�) sin(�)� 6r4 cos4(�) sin(�) + 4r cos2(�)� 2r3 cos4(�)

+ 2r3 cos2(�)� 3r)"
_� = 1 + (2 sin(�)r2 cos3(�)� 4 cos(�) sin(�)� 2 sin(�)r2 cos(�)

� 6 cos5(�)r3 + 6r3 cos3(�))"
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3.2. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DE PREMIER ORDRE DANS
R2

Ou d�une manière équivalante

dr

d�
= (6r4 cos2(�) sin(�)� 6r4 cos4(�) sin(�) + 4r cos2(�)� 2r3 cos4(�)

+2r3 cos2(�)� 3r)"+O(")

telle que
dr

d�
= "F1(r; �) +O("

2)

On peut appliquer la méthode de la moyenne

f1(r) =
1

2�

2�Z
0

F1(r; �)d� =
1

4
r(�4 + r2)

f1(r) = 0) r = 0;�2; 2

Donc, on a un seul cycle limite stable pour r = 2 parceque
df1
dr
(2) = �1

4
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D�UN CENTRE LINÉAIRE PAR DES
POLYNÔMES DE DEGRÉ 4

3.3 la méthode de la moyenne de premier

ordre dans R3

On considère le système di¤érentiel8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_x = �y + "(a1;1;1xyz + a2;1;1x2yz + a1;2;1xy2z + a1;1;2xyz2 + a2;2;0x2y2 + a0;1;3yz3
+ a1;0;2xz

2 + a1;0;1xz + a3;0;1x
3z + a0;0;1z + a0;0;2z

2 + a0;0;3z
3 + a0;0;4z

4 + a0;0;0
+ a1;1;0xy + a2;1;0x

2y + a1;2;0xy
2 + a1;3;0xy

3 + a2;0;1x
2z + a3;0;1x

3z + a1;0;0x+ a2;0;0x
2

+ a3;0;0x
3 + a4;0;0x

4 + a0;1;0y + a0;2;0y
2 + a0;3;0y

3 + a0;4;0y
4 + a0;1;1yz + a0;2;1y

2z
+ a0;3;1y

3z + a2;0;2x
2z2 + a0;1;2yz

2 + a0;2;2y
2z2 + a1;0;3xy

3)
_y = �y + "(b1;1;1xyz + b2;1;1x2yz + b1;2;1xy2z + b1;1;2xyz2 + b2;2;0x2y2 + b0;1;3yz3

+ b1;0;2xz
2 + b1;0;1xz + b3;0;1x

3z + b0;0;1z + b0;0;2z
2 + b0;0;3z

3 + b0;0;4z
4 + b0;0;0

+ b1;1;0xy + b2;1;0x
2y + b1;2;0xy

2 + b1;3;0xy
3 + b2;0;1x

2z + b3;0;1x
3z + b1;0;0x+ b2;0;0x

2

+ b3;0;0x
3 + b4;0;0x

4 + b0;1;0y + b0;2;0y
2 + b0;3;0y

3 + b0;4;0y
4 + b0;1;1yz + b0;2;1y

2z
+ b0;3;1y

3z + b2;0;2x
2z2 + b0;1;2yz

2 + b0;2;2y
2z2 + b1;0;3xy

3)
_z = "(c1;1;1xyz + c2;1;1x

2yz + c1;2;1xy
2z + c1;1;2xyz

2 + c2;2;0x
2y2 + c0;1;3yz

3

+ c1;0;2xz
2 + c1;0;1xz + c3;0;1x

3z + c0;0;1z + c0;0;2z
2 + c0;0;3z

3 + c0;0;4z
4 + c0;0;0

+ c1;1;0xy + c2;1;0x
2y + c1;2;0xy

2 + c1;3;0xy
3 + c2;0;1x

2z + c3;0;1x
3z + c1;0;0x+ c2;0;0x

2

+ c3;0;0x
3 + c4;0;0x

4 + c0;1;0y + c0;2;0y
2 + c0;3;0y

3 + c0;4;0y
4 + c0;1;1yz + c0;2;1y

2z
+ c0;3;1y

3z + c2;0;2x
2z2 + c0;1;2yz

2 + c0;2;2y
2z2 + c1;0;3xy

3)
(3.3)

Dans les coordonnées cylindriques on a x = r cos �, y = r sin � et z = z le
système (3.3) s�écrit sous la forme8<:

_r = �1(r; �; z)
_� = �2(r; �; z)
_z = �3(r; �; z)
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3.3. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DE PREMIER ORDRE DANS

R3

Où

�1(r; �; z) = cos (�) a0;1;0r sin (�)� (cos (�))
3 b1;1;1r

2z � (cos (�))4 a1;2;1r3z
� (cos (�))3 a0;2;1r2z � (cos (�))4 b2;1;1r3z � (cos (�))3 a0;2;2r2z2
+sin (�) cos (�) b1;2;0r

3 � (cos (�))2 b0;1;3rz3 + (cos (�))4 b0;3;1r3z
+b2;1;1r

3 (cos (�))2 z + a1;2;1r
3 (cos (�))2 z + a1;0;2r (cos (�))

2 z2

+sin (�) cos (�) a0;3;0r
3 + sin (�) (cos (�))2 a1;3;0r

4

+sin (�) (cos (�))2 b2;2;0r
4 � (cos (�))2 b0;1;1rz

+sin (�) b0;2;1r
2z + a3;1;0r

4 (cos (�))4 sin (�)� (cos (�))2 b0;1;2rz2
+sin (�) b0;2;2r

2z2 + b1;1;2r
2 cos (�) z2 + b1;1;1r

2 cos (�) z

+cos (�) a0;2;1r
2z + cos (�) a0;2;2r

2z2 + a2;0;1r
2 (cos (�))3 z

+a1;2;0r
3 (cos (�))2 � (cos (�))5 a2;2;0r4 � (cos (�))4 a1;2;0r3

+a1;1;0r
2 (cos (�))2 sin (�) + a3;0;0r

3 (cos (�))4 � (cos (�))4 b2;1;0r3
� (cos (�))5 b3;1;0r4 � (cos (�))3 a0;2;0r2 + a4;0;0r4 (cos (�))5
+b2;1;0r

3 (cos (�))2 + a3;0;1r
3 (cos (�))4 z + cos (�) a0;0;4z

4

+b1;1;0r
2 cos (�) + cos (�) a0;0;1z � (cos (�))3 b1;1;0r2

+cos (�) a0;0;3z
3 � (cos (�))2 b0;1;0r + sin (�) b0;0;2z2

+sin (�) b0;0;4z
4 + (cos (�))5 a0;4;0r

4 + a2;0;2r
2 (cos (�))3 z2

+(cos (�))5 b1;3;0r
4 + a2;1;0r

3 (cos (�))3 sin (�) + sin (�) b0;4;0r
4

+a1;0;0r (cos (�))
2 + cos (�) a0;0;2z

2 + sin (�) b0;0;3z
3

+b3;1;0r
4 (cos (�))3 + cos (�) a0;4;0r

4 � sin (�) (cos (�))4 a1;3;0r4
+a1;0;3r (cos (�))

2 z3 + a1;0;1r (cos (�))
2 z + b1;3;0r

4 cos (�)

+ cos (�) a0;2;0r
2 + b0;1;3rz

3 + a2;2;0r
4 (cos (�))3 + sin (�) b0;2;0r

2

+a2;0;0r
2 (cos (�))3 + sin (�) b0;0;1z + (cos (�))

4 b0;3;0r
3

+b0;3;1r
3z + b0;1;2rz

2 + b0;1;1rz � 2 (cos (�))3 a0;4;0r4
�2 (cos (�))3 b1;3;0r4 � 2 (cos (�))2 b0;3;0r3 + sin (�) b4;0;0r4 (cos (�))4
� sin (�) (cos (�))3 b1;2;0r3 + b0;1;0r + b0;3;0r3 � sin (�) (cos (�))3 a0;3;0r3
+cos (�) a0;0;0 + cos (�) a0;1;1r sin (�) z + sin (�) cos (�) a0;3;1r

3z
+sin (�) cos (�) b1;2;1r

3z + cos (�) a0;1;3r sin (�) z
3

+a1;1;1r
2 (cos (�))2 sin (�) z + sin (�) b0;0;0 + sin (�) b3;0;0r

3 (cos (�))3

� sin (�) (cos (�))4 b2;2;0r4 + cos (�) a0;1;2r sin (�) z2 + sin (�) b2;0;2r2 (cos (�))2 z2
+a2;1;1r

3 (cos (�))3 sin (�) z + sin (�) b1;0;2r cos (�) z
2
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+a1;1;2r
2 (cos (�))2 sin (�) z2 + sin (�) b3;0;1r

3 (cos (�))3 z

+sin (�) b1;0;3r cos (�) z
3 � sin (�) (cos (�))3 a0;3;1r3z

� sin (�) (cos (�))3 b1;2;1r3z + sin (�) b1;0;1r cos (�) z
� sin (�) (cos (�))2 b0;2;1r2z � sin (�) (cos (�))2 b0;2;2r2z2
+sin (�) b2;0;1r

2 (cos (�))2 z + sin (�) b2;0;0r
2 (cos (�))2

+sin (�) (cos (�))4 b0;4;0r
4 + sin (�) b1;0;0r cos (�)

� sin (�) (cos (�))2 b0;2;0r2 � (cos (�))3 b1;1;2r2z2
�2 (cos (�))2 b0;3;1r3z � 2 sin (�) b0;4;0r4 (cos (�))2

�2(r; �; z) = 1 + ((cos (�))
3 a1;1;2r

2z2 � (cos (�))4 a0;3;1r3z � sin (�) a0;2;1r2z
+sin (�) (cos (�))2 a0;2;0r

2 + (cos (�))2 a0;1;3rz
3

+(cos (�))3 a1;1;1r
2z + (cos (�))2 a0;1;2rz

2 � sin (�) a1;0;0r cos (�)
�a0;3;0r3 � a0;1;0r + cos (�) b0;0;0 � sin (�) a0;0;0 � sin (�) a2;0;1r2 (cos (�))2 z
� sin (�) a3;0;1r3 (cos (�))3 z � sin (�) a2;0;2r2 (cos (�))2 z2
+sin (�) (cos (�))3 a1;2;1r

3z + sin (�) (cos (�))2 a0;2;1r
2z

+sin (�) (cos (�))2 a0;2;2r
2z2 + cos (�) b0;1;1r sin (�) z

+cos (�) b0;1;2r sin (�) z
2 + b1;1;1r

2 (cos (�))2 sin (�) z

+b2;1;1r
3 (cos (�))3 sin (�) z + b1;1;2r

2 (cos (�))2 sin (�) z2

� sin (�) a1;2;1r3 cos (�) z + sin (�) cos (�) b0;3;1r3z + 2 (cos (�))2 a0;3;0r3
�2 (cos (�))3 b0;4;0r4 + 2 (cos (�))3 a1;3;0r4 + cos (�) b0;1;3r sin (�) z3
+b2;2;0r

4 (cos (�))3 + cos (�) b0;2;0r
2 � (cos (�))5 b2;2;0r4 � a3;1;0r4 (cos (�))3

+b1;2;0r
3 (cos (�))2 � a2;1;0r3 (cos (�))2 � a0;3;1r3z � a0;1;1rz

�a0;1;2rz2 � a0;1;3rz3 � (cos (�))4 b1;2;0r3 � (cos (�))3 b0;2;0r2
� (cos (�))5 a1;3;0r4 � (cos (�))4 a0;3;0r3 � sin (�) a0;4;0r4
� sin (�) a0;2;0r2 + b4;0;0r4 (cos (�))5 + b1;0;0r (cos (�))2
+b2;0;0r

2 (cos (�))3 + b3;0;0r
3 (cos (�))4 + cos (�) b0;0;1z

+cos (�) b0;0;4z
4 + cos (�) b0;0;2z

2 + cos (�) b0;0;3z
3 � sin (�) a0;0;2z2

� sin (�) a0;0;4z4 � sin (�) a0;0;3z3 � sin (�) a0;0;1z + (cos (�))5 a3;1;0r4
+(cos (�))4 a2;1;0r

3 + (cos (�))3 a1;1;0r
2 + (cos (�))5 b0;4;0r

4 + (cos (�))2 a0;1;0r

+cos (�) b0;4;0r
4 � sin (�) a1;0;1r cos (�) z � sin (�) (cos (�))3 b0;3;1r3z
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� sin (�) a1;0;3r cos (�) z3 � sin (�) a1;0;2r cos (�) z2 � sin (�) a2;0;0r2 (cos (�))2
� sin (�) a3;0;0r3 (cos (�))3 � sin (�) a4;0;0r4 (cos (�))4 � (cos (�))4 b1;2;1r3z
� (cos (�))3 b0;2;1r2z � (cos (�))3 b0;2;2r2z2 + sin (�) (cos (�))4 a2;2;0r4
+sin (�) (cos (�))3 a1;2;0r

3 � sin (�) (cos (�))4 a0;4;0r4
� sin (�) (cos (�))4 b1;3;0r4 � sin (�) (cos (�))3 b0;3;0r3
� sin (�) a2;2;0r4 (cos (�))2 � sin (�) a1;2;0r3 cos (�) + sin (�) b1;3;0r4 (cos (�))2
+sin (�) cos (�) b0;3;0r

3 + b3;1;0r
4 (cos (�))4 sin (�) + b2;1;0r

3 (cos (�))3 sin (�)

+b1;1;0r
2 (cos (�))2 sin (�) + cos (�) b0;1;0r sin (�) + (cos (�))

4 a2;1;1r
3z

� sin (�) a0;2;2r2z2 + b2;0;1r2 (cos (�))3 z + b1;0;3r (cos (�))2 z3
+b2;0;2r

2 (cos (�))3 z2 + b3;0;1r
3 (cos (�))4 z + b1;0;2r (cos (�))

2 z2

+b1;0;1r (cos (�))
2 z � a1;1;2r2 cos (�) z2 + cos (�) b0;2;2r2z2

+cos (�) b0;2;1r
2z + b1;2;1r

3 (cos (�))2 z � a1;1;1r2 cos (�) z
�a2;1;1r3 (cos (�))2 z + 2 (cos (�))2 a0;3;1r3z + 2 sin (�) a0;4;0r4 (cos (�))2

+(cos (�))2 a0;1;1rz � a1;1;0r2 cos (�)� a1;3;0r4 cos (�))
"

r

et

�3(r; �; z) = "(c0;4;0r
4 (sin (�))4 + c0;3;0r

3 (sin (�))3 + c0;2;0r
2 (sin (�))2 + c0;1;0r sin (�)

+c4;0;0r
4 (cos (�))4 + c3;0;0r

3 (cos (�))3 + c2;0;0r
2 (cos (�))2

+c1;3;0r
4 cos (�) (sin (�))3 + c1;1;0r

2 cos (�) sin (�)

+c2;1;1r
3 (cos (�))2 sin (�) z + c1;1;1r

2 cos (�) sin (�) z + c0;0;1z

+c0;0;3z
3 + c1;2;1r

3 cos (�) (sin (�))2 z + c1;1;2r
2 cos (�) sin (�) z2

+c0;0;4z
4 + c0;0;0 + c1;0;0r cos (�) + c0;0;2z

2 + c2;1;0r
3 (cos (�))2 sin (�)

+c2;0;2r
2 (cos (�))2 z2 + c0;1;3r sin (�) z

3 + c0;3;1r
3 (sin (�))3 z

+c0;2;2r
2 (sin (�))2 z2 + c0;1;1r sin (�) z + c0;2;1r

2 (sin (�))2 z

+c0;1;2r sin (�) z
2 + c1;2;0r

3 cos (�) (sin (�))2 + c3;1;0r
4 (cos (�))3 sin (�)

+c2;2;0r
4 (cos (�))2 (sin (�))2 + c1;0;2r cos (�) z

2 + c1;0;3r cos (�) z
3

+c3;0;1r
3 (cos (�))3 z + c2;0;1r

2 (cos (�))2 z + c1;0;1r cos (�) z)

Où d�une manière équivalante8><>:
dr

d�
= "F1(r; �; z) +O("

2)

dz

d�
= "F2(r; �; z) +O("

2)
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Tel que

F1(r; �; z) = cos (�) a0;1;0r sin (�)� (cos (�))3 b1;1;1r2z � (cos (�))4 a1;2;1r3z
� (cos (�))3 a0;2;1r2z � (cos (�))4 b2;1;1r3z � (cos (�))3 a0;2;2r2z2
+sin (�) cos (�) b1;2;0r

3 � (cos (�))2 b0;1;3rz3 + (cos (�))4 b0;3;1r3z
+b2;1;1r

3 (cos (�))2 z + a1;2;1r
3 (cos (�))2 z + a1;0;2r (cos (�))

2 z2

+sin (�) cos (�) a0;3;0r
3 + sin (�) (cos (�))2 a1;3;0r

4

+sin (�) (cos (�))2 b2;2;0r
4 � (cos (�))2 b0;1;1rz

+sin (�) b0;2;1r
2z + a3;1;0r

4 (cos (�))4 sin (�)� (cos (�))2 b0;1;2rz2
+sin (�) b0;2;2r

2z2 + b1;1;2r
2 cos (�) z2 + b1;1;1r

2 cos (�) z

+cos (�) a0;2;1r
2z + cos (�) a0;2;2r

2z2 + a2;0;1r
2 (cos (�))3 z

+a1;2;0r
3 (cos (�))2 � (cos (�))5 a2;2;0r4 � (cos (�))4 a1;2;0r3

+a1;1;0r
2 (cos (�))2 sin (�) + a3;0;0r

3 (cos (�))4 � (cos (�))4 b2;1;0r3
� (cos (�))5 b3;1;0r4 � (cos (�))3 a0;2;0r2 + a4;0;0r4 (cos (�))5
+b2;1;0r

3 (cos (�))2 + a3;0;1r
3 (cos (�))4 z + cos (�) a0;0;4z

4

+b1;1;0r
2 cos (�) + cos (�) a0;0;1z � (cos (�))3 b1;1;0r2

+cos (�) a0;0;3z
3 � (cos (�))2 b0;1;0r + sin (�) b0;0;2z2

+sin (�) b0;0;4z
4 + (cos (�))5 a0;4;0r

4 + a2;0;2r
2 (cos (�))3 z2

+(cos (�))5 b1;3;0r
4 + a2;1;0r

3 (cos (�))3 sin (�) + sin (�) b0;4;0r
4

+a1;0;0r (cos (�))
2 + cos (�) a0;0;2z

2 + sin (�) b0;0;3z
3

+b3;1;0r
4 (cos (�))3 + cos (�) a0;4;0r

4 � sin (�) (cos (�))4 a1;3;0r4
+a1;0;3r (cos (�))

2 z3 + a1;0;1r (cos (�))
2 z + b1;3;0r

4 cos (�)

+ cos (�) a0;2;0r
2 + b0;1;3rz

3 + a2;2;0r
4 (cos (�))3 + sin (�) b0;2;0r

2

+a2;0;0r
2 (cos (�))3 + sin (�) b0;0;1z + (cos (�))

4 b0;3;0r
3

+b0;3;1r
3z + b0;1;2rz

2 + b0;1;1rz � 2 (cos (�))3 a0;4;0r4
�2 (cos (�))3 b1;3;0r4 � 2 (cos (�))2 b0;3;0r3 + sin (�) b4;0;0r4 (cos (�))4
� sin (�) (cos (�))3 b1;2;0r3 + b0;1;0r + b0;3;0r3 � sin (�) (cos (�))3 a0;3;0r3
+cos (�) a0;0;0 + cos (�) a0;1;1r sin (�) z + sin (�) cos (�) a0;3;1r

3z
+sin (�) cos (�) b1;2;1r

3z + cos (�) a0;1;3r sin (�) z
3

+a1;1;1r
2 (cos (�))2 sin (�) z + sin (�) b0;0;0 + sin (�) b3;0;0r

3 (cos (�))3

� sin (�) (cos (�))4 b2;2;0r4 + cos (�) a0;1;2r sin (�) z2 + sin (�) b2;0;2r2 (cos (�))2 z2
+a2;1;1r

3 (cos (�))3 sin (�) z + sin (�) b1;0;2r cos (�) z
2
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+a1;1;2r
2 (cos (�))2 sin (�) z2 + sin (�) b3;0;1r

3 (cos (�))3 z

+sin (�) b1;0;3r cos (�) z
3 � sin (�) (cos (�))3 a0;3;1r3z

� sin (�) (cos (�))3 b1;2;1r3z + sin (�) b1;0;1r cos (�) z
� sin (�) (cos (�))2 b0;2;1r2z � sin (�) (cos (�))2 b0;2;2r2z2
+sin (�) b2;0;1r

2 (cos (�))2 z + sin (�) b2;0;0r
2 (cos (�))2

+sin (�) (cos (�))4 b0;4;0r
4 + sin (�) b1;0;0r cos (�)

� sin (�) (cos (�))2 b0;2;0r2 � (cos (�))3 b1;1;2r2z2
�2 (cos (�))2 b0;3;1r3z � 2 sin (�) b0;4;0r4 (cos (�))2

et

F2(r; �; z) = "(c0;4;0r
4 (sin (�))4 + c0;3;0r

3 (sin (�))3 + c0;2;0r
2 (sin (�))2 + c0;1;0r sin (�)

+c4;0;0r
4 (cos (�))4 + c3;0;0r

3 (cos (�))3 + c2;0;0r
2 (cos (�))2

+c1;3;0r
4 cos (�) (sin (�))3 + c1;1;0r

2 cos (�) sin (�)

+c2;1;1r
3 (cos (�))2 sin (�) z + c1;1;1r

2 cos (�) sin (�) z + c0;0;1z

+c0;0;3z
3 + c1;2;1r

3 cos (�) (sin (�))2 z + c1;1;2r
2 cos (�) sin (�) z2

+c0;0;4z
4 + c0;0;0 + c1;0;0r cos (�) + c0;0;2z

2 + c2;1;0r
3 (cos (�))2 sin (�)

+c2;0;2r
2 (cos (�))2 z2 + c0;1;3r sin (�) z

3 + c0;3;1r
3 (sin (�))3 z

+c0;2;2r
2 (sin (�))2 z2 + c0;1;1r sin (�) z + c0;2;1r

2 (sin (�))2 z

+c0;1;2r sin (�) z
2 + c1;2;0r

3 cos (�) (sin (�))2 + c3;1;0r
4 (cos (�))3 sin (�)

+c2;2;0r
4 (cos (�))2 (sin (�))2 + c1;0;2r cos (�) z

2 + c1;0;3r cos (�) z
3

+c3;0;1r
3 (cos (�))3 z + c2;0;1r

2 (cos (�))2 z + c1;0;1r cos (�) z)

Appliquons la méthode de la moyenne du premier ordre8><>:
f1(r) =

1

2�

R 2�
0
F1(r; �)d�

f2(r) =
1

2�

R 2�
0
F2(r; �)d�

On a

f1(r) =
1

8
r(4 a1;0;3z

3 + a1;2;1r
2z + 4 b0;1;2z

2 + b2;1;1r
2z + 3 b0;3;1r

2z + 4 b0;1;1z

+ 3 a3;0;1r
2z + 4 a1;0;2z

2 + 3 a3;0;0r
2 + 3 b0;3;0r

2 + 4 a1;0;0 + a1;2;0r
2

+ 4 b0;1;0 + b2;1;0r
2 + 4 b0;1;3z

3 + 4 a1;0;1z)
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et

f2(r) =
3

8
c0;4;0r

4 + c0;0;4z
4 +

1

8
c2;2;0r

4 +
1

2
c2;0;0r

2 + c0;0;3z
3 + c0;0;2z

2

+
1

2
c0;2;0r

2 +
3

8
c4;0;0r

4 + c0;0;1z +
1

2
c0;2;2r

2z2 +
1

2
c2;0;1r

2z

+1=2 c0;2;1r
2z + 1=2 c2;0;2r

2z2 + c0;0;0

Maintenant cherchons les solutions des systèmes�
f1(r; z) = 0
f2(r; z) = 0

et choisissons les solutions (ri; zi) telles que ri > 0; zi 2 R; f1(r; z) = 0
alors
1

8
r(4 a1;0;3z

3 + a1;2;1r
2z + 4 b0;1;2z

2 + b2;1;1r
2z + 3 b0;3;1r

2z + 4 b0;1;1z + 3 a3;0;1r
2z + 4 a1;0;2z

2

+3 a3;0;0r
2 + 3 b0;3;0r

2 + 4 a1;0;0 + a1;2;0r
2 + 4 b0;1;0 + b2;1;0r

2 + 4 b0;1;3z
3 + 4 a1;0;1z) = 0; r > 0

a la �n substituions les valeurs de (ri; zi) dans l�équation f2(r; z) = 0:
Donc le système (3.3) a au maximum 6 cycles limites selon le théorème

de Bezout.

exemple 3.3.1 On considère le système suivant8<:
_x = �y + "(1 + y2 � x3z)
_y = x+ "(3y � z4)
_z = � (�1 + xyz + z4)

(3.4)

En les coordonnées cylindriques on a x = r cos �, y = r sin � et z = z, on
obtient8><>:
_r = �(z4 sin � � 3r � cos � + r3z cos4 � � r2 cos � + r2 cos3 � + 3r cos2 �)"+O("2)
_� = 1 +

(3r cos � sin � � sin � � r2 sin � + r2 sin � cos2 � + r2z sin � cos3 � � z4 cos �)"
r

_z = ((�1 + r2 cos (�) sin (�) z + z4) �+O (�2))

On a 8>>>>>><>>>>>>:
f1(r; z) =

1
2�

2�Z
0

F1(r; �; z)d� = �
3

8
r (�4 + r2z)

f2(r; z) =
1
2�

2�Z
0

F2(r; �; z)d� = �1 + z4
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On cherche les solutions du système

�
f1(r; z) = 0
f2(r; z) = 0

Alors les solutions du système sont (r1; z1) = (2; 1) ; (r2; z2) = (�2; 1).On
choisit les solutions telle que r positive, alors la solution est (2; 1). On calcule
le déterminant det(Dxf

0(p)) tel que f(r; z) = (f1(r; z); f2(r; z)) et p = (2; 1):

det(Dxf
0(p)) =

����� @f1(r;z)
@r

@f1(r;z)
@z

@f2(r;z)
@r

@f2(r;z)
@z

�����
p=(2;1)

=

����� 32 � 98 r2z �3
8
r3

0 4 z3

�����
p=(2;1)

=

����� �3 �3
0 4

����� = �12 6= 0
D�aprés le théorème (2:2:1), il suit que le système (3.4) a pour j"j 6= 0

su¢ sament petit un cycle limite.

On cherche la valeur propre de la matrice

A =

����� @f1(r;z)
@r

@f1(r;z)
@z

@f2(r;z)
@r

@f2(r;z)
@z

�����
(r;z)=(2;1)

=

�
�3 �3
0 4

�

det(A� �I) =
�
�3� � �3
0 4� �

�
= �2 � �� 12 = 0

On trouve que �1 = 4 et �2 = �3:

Alors le cycle limite est semi stable.
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CHAPITRE 3. PERTURBATION D�UN CENTRE LINÉAIRE PAR DES
POLYNÔMES DE DEGRÉ 4

Cycle limite pour " = 0:001

3.4 la méthode de la moyenne de second ordre
dans R2

On considère le système di¤érentiel8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_x = �y + "(a0;4y4 + a0;3y3 + a0;2y2 + a0;1y + a0;0 + a1;1xy + a1;2xy2 + a2;2x2y2
+ a1;3xy

3 + a2;0x
2 + a3;0x

3 + a4;0x
4 + a4;0x

4 + a2;1x
2y + a1;0x+ a3;1x

3y)
+ "2(A0;4y

4 + A0;3y
3 + A0;2y

2 + A0;1y + A0;0 + A1;1xy + A1;2xy
2 + A2;2x

2y2+
+ A1;3xy

3 + A2;0x
2 + A3;0x

3 + A4;0x
4 + A4;0x

4 + A2;1x
2y + A1;0x+ A3;1x

3y)
_y = �y + "(b0;4y4 + b0;3y3 + b0;2y2 + b0;1y + b0;0 + b1;1xy + b1;2xy2 + b2;2x2y2

+ b1;3xy
3 + b2;0x

2 + b3;0x
3 + b4;0x

4 + b4;0x
4 + b2;1x

2y + b1;0x+ b3;1x
3y)

+ "2(B0;4y
4 +B0;3y

3 +B0;2y
2 +B0;1y +B0;0 +B1;1xy +B1;2xy

2 +B2;2x
2y2

+B1;3xy
3 +B2;0x

2 +B3;0x
3 +B4;0x

4 +B4;0x
4 +B2;1x

2y +B1;0x+B3;1x
3y)

(3:5)
On suppose que a1;2 + 3a3;0 + 3b0;3 + b2;1 = 0 et b0;1 = �a1;0 dans le système
(3:5).
Dans les coordonnées polaires on a x = r cos � et y = r sin �, le système
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précédant s�écrit sous la forme�
_r = �1(r; �)
_� = �2(r; �)

Où

�1(r; �) = ((cos (�))
4B0;3r

3 + (cos (�))5A0;4r
4 + (cos (�))5B1;3r

4

+sin (�)B2;0r
2 (cos (�))2 + sin (�)B4;0r

4 (cos (�))4 + sin (�)B1;0r cos (�)

+ sin (�) cos (�)B1;2r
3 + sin (�) (cos (�))4B0;4r

4 + sin (�) cos (�)A0;3r
3

+sin (�) (cos (�))2A1;3r
4 + sin (�) (cos (�))2B2;2r

4 + sin (�)B3;0r
3 (cos (�))3

� sin (�) (cos (�))3B1;2r3 � sin (�) (cos (�))4A1;3r4 � sin (�) (cos (�))4B2;2r4
� sin (�) (cos (�))3A0;3r3 � sin (�) (cos (�))2B0;2r2 + cos (�)A0;0 � (cos (�))3A0;2r2
� (cos (�))4B2;1r3 � (cos (�))4A1;2r3 � (cos (�))3B1;1r2 + A2;0r2 (cos (�))3
+A4;0r

4 (cos (�))5 +B0;3r
3 + A3;0r

3 (cos (�))4 + A1;0r (cos (�))
2 + A1;2r

3 (cos (�))2

+B0;1r +B2;1r
3 (cos (�))2 +B3;1r

4 (cos (�))3 + A2;2r
4 (cos (�))3 + sin (�)B0;2r

2

+sin (�)B0;4r
4 + cos (�)A0;2r

2 + sin (�)B0;0 + A1;1r
2 (cos (�))2 sin (�)

+A2;1r
3 (cos (�))3 sin (�) + A3;1r

4 (cos (�))4 sin (�)

+ cos (�)A0;1r sin (�)� (cos (�))5A2;2r4 � (cos (�))2B0;1r
� (cos (�))5B3;1r4 +B1;3r4 cos (�)
+B1;1r

2 cos (�) + cos (�)A0;4r
4 � 2 sin (�) (cos (�))2B0;4r4 � 2 (cos (�))2B0;3r3

�2 (cos (�))3A0;4r4 � 2 (cos (�))3B1;3r4)"2
+(cos (�) a0;0 + sin (�) b0;0 + a1;1r

2 (cos (�))2 sin (�) + a2;1r
3 (cos (�))3 sin (�)

+a3;1r
4 (cos (�))4 sin (�) + cos (�) a0;1r sin (�) + sin (�) b2;0r

2 (cos (�))2

+sin (�) b3;0r
3 (cos (�))3 + sin (�) b4;0r

4 (cos (�))4 + sin (�) b1;0r cos (�)

+ sin (�) (cos (�))2 b2;2r
4 + cos (�) b1;3r

4 + cos (�) b1;1r
2 + a4;0r

4 (cos (�))5

+cos (�) a0;4r
4 + (cos (�))3 b3;1r

4 + cos (�) a0;2r
2 + (cos (�))5 a0;4r

4 + (cos (�))5 b1;3r
4

+sin (�) (cos (�))4 b0;4r
4 + sin (�) (cos (�))2 a1;3r

4 � sin (�) (cos (�))4 a1;3r4
+a2;0r

2 (cos (�))3 � a1;0r + b0;3r3 � (cos (�))5 b3;1r4 � (cos (�))3 b1;1r2
� (cos (�))3 a0;2r2 � (cos (�))5 a2;2r4 + (cos (�))3 a2;2r4 + sin (�) b0;4r4
+sin (�) b0;2r

2 � sin (�) (cos (�))4 b2;2r4 � sin (�) (cos (�))3 a0;3r3
� sin (�) (cos (�))2 b0;2r2 � sin (�) (cos (�))3 b1;2r3 + sin (�) cos (�) b1;2r3
+sin (�) cos (�) a0;3r

3 � 2 sin (�) (cos (�))2 b0;4r4 � 2 (cos (�))3 b1;3r4
+2 a1;0r (cos (�))

2 + 4 a3;0r
3 (cos (�))4 � 2 (cos (�))3 a0;4r4 � 5 (cos (�))2 b0;3r3

�3 (cos (�))2 r3a3;0 + 4 (cos (�))4 b0;3r3)"
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�2(r; �) = 1 + (�A0;1 + cos (�)B0;1 sin (�)� r (cos (�))
3B0;2 � r3 (cos (�))5A1;3 � r2A0;3

+r2B1;2 (cos (�))
2 + r cos (�)B0;2 � r sin (�)A0;2 + r2 (cos (�))4A2;1

�r3A3;1 (cos (�))3 + r3 (cos (�))5A3;1 � rA1;1 cos (�) + rB2;0 (cos (�))3
+r3B4;0 (cos (�))

5 + r2B3;0 (cos (�))
4 + r3B2;2 (cos (�))

3 + r3 cos (�)B0;4
+r3 (cos (�))5B0;4 � r2 (cos (�))4A0;3 + r (cos (�))3A1;1 � sin (�)A1;0 cos (�)
�r3 sin (�)A0;4 � r3A1;3 cos (�)� r3 (cos (�))5B2;2 � r2A2;1 (cos (�))2
�r2 sin (�) (cos (�))3B0;3 + rB1;1 (cos (�))2 sin (�) + r sin (�) (cos (�))2A
�r2 sin (�)A1;2 cos (�)� r3 sin (�)A2;2 (cos (�))2 � r3 sin (�) (cos (�))4A0;4
�r sin (�)A2;0 (cos (�))2 + r2B2;1 (cos (�))3 sin (�) + r3B3;1 (cos (�))4 sin (�)
+r2 sin (�) (cos (�))3A1;2 + r

3 sin (�) (cos (�))4A2;2 + r
3 sin (�)B1;3 (cos (�))

2

+r2 sin (�) cos (�)B0;3 � r2 sin (�)A3;0 (cos (�))3 � r3 sin (�)A4;0 (cos (�))4

�sin (�)A0;0
r

+
cos (�)B0;0

r
+ 2 r3 sin (�) (cos (�))2A0;4

�2 r3 (cos (�))3B0;4 + 2 r3 (cos (�))3A1;3 + 2 r2 (cos (�))2A0;3
�r2 (cos (�))4B1;2 � r3 sin (�) (cos (�))4B1;3 +B1;0 (cos (�))2 + (cos (�))2A0;1)"2

+(�a0;1 � r2 (cos (�))4 a0;3 + r (cos (�))3 a1;1 � r2 sin (�) a1;2 cos (�)
�r3 sin (�) a2;2 (cos (�))2 + rb1;1 (cos (�))2 sin (�)� r3 sin (�) a4;0 (cos (�))4
+r sin (�) (cos (�))2 a0;2 + r

3 sin (�) (cos (�))4 a2;2 + r
3 sin (�) b1;3 (cos (�))

2

+r2 sin (�) cos (�) b0;3 � r sin (�) a2;0 (cos (�))2 + r3b3;1 (cos (�))4 sin (�)

�r3 sin (�) (cos (�))4 b1;3 � r3 sin (�) (cos (�))4 a0;4 +
cos (�) b0;0

r
� sin (�) a0;0

r
+2 r3 sin (�) (cos (�))2 a0;4 � 4 r2 (cos (�))3 sin (�) b0;3 � 4 r2 (cos (�))3 sin (�) a3;0
�r3 (cos (�))5 a1;3 � r (cos (�))3 b0;2 + r2b1;2 (cos (�))2 + r3 (cos (�))5 a3;1
+r2 (cos (�))4 a2;1 + r

3b2;2 (cos (�))
3 + r cos (�) b0;2 + r

3 cos (�) b0;4
+rb2;0 (cos (�))

3 + r3b4;0 (cos (�))
5 � r3a1;3 cos (�) + r3 (cos (�))5 b0;4

+r2b3;0 (cos (�))
4 � r2 (cos (�))4 b1;2 � r3 (cos (�))5 b2;2 � r3 sin (�) a0;4

�r3a3;1 (cos (�))3 � r2a2;1 (cos (�))2 � ra1;1 cos (�)� r sin (�) a0;2
+2 r2 (cos (�))2 a0;3 � 2 cos (�) a1;0 sin (�) + 2 r3 (cos (�))3 a1;3
�2 r3 (cos (�))3 b0;4 + (cos (�))2 a0;1 + b1;0 (cos (�))2 � r2a0;3)"

pour appliquer la méthode de la moyenne on utilise la technique

dr

d�
= "F1(r; �) + "

2F2(r; �) +O("
3)
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tel que

F1(r; �) = a3;1r
4 (cos (�))4 sin (�) + cos (�) a0;1r sin (�) + sin (�) b2;0r

2 (cos (�))2

+sin (�) b3;0r
3 (cos (�))3 + sin (�) b4;0r

4 (cos (�))4 + sin (�) b1;0r cos (�)

+ sin (�) (cos (�))2 b2;2r
4 + cos (�) b1;3r

4 + cos (�) b1;1r
2 + a4;0r

4 (cos (�))5

+cos (�) a0;4r
4 + (cos (�))3 b3;1r

4 + cos (�) a0;2r
2 + (cos (�))5 a0;4r

4 + (cos (�))5 b1;3r
4

+sin (�) (cos (�))4 b0;4r
4 + sin (�) (cos (�))2 a1;3r

4 � sin (�) (cos (�))4 a1;3r4
+a2;0r

2 (cos (�))3 � a1;0r + b0;3r3 � (cos (�))5 b3;1r4 � (cos (�))3 b1;1r2
� (cos (�))3 a0;2r2 � (cos (�))5 a2;2r4 + (cos (�))3 a2;2r4 + sin (�) b0;4r4
+sin (�) b0;2r

2 � sin (�) (cos (�))4 b2;2r4 � sin (�) (cos (�))3 a0;3r3
� sin (�) (cos (�))2 b0;2r2 � sin (�) (cos (�))3 b1;2r3 + sin (�) cos (�) b1;2r3
+sin (�) cos (�) a0;3r

3 � 2 sin (�) (cos (�))2 b0;4r4 � 2 (cos (�))3 b1;3r4
+2 a1;0r (cos (�))

2 + 4 a3;0r
3 (cos (�))4 � 2 (cos (�))3 a0;4r4 � 5 (cos (�))2 b0;3r3

�3 (cos (�))2 r3a3;0 + 4 (cos (�))4 b0;3r3"

On pose � = s, dans F2(r; �)

F2(r; s) = �2 (cos (s))3B1;3r4 � 4 a1;0 (cos (s))3 b0;0 +B1;3r4 cos (s)
+ (cos (s))5B1;3r

4 � a1;0 sin (s) a0;0 +B1;1r2 cos (s)
+ (cos (s))5A0;4r

4 + A1;2r
3 (cos (s))2 � (cos (s))3B1;1r2

+B0;1r � r4a1;0 sin (s) a4;0 (cos (s))4 + sin (s)B0;4r4

+A1;0r (cos (s))
2 � (cos (s))4B2;1r3 � (cos (s))2B0;1r

+r3 (cos (s))4 b4;0a0;0 + r
5 (cos (s))4 b2;0a2;2 + r

6 (cos (s))7 b2;2a1;2

�r5 sin (s) b3;02 (cos (s))7 + r6 (cos (s))3 b3;0a0;4
+r4 (cos (s))3 b2;0a1;2 + r

2 (cos (s))3 b1;0a2;0 + r
6 (cos (s))3 b2;2a1;2

+r2 (cos (s))3 b3;0a0;0 + r
4 (cos (s))3 a1;1a1;2

+r6 (cos (s))3 a1;3a1;2 � r2 (cos (s))3 b0;0a1;2
+r3a2;0

2 (cos (s))5 sin (s)� r3 (cos (s))4 a0;1a1;2
+r3b0;0a0;4 + 3 a1;0 cos (s) b0;0 � (cos (s))4A1;2r3

+2 cos (s) a0;0a0;1 + r
5b0;3a0;3 + r

4 sin (s) b0;2a2;1 (cos (s))
2

+r3 sin (s) b0;2a1;1 cos (s) + A2;0r
2 (cos (s))3 + r3b0;3a0;1

+cos (s)A0;2r
2 + A2;2r

4 (cos (s))3 + rb0;0a0;2 � ra1;0a0;1
+r5b0;2a0;4 + A4;0r

4 (cos (s))5 � 2 (cos (s))2B0;3r3
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�2 (cos (s))3A0;4r4 + cos (s) b1;0a0;0 + r5b0;4a0;2 +B3;1r4 (cos (s))3

+B2;1r
3 (cos (s))2 � r3a1;0a0;3 + r7b0;4a0;4 + r3b0;2a0;2 + r3b0;4a0;0

+sin (s) b0;0a0;1 + rb0;2a0;0 � (cos (s))5A2;2r4 � (cos (s))5B3;1r4

+cos (s)A0;4r
4 � (cos (s))3A0;2r2 + sin (s)B0;2r2 + A3;0r3 (cos (s))4

+(cos (s))4B0;3r
3 +B0;3r

3 + r6 (cos (s))6 b1;3 sin (s) a1;2

+r5 sin (s) (cos (s))3 b2;2a1;1 + r
7 sin (s) (cos (s))5 b2;2a3;1

+r2 (cos (s))2 a0;0 sin (s) a1;2 + r
5 sin (s) (cos (s))3 b1;2a2;1

+r4 sin (s) (cos (s))2 b1;2a1;1 � r6 (cos (s))6 a2;2 sin (s) a1;2
+r6b0;3 sin (s) a2;2 (cos (s))

2 + r6b0;3 sin (s) a4;0 (cos (s))
4

+r5b0;3 sin (s) a1;2 cos (s) + r
5 sin (s) b2;0 (cos (s))

3 a1;3

+r2 sin (s) b2;0 (cos (s))
2 a0;1 + r

3b1;3 cos (s) sin (s) a0;0

+r4 sin (s) b1;0 (cos (s))
2 a1;3 � r4 (cos (s))4 a0;2 sin (s) a1;2

+r4 sin (s) b2;0 (cos (s))
4 a2;1 + r

5 sin (s) b2;0 (cos (s))
5 a3;1

+r3 sin (s) b2;0 (cos (s))
3 a1;1 + r

7b3;1 (cos (s))
7 sin (s) a4;0

+sin (s)B0;0 + r
7b1;3 (cos (s))

5 sin (s) a4;0 + r
5 sin (s) b0;2a3;1 (cos (s))

3

+
b0;0a0;0
r

� r sin (s) b1;02 (cos (s))3 + r5 sin (s) cos (s) a0;32

�r5 sin (s) (cos (s))7 a0;32 + r5 (cos (s))2 b0;2a2;2 + r5 (cos (s))2 b2;2a0;2
+r7 (cos (s))2 b2;2a0;4 + r

3 (cos (s))2 b1;0a1;2 + r (cos (s))
2 b2;0a0;0

+r (cos (s))2 b0;0a2;0 + r
5 (cos (s))2 b2;0a0;4 + r

3 (cos (s))2 b0;0a2;2

+r3 (cos (s))2 b2;2a0;0 + r
5 (cos (s))2 b0;4a2;0 + r

3 (cos (s))2 b0;2a2;0

+r3 (cos (s))2 b2;0a0;2 + r
3 (cos (s))2 a0;1a1;2 + r

5 (cos (s))2 a0;3a1;2

+r4b1;1 (cos (s))
3 a2;1 + r

3b1;1 (cos (s))
2 a1;1 + r

5b1;1 (cos (s))
4 a3;1

+r2b1;1 cos (s) a0;1 � r7 sin (s) (cos (s))9 a1;32 � r5 sin (s) (cos (s))3 b1;22

+r3 cos (s) a0;2
2 sin (s)� r4a1;0a1;3 cos (s)� r5b0;32 sin (s) cos(s) +

r7a2;2
2 (cos (s))5 sin (s) + r7a4;0

2 (cos (s))9 sin (s)

+r7b3;1 (cos (s))
4 a1;3 � r2a1;0 sin (s) a0;2 � r3a1;0a2;1 (cos (s))2

�r2a1;0a1;1 cos (s)� r3 sin (s) b0;22 cos (s) + r6b1;3 (cos (s))3 a2;1
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+r5b1;3 (cos (s))
2 a1;1 + r

7b1;3 (cos (s))
4 a3;1 + r

4b1;3 cos (s) a0;1

+r3 (cos (s))4 b0;0a4;0 + r
5 (cos (s))4 b2;2a2;0 + r

3 (cos (s))4 b2;0a2;0

+r7 (cos (s))4 b2;2a2;2 + r
5 (cos (s))4 a2;1a1;2 + r

5 (cos (s))4 b4;0a0;2

+r5 (cos (s))4 b3;0a1;2 + r
7 (cos (s))4 b0;4a4;0 + r

4 (cos (s))3 b1;2a2;0

+r4 (cos (s))3 b1;0a2;2 + r
4 (cos (s))3 b3;0a0;2 � r7 sin (s) b0;42 cos (s)

�r3 sin (s) b2;02 (cos (s))5 + r4b1;1 cos (s) a0;3 � r3b1;12 (cos (s))3 sin (s)
+r5 (cos (s))6 b4;0a2;0 + r

5 (cos (s))6 b2;0a4;0 + r
6 (cos (s))5 b4;0a1;2

+r6 (cos (s))5 a3;1a1;2 + r
4 (cos (s))5 b1;0a4;0 + r

4 (cos (s))5 b3;0a2;0

+r6 (cos (s))5 b3;0a2;2 + r
6 (cos (s))5 b1;2a4;0 + r

5 (cos (s))4 b0;2a4;0

+r6b1;3 cos (s) a0;3 � r7b1;32 (cos (s))3 sin (s)
�r3a1;12 (cos (s))5 sin (s) + r3 (cos (s))5 b1;12 sin (s)
�r4a1;0a3;1 (cos (s))3 � r4a1;0 sin (s) a0;4 + r6b3;1 (cos (s))5 a2;1
+r7 (cos (s))9 b1;3

2 sin (s)� r7 sin (s) (cos (s))9 b2;22 + r6b0;3a1;3 cos (s)
+r6 (cos (s))7 b3;0a4;0 + r

7 (cos (s))6 b4;0a2;2 + r
5b3;1 (cos (s))

4 a1;1

+r7b3;1 (cos (s))
6 a3;1 + r

4b3;1 (cos (s))
3 a0;1 + r

6b3;1 (cos (s))
3 a0;3

+r7 (cos (s))4 b4;0a0;4 + r
3b1;1 (cos (s))

3 sin (s) a2;0 + r
5 sin (s) b4;0 (cos (s))

5 a1;1

+r7 sin (s) b4;0 (cos (s))
7 a3;1 + r

4 sin (s) b4;0 (cos (s))
4 a0;1

+r3 sin (s) b0;0a1;3 cos (s) + r
6 sin (s) b4;0 (cos (s))

4 a0;3

+r4 sin (s) b2;0 (cos (s))
2 a0;3 + r

7 sin (s) b4;0 (cos (s))
5 a1;3

+r5 sin (s) b0;2a1;3 cos (s) + r
6 sin (s) b3;0 (cos (s))

6 a3;1

+r5b1;1 cos (s) sin (s) a0;4 + r
4b1;1 (cos (s))

2 sin (s) a1;2

+r5b1;1 (cos (s))
3 sin (s) a2;2 + r

5b1;1 (cos (s))
5 sin (s) a4;0

+rb1;1 cos (s) sin (s) a0;0 + r
6 sin (s) b0;4a2;1 (cos (s))

2

+r5 sin (s) b0;4a1;1 cos (s) + r
7 sin (s) b0;4a3;1 (cos (s))

3

+r6 sin (s) (cos (s))4 b1;2a3;1 + r
3 sin (s) cos (s) b1;2a0;1

+r5 sin (s) cos (s) b1;2a0;3 + r
7 sin (s) (cos (s))3 b2;2a1;3

+r6 sin (s) b3;0 (cos (s))
4 a1;3 + r

6b3;1 (cos (s))
4 sin (s) a1;2

+r7b3;1 (cos (s))
5 sin (s) a2;2 + r

6 (cos (s))6 a0;4 sin (s) a1;2

+r6 sin (s) (cos (s))4 b2;2a2;1 + r
7b3;1 (cos (s))

3 sin (s) a0;4

+r3 sin (s) b1;0 (cos (s))
3 a2;1 + r

2 sin (s) b1;0 (cos (s))
2 a1;1
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+r4 sin (s) b1;0 (cos (s))
4 a3;1 + r sin (s) b1;0 cos (s) a0;1

+r3 sin (s) b1;0 cos (s) a0;3 + r
5 sin (s) b3;0 (cos (s))

3 a0;3

+r7 sin (s) b0;4a1;3 cos (s) + cos (s)A0;0 + r
5b3;1 (cos (s))

3 sin (s) a0;2

�r4a1;0 sin (s) a2;2 (cos (s))2 + r6 sin (s) b4;0 (cos (s))6 a2;1
+r4b0;3 sin (s) a2;0 (cos (s))

2 � r2a1;0 sin (s) a2;0 (cos (s))2

�r3a1;0 sin (s) a1;2 cos (s) + r6 sin (s) (cos (s))2 b1;2a1;3
+r6 sin (s) (cos (s))2 b2;2a0;3 + r

4 sin (s) (cos (s))2 b2;2a0;1

+r4a2;0 (cos (s))
4 sin (s) a1;2 + r

4 sin (s) b3;0 (cos (s))
4 a1;1

+r6a4;0 (cos (s))
6 sin (s) a1;2 + r

3b1;1 cos (s) sin (s) a0;2

+r3b3;1 (cos (s))
3 sin (s) a0;0 + r

5 sin (s) b3;0 (cos (s))
5 a2;1

+r6a2;2 (cos (s))
4 sin (s) a1;2 � r6 (cos (s))6 b3;1 sin (s) a1;2

+r3 sin (s) b3;0 (cos (s))
3 a0;1 + r

5b1;3 (cos (s))
3 sin (s) a2;0 �

sin (s) b0;0
2 cos (s)

r
�r4 (cos (s))4 b1;1 sin (s) a1;2 + r5b3;1 (cos (s))5 sin (s) a2;0 + r7b1;3 (cos (s))2 a1;3
+r7 sin (s) (cos (s))3 a1;3

2 � r3 sin (s) (cos (s))5 b0;22 � r5 sin (s) (cos (s))7 b1;22

+r7 cos (s) a0;4
2 sin (s) + r7 (cos (s))6 b2;2a4;0 � r7b3;12 (cos (s))7 sin (s)

+r cos (s) a0;1
2 sin (s)� r5a2;12 (cos (s))7 sin (s)� r7a3;12 (cos (s))9 sin (s)

�r7 sin (s) b4;02 (cos (s))9 � r7 sin (s) (cos (s))5 b2;22

�r7 sin (s) (cos (s))9 b0;42 + r5b1;1 (cos (s))2 a1;3
�r (cos (s))3 a0;12 sin (s) + r2b0;3 sin (s) a0;0 + r4 sin (s) b0;4a0;1
+r7 (cos (s))9 a0;4

2 sin (s) + r3 (cos (s))5 a0;2
2 sin (s)

+r7 (cos (s))9 b3;1
2 sin (s) + r5 (cos (s))2 b1;2a1;2

+r7 (cos (s))9 a2;2
2 sin (s) + A1;1r

2 (cos (s))2 sin (s)

+A2;1r
3 (cos (s))3 sin (s) + r3a1;1

2 (cos (s))3 sin (s)

+r6 sin (s) b0;4a0;3 + r
2 sin (s) b0;2a0;1 + r

4 sin (s) b0;2a0;3

+r7 (cos (s))2 b0;4a2;2 + r
4 cos (s) b1;2a0;2 + r

2 cos (s) b1;2a0;0

+r4 cos (s) b1;0a0;4 + r
2 cos (s) b1;0a0;2 + r

4 cos (s) b0;2a1;2 + r
2 cos (s) b0;0a1;2

+r6 cos (s) b1;2a0;4 + r
6 cos (s) b0;4a1;2 + A3;1r

4 (cos (s))4 sin (s)

+ cos (s)A0;1r sin (s) + sin (s)B2;0r
2 (cos (s))2

+sin (s)B3;0r
3 (cos (s))3 + sin (s)B4;0r

4 (cos (s))4

+sin (s)B3;0r
3 (cos (s))3 + sin (s)B4;0r

4 (cos (s))4
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+sin (s)B1;0r cos (s) + sin (s) cos (s)B1;2r
3

+sin (s) (cos (s))4B0;4r
4 + sin (s) cos (s)A0;3r

3

+sin (s) (cos (s))2A1;3r
4 + sin (s) (cos (s))2B2;2r

4

� sin (s) (cos (s))3B1;2r3 � sin (s) (cos (s))4A1;3r4

� sin (s) (cos (s))4B2;2r4 � sin (s) (cos (s))3A0;3r3

� sin (s) (cos (s))2B0;2r2 + r7a3;12 (cos (s))7 sin (s)
+r2 sin (s) b0;0a0;3 + r

4b0;3 sin (s) a0;2 + r
5b0;3a2;1 (cos (s))

2

+r4b0;3a1;1 cos (s) + r
6b0;3a3;1 (cos (s))

3 + r6b0;3 sin (s) a0;4

+r5a2;1
2 (cos (s))5 sin (s) + r5 (cos (s))6 b1;2a1;2 � r5 (cos (s))6 a2;1a1;2

�r5 (cos (s))6 b3;0a1;2 + r5 (cos (s))6 a0;3a1;2 + r4 (cos (s))5 b0;2a1;2
�r4 (cos (s))5 b2;0a1;2 � r6 (cos (s))7 b4;0a1;2 � r4 (cos (s))5 a1;1a1;2
�r6 (cos (s))7 a3;1a1;2 + r6 (cos (s))7 a1;3a1;2 � r6 (cos (s))7 b0;4a1;2
�r3 (cos (s))4 b1;0a1;2 + r6 (cos (s))3 b1;2a2;2 + r7 (cos (s))8 b4;0a4;0
�2 r7a4;0 (cos (s))10 b0;4 � 2 r5a4;0 (cos (s))8 a1;1 � 2 r6a4;0 (cos (s))9 b3;0

�2 r5a4;0 (cos (s))8 b2;0 � 2 r7a4;0 (cos (s))10 b4;0 +
cos (s) a0;0

2 sin (s)

r
+r5b1;3 cos (s) sin (s) a0;2 + r

7b1;3 cos (s) sin (s) a
3
0;4 sin (s) a2;2

+r2 sin (s) b0;0a2;1 (cos (s))
2

+r sin (s) b0;0a1;1 cos (s) + r
3 sin (s) b0;0a3;1 (cos (s))

3

+r6 (cos (s))2 a0;4 sin (s) a1;2 + r
4 (cos (s))2 a0;2 sin (s) a1;2

�4 r7a4;0 (cos (s))6 b0;4 � 3 r5a4;0 (cos (s))6 b0;2
�3 r7a4;0 (cos (s))8 b2;2 � 2 r6a4;0 (cos (s))9 a2;1
�6 r7 (cos (s))8 b3;1b0;4 � 3 r6 (cos (s))7 b3;1a2;1
�3 r5 (cos (s))6 b3;1a1;1 � 3 r7 (cos (s))8 b3;1a3;1
+6 r5 (cos (s))6 a0;4a1;1 � 2 r5 (cos (s))8 b1;1b2;2
+2 r5 (cos (s))8 b1;1b0;4 � 7 r6 (cos (s))7 b1;3a0;3
+2 r6 (cos (s))9 b1;3b1;2 + 2 r

7 (cos (s))10 b1;3b2;2

�7 r7 (cos (s))8 b1;3a1;3 + 2 r2 (cos (s))5 a0;2b1;0
�4 r6a2;2 (cos (s))5 b1;2 + 5 r7b3;1 (cos (s))8 a1;3
+4 r5b3;1 (cos (s))

6 b0;2 + 4 r
6b3;1 (cos (s))

7 b1;2

�8 r6a3;0 (cos (s))9 b4;0 � 15 r4a3;0 (cos (s))5 b0;2
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+9 r6b1;3 (cos (s))
5 a0;3 + 14 r

7 (cos (s))4 a0;4b0;4

+2 r6 (cos (s))3 a0;4a2;1 + 2 r
5 (cos (s))2 a0;4a1;1

�3 r4a2;2 (cos (s))5 b1;0 � 4 r7b3;1 (cos (s))6 a1;3
�9 r3a1;0 (cos (s))4 a0;3 + 3 ra1;0b1;0 (cos (s))2

�19 r5 (cos (s))6 a3;0a0;3 + 4 r4b1;1 (cos (s))5 b1;2
�5 r5 (cos (s))2 a0;4b0;2 � 5 r7 (cos (s))4 a0;4b2;2
�6 r6 (cos (s))5 a0;4a2;1 � 6 r7 (cos (s))6 a0;4a3;1
�5 r6 (cos (s))3 a0;4b1;2 + 6 r5 (cos (s))6 a0;2a1;3
+5 r3 (cos (s))4 a0;2b0;2 � 6 r4 (cos (s))3 a0;2a0;3
+5 r4 (cos (s))5 a0;2b1;2 � 30 r6 (cos (s))5 b0;3b0;4
+2 r7 (cos (s))10 b1;3a1;3 + 2 r

4 (cos (s))7 b3;1a0;1

+4 a1;0 (cos (s))
2 sin (s) a0;0 + 2 r

7a4;0 (cos (s))
6 a1;3

�9 r4a1;0 (cos (s))5 a1;3 � 7 r2a1;0 (cos (s))3 b0;2
�7 r3a1;0 (cos (s))4 b1;2 � 7 r4a1;0 (cos (s))5 b2;2
+6 r4a1;0 (cos (s))

3 a1;3 + 2 r
3 (cos (s))6 b1;1a1;1

+2 r4 (cos (s))7 b1;1b3;0 + 2 r
3 (cos (s))6 b1;1b2;0

+2 r5 (cos (s))8 b1;1b4;0 + 2 r
4 (cos (s))7 a2;2a0;1

On applique la méthode de la moyenne du deuxième ordre

f1(r) =
1

2�

2�Z
0

F1(r; �)d�

On a
f1(r) = 0

On calcule
y1(r; s); f1(r; s)

telle que

y1(r; s) =

sZ
0

F1(r; �)ds
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alors

y1(r; s) = b0;0 + b0;3r
3 sin (s) (cos (s))3 + a1;0r cos (s) sin (s)

�b0;3r3 cos (s) sin (s) + r3a3;0 sin (s) (cos (s))3

�1=3 b1;1r2 (cos (s))2 sin (s)� 1=3 a0;2r2 (cos (s))2 sin (s)
�1=5 b3;1r4 (cos (s))4 sin (s) + 1=3 a2;0r2 (cos (s))2 sin (s)
+ sin (s) a0;0 � cos (s) b0;0 + 1=4 a0;3r3 + 2=15 b2;2r4

+1=3 a1;1r
2 +

8

15
b0;4r

4 + 1=4 b1;2r
3 + 2=3 b0;2r

2

+1=4 a2;1r
3 + 1=5 a3;1r

4 + 1=2 b1;0r + 1=5 b4;0r
4

+1=4 b3;0r
3 + 1=3 b2;0r

2 + 1=2 a0;1r + 2=15 a1;3r
4

+1=5 a0;4r
4 (cos (s))4 sin (s)� 2=5 a0;4r4 (cos (s))2 sin (s)

+1=15 a2;2r
4 (cos (s))2 sin (s)� cos (s) b0;2r2 + 2=3 a2;0r2 sin (s)

+2=15 a2;2r
4 sin (s) + 2=15 b3;1r

4 sin (s) +
8

15
a4;0r

4 sin (s)

�1=3 a1;1r2 (cos (s))3 + 1=3 sin (s) a0;2r2 + 1=5 sin (s) a0;4r4

+1=3 sin (s) b1;1r
2 + 1=5 sin (s) b1;3r

4 � 1=2 (cos (s))2 a0;3r3

�1=4 a2;1r3 (cos (s))4 � 1=5 a3;1r4 (cos (s))5 � 1=2 (cos (s))2 a0;1r
�1=4 (cos (s))4 b3;0r3 � 1=3 (cos (s))3 b2;0r2 + 1=3 (cos (s))3 b0;2r2

+1=4 (cos (s))4 a0;3r
3 + 1=5 (cos (s))5 b2;2r

4 + 1=5 (cos (s))5 a1;3r
4

�1=3 (cos (s))3 a1;3r4 + 2=3 (cos (s))3 b0;4r4 � 1=5 (cos (s))5 b0;4r4

�1=3 (cos (s))3 b2;2r4 � 1=2 (cos (s))2 b1;0r � 1=5 (cos (s))5 b4;0r4

�1=2 (cos (s))2 b1;2r3 + 1=4 (cos (s))4 b1;2r3 � 1=5 a2;2r4 (cos (s))4 sin (s)

+1=15 b3;1r
4 (cos (s))2 sin (s) +

4

15
a4;0r

4 (cos (s))2 sin (s)

+1=5 a4;0r
4 (cos (s))4 sin (s)� 2=5 b1;3r4 (cos (s))2 sin (s)

+1=5 b1;3r
4 (cos (s))4 sin (s)� cos (s) b0;4r4

et

f 1(r; s) =
@F1
@r
y1(r; s)

car

f2(r) = f
10(r) + g0(r) =

1

2�

2�Z
0

(f 1(r; s) + F1(r; s))ds

51



CHAPITRE 3. PERTURBATION D�UN CENTRE LINÉAIRE PAR DES
POLYNÔMES DE DEGRÉ 4

alors

f2(r) = (
1

64
a1;3b1;3 +

3

128
a1;3a4;0 +

7

32
b0;4a0;4 +

7

128
a1;3a0;4

� 3

128
b1;3b2;2 +

1

64
a0;4b2;2 �

1

64
b3;1a3;1 �

1

64
a4;0b2;2

� 3

128
b3;1b0;4 �

1

64
a2;2b4;0 �

7

32
b4;0a4;0 �

3

128
b3;1b2;2

� 7

128
b0;4b1;3 +

7

128
a4;0a3;1 +

1

64
b0;4a2;2 �

3

128
b4;0b1;3

+
3

128
a0;4a3;1 +

3

128
a2;2a3;1 �

7

128
b3;1b4;0 +

3

128
a1;3a2;2)r

7

+(
1

16
a0;3a1;2 �

5

48
b3;1b2;0 +

11

24
a2;0b0;4 + 1=8 a3;0b1;2

� 5
12
b2;0a4;0 � 1=48 b1;1b2;2 + 1=12 b2;2a2;0 + 1=16 a0;2a3;1

+1=16 b0;3b1;2 + 1=8 a3;0a2;1 +
7

48
a1;3a2;0 + 1=16 a0;4a1;1

� 1
24
b3;1a1;1 �

7

48
b3;1b0;2 +

1

16
b1;2a1;2 �

1

12
b0;2a2;2

� 5
48
a4;0a1;1 + 1=16 b3;0a1;2 �

1

8
a2;0b4;0 + 1=24 b1;1a1;3

+1=16 a2;1a1;2 + 1=24 a0;2b2;2 +
5
48
b0;4b1;1 � 1=16 b4;0b1;1

+
5

48
a0;2a1;3 +

5

12
b0;4a0;2 + 3=16 b0;3a0;3 + 1=8 b0;2a0;4

+1=16 b0;3a2;1 � 3=16 b1;3b0;2 + 3=16 b0;3b3;0 + 1=48 a2;2a1;1
�1=16 b2;0b1;3 � 1=24 b2;0a2;2 �

11

24
a4;0b0;2 + 3=16 a2;0a3;1)r

5

+(3=8 b0;3b1;0 + 3=8A3;0 + 1=4 a1;0b1;2 + 3=8 a3;1a0;0 � 3=8 b1;3b0;0
�3=2 a4;0b0;0 + 1=8 a1;1a2;0 + 1=8 a0;1a1;2 + 3=8 b0;3a0;1 + 1=8B2;1
+3=8 a1;3a0;0 + 3=2 b0;4a0;0 � 1=8 b1;1b2;0 � 1=8 b0;2b1;1
+1=4 b0;2a0;2 + 1=4 b2;2a0;0 + 1=8 b1;0a1;2 + 3=8B0;3
+1=8 a1;1a0;2 � 1=4 a2;0b2;0 + 1=8A1;2 + 1=4 a1;0a0;0
�1=4 a2;2b0;0 � 3=8 b3;1b0;0)r3
+(1=2A1;0 + 1=2B0;1 + b0;2a0;0 � 1=2 b1;1b0;0 + 1=2 a1;1a0;0 � a2;0b0;0) r

On conclut que f2(r) = 0 possède au plus 3 racines positives.
Donc le système (3.5) a au maximum 3 cycles limites.

exemple 3.4.1 On considère le système suivant�
_x = �y + � (�x� xy2 + 2x3 � 2 y � x4) + �2x4
_y = x+ � (y + x2y � 2 y3) + �2 (y4 � 8xy � y) (3.6)
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On utilise les coordonnées polaire (r; �) où x = r cos �; y = r sin �.Le
système (3.6) s�écrit8>>>>>>><>>>>>>>:

_r = (r4 sin (�) (cos (�))4 + r4 (cos (�))5 � 2 r4 sin (�) (cos (�))2 � r + r4 sin (�)� 8 r2 cos (�)
+8 r2 (cos (�))3 + r (cos (�))2)�2

+(�2 cos (�) r sin (�)� 2 r (cos (�))2 + 4 r3 (cos (�))2 � r4 (cos (�))5 � 2 r3 + r)�
_� = 1 + (�r3 sin (�) (cos (�))4 � cos (�) sin (�)� 8 r (cos (�))2 sin (�) + cos (�) r3
�2 r3 (cos (�))3 + r3 (cos (�))5)�2
+(2 cos (�) sin (�)� 2 (cos (�))2 � r2 cos (�) sin (�) + r3 sin (�) (cos (�))4 + 2)�
Où d�une manière équivalente

dr

d�
= "F1(r; �) + "

2F2(r; �) +O("
3)

tel que

F1(r; �) = �2 cos (�) r sin (�)�2 r (cos (�))2+4 r3 (cos (�))2�r4 (cos (�))5�2 r3+r
et

F2(r; �) = +(r
7 (cos (�))9 sin (�) + 4 r4 (cos (�))6 sin (�)� 5 r6 (cos (�))6 sin (�)

+2 r6 sin (�) (cos (�))4 + 4 r5 (cos (�))3 sin (�)� 10 r3 (cos (�))3 sin (�)� 2 r4 sin (�) (cos (�))2
+2 cos (�) r sin (�) + 5 r3 cos (�) sin (�)� 2 r5 cos (�) sin (�) + r4 sin (�)� 3 r + 5 r4 (cos (�))5
+4 r3 � 14 r3 (cos (�))2 + 10 r3 (cos (�))4 + 8 r2 (cos (�))3 + 11 r (cos (�))2 � 8 r2 cos (�)
�8 r (cos (�))4 � 4 r4 (cos (�))7)�2

On applique la méthode de la moyenne du second ordre

f1(r) =
1

2�

2�Z
0

F1(r; �)d�

= 0

On a
f1(r) = 0

On calcule

y1(r; s) =

sZ
0

F1(r; �)d�

= �r + r (cos (s))2 � cos (s) r sin (s) + 2 r3 cos (s) sin (s)� 1=5 r4 (cos (s))4 sin (s)

� 4
15
r4 sin (s) (cos (s))2 � 8

15
r4 sin (s)
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f 1(r; s) =
@F1
@r
y1(r; s) =

@F1
@r

sZ
0

F1(r; �)d� = (�1 + (cos (s))2 � cos (s) sin (s)

+6 r2 cos (s) sin (s)� 4=5 r3 (cos (s))4 sin (s)� 16
15
r3 (cos (s))2 sin (s)� 32

15
r3 sin (s))�

(�r + r (cos (s))2 � cos (s) r sin (s) + 2 r3 cos (s) sin (s)� 1=5 r4 (cos (s))4 sin (s)
� 4
15
r4 sin (s) (cos (s))2 � 8

15
r4 sin (s))

Alors

f 1(r; s) + F2(r; s) =
1

15
r(�60 + 150 r2 + 120 r (cos (s))3 + 390 r2 (cos (s))4 � 8 r3 (cos (s))3

+45 cos (s) sin (s)� 540 r2 (cos (s))2 + 133 r3 (cos (s))5 + 7 r3 sin (s) + 48 r5 sin (s)
�126 r3 (cos (s))7 � 120 r cos (s) + 16 r3 cos (s) + 240 (cos (s))2 � 180 (cos (s))4
+195 r2 cos (s) sin (s) + 5 r3 (cos (s))4 sin (s)� 18 r3 (cos (s))2 sin (s) + 27 r6 (cos (s))9 sin (s)
+126 r3 (cos (s))6 sin (s)� 231 r5 (cos (s))6 sin (s)� 390 r2 (cos (s))3 sin (s)
+420 r4 (cos (s))3 sin (s)� 210 r4 cos (s) sin (s)� 72 r5 (cos (s))2 sin (s)
+16 r6 (cos (s))7 sin (s) + 32 r6 (cos (s))5 sin (s))

On calcule la fonction f2(r) tel que

f2(r) = f 10(r) + g0(r)

=
7

4
r3 � 1

2
r

La racine positive unique de f 0(r) est r =

p
14

7
:

D�aprés le théorème (2:2:2) le système (3.6) pour " su¢ sament petit pos-

sède un seul cycle limite.Puisque
@

@r
(f 10(r) + g0(r))

r=
p
14
7

= 1: le cycle limite

est instable.
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Cycle limite pour " = 0:001
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3.5 la méthode de la moyenne de second ordre

dans R3

On considère le système di¤érentiel8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_x = �y + "(a0;0;0 + a1;1;1xyz + a2;1;1x2yz + a1;2;1xy2z + a1;1;2xyz2 + a2;2;0x2y2
+a0;1;3yz

3 + a1;0;2xz
2 + a1;0;1xz + a3;0;1x

3z + a0;0;1z + a0;0;2z
2 + a0;0;3z

3

+a0;0;4z
4 + a1;1;0xy + a2;1;0x

2y + a1;2;0xy
2 + a1;3;0xy

3 + a2;0;1x
2z + a3;0;1x

3z
+a1;0;0x+ a2;0;0x

2 + a3;0;0x
3 + a4;0;0x

4 + a0;1;0y + a0;2;0y
2 + a0;3;0y

3 + a0;4;0y
4

+a0;1;1yz + a0;2;1y
2z + a0;3;1y

3z + a2;0;2x
2z2 + a0;1;2yz

2 + a0;2;2y
2z2 + a1;0;3xy

3)
+"2(A0;0;0 + A1;1;1xyz + A2;1;1x

2yz + A1;2;1xy
2z + A1;1;2xyz

2 + A2;2;0x
2y2

+A0;1;3yz
3 + A1;0;2xz

2 + A1;0;1xz + A3;0;1x
3z + A0;0;1z + A0;0;2z

2 + A0;0;3z
3

+A0;0;4z
4 + A1;1;0xy + A2;1;0x

2y + A1;2;0xy
2 + A1;3;0xy

3 + A2;0;1x
2z + A3;0;1x

3z
+A1;0;0x+ A2;0;0x

2 + A3;0;0x
3 + A4;0;0x

4 + A0;1;0y + A0;2;0y
2 + A0;3;0y

3 + A0;4;0y
4

+A0;1;1yz + A0;2;1y
2z + A0;3;1y

3z + A2;0;2x
2z2 + A0;1;2yz

2 + A0;2;2y
2z2 + A1;0;3xy

3)
_y = �y + "(b0;0;0 + b1;1;1xyz + b2;1;1x2yz + b1;2;1xy2z + b1;1;2xyz2 + b2;2;0x2y2
+b0;1;3yz

3 + b1;0;2xz
2 + b1;0;1xz + b3;0;1x

3z + b0;0;1z + b0;0;2z
2 + b0;0;3z

3 + b0;0;4z
4

+b1;1;0xy + b2;1;0x
2y + b1;2;0xy

2 + b1;3;0xy
3 + b2;0;1x

2z + b3;0;1x
3z + b1;0;0x

+b2;0;0x
2 + b3;0;0x

3 + b4;0;0x
4 + b0;1;0y + b0;2;0y

2 + b0;3;0y
3 + b0;4;0y

4 + b0;1;1yz
+b0;2;1y

2z + b0;3;1y
3z + b2;0;2x

2z2 + b0;1;2yz
2 + b0;2;2y

2z2 + b1;0;3xy
3)

+"2(B0;0;0 +B1;1;1xyz +B2;1;1x
2yz +B1;2;1xy

2z +B1;1;2xyz
2 +B2;2;0x

2y2

+B0;1;3yz
3 +B1;0;2xz

2 +B1;0;1xz +B3;0;1x
3z +B0;0;1z +B0;0;2z

2 +B0;0;3z
3

+B0;0;4z
4 +B1;1;0xy +B2;1;0x

2y +B1;2;0xy
2 +B1;3;0xy

3 +B2;0;1x
2z +B3;0;1x

3z
+B1;0;0x+B2;0;0x

2 +B3;0;0x
3 +B4;0;0x

4 +B0;1;0y +B0;2;0y
2 +B0;3;0y

3 +B0;4;0y
4

+B0;1;1yz +B0;2;1y
2z +B0;3;1y

3z +B2;0;2x
2z2 +B0;1;2yz

2 +B0;2;2y
2z2 +B1;0;3xy

3)
_z = "(c0;0;0 + c1;1;1xyz + c2;1;1x

2yz + c1;2;1xy
2z + c1;1;2xyz

2 + c2;2;0x
2y2

+c0;1;3yz
3 + c1;0;2xz

2 + c1;0;1xz + c3;0;1x
3z + c0;0;1z + c0;0;2z

2 + c0;0;3z
3

+c0;0;4z
4 + c1;1;0xy + c2;1;0x

2y + c1;2;0xy
2 + c1;3;0xy

3 + c2;0;1x
2z + c3;0;1x

3z
+c1;0;0x+ c2;0;0x

2 + c3;0;0x
3 + c4;0;0x

4 + c0;1;0y + c0;2;0y
2 + c0;3;0y

3 + c0;4;0y
4

+c0;1;1yz + c0;2;1y
2z + c0;3;1y

3z + c2;0;2x
2z2 + c0;1;2yz

2 + c0;2;2y
2z2 + c1;0;3xy

3)
+"2(C0;0;0 + C1;1;1xyz + C2;1;1x

2yz + C1;2;1xy
2z + C1;1;2xyz

2 + C2;2;0x
2y2

+C0;1;3yz
3 + C1;0;2xz

2 + C1;0;1xz + C3;0;1x
3z + C0;0;1z + C0;0;2z

2 + C0;0;3z
3

+C0;0;4z
4 + C1;1;0xy + C2;1;0x

2y + C1;2;0xy
2 + C1;3;0xy

3 + C2;0;1x
2z + C3;0;1x

3z
+C1;0;0x+ C2;0;0x

2 + C3;0;0x
3 + C4;0;0x

4 + C0;1;0y + C0;2;0y
2 + C0;3;0y

3

+C0;4;0y
4 + C0;1;1yz + C0;2;1y

2z + C0;3;1y
3z + C2;0;2x

2z2 + C0;1;2yz
2

+C0;2;2y
2z2 + C1;0;3xy

3)
(3.7)

56



3.5. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R3

Dans les coordonnées cylindriques on a x = r cos � et y = r sin �, le
système précédant s�écrit sous la forme8<:

_r = �1(r; �; z)
_� = �2(r; �; z)
_z = �3(r; �; z)

tel que

�1(r; �; z) = "(� sin (�) (cos (�))
2B2;2;0r

4 + (cos (�))3 a2;2;0r
4

�� sin (�) (cos (�))2B0;2;2r2z2 + a4;0;0r4 (cos (�))5
+b0;3;1r

3z + �B0;1;0r + cos (�) a0;0;2z
2 + cos (�) a0;0;1z

+cos (�) a0;0;4z
4 + sin (�) b0;0;1z + sin (�) b0;0;2z

2 � a1;0;3rz3
+sin (�) b0;0;3z

3 + sin (�) b0;0;4z
4 + 4 a3;0;0r

3 (cos (�))4

+� sin (�) cos (�)A0;3;1r
3z + cos (�) a0;0;3z

3 � (cos (�))3 b1;1;0r2
+� sin (�)B0;2;1r

2z + sin (�) cos (�) a0;3;1r
3z + �A1;0;0r (cos (�))

2

+�A3;0;0r
3 (cos (�))4 + �A4;0;0r

4 (cos (�))5 + cos (�) �A0;0;1z
+cos (�) �A0;0;2z

2 + cos (�) �A0;0;3z
3 + cos (�) �A0;0;4z

4 + sin (�) �B0;0;1z

+sin (�) �B0;0;2z
2 + sin (�) �B0;0;3z

3 + sin (�) �B0;0;4z
4 + a2;0;1r

2 (cos (�))3 z

+�A2;0;0r
2 (cos (�))3 + �A2;0;1r

2 (cos (�))3 z + 2 a1;0;0r (cos (�))
2

+(cos (�))5 b1;3;0r
4 � (cos (�))3 a0;2;0r2 � (cos (�))5 b3;1;0r4 + cos (�) b1;3;0r4

+cos (�) a0;4;0r
4 + (cos (�))3 b3;1;0r

4

+cos (�) a0;2;0r
2 + cos (�) b1;1;0r

2 + sin (�) b0;4;0r
4 + sin (�) b0;2;0r

2

+a1;1;1r
2 (cos (�))2 sin (�) z + a2;1;1r

3 (cos (�))3 sin (�) z + a1;1;2r
2 (cos (�))2 sin (�) z2

+�A1;0;1r (cos (�))
2 z � 5 (cos (�))2 b0;3;0r3 + 4 (cos (�))4 b0;3;0r3 � a1;0;1rz

�2 (cos (�))3 a0;4;0r4 + a2;0;2r2 (cos (�))3 z2 + a1;1;0r2 (cos (�))2 sin (�)
+a2;1;0r

3 (cos (�))3 sin (�) + a3;1;0r
4 (cos (�))4 sin (�)

+ cos (�) a0;1;0r sin (�) + sin (�) b1;0;0r cos (�) + sin (�) b2;0;0r
2 (cos (�))2

+sin (�) b3;0;0r
3 (cos (�))3 + sin (�) b4;0;0r

4 (cos (�))4 + � cos (�)B1;3;0r
4

+� cos (�)A0;4;0r
4 + cos (�) b1;1;1r

2z + cos (�) b1;1;2r
2z2 + cos (�) a0;2;2r

2z2

+cos (�) a0;2;1r
2z + sin (�) b0;0;0 + � sin (�)B0;2;2r

2z2 + cos (�) a0;0;0 + b0;3;0r
3

� (cos (�))5 a2;2;0r4 � � sin (�) (cos (�))2B0;2;1r2z � � sin (�) (cos (�))3A0;3;1r3z
�� sin (�) (cos (�))3B1;2;1r3z + sin (�) cos (�) b1;2;1r3z + � sin (�) (cos (�))2A1;3;0r4
+� sin (�) cos (�)A0;3;0r

3 + � sin (�) cos (�)B1;2;0r
3 + cos (�) �A0;0;0 + sin (�) �B0;0;0

+a2;0;0r
2 (cos (�))3 + �B0;3;0r

3 + (cos (�))5 a0;4;0r
4 � a1;0;2rz2

+� sin (�) cos (�)B1;2;1r
3z + � sin (�) (cos (�))4B0;4;0r

4

+�A3;0;1r
3 (cos (�))4 z + �A1;0;2r (cos (�))

2 z2 + �A2;0;2r
2 (cos (�))3 z2

+�A1;0;3r (cos (�))
2 z3 + �A1;1;0r

2 (cos (�))2 sin (�)
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+�B0;1;2rz
2 + �B0;1;1rz + �B0;1;3rz

3 + sin (�) (cos (�))4 b0;4;0r
4

+sin (�) (cos (�))2 b2;2;0r
4 + sin (�) cos (�) b1;2;0r

3

+sin (�) (cos (�))2 a1;3;0r
4 + 4 a3;0;1r

3 (cos (�))4 z

+2 a1;0;2r (cos (�))
2 z2 + 2 a1;0;3r (cos (�))

2 z3 + 2 a1;0;1r (cos (�))
2 z

�5 (cos (�))2 b0;3;1r3z � 2 (cos (�))2 �B0;3;0r3 � 2 (cos (�))3 �B1;3;0r4

�2 (cos (�))3 �A0;4;0r4 � 3 (cos (�))2 r3za3;0;1 + 4 (cos (�))4 b0;3;1r3z
�2 sin (�) (cos (�))2 b0;4;0r4 + � (cos (�))2A1;2;1r3z
+� (cos (�))2B2;1;1r

3z + � cos (�)B1;1;2r
2z2 + � cos (�)A0;2;1r

2z

+� cos (�)A0;2;2r
2z2 + � cos (�)B1;1;1r

2z + (cos (�))4 �B0;3;1r
3z

� (cos (�))4 �A1;2;1r3z � (cos (�))2 �B0;1;2rz2 � (cos (�))2 �B0;1;1rz
� (cos (�))4 �B2;1;1r3z � (cos (�))3 �B1;1;2r2z2 � (cos (�))2 �B0;1;3rz3

� (cos (�))3 �A0;2;1r2z � (cos (�))3 �A0;2;2r2z2 � (cos (�))3 �B1;1;1r2z
�2 � sin (�) (cos (�))2B0;4;0r4 � 2 (cos (�))3 b1;3;0r4 � 3 (cos (�))2 r3a3;0;0
�2 (cos (�))2 �B0;3;1r3z)
�r + �2A0;3;0r3 + �2A0;1;0r + � a0;3;0r3 + � a0;1;0r
�� b1;0;1r (cos (�))2 z + sin (�) �2A0;2;0r2 + sin (�) � a0;4;0r4

+sin (�) � a0;2;0r
2 + sin (�) �2A0;4;0r

4 + sin (�) (cos (�))4 � a0;4;0r
4

+sin (�) (cos (�))4 �2B1;3;0r
4 + sin (�) (cos (�))4 � b1;3;0r

4

� sin (�) (cos (�))2 �2A0;2;0r2 � sin (�) (cos (�))2 � a0;2;0r2

� sin (�) (cos (�))4 �2A2;2;0r4 � sin (�) (cos (�))4 � a2;2;0r4

� sin (�) (cos (�))3 �2A1;2;0r3 � sin (�) � b1;3;0r4 (cos (�))2

+sin (�) � a0;2;1r
2z + sin (�) � a1;2;1r

3 cos (�) z

+sin (�) �2A1;2;0r
3 cos (�) + sin (�) �2A2;2;0r

4 (cos (�))2

� sin (�) �2B1;3;0r4 (cos (�))2 � sin (�) cos (�) � b0;3;0r3

� sin (�) cos (�) �2B0;3;0r3 � sin (�) cos (�) � b0;3;1r3z
� sin (�) cos (�) �2B0;3;1r3z + sin (�) � a0;2;2r2z2

+sin (�) � a1;2;0r
3 cos (�) + sin (�) � a2;2;0r

4 (cos (�))2

+sin (�) �2A0;2;2r
2z2 + sin (�) �2A0;2;1r

2z � sin (�) (cos (�))2 � a0;2;2r2z2

� sin (�) (cos (�))2 �2A0;2;2r2z2 � sin (�) (cos (�))2 �2A0;2;1r2z
+sin (�) (cos (�))3 �2B0;3;1r

3z + sin (�) �2A1;2;1r
3 cos (�) z
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�2 = �
1

r
(� sin (�) (cos (�))2 � a0;2;1r2z � sin (�) (cos (�))3 �2A1;2;1r3z

�2 sin (�) (cos (�))2 � a0;4;0r4 � 2 sin (�) (cos (�))2 �2A0;4;0r4
+sin (�) (cos (�))3 �2B0;3;0r

3 + sin (�) (cos (�))4 �2A0;4;0r
4

�2 (cos (�))2 � a0;3;1r3z � 2 (cos (�))2 �2A0;3;1r3z
+sin (�) �2A3;0;0r

3 (cos (�))3 � �2B1;0;1r (cos (�))2 z
+(cos (�))4 � b1;2;1r

3z � (cos (�))4 � a2;1;1r3z
+(cos (�))4 �2B1;2;1r

3z � (cos (�))4 �2A2;1;1r3z
+(cos (�))3 � b0;2;1r

2z � 2 (cos (�))3 �2A1;3;0r4
+sin (�) �2A1;0;0r cos (�) + (cos (�))

3 �2B0;2;1r
2z

+(cos (�))3 �2B0;2;2r
2z2 + (cos (�))3 � b0;2;2r

2z2

� (cos (�))3 �2A1;1;1r2z � (cos (�))3 � a1;1;2r2z2
� (cos (�))3 �2A1;1;2r2z2 � (cos (�))3 � a1;1;1r2z
� (cos (�))2 � a0;1;1rz � (cos (�))2 � a0;1;2rz2
+sin (�) �2A0;0;1z + sin (�) � a0;0;3z

3 + sin (�) �2A0;0;4z
4 + sin (�) �2A0;0;3z

3

� cos (�) �2B0;0;0 � cos (�) � b0;0;0 + sin (�) �2A0;0;0 + sin (�) � a4;0;0r4 (cos (�))4
+sin (�) �2A2;0;0r

2 (cos (�))2 + sin (�) �2A2;0;2r
2 (cos (�))2 z2

+sin (�) �2A4;0;0r
4 (cos (�))4 + sin (�) � a2;0;0r

2 (cos (�))2

+2 cos (�) � a1;0;0r sin (�) + 4 � r
3 (cos (�))3 sin (�) za3;0;1

�� b2;0;1r2 (cos (�))3 z � � b3;0;1r3 (cos (�))4 z � � b1;0;2r (cos (�))2 z2
�� b2;0;2r2 (cos (�))3 z2 � � b1;0;3r (cos (�))2 z3 � �2B2;0;1r2 (cos (�))3 z
��2B1;0;2r (cos (�))2 z2 � �2B2;0;2r2 (cos (�))3 z2 � � b1;1;0r2 (cos (�))2 sin (�)
�� b3;1;0r4 (cos (�))4 sin (�)� � b1;1;1r2 (cos (�))2 sin (�) z
�� b1;1;2r2 (cos (�))2 sin (�) z2 + 4 � r3 (cos (�))3 sin (�) b0;3;0
+4 � r3 (cos (�))3 sin (�) a3;0;0 � �2B1;1;0r2 (cos (�))2 sin (�)
��2B3;1;0r4 (cos (�))4 sin (�)� �2B1;1;1r2 (cos (�))2 sin (�) z
��2B2;1;1r3 (cos (�))3 sin (�) z � �2B1;1;2r2 (cos (�))2 sin (�) z2
� cos (�) �2B0;1;0r sin (�) + 2 cos (�) � a1;0;2r sin (�) z2 + 2 cos (�) � a1;0;1r sin (�) z
� cos (�) �2B0;1;1r sin (�) z � cos (�) �2B0;1;2r sin (�) z2 � cos (�) �2B0;1;3r sin (�) z3
+sin (�) � a2;0;1r

2 (cos (�))2 z + sin (�) �2A1;0;2r cos (�) z
2

+sin (�) � a2;0;2r
2 (cos (�))2 z2 + sin (�) �2A1;0;3r cos (�) z

3
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+sin (�) �2A1;0;1r cos (�) z + sin (�) �
2A2;0;1r

2 (cos (�))2 z

+sin (�) �2A3;0;1r
3 (cos (�))3 z

�3 = �(c0;1;0r sin (�) + c1;0;3r cos (�) z
3 + c2;0;1r

2 (cos (�))2 z + c1;0;2r cos (�) z
2

+(�3 c0;4;0 � 3 c4;0;0) r4 (cos (�))2 (sin (�))2 + c0;1;3r sin (�) z3
+c0;1;1r sin (�) z + c0;3;1r

3 (sin (�))3 z + c0;1;2r sin (�) z
2

+c0;2;2r
2 (sin (�))2 z2 + c1;1;0r

2 cos (�) sin (�) + c1;1;1r
2 cos (�) sin (�) z

+c2;1;1r
3 (cos (�))2 sin (�) z + c1;2;1r

3 cos (�) (sin (�))2 z

+c1;1;2r
2 cos (�) sin (�) z2 � c2;0;1r2 (sin (�))2 z + c0;2;0r2 (sin (�))2

�c0;2;0r2 (cos (�))2 + c4;0;0r4 (cos (�))4 + c0;3;0r3 (sin (�))3
+c3;0;0r

3 (cos (�))3 + c1;0;0r cos (�) + c0;4;0r
4 (sin (�))4 + c1;0;1r cos (�) z

�c0;2;2r2 (cos (�))2 z2 + c2;1;0r3 (cos (�))2 sin (�) + c3;1;0r4 (cos (�))3 sin (�)
+c1;2;0r

3 cos (�) (sin (�))2 + c1;3;0r
4 cos (�) (sin (�))3 + c3;0;1r

3 (cos (�))3 z

+ �2(C0;0;1z + C0;0;2z
2 + C0;0;3z

3 + C0;0;4z
4 + C0;0;0 + C2;1;1r

3 (cos (�))2 sin (�) z

+C1;2;1r
3 cos (�) (sin (�))2 z + C1;1;2r

2 cos (�) sin (�) z2 + C0;2;1r
2 (sin (�))2 z

+C0;3;1r
3 (sin (�))3 z + C0;1;2r sin (�) z

2 + C0;2;2r
2 (sin (�))2 z2 + C0;1;3r sin (�) z

3

+C1;1;0r
2 cos (�) sin (�) + C1;0;1r cos (�) z + C2;0;1r

2 (cos (�))2 z

+C0;4;0r
4 (sin (�))4 + C0;3;0r

3 (sin (�))3 + C3;0;0r
3 (cos (�))3 + C2;0;0r

2 (cos (�))2

+C4;0;0r
4 (cos (�))4 + C1;0;0r cos (�) + C0;2;0r

2 (sin (�))2 + C0;1;0r sin (�)

+C0;1;1r sin (�) z + C3;0;1r
3 (cos (�))3 z + C2;1;0r

3 (cos (�))2 sin (�)

+C3;1;0r
4 (cos (�))3 sin (�) + C1;2;0r

3 cos (�) (sin (�))2

+C2;2;0r
4 (cos (�))2 (sin (�))2 + C1;3;0r

4 cos (�) (sin (�))3 + C1;0;2r cos (�) z
2

+C2;0;2r
2 (cos (�))2 z2 + C1;0;3r cos (�) z

3 + C1;1;1r
2 cos (�) sin (�) z)

où d�une manière équivalente8><>:
dr

d�
= "F11(r; �; z) + "

2F21(r; �; z) +O("
3)

dz

d�
= "F12(r; �; z) + "

2F22(r; �; z) +O("
3)
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tel que

F11(r; �; z) = �a1;0;1rz + cos (�) a0;4;0r4 + (cos (�))3 b3;1;0r4 + cos (�) a0;0;3z3 + sin (�) b0;0;4z4

�2 (cos (�))3 a0;4;0r4 + cos (�) a0;2;0r2 + a2;0;0r2 (cos (�))3 � (cos (�))5 b3;1;0r4

+(cos (�))5 a0;4;0r
4 + 2 a1;0;1r (cos (�))

2 z + a2;0;1r
2 (cos (�))3 z + 4 a3;0;1r

3 (cos (�))4 z

+2 a1;0;2r (cos (�))
2 z2 + a2;0;2r

2 (cos (�))3 z2 + 2 a1;0;3r (cos (�))
2 z3

+a3;1;0r
4 (cos (�))4 sin (�) + a1;1;0r

2 (cos (�))2 sin (�) + a2;1;0r
3 (cos (�))3 sin (�)

+ cos (�) a0;1;0r sin (�) + sin (�) b3;0;0r
3 (cos (�))3 + sin (�) b1;0;0r cos (�)

+ sin (�) b2;0;0r
2 (cos (�))2 + sin (�) b4;0;0r

4 (cos (�))4 + 2 a1;0;0r (cos (�))
2

+4 a3;0;0r
3 (cos (�))4 + a4;0;0r

4 (cos (�))5 + cos (�) a0;0;4z
4 + cos (�) a0;0;1z

+cos (�) a0;0;2z
2 + sin (�) b0;0;1z + sin (�) b0;0;2z

2 + sin (�) b0;0;3z
3 + cos (�) a0;0;0

+sin (�) b0;0;0 + a1;1;1r
2 (cos (�))2 sin (�) z + a1;1;2r

2 (cos (�))2 sin (�) z2

+a2;1;1r
3 (cos (�))3 sin (�) z + cos (�) a0;1;1r sin (�) z + cos (�) a0;1;2r sin (�) z

2

+cos (�) a0;1;3r sin (�) z
3 + sin (�) b1;0;1r cos (�) z + sin (�) b2;0;1r

2 (cos (�))2 z

+sin (�) b3;0;1r
3 (cos (�))3 z + sin (�) b1;0;2r cos (�) z

2 + sin (�) b2;0;2r
2 (cos (�))2 z2

+sin (�) b1;0;3r cos (�) z
3 � (cos (�))5 a2;2;0r4 � a1;0;2rz2 � a1;0;0r � a1;0;3rz3

+b0;3;0r
3 + b0;3;1r

3z + 4 (cos (�))4 b0;3;0r
3 + (cos (�))5 b1;3;0r

4 � 5 (cos (�))2 b0;3;1r3z
+4 (cos (�))4 b0;3;1r

3z � (cos (�))3 b1;1;2r2z2 � (cos (�))3 a0;2;1r2z � (cos (�))3 a0;2;2r2z2

� (cos (�))3 b1;1;1r2z � 3 (cos (�))2 r3za3;0;1 + cos (�) b1;1;2r2z2 + cos (�) a0;2;1r2z
+cos (�) a0;2;2r

2z2 + cos (�) b1;1;1r
2z � 5 (cos (�))2 b0;3;0r3 + cos (�) b1;3;0r4

�2 (cos (�))3 b1;3;0r4 � (cos (�))3 a0;2;0r2 � (cos (�))3 b1;1;0r2 + (cos (�))3 a2;2;0r4

�3 (cos (�))2 r3a3;0;0 + cos (�) b1;1;0r2 + sin (�) b0;4;0r4 + sin (�) b0;2;0r2

� sin (�) (cos (�))4 b2;2;0r4 � sin (�) (cos (�))3 b1;2;0r3 � sin (�) (cos (�))3 a0;3;0r3

� sin (�) (cos (�))4 a1;3;0r4 + sin (�) b0;2;2r2z2 + sin (�) b0;2;1r2z + sin (�) cos (�) b1;2;0r3

+sin (�) (cos (�))4 b0;4;0r
4 + sin (�) (cos (�))2 b2;2;0r

4 + sin (�) (cos (�))2 a1;3;0r
4

+sin (�) cos (�) a0;3;0r
3 � sin (�) (cos (�))2 b0;2;0r2 � 2 sin (�) (cos (�))2 b0;4;0r4

+sin (�) cos (�) b1;2;1r
3z + sin (�) cos (�) a0;3;1r

3z � sin (�) (cos (�))2 b0;2;1r2z
� sin (�) (cos (�))3 b1;2;1r3z � sin (�) (cos (�))3 a0;3;1r3z � sin (�) (cos (�))2 b0;2;2r2z2

�1
r
(�a1;0;1rz + sin (s) b0;0;2z2 + (cos (s))5 a0;4;0r4 + cos (s) a0;0;2z2 + 2 a1;0;0r (cos (s))2

� (cos (s))5 b3;1;0r4 + 4 a3;0;0r3 (cos (s))4 + sin (s) b0;0;1z + cos (s) a0;0;1z + sin (s) b0;0;3z3

� (cos (s))3 b1;1;0r2 + (cos (s))3 a2;2;0r4 � 3 (cos (s))2 r3a3;0;0 + cos (s) b1;1;0r2

+sin (s) b0;4;0r
4 + sin (s) b0;2;0r

2 + sin (s) cos (s) b1;2;1r
3z + sin (s) cos (s) a0;3;1r

3z
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� sin (s) (cos (s))2 b0;2;1r2z � sin (s) (cos (s))3 b1;2;1r3z � sin (s) (cos (s))3 a0;3;1r3z
� sin (s) (cos (s))2 b0;2;2r2z2 + cos (s) a0;2;0r2 + a2;0;0r2 (cos (s))3 � 2 (cos (s))3 a0;4;0r4
�a1;0;2rz2 � a1;0;0r � a1;0;3rz3 + b0;3;0r3 + cos (s) a0;0;3z3 + sin (s) b0;0;4z4 + b0;3;1r3z
+(cos (s))3 b3;1;0r

4 + cos (s) a0;4;0r
4 + cos (s) a0;0;0 + 2 a1;0;1r (cos (s))

2 z

+a2;0;1r
2 (cos (s))3 z + 4 a3;0;1r

3 (cos (s))4 z + 2 a1;0;2r (cos (s))
2 z2 + a2;0;2r

2 (cos (s))3 z2

+2 a1;0;3r (cos (s))
2 z3 + a3;1;0r

4 (cos (s))4 sin (s) + a1;1;0r
2 (cos (s))2 sin (s)

+a2;1;0r
3 (cos (s))3 sin (s) + cos (s) a0;1;0r sin (s) + sin (s) b3;0;0r

3 (cos (s))3

+sin (s) b1;0;0r cos (s) + sin (s) b2;0;0r
2 (cos (s))2 + sin (s) b4;0;0r

4 (cos (s))4

�5 (cos (s))2 b0;3;1r3z + 4 (cos (s))4 b0;3;1r3z � (cos (s))3 b1;1;2r2z2 � (cos (s))3 a0;2;1r2z
� (cos (s))3 a0;2;2r2z2 � (cos (s))3 b1;1;1r2z � 3 (cos (s))2 r3za3;0;1 + a4;0;0r4 (cos (s))5
� (cos (s))5 a2;2;0r4 + 4 (cos (s))4 b0;3;0r3 + (cos (s))5 b1;3;0r4 � 5 (cos (s))2 b0;3;0r3
+cos (s) b1;3;0r

4 � 2 (cos (s))3 b1;3;0r4 � (cos (s))3 a0;2;0r2 + a1;1;1r2 (cos (s))2 sin (s) z
+a1;1;2r

2 (cos (s))2 sin (s) z2 + a2;1;1r
3 (cos (s))3 sin (s) z + cos (s) a0;1;1r sin (s) z

+cos (s) a0;1;2r sin (s) z
2 + cos (s) a0;1;3r sin (s) z

3 + sin (s) b1;0;1r cos (s) z

+sin (s) b2;0;1r
2 (cos (s))2 z + sin (s) b3;0;1r

3 (cos (s))3 z + sin (s) b1;0;2r cos (s) z
2

+sin (s) b2;0;2r
2 (cos (s))2 z2 + sin (s) b1;0;3r cos (s) z

3 + cos (s) b1;1;2r
2z2

+cos (s) a0;2;1r
2z + cos (s) a0;2;2r

2z2 + cos (s) b1;1;1r
2z � sin (s) (cos (s))4 b2;2;0r4

� sin (s) (cos (s))3 b1;2;0r3 � sin (s) (cos (s))3 a0;3;0r3 � sin (s) (cos (s))4 a1;3;0r4
+sin (s) b0;2;2r

2z2 + sin (s) b0;2;1r
2z + sin (s) cos (s) b1;2;0r

3 + sin (s) (cos (s))4 b0;4;0r
4

+sin (s) (cos (s))2 b2;2;0r
4 + sin (s) (cos (s))2 a1;3;0r

4 + sin (s) cos (s) a0;3;0r
3

� sin (s) (cos (s))2 b0;2;0r2 � 2 sin (s) (cos (s))2 b0;4;0r4 + sin (s) b0;0;0 + cos (s) a0;0;4z4)
(�a0;1;3rz3 � a0;1;2rz2 � a0;3;1r3z � a0;1;1rz � a0;3;0r3 � a0;1;0r + (cos (s))5 a3;1;0r4
+2 (cos (s))2 a0;3;0r

3 + 2 (cos (s))3 a1;3;0r
4 � sin (s) a0;2;0r2 � sin (s) a0;4;0r4

+b2;2;0r
4 (cos (s))3 + cos (s) b0;2;0r

2 + b1;2;0r
3 (cos (s))2 � a2;1;0r3 (cos (s))2

� (cos (s))4 a0;3;0r3 � (cos (s))5 a1;3;0r4 + (cos (s))5 b0;4;0r4 + (cos (s))2 a0;1;0r
+cos (s) b0;4;0r

4 � a1;3;0r4 cos (s) + (cos (s))3 a1;1;0r2 � (cos (s))3 b0;2;0r2
+(cos (s))4 a2;1;0r

3 � (cos (s))4 b1;2;0r3 � (cos (s))5 b2;2;0r4 � sin (s) a0;0;4z4
� sin (s) a0;0;1z � sin (s) a0;0;2z2 + cos (s) b0;0;4z4 + cos (s) b0;0;1z + cos (s) b0;0;2z2
+cos (s) b0;0;3z

3 + b4;0;0r
4 (cos (s))5 + b2;0;0r

2 (cos (s))3 + b1;0;0r (cos (s))
2

+b3;0;0r
3 (cos (s))4 � 2 (cos (s))3 b0;4;0r4 � a1;1;0r2 cos (s)� a3;1;0r4 (cos (s))3

� sin (s) a0;0;3z3 � sin (s) a1;2;1r3 cos (s) z + sin (s) cos (s) b0;3;1r3z
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+sin (s) (cos (s))2 a0;2;1r
2z + b1;1;1r

2 (cos (s))2 sin (s) z + b1;1;2r
2 (cos (s))2 sin (s) z2

�2 cos (s) a1;0;2r sin (s) z2 + cos (s) b0;0;0 � sin (s) a0;0;0 � 2 cos (s) a1;0;1r sin (s) z
� sin (s) a2;0;1r2 (cos (s))2 z � sin (s) a2;0;2r2 (cos (s))2 z2 + sin (s) (cos (s))2 a0;2;2r2z2

�2 cos (s) a1;0;3r sin (s) z3 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) zb0;3;1 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) za3;0;1
+sin (s) b1;3;0r

4 (cos (s))2 � sin (s) a0;2;1r2z � sin (s) a0;2;2r2z2 � sin (s) a1;2;0r3 cos (s)
+ sin (s) cos (s) b0;3;0r

3 + b1;0;3r (cos (s))
2 z3 + b1;1;0r

2 (cos (s))2 sin (s)

+b3;1;0r
4 (cos (s))4 sin (s)� 4 r3 (cos (s))3 sin (s) b0;3;0 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) a3;0;0

� (cos (s))4 b1;2;1r3z + (cos (s))4 a2;1;1r3z � sin (s) a2;2;0r4 (cos (s))2
+2 sin (s) (cos (s))2 a0;4;0r

4 + 2 (cos (s))2 a0;3;1r
3z � (cos (s))3 b0;2;1r2z

� (cos (s))3 b0;2;2r2z2 + (cos (s))3 a1;1;2r2z2 + (cos (s))3 a1;1;1r2z + cos (s) b0;2;2r2z2
�a1;1;1r2 cos (s) z � sin (s) a4;0;0r4 (cos (s))4 � sin (s) a2;0;0r2 (cos (s))2
�2 cos (s) a1;0;0r sin (s) + b2;0;1r2 (cos (s))3 z + b3;0;1r3 (cos (s))4 z + b1;0;2r (cos (s))2 z2
+b2;0;2r

2 (cos (s))3 z2 + (cos (s))2 a0;1;1rz + (cos (s))
2 a0;1;2rz

2 + (cos (s))2 a0;1;3rz
3

� (cos (s))4 a0;3;1r3z � a1;1;2r2 cos (s) z2 � a2;1;1r3 (cos (s))2 z + b1;2;1r3 (cos (s))2 z
+cos (s) b0;2;1r

2z + b1;0;1r (cos (s))
2 z � sin (s) (cos (s))4 a0;4;0r4 � sin (s) (cos (s))4 b1;3;0r4

+sin (s) (cos (s))2 a0;2;0r
2 + sin (s) (cos (s))4 a2;2;0r

4)

+ sin (s)B2;0;1r
2 (cos (s))2 z + sin (s)B3;0;1r

3 (cos (s))3 z + sin (s)B1;0;2r cos (s) z
2

+sin (s)B2;0;2r
2 (cos (s))2 z2 + sin (s)B1;0;3r cos (s) z

3 + A1;1;1r
2 (cos (s))2 sin (s) z

� sin (s) (cos (s))3B1;2;1r3z � sin (s) (cos (s))2B0;2;1r2z � sin (s) (cos (s))2B0;2;2r2z2
� sin (s) (cos (s))3A0;3;1r3z � (cos (s))2B0;1;1rz � (cos (s))4A1;2;1r3z � (cos (s))2B0;1;3rz3

� (cos (s))3B1;1;1r2z � (cos (s))3A0;2;2r2z2 � (cos (s))3A0;2;1r2z � (cos (s))3B1;1;2r2z2
+sin (s)B0;2;1r

2z + sin (s)B0;2;2r
2z2 + sin (s) (cos (s))4B0;4;0r

4 + sin (s) (cos (s))2B2;2;0r
4

+sin (s) cos (s)A0;3;0r
3 + sin (s) (cos (s))2A1;3;0r

4 + sin (s) cos (s)B1;2;0r
3

�2 sin (s) (cos (s))2B0;4;0r4 + A3;1;0r4 (cos (s))4 sin (s) + sin (s)B1;0;0r cos (s)
+ sin (s)B2;0;0r

2 (cos (s))2 + sin (s)B3;0;0r
3 (cos (s))3 + sin (s)B4;0;0r

4 (cos (s))4

�2 (cos (s))2B0;3;1r3z + (cos (s))2B2;1;1r3z + (cos (s))2A1;2;1r3z + cos (s)B1;1;1r2z
+cos (s)A0;2;2r

2z2 + cos (s)A0;2;1r
2z + cos (s)B1;1;2r

2z2 + (cos (s))4B0;3;1r
3z

� (cos (s))4B2;1;1r3z � (cos (s))2B0;1;2rz2 + cos (s)A0;1;0r sin (s)� sin (s) (cos (s))2B0;2;0r2
� sin (s) (cos (s))4B2;2;0r4 � sin (s) (cos (s))4A1;3;0r4 � sin (s) (cos (s))3B1;2;0r3
� sin (s) (cos (s))3A0;3;0r3 + A1;0;2r (cos (s))2 z2 + A1;0;3r (cos (s))2 z3 + A1;0;1r (cos (s))2 z
+A2;0;1r

2 (cos (s))3 z + A3;0;1r
3 (cos (s))4 z + A1;1;0r

2 (cos (s))2 sin (s)

+A2;1;0r
3 (cos (s))3 sin (s) + A2;0;2r

2 (cos (s))3 z2

63



CHAPITRE 3. PERTURBATION D�UN CENTRE LINÉAIRE PAR DES
POLYNÔMES DE DEGRÉ 4

F21(r; �) B0;3;0r
3 +B0;1;0r +B0;1;1rz +B0;1;2rz

2 +B0;1;3rz
3 +B0;3;1r

3z

+A2;0;1r
2 (cos (�))3 z + A3;0;1r

3 (cos (�))4 z + A1;0;2r (cos (�))
2 z2 + A2;0;2r

2 (cos (�))3 z

+A1;0;3r (cos (�))
2 z3 + A1;1;0r

2 (cos (�))2 sin (�) + A2;1;0r
3 (cos (�))3 sin (�) + sin (�)B0;0;0

+cos (�)A0;0;0 + A1;0;1r (cos (�))
2 z + sin (�) (cos (�))4B0;4;0r

4 + (cos (�))5B1;3;0r
4

�2 (cos (�))2B0;3;0r3 + sin (�)B0;2;0r2 + (cos (�))2A1;2;0r3 + A4;0;0r4 (cos (�))5

� (cos (�))4B2;1;0r3 + cos (�)A0;0;2z2 + (cos (�))3B3;1;0r4 + A3;0;0r3 (cos (�))4

+A1;0;0r (cos (�))
2 + cos (�)B1;3;0r

4 � (cos (�))4A1;2;0r3 � (cos (�))5A2;2;0r4

� (cos (�))2B0;1;0r + (cos (�))5A0;4;0r4 + sin (�)B0;0;3z3 + cos (�)A0;4;0r4 + (cos (�))3A2;2;0r4

� (cos (�))3A0;2;0r2 � (cos (�))3B1;1;0r2 � 2 (cos (�))3B1;3;0r4 + sin (�)B0;0;4z4

+cos (�)A0;2;0r
2 + cos (�)B1;1;0r

2 + cos (�)A0;0;3z
3 � (cos (�))5B3;1;0r4 + sin (�)B0;4;0r4

+(cos (�))4B0;3;0r
3 + cos (�)A0;0;1z + sin (�)B0;0;2z

2 + sin (�)B0;0;1z + A2;0;0r
2 (cos (�))3

+(cos (�))2B2;1;0r
3 + cos (�)A0;0;4z

4 � 2 (cos (�))3A0;4;0r4

�1
r
(b0;3;0r

3 � a1;0;0r � a1;0;2rz2 � a1;0;3rz3 � a1;0;1rz + b0;3;1r3z + sin (�) b0;0;0

+cos (�) a0;0;0 + (cos (�))
5 a0;4;0r

4 � 2 (cos (�))3 a0;4;0r4 � 3 (cos (�))2 r3a3;0;0
�2 (cos (�))3 b1;3;0r4 � (cos (�))5 b3;1;0r4 + cos (�) b1;3;0r4 � 5 (cos (�))2 b0;3;0r3

+4 a3;0;0r
3 (cos (�))4 + 4 (cos (�))4 b0;3;0r

3 + 2 a1;0;0r (cos (�))
2 + cos (�) a0;2;0r

2

+sin (�) b0;2;0r
2 � (cos (�))3 a0;2;0r2 + sin (�) b0;0;3z3 + cos (�) b1;1;0r2 + cos (�) a0;4;0r4

+(cos (�))3 b3;1;0r
4 + cos (�) a0;0;4z

4 + (cos (�))3 a2;2;0r
4 + a4;0;0r

4 (cos (�))5

+cos (�) a0;0;2z
2 + sin (�) b0;0;1z + cos (�) a0;0;1z � (cos (�))3 b1;1;0r2 + a2;0;0r2 (cos (�))3

+cos (�) a0;0;3z
3 � (cos (�))5 a2;2;0r4 + (cos (�))5 b1;3;0r4 + sin (�) b0;0;4z4 + sin (�) b0;4;0r4

+sin (�) b0;0;2z
2 + a2;0;1r

2 (cos (�))3 z + a2;0;2r
2 (cos (�))3 z2 + a1;1;0r

2 (cos (�))2 sin (�)

+ sin (�) b0;0;2z
2 + a2;0;1r

2 (cos (�))3 z + a2;0;2r
2 (cos (�))3 z2 + a1;1;0r

2 (cos (�))2 sin (�)

+ sin (�) b1;0;0r cos (�) + sin (�) b2;0;0r
2 (cos (�))2 + sin (�) b3;0;0r

3 (cos (�))3

+sin (�) b4;0;0r
4 (cos (�))4 + cos (�) b1;1;1r

2z + cos (�) b1;1;2r
2z2 + cos (�) a0;2;2r

2z2

+cos (�) a0;2;1r
2z � (cos (�))3 b1;1;1r2z � (cos (�))3 b1;1;2r2z2 � (cos (�))3 a0;2;2r2z2

� (cos (�))3 a0;2;1r2z + sin (�) cos (�) a0;3;0r3 � sin (�) (cos (�))4 b2;2;0r4

� sin (�) (cos (�))4 a1;3;0r4 � sin (�) (cos (�))2 b0;2;0r2 � sin (�) (cos (�))3 a0;3;0r3

� sin (�) (cos (�))3 b1;2;0r3 + sin (�) b0;2;1r2z + sin (�) b0;2;2r2z2

+sin (�) (cos (�))4 b0;4;0r
4 + sin (�) (cos (�))2 b2;2;0r

4 + sin (�) cos (�) b1;2;0r
3
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+sin (�) (cos (�))2 a1;3;0r
4 + 4 a3;0;1r

3 (cos (�))4 z + 2 a1;0;2r (cos (�))
2 z2

+2 a1;0;3r (cos (�))
2 z3 + 2 a1;0;1r (cos (�))

2 z � 5 (cos (�))2 b0;3;1r3z
�3 (cos (�))2 r3za3;0;1 + 4 (cos (�))4 b0;3;1r3z � 2 sin (�) (cos (�))2 b0;4;0r4
� sin (�) (cos (�))3 b1;2;1r3z � sin (�) (cos (�))3 a0;3;1r3z + sin (�) cos (�) a0;3;1r3z
+sin (�) cos (�) b1;2;1r

3z + a1;1;1r
2 (cos (�))2 sin (�) z + a2;1;1r

3 (cos (�))3 sin (�) z

+a1;1;2r
2 (cos (�))2 sin (�) z2 + cos (�) a0;1;1r sin (�) z + cos (�) a0;1;2r sin (�) z

2

+cos (�) a0;1;3r sin (�) z
3 + sin (�) b1;0;1r cos (�) z + sin (�) b2;0;1r

2 (cos (�))2 z

+sin (�) b3;0;1r
3 (cos (�))3 z + sin (�) b1;0;2r cos (�) z

2 + sin (�) b2;0;2r
2 (cos (�))2 z2

+sin (�) b1;0;3r cos (�) z
3 � sin (�) (cos (�))2 b0;2;1r2z � sin (�) (cos (�))2 b0;2;2r2z2)

(�a0;3;0r3 � a0;1;0r � a0;1;1rz � a0;1;2rz2 � a0;1;3rz3 � a0;3;1r3z � sin (�) a0;0;0 + cos (�) b0;0;0
� (cos (�))5 b2;2;0r4 � a3;1;0r4 (cos (�))3 + (cos (�))5 b0;4;0r4 � sin (�) a0;0;4z4
+b1;2;0r

3 (cos (�))2 + cos (�) b0;4;0r
4 � a1;3;0r4 cos (�) + b4;0;0r4 (cos (�))5

� sin (�) a0;4;0r4 + cos (�) b0;0;3z3 + cos (�) b0;0;2z2 + b1;1;0r2 (cos (�))2 sin (�)
+b3;1;0r

4 (cos (�))4 sin (�)� a1;1;1r2 cos (�) z � a2;1;1r3 (cos (�))2 z � a1;1;2r2 cos (�) z2
+b1;2;1r

3 (cos (�))2 z + cos (�) b0;2;1r
2z � (cos (�))3 b0;2;1r2z � (cos (�))4 a0;3;1r3z

+(cos (�))3 a1;1;1r
2z � a1;1;0r2 cos (�)� a2;1;0r3 (cos (�))2 + (cos (�))2 a0;1;0r

+b2;2;0r
4 (cos (�))3 � (cos (�))4 b1;2;0r3 + cos (�) b0;2;0r2 � (cos (�))5 a1;3;0r4

+(cos (�))3 a1;1;0r
2 � sin (�) a0;0;2z2 + (cos (�))4 a2;1;0r3 � (cos (�))3 b0;2;0r2

� sin (�) a0;2;0r2 � (cos (�))4 a0;3;0r3 + (cos (�))5 a3;1;0r4 + b1;0;0r (cos (�))2
+cos (�) b0;0;4z

4 + b3;0;0r
3 (cos (�))4 + 2 (cos (�))3 a1;3;0r

4 � 2 (cos (�))3 b0;4;0r4
+2 (cos (�))2 a0;3;0r

3 + b2;0;0r
2 (cos (�))3 + cos (�) b0;0;1z � sin (�) a0;0;3z3

� sin (�) a0;0;1z + (cos (�))3 a1;1;2r2z2 � (cos (�))3 b0;2;2r2z2 + (cos (�))2 a0;1;2rz2
+(cos (�))2 a0;1;3rz

3 + (cos (�))2 a0;1;1rz � (cos (�))4 b1;2;1r3z + (cos (�))4 a2;1;1r3z
� sin (�) a2;2;0r4 (cos (�))2 � sin (�) a1;2;0r3 cos (�) + sin (�) b1;3;0r4 (cos (�))2
+sin (�) cos (�) b0;3;0r

3 � sin (�) a0;2;2r2z2 � sin (�) a0;2;1r2z + sin (�) (cos (�))2 a0;2;0r2
+sin (�) (cos (�))4 a2;2;0r

4 � sin (�) (cos (�))4 a0;4;0r4 � sin (�) (cos (�))4 b1;3;0r4
+cos (�) b0;2;2r

2z2 � sin (�) a2;0;0r2 (cos (�))2 � sin (�) a4;0;0r4 (cos (�))4
+b1;0;1r (cos (�))

2 z + b2;0;1r
2 (cos (�))3 z + b3;0;1r

3 (cos (�))4 z + b1;0;2r (cos (�))
2 z2

+b2;0;2r
2 (cos (�))3 z2 + b1;0;3r (cos (�))

2 z3 � 2 cos (�) a1;0;0r sin (�)
+2 (cos (�))2 a0;3;1r

3z + 2 sin (�) (cos (�))2 a0;4;0r
4 � 4 r3 (cos (�))3 sin (�) b0;3;0

�4 r3 (cos (�))3 sin (�) a3;0;0 � sin (�) a1;2;1r3 cos (�) z + sin (�) cos (�) b0;3;1r3z
+sin (�) (cos (�))2 a0;2;1r

2z + sin (�) (cos (�))2 a0;2;2r
2z2 + b1;1;1r

2 (cos (�))2 sin (�) z
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+b1;1;2r
2 (cos (�))2 sin (�) z2 � sin (�) a2;0;2r2 (cos (�))2 z2 � sin (�) a2;0;1r2 (cos (�))2 z

�2 cos (�) a1;0;1r sin (�) z � 2 cos (�) a1;0;2r sin (�) z2 � 2 cos (�) a1;0;3r sin (�) z3

�4 r3 (cos (�))3 sin (�) za3;0;1 � 4 r3 (cos (�))3 sin (�) zb0;3;1)
+A3;1;0r

4 (cos (�))4 sin (�) + cos (�)A0;1;0r sin (�) + sin (�)B1;0;0r cos (�)

+ sin (�)B2;0;0r
2 (cos (�))2 + sin (�)B3;0;0r

3 (cos (�))3 + sin (�)B4;0;0r
4 (cos (�))4

� sin (�) (cos (�))2B0;2;0r2 � sin (�) (cos (�))4B2;2;0r4 � sin (�) (cos (�))4A1;3;0r4

� sin (�) (cos (�))3A0;3;0r3 � sin (�) (cos (�))3B1;2;0r3 + (cos (�))2A1;2;1r3z
+(cos (�))2B2;1;1r

3z + sin (�) cos (�)B1;2;0r
3 + sin (�)B0;2;2r

2z2 + sin (�)B0;2;1r
2z

+sin (�) (cos (�))2B2;2;0r
4 + sin (�) (cos (�))2A1;3;0r

4 + sin (�) cos (�)A0;3;0r
3

+cos (�)B1;1;2r
2z2 + cos (�)A0;2;1r

2z + cos (�)A0;2;2r
2z2 + cos (�)B1;1;1r

2z

+(cos (�))4B0;3;1r
3z � (cos (�))4A1;2;1r3z � (cos (�))2B0;1;2rz2 � (cos (�))2B0;1;1rz

� (cos (�))4B2;1;1r3z � (cos (�))3B1;1;2r2z2 � (cos (�))2B0;1;3rz3 � (cos (�))3A0;2;1r2z
� (cos (�))3A0;2;2r2z2 � (cos (�))3B1;1;1r2z + sin (�) cos (�)A0;3;1r3z
+sin (�) cos (�)B1;2;1r

3z � sin (�) (cos (�))2B0;2;1r2z � sin (�) (cos (�))3A0;3;1r3z
� sin (�) (cos (�))3B1;2;1r3z � sin (�) (cos (�))2B0;2;2r2z2 + A1;1;1r2 (cos (�))2 sin (�) z
+A2;1;1r

3 (cos (�))3 sin (�) z + A1;1;2r
2 (cos (�))2 sin (�) z2 + cos (�)A0;1;1r sin (�) z

+cos (�)A0;1;2r sin (�) z
2 � 2 (cos (�))2B0;3;1r3z � 2 sin (�) (cos (�))2B0;4;0r4

+cos (�)A0;1;3r sin (�) z
3 + sin (�)B1;0;1r cos (�) z + sin (�)B2;0;1r

2 (cos (�))2 z

+sin (�)B3;0;1r
3 (cos (�))3 z + sin (�)B1;0;2r cos (�) z

2 + sin (�)B2;0;2r
2 (cos (�))2 z2

+sin (�)B1;0;3r cos (�) z
3

F12(r; �; z) = �c2;0;1r2 (sin (�))2 z + c3;1;0r4 (cos (�))3 sin (�)� c0;2;2r2 (cos (�))2 z2

+c2;1;0r
3 (cos (�))2 sin (�) + c0;1;2r sin (�) z

2 + c0;1;1r sin (�) z + c0;1;3r sin (�) z
3

+(�3 c0;4;0 � 3 c4;0;0) r4 (cos (�))2 (sin (�))2 + c1;3;0r4 cos (�) (sin (�))3

+c1;2;0r
3 cos (�) (sin (�))2 + c3;0;1r

3 (cos (�))3 z + c1;0;2r cos (�) z
2 + c1;0;3r cos (�) z

3

+c0;3;1r
3 (sin (�))3 z + c1;2;1r

3 cos (�) (sin (�))2 z + c2;1;1r
3 (cos (�))2 sin (�) z

+c1;1;1r
2 cos (�) sin (�) z + c1;1;2r

2 cos (�) sin (�) z2 + c1;0;1r cos (�) z + c0;2;0r
2 (sin (�))2

+c3;0;0r
3 (cos (�))3 + c0;3;0r

3 (sin (�))3 + c4;0;0r
4 (cos (�))4 � c0;2;0r2 (cos (�))2

+c0;4;0r
4 (sin (�))4 + c1;0;0r cos (�) + c0;2;2r

2 (sin (�))2 z2 + c1;1;0r
2 cos (�) sin (�)

+c2;0;1r
2 (cos (�))2 z + c0;1;0r sin (�)
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F22(r; �; z) = C2;0;0r
2 (cos (�))2 + C3;0;0r

3 (cos (�))3 + C0;0;1z + C0;4;0r
4 (sin (�))4 + C0;1;0r sin (�)

+C4;0;0r
4 (cos (�))4 + C1;0;0r cos (�) + C0;2;0r

2 (sin (�))2 + C0;0;0 + C0;1;1r sin (�) z

+C0;2;1r
2 (sin (�))2 z + C0;3;1r

3 (sin (�))3 z + C0;1;2r sin (�) z
2 + C0;2;2r

2 (sin (�))2 z2

+C0;1;3r sin (�) z
3 + C1;1;0r

2 cos (�) sin (�) + C1;0;1r cos (�) z + C2;0;1r
2 (cos (�))2 z

+C3;0;1r
3 (cos (�))3 z + C2;1;0r

3 (cos (�))2 sin (�) + C3;1;0r
4 (cos (�))3 sin (�)

+C1;2;0r
3 cos (�) (sin (�))2 + C2;2;0r

4 (cos (�))2 (sin (�))2 + C1;3;0r
4 cos (�) (sin (�))3

+C1;0;2r cos (�) z
2 + C2;0;2r

2 (cos (�))2 z2 + C1;0;3r cos (�) z
3 + C1;1;1r

2 cos (�) sin (s) z

+C2;1;1r
3 (cos (�))2 sin (�) z + C1;2;1r

3 cos (�) (sin (�))2 z + C1;1;2r
2 cos (�) sin (�) z2

+(�c3;0;0r2 (cos (�))3 � c0;3;0r2 (sin (�))3 � c0;1;2 sin (�) z2 � c0;1;1 sin (�) z
�c1;0;3 cos (�) z3 � c1;0;2 cos (�) z2 � c1;0;1 cos (�) z � c0;4;0r3 (sin (�))4

�c0;1;3 sin (�) z3 � c4;0;0r3 (cos (�))4 � c0;2;0r (sin (�))2 + c0;2;0r (cos (�))2

�c2;1;0r2 (cos (�))2 sin (�)� c3;1;0r3 (cos (�))3 sin (�)� c3;0;1r2 (cos (�))3 z
�c1;2;0r2 cos (�) (sin (�))2 � c0;1;0 sin (�) + 3 r3 (cos (�))2 (sin (�))2 c0;4;0
+3 r3 (cos (�))2 (sin (�))2 c4;0;0 � c1;2;1r2 cos (�) (sin (�))2 z � c1;1;2r cos (�) sin (�) z2

�c2;1;1r2 (cos (�))2 sin (�) z � c1;1;1r cos (�) sin (�) z � c1;3;0r3 cos (�) (sin (�))3

�c0;3;1r2 (sin (�))3 z � c0;2;2r (sin (�))2 z2 � c1;1;0r cos (�) sin (�) + c2;0;1r (sin (�))2 z
+c0;2;2r (cos (�))

2 z2 � c2;0;1r (cos (�))2 z � c1;0;0 cos (�))
(�a0;1;3rz3 � a0;1;2rz2 � a0;3;1r3z � a0;1;1rz � a0;3;0r3 � a0;1;0r + (cos (�))5 a3;1;0r4

+2 (cos (�))2 a0;3;0r
3 + 2 (cos (�))3 a1;3;0r

4 � sin (�) a0;2;0r2 � sin (�) a0;4;0r4

+b2;2;0r
4 (cos (�))3 + cos (�) b0;2;0r

2 + b1;2;0r
3 (cos (�))2 � a2;1;0r3 (cos (�))2

� (cos (�))4 a0;3;0r3 � (cos (�))5 a1;3;0r4 + (cos (�))5 b0;4;0r4 + (cos (�))2 a0;1;0r
+cos (�) b0;4;0r

4 � a1;3;0r4 cos (�) + (cos (�))3 a1;1;0r2 � (cos (�))3 b0;2;0r2 + (cos (�))4 a2;1;0r3

� (cos (�))4 b1;2;0r3 � (cos (�))5 b2;2;0r4 � sin (�) a0;0;4z4 � sin (�) a0;0;1z � sin (�) a0;0;2z2

+cos (�) b0;0;4z
4 + cos (�) b0;0;1z + cos (�) b0;0;2z

2 + cos (�) b0;0;3z
3 + b4;0;0r

4 (cos (�))5

+b2;0;0r
2 (cos (�))3 + b1;0;0r (cos (�))

2 + b3;0;0r
3 (cos (�))4 � 2 (cos (�))3 b0;4;0r4

�a1;1;0r2 cos (�)� a3;1;0r4 (cos (�))3 � sin (�) a0;0;3z3 � sin (�) a1;2;1r3 cos (�) z
+sin (�) cos (�) b0;3;1r

3z + sin (�) (cos (�))2 a0;2;1r
2z + b1;1;1r

2 (cos (�))2 sin (�) z

+b1;1;2r
2 (cos (�))2 sin (�) z2 � 2 cos (�) a1;0;2r sin (�) z2 + cos (�) b0;0;0 � sin (�) a0;0;0

�2 cos (�) a1;0;1r sin (�) z � sin (�) a2;0;1r2 (cos (�))2 z � sin (�) a2;0;2r2 (cos (�))2 z2

+sin (�) (cos (�))2 a0;2;2r
2z2 � 2 cos (�) a1;0;3r sin (�) z3 � 4 r3 (cos (�))3 sin (�) zb0;3;1
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�4 r3 (cos (�))3 sin (�) za3;0;1 + sin (�) b1;3;0r4 (cos (�))2 � sin (�) a0;2;1r2z � sin (�) a0;2;2r2z2
� sin (�) a1;2;0r3 cos (�) + sin (�) cos (�) b0;3;0r3 + b1;0;3r (cos (�))2 z3 + b1;1;0r2 (cos (�))2 sin (�)
+b3;1;0r

4 (cos (�))4 sin (�)� 4 r3 (cos (�))3 sin (�) b0;3;0 � 4 r3 (cos (�))3 sin (�) a3;0;0
� (cos (�))4 b1;2;1r3z + (cos (�))4 a2;1;1r3z � sin (�) a2;2;0r4 (cos (�))2
+2 sin (�) (cos (�))2 a0;4;0r

4 + 2 (cos (�))2 a0;3;1r
3z � (cos (�))3 b0;2;1r2z

� (cos (�))3 b0;2;2r2z2 + (cos (�))3 a1;1;2r2z2 + (cos (�))3 a1;1;1r2z + cos (�) b0;2;2r2z2
�a1;1;1r2 cos (�) z � sin (�) a4;0;0r4 (cos (�))4 � sin (�) a2;0;0r2 (cos (�))2 � 2 cos (�) a1;0;0r sin (�)
+b2;0;1r

2 (cos (�))3 z + b3;0;1r
3 (cos (�))4 z + b1;0;2r (cos (�))

2 z2 + b2;0;2r
2 (cos (�))3 z2

+(cos (�))2 a0;1;1rz + (cos (�))
2 a0;1;2rz

2 + (cos (�))2 a0;1;3rz
3 � (cos (�))4 a0;3;1r3z

�a1;1;2r2 cos (�) z2 � a2;1;1r3 (cos (�))2 z + b1;2;1r3 (cos (�))2 z + cos (�) b0;2;1r2z + b1;0;1r (cos (�))2 z
� sin (�) (cos (�))4 a0;4;0r4 � sin (�) (cos (�))4 b1;3;0r4 + sin (�) (cos (�))2 a0;2;0r2
+sin (�) (cos (�))4 a2;2;0r

4 + C0;0;2z
2 + C0;0;3z

3 + C0;0;4z
4 + C0;3;0r

3 (sin (�))3)

On applique la méthode de la moyenne du second ordre pour

�
f11(r; z)
f12(r; z)

�
=

0BBBBBB@
1

2�

2�Z
0

F11(r; �; z)d�

1

2�

2�Z
0

F12(r; �; z)d�

1CCCCCCA =

�
0
0

�

un système de deux équations en (r; z)�
f11(r; z) = 0
f12(r; z) = 0

On calcule la fonction

�
f21(r; z)
f22(r; z)

�
=
1

2�

2�Z
0

26666666666666666664

0B@ @F11(r; s; z)

@r

@F11(r; s; z)

@z
@F12(r; s; z)

@r

@F12(r; s; z)

@z

1CA�
0BBBBBB@

sZ
0

F11(r; �; z)d�

sZ
0

F12(r; �; z)d�

1CCCCCCA

+

0BBBBBB@

sZ
0

F21(r; s; z)

sZ
0

F22(r; s; z)

1CCCCCCA

37777777777777777775

ds
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tel que

@F11(r; s; z)

@r
= 2 a1;1;0r (cos (s))

2 sin (s)+3 a2;1;0r
2 (cos (�))3 sin (�)+4 a3;1;0r

3 (cos (�))4 sin (�)

+ cos (�) a0;1;0 sin (�) + sin (�) b1;0;0 cos (�) + 2 sin (�) b2;0;0r (cos (�))
2

+3 sin (�) b3;0;0r
2 (cos (�))3 + 4 sin (�) b4;0;0r

3 (cos (�))4 + 2 cos (�) b1;1;1rz

+2 cos (�) b1;1;2rz
2 + 2 cos (�) a0;2;2rz

2 + 2 cos (�) a0;2;1rz � 2 (cos (�))3 b1;1;1rz
�2 (cos (�))3 b1;1;2rz2 � 2 (cos (�))3 a0;2;2rz2 � 2 (cos (�))3 a0;2;1rz
+3 sin (�) cos (�) a0;3;0r

2 + 4 a4;0;0r
3 (cos (�))5 + 4 (cos (�))3 a2;2;0r

3

�4 (cos (�))5 a2;2;0r3 � a1;0;0 + 2 a2;0;0r (cos (�))3 + 4 (cos (�))5 a0;4;0r3

�a1;0;2z2 + 4 (cos (�))5 b1;3;0r3 � 2 (cos (�))3 b1;1;0r + 3 b0;3;0r2

�2 (cos (�))3 a0;2;0r � 4 (cos (�))5 b3;1;0r3 + 4 cos (�) b1;3;0r3 + 4 cos (�) a0;4;0r3

+4 (cos (�))3 b3;1;0r
3 + 2 cos (�) a0;2;0r + 2 cos (�) b1;1;0r + 4 sin (�) b0;4;0r

3

+2 sin (�) b0;2;0r � a1;0;3z3 � a1;0;1z + 3 b0;3;1r2z + 12 (cos (�))4 b0;3;0r2

�15 (cos (�))2 b0;3;0r2 � 8 (cos (�))3 a0;4;0r3 + 2 a1;0;0 (cos (�))2 + 12 a3;0;0r2 (cos (�))4

�8 (cos (�))3 b1;3;0r3 � 9 (cos (�))2 r2a3;0;0 + 2 a2;0;2r (cos (�))3 z2 + 2 a2;0;1r (cos (�))3 z
�4 sin (�) (cos (�))4 b2;2;0r3 � 4 sin (�) (cos (�))4 a1;3;0r3 � 2 sin (�) (cos (�))2 b0;2;0r
�3 sin (�) (cos (�))3 a0;3;0r2 � 3 sin (�) (cos (�))3 b1;2;0r2 + 2 sin (�) b0;2;1rz
+2 sin (�) b0;2;2rz

2 + 4 sin (�) (cos (�))4 b0;4;0r
3 + 4 sin (�) (cos (�))2 b2;2;0r

3

+3 sin (�) cos (�) b1;2;0r
2 + 4 sin (�) (cos (�))2 a1;3;0r

3 + 12 a3;0;1r
2 (cos (�))4 z

+2 a1;0;2 (cos (�))
2 z2 + 2 a1;0;3 (cos (�))

2 z3 + 2 a1;0;1 (cos (�))
2 z � 15 (cos (�))2 b0;3;1r2z

�9 (cos (�))2 r2za3;0;1 + 12 (cos (�))4 b0;3;1r2z � 8 sin (�) (cos (�))2 b0;4;0r3

+3 sin (�) cos (�) a0;3;1r
2z + 3 sin (�) cos (�) b1;2;1r

2z + 2 a1;1;1r (cos (�))
2 sin (�) z

+3 a2;1;1r
2 (cos (�))3 sin (�) z + 2 a1;1;2r (cos (�))

2 sin (�) z2 + cos (�) a0;1;1 sin (�) z

+cos (�) a0;1;2 sin (�) z
2 + cos (�) a0;1;3 sin (�) z

3 + sin (�) b1;0;1 cos (�) z

+2 sin (�) b2;0;1r (cos (�))
2 z + 3 sin (�) b3;0;1r

2 (cos (�))3 z + sin (�) b1;0;2 cos (�) z
2

+2 sin (�) b2;0;2r (cos (�))
2 z2 + sin (�) b1;0;3 cos (�) z

3 � 2 sin (�) (cos (�))2 b0;2;1rz
�2 sin (�) (cos (�))2 b0;2;2rz2 � 3 sin (�) (cos (�))3 b1;2;1r2z � 3 sin (�) (cos (�))3 a0;3;1r2z
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@F11(r; s; z)

@z
= cos (�) b1;1;1r

2 + 2 cos (�) b1;1;2r
2z + 2 cos (�) a0;2;2r

2z + cos (�) a0;2;1r
2

� (cos (�))3 b1;1;1r2 � 2 (cos (�))3 b1;1;2r2z � 2 (cos (�))3 a0;2;2r2z
� (cos (�))3 a0;2;1r2 + sin (�) b0;2;1r2 + 2 sin (�) b0;2;2r2z + 4 a3;0;1r3 (cos (�))4

+4 a1;0;2r (cos (�))
2 z + 6 a1;0;3r (cos (�))

2 z2 + 2 a1;0;1r (cos (�))
2

�5 (cos (�))2 b0;3;1r3 � 3 (cos (�))2 r3a3;0;1 + 4 (cos (�))4 b0;3;1r3

�2 a1;0;2rz + 3 cos (�) a0;0;3z2 + 2 cos (�) a0;0;2z + cos (�) a0;0;1 + 4 cos (�) a0;0;4z3

+sin (�) b0;0;1 + 2 sin (�) b0;0;2z + 3 sin (�) b0;0;3z
2 + 4 sin (�) b0;0;4z

3 � 3 a1;0;3rz2

�a1;0;1r + b0;3;1r3 + 2 a2;0;2r2 (cos (�))3 z + a2;0;1r2 (cos (�))3

+sin (�) cos (�) a0;3;1r
3 + sin (�) cos (�) b1;2;1r

3 + a1;1;1r
2 (cos (�))2 sin (�)

+a2;1;1r
3 (cos (�))3 sin (�) + 2 a1;1;2r

2 (cos (�))2 sin (�) z + cos (�) a0;1;1r sin (�)

+2 cos (�) a0;1;2r sin (�) z + 3 cos (�) a0;1;3r sin (�) z
2 + sin (�) b1;0;1r cos (�)

+ sin (�) b2;0;1r
2 (cos (�))2 + sin (�) b3;0;1r

3 (cos (�))3 + 2 sin (�) b1;0;2r cos (�) z

+2 sin (�) b2;0;2r
2 (cos (�))2 z + 3 sin (�) b1;0;3r cos (�) z

2 � sin (�) (cos (�))2 b0;2;1r2

�2 sin (�) (cos (�))2 b0;2;2r2z � sin (�) (cos (�))3 b1;2;1r3 � sin (�) (cos (�))3 a0;3;1r3

@F21(r; s; z)

@r
= sin (s)B0;2;0r

2 + (cos (s))2A1;2;0r
3 +B0;3;0r

3 +B0;1;0r + (cos (s))
5B1;3;0r

4

�2 (cos (s))2B0;3;0r3 � 2 (cos (s))3B1;3;0r4 + A4;0;0r4 (cos (s))5

� (cos (s))4B2;1;0r3 + cos (s)A0;0;2z2 + (cos (s))3B3;1;0r4 + A3;0;0r3 (cos (s))4

+A1;0;0r (cos (s))
2 + cos (s)B1;3;0r

4 � (cos (s))4A1;2;0r3 � (cos (s))5A2;2;0r4

� (cos (s))2B0;1;0r + (cos (s))5A0;4;0r4 + sin (s)B0;0;3z3 + cos (s)A0;4;0r4 +B0;1;1rz
+(cos (s))3A2;2;0r

4 +B0;1;2rz
2 � (cos (s))3A0;2;0r2 � (cos (s))3B1;1;0r2 +B0;1;3rz3

+sin (s)B0;0;4z
4 + cos (s)A0;2;0r

2 + cos (s)B1;1;0r
2 + cos (s)A0;0;3z

3

� (cos (s))5B3;1;0r4 + sin (s)B0;4;0r4 + (cos (s))4B0;3;0r3 + cos (s)A0;0;1z
+B0;3;1r

3z + sin (s)B0;0;2z
2 + sin (s) (cos (s))4B0;4;0r

4 + A1;0;1r (cos (s))
2 z

+A2;0;1r
2 (cos (s))3 z + A3;0;1r

3 (cos (s))4 z + A1;0;2r (cos (s))
2 z2

+A2;0;2r
2 (cos (s))3 z2 + A1;0;3r (cos (s))

2 z3 + A1;1;0r
2 (cos (s))2 sin (s)

+A2;1;0r
3 (cos (s))3 sin (s) + A3;1;0r

4 (cos (s))4 sin (s) + cos (s)A0;1;0r sin (s)

+ sin (s)B1;0;0r cos (s) + sin (s)B2;0;0r
2 (cos (s))2 + sin (s)B3;0;0r

3 (cos (s))3

+sin (s)B4;0;0r
4 (cos (s))4 � sin (s) (cos (s))2B0;2;0r2 � sin (s) (cos (s))4B2;2;0r4
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� sin (s) (cos (s))4A1;3;0r4 � sin (s) (cos (s))3A0;3;0r3 � sin (s) (cos (s))3B1;2;0r3

+(cos (s))2A1;2;1r
3z + (cos (s))2B2;1;1r

3z + sin (s) cos (s)B1;2;0r
3

+sin (s)B0;2;2r
2z2 + sin (s)B0;2;1r

2z + sin (s) (cos (s))2B2;2;0r
4

+sin (s) (cos (s))2A1;3;0r
4 + sin (s) cos (s)A0;3;0r

3 + cos (s)B1;1;2r
2z2

+cos (s)A0;2;1r
2z + cos (s)A0;2;2r

2z2 + cos (s)B1;1;1r
2z + (cos (s))4B0;3;1r

3z

� (cos (s))4A1;2;1r3z � (cos (s))2B0;1;2rz2 � (cos (s))2B0;1;1rz
� (cos (s))4B2;1;1r3z � (cos (s))3B1;1;2r2z2 � (cos (s))2B0;1;3rz3

� (cos (s))3A0;2;1r2z � (cos (s))3A0;2;2r2z2 � (cos (s))3B1;1;1r2z + sin (s)B0;0;1z
+A2;0;0r

2 (cos (s))3 + (cos (s))2B2;1;0r
3 + cos (s)A0;0;4z

4

�2 (cos (s))3A0;4;0r4 + sin (s) cos (s)A0;3;1r3z + sin (s) cos (s)B1;2;1r3z
� sin (s) (cos (s))2B0;2;1r2z � sin (s) (cos (s))3A0;3;1r3z � sin (s) (cos (s))3B1;2;1r3z
� sin (s) (cos (s))2B0;2;2r2z2 + A1;1;1r2 (cos (s))2 sin (s) z + A2;1;1r3 (cos (s))3 sin (s) z
+A1;1;2r

2 (cos (s))2 sin (s) z2 + cos (s)A0;1;1r sin (s) z + cos (s)A0;1;2r sin (s) z
2

+cos (s)A0;1;3r sin (s) z
3

�1
r
((cos (s))5 a0;4;0r

4 + cos (s) b1;3;0r
4 + a2;0;1r

2 (cos (s))3 z + a2;0;2r
2 (cos (s))3 z2

+a1;1;0r
2 (cos (s))2 sin (s) + a2;1;0r

3 (cos (s))3 sin (s)

+a3;1;0r
4 (cos (s))4 sin (s) + cos (s) a0;1;0r sin (s) + sin (s) b1;0;0r cos (s)

+ sin (s) b2;0;0r
2 (cos (s))2 + sin (s) b3;0;0r

3 (cos (s))3 + sin (s) b4;0;0r
4 (cos (s))4

+cos (s) b1;1;1r
2z + cos (s) b1;1;2r

2z2 + cos (s) a0;2;2r
2z2 + cos (s) a0;2;1r

2z

� (cos (s))3 b1;1;1r2z � (cos (s))3 b1;1;2r2z2 � (cos (s))3 a0;2;2r2z2

� (cos (s))3 a0;2;1r2z + sin (s) cos (s) a0;3;0r3 � sin (s) (cos (s))4 b2;2;0r4

� sin (s) (cos (s))4 a1;3;0r4 � sin (s) (cos (s))2 b0;2;0r2 � sin (s) (cos (s))3 a0;3;0r3

� sin (s) (cos (s))3 b1;2;0r3 + sin (s) b0;2;1r2z + sin (s) b0;2;2r2z2

+sin (s) (cos (s))4 b0;4;0r
4 + sin (s) (cos (s))2 b2;2;0r

4 + sin (s) cos (s) b1;2;0r
3

+sin (s) (cos (s))2 a1;3;0r
4 � 2 (cos (s))3 b1;3;0r4 � 3 (cos (s))2 r3a3;0;0

�2 (cos (s))3 a0;4;0r4 � (cos (s))5 b3;1;0r4 + 4 a3;0;0r3 (cos (s))4 � 5 (cos (s))2 b0;3;0r3

+4 (cos (s))4 b0;3;0r
3 + 2 a1;0;0r (cos (s))

2 + cos (s) a0;2;0r
2 + sin (s) b0;2;0r

2

� (cos (s))3 a0;2;0r2 + sin (s) b0;0;3z3 + cos (s) b1;1;0r2 + cos (s) a0;4;0r4

+(cos (s))3 b3;1;0r
4 + cos (s) a0;0;4z

4 + (cos (s))3 a2;2;0r
4 + a4;0;0r

4 (cos (s))5

+cos (s) a0;0;2z
2 + sin (s) b0;0;1z + cos (s) a0;0;1z � (cos (s))3 b1;1;0r2
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+a2;0;0r
2 (cos (s))3 + cos (s) a0;0;3z

3 � (cos (s))5 a2;2;0r4 + (cos (s))5 b1;3;0r4

�a1;0;2rz2 + sin (s) b0;0;4z4 + sin (s) b0;4;0r4 + sin (s) b0;0;2z2 � a1;0;3rz3

�a1;0;1rz + b0;3;1r3z + b0;3;0r3 + sin (s) b0;0;0 � a1;0;0r + cos (s) a0;0;0
� sin (s) (cos (s))3 b1;2;1r3z � sin (s) (cos (s))3 a0;3;1r3z + sin (s) cos (s) a0;3;1r3z
+sin (s) cos (s) b1;2;1r

3z + a1;1;1r
2 (cos (s))2 sin (s) z + a2;1;1r

3 (cos (s))3 sin (s) z

+a1;1;2r
2 (cos (s))2 sin (s) z2 + cos (s) a0;1;1r sin (s) z + cos (s) a0;1;2r sin (s) z

2

+cos (s) a0;1;3r sin (s) z
3 + sin (s) b1;0;1r cos (s) z + sin (s) b2;0;1r

2 (cos (s))2 z

+sin (s) b3;0;1r
3 (cos (s))3 z + sin (s) b1;0;2r cos (s) z

2 + sin (s) b2;0;2r
2 (cos (s))2 z2

+sin (s) b1;0;3r cos (s) z
3 � sin (s) (cos (s))2 b0;2;1r2z � sin (s) (cos (s))2 b0;2;2r2z2

+4 a3;0;1r
3 (cos (s))4 z + 2 a1;0;2r (cos (s))

2 z2

+2 a1;0;3r (cos (s))
2 z3 + 2 a1;0;1r (cos (s))

2 z � 5 (cos (s))2 b0;3;1r3z � 3 (cos (s))2 r3za3;0;1
+4 (cos (s))4 b0;3;1r

3z � 2 sin (s) (cos (s))2 b0;4;0r4)(�a2;1;0r3 (cos (s))2 + cos (s) b0;0;4z4

� (cos (s))5 b2;2;0r4 � a3;1;0r4 (cos (s))3 + (cos (s))5 b0;4;0r4

� sin (s) a0;4;0r4 � sin (s) a0;0;4z4 � sin (s) a0;0;1z + cos (s) b0;0;3z3 + cos (s) b0;0;2z2

�a1;1;0r2 cos (s) + cos (s) b0;0;1z � (cos (s))4 a0;3;0r3 + b2;2;0r4 (cos (s))3

+cos (s) b0;4;0r
4 � a1;3;0r4 cos (s) + b1;2;0r3 (cos (s))2 + b2;0;0r2 (cos (s))3

+(cos (s))2 a0;1;0r � (cos (s))4 b1;2;0r3 + b4;0;0r4 (cos (s))5 + cos (s) b0;2;0r2

�a0;1;1rz � (cos (s))5 a1;3;0r4 + (cos (s))3 a1;1;0r2 � sin (s) a0;0;2z2

+(cos (s))4 a2;1;0r
3 � (cos (s))3 b0;2;0r2 � sin (s) a0;2;0r2 + (cos (s))5 a3;1;0r4

+b1;0;0r (cos (s))
2 + b3;0;0r

3 (cos (s))4 � 2 (cos (s))3 b0;4;0r4 + 2 (cos (s))3 a1;3;0r4

+2 (cos (s))2 a0;3;0r
3 � sin (s) a0;0;3z3 � a0;1;2rz2 � a0;1;3rz3 � a0;3;1r3z � a0;3;0r3

� sin (s) a0;0;0 + cos (s) b0;0;0 � a0;1;0r + b1;1;0r2 (cos (s))2 sin (s)
+b3;1;0r

4 (cos (s))4 sin (s)� a1;1;1r2 cos (s) z � a2;1;1r3 (cos (s))2 z
�a1;1;2r2 cos (s) z2 + b1;2;1r3 (cos (s))2 z + cos (s) b0;2;1r2z � (cos (s))3 b0;2;1r2z
� (cos (s))4 a0;3;1r3z + (cos (s))3 a1;1;1r2z + (cos (s))3 a1;1;2r2z2 � (cos (s))3 b0;2;2r2z2

+(cos (s))2 a0;1;2rz
2 + (cos (s))2 a0;1;3rz

3 + (cos (s))2 a0;1;1rz � (cos (s))4 b1;2;1r3z
+(cos (s))4 a2;1;1r

3z � sin (s) a2;2;0r4 (cos (s))2 � sin (s) a1;2;0r3 cos (s)
+ sin (s) b1;3;0r

4 (cos (s))2 + sin (s) cos (s) b0;3;0r
3 � sin (s) a0;2;2r2z2

� sin (s) a0;2;1r2z + sin (s) (cos (s))2 a0;2;0r2 + sin (s) (cos (s))4 a2;2;0r4

� sin (s) (cos (s))4 a0;4;0r4 � sin (s) (cos (s))4 b1;3;0r4 + cos (s) b0;2;2r2z2
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� sin (s) a2;0;0r2 (cos (s))2 � sin (s) a4;0;0r4 (cos (s))4 + b1;0;1r (cos (s))2 z
+b2;0;1r

2 (cos (s))3 z + b3;0;1r
3 (cos (s))4 z + b1;0;2r (cos (s))

2 z2 + b2;0;2r
2 (cos (s))3 z2

+b1;0;3r (cos (s))
2 z3 � 2 cos (s) a1;0;0r sin (s) + 2 (cos (s))2 a0;3;1r3z

+2 sin (s) (cos (s))2 a0;4;0r
4 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) b0;3;0 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) a3;0;0

� sin (s) a1;2;1r3 cos (s) z + sin (s) cos (s) b0;3;1r3z + sin (s) (cos (s))2 a0;2;1r2z
+sin (s) (cos (s))2 a0;2;2r

2z2 + b1;1;1r
2 (cos (s))2 sin (s) z + b1;1;2r

2 (cos (s))2 sin (s) z2

� sin (s) a2;0;2r2 (cos (s))2 z2 � sin (s) a2;0;1r2 (cos (s))2 z � 2 cos (s) a1;0;1r sin (s) z
�2 cos (s) a1;0;2r sin (s) z2 � 2 cos (s) a1;0;3r sin (s) z3 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) za3;0;1
�4 r3 (cos (s))3 sin (s) zb0;3;1) + sin (s)B1;0;1r cos (s) z + sin (s)B2;0;1r2 (cos (s))2 z
+sin (s)B3;0;1r

3 (cos (s))3 z + sin (s)B1;0;2r cos (s) z
2 + sin (s)B2;0;2r

2 (cos (s))2 z2

+sin (s)B1;0;3r cos (s) z
3 + sin (s)B0;0;0 + cos (s)A0;0;0 � 2 (cos (s))2B0;3;1r3z

�2 sin (s) (cos (s))2B0;4;0r4
@F22(r; s; z)

@z
= A3;0;1r

3 (cos (s))4 + 2A1;0;2r (cos (s))
2 z + 2A2;0;2r

2 (cos (s))3 z

+3A1;0;3r (cos (s))
2 z2 + (cos (s))2A1;2;1r

3 + (cos (s))2B2;1;1r
3 + 2 sin (s)B0;2;2r

2z
+2 cos (s)A0;0;2z + 3 sin (s)B0;0;3z

2 +B0;1;1r + 2B0;1;2rz + 3B0;1;3rz
2

+4 sin (s)B0;0;4z
3 + 3 cos (s)A0;0;3z

2 + cos (s)A0;0;1 +B0;3;1r
3 + 2 sin (s)B0;0;2z

+sin (s)B0;0;1 + 4 cos (s)A0;0;4z
3

1

r
(3 sin (s) b0;0;3z

2 + 4 cos (s) a0;0;4z
3 + a2;0;1r

2 (cos (s))3 + 2 a2;0;2r
2 (cos (s))3 z

+cos (s) b1;1;1r
2 + 2 cos (s) b1;1;2r

2z + 2 cos (s) a0;2;2r
2z + cos (s) a0;2;1r

2

� (cos (s))3 b1;1;1r2 � 2 (cos (s))3 b1;1;2r2z � 2 (cos (s))3 a0;2;2r2z
� (cos (s))3 a0;2;1r2 + sin (s) b0;2;1r2 + 2 sin (s) b0;2;2r2z + 4 a3;0;1r3 (cos (s))4
+4 a1;0;2r (cos (s))

2 z + 6 a1;0;3r (cos (s))
2 z2 + 2 a1;0;1r (cos (s))

2

�5 (cos (s))2 b0;3;1r3 � 3 (cos (s))2 r3a3;0;1 + 4 (cos (s))4 b0;3;1r3
+2 cos (s) a0;0;2z + sin (s) b0;0;1 + cos (s) a0;0;1 + 3 cos (s) a0;0;3z

2 � 2 a1;0;2rz
+4 sin (s) b0;0;4z

3 + 2 sin (s) b0;0;2z � 3 a1;0;3rz2 � a1;0;1r + b0;3;1r3
� sin (s) (cos (s))3 b1;2;1r3 � sin (s) (cos (s))3 a0;3;1r3 + sin (s) cos (s) a0;3;1r3
+sin (s) cos (s) b1;2;1r

3 + a1;1;1r
2 (cos (s))2 sin (s) + a2;1;1r

3 (cos (s))3 sin (s)

+2 a1;1;2r
2 (cos (s))2 sin (s) z + cos (s) a0;1;1r sin (s) + 2 cos (s) a0;1;2r sin (s) z

+3 cos (s) a0;1;3r sin (s) z
2 + sin (s) b1;0;1r cos (s) + sin (s) b2;0;1r

2 (cos (s))2

+sin (s) b3;0;1r
3 (cos (s))3 + 2 sin (s) b1;0;2r cos (s) z
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+2 sin (s) b2;0;2r
2 (cos (s))2 z + 3 sin (s) b1;0;3r cos (s) z

2

� sin (s) (cos (s))2 b0;2;1r2 � 2 sin (s) (cos (s))2 b0;2;2r2z)
�(�a0;3;0r3 � sin (s) a0;0;0 + cos (s) b0;0;0 � a0;1;0r � (cos (s))5 b2;2;0r4
�a3;1;0r4 (cos (s))3 + (cos (s))5 b0;4;0r4 � sin (s) a0;0;4z4
+2 (cos (s))2 a0;3;0r

3 + cos (s) b0;4;0r
4 � a1;3;0r4 cos (s)

� sin (s) a0;0;2z2 � sin (s) a0;4;0r4 + cos (s) b0;0;3z3 + cos (s) b0;0;2z2
�a1;1;0r2 cos (s)� a2;1;0r3 (cos (s))2 + b1;2;0r3 (cos (s))2
+(cos (s))2 a0;1;0r + b2;2;0r

4 (cos (s))3 � (cos (s))4 b1;2;0r3
+b4;0;0r

4 (cos (s))5 + cos (s) b0;2;0r
2 � a0;1;1rz � (cos (s))5 a1;3;0r4

+(cos (s))3 a1;1;0r
2 + (cos (s))4 a2;1;0r

3 � (cos (s))3 b0;2;0r2
� sin (s) a0;2;0r2 � (cos (s))4 a0;3;0r3 + (cos (s))5 a3;1;0r4
+b1;0;0r (cos (s))

2 + cos (s) b0;0;4z
4 + b3;0;0r

3 (cos (s))4

+2 (cos (s))3 a1;3;0r
4 � 2 (cos (s))3 b0;4;0r4 + b2;0;0r2 (cos (s))3

+cos (s) b0;0;1z � sin (s) a0;0;3z3 � sin (s) a0;0;1z � a0;1;2rz2 � a0;1;3rz3
�a0;3;1r3z + b1;1;0r2 (cos (s))2 sin (s) + b3;1;0r4 (cos (s))4 sin (s)
�a1;1;1r2 cos (s) z � a2;1;1r3 (cos (s))2 z � a1;1;2r2 cos (s) z2
+b1;2;1r

3 (cos (s))2 z + cos (s) b0;2;1r
2z � (cos (s))3 b0;2;1r2z

� (cos (s))4 a0;3;1r3z + (cos (s))3 a1;1;1r2z + (cos (s))3 a1;1;2r2z2
� (cos (s))3 b0;2;2r2z2 + (cos (s))2 a0;1;2rz2 + (cos (s))2 a0;1;3rz3
+(cos (s))2 a0;1;1rz � (cos (s))4 b1;2;1r3z + (cos (s))4 a2;1;1r3z
� sin (s) a2;2;0r4 (cos (s))2 � sin (s) a1;2;0r3 cos (s)
+ sin (s) b1;3;0r

4 (cos (s))2 + sin (s) cos (s) b0;3;0r
3 � sin (s) a0;2;2r2z2

� sin (s) a0;2;1r2z + sin (s) (cos (s))2 a0;2;0r2 + sin (s) (cos (s))4 a2;2;0r4
� sin (s) (cos (s))4 a0;4;0r4 � sin (s) (cos (s))4 b1;3;0r4 + cos (s) b0;2;2r2z2
� sin (s) a2;0;0r2 (cos (s))2 � sin (s) a4;0;0r4 (cos (s))4
+b1;0;1r (cos (s))

2 z + b2;0;1r
2 (cos (s))3 z + b3;0;1r

3 (cos (s))4 z

+b1;0;2r (cos (s))
2 z2 + b2;0;2r

2 (cos (s))3 z2 + b1;0;3r (cos (s))
2 z3

�2 cos (s) a1;0;0r sin (s) + 2 (cos (s))2 a0;3;1r3z
+2 sin (s) (cos (s))2 a0;4;0r

4 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) b0;3;0
�4 r3 (cos (s))3 sin (s) a3;0;0 � sin (s) a1;2;1r3 cos (s) z
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+sin (s) cos (s) b0;3;1r
3z + sin (s) (cos (s))2 a0;2;1r

2z

+sin (s) (cos (s))2 a0;2;2r
2z2 + b1;1;1r

2 (cos (s))2 sin (s) z

+b1;1;2r
2 (cos (s))2 sin (s) z2 � sin (s) a2;0;2r2 (cos (s))2 z2

� sin (s) a2;0;1r2 (cos (s))2 z � 2 cos (s) a1;0;1r sin (s) z
�2 cos (s) a1;0;2r sin (s) z2 � 2 cos (s) a1;0;3r sin (s) z3

�4 r3 (cos (s))3 sin (s) za3;0;1 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) zb0;3;1)
+A2;0;1r

2 (cos (s))3 + A1;0;1r (cos (s))
2 + sin (s)B0;2;1r

2 + 2 cos (s)B1;1;2r
2z

+cos (s)A0;2;1r
2 + 2 cos (s)A0;2;2r

2z + cos (s)B1;1;1r
2 + (cos (s))4B0;3;1r

3

� (cos (s))4A1;2;1r3 � 2 (cos (s))2B0;1;2rz � (cos (s))2B0;1;1r � (cos (s))4B2;1;1r3

�2 (cos (s))3B1;1;2r2z � 3 (cos (s))2B0;1;3rz2 � (cos (s))3A0;2;1r2

�2 (cos (s))3A0;2;2r2z � (cos (s))3B1;1;1r2 � 2 (cos (s))2B0;3;1r3

+sin (s) cos (s)A0;3;1r
3 + sin (s) cos (s)B1;2;1r

3 � sin (s) (cos (s))2B0;2;1r2

� sin (s) (cos (s))3A0;3;1r3 � sin (s) (cos (s))3B1;2;1r3 � 2 sin (s) (cos (s))2B0;2;2r2z
+A1;1;1r

2 (cos (s))2 sin (s) + A2;1;1r
3 (cos (s))3 sin (s) + 2A1;1;2r

2 (cos (s))2 sin (s) z

+cos (s)A0;1;1r sin (s) + 2 cos (s)A0;1;2r sin (s) z

�(a2;0;1r2 (cos (s))3 z + a2;0;2r2 (cos (s))3 z2 + a1;1;0r2 (cos (s))2 sin (s)
+a2;1;0r

3 (cos (s))3 sin (s) + a3;1;0r
4 (cos (s))4 sin (s) + cos (s) a0;1;0r sin (s)

+ sin (s) b1;0;0r cos (s) + sin (s) b2;0;0r
2 (cos (s))2 + sin (s) b3;0;0r

3 (cos (s))3

+sin (s) b4;0;0r
4 (cos (s))4 + cos (s) b1;1;1r

2z + cos (s) b1;1;2r
2z2

+cos (s) a0;2;2r
2z2 + cos (s) a0;2;1r

2z + (cos (s))5 a0;4;0r
4 + b0;3;0r

3

+sin (s) b0;0;0 � a1;0;0r + cos (s) a0;0;0 � 5 (cos (s))2 b0;3;0r3
�3 (cos (s))2 r3a3;0;0 � 2 (cos (s))3 b1;3;0r4 � 2 (cos (s))3 a0;4;0r4
� (cos (s))5 b3;1;0r4 + cos (s) b1;3;0r4 + 4 (cos (s))4 b0;3;0r3
+4 a3;0;0r

3 (cos (s))4 + 2 a1;0;0r (cos (s))
2 + cos (s) a0;2;0r

2

+sin (s) b0;2;0r
2 � (cos (s))3 a0;2;0r2 + sin (s) b0;0;3z3 + cos (s) b1;1;0r2

+cos (s) a0;4;0r
4 + (cos (s))3 b3;1;0r

4 + cos (s) a0;0;4z
4 + (cos (s))3 a2;2;0r

4

+a4;0;0r
4 (cos (s))5 + cos (s) a0;0;2z

2 + sin (s) b0;0;1z + cos (s) a0;0;1z

� (cos (s))3 b1;1;0r2 + a2;0;0r2 (cos (s))3 + cos (s) a0;0;3z3
� (cos (s))5 a2;2;0r4 + (cos (s))5 b1;3;0r4 � a1;0;2rz2 + sin (s) b0;0;4z4
+sin (s) b0;4;0r

4 + sin (s) b0;0;2z
2 � (cos (s))3 b1;1;1r2z � (cos (s))3 b1;1;2r2z2

� (cos (s))3 a0;2;2r2z2 � (cos (s))3 a0;2;1r2z + sin (s) cos (s) a0;3;0r3
� sin (s) (cos (s))4 b2;2;0r4 � sin (s) (cos (s))4 a1;3;0r4 � sin (s) (cos (s))2 b0;2;0r2
� sin (s) (cos (s))3 a0;3;0r3 � sin (s) (cos (s))3 b1;2;0r3 + sin (s) b0;2;1r2z
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+sin (s) b0;2;2r
2z2 + sin (s) (cos (s))4 b0;4;0r

4 + sin (s) (cos (s))2 b2;2;0r
4

+sin (s) cos (s) b1;2;0r
3 + sin (s) (cos (s))2 a1;3;0r

4 + 4 a3;0;1r
3 (cos (s))4 z

+2 a1;0;2r (cos (s))
2 z2 + 2 a1;0;3r (cos (s))

2 z3 + 2 a1;0;1r (cos (s))
2 z

�5 (cos (s))2 b0;3;1r3z � 3 (cos (s))2 r3za3;0;1 + 4 (cos (s))4 b0;3;1r3z
�2 sin (s) (cos (s))2 b0;4;0r4 � a1;0;3rz3 � a1;0;1rz + b0;3;1r3z
� sin (s) (cos (s))3 b1;2;1r3z � sin (s) (cos (s))3 a0;3;1r3z + sin (s) cos (s) a0;3;1r3z
+sin (s) cos (s) b1;2;1r

3z + a1;1;1r
2 (cos (s))2 sin (s) z

+a2;1;1r
3 (cos (s))3 sin (s) z + a1;1;2r

2 (cos (s))2 sin (s) z2

+cos (s) a0;1;1r sin (s) z + cos (s) a0;1;2r sin (s) z
2 + cos (s) a0;1;3r sin (s) z

3

+sin (s) b1;0;1r cos (s) z + sin (s) b2;0;1r
2 (cos (s))2 z + sin (s) b3;0;1r

3 (cos (s))3 z

+sin (s) b1;0;2r cos (s) z
2 + sin (s) b2;0;2r

2 (cos (s))2 z2 + sin (s) b1;0;3r cos (s) z
3

� sin (s) (cos (s))2 b0;2;1r2z � sin (s) (cos (s))2 b0;2;2r2z2)
�(�a1;1;1r2 cos (s)� a2;1;1r3 (cos (s))2 � 2 a1;1;2r2 cos (s) z + b1;2;1r3 (cos (s))2
+cos (s) b0;2;1r

2 � (cos (s))3 b0;2;1r2 � (cos (s))4 a0;3;1r3 + (cos (s))3 a1;1;1r2
+2 (cos (s))3 a1;1;2r

2z � 2 (cos (s))3 b0;2;2r2z + 2 (cos (s))2 a0;1;2rz
+3 (cos (s))2 a0;1;3rz

2 + (cos (s))2 a0;1;1r � (cos (s))4 b1;2;1r3 + (cos (s))4 a2;1;1r3
�2 sin (s) a0;2;2r2z � sin (s) a0;2;1r2 + 2 cos (s) b0;2;2r2z + b1;0;1r (cos (s))2
+b2;0;1r

2 (cos (s))3 + b3;0;1r
3 (cos (s))4 + 2 b1;0;2r (cos (s))

2 z + 2 b2;0;2r
2 (cos (s))3 z

+3 b1;0;3r (cos (s))
2 z2 + 2 (cos (s))2 a0;3;1r

3 � sin (s) a1;2;1r3 cos (s)
+ sin (s) cos (s) b0;3;1r

3 + sin (s) (cos (s))2 a0;2;1r
2 + 2 sin (s) (cos (s))2 a0;2;2r

2z

+b1;1;1r
2 (cos (s))2 sin (s)� 4 sin (s) a0;0;4z3 � 2 sin (s) a0;0;2z + 3 cos (s) b0;0;3z2

+2 cos (s) b0;0;2z � a0;1;1r + 4 cos (s) b0;0;4z3 + cos (s) b0;0;1 � 3 sin (s) a0;0;3z2
� sin (s) a0;0;1 � 2 a0;1;2rz � 3 a0;1;3rz2 � a0;3;1r3 + 2 b1;1;2r2 (cos (s))2 sin (s) z
�2 sin (s) a2;0;2r2 (cos (s))2 z � sin (s) a2;0;1r2 (cos (s))2 � 2 cos (s) a1;0;1r sin (s)
�4 cos (s) a1;0;2r sin (s) z � 6 cos (s) a1;0;3r sin (s) z2 � 4 r3 (cos (s))3 sin (s) a3;0;1
�4 r3 (cos (s))3 sin (s) b0;3;1)

1

r
+ 3 cos (s)A0;1;3r sin (s) z

2 + sin (s)B1;0;1r cos (s)

+ sin (s)B2;0;1r
2 (cos (s))2 + sin (s)B3;0;1r

3 (cos (s))3 + 2 sin (s)B1;0;2r cos (s) z

+2 sin (s)B2;0;2r
2 (cos (s))2 z + 3 sin (s)B1;0;3r cos (s) z

2
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sZ
0

F11(r; �; z)d� - b0;0;1z + b0;0;2z2 + b0;0;3z3 + b0;0;4z4 + 1=5 sin (s) b1;3;0r4 + 1=2 a0;1;3rz3

+1=2 a0;1;2rz
2 + 1=4 a0;3;1r

3z + 1=2 a0;1;1rz + b0;0;0 + 1=4 a0;3;0r
3 + 1=2 a0;1;0r +

8

15
b0;4;0r

4

+1=3 sin (s) b1;1;2r
2z2 � 1=5 (cos (s))5 a3;1;0r4 � 1=2 (cos (s))2 a0;3;0r3

�1=3 (cos (s))3 a1;3;0r4 + 1=3 sin (s) a0;2;0r2 + 1=5 sin (s) a0;4;0r4 � 1=3 b2;2;0r4 (cos (s))3

� cos (s) b0;2;0r2 � 1=2 b1;2;0r3 (cos (s))2 + 1=4 (cos (s))4 a0;3;0r3 + 1=5 (cos (s))5 a1;3;0r4

�1=5 (cos (s))5 b0;4;0r4 � 1=2 (cos (s))2 a0;1;0r � cos (s) b0;4;0r4 � 1=3 (cos (s))3 a1;1;0r2

+1=3 (cos (s))3 b0;2;0r
2 � 1=4 (cos (s))4 a2;1;0r3 + 1=4 (cos (s))4 b1;2;0r3

+1=5 (cos (s))5 b2;2;0r
4 + sin (s) a0;0;4z

4 + sin (s) a0;0;1z + sin (s) a0;0;2z
2 � cos (s) b0;0;4z4

� cos (s) b0;0;1z � cos (s) b0;0;2z2 � cos (s) b0;0;3z3 � 1=5 b4;0;0r4 (cos (s))5 � 1=3 b2;0;0r2 (cos (s))3

�1=2 b1;0;0r (cos (s))2 � 1=4 b3;0;0r3 (cos (s))4 + 2=3 (cos (s))3 b0;4;0r4 + sin (s) a0;0;3z3

� sin (s) cos (s) b0;3;1r3z � 1=3 sin (s) (cos (s))2 a0;2;1r2z � 1=3 b1;1;1r2 (cos (s))2 sin (s) z
�1=3 b1;1;2r2 (cos (s))2 sin (s) z2 + cos (s) a1;0;2r sin (s) z2 + 2=3 b0;2;0r2

+1=15 b3;1;0r
4 sin (s) (cos (s))2 + 2=3 a2;0;1r

2z sin (s) + 2=3 a2;0;2r
2z2 sin (s)

+
4

15
a4;0;0r

4 sin (s) (cos (s))2 + 1=3 sin (s) b1;1;1r
2z + 1=4 a2;1;0r

3 � cos (s) b0;0;0
+2=15 b3;1;0r

4 sin (s) + 1=2 b1;0;1rz + 2=3 b0;2;1r
2z + 2=3 b0;2;2r

2z2 + 1=4 b1;2;1r
3z

+1=4 a2;1;1r
3z + 1=3 a1;1;1r

2z + 1=2 b1;0;3rz
3 + 1=3 b2;0;2r

2z2 + 1=3 a1;1;2r
2z2 + 1=2 b1;0;2rz

2

+1=3 b2;0;1r
2z + 1=4 b3;0;1r

3z + sin (s) a0;0;0 + 2=15 sin (s) a2;2;0r
4 + cos (s) a1;0;1r sin (s) z

+1=3 sin (s) a2;0;1r
2 (cos (s))2 z + 1=3 sin (s) a2;0;2r

2 (cos (s))2 z2 � 1=3 sin (s) (cos (s))2 a0;2;2r2z2

+cos (s) a1;0;3r sin (s) z
3 + r3 (cos (s))3 sin (s) zb0;3;1 + r

3 (cos (s))3 sin (s) za3;0;1 + 2=15 a1;3;0r
4

+1=5 a3;1;0r
4 + 1=3 b2;0;0r

2 + 1=2 b1;0;0r + 1=3 a1;1;0r
2 + 1=5 b4;0;0r

4 + 1=4 b3;0;0r
3

+2=15 b2;2;0r
4 + 1=3 sin (s) b1;1;0r

2 + 1=4 b1;2;0r
3 � 2=5 sin (s) b1;3;0r4 (cos (s))2

+1=3 sin (s) a0;2;1r
2z + 1=3 sin (s) a0;2;2r

2z2 � sin (s) cos (s) b0;3;0r3 � 1=2 b1;0;3r (cos (s))2 z3

�1=3 b1;1;0r2 (cos (s))2 sin (s)� 1=5 b3;1;0r4 (cos (s))4 sin (s) + r3 (cos (s))3 sin (s) b0;3;0
+r3 (cos (s))3 sin (s) a3;0;0 + 1=4 (cos (s))

4 b1;2;1r
3z � 1=4 (cos (s))4 a2;1;1r3z

+1=15 sin (s) a2;2;0r
4 (cos (s))2 � 2=5 sin (s) (cos (s))2 a0;4;0r4 � 1=2 (cos (s))2 a0;3;1r3z

+1=3 (cos (s))3 b0;2;1r
2z + 1=3 (cos (s))3 b0;2;2r

2z2 � 1=3 (cos (s))3 a1;1;2r2z2

�1=3 (cos (s))3 a1;1;1r2z � cos (s) b0;2;2r2z2 + 1=5 sin (s) a4;0;0r4 (cos (s))4
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+1=3 sin (s) a2;0;0r
2 (cos (s))2 + cos (s) a1;0;0r sin (s)� 1=3 b2;0;1r2 (cos (s))3 z

�1=4 b3;0;1r3 (cos (s))4 z � 1=2 b1;0;2r (cos (s))2 z2 � 1=3 b2;0;2r2 (cos (s))3 z2

�1=2 (cos (s))2 a0;1;1rz � 1=2 (cos (s))2 a0;1;2rz2 � 1=2 (cos (s))2 a0;1;3rz3

+1=4 (cos (s))4 a0;3;1r
3z � 1=2 b1;2;1r3 (cos (s))2 z � cos (s) b0;2;1r2z � 1=2 b1;0;1r (cos (s))2 z

+1=5 sin (s) (cos (s))4 a0;4;0r
4 + 1=5 sin (s) (cos (s))4 b1;3;0r

4 � 1=3 sin (s) (cos (s))2 a0;2;0r2

�1=5 sin (s) (cos (s))4 a2;2;0r4 +
8

15
sin (s) a4;0;0r

4 + 2=3 sin (s) a2;0;0r
2

sZ
0

F12(r; �; z)d� c1;0;0r sin (s) + c2;0;1r
2z cos (s) sin (s)� c0;2;2r2z2 cos (s) sin (s)

�c0;1;3r cos (s) z3 + 2=3 c3;0;1r3z sin (s)� 2=3 c0;3;1r3z cos (s) + 3=4 r4c0;4;0 (cos (s))3 sin (s)
�3=4 r4c0;4;0 cos (s) sin (s)� 1=4 c0;4;0r4 (sin (s))3 cos (s)� 1=3 c0;3;0r3 cos (s) (sin (s))2

+1=3 c3;0;0r
3 sin (s) (cos (s))2 � 1=2 c1;1;2r2 (cos (s))2 z2 � 1=2 c1;1;1r2 (cos (s))2 z

�1=3 c2;1;1r3 (cos (s))3 z + 1=3 c1;2;1r3 (sin (s))3 z � 1=2 c1;1;0r2 (cos (s))2

�1=3 c2;1;0r3 (cos (s))3 + 1=2 c1;1;1r2z + 1=3 c2;1;1r3z + 2=3 c3;0;0r3 sin (s)
�2=3 c0;3;0r3 cos (s)� c0;1;0r cos (s) + c0;1;3rz3 + c0;1;2rz2 + c0;1;1rz + 2=3 c0;3;1r3z
+1=2 c1;1;2r

2z2 � 1=4 c3;1;0r4 (cos (s))4 + 1=4 c1;3;0r4 (sin (s))4 + 1=3 c1;2;0r3 (sin (s))3

+1=3 c3;0;1r
3z sin (s) (cos (s))2 � 1=3 c0;3;1r3z cos (s) (sin (s))2 + r4c4;0;0 (cos (s))3 sin (s)

�c0;2;0r2 cos (s) sin (s) + c1;0;3r sin (s) z3 + c1;0;1r sin (s) z + c1;0;2r sin (s) z2 � c0;1;1r cos (s) z
�c0;1;2r cos (s) z2 + c0;1;0r + 1=2 c1;1;0r2 + 1=4 c3;1;0r4 + 2=3 c0;3;0r3 + 1=3 c2;1;0r3

On a

f21(r; z) � 6 a0;4;0r4a1;1;0 � 96 a0;4;0r2b0;0;0 � 24 a0;1;1r4c0;4;0 + 10 b1;1;0r4a1;3;0
�6 a0;4;0r4a1;1;0 � 96 a0;4;0r2b0;0;0 � 24 a0;1;1r4c0;4;0 + 10 b1;1;0r4a1;3;0
+144 b0;2;1r

2c1;0;0 + 288 b0;2;1za0;0;0 � 96 a0;2;0b0;0;0 � 104 a2;0;1r4c0;3;0
�24 b3;0;1r4c0;2;0 � 48 a0;0;1c2;1;0r2 + 40 a1;1;1r4c3;0;0 � 48 b1;1;1r2c0;1;0
+8 a1;1;1r

4c1;2;0 � 144 a2;0;1r2c0;1;0 � 48 b1;0;1r2c0;2;0 + 96 b2;0;0a0;0;0
+48 a1;0;0a0;3;0r

2 � 48 a0;1;0r2a3;0;0 � 10 b3;1;0r4a1;1;0 + 10 b2;2;0r4b1;1;0
+24 b0;3;1r

4c1;1;0 + 144 b0;0;1c3;0;0r
2 � 96 a0;2;1z2b0;0;1 � 170 b0;2;0r4a4;0;0

+38 a2;0;0r
4a1;3;0 � 38 b3;1;0r4b0;2;0 + 10 a0;2;0r4b2;2;0 + 96 b2;0;1za0;0;0

�96 b1;1;2z3b0;0;1 + 48 b2;0;1r2c1;0;0 + 40 b0;2;1r4c1;2;0 + 192 b0;0;1c1;0;3z3

78



3.5. LA MÉTHODE DE LA MOYENNE DE SECOND ORDRE DANS R3

+8 b2;0;1r
4c1;2;0 � 96 b1;3;0r2b0;0;0 � 42 a0;4;0r4b0;2;0 � 96 b1;1;1z5b0;0;4

�24 b1;0;1r4c0;4;0 � 48 a1;0;1r2c1;1;0 � 480 a4;0;0r2b0;0;0 + 6 b1;1;0r4b
�15 b1;2;1r6c0;4;0 + 480 b0;4;0r2a0;0;0 � 70 b2;0;0r4a4;0;0 + 9 b1;2;1r6c4;0;0
�40 a2;0;1r4c2;1;0 � 96 a0;2;0b0;0;3z3 � 96 b1;1;0b0;0;0 + 6 a0;2;0r4a3;1;0
�96 a0;2;1z5b0;0;4 + 192 b0;0;1c1;0;2z2 + 48 a1;0;0a2;1;0r2 � 38 a2;2;0r4b0;2;0
+96 a1;1;0a0;0;0 � 96 b3;1;0r2b0;0;0 � 24 a0;3;1r4c0;2;0 � 24 a1;0;1r4c1;3;0
�288 a2;0;1z4b0;0;3 + 9 a0;3;1r6c4;0;0 � 96 a0;2;2z5b0;0;3 + 96 a1;1;2z4a0;0;2
�8 b1;1;1r4c2;1;0 � 15 a3;0;1r6c3;1;0 + 768 b0;0;4z3c1;0;0 + 96 b2;2;0r2a0;0;0
�40 b1;1;1r4c0;3;0 + 24 a0;1;1r4c4;0;0 + 24 b1;0;1r4c4;0;0 � 24 a2;1;1r4c0;2;0
+48 a1;0;0b3;0;0r

2 + 38 a2;0;0r
4b2;2;0 + 96 b4;0;0r

2a0;0;0 � 192 a0;0;1c0;1;0
�288 a2;0;0b0;0;0 + 192 b0;0;1c1;0;0 + 40 b2;0;1r4c3;0;0 � 48 a0;2;1r2c0;1;0
�40 a0;2;1r4c0;3;0 + 15 b3;0;1r6c4;0;0 + 42 a3;1;0r4a2;0;0 � 144 a0;0;1c0;3;0r2

�10 b3;1;0r4b2;0;0 � 96 a2;2;0r2b0;0;0 � 24 a1;0;1r4c3;1;0 + 48 a1;0;0b1;2;0r2

+10 a0;2;0r
4a1;3;0 � 42 b1;3;0r4b0;2;0 + 15 b0;3;1r6c1;3;0 + 96 a1;1;2z5a0;0;3

+48 b0;3;0r
2a0;1;0 � 48 a0;1;1r2c0;2;0 + 96 a1;3;0r2a0;0;0 � 6 a1;1;0r4b1;3;0

�9 r6a3;0;1c1;3;0 + 96 a3;1;0r2a0;0;0 + 288 b0;2;0a0;0;2z2 + 42 b4;0;0r4a2;0;0
+96 a1;1;0a0;0;1z + 96 b2;0;2z

2a0;0;0 + 48 b0;3;0r
2b1;0;0 + 15 a2;1;1r

6c4;0;0

+6 b1;1;0r
4a3;1;0 + 6 b4;0;0r

4a0;2;0 + 9 b0;3;1r
6c3;1;0 � 48 r2a3;0;0b1;0;0

�6 b1;3;0r4b2;0;0 � 9 a2;1;1r6c0;4;0 � 10 a2;2;0r4b2;0;0 + 104 b0;2;1r4c3;0;0
�15 a0;3;1r6c0;4;0 + 170 b0;4;0r4a2;0;0 � 8 a0;2;1r4c2;1;0 + 192 b0;0;1c1;0;1z
�6 b2;0;0r4a0;4;0 + 70 b0;4;0r4b1;1;0 + 48 b0;0;1c1;2;0r2 + 48 a1;1;1r2c1;0;0

f21(r; z) = +288 b0;2;0a0;0;0 � 24 a3;0;1r4c1;1;0 � 70 a4;0;0r4a1;1;0 � 192 a0;0;1c0;1;2z2

�10 a2;2;0r4a1;1;0 � 9 b3;0;1r6c0;4;0 + 70 a0;2;0r4b0;4;0 � 24 b1;2;1r4c0;2;0
+288 b0;2;0a0;0;4z

4 + 96 b2;0;1z
3a0;0;2 � 96 b1;1;2z5b0;0;3 � 288 a2;0;2z5b0;0;3

�96 b1;1;2z2b0;0;0 + 96 b2;0;2z6a0;0;4 + 192 b0;0;4z3c1;2;0r2 + 192 b0;0;4z4c1;2;1r2

+40 b0;2;1r
4c1;2;1z + 96 b4;0;0r

2a0;0;3z
3 + 288 b0;2;2r

2z4c1;0;3 � 96 a0;4;0r2b0;0;3z3

�96 b1;0;2r2z3c0;2;2 � 96 a0;4;0r2b0;0;4z4 � 24 r4a3;0;1c1;1;2z2 � 8 a0;2;1r4c2;1;1z
�144 a0;1;3r2z4c0;2;2 � 288 a0;0;2z2c0;3;1r2 � 576 a0;0;4z3c0;3;0r2 + 48 b0;3;1r2z4b1;0;3
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+48 a1;0;0a2;1;1r
2z + 48 a1;0;1za0;3;0r

2 + 48 b1;0;1r
2c2;0;1z + 70 b0;4;0r

4b1;1;2z
2

+170 b0;4;0r
4a2;0;1z + 48 a1;1;1r

2c1;0;1z � 38 b0;2;1r4zb3;1;0 + 48 a1;1;1r2c1;0;2z2

+96 a1;1;2r
2z2c1;0;1 + 96 a1;3;0r

2a0;0;3z
3 � 80 a0;2;2r4z2c0;3;1 � 96 a0;1;2r2z3c0;2;2

+48 a1;0;1z
2a0;3;1r

2 + 48 b0;3;1r
2z3a0;1;2 + 432 b0;0;3z

2c3;0;0r
2 + 48 b0;3;1r

2za0;1;0

+48 b0;3;0r
2a0;1;3z

3 + 104 b0;2;1r
4c3;0;1z � 38 b3;1;0r4b0;2;2z2 + 288 b0;0;2z2c3;0;1r2

+38 b2;2;0r
4a2;0;1z � 10 a2;2;0r4b2;0;2z2 � 38 a2;2;0r4b0;2;2z2 � 576 a0;0;4z4c0;3;1r2

+42 a2;0;2r
4z2a3;1;0 + 48 a1;0;0b3;0;1r

2z + 48 a1;0;3z
3b3;0;0r

2 � 104 a2;0;1r4c0;3;1z
+96 b1;0;2r

2z2c2;0;1 � 144 a1;0;3r2z3c1;1;1 � 144 b1;0;3r2z4c0;2;2 � 144 a2;0;1r2c0;1;2z2

�10 b3;1;0r4b2;0;1z � 96 a0;4;0r2b0;0;1z � 72 a1;0;3r4z2c1;3;0 + 48 b0;3;1r2z2a0;1;1
+48 b0;3;0r

2b1;0;2z
2 � 10 b3;1;0r4a1;1;1z � 48 r2z4a3;0;1b1;0;3 + 208 b0;2;2r4zc3;0;0

�48 a0;1;2r4zc0;4;0 + 6 a3;1;0r4b1;1;1z � 96 b1;1;2r2z2c0;1;1 � 8 b1;1;1r4c2;1;1z
�432 a0;0;3z3c0;3;1r2 � 48 r2a3;0;0b1;0;2z2 + 24 a2;1;1r4c2;0;1z + 48 a1;1;1r2c1;0;3z3

+80 a1;1;2r
4z2c3;0;1 � 42 b1;3;0r4b0;2;1z � 80 b1;1;2r4z2c0;3;1 + 6 b4;0;0r4b1;1;1z

+70 b1;1;1r
4zb0;4;0 + 96 b4;0;0r

2a0;0;1z + 480 b0;4;0r
2a0;0;3z

3 � 768 a0;0;4z3c0;1;0
+96 a1;1;0a0;0;4z

4 � 768 a0;0;4z5c0;1;2 � 288 a2;0;2z4b0;0;2 + 768 b0;0;4z6c1;0;3
+288 b0;2;0a0;0;1z + 288 b0;2;2z

6a0;0;4 � 96 b1;1;2z6b0;0;4 � 288 a2;0;2z3b0;0;1
�288 a2;0;1z3b0;0;2 � 70 a1;1;1r4za4;0;0 + 16 a1;1;2r4zc1;2;0 + 288 b0;2;2r2zc1;0;0
�96 a0;1;2r2zc0;2;0 � 6 b1;3;0r4a1;1;2z2 � 480 a4;0;0r2b0;0;3z3 � 72 a1;0;3r4z2c3;1;0
�6 b1;3;0r4b2;0;2z2 + 480 b0;4;0r2a0;0;4z4 + 10 a0;2;1r4zb2;2;0 � 96 b1;3;0r2b0;0;3z3

�48 b1;1;1r2c0;1;1z + 80 b0;2;2r4z2c1;2;1 � 6 a0;4;0r4a1;1;2z2 � 144 a1;0;3r2z2c1;1;0
+48 b0;3;0r

2b1;0;3z
3 � 24 a0;3;1r4c0;2;2z2 + 144 b0;0;3z3c1;2;1r2 + 8 a1;1;1r4c1;2;1z

�96 b3;1;0r2b0;0;3z3 � 432 a0;0;3z2c0;3;0r2 + 24 a0;3;1r4c2;0;1z
�96 b3;1;0r2b0;0;4z4 � 480 a4;0;0r2b0;0;2z2 � 48 a0;1;1zr2a3;0;0 + 42 b4;0;0r4a2;0;1z
�6 a1;1;1r4zb1;3;0
�96 a0;0;2z2c2;1;1r2 � 48 a0;2;1r2c0;1;2z2 � 288 a2;0;2r2zc0;1;0 � 144 b1;0;3r2z2c0;2;0
�80 a0;2;2r4zc0;3;0 + 48 b0;3;0r2a0;1;1z + 48 a1;0;2z3a2;1;1r2 � 144 a0;0;3z3c2;1;1r2

�10 a1;1;2r4z2b3;1;0 + 96 a3;1;0r2a0;0;4z4 � 6 a1;1;1r4za0;4;0 � 24 b3;0;1r4c0;2;2z2

+48 a1;0;1z
2b3;0;1r

2 � 96 a0;0;2zc2;1;0r2 � 48 r2a3;0;0b1;0;3z3

+6 a3;1;0r
4a0;2;1z + 96 a1;3;0r

2a0;0;2z
2 + 288 b0;2;2r

2z2c1;0;1 + 96 a0;1;2r
2z2c2;0;1

+72 b1;0;3r
4z2c4;0;0 + 10 b2;2;0r

4b1;1;2z
2 � 40 a2;0;1r4c2;1;1z � 96 a2;2;0r2b0;0;4z4
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+480 b0;4;0r
2a0;0;1z � 96 b1;0;2r2zc0;2;0 + 576 b0;0;4z3c3;0;0r2 + 24 b0;3;1r4c1;1;1z

+96 b2;0;2r
2z2c1;0;1 � 72 b1;0;3r4z2c0;4;0 � 480 a4;0;0r2b0;0;4z4 � 24 a2;1;1r4c0;2;2z2

�192 a0;0;4z4c2;1;1r2 + 38 a1;3;0r4a2;0;1z � 48 a1;0;1r2c1;1;2z2 � 144 a2;0;1r2c0;1;3z3

+96 b2;2;0r
2a0;0;3z

3 � 208 a2;0;2r4zc0;3;0 � 192 a0;0;4z3c2;1;0r2 � 16 b1;1;2r4z2c2;1;1
�48 r2z3a3;0;1b1;0;2 � 96 a0;2;2r2z3c0;1;2 � 96 a2;2;0r2b0;0;3z3 + 48 a1;0;3z3a0;3;0r2

+48 b0;3;0r
2a0;1;2z

2 + 144 b0;0;1c3;0;1r
2z � 48 a1;0;1r2c1;1;1z + 24 b0;3;1r4c1;1;2z2

+48 a1;0;3z
4b3;0;1r

2 � 16 b1;1;2r4zc2;1;0 � 48 r2z4a3;0;1a0;1;3 � 208 a2;0;2r4z2c0;3;1
+48 a1;0;1zb1;2;0r

2 + 48 a1;0;3z
4a0;3;1r

2 � 48 a3;0;1r2za0;1;0 + 96 b2;0;2z5a0;0;3
+384 b0;0;2z

2c1;0;1 � 288 a2;0;0b0;0;3z3

�288 a2;0;1z5b0;0;4 � 768 a0;0;4z6c0;1;3 + 96 a1;1;2z2a0;0;0 � 96 a0;2;0b0;0;1z
+768 b0;0;4z

4c1;0;1 + 96 a1;1;1za0;0;0 � 384 a0;0;2zc0;1;0 + 288 b0;2;2z5a0;0;3
+288 b0;2;1z

3a0;0;2 + 288 b0;2;1z
5a0;0;4 � 96 b1;1;1zb0;0;0 + 96 b2;0;1z5a0;0;4

+96 b2;0;2z
4a0;0;2 + 288 b0;2;2z

3a0;0;1 � 96 a0;2;0b0;0;4z4 � 288 a2;0;1zb0;0;0
+288 b0;2;2z

2a0;0;0 + 96 a1;1;1z
5a0;0;4 � 96 b1;1;0b0;0;1z + 96 a1;1;2z3a0;0;1

�576 a0;0;3z4c0;1;2 � 384 a0;0;2z4c0;1;3 � 96 a0;2;1zb0;0;0 � 288 a2;0;2z2b0;0;0
�96 b1;1;2z4b0;0;2 + 288 b0;2;1z4a0;0;3 � 96 a0;2;2z2b0;0;0 + 288 b0;2;0a0;0;3z3

�96 b1;1;0b0;0;2z2 + 96 b2;0;0a0;0;3z3 + 576 b0;0;3z5c1;0;3 + 384 b0;0;2zc1;0;0
+576 b0;0;3z

4c1;0;2 � 768 a0;0;4z4c0;1;1 � 96 b1;1;1z4b0;0;3 + 96 a1;1;0a0;0;3z3

+288 b0;2;1z
2a0;0;1 + 576 b0;0;3z

3c1;0;1 � 96 a0;2;2z6b0;0;4 + 80 b2;0;2r4z2c3;0;1
�96 b3;1;0r2b0;0;1z + 144 b1;0;3r2z3c2;0;1 + 48 a1;0;2z2a2;1;0r2 + 48 a1;0;1z2a2;1;1r2

+48 a1;0;1za2;1;0r
2 � 288 a2;0;2r2z4c0;1;3 + 48 a1;0;1zb3;0;0r2 + 48 a1;0;2z2b3;0;0r2

�96 b3;1;0r2b0;0;2z2 � 24 r4a3;0;1c1;1;1z � 96 b1;1;2r2zc0;1;0 + 24 b1;2;1r4c2;0;1z
+72 a0;1;3r

4z2c4;0;0 + 96 b2;0;2r
2z3c1;0;2 + 48 b0;3;1r

2z4a0;1;3 + 96 b2;2;0r
2a0;0;4z

4

+48 a1;0;2z
2b1;2;0r

2 + 144 b0;2;1r
2c1;0;3z

3 + 6 a0;2;1r
4zb4;0;0 + 96 a3;1;0r

2a0;0;1z

�48 a1;0;2r4zc1;3;0 + 48 b0;3;0r2b1;0;1z � 6 b2;0;2r4z2a0;4;0 + 10 a1;3;0r4a0;2;1z
�96 a1;0;2r2z2c1;1;1 + 6 a3;1;0r4b1;1;2z2 + 48 b2;0;1r2c1;0;2z2 + 40 b2;0;1r4c3;0;1z
+48 b0;3;1r

2z2b1;0;1 � 48 b1;1;1r2c0;1;2z2 + 96 b2;0;2r2zc1;0;0 � 70 a4;0;0r4b2;0;1z
�24 b1;2;1r4c0;2;2z2 � 170 b0;2;1r4za4;0;0 � 48 b1;0;1r2c0;2;2z2 � 40 a0;2;1r4c0;3;1z
+48 a0;1;2r

4zc4;0;0 � 144 a2;0;1r2c0;1;1z � 10 b2;0;2r4z2b3;1;0 + 96 b0;0;2zc1;2;0r2

+42 a3;1;0r
4a2;0;1z � 96 a0;2;2r2z2c0;1;1 + 48 a0;1;1r2c2;0;1z + 48 b0;3;1r2zb1;0;0
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�96 a1;0;2r2zc1;1;0 � 70 a4;0;0r4a1;1;2z2 + 16 a1;1;2r4z2c1;2;1 � 96 b1;1;2r2z3c0;1;2
�42 a0;4;0r4b0;2;2z2 � 80 a2;0;2r4z2c2;1;1 � 38 a2;2;0r4b0;2;1z + 96 a1;3;0r2a0;0;1z
�96 a0;2;2r2z4c0;1;3 + 10 a1;3;0r4a0;2;2z2 � 144 a1;0;3r2z4c1;1;2 + 38 a2;0;2r4z2b2;2;0
�16 a0;2;2r4zc2;1;0 + 480 b0;4;0r2a0;0;2z2 + 80 b0;2;2r4zc1;2;0 � 48 r2za3;0;1b1;0;0
+70 b0;4;0r
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2z � 1=4 c1;0;2z2b2;0;0r2

�1=8 c1;0;3z3a3;1;0r4 � 9=4 c3;0;1r2z5b0;0;4 � c1;0;2z4b0;0;2 � c1;0;1zb0;0;0 � c1;0;2z5b0;0;3
�c1;0;1z5b0;0;4 � c1;0;1z3b0;0;2 � c1;0;3z7b0;0;4 � c1;0;2z2b0;0;0
�c1;0;3z6b0;0;3 + 3=4 r4c0;1;3z2c1;2;0 + 3=4 c0;1;3z3a2;0;0r2 + 1=8 c2;1;0r4b1;1;1z
�1=8 c1;0;2z2a3;1;0r4 + 1=4 c0;2;2r4z3a2;1;1 + 1=2 c0;2;2r2z5a0;1;3 + 5=8 c0;3;1r4z3b1;1;2
�5=8 c1;2;1r4zb0;2;0 + 3 r2c0;1;3z2c1;0;0 � 1=4 c1;0;1z2b2;0;1r2 � 3=4 c1;0;2z2b0;2;0r2

�3=16 r6c4;0;0b1;2;1z + 1=2 c1;1;1r2z3a1;0;2 � 3=4 c1;2;0r2b0;0;4z4 +
3

64
c2;1;1r

6zb1;3;0

�3=4 r4c1;0;3z2c2;1;0 + 1=4 c0;1;3z5a0;2;2r2 + 1=2 c1;1;2r2z3a1;0;1 � 9=4 c3;0;1r2z4b0;0;3

+3=4 c0;1;1z
2a2;0;1r

2 +
13

8
c0;3;0r

4a2;0;1z � 5=8 c1;2;1r4z2b0;2;1 + 1=2 c1;1;0r2a1;0;1z

+1=4 c0;2;2r
4z2a0;3;0 + 3=4 c0;1;3z

4a2;0;1r
2

�21
64
c3;0;1r

6za3;1;0 � 5=8 c1;2;0r4b0;2;1z +
13

8
c0;3;1r

4z3a2;0;2 +
21

64
c0;3;1r

6za0;4;0

+5=8 c0;3;0r
4a0;2;1z �

3

64
c1;2;1r

6zb4;0;0 � 1=8 c1;0;3z3a1;3;0r4 � 1=8 c1;0;1zb4;0;0r4

+1=4 c0;1;0b1;1;2r
2z2 � 3=16 c3;1;0r6b0;3;1z + 1=4 c1;1;1r4za3;0;0 � 1=4 r6c1;1;2zc0;4;0

�3=4 c1;2;1r2z5b0;0;4 � 9=4 c3;0;0r2b0;0;1z � 3=4 c1;0;2z4b0;2;2r2 + 1=8 c0;1;2z2a2;2;0r4

+1=4 c0;1;3z
4b1;1;1r

2 � 1=8 c1;0;1za3;1;0r4 + 1=4 c0;1;0a0;2;1r2z + 1=4 c0;1;2z3a0;2;1r2

�1=8 c1;2;1r4za1;1;0 + 1=2 c0;2;0r2b1;0;3z3 � 3=4 c1;0;3z5b0;2;2r2 � 1=4 c2;0;1r4z2a2;1;1
�1=4 r4c1;1;1c0;2;0 � 1=8 c1;2;0r4b2;0;2z2 + 5=8 c0;3;0r4b1;1;2z2 � 3=4 c1;0;0b0;2;2r2z2

�3=4 c1;0;0b0;2;1r2z +
13

24
r6c0;3;1c3;0;0 +

19

64
c0;3;0r

6a2;2;0 + 1=4 c0;1;0b1;1;0r
2 � c1;0;0b

�2 r2c1;0;2zc0;1;0 � 1=4 c1;0;0b2;0;1r2z + 1=8 c2;1;1r4z2b1;1;1 + 1=8 c2;1;1r4za0;2;0

+
19

64
c0;3;1r

6zb3;1;0 + 1=8 c2;1;1r
4z2a0;2;1 + 1=4 c0;1;3z

4a0;2;1r
2 � 13

8
c3;0;0r

4b0;2;2z
2

�1=8 c1;0;2z2b4;0;0r4 + 1=4 r6c1;1;2zc4;0;0 � 5=8 c3;0;1r4za1;1;0 � 1=2 c2;0;1r2zb1;0;0
�1=4 r4c1;0;2z2c2;1;1 + 1=4 c1;1;0r4za3;0;1 � 3=4 c1;0;3z4b0;2;1r2 + 1=8 c0;1;3z3b1;3;0r4

+1=2 c3;1;0r
4a1;0;2z

2 � 1=4 c1;0;1z3b2;0;2r2 � 1=4 c1;0;3z5a1;1;2r2 � 1=2 r4c1;0;3z3c2;1;1
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+1=4 c0;1;2z
4b1;1;2r

2 � 1=2 c2;0;1r2z3b1;0;2 + 1=2 c1;3;0r4a1;0;3z3 + 1=4 c0;2;2r4z2b3;0;0

+5=8 c0;1;1za4;0;0r
4 +

5

16
c3;1;0r

6za3;0;1 + 1=4 r
4c0;2;2z

2c1;1;1 + 1=4 c0;2;0r
4a0;3;1z

+1=8 c2;1;1r
4zb1;1;0 + 1=4 c1;1;2r

4z2a3;0;0 + 1=2 c1;1;0r
2a1;0;2z

2 + 1=2 c0;2;2r
2z3b1;0;1

�9=4 c3;0;0r2b0;0;2z2 + 5=8 c2;1;1r4za2;0;0 + 1=4 c1;1;1r4z2a3;0;1 � 1=2 r4c4;0;0a0;1;1z

�1=8 c1;0;1za1;3;0r4 �
21

64
c3;0;1r

6zb4;0;0 � 1=8 c1;2;0r4a1;1;1z � 1=8 c1;2;1r4zb2;0;0
+3=4 c0;1;2z

2a2;0;0r
2 � 1=4 c1;0;0b2;0;2r2z2 � c1;0;3z5b0;0;2 � c1;0;2z6b0;0;4

�c1;0;0b0;0;3z3 � 9=4 c3;0;0r2b0;0;4z4 + 1=2 c0;2;2r2z2b1;0;0 �
85

64
c3;0;1r

6zb0;4;0

+c0;1;0a0;0;0 � 1=8 c1;0;3z3b2;2;0r4 �
13

8
c3;0;1r

4z2b0;2;1 + 3=4 c0;1;2z
3a2;0;1r

2

+1=4 c0;1;3z
3a0;2;0r

2 � 1=4 c1;1;0r4zb0;3;1 +
21

64
c0;3;1r

6zb1;3;0 + 1=8 r
6c1;1;1c4;0;0

+1=8 c2;1;0r
4a0;2;0 + 5=8 c2;1;0r

4a2;0;0 �
13

24
r6c3;0;1c0;3;0

+5=8 c0;1;0a4;0;0r
4 + 3=4 r4c0;3;1c1;0;0 �

5

24
r6c1;2;1c0;3;0 � 1=8 c1;0;0b2;2;0r4

+5=8 c0;3;0r
4a0;2;0

+1=4 r4c2;1;1c1;0;0 � 3=16 c4;0;0r6a0;3;0 � 5=8 c1;2;0r4b0;2;0 � 1=4 r4c2;0;1c1;1;0

+
35

64
c2;1;0r

6a4;0;0 +
5

24
r6c2;1;1c3;0;0 �

21

64
c3;0;0r

6b4;0;0 � 1=4 c1;1;0r4b0;3;0
+9=4 c0;3;0r

2a0;0;0 � 5=8 c3;0;0r4b2;0;0 � c1;0;3z4b0;0;1 � 3=4 c1;0;1z3b0;2;2r2

�1=2 r4c4;0;0a0;1;2z2 � 3=4 c1;0;1z2b0;2;1r2 + 1=4 c0;1;2z2b1;1;0r2

�3=4 c1;2;1r2z4b0;0;3 + 5=8 c0;3;1r4zb1;1;0 + 5=8 c0;3;0r4a0;2;2z2 � 1=4 c1;0;2z4a1;1;2r2

+1=2 c1;3;0r
4a1;0;1z +

5

16
r6c0;4;0a0;3;1z + 1=4 c0;1;1z

2a0;2;1r
2 + 1=4 c0;1;3z

3b1;1;0r
2

�1=8 c1;0;3z3b4;0;0r4 � 1=4 c2;0;1r4z2a0;3;1 + 1=8 c0;1;3z3b3;1;0r4 + 3=4 c0;1;1za2;0;0r2

+
85

64
c0;3;1r

6za4;0;0 + 5=8 c2;1;0r
4a2;0;2z

2 � 1=4 c1;1;1r4z2b0;3;1 + 3=4 c2;1;0r2a0;0;0

+1=2 c0;4;0r
4b1;0;0 � 3=4 r4c3;0;1c0;1;0 +

5

16
c0;4;0r

6b1;2;0 � 3=16 c4;0;0r6b1;2;0
�9=4 r4c1;0;3z2c0;3;0 � 1=2 r4c4;0;0b1;0;3z3 + 9=4 c0;3;0r2a0;0;1z � 3=4 c1;0;3z3b0;2;0r2

+1=2 r4c0;4;0a0;1;2z
2 + 1=4 c0;2;2r

4z2a2;1;0 + 1=2 c0;2;2r
2z4b1;0;2 � 3 r2c1;0;3z2c0;1;0
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+3=4 c2;1;1r
2z2a0;0;1 � 1=4 c1;0;1zb2;0;0r2 + 1=2 r4c0;4;0a0;1;1z � 1=4 c1;0;1za1;1;0r2

+
13

8
c0;3;0r

4a2;0;2z
2 + r2c0;1;2z

2c1;0;1 + 3=4 c0;1;2z
4a2;0;2r

2 + 9=4 r4c0;1;3z
2c3;0;0

+1=2 r4c0;4;0b1;0;1z � 5=8 c1;2;1r4z3b0;2;2 � 1=2 r4c4;0;0b1;0;1z + 1=8 c2;1;0r4a0;2;2z2

�1=4 c2;0;1r4z2b1;2;1 � 5=8 c3;0;0r4a1;1;2z2 � 1=4 c1;1;1r4zb0;3;0 + 1=2 c1;1;1r2za1;0;0
�5=8 c3;0;0r4b2;0;1z + 1=8 c0;1;1za2;2;0r4 + 1=2 r4c0;1;3z3c1;2;1 + 1=2 c0;2;2r2z3a0;1;1
+1=8 c0;1;0a0;4;0r

4 + 1=2 c1;1;2r
2z2a1;0;0 + 1=2 c1;1;1r

2z2a1;0;1 � 1=8 c1;2;1r4z3b2;0;2
+1=4 c0;2;0r

4b1;2;1z + 3=4 c2;1;0r
2a0;0;4z

4 + 5=8 c2;1;0r
4a2;0;1z + 1=2 c0;4;0r

4a0;1;3z
3

�3=2 r4c1;0;2zc0;3;0 + 1=2 c3;1;0r4a1;0;3z3 � 9=4 c3;0;1r2z3b0;0;2 � 3=4 r4c0;3;1c1;0;2z2

+1=4 c0;1;1zb1;1;0r
2 � 3=2 r4c0;3;1c1;0;3z3 + 3=4 r4c0;1;2z2c3;0;1 �

13

8
c3;0;1r

4zb0;2;0

+3=16 r6c0;4;0a2;1;1z � 3=4 c1;2;0r2b0;0;2z2 + 1=8 c2;1;0r4b1;1;2z2 + 3=16 c1;3;0r6za3;0;1
+1=8 c0;1;3z

3a0;4;0r
4 + 3=4 c2;1;1r

2z3a0;0;2 � 5=8 c3;0;1r4z3b2;0;2 � 5=8 c3;0;0r4a1;1;1z

�1=2 c4;0;0r4a0;1;0 +
5

64
c2;1;1r

6zb3;1;0 + 5=8 c0;3;0r
4b1;1;1z + 1=8 c2;1;1r

4z3b1;1;2

+9=4 c0;3;1r
2z5a0;0;4

En suite �
f21(r; z) = 0
f22(r; z) = 0

On prend ce système en (r; z) avec la condition r > 0 et z 2 R quelconque.
On pose

fij(r; z) = r�(r; z)

fij(r; z) = 0) �(r; z) = 0 puisque r > 0

On remarque que le degré de f21(r; z) est 6 et le degré de f22(r; z) est 7
D�aprés le théorème de Bézout on déduit que le nombre de de racines est
inférieure ou égale à 6�7 = 42
Comme r intervient dans le système suivant avec r2�

f21(r; z) = 0
f22(r; z) = 0
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On déduit que le nombre de cycles limites est borné par 1
2
� 6 � 7 = 21

selon le théorème de Bezout

exemple 3.5.1 On considère le système suivant8<:
_x = �y + � (xz + x3 � xy2z) + �2 (y3 + x3 � z4)
_y = x+ � (�yz � y3 + x2yz) + �2 (1� y + x2y2)
_z = � (x2 � y2 + 3 y4 � 3x4) + �2 (1� z2 � y4)

(3.8)

En coordonnées cylindriques on trouve8<:
_r = �1(r; �; z)
_� = �2(r; �; z)
_z = �3(r; �; z)

tel que

�1(r; �; z) = �"(� sin (�) �� sin (�) � r4 (cos (�))
2 + sin (�) � r3 (cos (�))3

+sin (�) � (cos (�))4 r4 � sin (�) � cos (�) r3 + � r � � r3 (cos (�))4 + cos (�) � z4
�2 r (cos (�))2 z � (cos (�))2 � r + rz + r3 � 2 r3 (cos (�))2)

�2(r; �; z) =
1

r
(2 cos (�) � r sin (�) z + cos (�) �2r sin (�) + sin (�) � cos (�) r3

� sin (�) � r3 cos (�) z � sin (�) �2z4 + sin (�) �2r3 (cos (�))3 � cos (�) �2 + �2r3
�2 �2r3 (cos (�))2 � �2r4 (cos (�))3 � r + (cos (�))5 �2r4 + �2r3 (cos (�))4)

�3(r; �; z) = ((r
2 (cos (�))2 � r2 (sin (�))2 + 3 r4 (sin (�))4 � 3 (cos (�))4 r4)"

+((1� z2 � r4 (sin (�))4 � r(� (cos (�))2 + (sin (�))2 � 3 r2 (sin (�))4
+3 (cos (�))4 r2)(2 cos (�) r sin (�) z � sin (�) r3 cos (�) z + sin (�) cos (�) r3))"2 +O("3)

Où d�une manière équivalente8><>:
dr

d�
= "F11(r; �; z) + "

2F21(r; �; z) +O("
3)

dz

d�
= "F12(r; �; z) + "

2F11(r; �; z)O ("
3)
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tel que

F11(r; �; z) = (2 r (cos (�))
2 z � rz � r3 + 2 r3 (cos (�))2

F21(r; �; z) = (sin (�) r
4 (cos (�))2 � r � sin (�) r3 (cos (�))3 � sin (�) (cos (�))4 r4

+sin (�) + r (cos (�))2 + r3 (cos (�))4 � cos (�) z4 + sin (�) cos (�) r3
�(�2 (cos (�))2 z + z + r2 � 2 r2 (cos (�))2)(2 cos (�) r sin (�) z � sin (�) r3 cos (�) z
+sin (�) cos (�) r3)"2) +O("3)

F12(r; �; z) = (r
2 (cos (�))2 � r2 (sin (�))2 + 3 r4 (sin (�))4 � 3 (cos (�))4 r4

F22(r; �; z) = +(1� z2 � r4 (sin (�))4 � r(� (cos (�))2 + (sin (�))2 � 3 r2 (sin (�))4
+3 (cos (�))4 r2) (2 cos (�) r sin (�) z � sin (�) r3 cos (�) z + sin (�) cos (�) r3)�2)
+O (�3))

Donc on peut appliquer la méthode de la moyenne du second ordre

�
f11(r; z)
f12(r; z)

�
=

0BBBBBB@
1

2�

2�Z
0

F11(r; �; z)d�

1

2�

2�Z
0

F12(r; �; z)d�

1CCCCCCA =

�
0
0

�

Un système de deux équations en (r; z)�
f11(r; z) = 0
f11(r; z) = 0

On calcule la fonction �
f21(r; z)
f22(r; z)

�

�
f21(r; z)
f22(r; z)

�
=
1

2�

2�Z
0

26666666666666666664

0B@ @F11(r; s; z)

@r

@F11(r; s; z)

@z
@F12(r; s; z)

@r

@F12(r; s; z)

@z

1CA�
0BBBBBB@

sZ
0

F11(r; �; z)d�

sZ
0

F12(r; �; z)d�

1CCCCCCA

+

0BBBBBB@

sZ
0

F21(r; s; z)

sZ
0

F22(r; s; z)

1CCCCCCA

37777777777777777775

ds
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telle que

@F11(r; s; z)

@r
= 2 (cos (s))2 z � z � 3 r2 + 6 r2 (cos (s))2

@F11(r; s; z)

@z
= 2 r (cos (s))2 � r

@F12(r; s; z)

@r
= 2 r (cos (s))2 � 2 r (sin (s))2 + 12 r3 (sin (s))4 � 12 r3 (cos (s))4

@F12(r; s; z)

@z
= 0

sZ
0

F11(r; �; z)d� = cos (s) r sin (s) z + r3 cos (s) sin (s)

sZ
0

F12(r; �; z)d� = r2 cos (s) sin (s)� 3=4 r4 (sin (s))3 cos (s)

�9=4 r4 cos (s) sin (s)� 3=4 r4 (cos (s))3 sin (s)

On a
f21(r; z) =

1

8
r
�
�4 + 3 r2

�
et

f22(r; z) = �
3

8
r4 + 1� z2

En suite �
f21(r; z) = 0
f22(r; z) = 0

On prend ce système en (r; z), avec la condition r > 0 et z 2 R quel-
conque.
Alors les solutions sont ( 2p

3
, 1p
3
),( 2p

3
,- 1p

3
) .

On cherche les valeurs propres de ce matrice

G =

0B@ @F21(r; s; z)

@r

@F21(r; s; z)

@z
@F22(r; s; z)

@r

@F22(r; s; z)

@z

1CA
(r;z)=( 2p

3
; 1p

3
)

=

 
1 0

�4
3

p
3 �2

3

p
3

!

det(G� �I) =
����� 1� � 0

�4
3

p
3 �2

3

p
3� �

�����
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Alors

�1 = 1; �2 =
�2
p
3

3
; det(G) =

�2
p
3

3
Alors le cycle limite est stable
On cherche la valeur propre de la matrice

S =

0B@ @F21(r; s; z)

@r

@F21(r; s; z)

@z
@F22(r; s; z)

@r

@F22(r; s; z)

@z

1CA
(r;z)=( 2p

3
;�1p

3
)

=

 
1 0

�4
3

p
3
2

3

p
3

!

det(S � �I) =
����� 1� � 0

�4
3

p
3
2

3

p
3� �

�����
Alors

�1 =
2
p
3

3
; �2 = 1; det(S) =

2
p
3

3
Alors le cycle limite est instable.
D�aprés le théorème (2.2.2) ,il suit que le système (3.8) a pour j"j 6= 0

su¢ sament petit deux cycles limites de même amplitude.

Cycle limite pour " = 0:001
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Chapitre 4

Perturbation d�un centre
cubique par des polynômes de
degré 2

4.1 Resumé

Dans ce chapitre ,on s�intéresse à la recherche du nombre maximum de
cycles limites des systèmes di¤érentiels ordinaires cubiques de la forme� :

x = �yf (x; y) + "P (x; y)
:
y = xf (x; y) + "Q(x; y)

où f (x; y) est donnée par une des deux coniques
1-Elippse f (x; y) = (x+ a)2 + (y + b)2 � 1 avec a2 + b2 6= 0
2-Elippse complexe f (x; y) = (x+ a)2 + (y + b)2 � 1
perturbées par des polynômes quadratiques dans R2, en utilisant la mé-

thode de la moyenne du premier ordre.
La perturbation d�un système di¤érentiel qui a un centre conduit à la produc-
tion des cycles limites. Quelques orbites périodiques du système non perturbé
persistent.
Pour le système linéaire �

_x = �y
_y = x
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on a au plus
�
(n� 1)
2

�
cycles limites qui apparaissent quand on a le

perturbe par des polynômes de degré n.

Pour le système quadratique

�
_x = �y (1 + x)
_y = x (1 + x)

on a n cycles limites qui apparaissent quand on a le perturbe par des
polynômes de degré n: voir [6]

Dans tout ce qui suit on s�intéresse au système di¤érentiel suivant

� :
x = �yf (x; y)
:
y = xf (x; y)

(4:1)

Appliquons la méthode de la moyenne du premier ordre au système per-
turbé � :

x = �yf (x; y) + "P (x; y)
:
y = xf (x; y) + "Q(x; y)

(4:2)

On écrit P et Q sous la forme P (x; y) =
Pn

k=1 pk(x; y)

et Q(x; y) =
Pn

k=1 qk(x; y), où pk et qk sont les parties homogènnes de
degré k des polynômes P et Q tels que

pk(x; y) =
X
i+j=k

pij(x; y) et qk(x; y) =
X
i+j=k

qij(x; y) (4.3)

En coordonnées polaires x = r cos(�) ,y = r sin(�)

r _r = x _x+ y _y

= �xyf (x; y) + "xP (x; y) + xyf (x; y) + "yQ(x; y)
= "r cos(�)P (x; y) + "r sin(�)Q(x; y)
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d�où

_r = " cos(�)P (x; y) + " sin(�)Q(x; y)

= " cos(�)
nX
k=1

pk(x; y) + " sin(�)

nX
k=1

qk(x; y)

= "r [cos(�)p1(cos(�); sin(�) + sin(�)q1(cos(�); sin(�))]

+"r2 [cos(�)p2(cos(�); sin(�)) + sin(�)q2(cos(�); sin(�))]

+::::+ "rn [cos(�)pn(cos(�); sin(�) + sin(�)qn(r cos(�); r sin(�))]

= "
�
f1(�)r + f2(�)r

2 + :::+ fn(�)r
n
�

= "
nX
k=1

fk(�)r
k

r2 _� = x _y � y _x
= x2f (x; y) + "xQ(x; y) + y2f (x; y)� "yP (x; y)
= r2f (x; y) + "r cos(�)Q(x; y)� "r sin(�)P (x; y)

_� = f (x; y) +
"

r
(cos(�)Q(x; y)� " sin(�)P (x; y))

= f (r cos(�); r sin(�)) + "

"
cos(�)

nX
k=1

qk(x; y)� " sin(�)
nX
k=1

pk(x; y)

#
= f (r cos(�); r sin(�)) + "r [cos(�)q1(cos(�); sin(�))� sin(�)p1(cos(�); sin(�))]

+"r2 [cos(�)q2(cos(�); sin(�))� sin(�)p2(cos(�); sin(�))]
+:::+ "rn [cos(�)qn(cos(�); sin(�))� " sin(�)pn(cos(�); sin(�))]

= f (r cos(�); r sin(�)) + "
�
g1(�)r + g2(�)r

2 + :::+ gn(�)r
n
�

Où

fi(�) = cos(�)pi(r cos(�); r sin(�) + sin(�)qi(r cos(�); r sin(�))

gi(�) = cos(�)qi(x; y)� sin(�)pi(x; y)

_r
_�
=

" [f1(�)r + f2(�)r
2 + :::+ fn(�)r

n]

f (r cos(�); r sin(�)) + " [g1(�)r + g2(�)r2 + :::+ gn(�)rn]
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selon Taylor, on trouve

dr

d�
= "

�
f1(�)r + f2(�)r

2 + :::+ fn(�)r
n
�

(4:4)

�
�
f (r cos(�); r sin(�)) + "

�
g1(�)r + g2(�)r

2 + :::+ gn(�)r
n
���1

=
" [f1(�)r + f2(�)r

2 + :::+ fn(�)r
n]

f (r cos(�); r sin(�))
+ "2T (r; �; ")

Maintenant, on peut appliquer la méthode de la moyenne parcque l�équa-
tion (4:4) véri�ées toutes les conditions.
Donc

dr

d�
= "F (r)

où

f 0(r) =
1

2�

2�Z
0

F (r)d� =
1

2�

2�Z
0

f1(�)r + f2(�)r
2 + :::+ fn(�)r

n

f (r cos(�); r sin(�))
d�

Mais le problème est le calcul des intégrales de la forme

2�Z
0

fi(�)r
i

f (r cos(�); r sin(�))
d� pour i = 0::n

c�est- à- dire de trouver les intégrales

Ip;q (r) =

2�Z
0

cosp(�) sinq(�)

f (r cos(�); r sin(�))
d�

Par la méthode de la moyenne du premier ordre on étudiera le nombre
maximum des cycles limites selon les coé¢ cients pi;j et qi;j du système (4:1)
telle que f(x; y) est donnée par les deux coniques
1�Ellipse f(x; y) = (x+ a)2 + (y + b)2 � 1 = 0 avec a2 + b2 6= 0
2�Ellipse complexe f(x; y) = (x+ a)2 + (y + b)2 + 1 = 0
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4.2 Ellipse f (x; y) = (x + a)2 + (y + b)2 � 1 = 0

avec a2 + b2 6= 0
On applique la méthode de la moyenne du premier ordre au système

suivant � :
x = �yf (x; y) + "(p1x+ p2y + p3x2 + p4xy + p5y2)
:
y = xf (x; y) + "(q1x+ q2y + q3x

2 + q4xy + q5y
2)

(4:5)

Les points critiques du système (4.5) sont� :
x = 0
:
y = 0

)
�
�yf (x; y) + "(p1x+ p2y + p3x2 + p4xy + p5y2) = 0
xf (x; y) + "(q1x+ q2y + q3x

2 + q4xy + q5y
2) = 0

)�
x = 0
y = 0
donc le centre (0; 0) est un point critique.
En coordonnées pollaires,on a x = r cos �, y = r sin �

r _r = x _x+ y _y ) r _r = "[xp(x; y) + yq(x; y)

d�où

_r =
"

r

�
x(a0 + a1x+ a2y + a3x

2 + a4xy + a5y
2) + y(b0 + b1x+ b2y + b3x

2 + b4xy + b5y
2)
�

= "[cos �p(r cos �; r sin �) + sin q(r cos �; r sin �)]

r2 _� = x _y�y _x) r2 _� = x2f(x; y)+y2f(x; y)+"[cos �q(r cos �; r sin �)+sin p(r cos �; r sin �)]

d�où

_� = ([r cos � + a]2 + [r sin � + b]2 � 1)
+
"

r2
[r cos �(b0 + b1r cos � + b2r sin � + b3r

2 cos2 � + b4r
2 cos � sin � + b5r

2 sin2 �)

�r sin �(a0 + a1r cos � + a2r sin � + a3r2 cos2 � + a4r2 cos � sin � + a5r2 sin2 �)]

Pour appliquer la méthode de la moyenne, on utilise la technique

dr

d�
=

"[cos �p(r cos �; r sin �) + sin �q(r cos �; r sin �)]

f(r cos �; r sin �) + "[
1

r
cos �q(r cos �; r sin �)� 1

r
sin p(r cos �; r sin �)]
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on pose

G(r; �) = cos �p(r cos �; r sin �) + sin �q(r cos �; r sin �)

H(r; �) =
1

r
cos �q(r cos �; r sin �)� 1

r
sin p(r cos �; r sin �)

on obtient

dr

d�
=

"

f(r; �)
:
G(r; �)

1 + H(r;�)
f(r;�)

=
"G(r; �)

f(r; �)
[1� "H(r; �)

f(r; �)
+
"2H2(r; �)

f 2(r; �)
+O("2)]

=
"G(r; �)

f(r; �)
� "

2G(r; �)H(r; �)

f(r; �)
+O("2)

= "F (r) +O("2)

Maintenant, on peut appliquer la méthode de la moyenne parceque les
conditions du théorème (2.2.1) sont veri�ées
avec

f 0(r) =
1

2�

2�Z
0

F (r)d� =
1

2�

2�Z
0

cos �(p1r cos � + p2r sin � + p3r
2 cos2 � + p4r

2 cos � sin � + p5r
2 sin2 �)

(r cos � + a)2 + (r sin � + b)2 � 1 d�

+
1

2�

2�Z
0

sin �(q1r cos+q2r sin � + q3r
2 cos2 � + q4r

2 cos � sin � + q5r
2 sin2 �)

(r cos � + a)2 + (r sin � + b)2 � 1 d�

=
(p1 � q2)r

2�

2�Z
0

cos2 �

f
d� +

(p2 + q1)r

2�

2�Z
0

cos � sin �

f
d�

+
(p3 + q4)r

2

2�

2�Z
0

cos2 � sin

f
d� +

q5r
2

2�

2�Z
0

sin3 �

f
d�

+
p4r

2

2�

2�Z
0

cos3 �

f
d� +

(p5 + q3)r
2

2�

2�Z
0

cos � sin2 �

f
d� +

q2r

2�

2�Z
0

d�

f
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Maintenant, le problème est le calcul des intégrales de la forme

2�Z
0

cosp(�) sinq(�)

f (r cos(�); r sin(�))
d�:

Proposition 4.2.1
cosp(�) sinq(�)

f (r cos(�); r sin(�))
pour 2 � p+ q � n+1 peut expri-

mer par les fonctions �(�; r),r,
1

f
,
cos �

f
,
sin �

f
avec

R 2�
0
�(�; r)d� = 0:

Preuve. On pose x = r cos �, y = r sin � ,� = a2 + b2 et 
 = r2 + � � 1, on
obtient

cosn+1 �

f
=

cosn+1 �

(r cos � + a)2 + (r sin � + b)2 � 1

=
cosn+1 �

r2 cos2 � + 2ar cos � + a2 + r2 sin2 � + 2br sin � + b2 � 1

=
cosn+1 �

2r(a cos � + b sin �) + 


=
[2r(a cos � + b sin �) + 
] cosn � � 2b cosn � sin � � 
 cosn �

2arf

=
1

2ar
cosn � � b

a

cosn � sin �

f
� 


2ar

cosn �

f

=
1

2ar
cosn � � b

a

f cosn�1 � sin � � 2br cosn�1 � sin2 � � 
 cosn�1 � sin �
2arf

� 


2ar

cosn �

f

=
1

2ar
cosn � � b

a
(
cosn�1 � sin �

2ar
� b

a
(
cosn�1 �

f
� cos

n+1 �

f
)

� 


2ar

cosn�1 � sin �

f
)� 


2ar

cosn �

f

implique que

cosn+1 �

f
=

1

2�r
(a cosn � � b cosn�1 � sin �) + 1

2�r
(2br2

cosn�1 �

f

+b

cosn�1 � sin �

f
� a
 cos

n �

f
)
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Où

1

2�r
(a cosn � � b cosn�1 � sin �) =

�
h0(r) + �(�; r) si n 2 2N
�(�; r) si n 2 2N+1

cosn+1 � sin �

f
=

cosn�1 � sin �

2ar
� b

a
(
cosn�1 �

f
� cos

n+1 �

f
)� 


2ar

cosn�1 � sin �

f

=
cosn�1 � sin �

2ar
� b

a

cosn�1 �

f
� b

a

cosn+1 �

f
� 


2ar

cosn�1 � sin �

f

=
1

2ar
(b cosn � + a cosn�1 � sin � � 2abrcos

n�1 �

f
� a
 cos

n�1 � sin �

f

�b
 cos
n�1 �

f
)

= 	(�; r)� 1

2�r
(2abr

cosn�1 �

f
� a
 cos

n�1 � sin �

f
+ b


cosn�1 �

f
)

Où

	(�; r) =
1

2�r
(b cosn � � a cosn�1 � sin �) =

�
h0(r) + �(�; r) si n 2 2N
�(�; r) si n 2 2N+1

cosn�1 � sin2 �

f
=
cosn�1 �

f
� cos

n+1 �

f

sinn+1 �

f
=

8>><>>:
(1� cos2 �)n2 sin �

f
=
Pn

2
k=0(�1)kCkn

2

cos2k � sin �

f
si n 2 2N

(1� cos2 �)n+12
f

=
Pn+1

2
k=0(�1)kCkn+1

2

cos2k �

f
si n 2 2N+1

Proposition 4.2.2 On trouve que

R 2�
0

d�

f(r cos �; r sin �)
=

8><>:
2�

g
si � � 1 or r � r2

�2�
g

si � � 1 et r � r1
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R 2�
0
f =

8><>:
��a
�rg

(
 � g) si � � 1 or r � r2
�a

�rg
(
 + g) si � � 1 et r � r1R 2�

0

sin �d�

f(r cos �; r sin �)
=
b

a

R 2�
0

cos �d�

f(r cos �; r sin �)
Où
r1 = j1�

p
�j ; r21 +

p
�; g =

p

2 � 4�r2:

Preuve. Posons z = ei� et C = fz : jzj = 1g ; on obtient �z = 1

z
= e�i� )

z +
1

z
= 2 cos �

qui implique que cos � =
1

2
(z +

1

z
) , sin � =

1

2i
(z � 1

z
) et d� =

dz

iz
donc

2�Z
0

d�

f(r cos �; r sin �)
=

2�Z
0

d�

2r(a cos � + b sin �) + 


=
1

i

I
dz

(a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r

Les pôles sont

on a � =

2

r2
� 4(a2 + b2) = 
2 � 4�r2

r2
)
p
� =

1

r

p

2 � 4�r2

posons g =
p

2 � 4�r2; z1 = �


 + g

2(a� ib)r ; z2 = �

 � g

2(a� ib)r
On trouve

jz1:z2j =
ja+ ibj
ja� ibj = 1)

8>>>><>>>>:
z1 = z2 = 1

jz1j =
���� 1z2
���� avec jz1j > jz2j

jz2j =
���� 1z1
���� avec jz2j > jz1j

Si 
2 � 4�r2 � 0; on trouve jz1j = jz2j = 1
Si 
2 � 4�r2 > 0; on trouve
jz1j =

j
 + gj
2r
p
�
et jz2j =

j
 � gj
2r
p
�

(i) Si 
 = 0, on trouve jz1j = jz2j = 1:
(ii) Si 
 > 0,on trouve jz1j < jz2j mais jz1j : jz2j = 1, implique que jz2j <

1et jz1j > 1:
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(iii) Si 
 < 0,on trouve jz2j > jz1j : Qui implique que jz2j > 1 et jz1j <
1:Par le théorème du Risidu ,on obtientR 2�

0

d�

f(r cos �; r sin �)
= 2�

P
k r�es(

1

(a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r ; zk)

=

8><>:
2�r�es(

1

(a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r ; z2) pour � > 1 ou r > r2

2�r�es(
1

(a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r ; z1) pour � < 1 et r < r1

=

8><>:
2�

2(a� ib)rz2 + 

=
2�

g
pour � > 1 ou r > r2

2�

2(a� ib)rz1 + 

=
�2�
g

pour � < 1 et r < r1

On trouve 
2�4�r2 = (r�
p
��1)(r�

p
�+1)(r+

p
��1)(r+

p
�+1);avec

� 2 ]0; 1[ [ ]1;1[ :
Si � 2 ]1;1[ ; 
 > 0 et 
2� 4�r2 > 0 si (r�

p
�� 1)(r�

p
�+1) > 0:est

realisé pour r 2 ]0;
p
�� 1[ [ ]

p
�+ 1;1[ :

Si � 2 ]0; 1[ ; r2 > 1�� =) r >
p
1� � et (r+

p
��1)(r�

p
��1) > 0;est

realisé si r 2 ]0; r1[ [ ]r2;1[ et r >
p
1� �:p

1� � > 1 �
p
� =) r 2 ]r2;1[ :Si r2 < 1 � � =) r <

p
1� � et

(r +
p
�� 1)(r �

p
�� 1) > 0; est realisé si r 2 ]0; r1[ ; dans ce cas jz1j < 1

et jz2j > 1:

On trouve
�
r 2 (0;

p
�� 1) [ (1 +

p
�;1) si � > 1

r 2 (0; 1�
p
�) [ (1 +

p
�;1) si � < 1

Donc le système (4.1) a deux anneaux périodiquesA1 =
n
(x; y) : 0 <

p
x2 + y2 < j1�

p
�j
o

et A2 =
n
(x; y) : 1 +

p
� <

p
x2 + y2

o
De même manière on trouveR 2�
0

cos �d�

f(r cos �; r sin �)
=
R 2�
0

cos �d�

2r(a cos � + b sin �) + 


=
1

2i

I
z2 + 1

(a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r
dz

z

= �
P
r�es(R(z); zk)

=

�
�r�es(f(z); z2) + r�es(f(z); 0)) si � > 1 ou r < r2
�r�es(f(z); z1) + r�es(f(z); 0)) si � < 1 et r < r1

=

8><>:
��a
�rg

(
 � g) si � > 1 ou r < r2
�a

�rg
(
 + g) si � < 1 et r < r1
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Où R(z) =
z2 + 1

z((a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r) :R 2�
0

sin �d�

f(r cos �; r sin �)
=
R 2�
0

sin �d�

2r(a cos � + b sin �) + 


=
R �

2
�
2
�2�

cos�d�

2r(b cos�+ a sin�) + 


=

8><>:
��b
�rg

(
 � g) si � > 1 ou r < r2
�b

�rg
(
 + g) si � < 1 et r < r1

=
b

a

R 2�
0

cos �d�

f(r cos �; r sin �)
Dans le cas où � > 1ou r > r2 on pose � = a2 + b2,
 = r2 + � � 1,g =p

2 � 4�r2

et selon les propositions (4.2.1) et (4.2.2) on trouve que

M =

2�Z
0

cos �

f(r; �)
d� =

�a

�rg
(g � 
)

N =

2�Z
0

d�

f(r; �)
=
2�

g

2�Z
0

cos2 �

f(r; �)
d� =

1

2�r

2�Z
0

�(�; r)d� +
2b2r

2�r

2�Z
0

d�

f(r; �)
+
b


2�r

2�Z
0

sin �

f(r; �)
d�

� a


2�r

2�Z
0

cos �

f(r; �)
d�

= 0 +
b2

�
N +

b


2�r

b

a
M � a


2�r
M

=
1

2a�r
((b2 � a2)
M + 2ab2rN)
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2�Z
0

cos3 �

f(r; �)
d� =

1

2�r

2�Z
0

(h0(r; �) + �(�; r))d� +
2b2r

2�r

2�Z
0

cos �

f(r; �)
d�

+
b


2�r

2�Z
0

cos � sin �

f(r; �)
d� � a


2�r

2�Z
0

cos2 �

f(r; �)
d�

= � +
2b2r

2�r
M � b2
2

2�2r2
M � ab

2
2r

2�2r
N � 2a

2b2
r

4a�2r2
N � (b

2 � a2)
2
4�2r2

M

=
1

4�2r2
(2a�r� + (4b2�r2 + (a2 � 3b2)
2)M � 4ab2
rN)

2�Z
0

sin2 �

f(r; �)
d� =

2�Z
0

1

f(r; �)
d� �

2�Z
0

cos2 �

f(r; �)
d�

= N � 1

2a�r
((b2 � a2)
M + 2ab2rN)

=
1

2a�r
((a2 � b2)
M + 2a3rN)

2�Z
0

sin3 �

f(r; �)
d� =

b

2�r

2�Z
0

sin2 � +
(�b2 + �)

�

2�Z
0

sin �

f(r; �)
d�

� b


2�r

2�Z
0

sin2 �

f(r; �)
d� +

a�

2�r

2�Z
0

cos � sin �

f
d�

=
b

4a�2r2
(�2a�r� + (4(2a2 + b2)�r2 + (b2 � 3a2)
2)M + 2a(a2 � b2)
rN
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4.2. ELLIPSE F (X; Y ) = (X +A)2 + (Y +B)2� 1 = 0 AVEC A2 +B2 6= 0

2�Z
0

cos � sin �

f
d� =

1

2�r

2�Z
0

�(�; r)d� � abr
�r

2�Z
0

1

f(r; �)
d�

� a


2�r

2�Z
0

sin �

f(r; �)
d� � b


2�r

2�Z
0

cos �

f(r; �)
d�

=
1

�r
(�b
M � abrN)

2�Z
0

cos2 � sin �

f(r; �)
d� =

2�Z
0

1

f(r; �)
d� �

2�Z
0

sin3 �

f(r; �)
d�

= N � b

4a�2r2
(�2a�r� + (4(2a2 + b2)�r2 + (b2 � 3a2)
2)M

+2a(a2 � b2)
rN

=
b

4a�2r2
(2a�r� � (4a2�r2 + (b2 � 3a2)
2)M + 2a(a2 � b2)
rN

2�Z
0

cos � sin2 �

f(r; �)
d� =

2�Z
0

1

f(r; �)
d� �

2�Z
0

cos2 �

f(r; �)
d�

=
1

4�2r2
(�2a�r� + (4a2�r2 + (3b2 � a2)
2)M + 4ab2
rN)

Dans le cas où � > 0 ou r > r2
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f 0(r) =
(p1 � q2)r

2�
:
1

2a�r
((b2 � a2)
M + 2ab2rN)

+
(p2 + q1)r

2�

1

�r
(�b
M � abrN)

+
(p3 + q4)r

2

2�

1

4a�2r2
(2a�r� � (4a2�r2 + (b2 � 3a2)
2)M + 2a(a2 � b2)
rN

+
(p5 + q3)r

2

2�

b

4a�2r2
(�2a�r� + (4(2a2 + b2)�r2 + (b2 � 3a2)
2)M

+2a(a2 � b2)
rN

+
p4r

2

2�

1

4a�2r2
(2a�r� � (4a2�r2 + (b2 � 3a2)
2)M + 2a(a2 � b2)
rN

+
q5r

2

2�

b

4a�2r2
(�2a�r� � (4a2�r2 + (b2 � 3a2)
2)M + 2a(a2 � b2)
rN

= [
(p1 � q2)r(a2 � b2)


4a�r�
+
(p5 + q3)(4a

2�r2 + (3b2 � a2)
2)
8�2�

� (p2 + q1)b

2��

�(p3 + q4)(4a
2�r2 + (b2 � 3a2)
)
8a�2�

+
p4(4b

2�r2 + (a2 � 3b2)
2)
8�2�

+
q5b(4(2a

2 + b2)�r2 + (b2 � 3a2)
2)
8a�2�

]M

+[
2b2(p1 � q2)r

4��
� ab(p2 + q1)r

2��
+
(p3 + q4)r(a

2 � b2)

4�2�

+
(p5 + q3)(4ab

2a2
r)

8�2�
� p4ab

2
r

2�2�
+
q5br(a

2 � b2)

4�2�

]N

+
(p3 + q4)br

4�
� (p5 + q3)ar

4�
+
p4ar

4�
� q5br
4�

On a 
 = r2 + � � 1 ) 
2 = r4 + 2(� � 1)r2 + (� � 1)2 et 
3 =
r6 + 3(�� 1)2r2 + 3(�� 1)r4 + (�� 1)3;

g =
p

2 � 4�r2

on obtient
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4.2. ELLIPSE F (X; Y ) = (X +A)2 + (Y +B)2� 1 = 0 AVEC A2 +B2 6= 0

f 0(r) =
1

8a�3rg
([�(p5 + q3)(3b2 � a2)a2 � (a2 � 3b2)a2 � q5ab(b2 � 3a2)

+8b2(p1 � q2)a]r6 + [�2(p1 � q2)(b2 � a2)a�� 2(p5 + q3)a4�
�3(p5 + q3)(3b2 � a2)a2(�� 1) + 4(p2 + q1)ba2�+ 4(p3 + q4)a3�
+(p3 + q4)(b

2 � 3a2)a� 4p4b2a2�� 3(�� 1)(a2 � 3b2)a2
�4q5b(2a2 + b2)a�� 3(�� 1)q5ab(b2 � 3a2) + 16b2(p1 � q2)a(�� 1)2
+4(a2 � b2(p3 + q4)a�+ 8(p5 + q3)a2b2�� 8p4a2b2�
+4q5b(a

2 � b2)a�]r4 + [�4(p1 � q2)(b2 � a2)a�(�� 1)
�2(p5 + q3)a4�(�� 1)��3(p5 + q3)(3b2 � a2)a2(�� 1)2
+8(�� 1)(p2 + q1)ba2�+ 4(�� 1)(p3 + q4)a3�+ 2(�� 1)(p3 + q4)(b2 � 3a2)a

�4p4b2a2�(�� 1)� 3(�� 1)2(a2 � 3b2)a2 � 4(�� 1)q5b(2a2 + b2)a�
�3(�� 1)2q5ab(b2 � 3a2) + 8(�� 1)2b2(p1 � q2)a� 8a2b(p2 + q1)�2
+4(�� 1)(a2 � b2)(p3 + q4)a�+ 8(�� 1)(p5 + q3)a2b2�� 8(�� 1)p4a2b2�
+4(�� 1)q5b(a2 � b2)�a]r2 + [�2(�� 1)2(p1 � q2)(b2 � a2)a�
+(�� 1)3(p5 + q3)(3b2 � a2)a2(�� 1) + 4(�� 1)2(p2 + q1)ba2�
+(�� 1)2a(p3 + q4)(b2 � 3a2)� (�� 1)3a2(a2 � 3b2)� q5ab(�� 1)3(b2 � 3a2)])
+

g

8a�3rg
([�(�(p5 + q3)(3b2 � a2)a2 � (a2 � 3b2)a2 � q5ab(b2 � 3a2)

+8b2(p1 � q2)a)]r4 + [(�+ 1)(�(p5 + q3)(3b2 � a2)a2 � (a2 � 3b2)a2 � q5ab(b2 � 3a2)
+8b2(p1 � q2)a) +�2(p1 � q2)(b2 � a2)a�� 2(p5 + q3)a4�
�3(p5 + q3)(3b2 � a2)a2(�� 1) + 4(p2 + q1)ba2�+ 4(p3 + q4)a3�
+(p3 + q4)(b

2 � 3a2)a� 4p4b2a2�� 3(�� 1)(a2 � 3b2)a2
�4q5b(2a2 + b2)a�� 3(�� 1)q5ab(b2 � 3a2) + 16b2(p1 � q2)a(�� 1)2
+4(a2 � b2(p3 + q4)a�+ 8(p5 + q3)a2b2�� 8p4a2b2�
+4q5b(a

2 � b2)a�)]r2 + [�2(�� 1)(p1 � q2)(b2 � a2)a�
+(�� 1)2(p5 + q3)(3b2 � a2)a2 + 4(�� 1)2(p2 + q1)ba2�
+(�� 1)a(p3 + q4)(b2 � 3a2)� (�� 1)2a2(a2 � 3b2)� q5ab(�� 1)2(b2 � 3a2)])

posons

A2 = a6r
6 + a4r

4 + a2r
2 + (1� �)b0

B2 = �a6r6 � ((�+ 1)a6 + a4)r2 + b0
on trouve

f 0(r) =
A2 +B2g

8a�3rg
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Soit la fonction

h(r) = A22 +B
2
2g
2

= r2(c6r
6 + c4r

4 + c2r
2 + c0)

Alors h(r) a au plus 3 racines positives c�est à dire f 0(r) a au plus 3 cycles
limites.
dans le cas où � � 0 ou r � r1;de même manière on trouve

A2 = a6r
6 + a4r

4 + a2r
2 + (�� 1)b0

B2 = a6r
6 + ((�+ 1)a6 + a4)r

2 + b0

Donc le système (4.5) a au maximum 3 cycles limites.

4.3 Ellipse complexe f (x; y) = (x+a)2+(y+b)2+1

On applique la méthode de la moyenne du premier ordre au système
suivant � :

x = �yf (x; y) + "(p1x+ p2y + p3x2 + p4xy + p5y2)
:
y = xf (x; y) + "(q1x+ q2y + q3x

2 + q4xy + q5y
2)

(4:6)

Les points critiques du système (4.6) sont� :
x = 0
:
y = 0

)
�
�yf (x; y) + "(p1x+ p2y + p3x2 + p4xy + p5y2) = 0
xf (x; y) + "(q1x+ q2y + q3x

2 + q4xy + q5y
2) = 0

)�
x = 0
y = 0
donc le centre (0; 0):est un point critique.
En coordonnées polaires, on trouve que

_r =
"

r

�
x(a0 + a1x+ a2y + a3x

2 + a4xy + a5y
2) + y(b0 + b1x+ b2y + b3x

2 + b4xy + b5y
2)
�

= "[cos �p(r cos �; r sin �) + sin q(r cos �; r sin �)]

et

_� = ([r cos � + a]2 + [r sin � + b]2 � 1)
+
"

r2
[r cos �(b0 + b1r cos � + b2r sin � + b3r

2 cos2 � + b4r
2 cos � sin � + b5r

2 sin2 �)

�r sin �(a0 + a1r cos � + a2r sin � + a3r2 cos2 � + a4r2 cos � sin � + a5r2 sin2 �)]
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4.3. ELLIPSE COMPLEXE F (X; Y ) = (X + A)2 + (Y +B)2 + 1

Pour appliquer la méthode de la moyenne, on utilise la technique

dr

d�
=

"

f(r; �)
:
G(r; �)

1 + H(r;�)
f(r;�)

=
"G(r; �)

f(r; �)
[1� "H(r; �)

f(r; �)
+
"2H2(r; �)

f 2(r; �)
+O("2)]

=
"G(r; �)

f(r; �)
� "

2G(r; �)H(r; �)

f(r; �)
+O("2)

= "F (r) +O("2)

Maintenant on peut appliquer la méthode de la moyenne parceque les
conditions du théorème (2.2.1) sont veri�ées
avec

f 0(r) =
1

2�

2�Z
0

F (r)d� =
1

2�

2�Z
0

cos �(p1r cos � + p2r sin � + p3r
2 cos2 � + p4r

2 cos � sin � + p5r
2 sin2 �)

(r cos � + a)2 + (r sin � + b)2 � 1 d�

+
1

2�

2�Z
0

sin �(q1r cos+q2r sin � + q3r
2 cos2 � + q4r

2 cos � sin � + q5r
2 sin2 �)

(r cos � + a)2 + (r sin � + b)2 � 1 d�

=
(p1 � q2)r

2�

2�Z
0

cos2 �

f
d� +

(p2 + q1)r

2�

2�Z
0

cos � sin �

f
d�

+
(p3 + q4)r

2

2�

2�Z
0

cos2 � sin

f
d� +

q5r
2

2�

2�Z
0

sin3 �

f
d�

+
p4r

2

2�

2�Z
0

cos3 �

f
d� +

(p5 + q3)r
2

2�

2�Z
0

cos � sin2 �

f
d� +

q2r

2�

2�Z
0

d�

f

Maintenant, le problème est le calcul des intégrales de la forme

2�Z
0

cosp(�) sinq(�)

f (r cos(�); r sin(�))
d�:

Proposition 4.3.1 1) Ip;q =
R 2�
0

cosp(�) sinq(�)

f (r cos(�); r sin(�))
d� peut exprimer par

les fonctions
R 2�
0
�(�; r)d�,r, 1

R
,
cos �

f
,
sin �

f
avec

R 2�
0
�(�; r)d�, r;

R 2�
0

d�

f
;
R 2�
0

cos �

f
d�
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2) On trouve

2�Z
0

d�

f(r cos �; r sin �)
=
2�

g

2�Z
0

cos �d�

f(r cos �; r sin �)
=
��a
�rg

(
 � g)

où 
 = r2 + �+ 1; g =
p

2 � 4�r2:

Preuve. 1) Dans ce cas on remplace r2+��1 par r2+�+1 de même façon,
on trouve
les mêmes résultats
2) On pose z = ei� et C = fz : jzj = 1g on obtient8>>>>><>>>>>:

R 2�
0

d�

f
=

I
1

i((a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r)dzR 2�
0

cos �d�

f
=

I
z2 + 1

2iz((a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r)dz

les pôles sont

z1 =

 + g

2(a� ib)r ; z2 =

 � g

2(a� ib)r
on trouve 
2 � 4�r2 = ((r +

p
�)2 + 1)((r �

p
�)2 + 1) > 0;8(a; b) 2 R2

Donc le système
1) A une anneaux périodique unique A = R2n f(0; 0)g .

2) jz1z2j =
����a+ iba� ib

���� = 1; donc jz2j < 1; jz1j > 1
z2 est le pôle contenu dans l�interieur du disque
Appliquons le théorème du Residu , on obtient le resultatR 2�
0

d�

f(r cos �; r sin �)
= 2�r�es(

1

(a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r ; z2)

=
2�

2(a� ib)rz2 + 

=
2�

gR 2�
0

cos �d�

f(r cos �; r sin �)
=
R 2�
0

cos �d�

2r(a cos � + b sin �) + 


= 1
2i

I
z2 + 1

(a� ib)rz2 + 
z + (a+ ib)r
dz

z
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= �(r�es(f(z); z2) + r�es(f(z); 0)) =
��g
�rg

(
� g)
Finalement,en remplaçant chaque intégrale de la forme

2�Z
0

cosp(�) sinq(�)

f (r cos(�); r sin(�))
d�

pour 2 � p+ q � n+ 1; on trouve
f 0(r) =

A2 +B2
23a�3rg

,

où A2 = a6r6 + a4r4 + a2r2 � (�+ 1)b0
B2 = �a6r4 � ((�� 1)a6 + a4)r2 + b0

et les coe¢ cients aiet bi sont des polynômes de P , Q; a;et b:
Donc le système (4.6) a au plus 3 cycles limites.
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Chapitre 5

Conclusion

La méthode de la moyenne est une méthode e¢ cace pour le calcul du
nombre de cycles limites et la stabilité de ces cycles limites, des systèmes
di¤érentiels polynomiaux..Notre futur travail, consiste à appliquer cette mé-
thode à d�autres centres non linéaires et à d�autre problèmes.
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Chapitre 6

Appendice

Cet appendice est réservé aux calculs de certaines intégrales, de racines
d�équations algébriques et de la résolution de certain système non linéaire
par le logiciel Maple 10 et nous avons élaboré un programme pour la mé-
thode de la moyenne.
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