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RésuméI

Dans ce travail, nous utilisons le principe de la moyenne pour résoudre un systéeme d'équations
du pantographes différentielles fractionnaires stochastiques de Caputo-Hadamard dirigé par un
mouvement Brownien :

Le systéme est le suivant :

dB(s)
ds

D2X(s) = b(s, X (), X (1 +n5)) + o1(s, X (<), X (1 + 7))
X(1) = X,

oune (O, %)

D2 est la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard (DFCH), o € (3,1), ,

B(s) est un mouvement brownien standard.

Le but de cette these est I'étude de |'existence et |'unicité de la solution de ce systeme.

Mots clés : Le principe de moyenne, Dérivé fractionnaire de Caputo-Hadamard, Equations pan-
tographes, Approche de Khasminskii.

W Mouy Mounya ii ©2024.Univ. Annaba



AbstractI

In this work, we use the averaging principle to solve a system of Caputo-Hadamard stochas-
tic fractional differential pantograph equations (FSDPEs) driven by a Brownian motion :
The system is as follows :

dB(s)

DrX(s) = b(s, X (), X (1 +ns)) + o1(s, X(s), X (1 + 1)) i

X(1) = X,

where 1 € (O, %)

D2 is the Caputo-Hadamard fractional derivative (CHFD), « € (3, 1),
B(s) is a standard Brownian motion The goal of this thesis is the study of the existence and
uniqueness of this system.

Key words : Averaging principle; Caputo-Hadamard fractional derivative ; Pantograph equa-
tions ; Khasminskii approach.
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Introduction

1 Problématique

a problématique abordée dans cette thése consiste a utiliser le principe de la moyenne
pour étudier L'existence et I'unicité de la solution d'un systéme d’'équations du pantographe
différentielles stochastiques fractionnaires du caputo-hadamard.

1.1 Historique sur le calcul fractionnaire

ége calcul fractionnaire est le domaine de |'analyse mathématique qui traite de |'étude et
de I'application des intégrales et des dérivées d'ordre arbitraire. Le terme "fractionnaire” est
une erreur de dénomination, mais il a été conservé en suivant I'usage prédominant. Le calcul
fractionnaire peut étre considéré comme un sujet ancien mais néanmoins nouveau. C'est un
sujet ancien, car a partir de certaines spéculations de G.W. Leibniz (1695, 1697) et L. Euler
(1730), il a été étendu jusqu'a aujourd'hui. En fait, I'idée de généraliser la notion de dérivée
a un ordre non entier, en particulier a l'ordre 1/2, est contenue dans la correspondance de
Leibniz avec Bernoulli, L'Hopital et Wallis. Euler a franchi la premiére étape en observant que
le résultat de |'évaluation de la dérivée de la fonction puissance a un sens pour un ordre non
entier grace a sa fonction Gamma.
Dans [11], les principaux résultats d’A.V. Letnikov sur le calcul fractionnaire sont présentés,
y compris ses théses et une longue discussion entre A.V. Letnikov et N.Ya. Sonine sur les
fondements du calcul fractionnaire. Le développement moderne des idées de Letnikov est
exposé, et leurs applications a la dynamique souterraine et a la dynamique des populations
sont présentées.
Cependant, cela peut également étre considéré comme un sujet nouveau, car il n'a été traité
que lors de conférences spécialisées et dans des traités au cours des 30 derniéres années. Le
mérite en revient a B. Ross d'avoir organisé la premiére Conférence sur le Calcul Fractionnaire
et ses Applications a I'Université de New Haven en juin 1974. Le premier monographie est
attribué a K.B. Oldham et J. Spanier, qui, aprés une collaboration commune débutée en 1968,

ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974.
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Ces derniéres années, un intérét considérable pour le calcul fractionnaire a été stimulé par
les applications qu'il trouve dans différents domaines de la science, notamment |'analyse

numérique, I'économie et la finance, I'ingénierie, la physique, la biologie, etc.

Pour I'économie et la finance, nous citons la collection d'articles sur le théme de la différenciation
fractionnaire et des processus a mémoire longue, éditée par Baillie et King (1996), qui est parue
en tant que numéro spécial dans le Journal of Econometrics. Pour I'ingénierie et la physique,
nous mentionnons le livre édité par Carpinteri et Mainardi, intitulé Fractals and Fractional Cal-
culus in Continuum Mechanics, qui contient des notes de cours d'un cours CISM consacré a
certaines applications de techniques connexes en mécanique, et le livre édité par Hilfer (2000),
intitulé Applications of Fractional Calculus in Physics, qui offre une introduction au calcul
fractionnaire pour les physiciens, et rassemble des articles de revue rédigés par certains des
principaux experts. Dans ces livres, nous recommandons les enquétes introductives sur le calcul

fractionnaire de Gorenflo et Mainardi et de Butzer et Westphal, respectivement.

En plus de quelques livres contenant les actes de conférences internationales et d'ateliers sur
des sujets connexes, nous mentionnons des revues régulieres consacrées au calcul fractionnaire,
a savoir le Journal of Fractional Calculus (Descartes Press, Tokyo), lancé en 1992, avec le Pro-
fesseur Nishimoto comme rédacteur en chef, et le Fractional Calculus and Applied Analysis a
partir de 1998, avec le Professeur Kiryakova comme rédacteur en chef (Diogenes Press, Sofia).
Pour plus d'informations sur cette revue, veuillez visiter le site web www.diogenes.bg/fcaa. De
plus, des sites web consacrés au calcul fractionnaire sont également apparus, dont nous attirons
I'attention sur www.fracalmo.org, dont le nom provient de Fractional Calculus Modelling, et
les liens web connexes.

1.2 L’equation pantographe [43]

ég'équation du pantographe représente est une équations différentielles a retard, suscitant
un vif intérét en raison de ses nombreuses applications. Récemment, des questions fonda-
mentales ont émergé concernant |'existence et I'unicité des solutions pour différentes classes

d’'équations de pantographes fractionnaires.

Définissons d'abord le pantographe comme un dispositif composée de cinq liaisons reliées par

W Mouy Mounya 2 ©2024.Univ. Annaba
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des articulations a broches, formant des paires tournantes. Cette structure est agencée de
maniére a créer des parallélogrammes, permettant ainsi a un point de reproduire des mou-
vements identiques a ceux d'un deuxieme point. Le pantographe offre la possibilité de repro-
duire de maniére agrandie ou réduite, aussi précisément que possible, la trajectoire décrite
par un point donné. L'équation du pantographe se positionne comme |'une des équations
différentielles a retard les plus significatives, jouant un role prépondérant dans divers domaines
des mathématiques pures et appliquées, notamment les systemes dynamiques, le controle, les
probabilités, la théorie des nombres, la mécanique quantique et I'électrodynamique.

Notamment, Taylor et Ockendon ont formulé ce type d'équation pour décrire la réception du
courant électrique d'une locomotive électrique par le pantographe. La Figure 1 présente le

modeéle du pantographe.

i | H2 Go

FIGURE 1 — modele du pantographe

L’analyse fonctionnelle probabiliste est un domaine de recherche mathématique important
en raison de ses applications aux modeles probabilistes dans les problemes appliqués. La
théorie des opérateurs aléatoires est nécessaire a |I'étude des différentes classes d'équations
aléatoires. En effet, dans de nombreux cas, des modeéles mathématiques ou des équations uti-
lisées pour d'écrire des phénomenes dans les domaines de biologique, physique, I'ingénierie
et les sciences des systemes contiennent certains parametres ou coefficients qui ont une

interprétation spécifique, mais dont les valeurs sont inconnues. Il est donc plus réaliste de
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considérer ces équations qui sont beaucoup moins difficiles 3 manipuler mathématiquement
que les équations déterministes [14].

1.2 L’approche de Khasminskii

ég'approche Khasminskii est une méthode utilisée dans |'étude des processus stochastiques,
notamment dans le contexte des équations différentielles stochastiques (EDS) et du principe
de moyenne. Nommée d'aprés le mathématicien Rafail Khasminskii, cette approche joue un
role déterminant dans I'analyse du comportement des systemes influencés par le bruit aléatoire

sur de longues périodes.

Les éléments fondamentaux de I'approche de Khasminskii

Le principe de moyenne :ce principe est utilisé pour simplifier I'analyse des systemes
stochastiques multi-échelles. Lorsqu'un systéme comporte des composants qui évoluent sur
différentes échelles de temps, le principe de moyenne contribue a réduire la complexité en
faisant la moyenne des composants qui varient rapidement, permettant ainsi une description

simplifiée de la dynamique lente.

Les équations différentielles stochastiques (EDS) :la méthode de Khasminskii est fréquemment
appliquée aux EDS, qui décrivent I'évolution de systemes sous l'influence de perturbations

aléatoires. Ces équations sont de la forme :
dXy = [ (Xp)dt + g (X;) dW;

ou X, est I'état du systéeme au temps ¢, f représente la partie déterministe, g représente la

partie diffusion et W; est un processus Wiener ou mouvement brownien.

Méthodes de perturbation :L'approche de Khasminskii implique souvent des méthodes

de perturbation, ou la solution du EDS est exprimée sous la forme d'une expansion d'un petit

W Mouy Mounya 4 ©2024.Univ. Annaba
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paramétre. Cela aide a comprendre I'impact de petites perturbations aléatoires sur le systéme.

Loi des grands nombres et théoréme central limite pour les EDS :I'approche utilise
des outils probabilistes tels que la loi des grands nombres et le théoréeme central limite pour

dériver le comportement limite des processus stochastiques sur de longues périodes.

Techniques d’homogénéisation :ces techniques sont utilisées pour étudier le comporte-
ment limite de systémes a coefficients oscillant rapidement. La méthode de Khasminskii im-
plique souvent une homogénéisation pour dériver des équations efficaces qui se rapprochent

du comportement du systeme complexe d'origine.

Applications de I'approche Khasminskii Finance mathématique : dans la modélisation
des marchés financiers ou les prix des actifs suivent des processus stochastiques.

Physique et ingénierie : pour les systemes soumis a des fluctuations aléatoires, telles que le
mouvement des particules dans des milieux aléatoires.

Biologie : Dans la modélisation des populations et des écosystemes ou les taux de natalité et
de mortalité sont influencés par des facteurs environnementaux aléatoires.

Théorie du contrdle : Dans |'analyse de systemes stochastiques contrdlés.

1.4 Historique sur le calcul stochastique

[1] ge calcul stochastique se consiste a étudier des phénomeénes aléatoires temporels,
constituant ainsi une extension de la théorie des probabilités. Il convient de ne pas confondre
cette discipline avec la technique des calculateurs stochastiques. Le terme "stochastique” est
synonyme d'aléatoire, faisant référence au hasard et s'opposant par définition au déterminisme.
Les équations différentielles stochastiques ont trouvé une large application dans divers do-
maines tels que les sciences, la géométrie, la biologie, et presque toutes les sciences ap-
pliquées. La littérature actuelle propose de nombreux articles traitant I'existence et |'unicité
des solutions des équations différentielles stochastiques, comme référencés dans [40] et [59).
Par ailleurs, I'existence et I'unicité des solutions des équations différentielles stochastiques

abstraites d'ordre fractionnaire avec retard, pilotées par des mouvements browniens, ont été

W Mouy Mounya 5 ©2024.Univ. Annaba
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examinées dans |'étude [16].

1.2.2 Organisation du manuscrit

£a theése présentée est composé d'une introduction, quatre chapitres (dont deux sont dédiés
aux rappels d’outils fonctionnels essentiels pour la compréhension des résultats obtenus), et
enfin, une conclusion suivie de perspectives futures. Dans le premier chapitre, qui se divise
en deux parties distinctes, nous abordons initialement des rappels en analyse de Fourier et
en analyse fractionnaire. Ces notions serviront de fondement pour les résultats ultérieurs. La
deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée aux définitions élémentaires et aux notions fonda-
mentales liées au calcul fractionnaire. Nous examinons, par exemple, les définitions courantes
de l'intégrale et de la dérivée d'ordre fractionnaire, telles que la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville, de Caputo, Hadamard, ainsi que celle au sens de Caputo-Hadamard.

Le deuxieme chapitre introduit des concepts liés aux probabilités et aux processus stochas-
tiques, notamment le processus gaussien. Nous présentons les termes et notions essentiels pour

définir le mouvement Brownien, les processus d'It6 et les intégrales stochastiques.

Dans le troisieme chapitre, la problématique de cette these a été motivé par des travaux récent
du ZHang, qui est intéressé a I'étude de I'existence et I'unicité de la solutions d'un probléme

fractionnaire stochastique.

En ce qui concerne le quatrieme chapitre, il constitue I'objectif principal de la thése, contenant
des résultats originaux sur I'étude de |'existence et de |'unicité des solutions d'un systeme
d'équations du pantographe différentielles fractionnaires stochastiques de Caputo-Hadamard

dirigé par un mouvement Brownien suivant :

dB(s)

DX (s) = b(s, X (), X(1 + 1)) + o1(s, X(s), X (1 +n5)) de (0.1)

X(1) = X,

oun € (0, %) D est la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard (DFCH), o € (3, 1),
pour chaque ¢ > 1, b: [1,T] x R* — R" et 07 : [1,T] x R™ — R™ ™ sont des fonctions

continues mesurables (FC), B(<) est le mouvement brownien standard m-dimensionnel sur

W Mouy Mounya 6 ©2024.Univ. Annaba
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{Q, F, P} qui est |'espace de probabilité. La valeur initiale X, est une variable aléatoire de R",
Fo-mesurable, vérifiant E|XO|2 < 00. A la lumiere de quelques suggestions, les solutions des
FSDPE peuvent étre approchées par des solutions de systemes stochastiques. Nous élargissons
I'approche classique de Khasminskii des équations stochastiques fractionnaires de Caputo-
Hadamard pour analyser les solutions du systéme avant et apres |'application du principe de
la moyenne. Qui nous fournit un exemple appliqué expliquant les résultats souhaités.

Remarque : Les conclusions de ce chapitre ont été publiés dans le journal "fractalfract” a

partir de décembre 2022.

W Mouy Mounya 7 ©2024.Univ. Annaba



CHAPITRE 1

NOTIONS SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

()Wous présentons dans ce chapitre, les outils fonctionnels de base ainsi que des éléments

de la théorie du calcul fractionnaire nécessaires pour I'élaboration de ce travail. [34] et [55].

1.1 Préliminaires

1.1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

I_es démonstrations de divers théorémes d’existence et d'unicité, sont basées sur les théoremes
classiques affirmant |'existence ou I'unicité de points fixes de certains opérateurs.
Tout d'abord on présente le théoréeme du point fixe de Schauder qui fourni uniquement |'exis-

tence d'un point fixe.

Théoreme 1.1. Soit (U,d) un espace métrique complet, U une partie non vide dans F,
convexe et fermée, et T : U — U une application telle que T'(U) soit relativement compact.

Alors T a un point fixe u € U : T'(u) = u.

On introduit maintenant le théoréeme du point fixe de Banach.



1.1. PRELIMINAIRES

Théoreme 1.2. Soit (U,d) un espace métrique complet, 0 < w < 1, et T : U — U une

application contractante i-e :

d(Tu,Tv) < wd(u,v) Yu,v € U. (1.1)

Alors, T admet un point fixe u* € U. De plus, u* est la limite de la suite convergente

Um(z) = T"up(z), m € N¥

ou uq est arbitraire dans U.

Inégalité(s) de Cauchy-Schwarz

Enoncé général

Théoréme 1.3. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (E, (.| .)) un espace préhilbertien réel.

Soit ||.|| la norme euclidienne associée a (.| .). Alors :

V(z,y) € [{x |yl < [lell -yl

Mémoriser cette solution devient plus facile en se situant dans I'ensemble pour retenir ce
résultat consiste a se placer dans E = R?. On a alors, ¥V (x,y) € E?, en notant (z,y) I'angle

entre les vecteurs x et y :

[zl ly[l - cos ((z,9))]

=~
8

<

=
I

==l {lyll - [eos ((z, y))]

IA

]yl -

Cas particuliers classiques

Théoréme 1.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz). En se placant dans E' = R" (avec n € N)

W Mouy Mounya 9 ©2024.Univ. Annaba



1.1. PRELIMINAIRES

muni du produit scalaire usuel

€ Y1

w= || L |2 el = e (12)

Tn Yn

Théoréeme 1.5. (Inégalité de Cauchy-Schwarz intégrale, version “intégrale sur un seg-

ment”). En se placant sur E = C ([a,b] ,R) (avec (a,b) € R?) muni du produit scalaire

(f.9) = (19} = [ Fngtyar (13)

on obtient :

/baf(t)g(t)dt‘ < \//abf(t)zdt.\//abg(t)zdt_ (1.4)

Théoréme 1.6. (Inégalité de Cauchy-Schwarz intégrale, version “intégrale sur un inter-

¥ (f.9) € (C([a,b] ,R))",

valle quelconque”). En se placant sur I'espace E = {L, (I,R) N C(I,R)} des fonctions

continues de carrés intégrables sur | (avec | un intervalle réel quelconque) muni du produit

scalaire (f,g) — (f| g) = J; fg , on obtient :
/Ifg‘ < 1//}]”.“/}92. (1.5)

Y (f.9) € (L2 (1,R))*,

L’inégalité de Gronwall-Bellman

Le lemme de Gronwall-Bellman est exprimé dans sa forme standard comme suit :

Lemme 1.1. (Gronwall-Bellman)
Soit f(t) >0, h(t) > 0 et k(t) > 0 des fonctions intégrables et définies sur I'intervalle [a,b] .
Si f(t) satisfait :

W Mouy Mounya 10 ©2024.Univ. Annaba



1.1. PRELIMINAIRES

£t) < h(t)+/0tk(t)f(t)dt, Vit € [a,b].

alors on a :

F(0) < h(t) + /0 " h(s)k(s) exp ( / t k(r)dr) ds, Vtelab].

En particulier si k(t) est constante et h(t) est non décroissante, alors
F(t) < h(t)exp(ct), Vi € [a,b]

Lemme 1.2. (Lemme de Gronwall, forme différentielle)
Soit u : [tg,t1] — RT une fonction continue, dérivable sur (to,t1). Soit v : [to,t1] — RT

continue telle que

’

u (t) S v(t)u(t),Vt € [to, t1] -
Alors
u(t) < u(ty) exp (/t v (s) ds) :

0

Démonstration : voir [46]

1.1.2 Fonctions spéciales

On entend par "fonction spéciale” toute fonction qui n'est pas élémentaire (polyndme, fonction
trigonométrique, exponentielle, etc) ayant une grande importance et plusieurs applications.

Dans cette partie on en rappelle quelques unes qu'on aura besoin dans notre travail.

Fonction Gamma

L’une des notions fondamentales en calcul fractionnaire est la fonction Gamma, une généralisation
de la fonction factorielle. Ci-dessous, nous exposons quelques résultats associés a cette fonc-

tion.
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Définition 1.1. La fonction Gamma est définie par I'intégrale
+oo
(z) = / e 't* 1 dt, R(z) > 0. (1.6)
0

T ]
(-
VAR

]

A
al

E

F1GURE 1.1 — Courbe représentative de la fonction Gamma

Lemme 1.3. L'’intégrale (1.6)) est convergente pour tout z € C avec R(z) > 0.

Théoreme 1.7. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1. Pour z € C\Z_
[(z+1) =2T(2),

en particulier, pour n € N*

['(n)=(n—1)!
2. On peut également représenter I'(z) par la limite

I(z) = lim nin” R(z) > 0
ot z(z+ 1) (2 +n)’ '

La condition R(z) > 0 peut étre étendue a z € C\ Z_.
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3. La fonction I'(z) est analytique dans C \ 7Z_.

Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’employer la fonction Béta au lieu de certaines

combinaisons de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 1.2. La fonction Béta est définie par :
! 1
B (z,w) :/ w1 —u)""du, >0, w>0.
0

Proposition 1.1. Soit (z,w) € R nous avons

1)
6(sz) = 5(10,2’).

['(2)T (w)

B (z,w) = m

Fonction de Mittag-Leffler

Les fonctions de Mittag-Leffler représentent une généralisation de la fonction exponentielle,
jouant un role essentiel dans la résolution des équations différentielles linéaires a coefficients
constants, mais avec une particularité : elles impliquent des dérivées fractionnaires. Cette
extension mathématique trouve des applications importantes dans divers domaines, notamment
la physique, la biologie et la finance, offrant un cadre puissant pour modéliser des phénomenes

complexes avec des dérivées d'ordre non entier.

Définition 1.3. Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E,(z) est définie par :

[e's) k

Eo(z) =) F(aZH) (o> 0). (1.7)

k=0
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et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définit par E,, 5(z) par :

00 Zk
E.z= _ a>0,8>0). 1.8
o= Yrargy @080 (18)
Exemple 1.1. Pour des valeurs spéciales de o, 3 on a :
e —1
E1(Z) = E1,1(Z) = €7, Ei5 = S
inh
F51(2%) = cosh(z), Fyo(2%) = i (Z),
z

Eipa(z) = 622@7”f0(_2)>

ou erfc(z) est la fonction d’erreur complémentaire :

erfe(z) = \/27? /:o et dt.

Dans le théoreme suivant on a regroupé quelques propriétés des fonctions de Mittag-Leffler,

qui seront utiles pour notre analyse des équations différentielles fractionnaires.

Théoréme 1.8. La fonction Mittag-Leffler posséde les propriétés suivantes :

1. C’est une fonction entiére.

2. Pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée vérifie :

oo 1
TP B, p(2t*)dt = :
/0 e B(2t%) T
3. La transformée de Laplace est :
[T et B ()t = RS R > e
0 Oé,ﬁ (SOC :F a)k?+1, :
k d*
ol Eé%(x) = @ang(l'). En particulier pour o = 3 = 3
/OO e~ stV EY (+aV/t)dt = B R(s) > a
0 33 (/5 F a)k+1’ '
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1.2. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRES

4. Dérivation de la fonction de Mittag-Leffler d’ordre n € N :

mn

%(tﬁflEaﬂ(At“)) =P E, 5 0 (M%),

5. Intégration de la fonction de Mittag-Leffler
/ Eo s\ Ldt = 2P By 500 (A29).
0
Cette relation est un cas particulier de I'égalité

1 z

Corollaire 1.1. Pour0 < a < 1,t € [0,T|;A>0,0na:

(0] ] a\ 1
(1) 0 < Eyo(—AtY) < 00 et th—r>n0Ea’a(_)\t ) = o)

(2) t* 'E, o (—At) est une fonction complétement monotone et :

¢
MOTLE, o (=A%) < oo; / s By a(=AsY)ds < oo.
0

1.2 Intégration et dérivation fractionnaires

Le domaine du calcul fractionnaire s'inscrit dans |'analyse mathématique, explorant la généralisation
des concepts de dérivation et d'intégration a des ordres non entiers, qu'ils soient réels ou com-
plexes. Cette discipline s'intégre dans le cadre plus vaste des opérateurs pseudo-différentiels.

De plus, plusieurs approches ont été élaborées pour attribuer une signification a la fonction
f(z) lorsque n € R ou C. Dans cette section, nous avons opté pour la présentation de trois
de ces approches spécifiques, a savoir I'approche de Riemann-Liouville, de Hadamard et celle
de Caputo, en se limitant au cas réel. Nous examinerons leurs caractéristiques distinctives et

propriétés.
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1.2. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRES

Intégrale fractionnaire

Définition 1.4. Pour o € R, on définit formellement ['intégrale fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville d’ordre @ par I'expression suivante :

I f(z) = 1“(104) [, v a (1.9)

ou T est la fonction Gamma(1.6) et —co < a < z < oo,

Remarque 1.1. Pour o = n € N* I coincide avec I'intégrale répétée n— fois de la forme

(1)) = ["dn /:1 dtQ.../atnlf(tn)dtn _ m_ll)!/j(x—t)”—lf(t)dt.

Lorsque a = —o0, I est appelée intégrale fractionnaire au sens de Liouville, pour a = 0 elle
est dite intégrale fractionnaire de Riemann.

Notons que la formule précédente reste valable lorsque a < © < b < o0.

Théoréme 1.9. Si f € L'[a,b], avec a > —oo, alors I¢f(x) existe pour presque tout

x € [a,b] et l'on a I® € LYa,b].

Nous allons maintenant voir quelques aspects de I'opérateur d’intégration fractionnaire de R-L.

Théoréme 1.10. Soient o, 3 > 0, pour toute fonction f € 1L.*[a,b], on a :
I f(w) = 170 f () = I3 f (), (1.10)

Un deuxiéme résultat concernant I'interversion de la limite et de l'intégrale fractionnaire est

donnée par :

Théoréme 1.11. Soit o > 0, et soit (fi)5>, une suite uniformément convergente de fonctions
continues sur [a,b] . Alors, on peut intervertir I'intégrale fractionnaire de R-L et le signe limite

comme suit :

(72 Jim ) @) = (Jim 125.) (@) (111)
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1.2. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRES

En particulier, la suite (12 fi),-, est uniformément convergente.

Dérivation fractionnaire

Définition 1.5. Pour « € R, et n € N* tels que n — 1 < a < n; la dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville (R-L) d'ordre o d’une fonction f est formellement définie par

1 ar e
D~ — pnno _ / _ 4\n—a—1
S = D) = iy g L @ 0@ v
d"
) D" = —.
ou Jr

En particulier, pour « = m € N, on a

Dy f(z) = DI, f(x) = f(2),

Dy f(x) = D" I f(2) = DL f ().
Donc la dérivée fractionnaire au sens de R-L coincide avec la dérivée usuelle pour o € N.

Contrairement a la dérivée usuelle d'une fonction f(z) en un point qui ne dépend que de
I'allure de f(x) au voisinage restreint de ce point, la dérivée fractionnaire au sens de L-R
d’ordre non-entier dépend de toutes les valeurs de f(z) dans I'intervalle (a,z). On dit qu’elle
est a caractere non local.

Le résultat suivant établi une condition suffisante d’'existence de la dérivée fractionnaire D¢ f.

Proposition 1.2. Soient o« > 0 et n = [a]+1. Si f € AC™ [a,b], alors la dérivée fractionnaire

D2 f existe presque partout sur [a,b], en plus elle est donnée par :

§ - nl () . 1 z fn) (t)dta_n+1
Daf(w)—kgm(x_a)k +r(n—@)/a x—t '

Proposition 1.3. Si0 <a <1 et f € AC [a,b], alors

DO f(x) = ml_a) l(xf_(ag)a + / (xf’_(tg)adt] .
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1.2. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRES

-Une fonction possédant une dérivée fractionnaire de R-L n’est pas nécessairement continue.

Remarque 1.2. Si f € C,[a,b],0 < a < < 1; alors I3, f € C_u[a,b] et si f € Ca,b]

alors D¢, f(t) existe pourt €|a,b].

Définition 1.6. Soient a« > 0 et n € N* telles que n = [a] + 1. On définit la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o de f : [a,b] — R par :

n—1 r(k)
it = D2 (100 £ 510 - 0 > a
k=0 :

Remarque 1.3. Pour 0 < oo < 1,u € C[0,T], on a : “ D& u(t) = D2y (u(t) — u(0)),
ou D¢, est la dérivée au sens Riemann-Liouville.

Définition 1.7. Soient o« > 0 et n € N* telles que n = [a] + 1. Si f € AC™[a,b], alors
la dérivée de Caputo “D2f(t) est continue sur [a,b] et admet la représentation intégrale

suivante :

“Def(t) =I"T"D"f(t) = F(nl—a) /at(t — 5"t (s)ds, € [a, D],

pour 0 < o < 1,0na:9D% f(t)=I7*Df(t).

Propriétés importantes

Lemme 1.4. Soient a > 0 et f € L0, T, alors I'égalité
DIIZ f(t) = [f(t) (1.12)
est vraie pour presque tout t € [0, T].

Théoréeme 1.12. Soient a,f > 0 tels quen —1 <a<nm—-1<pg<m (n,m e N¥),

alors on a
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a) Sia > (>0, alors pour f € L'{a,b] la relation

DI )(t) = 1377 f(t)
est vraie presque partout sur [a,b].

b) Si 3> a >0 et si la dérivée fractionnaire D~ f existe, alors on a
DI(I3f)(t) = DI~ f(2).
c) S'il existe une fonction ¢ € L0, T| telle que f = I%¢, alors

13Dg f(t) = f(t),
pour presque tout t € [0, T

d) Si f € LY0,T] et I"“f € AC™0,T], alors I'égalité

D) = 1) - 3 e,

est vraie presque partout sur [0, T]. En particulier pour 0 < av < 1

ta—l

I £(0).

I:Dgf(t) :f<t)_ F(Oé) a

e) Pour a > 0,n € N*. telles que n = [a] + 1. Si f € C[0,T7], on a
DG I3 f(8) = f(t);t € [0,T].

Sifet®Dg feC[0,T)], ona

F®(07)
!

n—1
IODGf) = (1)~ Y S, te(0,T)
k=0
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En particulier, pour 0 < o < 1, on a ISC Dy f(t) = (f(t) — f(O1)).
-Si f € C™[0,T] alors ©Dg f € C[0,T).

Théoréme 1.13. Pour une suite de fonctions (f;(t)),.y définies sur (a,b|, supposons que les
conditions suivantes sont remplies pour o > 0 :
(i) Les dérivées DS, fi(t);i > 0;t € (a, b] existent.

(ii) Les séries > f;(t) et > D2 fi(t) convergent uniformément sur [a + ¢, b];e > 0.
i=1 i=1

[e.e]
Alors la fonction définie par la série Z fi(t) est « différentiable est satisfait
i=1

DES At) = S DEf(1):t € (a.).
=1 =1

-Pour la dérivée au sens de Caputo, le théoréme est vrai sur [a, b].

Proposition 1.4. pour A\ e R,0<a<1,0na
(i) D2(t —a)* "B, o( At —a)®) = A\t — a)* ' Ep oAt —a)®).
(i) *DSEL(\(t — a)?) = AEL(A\(t — a)®).

Lemme 1.5. Soient 0 < a < 1,f € L'[0,T] et K(t) admet une dérivée K'(t) presque

partout sur [0, T], alors pour tout t € [0,T],

t

Dg. [ )K= s)ds = [ f(t =)D, K(s)ds + f(0) Ty T2K(s). (113)

Maintenant, nous donnons Les transformées de Laplace des intégrales et des dérivées fraction-

naires.

Proposition 1.5. Soient a > 0,n = [a] + 1 et f(t) € L'(0,b) pour tout b > 0.

1. Si f admet une transformée de Laplace, alors la transformée de Laplace de I'intégrale

fractionnaire au sens R-L de f est donnée par

L(I5 f)(s) = s Lf(s).
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2. Si f € AC"0,b], pour tout b > 0, alors la transformée de Laplace de la dérivée

fractionnaire au sens de R-L de f est
n—1
{L(DF)} () = s (Lf) (s) = Y s" D"~ £(07),
k=0

sous la condition que f ait une transformée de Laplace.

3. Soient a > 0,n = [a] + 1 et f € C™0,b]. La transformée de Laplace de “D§ f est

donnée par

c (CDg f) (s) = s*Lf(s) + nfj 5@ h=1rk) (0F),
k=0

1.2.1 Comparaison entre I'opérateur de Riemann-Liouville et de Ca-
puto

Lemme 1.6. Soit f(x) est une fonction telle que les deux opérateurs D f(x) et °D* f(x)

existent avecn — 1 < a <n,n € N, alors on a :
Df(x) # ("D f(x)).

exemple La dérivée fractionnaire au sens dz Caputo de la fonction constante f(x) = ¢ est

donnée par :

D f(z) =¢ D = 0.

1 T
DY — / ¢ n—a—1 (n)dt =0
¢ I'(n—a) o (1) ¢

Et pour Riemann-Liouville :

D% = F(nc—a)@j)la # 0.

Proposition 1.6. Soit f(z) une fonction telle que f*)(x) = 0 pour tout k € {0,1,2,....,n —
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1}, alors la dérivée fractionnaire de Caputo coincide avec celle de Riemann-liouville :
D" f(z) = (“D*f(x)).

Proposition 1.7. Soit f(z) une fonction telle que f*)(x) = 0 pour tout k € {0,1,2,....,n—

1}, alors la dérivée fractionnaire de Caputo sont commutative avec I'ordre m

DD f(z) = D™ () = DD™ f ().

‘DD f(x) = (‘D" f(x)) = D*(“D"f(x)).

Théoreme 1.14. Sia>0,n—1<a <n et f € C([a,b]), alors :
DU f(x) = DI f(z) = f(x).

1.2.2 Relation entre I'opérateur de Rieman-liouville et de caputo

Théoréme 1.15. Soit z > 0, a € R, avecn — 1 < a < n, n € N, alors la relation entre

I'opérateur de Riemann liouville et de Caputo est données par la relation suivante :

n—1 k—a

DOf(z) = D f(w) — 3

R ] (
kﬂr%_a+nf“m)

Démonstration. La série de taylor de la fonction f au point ¢t = 0 est

N g . R
F0) = X YO+ R

avec

eSO @ -
By = /0 (n—1)! dt.
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D’ou en utilisant la linéarté de |'opérateur de Riemann-Liouville,on a:

DS (2) — <i NEACRES 1)
_ i <Ik) £(0) + DR,
5 k+1>x’“‘ -
- § —a—l—l)F(K+1)fk(0)+DIf (@)
- S PO (D ).
Donc :
L (0) (2

“Df () =Df (x Z Gh—at1)

O

Théoréme 1.16. Soit o« > 0,n = [a] + 1. Si f posséde n — 1 dérivées et si D f eriste, alors

la relation entre I'opérateur de Riemann-Liouviie est de Caputo est :

d(r— a)k

D°f(x) =Dy |f () =D f¥ (a)],
k=0
presque partout sur [a,b] .
Démonstration. Compte tenu de la définition on a :
@z —a) (k) - @ —a)f (k)
p2|r)- UG @) = o |r - S W)
k=0 ’ k=0 :
_ A -t H(t-a) (k)
= il o <f(t)—k§) o) (a)) it

L’intégration par parties donne :
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n—1 k
@) =8 S0 @) =~
] =0 (DF () - D'E G250 (@) ar.
Il s’ensuit :
n— k n— k
- [f () - S <a>] = [7D [f (@)= S g “‘)1 '
= K iz

En procedant de la méme facon n fois, on trouve :

1w - S @] < e - S W)
= e [f (x) - z“;,)f” <a>] .

n—1
Or (x;!“)k f® (a) est un polyndme d'ordre n — 1, on obtient alors :

I =

k=0

£ (a)] LD (2).

Ainsi

n—1 —a k
D [f(x)—z“” Sy <a>] DD (o)

= K
= ;D" f (x)

= Df (z).

1.2.3 Intégrale et dérivée de Hadamard
Intégrale fractionnaire de Hadamard

soit [a, b] un intervalle fini ou infini telle que (0 < a < b < +00) et f: [a,b] — R.
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Définition 1.8. [2|Soit o > 0./'intégrale fractionnaire de hadamard a gauche (resp a droite

« de f est définie par :

(12.5) () = s | (1) T
resp. ,
() @) = ey [ (on )

Sia=0etb=o00, 0naura :

(12 f Fl{( )alf Dtz = 0).

Oé

et

(H]é{ f) () = 1“1)7 (log i)a_l fit)dt, (x> 0).

(0%

Proposition 1.8. Sia > 0,5 >0et (0 <b<+0c0),0na:

(HI;I+ (log z>ﬂ_1> () = F(I:x(f—)ﬁ) (log z>ﬁ+a_1.

(H I <log Z)B_l) (x) = F(Fa(% <log D'M—l.

Démonstration. On a :

("12f) (@) = F(la)/ (log (f)) M0 4
i () ) 0 = ()
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Posons(log g) =3 (log f) :

1 a—1 _
S
1 AR
= W (10ga) B(a,B)
B T () 2\ atB-1
- r(a)+5<log>

Proposition 1.9. [2] Soit a > 0,5 = 0 etl < p < oc.

Si0<a<b< +oo, et feLF (a,b). alors :

HpaHpb p — HpoHog

H H H +
Al = Hietoy

1.2.4 Dérivée fractionnaire de Hadamard
Soit [a,b] un intervalle de R, et f:[a,b] = R, (5 = x%) la 0—dérivé, et

d
ACY? =4g: —C:o! A =r—
Cy' a, b] {g la,b] = C: 6" g(z) € AC [a, b]},5 T

Définition 1.9. Soit o« > 0 et n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires de Hadamard a gauche

et a droite d'ordre o de f sont données par :

(D2 ) () = 6" ("Dro ) (&) = (:c;i)nr(;_a) / <log f)n_a_l fit)dt, ( < a)

a

et

D f) (z) = (—0)" (HDZ;T“ ) (x) = (—x;;)”r(nl_a)/ (log f)n_a_l f}@dt, (x <),
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respectivement.

Proposition 1.10. Sia > 0, et § > 0, alors

1- (D2, <log %))B_l(x) __ e (log %)5”_1) B> a.

I'(f—a)
2-("Dg. (log £))° () = 5rp (Fﬁ(f )a) (log 2)7=271) .5 > a
En particulier, pour 5 =1, on a :
FHD1)(e) = oy s llog )

) b)-a

4-(ADg1)(2) = m(log >

Lemme 1.7. Soit o > 0 etn = [a]+ 1, Si f € ACY" [a,b], alors :

(8% f) (a x y AN
(D) = Y D g Ty L (106 T) T (5 g

=T (1+k—a) a I'n—a)/ t
g ) = 3 s D s (e D) e

En particulier, si 0 < « < 1, alors pour f € AC [a, b]

Dz = O fog Dy o f (10 ) L

I'(l—a) F(n—a)a t n
N6 = gy gy ()

Proposition 1.11. Soient a > 0, et § > 0. Si 1 < P < o0, alors, pour f € LP (a,b)

H H -
Dl I f = I0f

o) Mref o= MRl
En particulier, si 3 = m € N, alors :

fpr i f o= TIecm.

pp I o= MRS
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Proposition 1.12. Soient o > 0, et 1 < P < o0, alors, pour f € L (a,b)

Ape Hpe f = f.

Hpp I f o= f.

1.2.5 la modification de type Caputo pour la dérivée fractionnaire

d’Hadamard

[29] L'objectif principal de cette section est de définir la modification de type Caputo pour la
dérivée fractionnaire d’'Hadamard et les propriétés de ces dérivées.

Soit R(a)>=0 et n=R(x)+1si y (z) € ACY [a,b], ot 0<a<b=<o0
et

ACY [a,b] = {g tla,b) — C: 0" g (z) € AC [a,b],d = xdi}

On définit la modification de type Caputo pour la dérivée fractionnaire d'Hadamard gauche et

droite respectivement comme suit :

()= 0 (0= £ (s} ] o), (»)
et » - .
“Dyy (x) = D [y -3 S o) ] (@), (®)

En particulier, si 0 < R () < 1, nous avons

D () = D[y (t) — y (a)] (z),

et

“Dyy(z) =Df [y (t) =y (b)] (x).

Théoreme 1.17. Soit R (a) = 0 etn = [R (a)]+1.siy(z) € ACY [a,b], 000 < a < b < 0.

alors Dy (x) et “Dgy (x) existent partout sur [a,b] et
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1.2. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRES

(1) siw ¢ N, la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre «v est définie comme suit :

Dy (7) = [*(nl_oé) / i (10g f)n_a_l 3"y (t) Cit = Ty (), (©)
i c —1 b AN dt S
D)= ey [ (eey) SO T =0 Fy @), (D)

(1) sia € N, on a
(D (x) =0"y(x), “Diy(x)=(-1)"0"y(x).

En particulier,

Démonstration. Soit v ¢ N.En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Hadamard a

. T : L 6Fy (a) t\*
gauche et en appliquant la formule d'intégration par parties : u = y (t)—>_;2, ] (log ) et
! a

n—a—1 dt
dv = (log f) n dans(A), on obtient

v = (el { [t ) - £ o))
[/ () o £ (o)

n—uo =1 a
d\"" e T\ 15ky (a) t\*] dt
—<%J A@%)’@@ylm @%”t
dx 1 z z\" b, . dt
= ... —xIMA (logt> ((5 y(t)—5 y(a)) 7

En effectuant une fois de plus I'intégration par parties avec le méme choix de dv, on obtient
I'équation (C). I'équation (D), se démontre de la méme maniére. Maintenant, quand o = n

nous avons

CD"y (x) =, D" [y (t) — "f(skif@ <log Zﬂ (z).
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Clest

n—1 sk

y(x) = J "Dy (x)+ 2_:5 i!(a) (log fL)k

1 z z\"! dt "5y (a) x\*
= — log — Cpn — (1 ) .
)!/a (e), D5 T2 les

(n—« a

Théoreme 1.18. Soient R () = 0 et n = [R (a)] + 1. Si y(x) € ACY [a,b], ot 0 < a <
b < oo.

Alors Dy (x) et “Dgy (x) sont continue surla,b] et

(i) Sia ¢ No, D% (z) et { D (x) peuvent étre représentées par (C) et (D) respectivement
et

Dy (x) =0, §Dy (x) =0

Démonstration. Voir [29] O

La dérivation, dans le cadre classique ou d'ordre entier, bénéficie de significations physiques
et géométriques claires. Ces aspects facilitent son intégration naturelle dans la résolution de
problémes concrets dans divers domaines scientifiques. En revanche, la différentiation frac-
tionnaire présente un défi en termes d’interprétation physique et géométrique. Ce manque
d'interprétations claires a été un sujet de préoccupation majeur, soulevé lors de la premiere
conférence internationale sur le calcul fractionnaire en 1974 aux Etats-Unis. A cette époque,
la question a été classée parmi les problemes ouverts, suscitant peu de réponses malgré les

rencontres internationales subséquentes en 1984, 1989 et 1996.

Plus récemment, des efforts considérables ont été déployés pour résoudre cette problématique.
Diverses approches ont été explorées dans |'espoir de fournir des interprétations plus claires et

intuitives pour la différentiation fractionnaire.
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1.3 Les équations différentielles fractionnaires d’ordre 0 <

a <1

Une équation différentielle fractionnaire (EDF) est une expression fonctionnelle impliquant
une fonction inconnue w insi qu'un nombre fini de ses dérivées fractionnaires, éventuellement
accompagnées de dérivées ordinaires. Notre attention se porte spécifiquement sur le cas qui

se révélera pertinent, a savoir lorsque 0 < o < 1.

1.3.1 EDF avec dérivées aux sens de Riemann-Liouville

Si la dérivée est au sens de R-L, nous associons a |'équation différentielles une condition
initiales de la forme DY 'u(a™) = ¢, valeur donnée qui doit &tre comprise dans le sens

Dgtu(a®) = lim DEtu(t) = I, “u(a).

Nous pouvons utiliser une autre forme de condition initiale qui est lim+(t —a)'7u(t) = ug
t—a

et le probleme de Cauchy sera dit pondéré.

Théoréme 1.19. Soient 0 < o < 1,9 un ouvert de R et F :]a,b] x Q@ — R, telle que
F(.,u) € L'(a,b), pour tout u € Q) et est lipschitzienne pour la deuxiéme variable. Alors,
la solution uw € L'(a,b) existe et vérifie p.p, le probléme non linéaire de Cauchy d'ordre

fractionnaire suivant :
Dg+u(t) = F(t,u(t)), t>0,

(1.14)
Dy tu(a®) =¢, ceR,
si et seulement si, elle satisfait |'équation intégrale suivante :
u(t) = ¢ (t—a)* '+ L /t(t —8)* LE(t,ult))ds. (1.15)
() I'a) Ja ’

Remarque 1.4. Nous obtenons la solution en supposant que u(t) est une solution de I'équation
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1.3. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES D'ORDRE 0 < o < 1

intégrale (1.14) que I'on écrit sous la forme
8 q

u(t) = (t —a)* "+ I2 F(t,u(t)). (1.16)

On applique I'opérateur DS, aux deux membres de I'équation (1.16)), on déduit immédiatement
que u(t) est solution du probléme ((1.14)).

Remarque 1.5. Cette existence peut avoir lieu aussi dans C,[a,b],0 <1 —a <~y <1 pour

F(t,u) € C,[a,b] dans le sens ot u € C,[a,b] et DF, u € C,a,b].

1.3.2 EDF avec dérivées aux sens de Caputo

Dans ce cas, nous avons des conditions initiales classiques u(a™t) = ¢, pour I'ordre 0 < a <
1. L'espace fonctionnel est C'la, b] avec méme hypothese sur F. Alors, la fonction u € AC|a, b]

est solution du probléme non linéaire si et seulement si elle satisfait I'équation intégrale
u(t) =c+ I3 F(t,u(t)),t € [a,b]. (1.17)

% Si la solution est dans Cla, b], alors D2, u € Cla, b).
Pour le cas linéaire ot F(t,u) = Au(t) + f(t), pour f € C[a,b], la solution u est donnée dans
ACla, b par

u(t) = cE,(A(t —a)®) + /at(t — 8)* B, oAt = 8)Y) f(s)ds, t € [a,b]. (1.18)
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CHAPITRE 2

NOTION SUR LE CALCUL STOCHASTIQUE

@ans ce chapitre, nous rappelons quelques notions du calcul stochastique que nous utiliserons
dans ce mémoire. Nous commencons tout d'abord par rappeler certaines propriétés de la théorie
des probabilités. Ensuite nous définissons les processus stochastiques. Comme illustration, nous
définissons le mouvement brownien qui permet de définir I'intégrale stochastique, dite intégrale

d'Ité pour I'étude des équations différentielles stochastiques.

2.1 Généralités

2.1.1 Tribu

Définition 2.1. Une tribu (0 —algébra en Anglais) sur ) est une famille de parties de (), conte-
nant I'ensemble vide, stable par passage au complémentaire, union dénombrable et intersection
dénombrable.

Une tribu contient donc I'espace 2.

Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu

C'est a dire :

i) eq.
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2.2. LOIS DE PROBABILITE

i)Aeg= A°cg.
i) (Ap)ee, CG=UX A, €G.

2.1.2 Probabilité

Définition 2.2. [1] Une probabilite sur(S),G) est une application P de G dans [0, 1] telle que

a) P(Q) = 1.
b) P(U,A,) = S"="P(A,) pour des A, appartenant a G deux a deux disjoints.

Définition 2.3. [I] Un espace de probabilité est un triplet (Q2,G,P) ou :

- Q) est un ensemble.
- G est une tribu (ou o—algébre) sur €.

- IP est une (mesure de) probabilite sur (€2, G).

2.2 Lois de probabilité

Définition 2.4. On appelle variable aléatoire sur I'espace de probabilité (2,G,P) toute ap-
plication X définie sur (2, G,P) dans (R, B(R))telle que

VBeB(R), X (B)eg

Ou B (R) : Tribu de boréliens de R

Définition 2.5. Soit X une variable aléatoire définie sur I'espace probabilité (£2,G,P), on

appelle loi de probabilité de v.a X, la probabilité P, sur (R,B(R)) définie par :
VBEB(R), P.(B)=P| X' (B)]=P(z€B)

Définition 2.6. On définit la fonction de répartition de la variable X. C'est la fonction
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2.2. LOIS DE PROBABILITE

croissante Fx(x) définie sur R par :
Fx(z)=P(X <2)=P{weQ: X (w) 2x})

Définition 2.7. La fonction f définie sur R par :

_ OFx (x)

fx (x) B

s'appelle densité de probabilité de la variable X

2.2.1 Espérance d’une variable aléatoire

Définition 2.8. L'espérance d’une variable aléatoire X est la quantité notée F/(X) et égale
1-Cas continue :

Si X admet une densité f, on a
E(X) = /Rmfx () de
2-Cas discret : |'espérance d’une variable aléatoire discréte X est donné par :
E(X)= g:lkuP’ (X = k)
Définition 2.9. [I] Soient X et Y deux v.a. de carré intégrable. On pose :

Var(X,Y) = E((X (X))?)

= E(X*) - E(X)2>0

( E
(

Cou(X,)Y) = E((X - EX))(Y - E(Y)))
( —

Il
&

XY) = E(X)E(Y)

Proposition 2.1. Propriétés de I'espérence

W Mouy Mounya 35 ©2024.Univ. Annaba



2.2. LOIS DE PROBABILITE

a. L'espérance est linéaire par rapport a la variable, c'est ‘a dire
E(aX +bY)=aFE (X)+bE(Y)

a et b étant des réels.

b. L'espérance est croissante : si
X <Y (ps)onaE(X)<E(Y)

c. Inégalité de Jensen : si ® est une fonction convexe, telle que ® (X)) est intégrable, E (®(X)) >
¢ (£ (X))

Proposition 2.2. Les v.a. X etY sont indépendantes si et seulement si
P{X<a)Nn(Y <y)}=P(X<z)P(Y<y), VecRVyecR
-Si X etY sont indépendantes,
E(XY)=EX)E(Y)
(La réciproque n'est pas vraie)

-Si X et Ysont indépendantes, f(X) et g(Y') aussi.

2.2.2 Convergence d’une variable aléatoire

Xn,n € N, et X sont des variables aléatoires sur un espace probabilisé (2, A,P) a valeurs

dans R, éventuellement R¥(munis des tribus boréliennes)
Définition 2.10.

Définition 2.11. (Convergence en probabilité). Une suite X,,,n € N, de variables aléatoires
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2.3. ESPERANCE CONDITIONNELLE

réelles converge en probabilité vers une variable aléatoire X si pour tout € > 0

ImP (| X, —X|>¢) =0

n—oo

Définition 2.12. (Convergence presque siire) Une suite de variables aléatoires X,, converge
p.s. vers X si pour tout € > 0,

limIP<sup|Xn—X|26> =0

m— 00 n>m

Définition 2.13. (Convergence dans 1?) Une suite de variables aléatoires X, converge
vers X si
lim (X, — X[*) =0

n—oo

Bilan de convergences

La comparaison entre les trois modes de convergence, convergence presque siire, convergence
dans LP(p > 0)et convergence en probabilité, pour une suite X,,,n € N, de variables aléatoires
(réelles) vers une variable aléatoire X, s'établit comme suit,

Convergence presque slire et convergence dans L” ne sont pas comparables. Le théoréeme de
convergence dominée fournit toutefois une condition

pour qu’une suite convergeant presque slirement converge aussi dans LP.

La convergence presque siire entraine la convergence en probabilité (la réciproque est fausse
en général).

La convergence dans L”(p > 0) entraine la convergence en probabilité (la réciproque est fausse

en général).

2.3 Espérance conditionnelle

Notons Lk (Q,P) I'ensembles des fonctions réelles F-mesurables et intégrables par rapport a

la mesure de probabilité PP.
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2.3. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Définition 2.14. Soit X € L'(Q,P) et G une sous tribu de F. On définit I'espérance
conditionnelle de X sachant G, I'unique variable aléatoire E(X | G) G-mesurable sur Q) telle

que :

/BXd]P’:/BE(X|g)d]P’, VB € g.

Propriétés de I'espérance conditionnelle
Soit X,Y € L% (Q,P) et G une sous tribu de F, presque stirement on a :

1. Linéarité : Si X,Y € L% (Q,P), Vu, A € R alors :
EOX +uY |G) = AE(X|G) + uE(Y | G).
2. Monotonie : Si X,Y € L% (Q,P) alors :
X>Y=FEX|G >E({Y|Qg),

en particulier

X>0=E(X|gG)>0.

3. Si X est G—mesurable alors :

E(X|G6)=X.
4. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires, Si Y est G—mesurable alors :
E(XY|G)=YE(X|G),

en particulier

EEX]GY|G)=EX[GEX]G).

5. Si X est indépendante de G alors :

E(X|G)=F(X).
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6. Si G, C Gy C F alors :
E(E(X[G)|G)=E(X]G).

1. Inégalité de Jensen :

Si X e LL(Q,P), o : R — R une fonction convexe t.q. ¢ (X) € L% (Q,P) alors :

p(E(X]9) <E(p(X)]9),

en particulier

EX[9)I<E(X]]G).

8. Lemme de Fatou conditionnel

Si (X,,) est une suite de variables aléatoires positives, alors :
E (lim inf X, | g) <limint [E (X, | G)].

9. Inégalité de Holder conditionnelle

Soit p,q € [1, +00[ t.q. %—1— % =1, alors :
EXY |Gl < [E(XP ) E(Y]6)]"".

10. Théoréme de convergence monotone conditionnelle

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires croissantes positives, convergente vers X. Alors :
(B(X,]G) == E(X|9).

11. Théoréme de convergence dominée
Soit {X,,n € N} une suite de variables aléatoires convergente p.s. vers X.

Supposons qu'il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que |X,| <Y, alors X est
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intégrable et

i P[X, | 6] = E[X |d].

subsectionProcessus stochastique

Filtration
[1]

Définition 2.15. On appelle filtration une suite (F;),., de c—algébre définit sur (2, B, P),

teT
vérifiant

s<t=>F, CF CF

Définition 2.16. Soit (2, F) un espace mesurable. On dit que une variable aléatoire réelle

X est une application mesurable de (2, F) dans R si :
X B)eF VB € B(R)

Définition 2.17. La tribu engendrée par une famille de variables aléatoires (X, t € [0,T])
est la plus petite tribu contenant les ensembles X; ' (B) pour tout t € [0,T] et B € B(R).
On la note o(X;,t <T)

Définition 2.18. Soit (F;):>o est une filtration,

On dit qu’une filtration est continue a droite si :
Fi= NFie V>0
t= [/ tre >
On dit qu'une filtration est continue a gauche si :

.Ft:(f( N JT"S) Vt20

0<s<t
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Cette méme filtration est dite compléte par rapport a une mesure de probabilité P si Fy

contient I'ensemble des parties de F négligeables, c'est-a-dire de mesure nulle, pour P.

Définition 2.19. On appelle espace de probabilité filtré, et I'on note (Q0, F,{F;,t = 0} ,P),
I'espace de probabilité (2, F, P)muni de la filtration compatible {F;,t > 0}.

Processus stochastique

Définition 2.20. Un processus stochastique X = (X;),., est une famille de variables aléatoires
X, indexée par un ensemble T'.

En général T'= Rou R et on considére que le processus est indexé par le temps t.

Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire. Si’T' = N alors le processus est
une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand I’ C Z, le processus est dit discret.
Pour T'C R%, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2).

Un processus dépend de deux paramétres : X, (w) dépend de t (en général le temps) et de
I'aléatoire w € €} :

-Pourt € T fixé, w € Q@ — X;(w) est une variable aléatoire sur I'espace de probabilité
(Q,F,P)

-Pour w € Q fixét € T — X, (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du
processus. C'est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables,

continues, dérivables ou encore plus régulieres.

Définition 2.21. (Filtration naturelle) A un processus stochastique X on associe sa filtration

naturelle X, c'est a dire la famille croissante de tribus engendrées par{ X (s),0 < s < t}
FX=0(X,,s<t)

Définition 2.22. Un processus stochastique {(X;),t > 0} est dit adapté (par rapport a une

filtration F; si X, est F;-mesurable pour tout t.

Définition 2.23. On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les

applications t — X, (w) sont continues pour presque tout w.
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Définition 2.24. Un processus est dit cadlag (continu a droite, pourvu de limites a gauche)
si ses trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites a gauche. Méme définition pour

caglad.

Définition 2.25. [1] On dit que le processus X = (X):>o est a accroissements indépendants

sivn > 1Vt <ty <,...<t, €T, (X, Xt, — Xt1,..., Xy, — X3,_,) sont indépendantes.

Définition 2.26. (1] Un processus progressif X, t € T ( par rapport a F ) est un processus

tel que pour tout t € T', I'application :
(s,w) € [0,t] x Q@ = X (w)

est mesurable de B([0,t]) ® F; dans B(R).
Définition 2.27. [I] Soient p > 1 et X = (X;):>0 un processus stochastique, on dit que

X = (X}i)i>0 est bornée dans LPsi :

supE [| X;|"] < o0

>0

Définition 2.28. Soit (2, F), un espace probabilisable tel que card(§)) < oo et muni de la
filtration F = {F; : t € Ry }. Un temps d’arrét T est une application T : ) — R, U {oo}
avec

Vte Ry {T<tyeF

Théoreme 2.1. [1] Si (X;,t > 0) est un processus adapté et a trajectoires continues, et si

T est un temps d'arrét. Alors on a :

T T
/ E|X,|dt = E (/ ]Xt]dt>
0 0

De plus, si cette quantité est finie, alors on a :

T T
/ EXtdt:E< / Xtdt>
0 0
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2.3.1 Martingale
Cas discret

On se donne une filtration, c'est-‘a-dire une famille de sous-tribus F,, croissante (telle que
Fn C Fug)-

La tribu Fy contient les négligeables.

Définition 2.29. Une suite de v.a.r.(X,,,n € N) est une F,-martingale si
X, est intégrable, Vn € N
X,, est F,-mesurable, Vn € N

E(Xp41/Fp) = Xp,Vn €N

Cas continue

On se donne une filtration, c’est-‘a-dire une famille de sous-tribus F; croissante (telle que

Fs C Fi,Vs <t)

Définition 2.30. Une famille de variables aléatoires (X;,t € (0,00[) est une martingale par

rapport a la filtration (F;) si
- X, est F;-mesurable et intégrable pour tout t.

-et

E(X,|F)=X,  W<s<t

— X, sous martingale si :
E (X, | Fs) > X, Vo <s <t
— X, sur martingale si :

E(X,|F) <X, VO < s <t
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2.3.2 Quelques inégalités

Théoreme 2.2. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient X etY deux v.a. de carré intégrable. Alors

i) XY est intégrable.
ii)
(E(XY])?) <E(X?)E(v?)
Théoréme 2.3. (Inégalité de Hélder) est une généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1
SiXelLlY elLP tel queq>1et—+ — =1, alors :
q P

E(XY]] <E[X]E [)v]"]”

Théoreme 2.4. (Inégalité de Doob) Soit (M) une martingale (par rapport a une filtration

(F:)) continue, de carré intégrable et telle que My = 0 ps. alors :

E||M
P(sup |Ms]2>\> §[|/\t|],Vt>0,)\>O

0<s<t

E < sup |Ms|2> <AE[[M?] vt > 0

0<s<t

2.3.3 Mouvement brownien
Vecteur gaussien
Dans tout ce qui suit, (€2, F, P) désigne un espace de probabilité complet.

Définition 2.31. Une variable aléatoire réelle Z est dite gaussienne centrée réduite si elle

admet pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R la fonction :

1 x?
f(x)= E exXp <—2>

On note Z ~~ N (0.1)
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-Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne s'il existe (u,0) et X ~» N (0.1) tels que

X =pu+0Z. La densité de X est alors

f(@)= | exp<—w>

2mo 202

On note X ~ N (p.0?) . Quand o = 0, on dit que X est une variable gaussienne dégénérée.

Définition 2.32. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R? est dit gaussien si toute combi-
naison linéaire de ses composantes est une variable aléatoire gaussienne.

Si X =" (Xy,....., X4)est un vecteur gaussien, on définit son vecteur moyenne E(X) par

E(X) =" (E(Xy),...., E(Xq))

et sa matrice variance-covariance Var(X) par

Var(X) =E((X —E(X)) x" (X —E(X))

Notons que Var(X) est symétrique et

VZ,j = 1d, VCL’T’(X)ij = Cov (XZ,XJ)

Si (X1,....., X,,) est un n-échantillon de loin gaussienne, alors on a évidemment que X ='
(X1, ....., X;,) est un vecteur gaussien dont la matrice de variance-covariance est proportionnelle
al,.

Le mouvement brownien

Le mouvement brownien, qui tient son nom de Richard Brown, botaniste écossais du 19 eme
siecle, est considéré comme un phénomeéne naturel d’'une part, et un objet mathématique
d'autre part. Observant le mouvement irrégulier et incessant des particules de pollen en sus-

pension dans |'eau, Richard Brown effectua des expériences avec des particules inorganiques
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en suspension dans un liquide. Le phénomeéne qui paraissait a priori vital fut alors écarté de la
biologie.

De ce fait des chercheurs comme Einstein, Wiener et Levy s'intéressérent a ce phénomene
d'un point de vue autre que le point de vue naturel en lui donnant une forme mathématique
qui n'est en vérité qu'une idéalisation mathématique du mouvement réel.

On se donne un espace (€2, F, P) et un processus{(B;),t > 0} sur cet espace.

Définition 2.33. (Mouvement brownien standard) Le processus {(B;),t > 0} est un mouve-
ment Brownien (standard) si

a) P(By = 0) = 1(le mouvement Brownien est issu de I'origine).

b) Vs <t, B, — By est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s).

c) Vn, Vt;, 0 < to < ty.... < ty, les variables (Btn — B, ., By, —BtO,BtO) sont

n—19 """

indépendantes. La propriété b) est la stationnarité des accroissements du mouvement Brow-

nien, la propriété c) traduit que le mouvement Brownien est a accroissements indépendants

Définition 2.34. (Mouvement brownien par rapport a une filtration) Le processus {(By) ,t > 0}
est un mouvement Brownien par rapport a une filtration F = (JF;)ier €st un processus continu
F—adapté, a valeurs dans R? : si

a) P(By = 0) = 1(le mouvement Brownien est issu de I'origine).

b) Vs <'t, B, — B; est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s).

c) Vn, Vt;, 0 < ty < ty.... < t,, les variables (Btn — By, |,y By — By, Bto) sont

indépendantes de F, .

Remarque 2.1. [1] Un mouvement brownien standard est un mouvement brownien par

rapport a sa filtration naturelle.

Remarque 2.2. [I] De cette définition, il suit que pourt > s > 0,
Bt _Bs ~ Bt—s NN(O,t—S)

c'est a dire :

E(B,— B,)=0 et E(B,— B,)*) =t—s
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Proposition 2.3. |[I] Soit B = (B;);>0 un mouvement brownien défini sur un espace de
probabilité (2, F, P) alors :
a) Symetrie :
Le processus (—B) = (—By);>0 est un mouvement brownien.
b) Changement d’echelle (scaling) :

. 1
Soit A > 0. Le processus B* = (B});>o avec B} = (X>B/\2t est encore un mouvement

brownien.
c) Propriété de Markov simple :

Pour s > 0, posons Fs := o(B,,u < s) et Bﬁs) = By, — B, alors B = (Bf)>0 est un

mouvement brownien indépendant de F.

2.3.4 \Variation totale et quadratique

[45]

Définition 2.35. La variation infinitésimale d’ordre p d'un processus X, défini sur [0, T]

associée a une subdivision 11,, = (t7,...,t7) est définie par :

VE(ID) = 3 [ Xe — Xon |
1=1

Si Vi (I1) a une limite dans un certain sens (convergence presque siire, convergence L* ) lorsque

—0

T = HHnHoo = I%arf( g1 — U7

La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous I'appellerons alors la variation d’ordre

p de X, sur [0,T]. En particulier,
. si p =1, la limite s'appelle la variation totale de X; sur [0,T]

. sip =2, la limite s’appelle la variation quadratique de X, sur [0,T] et est notée < X >r .
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Variation bornée

Définition 2.36. Un processus X; est un processus a variation bornée sur [0,T] s'il est a

variation bornée trajectoire par trajectoire, c'est-a-dire que

supy | ‘Xti —X; | <oops

T =1

Remarque 2.3. Si /a variation totale d'un processus existe presque siirement, alors elle vaut :

VE = supz ‘th. - Xy,

TEP =1

< 00 p.s
ou p est I'ensemble des subdivisions possibles de [0, T

Cas du mouvement Brownien

Soit (B) un mouvement Brownien standard, pour ¢ > 0 nous définissons

o -5 () - (5)}

Définition 2.37. Pour tout t > 0,

tep!

lim (B)\" =¢ ps

n—0o0 t

Nous définissons la variation quadratique du mouvement Brownien standard (B), comme étant

donnée par cette limite et on pos (B), =0

2.4 Calcul d’I1to

2.4.1 |Intégrale stochastique

Le calcul différentiel donne un cadre a la notion d'équation différentielle ordinaire, qui sert

de modéle pour de phénomenes variables dans le temps. Quand on a voulu ajouter a ces
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équations des perturbations aléatoires, on a été géré par la non différentiabilité du MB. Du
coup on a commencé par construire une intégrale par rapport au MB, pour ensuite définir la

notion d’'équation différentielle stochastique. Et il a fallu donner un sens.
t
| w.an.
0

quand {W,, s> 0} est un processus stochastique .

Définition 2.38. On dit que {W;, t > 0} est un bon processus s'il est (FP)—adapté, caglag,
et si

t
E [/ Wszds} < +00
0

pour toutt > 0

Cas des processus étagés

Définition 2.39. On appelle processus élémentaire (étagé) H = (Hy)o<i<r un processus de

la forme :

p
Ht = ¢010(t) + Z¢i1]ti—17ti](t)’
=1

ot 0=ty <ty <..<t,="T,¢y est une variable aléatoire Fy—mesurable bornée et, pour
v = 1,...,p,¢; est une variable aléatoire F,, ,—mesurable et bornée. Pour un tel processus,

on peut définir l'intégrale stochastique par rapport a W comme étant le processus continu

{](H>t}0§t§T défini par:
P
I(H)t = Z@(VVtiAt - Wti_l/\t)7
i=1
soit encore, si t €|ty, tyi1],

k
[(H>t = Z¢1(th - Wti—l) + ¢k+1(Wt — Wtk)
=1
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On note [; H,dW, pour I(H),. On obtient alors directement 3 I'aide de cette définition le

résultat suivant :

Proposition 2.4. Si H est un processus élémentaire, alors (fg Hdes) . est une { F; }1>0—

0<t<

martingale continue telle que

t
vt € [0, 7Y, E[/ H.dW,
0

T:E[/Otﬂjds]

On veut a présent définir I'intégrale stochastique pour une classe plus vaste de processus

H. Pour la premiere extension, on utilise la densité des processus élémentaires dans |'espace

<oo}.

On désigne par H? |'espace vectoriel des martingales bornées dans L? ; le sous-espace de H>

vectoriel M? suivant :

T
M? = {(Ht)0<t<T, progressivement mesurable, E [/ Hfds
== 0

formé par les martingales qui sont continues est noté H?. On munit H® de la norme définie

1/2
par || M| = E [\MTﬂ / qui en fait un espace de Hilbert. L’inégalité de Doob montre que

cette norme est équivalente 3 la norme El[sup, |M,|*]'/2; par suite, H? est un sous-espace
fermé. H? et H? désignent les sous-espaces de H? et H? constitués des martingales nulles en

0, ces deux sous-espaces sont fermés. On obtient alors le résultat suivant :
Théoréme 2.5. Il existe une unique application linéaire J de M? dans H? telle que :

1. si H est un processus élémentaire, alors I(H) et J(H) sont indistinguables;
2. pour tout t, E[J(H)?| = FE {fg Hfds}.
L'unicité signifie que si J et J sont deux prolongements vérifiant les propriétés précédentes

alors J(H) et J' (H) sont indistinguables. On note toujours [ H,dW, pour J(H),.

Remarque 2.4. Notons M? ['ensemble des classes d’équivalence de M?. M? est un espace
de Hilbert. L'intégrale stochastique est alors une isométrie de M?* dans HZ2. On obtient les

propriétés suivantes :
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Proposition 2.5. Soit H € M?. On a

2

t
E [ sup / H.dW,
0

0<t<T

T
< 4E V Hfds],
0

et si T est un temps d’arrét,
T T
/ HdW, = / 1oe, HodW,, P — p.s.
0 0

La derniere extension de l'intégrale stochastique dont nous aurons besoin consiste a relaxer

I'hypothése d'intégrabilité portant sur H. On introduit pour cela

loc

T
M2 = {(Ht)0<t<T, progressivement mesurable, / Hfds < oo P— p.s.} .
- 0

et on a le résultat suivant :

Proposition 2.6. /I existe une unique application linéaire J de M? . dans I'ensemble des

martingales locales continues telle que :

1. si H est un processus élémentaire alors .J' (H) et I(H) sont indistinguables;
2. si (H,), est une suite de processus de M3 . telle que J; H™ds tend vers 0 en probabilité

alors sup ’J/(H”)t’ tend vers 0 en probabilité. On note encore [ H,dW, pour J' (H),.
0<t<T

Remarque 2.5. Attention, lorsque H € M3, (f(f Hdes)0<t<T est seulement une martin-

gale locale et pas nécessairement une martingale.

Proposition 2.7. Pour H € M2, , (f; HidWs), = [ H2ds.

loc)

2.4.2 Processus d’'lto

Nous introduisons a présent une classe de processus qui sera tres utile dans la suite.

Définition 2.40. On appelle processus d’Ité un processus X a valeurs réelles tel que :

t t
P—ps NO<t<T, Xt:X0+/KSds+/HSdWS,
0 0
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ou X, est Fo—mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables vérifiant

les conditions, P—p.s. :
T T )
/ |Kg|ds < oo et / |H|" ds < .
0 0

On peut montrer que si un processus d'Ité est une martingale locale continue alors K; = 0
m ® P—p.p. On en déduit alors que la décomposition d’'un processus d'Ité est unique au sens
ou si

t t ) t t
X, :X0+/ st5+/ HodW, :X0+/ st5+/ H.dW,,
0 0 0 0

alors Xo = XoP-p.s. et H, = H;, K, = K;m ® P-p.p. Si X etY sont deux processus d'Itd,
¢ ¢ ) t t
X, = X, +/ K.ds +/ HdW, et Y,= X, +/ K.ds +/ H.aw,.
0 0 0 0

on pose (X,Y), = f(f HSH;ds et dX; = K,dt + H, dW,. On a alors la

Proposition 2.8. Formule d’intégration par parties. Si X etY sont deux processus d'Itd,
alors

t t
X,V = XoYy +/ X,dY, +/ Y,dX, + (X,Y),.
0 0

Théoréme 2.6. Formule d’Ité. Soient (t,xz) —— f(t,z) une fonction réelle deux fois

différentiable en x et une fois différentiable en t et X un processus de Ité. On a :

£ = £0.X0) + [ fils, X)ds+ [ fils, X)X+ 5 [ (s, X)d (X, X0,

Nous finissons ce paragraphe en étendant la formule précédente au cas d'un mouvement brow-
nien d—dimensionnel et d'un processus d'lt6 n—dimensionnel. Les hypotheses sur les coefficients

sont celles de la définition.

Théoréme 2.7. Soit X un processus d'Ité a valeurs dans R" : pouri=1,....n,

. ) t d ot
Xi=Xo+ [ Kids+ Y [ HFawE,
0 E—1 0
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Si f est deux fois différentiable en x et une fois ent on a :

> [0, $ls, X )a(XX7)

1,j=1

£(0.50) = £, X+ [ 00 (s, X)ds 3 [ 0n, 5, X)X+
=1

avec dX! = Kids + X¢_, H*dWPF et d(X°, X7), = S°¢_, H"*HJ*ds. Le résultat est plus
simple a retenir sous forme vectorielle. Pour cela, on note X le vecteur colonne de R™ de

coordonnées X, K le vecteur de R™ de coordonnées K* et W le vecteur de R® de coordonnée

UL ) >

on a:

ot t
X, :X0+/ sts+/ H.dW,,
0 0

ou H,dW, est un produit matrice-vecteur colonne. La formule d’It6 s’écrit sous la forme,

notant x.y le produit scalaire dans R™ et H* la transposée de H

£t X)) = f(o,X0)+/0tas f(s,Xs)ds+/0t vf(s,XS).dXs+; Attrace(DQf(s,XS)HSH;‘)ds,

2.5 Equations différentielles stochastiques

Rappelons qu'il y a plusieurs phénomeénes dans différentes domaines (sciences, mécanique,

physique,...) modélisés mathématiquement par des équations différentielles ordinaires

dg(t)
7 =a(t,§(t) +v(t), (1.1)

ou v (t) est I'effet de perturbation. Le cas ou l'effet de perturbation est irrégulier, i.e., les

phénomenes sont soumis a des excitations stochastiques

v(t) =b(t,£(1)) duc)lt(t)7 ot (w(t),t €[0,T]) est un mouvement brownien. Alors (1.1) de-
vient
dg (t) _ duw (t)
o = et &) +otEM) — =, 10,11, (1.2)
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I’équation différentielle ordinaire perturbée par une perturbation aléatoire

dw (t
dt
dw (t t
ou Uc}lif ) est la dérivée formelle par rapport au temps du mouvement brownien puisque uc}lt( )

n'a pas de sens.

L'équation (1.2) est écrite :
d¢(t) =a(t,&(t))dt +b(t,&(t))dw(t), te 0,17, (2.2)

ol b(£,€ (1)) = (biy (1.€ ()i s et @(EE(E) = (ar (£,€ (1)) s n (1€ (£)) s0NE 3p-

pelés la matrice de diffusion et le drift respectivement. Cette derniere est formelle, i.e., n'a

......

pas de sens. Cependant la définition de I'intégrale d'ltd nous permet alors de définir ce type

d’'équation comprise dans le sens

{(t)25(0)—|—/Ota(s,f(s))ds—i-/Otb(s,f(s))dw(s), telo,T], (1.3)

ota:[0,T]xR" — R et b:[0,7T] x R® — R" x R* sont mesurables avec, a € L. [0,7],
be L2 [0,T].

L'équation (1.3) est dite équation différentielle stochastique.

2.5.1 Solution forte et solution faible

On considére I'équation différentielle stochastique :

{ dé(t) =a(t,E(t)dt+b(t,6(t))dw (t), tel0,T], (1.4)

5(0) = &o,

telle que :
DPE©O) =& =1
2) P[fy (o (s.€ ()] + b (5, (5))[) ds < o] = 1.
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3)E) =£(0)+ fya(s,&E(s)dt + [gb(s,&(s) dw (s), P—p.s., ie,
I'équation (1.8) a lieu, P-p.s pour tout t € [0,7].

«) Solution forte

Définition 2.41. On dit que I'équation différentielle stochastique (1.4) admet une solution
forte, si pour tout espace probabilisé filtré (Q, F, (.7-})t20 ,IP’) , et pour tout mouvement brow-
nien (w (t)),> , il existe un processus continu & = (£ (t)),>, tel que les propriétés 1), 2) et 3)

soient vérifiées.
) Solution faible

Définition 2.42. On dit que I'équation différentielles stochastique (1.4) admet une solution
faible (ou en loi), si on peut trouver un espace probabilisé filtré (Q, Fy (Ft)so ,lP’) , un mou-
vement brownien (w (t)), , et un processus continu § = (£ (t)),, tels que les propriétés 1),

2) et 3) soient vérifiées. Donc une solution faible est une collection d’objets :

(0 F (Fiso o (w0 (£))150 5 (€ (1) ) -
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CHAPITRE 3

’EXISTENCE ET L’UNICITE D'UN PROBLEME
FRACTIONNAIRE STOCHASTIQUE DE ZHANG

3.1 Introduction

Dans des applications pratiques, ce qui est particulierement intéressant, c'est la nature des so-
lutions aux équations aux dérivées stochastiques fractionnaires (FSDEs) dans I'espace euclidien

de dimension n. R™ [1,2]. En général, les systémes adoptent la forme

v dB(1)
DX (t) = b(t, X (1)) + o (t, X (£)) 22 (3.1)
X(0) = Xy

ol Dy est la dérivée fractionnaire de Caputo, o € (%, 1), pour chaque ¢t > 0,b: [0,T] x R* —
R™ et 01 : [0,7] x R* — R™™ sont des fonctions mesurables continues, B(t) est m-
dimensionnel mouvement brownien standard sur |'espace probabiliste complet{{2, F, P} . La
condition initiale X, est une variable aléatoire de R”, F' \-mesurable, satisfaisant £ | X,|” < occ.
En raison de la non-localité, les solutions aux équations aux dérivées stochastiques fraction-
naires (FSDEs) n'ont pas été faciles a obtenir, sans parler de la recherche des propriétés.

Cependant, les méthodes asymptotiques ont été largement utilisées et continuent de jouer un
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role crucial dans le développement du calcul fractionnaire [3,4]. Le principe de moyennisation
constitue son support théorique.

Dans le processus de développement des principes de moyenne, il est important de citer le
travail indispensable de Khasminiskii [5], qui a été publié en 1968. Il a affirmé que, dans des
conditions appropriées, le mouvement lent des systemes a deux échelles temporelles conver-
geait, lorsque ¢ — 0T, vers la solution des équations moyennées. En d'autres termes, les
principes de moyenne permettent d'étudier les équations complexes en termes de |'équation
moyennée associée, offrant ainsi un moyen pratique et facile pour la recherche des propriétés.
Cet chapitre vise a étendre I'argument classique de Khasminskii aux équations différentielles
stochastiques avec une dérivée fractionnaire de Caputo. A cette fin, par une déduction mathématique
rigoureuse, nous montrons que les solutions faibles des deux systemes avant et apres la moyen-
nisation sont équivalentes au sens de la moyenne quadratique, ce qui prouve clairement et
strictement le principe de moyennisation fractionnaire obtenu. Cela implique qu'une maniere

simple et efficace de résoudre de maniére approximative les FSDEs (1) est présentée ici.

3.2 Préliminaires

Afin d'étudier les propriétés qualitatives de la solution de I'équation . (1), nous imposons
certaines conditions sur les fonctions de coefficient, ce qui nous permettra de la résoudre.

(Hy) pour chaque x,y € R™ et ¢t € [0, T], il existe deux constants positive C et C, tel que

b(t, 2)* V o (£, ) < CF (1 +|al?) (3.2)

b(t,2) =b(t,y)|Vow (t,2) — o1 (ty)] < Calz —y|

ou |.| est la norme de R", x1 V g = max {x; xa} .
D'apres les travaux importants de Zone [6], Zhang et Agarwal [7], nous savons que sous la

condition (H;),FSDEs(1) a une solution unique
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X(0)= Xo+ gy [ 0= 9" e X (@) s+ s [ 0= o (5. X () dB ()

oll X (t) is F (t)-adapté et E(J) | X (¢)[*dt) < oo,

3.3 Le principe de moyenne

Dans cette section, en combinant les résultats d’existence et d'unicité dans la deuxiéme par-
tie, nous examinons le principe de moyenne pour les équations stochastiques aux dérivées

fractionnaires de Caputo. Considérons la forme standard de I'équation..(1) :

X (1) = Xo + r(ea) /Ot (t— 5)° Vb (s, X, () ds + r\([;) /Ot (t—5)° Vo (5, X, (5)) dB (s)

ou la valeur initiale Xy, les coefficients b et o; ont les mémes conditions que dans I'équation

(1), notons en outre par ¢ un nombre fixe, € € [0, 60] est un petit parametre positif.

Avant de conclure avec le principe de moyenne, nous donnons quelques coefficients mesurables.,

b:R" — R" o:R" — R" satisfaisant (H;) et les inégalités supplémentaires :

(Hy) Pour toute 77 € [0,7],2 € R", Il existe deux fonctions bornées positives. «;(77),i =

1, 2tel que

b(s,z) — b(z)

1 Ty

-
1 T
7

ds < 041(T1)<1 + ’x|)7

2
ds < as(Ty)(1 + ]x|2)

o1(s,x) — o1(x)

ou lim Oéi(Tl) =0

T1—o0

Avec les préparations adéquates mentionnées ci-dessus, nous montrerons que la solution initiale
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X.(t) converge, comme ¢ tend vers zéro, a la solution Z¢(t) du systéme moyen

t _ t —
Ze(t) = Xo + Ffa)/o (t — 5)*'b(Ze(s))ds + I{;/{) (t—5)*'o(Ze(s))dB(s) (3.4)
Voici le résultat principal de cet chapitre
Théoreme 3.1. supposons (H,) — (H,) sont satisfaites. Pour un nombre arbitrairement

petit donné 61 = 0 il existe L = 0,¢; € (0,¢q] et B € (0,1) tel que pour tous € € (0, €],

E| sup |X(t)=Z @) | <dr
te[O,LE—fB]

Démonstration. Pour toute t € [0,u] C [0,T],
X (8) = Zc(t) = w57 Jy (= )" [b(5, Xc (5) = B (Ze (5))] dst
R I (= 9)* o (s, X () = 71 (Ze (5))] dB(S).

Utiliser I'inégalité élémentaire

|21+ 22f” < 2(|21|* + |22]?),

nous avons

2

/Ot (t—s)*" [b (s, X (5)) — B(Ze(s))} ds

2 262
E| sup | X (t) — Z (1)) < E sup

0=<t=u T T () o<t<u

2€ 2

+ E sup

() o<i<u

/ot (t =) or (s, Xe (5)) — 71 (Ze (5))] dB (s)

=I5 + L.

Rappeler les inégalités (5),on a
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2
+

2

L < E su
b I ()’ ogtgu

4e /Ot (t—s)* " [b (5, Xc(s) —b(Z. (s))} ds

—— L su
(o) ogtgu

/Ot (t—5)*""[b(s, X, (5)) = b(Ze(s))] ds

2

= I+ 12

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition (H;), on obtient

I < Knétu / (u— 822 2E( sup | X, (s1) — Z. (s1)[2)ds, (3.5)
0 0<s1<s
2
ou K11 = —2_ .Par la définition de I'intégration supérieure de la variable,

I (a)®
462 t -1 S _ 2

I, < 5 E sup / (t—s)"""d [/ b(1,Z. (1)) —b(Z(7)) dT:|
() o<t<ulJo 0

a partir de |'intégration par partie,

2

O | ([0 2 (7)) Bz (e o) ]

I, < ————*—Fsu
2= (a)? ogtgu

puis avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'hypothése (Hs) ,on obtient

2
ds < Kipe?u®?,

Iy <

4e* (o — 1)2 w23 U
(200 — 3) T (a)? /o

/Osb(T, Z.(7)) = b (Z. (7)) dr

8(ar — 1)? sup aq(t)? |1+ E( sup |Z. (7')’2)

d | | K9 =
o A R T 500 — 30 (@) vt l 0<r<u ]
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Pour le deuxieme terme, de la méme maniére,

2 2

I < FE su
= (a)2 ogtgu

/Ot (t — S)Q_l (o1 (s, X (5)) — 7 (Z(7)) dT]

4e 2
+ ——F su
I (a) ogtgu

/ot (t =) o1 (s, Ze () =71 (Ze (5))] dB (s)

- 121 —‘l_ .[22.

Par I'inégalité martingale de Doob, et la formule d'It6 et la condition (H),

I < o (s, Xe (5) — 01 (5, Ze ()] ds

< K21€/0 (u—s)"*E < sup | X (s1) — Z. (sl)|2> ds,

0<s1<s
. 403
ou Ky = W En utilisant L'inégalité martingale de Doob et encore la formule d’Ito,
!
I < o (u— )"0y (5, X (5)) — 01 (5, Z. (5))| ds.

Intégration par parties,produits

Iy, < 4€2E/" (u—5)224 [/ (o1 (7, Z. (7)) — 61 (Z.(7)]? dT]

_4€<F20“2 B[ ([ o1 2. 0) — o (2P dr ) (w5 ds,

grace a I'hypothése(H) ,on peut conclure

—2)
Iy < 20 E/ ( sup a9 (1) [1 +FE ( sup |Ze (7')|2>]> s(u—s)*"%ds, < Kppeu® 1,

0<ss1<s 0<7r<s
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Otl KQQ - m Sup (6%} (t> |fl +E ( Sup |Z€ (T)|2>‘| :

0<t<u 0<7<u
Maintenant, branchez les équations (3.10) — (3.19) dans (3.8),pour toute u € [0, Ton a

E ( sup | X, (t)|2>
0<t<u

S K12€2u2a + K226U2a71+

(K1162U + Kgle) /0 (u— s)(m_l) E ( sup | X (s1) — Ze (31)|2 ds,)

0<s1<s

grace a l'inégalité de Gronwall-Bellman on obtient

£ (g 0= 2.0

oo ((ki1€2ul™™ + Kojeu®) T ()"
< (K 2, 2« K. 2a—1 (( 11 21
= ( 12€°UT + Kog€u ) kgo [ (Kot 1)

Cela implique que nous pouvons sélectionner € (0,1) et L > 0, tel que pour chaquet €

{O,Le‘ﬂ} C |0, T) ayant

E( sup |X€<t>—ze<t>|2)scel—5,

0<t<Le—8
ol

C = (K12L2a€1+6—2a6 + K22L2a—1€26(1—a))

((KnLioe=5=08 4 [y Lo =o9) T (a))
=0 r (KOz + 1)

0718

est une constante. Par conséquent, pour tout nombre donné §; il existe ¢; € (0,¢g) tel que
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pour chaque € € (0,¢;) et t € {O, Le_ﬁ}

E( sup [X.(t) — Z (1)) < o1

0<t<LeB

La preuve est terminée. O
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CHAPITRE 4

SUR LE PRINCIPE DE MOYENNE POUR L’EQUATION
PANTOGRAPHE STOCHASTIQUE FRACTIONNAIRE DE
CAPUTO-HADAMARD

Dans ce chapitre on utilise le principe de la moyenne pour un systéeme d’'équations du panto-
graphe différentielles fractionnaires stochastiques de Caputo-Hadamard dirige par un mouve-

ment Brownien.

4.1 Introduction

La nature des solutions pour le systéme d'équation du pantographe différentielles fractionnaires
stochastiques (FSDPE) dans I'espace euclidien n-dimensionnelle R™ [1, 2]est particulierement

intéressant dans les applications pratiques. En général, les systemes prennent la forme suivante :

dB(s)
ds (4.1)

DX () = b(s, X(), X (1 +19)) + o1(s, X(s), X (1 +15))

x(1) = X,

oun € (O, %) D¢ est la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard (DFCH), o € (%, 1),

pour chaque ¢ > 1, b: [1,7T] x R* — R" et 0y : [1,T] x R® — R™ ™ sont des fonctions
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4.2, RESULTATS PRELIMINAIRES ET HYPOTHESE

continues mesurables (FC), B(¢) est un mouvement brownien standard m-dimensionnel sur
{Q, F, P} espace de probabilité. La valeur initiale X est une variable aléatoire de R" , Fo-
mesurable, satisfaisant E]X,|* < oc.

Les solutions de (FSDPE) non linéaires sont presque impossibles a résoudre méme tres difficile
a résoudre. Pour cette raison, nous avons utilisé des méthodes symétriques et des techniques
appliquées a des larges domaines. [13] [5]

Dans [33], Khasminiskii s'intéresse a |'étude de la convergence de ces systémes sur |'échelle
de temps quand € — 0, en résolvant par arguments intermédiaires. |l a conclu que le principe
de moyenne permettait de réduire certains termes de ces équations et de les simplifier. Ainsi,
nous obtenons un moyen facile de résoudre ces équations. Comme on sait de telles équations
ont été appliquées a de nombreux algorithmes numériques a différents modeles, y compris les
(FSDPE) voir [48] [41] . L'équation du pantographe généralisée a une variété d'applications.
Seules des applications en théorie des nombres sont mentionnées [39], en électrodynamique [20]
et dans I'absorption d'énergie par le pantographe d'un systéme électronique locomotive [24]
47. Nous nous appuyons sur ce travail, qui vise a étoffer I'argument classique de Khasminskii
en équations différentielles fractionnaires aléatoires avec (DFCH). Pour nétre objectif, avec
I'aide d'une déduction mathématique rigoureuse, qui illustre ici avec justesse le principe de
la moyenne fractionnaire qui a été atteint. Ceci signifie qu'un moyen simple et efficace a été

donné pour résoudre les (FSDPE) [12] avec précision. Nous avons complété ndtre travail par

un résultat principal. Pour expliquer cela, nous donnons un exemple illustratif spécifique.

4.2 Résultats Préliminaires et Hypotheése

Dans la présente section,nous introduisons quelques techniques de base, lemmes et théoremes

qui seront utilisés dans les démonstrations des résultats de ce chapitre

Lemme 4.1. [51], [34] Soit n—1 < a <n, n € N. L'éalité (3¢D9z) () = 0 est vrai si
et seulement si

(<) = o (log $)*™* pour chaque s € [1,00),
k=1
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ouc, € R, k=1,..,n sont des constantes arbitraires.

Lemme 4.2. [51], [34] Soit m —1<a<m,meNetz e C"[1,00). Alors

m-1(8*z) (1)

DTz (9)] = z(c) — - m

(log g)k )

Lemme 4.3. /51, [34] Pour tous u > 0 et v > —1,

1 ds I'(v+1)

g o (e D) omay T = HETESLCR

Lemme 4.4. [51], [34] Soit z(c) = (logs)", o >0 etm—1 < a <m, m € N. Alors

0 siped{0,1,...,m—1},

P(F;iti)l) (logs)"™ sipeN, p>moup¢N, p>m-—1.

Ici, nous posons des conditions sur les fonctions de coefficients, pour étudier le qualitatif

propriétés de résolution de I'équation (4.1]), qui nous aideront a la résoudre.

(Al)pour chaque z,y,z,w € R" et ¢ € [1,T], il existe trois constantes C}, C et C3 sont

positifs, pour que

b(c, 2, 9)* V [or (s, 2, 9) < CF (1 + [z + [y]°)

|b(§,3§',y) —b(§,w,z)| \ |01 (§,l’,y) — 01 (§,1U,Z)| S 02 |ZIZ'—2U| +O3 |y—Z|

ou |.| est la norme de R", x1 V x5 = max {x; x5} .

En coordination avec la recherche pivot de Zone [59], Zhang et Agarwal [58], comme nous le

reconnaissons par la proposition (A1), FSDPEs (4.1)) a une solution unique
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X () Yo+ 7 )/; (loiZ)a_lb(s,X(s),X(1+773))dS
_i_r(la)/;(ng)a 01(572\’(5),)((1#—773))al%(s)7 (4.2)

X () est § (s)-adapté et E(flT X (5)? d§> < 00.

4.3 Le principe de moyenne

Dans cette partie, nous avons étudié le principe de la moyenne pour les EPDFS, en combinant

le résultats de |'existence et de I'unicité. Considérons la forme standard de I'équation (4.1 :

x;@>::aa+-rziyﬂg(mg§)a1b@,k;@>7kx1+-n@>ff
s [ (o) T e B )

Ou X, la valeur initiale, les coefficients b et oy il a les mémes suggestions que I'équation
, on note aussi par €, un nombre fixe, € € [0, €] est un petit paramétre positif. Avant
de continuer avec le principe de la moyenne, nous imposons quelques coefficients mesurables,
b:R" — R" & :R" — R", satisfaisant (A1) et les inégalités supplémentaires :

(A2) Pour toute Ty € [1,T], x,y € R",il existe deux fonctions bornées positives V;(T}),i =

1,2 tel que

[ bl ) B )| D < T+ ]+ o)
IOng 1 S, %Y z,y s — 1{£1 x Yl),

T ds
| (s y) —me ) T < )+ o + ),

1
lOg T1

Ou T}ILI]OO\I/Z(Tl) = 0.

Avec une aide suffisante ci-dessus, nous expliquerons que la solution exacte X, (s) converges,
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comme € — 0, tend vers Z(s) du systéme moyenné

(4.4)

\/E ° Sva—1—
T A RARICICRARED)

Nous venons maintenant présenter le résultat principal de cette recherche.

Théoreme 4.1. Suggeére que (A1) — (A2)sont satisfait. pour §; > 0 ils existes L > 1,¢; €

(0,€] et on a B € (0,1) pour chaque € € (0,¢],

E ( [sup X () — Z. (q)2> < 6. (4.5)

Se 1,L€—B]

Démonstration. Pour toute ¢ € [1,u| C [1,T],

X (§) = Ze (5)
) (108 > (5, (), (14 99) = B (Ze (5), 21+ 79)] &
r{(i [ (log ) o1 (5, X, (5) . X, (14 s)) — 71 (Ze (s, Z.(1 + ms))] T2
(4.6)
En utilisant I'inégalité &lémentaire
21+ wal* < 2(|21 [* + [a]*), (4.7)
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On a

E( sup X, (¢) - Z. (c)ﬁ)

1<¢<u

22
¢ E sup

S 2
['(a)” 1<c<u

/: (lOg Z)O‘_l [b(s,X.(s), X (1+ns))

2

— b(Z(8), Z(1+ns)) ds]

S

2¢

tﬁg(bgz>a4w01@,x;@)ﬂh(1+4w»

2

+ E sup

(a)®  1<e<u

— 01(Z.(s),Z(1+ns))

d%@]

S

— L+ 1, (4.8)

Rappelons les inégalités (4.7)), on a

4 2
€
() 1<c<u

I, < ‘Ag(bgi)a_lw(&én(s%éﬁ(l%—n$)

2

~ (29, 2+ 08))]

4
;E sup

+
I'(a)® 1<c<u

NG INICEACR AT

2

—bQL@%ZJL+mDyf

= I11 + I (4.9)
En utilisant de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition (A1), on a

u d
I < Kpp€2 logu/ (log z)za_2E< sup | X, (s1) — Zc (s1) 2 j) , (4.10)
1

1<s51<s
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. 8(C3 +C3 o . . .
ou Ky, = (2723).Par la définition de I'intégration de la limite supérieure de la variable,

(@)

2

I, < 5 E sup
(Oé) 1<¢<u

/; (log Z)‘H d [/jb(f, Z.(7), Z. (1 + 7))

2
- B(ZE(T)7 Ze (1 + 777-)) C,l:‘| ) (411)
En utilisant I'intégration par partie,
4€?(av — 1)2 s
I, < LQ)E sup /g (/ b(r,Z.(1),Z.(1+nT1))
I'(a) 1<e<u /1 \J1
- dr Sigq_ods 2
= 0(Z(7), Zc(L+n7)) — | (log =)* " —| (4.12)
T s s
puis avec I'hypothese (A2) et Inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
I 4€% (a — 1) (log u)**?
P 20— 3)T ()
u s — dr 2 ds
<E[ N[ b 200) 200 r) =B (Z (1) Zo (L) | S
< Kip¢? (logu)™®, (4.13)
dans lequel
4(a—1)2 2 2
Kyo=——7-—-""— \ 1+ E Ze
2= G —r(ap o, O [T E g, 12 )]
+ E( sup |Z. (1+ m)ﬁ)] : (4.14)
1<7<u
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Avec la méme technique on obtient le second terme,

2

I, < E su
2= I (a) 1§g1§)u

[ (085) fou (5, ), (14 )

2

dB (s)

= 01(8, Ze(8), Ze (1 +1s))]

4e < S\t
+ WElsgtglgu /1 (log S) o1 (5, Zc(5), Ze (14 1ns))
5 (Z.(5), 2. (1 + ) 22
= Iy + In. (4.15)

En appliquant, I'inégalité de Doob martingale, et la formule d'lt6 et la condition (A1),

Iy < ¢ E/u(l “)sz (5, X (5), X (1 +17s))
— og — o1 (s, X (8), X, s
21_F(a)2 ) gs 1 n
d
—o1(s.Z.(5) Z (1 +ms))*

u w\ 202 5\ ds
< Kaie [ (g %) TE( sup 2 (1) = ZoGsn)P) (4.16)
1 S 1<s51<s S
8(C3 +C3)

Ou Koy =
T T T )

. En appliquant, I'inégalité de Doob martingale et la formule d'lt6 de

nouveau,

o1 (S elS), e + ns
22 > ( )2 1 1 )

— 71 (Z.(s), Z. (1 +ns))? dj. (4.17)
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L'intégration par parties, nous donne

122§ E/ (log )2a i [/ \oy (1, Ze (7)), Ze (1 + 7))

QdT

— 01 (Z(7), Zc (1 + 7)) T]

- 46(20é / </ o1 (7 Z.(14+n71))

2a—3 ds

— 5 (Z(7), 7. (1 +m>>127> (log Z) @ (4.18)

S

grace a I'hypothése (A2), on peut conclure

Iy < 46(2a—22)E/1u ( sup U (51) [1 X E( sup |Z. (r)\2>

['(a) 1<s1<s 1<r<s
2a—3 d
+ E< sup |Z€(1+777)|2>]> (log s) (logu> a5
1<7<s S S
< Kope (logu)** ™", (4.19)
Ou
K= —220=2 0y (o) |1+ E( sup 12, (1)
2 (1(20[ — 1)F (Oé)2 1§§I§)u 2 1§§§pu ‘
+ E< sup |Z. (1+ nr)ﬁﬂ . (4.20)
1<¢<u

Maintenant, brancher les équations (4.10)-(4.19) dans (4.8), pour toute u € [1,7],nous

trouvons

E( sup | X, <<>|2)
1<¢<u

S K12€2U2a + KQQGUQQ*

u (2a—1)—1 d
(R Kue) [ (10a ) E (s e - 2 60F) T, )

1<51<s S
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Selon I'inégalité de Gronwall-Bellman [46],nous trouvons

E( sup X, (¢) - Z. (<>!2>

1<¢<u
< (K1262 (log u)m + K¢ (log U)Zail)

. ((K1162 (log u)** + Kyye (log u)2a_1> I'(2a — 1))k

E—=0 I (k (204 — 1) + 1) (4'22)

Cela implique que l'on peut sélectionner € (0,1) et L > 1, telle que pour chaque ¢ €
{1,[/57&} C [1,T] ayant

E( sup | () — Z. (q)|2) < Ce P, (4.23)

1<e<Le ™’

C = (Ku (log L)** 97228 1 [,y (log L)** 625(1_0‘))

% ((Kll (log L)** e21=28) 4 [, (log L)** eHﬂ(l*z“)) I'(2a — 1))k
X Y
I;::O L'(k(2a—1)+1)

(4.24)

est une constante. Ainsi, pour tout nombre donné 4 il existe €; € (0, €] telle que pour chaque

€€ (0,e1] et e {1,L67B} ayant

E ( sup | (s) — Ze (§)|2> < 4. (4.25)

1<e<Le ™’

fini la preuve. [
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4.4 Exemple

Nous présentons I'équation (FSDP) suivante

D,(c) = Be (X, (6) + X, (14 16) log2(c) + ve o),

ds (4.26)

X(1) =0,

Oune (0,”7_1),616 (%,1).
Les coefficients b(s, X, Y.) = 3 (X, + Y.)log?(s) et o1(s, X, Y.) = 1 vérifient la conditions
(A1), il existe donc une solution unique pour (FSDPE) (4.26). Définissons

- 1

d
B(X.,Y.) = :

S

/Wb(g,Xe,YE) — (X + V) log2(m), 71 (X, Y.) = 1,
1

log ™

en voit facilement (A2) satisfaite, donc la forme standard de la solution de (4.26) est

Xe (6) = Ao + F(ea) /: (log Z)H 3(X. +YL) logQ(g)CiS
" r\(/(i) [ (log Z)al d%S(S)’ (4.27)

On applique le principe de khasminskii pour montré que la solution exacte X.(s) converge,

quant € — 0, vers Z.(<) donné par

Z.(s) = Xy + r(€a> /;aog %)a* (X, +Y) 1og2(7r)‘is
Ve (S 6 1dB(s)
e /1 (log *)°~1 =22, (4.28)

Selon le théoreme (4), quand ¢ — 0, la solution & (<) et Z.(s) sont équivalents.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

De nombreux chercheurs ont étudié le principe de Khasminskii pour des équations différentielles
stochastiques fractionnaires de caputo approchées par des solutions a systemes stochastiques.
La nouvelle idée de notre travail est de s'intéresser a un type spéciale de systemes d'équations
du pantographe fractionnaires stochastiques de Caputo-Hadamard diriger par le mouvement
brownien. Dans ce travail nous avons obtenu des résultats originaux sur I'étude de I'existence
et l'unicité de certains systemes d'équations du pantographes fractionnaires stochastiques.
Nous avons aussi démontrer que les solutions des (FSDPE) peuvent étre approximées par des
solutions de systemes stochastiques au sens de la moyenne quadratique.

Aussi, nous avons étendu I'approche classique de Khasminskii pour (FSDPE) au sens de
Caputo-Hadamard. Enfin, nous proposons deux pistes de recherche pour notre étude dans
le futur, en envisageant |'application de nouvelles approches, notamment :

1- En appliquant cette nouvelle notion dans les deux problemes, nous introduisons la notion

de multi-ordre fractionnaire, également connue sous le terme de multi-termes

D' D**.....D".
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2- En appliquant cette nouvelle notion dans les deux problémes, nous introduisons la notion

de variable-ordre fractionnaire, également connue sous le terme de variable ordre

DOt € [a,T).
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Abstract: In this paper, we studied an averaging principle for Caputo-Hadamard fractional stochastic
differential pantograph equation (FSDPEs) driven by Brownian motion. In light of some suggestions,
the solutions to FSDPEs can be approximated by solutions to averaged stochastic systems in the sense
of mean square. We expand the classical Khasminskii approach to Caputo-Hadamard fractional
stochastic equations by analyzing systems solutions before and after applying averaging principle.
We provided an applied example that explains the desired results to us.
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1. Introduction
The nature of solutions for fractional stochastic differential pantograph equations
(FSDPEs) in Euclidean space n-dimensional R" [1,2], is particularly interesting in practical
applications. In general, the systems take the form
DEX(c) = b(g, X(c), X(1 X(c), x(1 Lt
cX(g) =b(g, X(g), X(1+7¢)) +o1(s, X(g), X (1 + ']G))T
X(1) = X,

M

where 17 € (O, %), 92‘ is the Caputo-Hadamard fractional derivative (CHFD), « € (%, 1),
foreach¢ > 1, b : [I,T] xR" — R" and 0y : [1,T] x R" — R"™ " are measurable
continuous functions (CF), B(¢) is a m-dimensional standard Brownian motion on {Q), §, P}
probability space. The initial value &} is an Fo-measurable R"-value random variable,
satisfying E|X0|2 < oo,

Solutions of non-linear FSDPEs are almost impossible to solve and very difficult. For
this reason we used symmetrical methods and techniques in the widest field. It plays very
important in modernity of partial calculus [3,4].

In [5], Khasminiskii was interested in studying the convergence of idle systems on the
drag time scale ¢ — 0, in resolving intermediate arguments. He concluded that averaging
principle lay in the study of equations lost in terms of the relevant average. So, we have an
easy way to solve these equations, as it is known that such equations have been applied to
many numerical algorithms to different models, including FSDEs see [6,7].
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