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Résumé

On peut envisager plusieurs variantes des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires (RCAR).
La plupart de ces variantes sont construites selon la structure des coefficients.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude d’une classe de ces modeéles de séries temporelles dont
les coefficients varient par groupes d’individus. Cette classe de modéles est générée par ’équation

aux différences stochastiques

p
Vilw) = 37 Au (@) Yok (@) + 21 ()
k=1
Dans I'équation précédente, le processus Y; (w) représente 1'observation dans le groupe d’individus
w a linstant ¢, les coefficients (Ay (w)),<,<, sont des variables aléatoires discrétes (ou absolument
continues ou encore mélangeantes) et (g; (w)) est un bruit blanc.
L’objectif du travail donc est de faire I'inférence statistiques dans cette classe de modeles, en étudiant
les propriétés probabilistes. En particulier les conditions N.S d’existence de solutions stationnaires.
En basant sur une étude de Robinson [14] sur un modéle AR (1) & coefficient aléatoire, nous
obtiendrons une généralisation des résultats obtenus pour le modele AR (p). Nous terminerons ce

travail, par une synthese sur les techniques d’estimation dans cette classe.
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Introduction

Une série temporelle est considérée habituellement comme une réalisation d’'un processus sto-
chastique. La méthodologie de ’analyse des séries temporelles est dirigée vers des situations dans
lesquelles une telle réalisation seulement est disponible. Cependant, on a plusieurs séries lesquelles
peuvent étre assumeées raisonnablement pour étre des échantillons indépendants du méme processus
stochastique, et ceci est vrai pour des séries résiduelles des regréssions dont les tendances varient
avec le temps et les effets varient par individu.

Exemples de données qui peuvent engendrer de tels résidu sont : séries de salaires ou dépenses de
nombre de familles avec classification socio-économique semblable, les résultats d’expériences bio-
logiques répétées périodiquement portés en dehors des organismes semblables.

La modélisation de telles données croisées d’une série temporelle ne peut pas étre simple, cependant,
les autocorrelations de I’échantillon peuvent étre supposés pour exposer le comportement qui est
semblable, mais pas identique. Par conséquent il est possible que les parameétres soient des variables
aléatoires, avec une certqine distribution afin que la série de chaque individu soit produite aprés un

échantillonnage d’une telle distribution.

Les données de panel, ou données croisées, possedent les deux dimensions précédentes et rap-
portent les valeurs des variables considérées relevées pour un ensemble, ou panel, d’individus sur
une suite de périodes.

En remarquant : dans la marketing ou dans la statistique, le mot panel désigne généralement un
échantillon fixe de consommateurs interrogés a différentes périodes, dans I’économétrie, le terme de
données de panel est simplement synonyme de données croisées ayant généralement une dimension
temporelle.

On utilise une notation naturelle & deux indices : y; (w) désigne 'observation de la variable Y; (w)
pour le groupe d’'individu w a la période t.

Si on fixe I'individu observé, on obtient une série temporelle, ou une coupe longitudinale, le

concernant, tandis que si l'on fixe la période examinée, on obtient une coupe transversale, ou

vii



viii INTRODUCTION

instantanée, pour ’ensemble des individus.

Lorsque les données ne supportent pas I’hypothése de coefficients qui sont les mémes, cependant
la spécification des relations parmi les variables parait adéquate ou ce n’est pas faisable d’inclure des
variables supplémentaires, alors il paraitrait raisonnable d’injecter des variations dans les parameétres
a travers des groupes d’individus et ou avec le temps.

Organisation du mémoire :

Le premier chapitre est consacré aux quelques définitions et théorémes préliminaires notam-
ment le théoréme centrale limite que nous voyons nécessaires pour les chapitres qui suivent.

On s’intéresse dans Le second chapitre a ’étude probabiliste du modéle autorégressif d’ordre
p a coeflicients aléatoires tels que nous traitons les conditions nécessaires et suffisantes de la station-
narité, l'existence et 'unicité des solutions stationnaires et les conditions de stabilité en se basant
sur I’étude de J. Andél. [1] F. Nicholls and Barry G. Quinn [12] qui ont travailé sur les modeéles
autorégressifs ol les coefficients aléatoires varient avec le temps.

Le troisiéme chapitre est consacré a 'inférence statistique d’un modéle autorégressif d’ordre
1 a coefficient aléatoire en décortiquant I’article de P. M. Robinson [14]

Le quatriéme chapitre est consacré a 'inférence statistique d’un modéle autorégressif d’ordre
p a coefficients aléatoires en se basant sur les résultats déja obtenus.

Le cinquiéme chapitre est consacré a I’étude statistique, en faisant une synthése sur les
techniques d’estimation dans cette classe de modéles telles que, la méthode des moindres carrés
ordinaires, la méthode des moindres carrés généralisés, la méthode du maximum de vraisemblance, et

la méthode des moments généralisés en étudiant le comportement asymptotique de ces estimateurs.



Chapitre 1

Outils

Nous rappelons dans ce chapitre quelques outils qui sont utilisés durant ce mémoire.

1.1 Définitions et Notations

Définition 1.1.1 Soient A = (a;;) et B = (bi;) deux matrices de dimension respectivement n X p

et m X q, la matrice de dimension mn X pq définie par

allB algB tee alpB
A 2 B GQ:!_B GQ?B cee &2{‘,3
an B aneB -+ ap,B

est appelé produit de Kronecker des matrices A et B.

Définition 1.1.2 Soit A = (a;;) une matrice de dimention n X n, on définit la norme matricielle
par l'une des normes usuelles

n
* _ »
HAH1 = 11;1%)%; |aij|

* Al = Ve (AAY), ot o (A) = max {[A[, A € Sp(A)}.

n
* — .
4l = e 3 o

Définition 1.1.3 L’opérateur Vec génére un vecteur colonne d’une matrice A en empilant les vec-

teurs colonnes de la matrice A = [ay, as, ..., a,| au-dessous l'un a lautre

Vec(A) = [ay, ay, ..., ]

coy Wy



2 CHAPITRE 1. OUTILS

Définition 1.1.4 Soit A une matrice symétrique de dimension n x n, alors l'operateur Vech [A]
défini un vecteur de dimension [n(n+ 1) /2] x 1 qui est obtenu de A en empilant de gauche a droite

ses parties des colonnes de A sur et au-dessous du diagonal principal, l'une sur ’autre dans [’ordre.

Théoréme 1.1.1 Soient A, B, C' et D quatre matrices appropriées
(i) (A®B)(C®D)=(AC)® (BD).

(i) (A® B)Y = A1 ® Bi.

(iii) Vec[ABC] = (C' ® A) Vec|A].

(iv) Tr[AB] = (Vec[B'])' Vec|A] = (Vec[B]) Vec[A'].

Théoréme 1.1.2 Soit A une matrice symétrique de dimension n X n, alors il existe deur matrices

constantes K,, et H, de dimension [n(n+ 1) /2] x n? telle que
Vech[A] = H,Vec[A] et Vec[A] = K Vech[A] ou H,K] = Iyni1)/2
Théoréme 1.1.3 Soit V une matrice de dimension n X n vérifiant ’équation suivante
V=MVN +G

ou M, N et G sont des matrices données de dimension n x n. Si la matrice [I,2 — N ® M| est

wnversible alors il existe une solution unique V' telle que
Vec[V] = [I,2 — N @ M| Vec[G]

Définition 1.1.5 Le processus autorégressif {Y;},., est dit stationnaire au second ordre si
(@) E{Yi}=nt=0

(i1) E{Y} < oo

(it3) E{(Y; — p) (Y; — )} ne dépend que de |i — j| pour tout i, j.

Définition 1.1.6 Le processus autorégressif {Y;},., est dit strictement stationnaire si les distribu-
tions disjointes des (Yy,, ..., Y:,) €t (Yo, 4n, - Yoo +n) sont les mémes pour tout entier k et pour tout
t1,....t, et h € Z.

Théoréme 1.1.4 (Billingsley) Soit {{,} une suite de variables aléatoires F;—mesurable ot F; est

une o-Algébre engendrée par la suite { Xy, Xy_1,...} de variables aléatoires strictement stationnaire
N

et ergodique. On suppose que E{¢,/F,_1} = 0 et E{&} = . Alors (02]\7)_1/2 > &, converge en
=1

distribution vers une vartable aléatoire qui suit une distribution normale standard.



Chapitre 2
Etude probabiliste du modéle

On s’intéresse dans ce chapitre a étudier les conditions de stationnarité, et de stabilité ainsi que
les conditions d’existence et d’unicité des solutions stationnaires.

Nous considérons le modeéle RCAR(p) suivant

Yiw) = 3 Ay (@) Yok (@) + 20 (). (2.1)
Yi(w) = 3 [Ar+ o (@)] Vi (@) + & (@) (2.2)

On suppose dans ce paragraphe que :

(i) {et (w)} est une suites de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de variance
o2,

(17) Les Ay, pour k = 1,...,p sont constantes,

(177) a(w) = [0 (W), a2 (W), ...,y (W)], {a(w),w=1,..., N} est une suite de variables aléa-
toires indépendantes telle que E{a (w)} = 0, E{a(w) @ a(w)} = C et les suite {&; (w)},
{a(w)} sont indépendantes,

(1v) Il existe un vecteur constant Z de dimension p x 1 tel que Z'Y; (w) est déterminé exactement

comme une fonction linéaire de {Y;_; (w),...,Y;—, (w)}.

La relation (2.2) peut s’écrire sous la forme matricielle

Y, (w)=[A+DW)]Y, () +g (W) (2.3)

3



4 CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE DU MODELE

tels que
Ay A, a; (w) a, (w) 10 0
1 0 0 0 0 0
A= , D (w) = . ,J =
0 1 O 0 0 0 0 0 0

Y, (W) = (Y (@), Y1 (W), Yip1 (W), & (w) = (& ()0, ..., 0)
E{g(w)g ()} =J@E{aWeW}=J®0 =0, C=FE{Dw)®Dw)}

2.1 Conditions de stationnarité

Théoréme 2.1.1 Le processus {Y; (w), t=1—"T,...,0,1,...} généré par (2.1) est stationnaire si et
seulement si 1y = 1y et Viy = Voo, ot p; = E{Y; (w)} et Vi; = E{Y,; (W)Y} (w)}.

Preuve. 1l est clair que la condition nécessaire devient directement de la constriction de Y, (w).
Pour démontrer la condition suffisante, on suppose que Y, (w) est indépendant de {¢; (w), t =1,2,...}
et {oy (W), k=1,...,p}, anisi que i, = ppour t =0,1, ..., h et Viyos=Viyss 0 = W,
t=s+1,...,h,u=1,..,t —set s = 0,...,h. Dans le cas h = 1, ces conditions réduisent a

py = g = pet Vi = Voo = Wp. En utilisant (2.3) on obtient
Phyr = B {Xhﬂ (W)} =L {[A + D (W)Y, (W) + €piq (W)}
= AE{Y, (w)} = AE {th (W)} = HUp
Sachant que D (w) et €, (w) sont indépendants de {&; (w),...,&; (W)} et Y (w). Pour 1 < s < h,
Vivihir-s = E {Yh-',-l w) Y1 (w)}

= b {( [A+ D (w)] Y, (W) + €41 (W)) Yiiis (W)}

= ABE{Y, (v Y'h+1 Wi =AB{Y, (W)Y ()}

= E{Y, ()Y} _ (W)} =Vins

tandis que

Vikipn = E{Y, . W)Y}, (w)}
= B{(A+ D @)Y, @) + 211 @) ([A+ D @)Y, (@) + £y ())'}
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par conséquent on obtient

Vee [Vieipaa] = VecE{[A+ D W)Y, ()Y}, (w) [A+ D ()] +gp1 (W) hiy (@)}
= E{[A+D W) ®@[A+D(w)]VeclY, (w) Y, ()] + Vec [gy 41 (W) gy ()]}
= E{A®A+D(w)®@D(w)}E{Vec[Y,, (w) Y}, (w)]} + Vec[J @ 2]
= [A A+ C’} Vec Vil + Vee [J ® o]

= [A ® A+ C’} Vec Vi1 p-1] + Vec [J ® ai]
= Vec [Vh,h}

On note que F; (w), est une o-Algebre engendrée par les suites des variables aléatoires {ay, (w) },_,

{e1-1 (W), 42 (w),...} pour chaque w € {1,..., N}.
Corollaire 2.1.1 Le processus {Y; (w)} généré par (2.1) est stationnaire si et seulement si
Var{Y; (w),....Y, (w)} =Var{Ys(w),.., Y1 (w)} (2.4)
Théoréme 2.1.2 Si la condition suivante est vérifiée
2P — APt — L — A, £ 0 pour |2 > 1 (2.5)
alors il existe une solution unique de l’équation
Bf = ABFA' +Q, (2.6)

et cette solution est une matrice définie positive et explicitement donnée par

o
B =) AkQ,A* (2.7)
k=0
Preuve. Sachant que : 2# — A;2P~1 — ... — A, est le polynome caractéristique de la matrice A, alors

si la condition (2.5) est vérifiée, ceci implique que les valeurs propres de la matrice A se trouvent a

I'intérieur du cercle unité. En introduisant I'opérateur Vec on obtient
Vec [B] = A**Vec [B]] + Vec[L)] (2.8)

ol la matrice A®? est de dimension p? x p?. Sachant que les valeurs propres de A®? sont de la forme

Aidj ol \; et A; sont celles de la matrice A, et |\;| < 1 pour tout ¢, il résulte que les valeurs propres
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de A®? sont a lintérieur du cercle unité, alors [I,: — A®?] est inversible, par conséquent 1’équation

(2.8) admet une solution donnée par
Vec [BY] = I, — A®?] Wee )]
En développant la matrice [/,2 — A®2)7" en séries on obtient
Vec[Bf] = [I»— A®?] “vec )

= [I2? + A®2 4+ A% + | vec[Q)]

= I#Vec[Q,] + A% Vec[Q,] + ...

= Vec|L,QI,] + Vec[AQ, Al + Vec [A*Q,A] + ...
iAkaA/k
k=0

= Z Vec [AkaA’k] = Vec
k=0

dott: Bf = 3 AFQ A% m

k=0
Théoréme 2.1.3 La condition Var{Y; (w),....Y, (w)} = Var{Ys (w), ..., Y11 (w)} est vérifiée si
et seulement si la matrice B, = Var {Y; (w),...,Y, (w)} est une solution de l’équation

B, = AB,A + [0} + Tr (ALBL)] J (2.9)
ou AY, = Var [Ay(w), ..., A1 (w)].

Preuve. On note que

d’aprés (2.1) on a

Onpose: A (w) = (A (W), Y (w) = (Y1 (W), ..., Yy (), Z; = Zp: Aip (W)Y (W), et Z = (24, ..., Z,),

on va calculer
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Sachant que (A;w) et (Yi (w)), k=1, ..., p sont indépendant et £ {Y; (w)} = 0, on obtient
Cov [Ain (W) Yi () , Ajk (w) Yi ()]
= E{Ain (W) Yn (W) Aji (0) Vi (W)} = E{Ain (0) Yi (0)} E{Ajk (@) Yi () }
= E{Ain (W) Ajie (0)} EA{Vh (W) Vi (W)} = E{Ain (W)} E{Ys (@)} E{Ajk (W)} E{Y ()}
= [Cov [Ain (w) , Aji ()] + E{Ain (0)} E{Aji (w)}] Cov [Ys (w), Yi (w)]

= Cov [Aj, (W), Aji (w)] Cov [V}, (w) , Yy (w)] + E{Ain (w)} Cov [Y), (w), Yy (w)] E{Aj; (w)}

On note : H; = (Cov [Aip (w) , Aji (W)])}, 4y + Bure = Cov [V, (W), Yy (w)]-
Comme B, = (B )}, —,, on obtient

Cov [Zl, Z]] = Z Z COU zh Bhk + Z Z E {Azh }Bth {A]k’ ( )}
= Tr(H;;B,) + Z Z E{A; (w)} B B {Ayk (w)}
h=1 k=1

Il est clair que

sinon

H@j—{AZ pour i =j=p
0
et EF{A(w)} = A, par conséquent

Var[Z) =Tr (Al B,)J+ AB,A

Ainsi on a

Var|0,...,0,ep41 (w)] = 02J
D /
on pose S = (Y2 (W), Yy (W), > Ak (w) Yy (w)) , alors
k=1
Var (5,[0,...,0,ep41 (w)]') =0

En calculant la matrice de covariance des deux membres de la relation (2.10) on obtient
B, =Var{Yy (W), ..., Yp1 (W)} = AB A +[02 +Tr (AXB,)]J. =



8 CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE DU MODELE

Théoréme 2.1.4 On suppose que
2P — APt — L — A, # 0 pour |2 > 1 (2.11)

si la condition suivante est vérifiée
1-Tr(ALBS) >0 (2.12)

alors léquation (2.9) admet wune solution unique, définie positive donnée par

B, =02 [l —Tr (ALBH)] ' B (2.13)

w

Preuve. Les racines de I'équation 2z — A;2P~1 — ... — A, # 0 sont celles du polynéme caractéristique
de la matrice A, si (2.11) est vérifiée, alors (2.7) est la solution unique de ’équation (2.6) .

Pour tout nombre arbitraire u on a
uBl = AuBF A"+ J
la matrice uB. est I'une des solutions de I’équation (2.9) si et seulement si
u=o2+Tr(ALuBY)

Si (2.12) est vérifiée alors la matrice B,, donnée par (2.13) est I'unique solution de I’équation (2.9)

et cette matrice est définie positive. m

Corollaire 2.1.2 Les conditions (2.11) et (2.12) sont nécessaires et suffisantes pour que le processus

{Y; (w)} soit stationnaire.

2.1.1 Exemple

Nous considérons un modele AR (1) a coefficient aléatoire
Yiw) =A1(w)Yim1(w) + er(w), w=1 (2.14)

telles que F {A;(w)} = 5 et Var[A;(w)] = A.
On soppose que |A;(w)| < 1 p.s, alors 5 < 1 alors la condition (2.11) est vérifice.
Dans ce cas A = () et ’équation (2.9) devient

B, =pB*A+ 0>+ AB
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et sa solution
B,=[1-(F+a)] "o

sachant que
1>E{Aj(w)}=p"+A

alors la solution existe toujours et elle est positive, et en vertu du Corollaire 2.1.2 le modéle est

stationnaire sous la condition |A;(w)| <1 p.s.

2.2 L’existence de la solution stationnaire

Essayons maintenant de trouver sous quelles conditions ’équation (2.1) admet une solution

stationnaire pour chaque w € {1,..., N}. On a d’une part

Y,(w) = Aw

= A (W)Y, W)+ A W)e (W)
Yi(w) = A (@)Y, w) =) A" (@) e 4 ()
k=0

Vec |E {Z A (W) e, . (W)

= Vec |E Z A (W) g g, (W) g)_y, (w) AY (w) }]
- Z [A ®R A+ C’} * Vee [E {§t—k (w) iy (W)H
— i[A@AjLC'rVeC[J@Uﬂ

k=0
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j ey

Lemme 2.2.1 Si ) [A@A—l— C] VeclJ ®c2] converge lorsque j — oo et H est une matrice
k=0

définie positive telle que

s 1k
Vec|H] :ai—i—CZ [A@A—l—C'] Vec|J®ol] (2.15)
k=0

alors les valeurs propres de A se trouvent a l'intérieur du cercle unité.

Preuve. Soit la matrice W définie par

Vec W] :Z [A®A+é]kVec[J®oi}

par
Alors
[A@A+C|Veew] = §1A®A+érVwU®aﬂ
= ;:;C (W] —Vec[J®0ol]
Ainsi
x@4W]:[A®mv@mq+gnﬂmm+va®aﬂ)

= [A® A]Vec[W]|+ Vec|J @ H|
comme CVec[W] = Vecl[J @ (CVec(W))], alors W = AWA +J @ H

Soit A une valeur propre de la matrice A et 2’ # 0 un vecteur propre a gauche associé a A tel que
z=(21,...,2,), alors
YWz = ZAWAzZ+7Z[J® H|z
= [\*ZWz+ 2 Hz,
alors (1 — |)\|2) YWz =2,Hz,.
Sachant que ki [A ® A+ CN’} * VeclJ ® 2] est un Vec d'une matrice définie non négative, alors sa
=1

limite est aussi la matrice W qui est non négative, et zWz > 0. Si z,HZz, > 0 alors z, # 0, par
conséquent |A| < 1.

Maintenant on suppose que z, = 0, sachant que 2’ est une valeur propre & gauche de A alors

Ay - A

1 -+ 0
(21, s 2p) S =21, %)
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ceci est réduit au systeme d’équations suivantes

ZlAl = /\21

Z; + ZpAp,1 = )\ZiJrl; 1= 1, P — 1

Si A # 0, la premiére équation implique que z; = 0, comme 2, = 0 et les équations restantes ont

comme leur seule solution z = ... = 2,1 = 0, donc z # 0, par conséquent [\| < 1. m

Théoréme 2.2.1 Soit 62 # 0, afin qu’il existe une solution stationnaire unique F; (w)-mesurable
de Uéquation (2.1) il est nécessaire et suffisant que les valeurs propres de la matrice [A A+ C’}

soient a Uintérieur du cercle unité.

Preuve. On peut représenter la matrice <A ® A+ C’) sous la forme canonique de Jordan
(A@A+C) = pPap

ol A est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des valeurs propres de <A ® A+ C’) :
Il est nécessaire seulement de démontrer que les lignes de P~! qui correspondent & un élément dia-
gonal A de A pour que || > 1 ne peuvent pas étre orthogonales a Vec[J ® o2].

Soit 2/ I'un de ces lignes de P~! lequel est un vecteur propre & gauche de (A ® A+ é), en notant
qu’il existe au moins un tel vecteur.

Si z'Vec|J @ 03] = 0 alors le premier élément de z est non nul, sachant que le seul élément non nul
de (J ® 02) est 02, ainsi que C' a seulement une ligne non nule (la premiére ligne) qui estC.

D’ou : 2/ (A®A+ C) = 2/ (A® A), tandis que 2’ (A®A+C’) = A2’ et donc A\ est aussi une
valeur propre de (A ® A). En vertu du lemme précédent toutes les valeurs propres de A se trouvent
a 'intérieur du cercle unité.

Soit PAP~! la forme canonique de Jordan de la matrice A et [A1, ..., \)] = diag (A).

Si A est une valeur propre de (A ® A) alors det [A,2 — A® A] =0, mais

det [\, — A® A] = det [,z — (PAP™") ® (PAP™)]
= det [M2 — (P®P)(A®A) (P'@ P )]
= det N(P®P)(P®P) "' —(PoP)(A®A) (PR P)"]
= det[([P@P)(Mpe —A®A) (P2 P)]
= det (P ® P)det (Mpz — A® A)det [(P® P)"']

p
= detMLa —A®A = [ (A=)
ij=1
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Sachant que les éléments sous-diagonal de (Alp2 — A ® A) sont non nuls, alors A = A\;\; pour certains

i et j ou \;, \; sont des valeurs propres de A et sachant que |\;| < 1, alors [A| = [\ [Aj] < 1. =

2.3 Conditions de stabilité

Lorsqu’on produit une série temporelle par ’équation (2.1), il est naturel d’initier les variables
Yip(w), ... Y1 (w), Yy (w), et commencer la génération a t = 1. Une question évidente s’impose,
est ce que ces valeurs initiales affectent le comportement a long terme du processus {Y; (w)},-, et

si le processus atteint son équilibre lorsque ¢t devient grand.

Définition 2.3.1 Le processus autorégressif {Y; (w)},s, est dit stable si

E{Y (W) /Y1p (@) = 41, -, Yo (@) = 90} et E{Y; (W) Vi (W) /Y1p (W) = Y1, -, Y0 (@) = w0}, pour
s > 0 convergent indépendamment des valeurs initiales {y1—, (w) , ..., yo (w)} lorsque t — 0.

Théoréme 2.3.1 Le processus {Y;(w)},5, vérifie Uéquation (2.1) est stable si et seulement si

~\1
(A ® A+ C’) S converge vers zéro pour chaque matrice symétrique S d’ordre p lorsque t — oo.
Preuve. Soit : Y, (w) = (Yi_, (W), ..., Yo (w))’, alors d’aprés la relation (2.2) on a

B{Y, (@) /Yo (@) =y, @)} = AB {¥, s (@) /Y0 (@) =, (@) | = Ay, ()

ainsi que F {Xt (W) /Yy (w) =y, (w)}, converge indépendamment de y (w) si et seulement si les
valeurs propres de A sont de module inférieur & 1, dans ce cas, A’z converge pour tout vecteur z.

D’aprés la relation (2.3) on obtient pour ¢t > s > 0,

Viees (3, @) = BE{Y, (@) Yi () /¥, (@) =y, ()}
= E{{A+D@)Yi @)+ & @)} Yi, (@) /Yo W) =y, )}
= AB{Y. @)Y, (@) /Yo (@) =y, ()]

= AViii4s <Q0 (W)> == AVigs (go (w))

Vec [Vt,t (go (w))] = (A®A+ C’)J Vec [thl,tfl (go (w))} + Vec[J ® o2)] (2.16)
= N AR A+ é)J Vec|[J®o2] + <A ® A+ C’)t Vec [go (w)g:) (w)]

j=0
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N\t
Si (A ® A+ C) Vec[S] converge vers zéro pour toute matrice symétrique .S, alors

(A® A+ é)tVGC [go (w) Y} <w>] et (A® A+ C’)tVec [ ® 03]

chacun des termes dans la relation (2.16) est un Vec d’une matrice définie non négative, donc

Vit <g0 (w)) converge si et seulement si

<A ® A+ C’)t Vec [ﬂo (W) y, (w)] et 3 <A ® A+ C~'>J Vec[J® 02| convergent

J

[y

Il
o

Maintenant nous démontrons la condition suffisante :

~\J
Si (A ® A+ C’) VecS] converge vers zéropour tout matrice symétrique S, alors

(A0 4+0) Vee [y, @5 (@)] et > (404+C) Vee[J@o2]

J

—_

Il
o

=1 N
convergent vers zéro, par conséquent » (A ® A+ C) VeclJ @ o2] est aussi.

j=0
En vertu du Lemme 2.1, la matrice A est de valeurs propres de module inférieur a 1, alors

Vit—s (go (w)) = AV i (go (w)) converge aussi.

Pour voir que la condition est aussi nécessaire, on note que toute matrice réelle symétrique S d’ordre

!/

p
) Ay
p peut s’écrire sous la forme 21 Aje;e]
J:

ou {(\;,ej)} 'ensemble des valeurs propres et les vecteurs

~\1t
propres associés a S. Sachant <A RA+C ) Vec [g Y } converge vers zéro pour tout y € R?,
p

A\t N
donc nécessairement Y \; (A ® A+ C) Vec [eje}] = (A ® A+ C) Vec|[S] est aussi. =

J=1

2.3.1 Stationnarité stricte

Dans les sections précédentes on n’a rien supposé sur {e; (w)} et {A (w)}seulement que sont
indépendantes, stationnaires du second d’ordre et qui sont mutuellement indépendants. Si {e; (w)}
et {A(w)} sont aussi deux suites de variables aléatoires identiquement distribuées dans quel cas
elles sont aussi strictement stationnaires et ergodiques, il est possible d’inférer des propriétés plus

fortes pour la solution F; (w) — mesurable, {y: (w)} de 'équation (2.2).
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Théoréme 2.3.2 On suppose que les suites {e; (w)} et {A(w)} vérifient les suppositions (i) et (ii7)
et qu’elles sont identiquement distribueés. S’il existe une unique solotion {Y; (w)} stationnaire du
second d’ordre et F; (w) — mesurable de l’équation (2.1), alors cette solution est aussi strictement

stationnaire et ergodique.

Preuve. L’unique solotion stationnaire du second d’ordre et F; (w) —mesurable, {Y; (w)} de ’équa-
tion (2.2) donnée par

Y, () =g W)+ Y [A+D W) ;W)

o0
J

est une limite en quadratique moyenne, par conséquent en probabilité d'une suite de variables

aléatoires F; (w) — mesurable. Comme la solution a la méme forme fonctionnelle pour chaque t,

{Y, (w)} doit étre strictement stationnaire, par conséquent I'est aussi {Y; (w)}.

Sachant que {A (w),e; (w)} est une suite iid alors elle est ergodique.

Ainsi que la o-Algebre G; (w) engendrée par {Y; (w),Y;—1 (w),...} est inclue dans F; (w), si {Y; (w)}

est une suite F; (w) — mesurable de variables aléatoires.

Soient G et F les petites o-Algebres contenant respectivement tlirgj Gi (w) et tlirglo Fi (w), il résulte

que G C F et {Y; (w)} est ergodique. m



Chapitre 3

Inférence statistique du modéle

RCAR(1)

Considérons un modele autoregéssif a coefficient aléatoire d’ordre 1 noté RCAR (1). Dans le
modele usuel le coefficient a une distribution dégénérée, i.e constante sur les réalisations. On s’in-
teresse alors & estimer les moments et établir les propriétés asymptotiques des estimateurs.

Soit le modele RC AR (1) suivant

Yi(w) = AW) Y (W) + & (w) (3.1)

On suppose que :
(1) Les variables aléatoires non observées A (w) et g, (w) ont respectivement des fonctions de
répartition F' et F;.
i1) A(w) est indépendante de A (w'), & (w) et g (w') pour tout t et tout w # w'.

iii) Les variables aléatoires ¢; (w) sont id.

(
(
(iv) & (w) et g, (') sont indépendantes pour tout £, u et tout w # w'.
(

v)

o2 si t=u

Efa@en@}=y = 4 (3.2)

30—3}‘{'% si %<Oo,t:u:1):w
E{e(w)ey (w)ey (w)eyw (w)} = { || ‘
0 sinon
Sous les conditions (7) - (v) et en vertu du T"héoreme 2.4.1, il existe une solution unique {Y; (w)},

Fi: (w)-mesurable strictement stationnaire et ergodique. Alors la réalisation de {e; (w)} pour w est

15
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considéré comme un bruit blanc et la réalisation {Y; (w)} est un RCAR (1).
La condition de stationnarité du modele (3.1), implique que F (=1 —¢) =0, et F(1+¢) =1, et
cela signifie que |A (w)| <1 p.s, et de (3.1) et (3.2) on obtient

E{Y;(w)/A(W)} = E{A(W)Yia(w)+e () /AW)}
= AW E{Yia (@) /AW)} + Efe (@) /A (W)}
= AWw) E{Yi () /A(w)}

[1-AW)]E{Y; (w) /A(w)} =0
Sachant que |A (w)| <1 p.salors 1 — A(w) #0 p.s, par conséquent
E{Y; (w) /[A(w)} =0 p.s

E{Y; (w) Yieu () /A (W)}

= E{[A(w) Yio1 (W) + & (w)] [A (W) Yimuo1 (@) + eemu (w)] /A (W)}

= A% (W) E{Yim1 (@) Yieu1 () /A (W)} + A (w) E{Yi1 (@) e () /A (w)}
:: A% (W) E{Y;_1 (w) Yieuoy (w) JA (W)} + Al (W) E{Y;_, (0) &1y () /A (w)}
= A (w) E{Yie1 () Yieum1 (W) JA (W)} + A" (w) B {er-u (W) e (w) /A (w) }

= A2 () E{Yi1 () Yieu1 (w) /A ()} + 02 AM (w)

Sachant que le processus est stationnaire alors
E{Yy (w) Yy (w) [A(w)} = E{Yi1 (w) Yicua1 (w) /A (w)}

par conséquent
, AM(w)

BA{Y (@) Yiou () [A (@)} = 07 = s s (3.3)

t,u € I. Alors d’aprés la relation (3.3) on obtient

B (@)Y () JA @)
AW = ) AW)
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On considére pour tout w € {1, ..., N} Pestimateur donné par

Vi (@) Yi (w)

Sous les conditions (i) — (v), on a pour tout u > 0

T—oo

p lim ( Zm )Y (@) = E{Y: (@) Vi (w) /A <w>}) ~0 (3.4)

p lim (AT (w)—A (w)) =0 (3.5)

T—o0
Maintenant, on suppose que A est dégénérée i.e. pour |[A| <1, F(TA) =0, F(A") = 1.
Alors, Y; (w) est un AR (1) usuel et il est ergodique donc v (u) = E (Y; (w) Y;—, (w)) par conséquent
les relations (3.4) et (3.5) deviennent

p%gg(}( ZYt ) Yoy (w —7(%))20,%

p lim (AT (w) — A) =0
T—o0
Maintenant on va montrer que les moments de A (w) peuvent étre identifiés en termes de 7y (u),

ensuite on étudiera le comportement asymptotique des estimateurs des moments proposés lorsque

N — oo et T soit fixe, sous des conditions sur la distribution F.

3.1 Identification des moments

Théoréme 3.1.1 5i

/1 dF (x) < 00 (3.6)

R
alors
[y = /1 z'dF (x) = 7?2();1?&32), u>1 (3.7)

Preuve. D’aprés la relation (3.3) on a

¥ (W) =02 flysa, u>0 (3.8)

v=0
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ces séries convergent car le membre & gauche de (3.6) est v (0), et |y (u)| < v (0) par conséquent
() =y (u+2) = oy, w0

Sachant que pip =1, on a v (0) — v (2) = 02 > 0, alors

oo, = v (u)—7(u+2)

o =

Définition 3.1.1 La densité spectrale du processus RCAR (1) est donnée par

o0

S(\)=— Z v(u)cosur, —mT <A< (3.9)

U=—00

Théoréme 3.1.2 Lorsque la densité spectrale S () existe alors

2 o0
O-Ld
= 2D (w1, A=0 (3.10)
u=0
02 S sin u—l— 1
== AN#0 3.11

U=

Preuve. D’aprés les relations (3.8) et (3.9) on a

o0

S\ = % v (u) cos uA

U=—00

1 o0
= %<7(0)+2;7(u)cosu)\>
1 (O WIRE) B SRR

en substituant v par v et réciproquement on obtient

P ITER)3) SYMEARY

u=0 v=1
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pour A =0 on a

¥l

(z o 2303 u)

u=0 v=1

(1o + 211 + 3y + 4pug + Spuy + Gpis + ...

¥l

¥l

(1o + by + pig + pig + g + ) + (o + piy + 249 + 3pg 4+ 4p1g + ...

I
SRS
VR
[M]¢
F
_|_
[ MS
<
F
N—
|
3 |€qw
o
=
_I_
=
=

pour A # 0 on a

2
S ()\) = O-_; <Z Hoy + 2 Z Z :U’2u+v cos UA)

u=0 v=1

v=0

- 0_%{1+Z”2“ <1+QZCOSQU)\> +22u2u+12005 2“+1)/\}

on peut montrer par calcul direct que

( w .
sin (2u + 1) A
142 20\ = ————
+ ;COS v S\
u sin 2u\
0+ 1)\ =
\ 1;)008( v+1) )

par conséquent on obtient

¥l

S(\) =

sin (2u + 1 sin 2u\
{1 Z T sin \ Z Hour1 =g\~ sin \ }
=1

i sin u + 1
sin A\ Haa:

U=

S’ B

Théoréme 3.1.3 Afin que S (\) existe et soit continue, il est nécessaire que

L dF (x)
/1 —(1 — e < 00 (3.12)
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alors que la condition suffisante soit

/1 _AF@) (3.13)

1 (1= zf)?
F
Preuve. (a) La condition nécessaire : si f_ll 5—@;2 < o0 , alors
-z
2
L dF (z) L1y L&
— = = dF (z) = vl dF
/_1 (1—=)? /_1 (1_9‘3) @) /_1 ;x (@)
1 o]
= / Z(u—i—l)x”dF(x): (u+1)p, <o
-1 u=0 u=0
o2
donc == > (u+ 1) p, =S (A) < 0.
27T u=0

(b) La condition suffisante : notons que la continuité de S (\) est vérifiée si sa série de Fourier

est absolument convergente, alors d’aprés les relations (3.10) et (3.11) on a

SN < %(Z\;@J—FQZZ‘MWU‘)
2 OOU=0 u=0 v=1
S gr 2wt Dl
02 & .
< ﬁ;(qul)E]A(w”
D’autre part on a
1 ) 1
%/—1% - %/_1 (= 1el)?) " ap ):%/_1 1= (2]l = |2f)] " dF (2)
- %/_j [L+2]z] +3|z)* +4]af + 52" + ...] dF (z)
b2 &
= 52> (Wt DEAW)" <o

d’ou
o2 /1 dF (z)
—— = <

21 o1 (1= Ja])?

Par conséquent (3.13) est une condition suffisante. m
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Remarque 3.1.1 On suppose que la variable aléatoire A (w) est non négative i.e. A(w) > 0 p.s,
alors toutes les autocorrelations conditionnelles seront non négatives, en effet dans ce cas on a le

corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 Lorsque F' (70) = 0 alors pour que S (\) existe et continue, il est nécessaire et

L dF (2)
/0 —(1_3:)2 < 00 (3.14)

suffisant que

Preuve. Les deux relations (3.12) et (3.13) se réduisent a (3.14). =

3.2 Comportement asymptotique

Nous considérons l’estimation de la distribution de A (w), en donnant des observations Y; (w),
t=0,...,Tetw=1,.., N et en supposant 'indépendance par rapport a w.
Nous estimons f;, en estimant v (u) et en utilisant la relation (3.7). Une approche plus évidente
estime A (w) par Ag (w) pour chaque w par la méthode des moindres carrés, alors Ar (w) serait
traité comme un échantillon de F'. Cette approche a plusieurs inconvénients tels que :

* En particulier lorsque 7' n’est pas assez grand, alors on ne peut pas estimer A (w) et notre

approche parait plus rapide et directe.
* Llestimateur A7 (w) n’a pas en fait de distribution F.
* Les propriétés asymptotiques des estimateurs de p,, obtenues de Ar (w) sont accessible.

Pour 0 < u < T on définit donc Pestimateur de « (u) par

T—u N

t=1 w=1

lequel est un estimateur sans biais de 7y (u).

Théoréme 3.2.1 La condition nécessaire et suffisante pour que

lim Fy (u) = 7(u) pos (3.15)

N—oo

soit la condition (3.6).

T
Preuve. Considérons d’abord 7 (0), en notant que Y Y?(w), w = 1,2,... sont des variables
=0

S V2 ()

t=0

aléatoires i.i.d. Alors pour que 7 (0) — v(0) p.s , il est nécessaire que E < 00, et ceci
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est vrai si E{Y? (w)} < oo, t =0,...,T, lequel est équivalent a (3.6).

Pour montrer la suffisance, on note que la relation (3.15) est vérifiée pour tout w, si

FE < 00

SV (@) Yiru (@)

lequel est vrai par l'inégalité de Schwarz, si E{Y? (w)} < oo, t = 0,...,T, et ceci est vrai si la
condition (3.6) est vérifice. m

Maintenant, on définit les estimateurs de o2 et y, respectivement par

6?\[ (W) =75 (0) =95 (2),

N - ~ ~ ’
v (0) =N (2)
Théoréme 3.2.2 Sous la condition (3.6)

A}im ox (W) =02, Nlim iy (w) =p, ps,u=1..,T—2

Preuve. D’aprés le Theoreme 3.1.1 et Theoreme 3.2.1 et la continuité de ’application entre p,, et

v (u) on en déduit le résultat. m
Théoréme 3.2.3 La condition nécessaire et suffisante pour que
VN Gy (0) =7(0), 3y (1) =7 (1) e, Ay (T) =7 (T)) (3.16)

converge lorsque N — oo vers une distribution normale (T + 1)-dimensionnelle de moyenne nulle

et de matrice de covariance ¥, ayant le (p+1,q+ 1) éme élément

T
. ~ ~ —1 T
th—>OO Ncov (rYN (p) YN (q)) - O-Zt Z]ZP Z lu’2(2j+k)—p—q + (T —p+ 1) Zu:p Z
k>q v=¢q
x q ot > Z Ho(j+k—utv)+p—g T 7., > Z H2(j+k—utv)+p—q

j>max(u—v—gq,0)

k>max(u—v+q—p,0) k>max(u—v—p,0)

+x Z )M4j—2(u—v)—p—q} ,0,q=0,...,T—1

j>max(p,u—v,u—v+gq,0

(3.17)

/11 —(;“j E;))2 < (3.18)

est que
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Preuve. La condition nécessaire : on note que

sont des variables aléatoires iid.

Pour que VN (7 (0) — v(0)) soit asymptotiquement normale, il est nécessaire et suffisant que :

E <XT: \ % (w)) < 00.

D’aprés le théoreme central limite pour les variables aléatoires i.i.d lequel est vrai si et seulement
si E{Y*(w)} < oo, mais la derniére inégalité est équivalente a la condition (3.18).

La condition suffisante : maintenant, pour que v'N (Y (1) — 7 (u)) soit aussi asymptotiquement
normale pour tout u > 1, il est nécessaire et suffisant que

2

E < 00

SV (@) Vi (@)

lequel est vrai en vertu de la condition (3.18) et I'inégalité Schwarz.
Par conséquent, (3.18) est une condition N.S pour que toute combinaison de VN (Vy (u) — v (u)),
u > 0, soit asymptotiquement normale qui est elleeméme la condition N.S pour que (3.16), converge

vers une distribution multidimensionnelle normale. m

Théoréme 3.2.4 Si la condition (3.18) est vérifiée alors

VN (3?\7 (w) = 08 fiyy (1) = gy ooy iy (T = 2) = HT—z) (3.19)

converge lorsque N — oo vers une distribution normale (T — 1)-dimensionnelle de moyenne nulle

et de matrice de covariance X', telle que

1 0O -1 0
= o 1
—Hy 0 iy 0 -1
=02 —pz 0 p L0 0
-1
0

| —#p—2 O ppo 0 0
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Si S est la matrice dont le (p+1,q+ 1) éme élément est

NlZ{(T—pH)lZMw) Visy <w>} 9 {(T—q+ DS (@) Yies <w>} (3.20)
—{N_lz(T—p—l-Z)lZYt(w)Kt-&-p } {N 12 —q+1) ZYt(W)Y;H-q(W)}y

p,g=0,1,..,T—1, et ® est la matrice obtenue en substituant 02, 1, par o (W), Ty (1) dans @,
q=0,1,....T — 1, alors
lim ®%0' = OX', p.s. (3.21)

N—oo

Preuve. D’aprés le T'héoreme 3.2.3 on a démontré que

VN (y (0) =7(0) A (1) =7 (1) ey B (1) = 7(T))

est asymptotiquement normal si et seulement si

/1 dF ()

—— - <0

-1 (]_ — Iz)

et comme cette condition est vérifiée, il résulte que vV N (F5 (0) —~v(0)), VN Ay (1) — v (1)) ...,

VN (5 (T) =~ (T)) sont asymptotiquement normals.

D’une part on sait que 65 (w) =7y (0) — 7y (2), alors on obtient
VN (@ (w) —02) = VNFy(0) =y (2) = (7(0) = 7 (2))]
= VN[ (0) =7 (0)] = VN [y (2) = 7(2)]
par conséquent VN (3?\, (w) — 3)) est asymptotiquement normal.

v () — :Y\N (u+2)

v (0)=An (2)

o T (W) =Ty (w+2) ()= 3 (u+2)
YN (B () =) = VN T 0= @) )
)

v (u+2) 7(U)-7(U+2)>

u=1

D’autre part on a jiy (u) = ,...,T'— 2, alors

u

=)

N

~2
oy (w o

(-
:m<
(

(
)
Uy ZNEu; _v(g)) _m(aﬁgum) _v<u+2>)

N(w) oL oy (W) 7%
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par conséquent VN (fiy (u) — p,) est asymptotiquement normal pour tout u = 1,...,T — 2, et ceci
implique que la normalité asymptotique de (3.19).
En déduisant que ® est la matrice aux dérivées partielles de vecteur colonne (Ji, Ly eeey s ,uT,2) par

rapport au vecteur ligne (v (0),v(1),...,v (7)) tels que

T —yw+2) vy -y u+t?2)

Hoy = = yu >0
% 7(0) =7(2)
En vertu du Théoreme 3.2.2, on a A}im ox (W) = 02, A}im iy (u) = p, ps,u=1..,T —2 par
conséquent ® est un estimateur consistent de ® i.e lim ® = ® p.S.

N—o0

D’autre part, d’aprés la loi forte des grands nombres, (3.20) converge p.s vers (3.17) (i.e. la formule
de Bartellet), donc A}im S=3 p.s. Alors PSP’ est un estimateur consistent de X', m



26

CHAPITRE 3. INFERENCE STATISTIQUE DU MODELE RCAR(1)



Chapitre 4

Inférence statistique du modéle

RCAR(p)

Ce chapitre est consacré a généraliser quelques résultats concernant I'inférence statistique d’un
modele RCAR (p), en se basant sur I’étude de Robinson [14] pour le modele RCAR (1).

Nous considérons le modele RCAR(p) suivant
p
V()= Ay (@) Yk (w) + & (). (4.1)
k=1

On suppose que
(1) Les indices t € {0,1,2,....,T} et w € {1,2,..., N} désignent respectivement le temps et la
population d’individus.
(77) Les valeurs propres de la matrice A (w) se trouvent a 'intérieur du cercle unité.

(17i) {e; (w)} est une suite de variables aléatoires iid telles que

E{e(w)} =0,

E{gt(w)éfu(w)}:{ 0 sit#u

2 i —
o,slt=u

et B{e;(w)e, (W)e, (W)ep(w)} =302 + 3¢, |»| <osit=u=v=k
(iv) A; (w), 1 < i < p sont des variables aléatoires iid.
(v) A; (w), 1 <7 < p sont mutuellement indépendentes de ¢; (w) et Y; (w) pour tout t.
(vi) Y; (w) est indépendente de &5 (w) pour tout s > ¢.

27
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La relation (4.1) peut s’écrire sous la forme matricielle

Vi (w) Ar(w) -0 Ay (w) Vi1 (w) et (w)
Y1 (w) _ 1 e 0 Y 2 (w) N 0 (4.2)
iy () o 10 || vew 0
Y, (w)=AW)Y, ; (w)+g W) (4.3)
Alors

E{Y,(w)/F (w)} =0 p.s (4.4)
Ty (u) = E{Y, (W)Y, (W) /F (W)} ps (4.5)

Pour u =0 on a
T,(0)=Aw)T, (0) A (w) +Q, p-s (4.6)

D’aprés la supposition (ii), la matrice [I,2 — A®? (w)] est inversible, alors '’équation (4.6) admet la

solution unique définie positive
Vee[T, (0)] = [L — A2 ()] ™' Ve[ pes (4.7)
D’aprés : T, (u) = A(w) Ty (u—1), u=1,2,..., par récurrence on obtient
T, (u) =A% (w) Y, (0), u=1,2,... (4.8)
Vee[Ty, (u)] = (I, ® A" (w)) Ve [Ty, (0)]

Vec Y, (u)] = (I, ® A" (w)) [L2 — A% (w)] Wec Q,], p.s (4.9)

Sachant que la matrice T',, (0) est définie positive d’aprés (4.7), alors elle est inversible donc on peut
identifier A (w) par
Aw)=710)T, (1) p.s (4.10)

On considére I'estimateur Ay (w) donné par

Arw) = |3Y, @)Y, <w>] p.s (4.11)
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Sous les suppositions (i) - (vi), on peut avoir pour u > 0

.
b Jim (

Sachant que :

THu

T3 Y, (@)Y, )~ E{Y, @)Y, @)/ wH) —0ps  (412)

:{T-l zz W)Y, <w>} 1 z Y, 1 (@)Y (@) = Yoy (0)Yh (@) A )}
_ {T—l z Y, (@)Y, <w>}_1 T z Y, (@)e (@)

En vertu du Théoréeme 2.4.1, {Y; (w)} est ergodique alors {Xt_l WY, , (w)} et{Y, ; (w)g, (w)}
le sont aussi.

Par conséquent Y, (0) = E{Y,_; (w)Y]_; (w)} est finie par (ii), ainsi que

E {thl (w) & (W)} = b {E {thl (w) g (W)} /Fia (W)}

= E{Y, ,(w)}E{g W) /Fia (@)} =0

sachant que E {g, (w) /Fi—1 (w)} =0et Y, ; (w) est une fonction F;_; (w)-mesurable, alors

T ~

converge p.s vers T, (0) et 771> Y, | (w)eg, (w) converge p.s vers 0, par conséquent <AT (w)—A (w))
t=1

converge p.s vers 0, alors

p Jim (HAT (@) —A(w)H) —0 (4.13)

Sachant que le processus {Y; (w)} est ergodique, alors T, (u) = E {Y, (w)Y,_, (w)}, par conséquent
les relations (4.12) et (4.13) deviennent
) =0, Yu p.s

p lim <HAT (w) —AH) =0 p.s

T—o00
ou A une telle matrice non aléatoire dont ses valeurs propres se trouvent a l'intérieur du cercle

THu

T Y, (@)Y, (@)~ Lo (u)

unité.
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4.1 Identification des moments

On s’intéresse ici aux moments de A (w) qui peuvent étre identifiés en termes de Y, (u). Les
estimateurs des moments sont proposés pour étre consistents lorsque N — oo et T soit fixe, sous

les conditions (i) — (vi).

Théoréme 4.1.1 Si les valeurs propres de la matrice A (w) sont a lintérieur du cercle unité, alors

Vec [T Z Ve[S (4.14)
Vec[Y Z,u2 LYVeel@ (4.15)
o :p, =E {A%* (w)} et ty = F {A” (w) ® A (w) } (4.16)

Preuve. Sachant que les valeurs propres non nulles de la matrice A®? (w) sont les mémes valeurs
propres de la matrice A (w) et qui se trouvent & l'intérieur du cercle unité i.e. |\;\;| < 1, la matrice

[I,2 — A®? (w)] est non singuliere, alors on a
Vec[Y, (0)] = VeclE{Y,(w)Y,(w)}]=F { (L2 — A%* (w)] Wec [Qw]}

_F { [1,;@2 + [A9% ()] + [A%% ()] + ] Vec [Qw]}
= [E{IZ?} + E{A®* (w)} + E{A® (w)} + E{A%° (w)} ...] Vec[Q)]

= i ty, Vee[§2
v=0

par conséquent
Vec [T, (v)] = E{(I,® A" (w)) {IF* + A%? (w) + A®* (w) + ...} Vec[Q]}
= E{l,® A" (w) + A (w) ® A" (w) + A (w) @ A" (w) + ...} Vec [

Sy Vel u 1
v=0
[ |

Définition 4.1.1 La densité spectrale du modéle (4.1) est donnée par

o0

SA) === > To(we ™, XeR (4.17)
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Théoréme 4.1.2 Lorsque la densité spectrale S (\) eziste alors

1
Vec[S (N)] = =5 L2+ Z </,L + p ) ZMQ Vec[Q,], pour A =0 (4.18)
Preuve.
1 - —iA\u = —iA\u = ! AU
S(A):§Z o (u) e 0)+ > T (u)e *+Z'rw(u)e*]
U=—00 u=1 u=1
1| < .
Vec|S(N\)] = Py Vec[Y, (0)] + Z Vec[Y e~ 4 Z Vec|Y! (u)] el)‘“]
L u=1

o1 P OTRD S ST zg;zwu) Vicla,
u=1 v=0

ou pf = E{A"(w) ® I,}. Pour )\ = 0 on obtient :

I+ (1, +10,)
u=1

VeelS (0)] = %

iﬂ%‘/ec [
v=0

Théoréme 4.1.3 Afin que S ()\) existe et continue, il est nécessaire que la matrice [Iz — A®? (w)]

soit tnwversible.

Preuve. Si la matrice [I,2 — A®? (w)]? est inversible alors ceci est équivalent que les valeurs propres
de la matrice A®? (w) sont & l'intérieur du cercle unité i.e. celles de la matrice A (w) le sont aussi

ie. |[\] < 1,1 < i< p par conséquent
(Ip — A®2 (W) = I+ A% (W) + A% () +

— j{:x4®2v(W)
v=0
sachant que
E { (1,92 4 1, ® A" () + A" () ® L] (2 — A%2 (w)) " Vec [Qw]} = VeelS (V)]
par conséquent

[VeelS (M =

> (foio {fp2 +3 (n, +&’u>}ﬁzv> VeelfL)

V= u=

= B {1127 + Lo A" @) + A" @) © 1] (12 — 422 () Vee[o] ]| < co.
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4.2 Comportement asymptotique

Définition 4.2.1 Pour 0 < u < T on définit l'estimateur de Y, (u) par

TH+u N

?N(u)—( —u—i—lNZZY (w) (4.19)

t=1 w=1

lequel est un estimateur sans biais de T, (u).
Théoréme 4.2.1 Afin que
A}i_r)noo Vec [TN (u)} =Vec[Y, (u)] p.s (4.20)

il est nécessaire et suffisant que les valeurs propres de A (w) soient a lintérieur du cercle unité.
Preuve. Considérons d’abord Vec [T N (O)} en notant que

T

Y, (W)Y (W), w=1.2,..

t=0

sont des variables aléatoires i.i.d pour w = 1,..., N. Alors pour que Vec [TN (O)] — Vec[T, (0)]

)

donc ||[Vec[E{Y, (w) Y] (w < oo, t=0,...,T, lequel est équivalent que les valeurs propres de la
t t

p.s, il est nécessaire que

Vec

< o0

matrice A (w) soient a l'intérieur du cercle unité.

Pour prouver la suffisance, on note que pour (4.20), il est suffisant que pour tout w :

B {izt @Y, <w>}

lequel est vrai par l'inégalité de Schwarz,si [|[Vec [E{Y, (W)Y} (w)}| < oo, t =0,...,T, et ceci est

Vec

< 0

vérifié si les valeurs propres de la matrice A (w) soient a 'intérieur du cercle unité. m

Définition 4.2.2 On définit les estimateurs Qy et fy () de €y et p = E{I, ® A" (w)} respecti-
vement par )
Vec ["AfN (u)} = iy (u) Vec [TN (0)}

Vec [KAZN] = [ng — ity (2)] Vec [YN (0)}
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Théoréme 4.2.2 Sous la condition que les valeurs propres de la matrice A (w) se trouvent & l'in-

térieur du cercle unité alors p.s.

lim Vec [QN} =Vec[Q,], et ]\}im Vec [EN (u)} = Vec [Hu] ,u=1,...,T-2 (4.21)

N—oco —00

De plus pour que
VN (Vec [T (0) - . (o)]' e Vee [Ty (T) =T, (T)]') (4.22)

converge lorsque N — oo wvers une distribution normale (T + 1) p?—dimensionnelle de moyenne
nulle et de matrice de covariance en bloque X, dont la (p + 1,q + 1) éme matrice est donnée par

lim NCow (Vec [TN (p)} ,Vec [TN (Q)D

N—oo

il est nécessaire et suffisant que les valeurs propres de la matrice A (w) soient a lintérieur du cercle

unité.
Preuve. La condition nécessaire : on note que

T
S Y, (@)Y (), w=1,2..N
t=0

sont des variables aléatoires iid.

Pour que /N | Ty (0) — T, (O)] soit asymptotiquement normale, il est nécessaire et suffisant que :

E{Zzt ()Y <w>} < .

D’aprés le théoreme central limite pour les variables aléatoires i.i.d lequel est vrai si et seulement si
HE {YV,(w)Y] (w)}ZH < 0o mais cette inégalité est équivalente que les valeurs propres de la matrice
A (w) sont a 'intérieur du cercle unité.

La condition suffisante : maintenant, pour que vN [T N (u) =T, (u)} soit aussi asymptotiquement

normale pour tout u > 1, il est nécessaire et suffisant que

P (Z Y, ()Y, <w>> < oo

lequel est vrai en si les valeurs propres de la matrice A (w) sont & l'intérieur du cercle unité en

utilisant I'inégalité Schwarz.
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Par conséquent si les valeurs propres de la matrice A (w) sont a l'intérieur du cercle unité est une
condition nécessaire et suffisante pour que toute combinaison de vN [Ty (u) — Ty, (u)] , u > 0, soit

asymptotiquement normale. m

Théoréme 4.2.3 Sous la condition que les valeurs propres de la matrice A (w) soient a lintérieur

du cercle unité, alors
~ / / !
VN <Vec [QN - Qw] Vec [EN (1) — ﬂJ . Ve [EN (T —2)— HT_Q} ) (4.23)

converge lorsque N — oo vers une distribution normale (T — 1) p*-dimensionnelle de moyenne nulle

et de matrice de covariance en blogue ®X®', ou ® est la matrice aux dérivées partielles de vecteur
/ !/ !

colonne <Vec Q] , Vec [Hl] , ., Vec |:HT—2i| ) par rapport au vecteur ligne

(Vec[Y, (0)]",Vec[Y, (1)), ... Vec [Ty, (T)]).

Si 3 est la matrice en bloque avec (p+1,q+ 1) eme élément :

N7 {(T—p+ 1)_12& (w) Yiy, (W)} X {(T—q+ ™ ] Yy (w) Yy, (W)} (4-24)

- {le(T—pH)‘liL (W) Y5, (w)} X {NIZ<T—q+ 1)‘12_:L (W)Y, (@},

p,g=0,1,...,T — 1, et ® est la matrice obtenue en substituant Qu, p, par SA)N, EN (u) dans @,
u=0,1,....,7T — 2, alors
lim ®5d' = XP, p.s. (4.25)

N—o0



Chapitre 5

Etude statistique du modéle RCAR(p)

Dans ce chapitre on va estimer les moments des coefficients par les méthodes usuelles d’estima-

tion, en étudiant le comportement asymptotique de ces estimateurs.

5.1 Estimation par LS

Dans cette section on s’interesse & trouver 'estimateur des moindres carrés ordinaires ou least

squares(LS) du modele. Nous considérons le modeéle RCAR(p) suivant

Yi(w) = A (w)Yick (@) + & (w) . (5.1.1)
YVi(w) =) [Ar+ ()] Vg (W) + & (w) (5.1.2)

Dans le chapitre 1, on a supposé que :

(1) {&¢ (w)} est une suites de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de variance
0%

(17) Les Ay, pour k =1, ..., p sont constantes.

(i17) a(w) = |01 (W), a2 (W), ...,0p (W)], {a(w), w=1,..., N} est une suite de variables aléa-
toires indépendantes telle que F{a (w)} = 0, E{a(w)® a(w)} = C et les suite {e; (w)},
{a(w)} sont indépendantes.

(1v) Il existe un vecteur constant Z de dimension p x 1 tel que Z'Y; (w) est déterminé exactement
comme une fonction linéaire de {Y;_; (w), ..., Y;—, (w)}.

Dans ce paragraphe on resérve ces suppositions en rajoutant

35
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(v) Chacune des suite {e; (w)} et {a (w)} est did.
(vi) Les coefficients Ay, k = 1,...,p et C sont supposés de sorte qu’il existe une solution unique
{Y; (w)} du scond d’ordre et F; (w)-mesurable vérifiant ’équation (5.1.1).

(vii) &4 (w) ne peut pas prendre presque stirement que deux valeurs seulement.

On note que : sous les supposition (v) et (vi), le Théoréme 2.4.1 montre que la solution {Y; (w)}
est strictement stationnaire et ergodique, et 'unicité de cette solution est garantie par le T'héoréme
2.2.1 et le Lemme 2.2.1.

Soient 02 # 0 et ¥, = E{a/ (w) a (w)}, il est clair que

Vec[2,] = E{d (W) ®@d (W)} =[E{aWw)@aw)}] =C

On a vu que la condition (vi) est vérifiée si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice
P .

A se trouvent a I'intérieur du cercle unité, ou encore équivalent & 1 — 3 A;2" # 0 pour tout |z| > 1,
i=1

lequel est montré par Andel (1971) i.e. CA < 1, oil A est la derniére colonne de (I — A® A)™". Soit

W une matrice d’ordre p x p tel que A = Vec[W], alors la condition CA < 1 peut étre remplacer
par T'r [¥,W] car
CA = (Vec[B,]) Vec[W] = Tr [Z W]

Le modele (5.1.2) devient

M*@

ZA,J,; k ( W) Yi_g (W) + & (w)) (5.1.3)

k=1
ou bien
Vi(w) =AY, | (w)+u(w) (5.1.4)

ot: A= (A, .., A) et u (W) =a W)Y, | (W) +e(w).

5.1.1 Procedure d’estimation

L’application des LS a ce modéle revient a appliquer les LS sur chaque équation individuellement
i.e w =1,..., N. Sachant que la matrice ¥, est symétrique, alors on a besoin d’estimer seulement
=, = Vech[%,].
D’abord on va estimer le coefficient A = (A, ..., 4,)". On a

E{u (W) [Fra (W)} = E{a (W)} Y, (W) + E{e (W)} =0
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Sachant que oy, (w) et & (w) sont indépendantes de {a; (w), ..., o (W), 641 (W), E4—2 (W), ...} alors

E{ui (W) /Fia ()} = E{ef (W)} +2E{e(w)aW)Y, (w)/Fi(w)}
+B {0 @)Y, @)’ /ft_l <w>}
= o, +2F{e (W)} E{a(w) (W) /Fir (w)}
+E{Y}, (w)a' (w )Oz(w)_t 1 ( ) [Fia (W)}
= o, +Y (W )E{a w)a (W)Y, (w)
= oo +Y, 4 (W) BY,  (w
Cela signifie que u; (w) est une différence de martingale conditionnellement heroscedastique.

Par conséquent

E{u (@) /Frer (W)} = o5+ [V (@) @Y (w)] Vec[S,]
= o2+ {VeclY, , (w)Y, , (w)]}/K]')Vech [X.]

on pose : 2, = Vech [5,] et z, (w) = K, {Vec Y, ; (w) Y] | (w)] }, on a
E{ui (w) [Fer ()} = 0 + 2 (0) B = 05, + E24 (w) (5.1.5)

Si on se donne I'ensemble des observations {Y;_, (w) , ..., ¥ (w) } on obtient I'estimateur des moindres

(LS I
carrés A(T " de A en minimisant Y u? (w) par rapport & A dans la relation (5.1.4), alors on a
=1

Ar? = {ZXH (W) Yy, <w>} Y Y, (w)Yi(w) (5.1.6)

D’aprés la relation (5.1.4) on a : u; (w) = Y; (w) — AEFLS)/

Soit 1, (w) = uf (w) — 07,
T

Xt—l (W), t — 1, ...,T.

2

— 2} (w) E,, alors les estimateurs =, 62 de Z, et o2 sont obtenus en

minimisant Y 7? (w) par rapport =, et 02, et on a
=1

= {Z z, (W) — 2] [z, (w) — z]’} > af () [z (w) — 2] (5.1.7)
oL=T7"> if (w)—E,2 (5.1.8)
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5.1.2 Comportement asymptotique

~(LS) ~
Dans ce paragraphe on va établir que les estimateurs A(T ), =, et 62 définis par (5.1.6), (5.1.7),

et (5.1.8) sont consistents, alors il est convenable d’abord d’obtenir les propriétés asymptotiques

2

-, car ces estimareurs sont obtenus en

. A (LS) . 2 N
concernant l'estimateur A, °, ensuite celles des =, et &

dérivant i, (w).

Théoréme 5.1.1 Soit {Y; (w)} un processus RCAR(p) strictement stationnaire F; (w)-mesurable
i 102 . ., A(LS . . . . .
vérifie l'équation (5.1.1) et soit Ay~ donné par la relation (5.1.6) alors sous les conditions (i) — (vi),

~(LS
lestimateur Ay = converge presque sirement vers A.
~(LS
De plus si E{Y*(w)} < o alors T'/? <A£_p - A) lorsque T — oo converge vers une distribution

normale de moyenne nulle et de matrice de covariance :
o, X5 (0) + YL (0) E{Y, (W)Y (w) Elz, (w)} TS (0) (5.1.9)
o : Ty (0) = E{Y,_, (w) Y], (W)}

Preuve. D’aprés relation (5.1.6) on a
~(LS)

A7 - A= {T—l é Y, (W)Y, (w)}_l {T—1 é Y, (@)Y (w)} )
(TR e, M}_l 15 (Ve @)Y e) — Yy (@)Y (@) 4)
|

T -1 T
=7 ;thl (WY g (w)p T ;thl (W) w (w)

en vertu du Théoréme 2.4.1 ce processus est strictement stationnaire et ergodique, par consé-
quent {Xt (W)Y, (w)} et{Y, ; (w)u (w)} sont aussi strictement stationnaires et ergodiques. Alors
T, (0) = E{Y, (w)Y} (w)} est bornée par (vi), ainsi que

E{Y, ,@uw)} = E{E{Y, @) u©)}/Fii@)
— E{Y,, (@)} E{u (@) /Frs @)} =0

sachant que E {u; (w) /Fi—1 (w)} =0et Y, ; (w) est une fonction F;_; (w)-mesurable, alors
T
T Zzt—l (W)Y, (w)
t=1

T ~(LS
converge p.s vers T, (0) et T > Y, | (w)u; (w) converge p.s vers 0, par conséquent (A; . A)
t=1

converge p.s vers 0.
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Maintenant si ¢ est un vecteur de p conposantes, alors on a :
B{[0Ys @u @]’} = E{B{[#Y) @ uW)]"}/Fiiw)}
= B{[#Yu1 @] B{u} @) /Fis ()}
= B{[#Y @) [} + 2z )] ]

d’aprés la relation (5.1.5) cette espérance existe si F{Y*(w)} < oo, car les composantes de

[0'Y, (w)]2 (22, (w)] sont en fonction de Y,* (w) et E{¢'Y, | (w)w (w)/Fr1 (w)} = 0, alors
T

en vertu du Théoréme de Billingsley : T2 [¢'Y,_; (w)] u; (w) admet une distribution qui
=1

converge vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance

E{[0Y1m @) [02 +Z2 )] } = BV, @) Y, [02 +Ez ()]} 6

T
Pour tout ¢ € R? montre que E {Y* (w)} < 0o, donc T~ > Y, | (w)u; (w) converge en distribution
t=1

vers une distribution normale multidimentionnelle de moyenne nulle et de matrice de covariance

E{Y, (W)Y, () [0} +E,z ()]}

A (LS)

par conséquent T/2 <AT — A) converge en distribution vers une distribution normale de moyenne

nulle et d’'une matrice de covariance :

T,H0) E{Y, (W)Y (w) [0F + Elz, (w)]} 51 (0)
=020, (0) T (0) Y51 (0) + 151 (0) E{Y, 4 ()Y () Bz (w) } X5 (0)

=0 (0) + 15 (0) E{Y, ) (w) Y ) (w) Bz, (w) } TS (0). m

Lemme 5.1.1 Sous les conditions (i) - (vit), il existe un vecteur ¢ de p (p + 1) /2 composantes tel
que

¢z (W) — E{z (w)}] =0

presque partout pour tout t.

Preuve. Voir [12]. =

Maintenant, pour étudier le comportement asymptotique des estimateurs =, et &i on a besoin

de remplacer 4, (w) par u; (w) dans les relations (5.1.7) et (5.1.8) on obtient

[1]1

w = {Z 2, (W) — 2] [z, (W) — Z]'} D (W) [z (w) - 2] (5.1.10)

t=1
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(1>

=T ) -

t=1

! —
wr

Lemme 5.1.2 <: — Ew> et (63 — ai) convergent presque sirement vers zéro si :

—w

E{Y}(w)} <o

tandis que T*/? <éw — Ew> et T1/? ((33 — 02) convergent en probabilité vers zéro.

Preuve. D’aprés les relations (5.1.7), (5.1.8), (5.1.10) et (5.1.11) on obtient

[1]>
€
|
[1]
€
I
—N—
]~
T
E
22,
T’
E
|
2
——
L
]~
w
£
|
2
=
E
|
i~
SN
£

(5.1.11)

(5.1.14)
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Sachant que :
° [A — A(LS)] — 0 p.s en vertu du T"héoreme 5.1.1,
o1~ Z 2z (W) (W)Y, | (w) — 0 p.s d’aprés le Théoreme ergodique si E{Y;* (w)} < oo,
o {2 (w Y; 1 (W) ug (w)} est ergodique et on a
E{z (w)u (W) Yy (W) [Frer ()} =2, (@) Y (@) E{u (W) /Fier (w)} =0
N

T
alors T71 3" z, (w) us (W) { [A —Ar } Y, (w)} converge p.s Vers zéro.
t=1

T ~(LS !/
De plus 7723 2, (w) u; (w) { [A - A; )] Y, (w)} converge en probabilité vers zéro sous les
t=1
mémes conditions car :

~(LS
o VT [A — A(T )] converge en distribution en vertu du Théoreme 5.1.1,

T N S /

Ainsi que 2771 >~ u; (w) { [A - A(TL )] Y, (w)} converge p.s vers zéro,car :
=1

°z— E {z; (w)} p.s par le Théoreme ergodique,

o1~ Z ur (w) Y, 4 (w) converge p.s vers zéro

L LS
De méme maniére on trouve que 27 /2 3" u, (w) { [A A( )} Y, | (w)} converge en probabilité
=1
vers z€ro.

D’autre part on a :

15 o) - 2 {[a- 477 v )

t=1

—r a4 477 v <w>}2 e - A7 v <w>}2

~(LS
Sachant Y, ; (w)et [A - A(TL )] sont des vecteurs de dimension p x 1 alors en vertu du Théoreme
1.1.1 (résultat (iv)) on obtient

(Vec [Zt_l (W)Y, | (w)}),Vec [(A A(LS)> (A B AA(TLS)>']

~1r Yo @Y @) (a- 477) (a- A7)
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par conséquent

7Y 2 () { [4- 4u] vy <w>}2

t=1

1 S @ { (Ve [V )Y @) Vee | (4 Aus) (4 4us) |

t=1

T
Si E{Y*(w)} < oo alors en vertu du Théoréme ergodique, T~ 3" 2, (w) (Vec [Xt—1 (W)Y, (w)] )/
converge p.s vers t=1

{ 12% ) {Veely, <w>x;_1<w>]’}}

~(LS o
Sachant que [A — A(TL )] — 0 p.s et VT [A — AT ] converge en distribution vers zéro, alors

~(LS
T4 [A — A(T )} converge en probabilité vers zéro, donc

12,% {[ AP Y } et T~ 12 {[ Ay, (w)}2

convergent p.s vers zéro tandis que

T

T3 2, (w) { [A - A(LS)] Y,y (w)}2 et T-1/2 XT: z { [A - A(TLS)]IXH (W)}2

t=1 t=1

convergent en probabilité vers zéro.

On note que si & (T') est un vecteur aléatoire qui converge en distribution, alors T~1/2¢ (T') converge
en probabilité vers zéro, de plus si ¢ (T') est un autre vecteur aléatoire qui converge en probabilité
vers zéro, alors § (T) &' (T) converge en probabilité vers zéro.

En utilisant ce résultat on obtient que (éw — §w> — 0 p.s et VT <éw — Ew> p 0
ﬁ

sachant que

laquelle est convergente vers

Efz (W) z (@)} — Bz () Elz W)} = E{(z (W) — Elz ()] (2 (@) — Elz W)])'}
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Le fait que F {Y;* (w)} < oo et d’aprés le Lemme 5.1.1, cette matrice est définie positive.

En utilisant les mémes arguments, on trouve que

~

[ (@) — ui (W)

t=1

~1 S [A- A Y @@ T S { A- A7y, <w>}2

t=1

converge p.s vers zéro, tandis que T-/2 3" [42? (w) — u? (w)] converge en probabilité vers zéro, méme

i=1
sans la supposition F {YV,* (w)} < oo.
Alors de la relation (5.1.11), (62 — &2) converge p.s vers zéro, tandis que V7T (62 — 52) converge

en probabilité vers zéro car Zz — E{z, (w)}. =

Théoréme 5.1.2 Soit {Y; (w)} un processus RCAR(p) strictement stationnaire F; (w)-mesurable
~ ~(LS) ~ /

vérifiant ’équation (5.1.1), sous les conditions (i) — (vii), K = [A(T ),,E;,&i converge presque

sarement vers K = [A', 2, 02] si E{Y*(w)} < .

De plus si E{Y (w)} < 0o, alors T*/? (I? — K) converge vers une distribution normale de moyenne

nulle et de matrice de covariance ) donnée par

Qi1 Qg g
Q= (ng) = 9'12 Qoo Qog
Q13 Qg a3

ou :i,j =1,2,3, et Q;; est une matrice de dimension p (i) xp (j) avecp(1) =p,p(2) =p(p+1)/2,
et p(3) =1, tels que

Q= 02151 (0) + TS (0) B{Y, (W) Y}y (w) Bz, (w) } Y5 (0)

iz =T, (0) E{Y, ) (w) [z (w) — E{z ()} ()} R
Qs =TS (0) E{Y, y (W) [T = [z () — Bz, ()] B EA{z, ()} () }

O = BB {[2 () = Bz @)} [z (@) = Bz, @) [uf @) - [02 + 2z, @)] } B
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oy = ;B {[2 (@) = B {z @)} [uf (@) = 02 + Zz )] } — 0B {2, ()}
Qo = B{ [uf (@) = 02 + Zz W] }
28 {{uf (@) = 03 + 2y @ B2 @)} RS 20 () = B {2 @)} + B {2 (@)} P {z (@)}

Corollaire 5.1.1 On obtient lestimateur ) de la matrice de covariance lorsque on remplace les

moments théoriques par ceux empiriques dans les sous-matrices €);; et en posant

ce qui tmplique la consistence forte de cet estimateur.

Remarque 5.1.1 L’application des LS ne donne pas le meilleur estimateur pour deux raisons :
(1) & (w) n'est pas homoscédastique : 03 # 03 # -+ # 0%
(2) Opr #0, w # W et w,w' =1,...,N.

Alors dans ce cas on utilise la méthode des moments généralisés.

5.2 Estimation par GLS

Dans cette section on s’interesse a appliquer la méthode des moindres carrés généralisés ou
generalized least squares (GLS) sur notre modéle sous les suppositions de Swamy (1970).
Soit donc le modele RCAR (P)

V(W) = A (@) Yk (w) + & (w) (5.2.1)

Y (w) =X (w) A(w)+¢(w) (5.2.2)
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Vo) - Vi)
ot ¥ (@) = Vi (@) Ve ()]s X@)= | ) )
Yro1 (W) Yrp (W)
A(W) = [A1 (@) s s A (@) () = [e1 (@) sy em (@)] et w = 1,..., N,
On pose
AW) = A+ a W) (5.2.3)
en supposant que
Fla(w)) =0, E{a(w)a' @)} =A, Ef{a(w)a ()} =0 pour w# (5.2.4)
Ele()} =0, E{e(w)e @)} =02, B{e(w)e (@)} =0 pour w#u (525

E{oap(w)e, (W)} =0, wow'=1,..,N , k=1,...p et t=1,..,T
On combine (5.2.2) et (5.2.3) on obtient

Y (w) =X (w)A+u(w) (5.2.6)

ol u(w) =X (w)a(w)+e(w),w=1,..,N. On regroupe les NT' observations, en posant

!/ !/

Y:[Y'(n, ,Y'(N)] ,X:[X’(l), ,X'(N)]

Q=diag| X(1), -+ X(N)].

Les vecteurs Y, u, et € sont de dimensions N7 x 1, A, « sont de dimensions Np x 1, et les matrices

X et () sont respectivement de dimensions NT x p et NT x Np. Alors le modele devient
Y = XA+u (5.2.7)

oll u = Qo+ ¢, donc on a
Elud]=Q=QDQ +%

D = E[ad] = diag [A, ..., A] (5.2.8)

Y = E €] = diag [0%1, ..., 0% 1]
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On peut aussi écrire §2 sous la forme
Q = diag [X (1) AX' (1) + 071, ..., X (N) AX' (N) + 05|

L’estimateur de GLS de A est donné par
AGE) — (xQ1x) T Xy

= é X' (W) {X (w) AX" (w) —l—ail}_lX(w)}_ éX' (W) {X (W) AX" (w) + 21} 'Y (w)

A§VGLS)

La matrice de covariance de I’estimateur est donnée par

Cov [A\S\?LS)} = (X/Q*IX)_1

- i{Awi[X'(w)X(w)]l}l]

Lw=1

= DX (W) {X (W) AX W)+ 02} X (w)]

(5.2.9)

Dans le cas ou les parameétres A et o sont inconnus Swamy (1970) a donné leurs estimateurs qui

sont sans biais et consistents :

ou

N N N
A . 1 A . ,
Sa= AT (@ ATV (@) = = Y AT (@) AR (w)

(5.2.10)

(5.2.11)

(5.2.12)

(5.2.13)

(5.2.14)

Donc l'estimateur GLS sera estimé lorsque 'on remplace A et o2 par Ay et 62 dans la relation

(5.2.9), on aura

R ) L N R 1
AEGLS) (X’Q_1X> 'Oy — ZX/ (w) {X (W) AnX' (w) + (}2[} X (w)]
w=1
N
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. . . . NEGLS) .
par conséquent la matrice de covariance de I’estimateur AEV ) soit

Cov [A\S\}EGLS)} = (X’QlX>_1

S {Bw 41X @) X <w>}1}‘1] 7

w=1

Swamy (1970) & montré que E%EGLS) est un estimateur consistent lorsque N — oo et T' — o0, et
asymptotiquement efficace lorsque T — oo. On note que lestimateur (5.2.11) est la différence de
deux matrices, ce qu’il peut étre rendre certaines composantes du coefficient négatives, particulie-
rement lorsque les Ji sont grandes par rapport & A, néanmoins un alternatif estimateur est suggéré

pour résoudre ce probléme :

A { Ay, sitous les éléments diagonaux sont positifs,
l p—

Ay, les éléments diagonaux négatifs remplacés par zéro.

dans ce cas, Deilman (1992),a noté que la matrice de covariance {2 estimé n’est pas néssairement
définie positive, alors une autre modification a été suggérée par Carter & Yang (1986) ;

La plupart des auteurs ont démontré la normalité asymptotique d’estimateurs en supposant impli-
citement que Q) et u sont indépendants, en négligeant le fait qu’ils ne le sont pas. Une méthode

alternative a été proposé par Anh (1988) pour résoudre ce probléme en supposant que

Q, = X (W) AX' (w) + 021 (5.2.16)
On va suggérer 'estimateur Q*N(w) comme suit :

O = 4 (W) i (W) + T (5.2.17)

ou

(5.2.18)
ALS) _ 1 S [y 1y
AT =3 2 X (@)X (@) X (@)Y ()
Alors : (%, = [Q}‘v(”, o )
AEEES) —(x o x) T XY (5.2.19)

Le terme o, o «, peut étre négatif, est ajouté en (5.2.17) pour rendre la matrice Q}‘\;w) inversible.
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5.2.1 Comportemt asymptotique

Pour établir les propriétés asymptotiques des estimateurs on a besoin des conditions supplémen-
taires suivantes :

(1) Les éléments de la matrice X sont uniformément bornés
X' (w) X (w) X'X

T =M, imyr_o0, N—soo NT = M sont bornées et définies

(77) Les matrices limr_,o
positives.

(77i) Les moments d’ordre 4 de A (w) et e (w) sont finis pour w =1, ..., N.

(iv) = o (1) lorsque N — oo et T — o0.

(v) La matrice A est non singuliére.

)

*(w . . .« . .
On va montrer que {2 1\5 est un estimateur asymptotiquement sans biais et consistent sous

certaines conditions.

Proposition 5.2.1 Lorsque le modéle est défini par (5.2.1) - (5.2.9), et vérifiant les conditions (7)

et (i1), alors l’estimateur Q}k\gw) de ), est asymptotiquement sans biais lorsque N — oo et T — o0.

Preuve. Si on remplace Qjéw) et 62 dans (5.2.17), alors 'estimateur AZ de A est obtenu de I’équation

suivante

Q) = X (w) A X (W) + 62T (5.2.20)

alors :

AN = (X (@) X (@)] 7 X (@) 0§ X () [X (@) X7 ()] = 65 [X' () X ()]

— [A(TLS) (W) — Agvs)] [A(TLS) (@) — A%S)}, b [X (@) X (@) = 62 [X (w) X ()] (5.2.21)
On a:
[A%S) (w) — ASVLS)] [ AFEFLS) () — A%S) /
[ A (A e A (e oAl
B PSR AT 1T

~ — ~ —_ / ~ — A~ -
= [AVS - A] |4 @) - 4] + [4FY - 4] [AGY - A
La méthode des moindres carrés appliquée a (5.2.2) donne :

AP (w) = A+ [X' (w) X ()] X' () u (w)
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Par conséquent il résulte

E {A;LS) (w) — A} ~0

| (5.2.23)
B{ (409 @) - 4) (A2 () - 4) | = A+ a2 (¢ @) X ()
on obtient :
(A9 - 2) (489~ ) = 5533 (487 - 2) (487 ) - 4)
donc : o
p{ (A4 - 4) (447 - A)’} 2 S (X)X @)X @) E ) )
X [X (@) (X (@) X ()~ l]zNii[Aw (X' (@) X (w) ]
- (5.2.24)

En utilisant (5.2.4) et (5.2.5). Ainsi que
N e e e
= (Ao (X () X ()]

D’aprés (5.2.22) et (5.2.25) on obtient
B { (459 ) - A09) (419 (@) - ALY} = 8402 (67 0) X (@)

(LS
_% a ?\713: < )T ) N2T et (w) 71

Swamy (1970) a montré que E {62} = o2. Alors d’aprés (5.2.20) et (5.2.26), on obtient

E{Az} (1_N)A— NZSFJ <X’(W)X(w))—1
+

NETﬁlai (M)l 2 (M)l

(5.2.26)

_|_

T
En utilisant les conditions (i) et (i1) ona: lim F {Aj\;w)} =A.

Par conséquent, en vertu de (5.2.20) on a

lim E{Q}‘V(“)} —Q,, w=1,..N. (5.2.27)

N—o00,T—o0
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Maintenant on voudrait demontrer que Q) est un estimateur consistent de 2, alors on définit :
v =at +aol - (QDQ’ + 2) (5.2.28)

ou al = diag[ay1,...,anI]. Donc d’aprés la proposition ci-dessus et le fait que 3 est un estimateur
sans biais on a : £ {7y} — 0 lorsque N — oo, T" — oc.

Sachant que la relation (5.2.28) peut s’écrire comme :
@i +al -2 QIQQI = QD +4Q[QQ] (5.2.29)
Alors I'estimateur des moindres carrés de D dans la régression (5.2.29) est donné par
D=1Q0 "0 [uu +al — 2} QQ'Q™! (5.2.30)
D’aprés cette proposition et le fait que 3 est un estimateur sans biais, alors on a

lim E {f)} D (5.2.31)

N—o0,T—00

Proposition 5.2.2 Lorsque le modéle est défini par (5.2.1) - (5.2.9), et vérifiant les conditions (i)

- (4i1), alors
A ~ /
E { (D — D) (D - D> } =o(T") lorsque N — oo et T — oo. (5.2.32)
Preuve. Voir [2]. =

Théoréme 5.2.1 Lorsque le modéle est défini par (5.2.1) - (5.2.9), et vérifiant les conditions (i) -

(iv), alors Uestimateur Qj\gw) de Q) est consistent.

Preuve. D’aprés les relations (5.2.31), (5.2.32) et en vertu de 'inégalité de Chebychev on a :
p  lim {f) — D} = 0.
N—o0,T—00

En vertu de la relation (5.2.30) et la consistence de de l'estimateur 3 , on a

p_ lim <QIQ) T [Q - Q] Q <Q/Q) "o (5.2.33)

N—o0,T—00 T T T T

par conséquent

p lm 2 [Q - Q] % —0 (5.2.34)

N—o0,T—00 T
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comme a été défini dans (5.2.20) et (5.2.34), ceci est équivalent a :

X' (w) X (w X' (w) X . X' (w) X
oy (FLDXE) [\ X@X@ XX @Y,
w=1,..,N
X' (w) X
En utilisant également la relation (5.2.35), la consistence de 62 et le fait que M et

X' X !
(e

p  lim (Qj‘v(“) — Qw> =0. m

N—o00,T—o0

-1
) sont des matrice finies, alors : p  lim (Ajéw) — A) = 0 par conséquent :

N—o0,T—00

Notons que l’équivalence asymptotique de I’estimateur EjéEGLS) et I'estimateur des moindres
carrés généralisés 255“), donne la normalité asymptotique de I’estimateur E]‘\gEGLS) de celui de
)

Théoréme 5.2.2 Pour le modéle défini par (5.2.1) - (5.2.9) et sous les conditions (i) - (iv) on a
VN (AP — A7) = 0, (1) (5.2.36)
Preuve. On a :
APCES) _ AGLS) - ([X’ij X)X ‘1) X0y (5.2.37)
F XX T X[y T =0
Par définition, pour w =1,...., N, Q, = X’ (w) AX (w) + 02 1. Swamy (1971) a montré que :

(X' (W) AX (W) +021] " = %,j + X (w) [X (w) X (W) (5.2.38)

w

A4+ 2 (X (@) X @)]7] X (@) X (@)] ' X ()

ot My, =1—X (w)[X"(w) X (w)] " X’ (w), alors :

X' (w) Q) X (W) = A — A1 (5.2.39)

oy (XX AT

lorsque 7' — oo, en utilisant les conditions (i7) et (v). Par conséquent

XX 1
N =% ZX' (W) QX (w) — A7t lorsque T — 0o, N — oo. (5.2.40)
w=1
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X'Qt X'Q'X
On a Var { u} = , donc en utilisant I'inégalité de Chebychev et la relation (5.2.39)
VN N
on obtient X0 (1)
n obtien =o .
N p

D’aprés les relations (5.2.39) et (5.2.40) et le fait que estimateur €2 est consistent (le théoréme 1)

X/Q* —1X -1
on obtient que : <NT) =0, (1).

VN [(X'va L)t (X'Q—lxrl] X0y

ClxeyTx\ T xx\ 7 X0l
B N N VN
=0, (1)
Notons que
1
— X' (= Hu=0,(1).
Vol Ju=0,(1)

D’aprés la proposition 2 on a : VT (Q ( @) _ Qw> = 0, (1), par conséquent on peut écrire

+(w) 0w
Q5 Qw+ﬁ
ensuite on écrit
b _ L w) o X (w
Wea ﬁX( ) aw X’ (w)
Alors
o (X’ w) X (w ))1 X' (W) X (w) X’(w)X(w))l
VT T2 T
X' (w) X (w)) X (@) QX (W) (X (w) X (W)
- (X ) (F = 0,(1)

-1
On définit : B (a,) = X' (w) <ij<‘“> -1 Q;l) = X' (w) [Qw + —“] ~ X (w) QS

En utilisant la relation (5.2.43) et que

C+uv)y=ct—cUu(I+vetu)Ttve!

(5.2.41)

(5.2.42)

(5.2.43)

(5.2.44)
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on obtient

B(ay) — B(r) = X' () [(%X (W) X’ (w) +Qw) e (%X (W) 7, X" (W) -I—Qw) -1

= X' (w) QX (w) (1 + %X’ (w) Q;1X (w)) %X’ (w) Q1

_ ([ 4 %X’ (W) QX (w)) h %X’ (w) Q1

(5.2.45)
En vertu de (5.2.44) et (5.2.38) on peut écrire

1

B(au) = B(y,) = X' (w) ;"X (w) Nis (Y — )

X' (w) Q5" +0,(1)

—-1 -1
. . v - Qy _
ceci est obtenu en développant | I + —=X' (w) Q' X (w ) et <I + —=X"(w) ' X (w ) en
ppant (1+ 220 () 07X (o) S @) 95X (0

s. . \ 7w Oéw
série de Taylor respectivement par rapport & —= et —.
VT VT

Faisant usage de la relation (5.2.37) on obtient
B(aw) = B(y,) = X' ()X ()

(X ’ (w)TX (w))

(o= 0) (A+ o2 [X @) X @] ) (5.246)

3~

|
—

X' (w)

X +0, (1)

N
Il est clair que, pour N, T soient suffisamment grands avec T= o0 (1), il existe une constante ¢ < oo

c
telle que : || B (aw) — B (7,)|| £ —= |7, — awl|, en probabilité. m
que : [|B (aw) = BOr)ll < = v I, en p

ieme

Remarque 5.2.1 e Si on s’intéresse seulement a une seule équation (la w**™¢), on peut trés bien
appliquer la méthode OLS sur cette équation. L’estimateur OLS obtenu est le «meilleur» de la
classe des estimateurs linéaires sans-biais. Toutefois, en appliquant le GLS, on obtient un meilleur
estimateur, puisqu’on élargit la classe d’estimateurs (non plus seulement un estimateur de Y; (w)
mais de Y ). L’estimateur GLS est supérieur a celui des OLS parce qu’il tient compte de la corréla-
tion existant entre les équations. Autrement dit l’estimateur GLS prend en compte l'information sur
des variables explicatives incluent dans le systéme, mais ne faisant pas partie de l’équation considé-
Tée.

o Si E{uy (w)uj (W)} # 0 alors lestimateur GLS de (A’ (1),..., A" (N)) est efficace que celui des

LS de A(w) appliqué sur chaque équation individuellement, bien que si Y; (w), pour w = 1,..., N
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sont identiques i.e. Y; (1) = -+ = Y; (N) ou E{u; (w)u} (w)} = 02 et E{u; (w)u, (w)} = 0 pour
w # W, alors Uestimateur des GLS de (A’ (1),...,A’(N)) et celui des LS de A(w) appliqué sur

chaque équation individuellement sont les mémes.

5.3 Estimation par ML

Dans cette section on s’interesse a trouver 'estimateur du maximum de vraisemblance ou maxi-

mum likelihood (M L) d’un processus RCAR(p) strictement stationnaire satisfaisant ’équation
ZAk )Yk (W) + & (w) (5.3.1)
On pose : A (w) = Ag + a; (w), alors le modele (5.3.1) devient
P
Z Ak + Oék Y; k ( ) + & (w) (532)
k=1

On suppose que les conditions (i) — (vii) énoncés dans la section 1 sont vérifiées, en rajoutant :
(viii) E{e} (w)} < oo et E{a} (w)} < oo pour w=1,...,N,
(iz) Si o2 =0 ou X, avait une valeur propre nulle on suppose que o2 > §; > 0 pendant que la
plus petite valeur propre de ¥, est inférieurement bornée par d, ol §; et d peuvent étre pris

aussi petits.

5.3.1 Procedure de ’estimation

On se donne l'ensemble d’observations {Y; (w),Y2 (w),...,Yr (w)} ot w = 1,..., N du proces-
sus, on va dériver la fonction de vraisemblance conditionnellement & {Y;_, (w), ..., Yy (w)}. Soit
fs (Vi (w), .., Yiesi1 (w) /A4 (w)), désigne la densité de Y; (w), ..., Yi—s+1 (w) en donnant I'événe-
ment A (w) € Fi_s (w) qui est une o-Algebre.

D’aprés 'équation (5.3.2) on a

E{Y (@) /Y, (@)} = E{Z[Awak(w)m_k(w)+et<w>/zt_1 <w>} (5:3.3)

- A’Xf_zll(w) (5.3.4)
Var {¥; (@) /Yy @)} = E{[A@)Y, @) +a@)]" /Y, @)} (5.3.5)

= Y, W) EY, (W) +og =5z W)+
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ou: E, = Vech[S,] et 2z, (w) = K, {Vec [Xt_Tl (W)Y, (w)]}, alors
fr (V1 (@) s Y1 (@) /Yo (@) s o Vimp (W) = T 1 (Ve (@) /Yt (W) Vi ()

= )R] o2 1 2, ) P exp | -1 x L) =AY (@) }

t=1 Elz (w) + 03
= LT (A, Ew, 0'3))
La quelle est la fonction de quasi vraisemblance conditionnelle a {Y;_, (w), ..., ¥y (w)}.

On convient de considérer, au lieu de la maximisation de Ly (A,Z,,02), la minimisation de la

fonction
lr (A,2,,02) = —2/Tln{LT( ,Eu,02)} —In(2m) (5.3.6)
T

= 7! Z In (22, (w) + 71
t=1

2

La fonction {7 (A,Z,,,02) n’est pas linéaire en o2 et Z,,.

On pose : 7 = 2, /02 donc Iy (A, r,02) = 1 (A, E,,02) alors on a

~AY, ()]
1—|—rz (w)

T
lr (Ayr,ol) =In (o) + T Z In(1+ 7'z (w) + o0 2T Z (5.3.7)
=1

par conséquent

8 2 _9 Y (w):| Yt 1 (w)
a—AET (A, T, aw) —20,°T™ Z 151z, (@)

i‘ 2y _ -2 _—4p—1 [Yt( ) —AY, (W>]2

aag,gT (A,'r, Uw) =0, —o, T ; 1+ 17z, (w)

0
Maintenant —/f7 (A, r, 02) = 0 uniquement pour

0A

Ar (r) = {T—l Y, (W) X;:)(“O } 71 Z Vi (W)Y, (w) (5.3.8)
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Ainsi on a : LE (A,r,02) = 0 uniquement lorsque
(A, a2) o !
2

t=1

r)=T"
Z 1—|—7‘zt()
2 A2

Les estimateurs du maximum de vraisemblance AT , =7 et 07 peuvent étre obtenus en calculant 77
(5.3.10)

ou 77 minimise la fonction
T
Gr(r)=Tn (o7 () + T In(1+7"2 (w))
t=1
alors les estimateurs Ay , Zp et 62 sont donnés par : Ay = Ay (f7) , 62 = 02 (ir) et Ep = 627
Par conséquent, on doit minimiser la fonction en A et r,
lr(Ayr) = inflr (Ar02) —1 (5.3.11)
T T 2
Vi (w) =AY, (w)]
= T In(l+7 In¢ 7!
D1+ ) + n{ y L
La derniére équation résulte directement de (5.3.7)
Alors les estimateurs du maximum de vraisemblance Ay , =1 et 67 sont définis par
Or <AT,fT> = inf  lr (A7), (5.3.12)
(A1) €®
Vi) 4 ()Y, )]
r t\W T\T) Ly 1 (W
~2 -1
o7 =T - (5.3.13)
r ; 1+ 7z, (w)
(5.3.14)

5.3.2 Comportement asymptotique
Soit © I’ensemble dans lequel on minimise /7 (A, r) et d4, 05 sont deux nombres arbitrairement
petits. © est I’ensemble de tous les vecteurs [A’, 1’ |" avec A et r ont respectivement p et p (p + 1) /2
composantes satisfont les conditions suivantes :
1) Les valeurs propres de la matrice A sont de module inférieur ou égale (1 — d3)
) Soit R une matrice carrée symétrique dont » = Vech [R], alors R a des valeurs propres strictement

9 .
positives qui sont toutes supérieures ou égales a 4y,
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3) (Vec[R]) W < 65 ou W est la derniére colonne de la matrice [I — A ® A] ™"
Maintenant, on suppose que : g = (A}, 75)" est la vraie valeur de § = (A, ') et que {Y; (w)} est
une solution strictement stationnaire F; (w)-mesurable de (5.3.1) stisfaisant les conditions (i) — (iz)
et pour que A = Ay, E, = Z, 02 =0l et r=ry=Zy/08.

Pour montrer la consistance forte des estimateurs du maximum de vraisemblance on exigera que
O est compact afin que plusieurs résultats de I’analyse réelle peuvent étre utilisés. En particulier on
aura besoin de savoir que toute fonction continue sur © atteint ses bornes dans © et I’équicontinuité

et la convergence uniforme sont équivalentes dans ©.

Lemme 5.3.1 © est un sous-ensemble compact de RPP+3)/2 pour §s, 64 et 05 choisis afin que
00 €t (@)

Théoréme 5.3.1 Soit {Y; (w)} un processus RCAR(p) strictement stationnaire F; (w)-mesurable,
vérifie l'équation (5.3.1) tels que A = Ay, Z, = Z¢ et 02 = o2, sous les conditions (i)-(vii) , (iz)
et soit Oy = [A), ry] ot rg = Zg /0. Alors hm Uy (0) existe presque sirement pour tout 6 € © et sa
limite £ (0) est minimisée uniquement sur @ a (A',1") =0y ce qui montre que Oy € int (O).
Preuve. Sachant que 0 < 1In (1 + 7'z, (w)) < 7'z, (w) et E{z, (w)} existe par (vi), alors en vertu du
T
Théoréme ergodique T > In (1 + 'z, (w)) converge p.s vers E {In (1 +1'z, (w))}. Ainsi que
=1

et d’aprés le Théoréme ergodique

TY (Yilw) =AY, @) = B{( (@) - A7, @)} s

par conséquent

T IZ Y; AL, (w)) —>E{(Yt (w)_A,XE_l)(w)) } ps

— 1+7“zt( ) 1+7'z (w

In (14 1z, (@))?
1472 (w)
D’aprés (V.3.6), {1 (A, r) converge p.s vers

> 0, alors Y (w) = A'Y, | (w) p.s.

. { (Vi (@) =AY, ()" H
L+172 (w)

sachant que F

C(Ar)=FE{ln(1+17'2(w))} +1n
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On a

{ (Y (w) — AY, <w>>2}

&

1+17'z (w)

I
&

(Y, (@) — A, (@)* +2 (Y () =AY, (@) (Ao — A Y, (w) + (Ao — A Y, (w))° }
1+17z (w)

Il
&

1+7'z, (w)

=F

{ (@)Y, @) +& @)+ (A -4 Y, (@)° }

E { (a (WY (@) + e (w))Q [T (w)} } + B { ((AO _ A),Xt—l (W))z }

1412, (w) 1+7'2 (w)

147z, (w) 1+7"2 (w)

sachant que
B{(¥i (@) =AY, )" /Fia (@)} =0

E{aW)Y, (W) +e (W) /Fr (W)} =05+ Epz, (@)
et S = o2rg. De plus on aura 'égalité si (49 — A)'Y, , (w) =0 p.s lorsque A = Ay, par conséquent

1+ 752, (W)

inf £ (A,r) = { (40,r) = In (07) + In <E { L4z (@)

}) +E{1+4+17"z (w)}

et £ (A,r) =infs ¢ (A,r) seulement si A = Ay.

D’aprés I’égalité de Jensen, si X est un tel vécteur aléatoire positif d’espérance 1, alors
E{lm(X)} <In(E{X})=0 (5.3.15)

et il y a une égalité si X =1 p.s. Soit X tel que

¥ (E{1+T6§t(w)})_l L7z (W) _ o1 14702 (W)

1+72 (w) 1+7z, (W) 1+7'2, (w)

en appliquant (5.3.15) on obtient

()= e lsd))
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et on a une égalité seulement si 1+7)z, (w) = C (1 + 7'z, (w)) p.s par conséquent (ry — Cr)’ 2, (w) =
(C'—1) p.s et ceci est vrai uniquement pour ro = Cr, C' =1 et lorsque r = rq.

Par conséquent ¢ (A, r) est uniquement minimisée pour A = Ag et r =ro. W

2

Corollaire 5.3.1 lim (1 (A, E,,07) existe p.s et minimisée uniquement & A = Ay, E, = Zg et
T—o00

2 _ 2
o, = 0p.

Preuve. D’aprés le Théoreme 5.3.1 et la définition de ¢ (A, r), on a vu que 7lim Iy (A2, 02)

existe presque partout et uniquement minimisé & A = Aq et

2 2% _ p { (Y;f (w) =AY, (w>)2} ot = 2%

9w =% = 1+rhz, (w)

E{(Y (@) = 4V, )" /Fi (@)}
1+ iz (w)

— £ U%"‘E}Zt(“) — 52
1+ 71z, (w) 0

2%
o, = E

2
w

et donc lim (7 (A, Z,,02) est uniquement minimisée & A = Ay, o

T—o00

_ 2 =
=o5et =

Théoréme 5.3.2 Soit {1 (A,r) minimisée sur © o A = Ap, r = iy et soit O = (A’T, f’T> Alors

O converge presque strement vers 0y ce qui montre que 0y € int (©).

Preuve. D’abord on va montrer que {{ (A,r)} converge uniformément p.s vers ¢ (A,r) dans ©.
Sachant que © est compact, on a besoin seulement de démontrer que {¢r (A, )} est p.s equicontinue.

Soit § = (A’,r’) pour € > 0 donné, il existe N € N et § > 0 qui dépendent de ¢ telle que
|01 (01) — by (02)] <e p.s pour N > N* lorsque ||f; — 62| < 0.

Sachant que (1 (0) est différentiable sur © et d’aprés le Théoréme de la valeur moyenne on a pour

tout 6, et 65 € O,
0

by (01) — Lr (02) = (01 __92)/255

ot 07y, = A1 + (1 — \) B2 pour A €]0,1].
Soit ©* = f(0©,0,[0,1]) ou f : RPPT3/2 x Rr(P+3)/2 _, RP(P+3)/2 cette fonction est continue et

by (075)
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définie par f (61,02, \) = A\0; + (1 — \) 6.
Alors ©* est compact car © x © x [0,1] lest aussi, et comme

2 2

0

/ . 0
(0p — 02) %KT (072) v

< |01 — 0a|* || 5507 (67,)

il résulte que {¢r (A,r)} est equicontinue si lim sup ||-Z¢7 (6)“2 < 00 P.S.

5 T—00 gco*
Le vecteur %ET (0) est obtenu de
0 B 1 a Y} AY, (W)) Y, (W)
ol () =—2(c7(0) T ; T () (5.3.16)
et
2
8 ~1 2 -1 - (Y;f (w) =AY, (W)) 2z (w)
(9 Z 1 _|_ 2, (UT (9)) T tzl 517z, (@) (5.3.17)
ou . )
_ (Vi (@) =AY, 4 (@)
— g 1 T ) (5.3.18)

Maintenant si (A’,7') € ©* | soit R une matrice symétrique d’ordre n X n tel que r = Vech [R],
alors
R=XU+(1-XNQ, A€]0,1]

ou les valeurs propre de €27 et {25 sont inférieurement bornées par 65 > 0. Alors le plus petites valeur

propre de R est inférieurement bornée par d5. Sachant que pour tout p-vecteur z on a

2Rz 2’z 2oz
= — > — —
o A o + (1= - > [A+ (1= A)] 05 =05
P 2
Alors lim sup || =/ (0)|| < oo p.s. Par exemple,
T—00 gc* 00

2

Y, —AY
inf 02 (0) > inf T°* ( ) S (wl)/Q
9cO* 00" — 1+k[z (w)z (w)

ou K = sup (' 7’)1/ ? laquelle existe car ©* est borné. Par conséquent
pcor

. L (@) - AP @)
D D S T PR
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ou

=
£
~__

S & Y @Y @\ [ Y (W)
Ar=|T 172 T 172
( tz;l"_k[ég(w)it(w)]/) ( tz;l"“k[éf‘/(w)ét(w)]/

D’aprés le Théoréme ergodique A% converge p.s vers Aj et on a

S aUICEL, ST {(mw>—AaL_1<w)> } ps.

+kzt ()2 (@)]"? L+ k2 (@) z (@)

laquelle est strictement positive car Y; (w)— ALY, ; (w) # 0 p.s, par conséquent Thm Hll’l@f o2.(0) > 0.
—o00 0cO*

De méme maniére on peut démontrer que (5.3.16) et (5.3.17) sont bornés.

Soit f7 — 6y p.s, sachant que {lr (0)} converge uniformément, pour tout £ > 0, il existe un entier

N* dépendant de ¢ telle que

(eT (9T) —y (éT)‘ <¢/2
| (6o) — € (00)| < /2
p.s lorsque N > N*, et comme {7 <9T> < LUy (6p) et ¢ <9T> > ((0p), il résulte que

0

IN

O (9T> — 0 (6y) = [f (9T) —lr <éT>i| + |:€T <9T) — Uy (90)] + [l (60) — € (60)]

< ¢/24+¢/2=¢ p.spour N < N*

Par conséquent {ET (éT>} converge p.s vers £ (6y) m

Corollaire 5.3.2 =1 et &?p convergent presque stirement vers =g et o2, respectivement.

Preuve. D’aprés le Théoreme 5.3.2, Ar et convergent p.s respectivement vers Ag et rq.

D’autre part on a
2
w) =AY, ()

o g (%
Z 1+ 77z, (w)

on a vu dans la démonstration du Théoréme 5.3.2 que la suite {o% ()} telle que

1 Ytl(w))
Z 1+rzt( )

200\ _ (Kt (w) —AY, (W))2
7 ‘E{ 15772 (@) }

2

converge p.s dans © vers
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en utilisant la méme procedure que la démonstration du thémoréme pécédent on trouve que 62T
converge p.s vers a2 (6y) = o3.

Sachant que = = fT&zT il résulte que =7 converge p.s vers rooa = Z. W

9207 (0)
9006’

Lemme 5.3.2 La suite { } converge uniformément presque strement sur un voisinage

0%l (0)
9000

compact de 6y vers

Preuve. Les dérivées du second ordre de la fonction 8207 (f) sont données par

%0y (0 T )
) T YL (@)Y @)
&lr (9 L ,
S =1 R A ) Y )4 ()
82ZT (9) _ -1 A
aAaO_Z) =2T t:z:l )\w Uy (CU) Xt—l (Ld)
(5.3.19)
%0y (0 oo ) T . _ )
) 1 S ()2 () )~ T S AT, () 2 )
0y () ro_oo_ oo
— T—l 9 3,2 . T—1 2
et =17 E 2 )2 () =T £ A )
2, T T
Tal) St e) - T A
(002) =1 =1
ou A, =02 += z (w), on note que
E{ur (w) [Feer ()} = E{Yi (w) =AY,y () /Fio1 (W)} = (Ao — A)' Y, (w)
B {uf (@) [ Fir (@)} = 08+ Zg, (@) + [(A0 = A Yoy ()]
0%y (0 0% (0
Sachant que E {uo (w) /Fi—1 (w)} = 0, alors {ﬁ;)} converge p.s Vers W;@’) = [ tels que



5.3. ESTIMATION PAR ML 63

%07 (6) _ /
TADA = 2K {AJZH (W)Y, (w)}
%0 (0 _ )
’ Agé; 2B M\ ()Y, () 2 (@)
%07 (6) _
FAger, — 2B @) Yo (@)}
BQE 0 _ / - /
655 (EZ =28 0%} W)z, (W) 2 W)} — E{\)’z (W) 2 (@)}
9?0y (0) _ -
=002 DPuf W)z, (W)} = E{\%z ()}
aZZT (6) -3.2 -2
(303,)2 :~2E {)\w Uy (W)} - B {)‘w }
an (0) . L. . , ,
De plus 5000 est continue sur un voisinage compact V (6y) de 6y et uniformément bornée sur
%0y (0) )
V (6y), alors 2000 converge uniformément sur V (6y), et comme 07 converge p.s vers 6,
1 20y (9T> | RRACH I f B e 1
. t 3 _ L = = 4 t
alors ~5000 converge p.s vers la matrice 5000 Iy Iny In3 elles que
]{3 [ézs Is3
920 (0 _ ,
=) 28 DalY, ()Y ()
020 (0,) /
Iip = A= 2E {E {uor (W) /Fi1 (W)} Y, (w) 2 (w)} =0
927 (6,) -
Iis = 8Aéa(z%> = 2B { E {uo (W) /Fro1 (@)} XY, (W)} =0
9%l (0
Iy = o= (EO,) =E {2z (w) 2z (W)}
920 (6,) _
I = 5z ggr = P {Modz (W)},
020 (6o) —2
33 (803)2 { Ow

Ou E{ud, (w) /Fi-1 (W)} = Aw-
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Soit J une matrice symétrique telle que

Jll J12 J13
J - J{Q J22 J23
Jis Jas Jas

ou J;; est la matrice de dimension p (i) x p(j) et p(1) =p, p(2) =p(p+1)/2 et p(3) = 1, donc
les J;; sont donnés par

Ji = 4B {B {0, () [Fit (@)} A2Y s (@)Y, (@)} = 4B {Y,, (@) Y], (@) Ag

Jiz = 2B { E {ug () 0y (@) /Frer (@)} MY oy (@) 25 (W) } = 2B {uy (0) MSY (@) 24 (w)

Ji3 = 2B { E {uor (W) 0, (@) /Feer ()} Aoy (@)} = 28 {udy (0) ASYy (w) }

Jon = E {0} (w) Aoz, () 24 ()}

Jog =FE {77t >\Ow 2 (w )}

Jz=FE {77t )‘03 }
0ﬁ7h(w)=:Ué(W)—-Am»
Pour l'existence du théoréme central limite des estimateurs du maximum de vraisemblance on
rajoute aux suppositions au-dessus que 2 # 0 et la matrice 3, n’a pas des valeurs propres nulles,

AL = 1=

en posant O = (AT, =, &%) et 0y = (A, Zf, 02) par conséquent on a le théoréme suivant m

Théoréme 5.3.3 Soit {Y; (w)} un processus RCAR(p) strictement stationnaire F; (w)-mesurable,
alors sous les suppositions au-dessus, T*/? (9T — 90) admet une distribution qui converge vers une
distribution mormale de moyenne nulle et de matrice de covariance I='JI~1.

Si{es (w)} et {A(w)} sont conjointement normales alors la matrice de covariance réduit o 21 .

9201 (0)
9000’

Preuve. D’aprés le lemme au-dessus La suite { } converge presque stirement vers la ma-

0600’ T—o0 0006’
converge uniformément sur un voisinage compact de 6.
o (0r) oty (py)  [00r (0r)

Maintenant : = + <9T — 90> ou 0; est la i-eme composante de 6 et

00; 00; 00,00'

2000) - . 207 (0
trice o°L(6) ou £ (0) = lim {7 (0) et que cette matrice est bornée. On a vu aussi que {8 il )}

éT,i est sur le segment entre 6 et 9T. Sachant que 9T converge presque stiirement vers 6, alors éTyi
82@T (9) 8227“ (éT,i)
0000’ 0000’

I’est aussi pour tout ¢ et comme { } converge uniformément, converge presque

RRACH
9000

stirement vers une matrice définie positive I ou I =
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otr (br) :
Il est évident que o0 0,i=1,...,p(p+3) /2, et comme 7 converge presque siirement, vers
0y dont il minimise la fonction ¢ (§) = 7lim {7 (), qui est bornée continiment différentiable sur ©.

91 (60)

Par conséquent 7"/2 (@T — €0> aura la méme distribution asymptotique que —I7"/ QT alors

TY/? <9T — 90> a une limite de distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance
I—1Jjrt.
Soit = 1, () = uy (W) — Aow et & (a) = Al {2u0r (W) Aowai Yy (w) + [a3 + abz, ()], (W) }

ol a = [d}, al, as]’, a1 et ay sont de dimension respectivement p et p (p + 1) /2 et as est un scalaire,

T
alors T71 3¢, (a) = _a,ﬁé (00).
=1 o

Maintenant : £ {uot (w) /Fi—1 (w)} = 0, ainsi
2 —/
E {n, () [Fir @)} = B { a0 (@) + @ (@) Yooy @)])° = [0 + Zoz, (@)] /Fia (@) } = 0
donc E{¢, (a) /Fi-1(w)} = 0, mais & (a) est ergodique et strictement stationnaire et comme

E {5? (a)} < 0o pour tout a, telle que :
_ 2 . _
& (a) = 4ud, (W) Ao [alY,y ()] + Ao [as + abz, ()] 7} (w)

+HA w0 (w) arY, g () as + apz, ()], (w)
T

Alors d’aprés le théoréme de Billingsley, T2 Y ¢, (a) converge vers une distribution normale de
=1

moyenne nulle et de variance F {f? (a)} et qui est exprimé dans la forme a’Ja ou J est symétrique

et définie positive indépendamment de a .
ol (6)
00

Par conséquent 7/2 admet une distribution asymptotique normale de moyenne nulle et de

matrice de covariance J. m

5.3.3 Généralisation.

Le log du maximum de vraisemblance défini du modéle (5.3.1) sous les suppositions suivantes
e (W) ~ N (0,02) et A(w)~N(AX) (5.3.20)

peut s’écrire sous la forme suivante :

LAW 0L AT =K =7 Sl =5 T 5 V) - X @) A ) oo
<[V () = X (@) A@) - 3 () - 5 S AW - A5 4 @) - 4
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ou K est une constante. En pratique cette fonction sera difficile & maximiser directement

0= (22 @) (HX@xE A543 (5.322)

A= % i A(w) (5.3.23)

oo = mv (WA (@) + Y (w) = X () AW)] Y () = X (w) A (w)] (5.3.24)
D Tt é [A(w) — A S [A (@) — A] (5.3.25)

ou p est le nombre de régresseurs et R, v (w) et A\ (w) sont des parameétres qui correspondent a une

distribution a priori.

5.3.4 Conclusion

Cas simple : Q = 02 Iyr
Dans ce cas, on peut faire les LS individuels équation par équation.
Cas général (1) : Q # o2y connu
Dans ce cas, on applique les GLS purs.
Conséquences de 'application des LS dans le cas général :
e Estimateur centré
e Estimateur non efficient
Cas d’égalité entre LS et GLS :
e Covariances contemporaines nulles
e Variables explicatives identiques dans chaque équation
e Les régresseurs dans un bloc d’équations sont un sous-ensemble
de ceux d’un autre bloc d’équation.
Cas général (2) : 2 inconnu
Dans ce cas, on peut estimer le modeéle par la méthode de M L.
Cas d’égalité entre GLS et ML :
Si les termes d’erreurs suivent une distribution multivariée normale alors

I’estimateur des GLS correspond a un estimateur de M L.



5.4. ESTIMATION PAR GMM 67

5.4 Estimation par GMM

On s’intéresse ici & appliquer la méthode des moments généralisés ou generalized method of
moments (GM M), cette méthode a été présenté par Hansen (1982) comme une généralisation des
techniques énoncés antérieurement dans lesquelles les estimateurs sont obtenus a partir de conditions
d’orthogonalité provenant de la théorie économique. Auparavant, ce type de modéle était estimé
a 'aide de la méthode des variables instrumentales, mais ce type d’estimateur ne peut étre mis
en place que sous I'’hypothése que les instriments sont orthogonales a des termes des résidus non
autocorrélées et homoscédastiques. La GMM telle que présentée par Hansen (1982) impose un
minimum de conditions. L’estimateur est défini comme étant une séquence de vecteurs aléatoires
qui est telle que la fonction de moments représentant les conditions d’orthogonalité est la plus
proche possible de zéro.

Un des nombreux avantages des GM M est que c’est une méthode englobante permettant de
trouver comme cas particuliers un grand nombre d’estimateurs usuels parmi lesquels :

e La méthode des moments classique.
e Les Moindres Carrés Ordinaires.
e Le Maximum de Vraisemlance.

e Les variables Instrumentales.

Soit donc le modele RCAR(p)

V(W) = A (@) Yk (w) + & (w) (5.4.1)

Dans cette section on retient les mémes suppositions citées dans le paragraphe (5.1),alors le modele

devient , )
Vi(w) =) AYik (W) + D ar(w) Yk (W) +& (w) (5.4.2)
ou encore . -
Yi(w) =AY, (w) +u (W) (5.4.3)
Pour m > 0, soit W, (w) = (V; (W), ..., Yi_m (w))" un vecteur de dimension (m x 1) x 1 de variables

observées a la date t et soit A un vecteur de dimension p x 1 de parameétres et h (W; (w), A) est une

fonction a valeur de R™*! x RP dans R”, et A, soit la vraie valeur du vecteur A.

Définition 5.4.1 On appelle conditions d’orthogonalité les r conditions définies par le systéme

Eh (Wi (w), Ao)] = 0rs1 (5.4.4)
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Soit Yy = (W] (w),..., W} (w)) un vecteur de dimension 7' (m + 1) x 1 contenant toutes les

observations des (m + 1) variables du systéme et soit

g(VrA) = 7 3 h(Wi(),4) (5.45)
t=m-+1

ou g (Y, A) est un vecteur de dimension r X 1 des moments empiriques correspondants.

Remarque 5.4.1 L’idée de base des GM M consiste o déterminer une valeur de A telle que les

r moments empiriques g (Yr, A) soient aussi proches que possible de zéro i.e. g(Yr, A) ~ 0 pour
A= Ap.

Définition 5.4.2 L’estimateur GMM , Ar du vecteur A minimise une fonction critére

Ap = ArgMinQ (Yr, A) (5.4.6)

AcRp

telle que : Q (Yr, A) = ¢ (Yr, A) Qrg (Yr, A)

ou {Qr}y_, désigne une suite de matrices de poids symétriques définies positives.
De facon générale on distingue deux cas suivant la valeur de p et r :

Définition 5.4.3 Lorsqu’il existe autant de conditions d’orthogonalité que de paramétres (p = r)
on dit que le systéme est juste identifié et [’estimateur GM M se raméne au vecteur Ar de dimension

p X 1 qui permet de résourdre le systéme a p équations
g (YT, flT> =0 (5.4.7)

Remarque 5.4.2 Dans ce cas, il s’agit de résoudre un systéme éventuellement non linéaire a p
équations et p inconnues. Le choix de la matrice de poids Qr est totalement neutre, ce qui explique

qu’elle me soit pas spécifiée.

Définition 5.4.4 Lorsqu’il existe plus conditions d’orthogonalité que de paramétres (r > p) alors

le systéme est dit sur-identifié, l'estimateur GM M dépend du choiz de la matrice de poids Q.
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5.4.1 Cas particulier (LS)

Considérons le modéle
Viw) =Y, (W) A+u(w)

onY, ;(w) est un vecteur de dimension p x 1 de variables explicatives.
L’hypothése centrale qui justifie 'emploi des LS est la propriété d’orthogonalité des résidus théo-

riques par rapport aux variables explicatives :
E{Y, s (w)ur (W)} = Opxt
Pour la vraie valeur Ay du vecteur A on a
B{Y, (@) [Yi (@)~ Yoy (@) Ag]} =0

ce qui représente un systeme de p conditions d’orthogonalité.

Posons dans nos notations W; (w) = (V; (w),Y]_, (w))/ alors on a

h(Wi(w),A) =Y, (w) [Vi (W) =Y (w) A]
et
E{h(W,(w),Ag)} =0

Le systéme est donc juste identifié i.e. » = p, alors I'estimateur GM M se raméne & déterminer Ar
tel que : ¢ (YT, AT> =0, ou g (Yr, A) désigne le vecteur des moments empiriques correspondant
aux p conditions d’orthogonalité

1 7

D Wew), A) == Yo (@) [V w) — Y5 (@) A]

t=1 t=1

1

g(Yr, A) = T

Alors on résout le systéme suivant

T
A 1 A
g(YrAr) = 23 Yo @) [Yi@) =Y @) Ar] =0
t=1
Par conséquent on obtient

Ar= 1> Y (@)Y, <w>]

. ) ) , .. ~(LS
On retrouve ainsi ’estimateur des moindres carrés ordinaires A(T ).
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5.4.2 Matrice de poids optimale

Dans ce paragraphe on essaye de trouver une matrice de poids {27 afin d’obtenir un estimateur
convergent et efficace du vecteur A.
On suppose que le processus {h (W; (w), Ap)};~, est stationnaire dont la matrice d’autocovariance

d’ordre v est définie par
I, (v)=E{h(W;(w),Ag) h (W, (w),Ag)} (5.4.8)

Définition 5.4.5 La matrice de variance covariance de long terme du processus {h (W; (w), Ao) } ooy
est définie par :

o0

err - Z Fw (U) = Z E {h (Wt (w) 7A0) h, (Wt—v (w) 7A0)} (549)

V=—00 V=—00

ce qui peut s’écrire sous la forme plus générale

S Jm Y 3 AT ). A (T o). ) (5.4.10)

Naturellement si le processus h (W; (w), Ag) est non autocorélé dans le temps, cette matrice
se rameéne a la matrice de variance covariance . En effet, si h (W, (w), Ag) et h (Ws (w), Ap) sont
indépendants dés lors que s # t, alors S = T',, (0). Cette matrice désigne en outre la matrice
covariance asymptotique de la moyenne empirique des h (W; (w), Ao) :

S = lim TE{g(Yr,A)q (Yr,A)} (5.4.11)

T—o0

Définition 5.4.6 La valeur optimale de la matrice de poids Qr dans la fonction critére Q (Yr, A)
est donnée par linverse de la matrice de variance covariance asymptotique S™1, par conséquent

=51,

La plus petite variance asymptotique pour lestimateur GMM Ar est obtenue lorsque A est

définie par la résoulution du programme :

Ar = ArgMing' (Yr, A) S~'g (Yr, A) (5.4.12)

AcRp

Lorsque les éléments du vecteur h (W, (w), Ap) sont non corrélés et non autocorrélés, alors

S =Ty (0) = E{h(W;(w),Ag) k' (Wi (w), Ag)} (5.4.13)
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dans ce cas la matrice S peut étre estimée par
T
S = 23" h (Wi (w), Ao) B (Wi () , Ao) (5.4.14)
T T pa t y 10 t y 410 <E.

Mais puisque le calcul de cette quantité requiert la connaissance de Ay, on construit I'estimateur

Sy défini de la fagon suivante.

Définition 5.4.7 En l'absence de dépendances temporelles des vecteurs {h (W (w), Ag)}oe,, la ma-

trice de variance covariance asymptotique S peut étre estimée par la quantité 3T :
1 T
Sr=7 ; h (Wt () ,AT> B (Wt (w) ,AT> (5.4.15)

ot Ar désigne Uestimateur GMM du vecteur A et Sy P S lorsque T' — oo.

On aboutit dés lors a une procedure itérative, puisque pour déterminer AT, il faut connaitre
Qr = S; 1 et que pour déterminer Sy il faut connaitre Ap. Clest pourquoi on distingue trois types
de méthodes GM M :

Méthode de GMM en deux étapes

C’est la méthode proposée intiallement par Hansen (1982). Dans ce cas, on commence par
construire un estimateur convergent mais non efficace du vecteur de paramétres A. Différentes
options peuvent étre choisies ici. La plus simple consiste a accorder le méme poids aux différentes
conditions d’orthogonalité, c’est a dire & considérer une matrice de poids identité i.e. Qp = I,.

On construit alors un premier estimateur convergent non efficace, noté A(l) :

A

Ay = ArgMing' (Yr, A) g (Yr, A) (5.4.16)

A€eRP

Ensuite a partir de cet estimateur de A, on construit un estimateur Q) de la matrice de poids
optimale % = S, avec :
~1

Q=571 = (5.4.17)

% i h (Wt (w> 7121(1)> W (Wt (w) ’A(l)>

La deuxiéme étape consiste a utiliser cet estimateur de la matrice de poids optimale pour dériver

un estimateur A convergent et efficace des parameétres A :

A= ArgMing (Yr, A) STlg (Yr, A) (5.4.18)
A€Rp

A est alors appelé, estimateur GM M en deux étapes.
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Méthode de GMM itératif

Cette méthode est proposée par Ferson et Foerster (1994) et repose sur l’algorithme suivant :
de la méme fagon que précédemment, on construit dans une premiére étape un premier estimateur
121(1) a partir d’'une valeur d’amorce de la matrice de poids. Par exemple, on peut partir d’une
matrice identité Qy = I, attribuant ainsi le méme poids a toutes les conditions d’orthogonalité. On

construit alors un premier estimateur GM M tel que :
Ay = ArgMing' (Yr, A) Qog (Yr, A) (5.4.19)
AeRrp

A partir de cet estimateur, on déduit une estimation de la matrice de covariance asymptotique

i B (W2 ) Ao ) (W0, A

En réintroduisant cette estimation de la matrice de poids optimale dans la fonction critére GM M,

-1

O, = (5.4.20)

on construit un nouvel estimateur, noté 121(2) tel que :

Apy = ArgMing' (Yr, A) Qg (Yr, A) (5.4.21)
A€eRP
et ainsi de suite. Etant donné que tous les estimateurs /1 ont exactement la méme distribution
asymptotique, ce processus s’arréte dés lors que : 121(] fl

La valeur A(j) est alors estimateur GM M itératif.

Méthode de continuous-updating GMM

Dans cette approche on va chercher de fagon a optimiser la fonction critére en tenant compte
de la forme générale qui lie ’estimateur de la matrice de poids optimale a la valeur des coefficients.
C’est la méme démarche que dans le cas itératif : la différence étant que dans le cas précédent on
optimise le critére pour obtenir A(j), puis on construit QjH pour obtenir ensuite A(j+1). Alors que
dans le cas continu, on optimise le critére a chaque étape en tenant compte de la forme de Qj qui
dépend de A(j)

-1

A = ArgMing (Yr, A TZh (W (), AW (W, (w),A)|  g(Yr, A (5.4.22)

AcRp
Cette procédure reste itérative car on doit utiliser un algorithme d’optimisation numérique partant
d’une condition initiale A(U), d’une régle de passage entre A(j) et fl(j,l) d’un critéere d’arrét va

déterminer une solution numérique a ce programme.
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Estimateurs de la matrice de poids en présence de corrélations

Lorsque les séquences {h (W} (w) , Ap) },—, présentent des autocorrélations, la matrice de variance
covariance de long terme n’est plus égale a la matrice de variance covariance. S'il existe I, (v) # 0
pour j # 0, alors

o

Seer= 30 Tulw) = 32 E{h(Wi(w), AN (Wi, (2) . A0)} # T (0) (5:4.23)

V=—00 V=—00
Deés lors les formules précedentes permettant d’estimer S ne sont plus valables.

Considérons l'estimateur I', (v) de la matrice d’autocovariance d’ordre v, T, (v)

T
A 1 " , A
fu () =7 ; h <Wt () ,A) h (Wt_v () ,A) (5.4.24)
Sachant que : ', (—v) = I" (v), un estimateur de la matrice S pourrait étre donné par la quantité
S=3 fLw=T,0+Y [fw (v) + 1", (v)] (5.4.25)
V=—00 v=1

Naturellement, il n’est pas possible de construire un tel estimateur puisqu’il fait intervenir des
matrices I, (v) & des ordres supérieurs a ce que l'on peut estimer a partir d’'un échantillon de T
observations. De plus rien ne garantit qu’une matrice construite uniquement a partir d’une somme
tronquée soit définie positive comme doit I’étre toute matrice de variance covariance. On a donc
recourt a des méthodes d’estimation non paramétriques de matrice de variance covariance de long

terme.

5.4.3 Distribution asymptotique des GMM

Nous ne considérons ici que le cas des estimateurs de type GMM en deux étapes, en commen-
cant par présenter la distribution asymptotique générale des GMM, puis nous étudierons quelques
illustrations dans des cas particuliers.

Soit AT I'estimateur GM M obtenu en minimisant le critére

Ap = ArgMing' (Yr, A) Sztg (Yr, A) (5.4.26)

A€ERP

ou St est considérée comme fixe par rapport a A et St est un estimateur convergent de S i.e.
5 P
Sy — S, lorsque T' — o0

La minimisation de critére est obtenue en annulant la dérivée du critére par rapport au vecteur A.
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Définition 5.4.8 L’estimateur GM M est donc obtenu par la résolution du systéeme d’équations

. ag (YTv A)
ArgM —_
it ( DA

non linéaires suivant :

)/S;{q <YT, A) —0 (5.4.27)

A
Remarque 5.4.3 Sous certaines restrictions (stationnarité des variables Wy (w), continuité de la

fonction h (W (w) , Ag) et restrictions sur les autres moments), on a
VTg (Yr, Ay) L, N(0,5), lorsque T — oo

S= Y T,(= Y E{h(W(w),A)h (Wi, (w),Ao)}
telle que
S = Tlg]go TE{g(Yr, Ao)g (Y, Ao)}

Théoréme 5.4.1 On suppose que la fonction g (Yr, Ag) est differentiable en A pour tout Yr et soit

Ar Uestimateur GMM satisfaisant le systéme

dg (Yr, A " .
ArgMin M Slg (YT,A) =0
AcRrp 0A" |4
pour r > p. Soit {ST} une suite de matrices définies positives telles que Sy L, S, ou S est
T=1

définie positive. Si
(i) Ap = Ay
(i) VTg(Yr, Ao) == N (0,5)

(17i) pour toute suite {AT} telle que Ar N Ap, on ait

T=1
/ o . ag (YT7 A)
AT) = plim <—6A’

dg (Yr, A
plim (_g( r, 4)
ot les colonnes de D sont linéairement indépendantes, alors

oA

/
- Dp><r
Ao

VT (AT — Ao) LU N0, V), avee 1 V = [DS’lD/}_l (5.4.28)
Remarque 5.4.4 Sous les hypothéses précédentes on admet que

VT (AT - AO) LN (0, VT) (5.4.29)
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ce qui peut encore s’écrire sous la forme

Ap 2N (AO, %) (5.4.30)

. !
ou l’estimateur Vi = [DS _1D’] de la matrice de variance covariance asymptotique est construit

/
AAT>

a partir de :

AN ag (YT7 A)
b= ("

et concernant S on distingue de cas suivants :
En l’absence de corrélation des séries h (Wt (w) ,flT>

Sr= LS (Wi Ar) (W) Ar)

t=v+1

En présence de corrélation :

Illustration dans le cas des LS

Raprenons le modele RCAR (p)

Yi(w) =Y} (W) A+u (w)

Le systéme étant juste identifié (r = p), U'estimateur GM M se raméne & déterminer Ar tel que

o (v Ar) = A3 (W), i) = RV ) Y)Y ) 4]

Ce qui nous ameéne & retrouver I'estimateur LS

T

Z Y, 1 (w) X;—l (W)]

t=1

T

DY (@YW

t=1

Ay = A9 —
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Quelle est maintenant ’expression de la matrice de variance covariance de ’estimateur Ar. En
différentiant h (W; (w), A), il vient

(05 @ Vi) - Y @) Ar
oA

D/ _ ag (YT7 A)

~|

A=A

Parallélement, la matrice de variance covariance asymptotique des résidus h (W, (w), A) s’écrit :

S = lim — DD R (Wi (w), Ag) I (Wiey (w) , Ap)
Ici on a donc :
S = lim ! i iE{Y (w) ug (W) [V, (w) e (w)}/}
Tooo T — L -1 t 2 t—v t—v

= Jim 2 S S B @ue (@) Y ()Y ()}

Supposons tout d’abord que les résidus sont non autocorrélés, alors :

(W)} = { LE{Y, (W) Yi (W)} si v=0

E {ut (W) o (W) Yy (w) Y 0 sinon

t—v

Par conséquent un estimateur S est donné par
1T
5 2
St = Tump Zzt—l (W) Y4 (w)
t=1

1 Z .
o 62 = T ST 4?2 (w) et iy (w) =Y, (w) — Y, | (w) Ap. On retrouve ainsi la formule dans laquelle on
t=1
donnait la forme générale de 'estimateur St en I'absence de dépendance & savoir :

Sy = %gh (Wt (w) ,AT) B <Wt (@) ,AT)
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Déterminons finalement la matrice de variance covariance de ’estimateur GM M

VT (AT . A0> N (0, VT)
avec Vp = DS~1D'. Dés lors, il vient

i

2 ZYH z@m] (
Z

w) Y (w )]

Par conséquent la matricte de variance covariance de 'estimateur GM M s’écrit sous la forme
- VT
—"

On retrouve ici la formule de la matrice de variance covariance
seule différenrence étant la définition de estimateur de la variance des résidus

H I

Z W)Y} ) (w ))

Vr

¥ - [y @]
des MCO (la
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