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Résumé

On peut envisager plusieurs variantes des modèles autorégressifs à coe¢ cients aléatoires (RCAR).

La plupart de ces variantes sont construites selon la structure des coe¢ cients.

Dans ce mémoire, on s�intéresse à l�étude d�une classe de ces modèles de séries temporelles dont

les coe¢ cients varient par groupes d�individus. Cette classe de modèles est générée par l�équation

aux di¤érences stochastiques

Yt (!) =

pX
k=1

Ak (!)Yt�k (!) + "t (!)

Dans l�équation précédente, le processus Yt (!) représente l�observation dans le groupe d�individus

! à l�instant t, les coe¢ cients (Ak (!))1�k�p sont des variables aléatoires discrètes (ou absolument

continues ou encore mélangeantes) et ("t (!)) est un bruit blanc.

L�objectif du travail donc est de faire l�inférence statistiques dans cette classe de modèles, en étudiant

les propriétés probabilistes. En particulier les conditions N.S d�existence de solutions stationnaires.

En basant sur une étude de Robinson [14] sur un modèle AR (1) à coe¢ cient aléatoire, nous
obtiendrons une généralisation des résultats obtenus pour le modèle AR (p). Nous terminerons ce

travail, par une synthèse sur les techniques d�estimation dans cette classe.
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Introduction

Une série temporelle est considérée habituellement comme une réalisation d�un processus sto-

chastique. La méthodologie de l�analyse des séries temporelles est dirigée vers des situations dans

lesquelles une telle réalisation seulement est disponible. Cependant, on a plusieurs séries lesquelles

peuvent être assumées raisonnablement pour être des échantillons indépendants du même processus

stochastique, et ceci est vrai pour des séries résiduelles des regréssions dont les tendances varient

avec le temps et les e¤ets varient par individu.

Exemples de données qui peuvent engendrer de tels résidu sont : séries de salaires ou dépenses de

nombre de familles avec classi�cation socio-économique semblable, les résultats d�expériences bio-

logiques répétées périodiquement portés en dehors des organismes semblables.

La modélisation de telles données croisées d�une série temporelle ne peut pas être simple, cependant,

les autocorrelations de l�échantillon peuvent être supposés pour exposer le comportement qui est

semblable, mais pas identique. Par conséquent il est possible que les paramètres soient des variables

aléatoires, avec une certqine distribution a�n que la série de chaque individu soit produite après un

échantillonnage d�une telle distribution.

Les données de panel, ou données croisées, possèdent les deux dimensions précédentes et rap-

portent les valeurs des variables considérées relevées pour un ensemble, ou panel, d�individus sur

une suite de périodes.

En remarquant : dans la marketing ou dans la statistique, le mot panel désigne généralement un

échantillon �xe de consommateurs interrogés à di¤érentes périodes, dans l�économétrie, le terme de

données de panel est simplement synonyme de données croisées ayant généralement une dimension

temporelle.

On utilise une notation naturelle à deux indices : yt (!) désigne l�observation de la variable Yt (!)

pour le groupe d�individu ! à la période t.

Si on �xe l�individu observé, on obtient une série temporelle, ou une coupe longitudinale, le

concernant, tandis que si l�on �xe la période examinée, on obtient une coupe transversale, ou

vii



viii INTRODUCTION

instantanée, pour l�ensemble des individus.

Lorsque les données ne supportent pas l�hypothèse de coe¢ cients qui sont les mêmes, cependant

la spéci�cation des relations parmi les variables paraît adéquate ou ce n�est pas faisable d�inclure des

variables supplémentaires, alors il paraîtrait raisonnable d�injecter des variations dans les paramètres

à travers des groupes d�individus et ou avec le temps.

Organisation du mémoire :

Le premier chapitre est consacré aux quelques dé�nitions et théorèmes préliminaires notam-
ment le théorème centrale limite que nous voyons nécessaires pour les chapitres qui suivent.

On s�intéresse dans Le second chapitre à l�étude probabiliste du modèle autorégressif d�ordre
p à coe¢ cients aléatoires tels que nous traitons les conditions nécessaires et su¢ santes de la station-

narité, l�existence et l�unicité des solutions stationnaires et les conditions de stabilité en se basant

sur l�étude de J. And¼el. [1] F. Nicholls and Barry G. Quinn [12] qui ont travailé sur les modèles

autorégressifs où les coe¢ cients aléatoires varient avec le temps.

Le troisième chapitre est consacré à l�inférence statistique d�un modèle autorégressif d�ordre
1 à coe¢ cient aléatoire en décortiquant l�article de P. M. Robinson [14]

Le quatrième chapitre est consacré à l�inférence statistique d�un modèle autorégressif d�ordre
p à coe¢ cients aléatoires en se basant sur les résultats déjà obtenus.

Le cinquième chapitre est consacré à l�étude statistique, en faisant une synthèse sur les
techniques d�estimation dans cette classe de modèles telles que, la méthode des moindres carrés

ordinaires, la méthode des moindres carrés généralisés, la méthode du maximum de vraisemblance, et

la méthode des moments généralisés en étudiant le comportement asymptotique de ces estimateurs.



Chapitre 1

Outils

Nous rappelons dans ce chapitre quelques outils qui sont utilisés durant ce mémoire.

1.1 Dé�nitions et Notations

Dé�nition 1.1.1 Soient A = (aij) et B = (bij) deux matrices de dimension respectivement n � p
et m� q, la matrice de dimension mn� pq dé�nie par

A
B =

266664
a11B a12B � � � a1pB

a21B a22B � � � a2pB
...

...
...

an1B an2B � � � anpB

377775
est appelé produit de Kronecker des matrices A et B.

Dé�nition 1.1.2 Soit A = (aij) une matrice de dimention n � n, on dé�nit la norme matricielle
par l�une des normes usuelles

* kAk1 = max
1�j�n

nP
i=1

jaijj

* kAk2 =
p
% (AAt), où % (A) = max fj�j , � 2 Sp (A)g.

* kAk1 = max
1�i�n

nP
j=1

jaijj

Dé�nition 1.1.3 L�opérateur V ec génère un vecteur colonne d�une matrice A en empilant les vec-
teurs colonnes de la matrice A = [a1; a2; :::; an] au-dessous l�un à l�autre

V ec(A) = [a01; a
0
2; :::; a

0
n]
0

1



2 CHAPITRE 1. OUTILS

Dé�nition 1.1.4 Soit A une matrice symétrique de dimension n � n, alors l�operateur V ech [A]
dé�ni un vecteur de dimension [n (n+ 1) =2]�1 qui est obtenu de A en empilant de gauche à droite
ses parties des colonnes de A sur et au-dessous du diagonal principal, l�une sur l�autre dans l�ordre.

Théorème 1.1.1 Soient A, B, C et D quatre matrices appropriées

(i) (A
B) (C 
D) = (AC)
 (BD).
(ii) (A
B)j = Aj 
Bj.
(iii) V ec [ABC] =

�
C

0 
 A
�
V ec [A].

(iv) Tr [AB] = (V ec [B0])0 V ec [A] = (V ec [B])0 V ec [A0].

Théorème 1.1.2 Soit A une matrice symétrique de dimension n� n, alors il existe deux matrices
constantes Kn et Hn de dimension [n (n+ 1) =2]� n2 telle que

V ech [A] = HnV ec [A] et V ec [A] = K 0
nV ech [A] où HnK

0
n = In(n+1)=2

Théorème 1.1.3 Soit V une matrice de dimension n� n véri�ant l�équation suivante

V =MVN 0 +G

où M , N et G sont des matrices données de dimension n � n. Si la matrice [In2 �N 
M ] est
inversible alors il existe une solution unique V telle que

V ec [V ] = [In2 �N 
M ]�1 V ec [G]

Dé�nition 1.1.5 Le processus autorégressif fYtgt2Z est dit stationnaire au second ordre si

(i) E fYtg = �; t � 0
(ii) E fY 2t g <1
(iii) E f(Yi � �) (Yj � �)g ne dépend que de ji� jj pour tout i, j.

Dé�nition 1.1.6 Le processus autorégressif fYtgt2Z est dit strictement stationnaire si les distribu-
tions disjointes des (Yt1 ; :::; Ytk) et (Yt1+h; :::; Ytk+h) sont les mêmes pour tout entier k et pour tout

t1; :::; tk et h 2 Z.

Théorème 1.1.4 (Billingsley) Soit f�tg une suite de variables aléatoires Ft�mesurable où Ft est
une �-Algèbre engendrée par la suite fXt; Xt�1; :::g de variables aléatoires strictement stationnaire

et ergodique. On suppose que E f�t=Ft�1g = 0 et E
�
�2t
	
= c2. Alors (c2N)�1=2

NP
t=1

�t converge en

distribution vers une variable aléatoire qui suit une distribution normale standard.



Chapitre 2

Etude probabiliste du modèle

On s�intéresse dans ce chapitre à étudier les conditions de stationnarité, et de stabilité ainsi que

les conditions d�existence et d�unicité des solutions stationnaires.

Nous considérons le modèle RCAR(p) suivant

Yt (!) =

pX
k=1

Ak (!)Yt�k (!) + "t (!) . (2.1)

Yt (!) =

pX
k=1

[Ak + �k (!)]Yt�k (!) + "t (!) (2.2)

On suppose dans ce paragraphe que :

(i) f"t (!)g est une suites de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de variance
�2!,

(ii) Les Ak, pour k = 1; :::; p sont constantes,

(iii) � (!) = [�1 (!) ; �2 (!) ; :::; �p (!)], f� (!) , ! = 1; :::; Ng est une suite de variables aléa-
toires indépendantes telle que E f� (!)g = 0, E f� (!)
 � (!)g = C et les suite f"t (!)g,
f� (!)g sont indépendantes,

(iv) Il existe un vecteur constant Z de dimension p�1 tel que Z 0Yt (!) est déterminé exactement
comme une fonction linéaire de fYt�1 (!) ; :::; Yt�p (!)g.

La relation (2:2) peut s�écrire sous la forme matricielle

Y t (!) = [A+D (!)]Y t�1 (!) + "t (!) (2.3)

3



4 CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE DU MODÈLE

tels que

A =

0BBBB@
A1 � � � Ap

1 � � � 0
...

. . .
...

0 1 0

1CCCCA , D (!) =
0BBBB@
�1 (!) � � � �p (!)

0 � � � 0
...

. . .
...

0 0 0

1CCCCA , J =
0BBBB@
1 0 � � � 0

0 � � � 0
...

. . .
...

0 0 0

1CCCCA
Y t (!) = (Yt (!) ; Yt�1 (!) ; :::; Yt�p+1 (!))

0 , "t (!) = ("t (!) ; 0; :::; 0)
0

E f"t (!) "0t (!)g = J 
 E f"t (!) "t (!)g = J 
 �2! = 
!, ~C = E fD (!)
D (!)g

2.1 Conditions de stationnarité

Théorème 2.1.1 Le processus fYt (!) , t = 1� T; :::; 0; 1; :::g généré par (2:1) est stationnaire si et
seulement si �1 = �0 et V1;1 = V0;0, où �i = E fY i (!)g et Vi;j = E

�
Y i (!)Y

0
j (!)

	
.

Preuve. Il est clair que la condition nécessaire devient directement de la constriction de Y t (!).
Pour démontrer la condition su¢ sante, on suppose que Y 0 (!) est indépendant de f"t (!) , t = 1; 2; :::g
et f�k (!) , k = 1; :::; pg, anisi que �t = � pour t = 0; 1; :::; h et Vt;t�s = Vt�u;t�s�u = Ws,

t = s + 1; :::; h, u = 1; :::; t � s et s = 0; :::; h. Dans le cas h = 1, ces conditions réduisent à

�1 = �0 = � et V1;1 = V0;0 = W0. En utilisant (2:3) on obtient

�h+1 = E
�
Y h+1 (!)

	
= E

�
[A+D (!)]Y h (!) + "h+1 (!)

	
= AE fY h (!)g = AE

�
Y h�1 (!)

	
= �h

Sachant que D (!) et "h+1 (!) sont indépendants de f"1 (!) ; :::; "h (!)g et Y 0 (!). Pour 1 � s � h,

Vh+1;h+1�s = E
�
Y h+1 (!)Y

0
h+1�s (!)

	
= E

��
[A+D (!)]Y h (!) + "h+1 (!)

�
Y 0h+1�s (!)

	
= AE

�
Y h (!)Y

0
h+1�s (!)

	
= AE

�
Y h�1 (!)Y

0
h�s (!)

	
= E

�
Y h (!)Y

0
h�s (!)

	
= Vh;h�s

tandis que

Vh+1;h+1 = E
�
Y h+1 (!)Y

0
h+1 (!)

	
= E

n�
[A+D (!)]Y h (!) + "h+1 (!)

� �
[A+D (!)]Y h (!) + "h+1 (!)

�0o



2.1. CONDITIONS DE STATIONNARITÉ 5

par conséquent on obtient

V ec [Vh+1;h+1] = V ecE
�
[A+D (!)]Y h (!)Y

0
h (!) [A+D (!)]

0 + "h+1 (!) "
0
h+1 (!)

	
= E

�
[A+D (!)]
 [A+D (!)]V ec [Y h (!)Y 0h (!)] + V ec

�
"h+1 (!) "

0
h+1 (!)

�	
= E fA
 A+D (!)
D (!)gE fV ec [Y h (!)Y 0h (!)]g+ V ec

�
J 
 �2!

�
=

h
A
 A+ ~C

i
V ec [Vh;h] + V ec

�
J 
 �2!

�
=

h
A
 A+ ~C

i
V ec [Vh�1;h�1] + V ec

�
J 
 �2!

�
= V ec [Vh;h]

On note queFt (!), est une �-Algèbre engendrée par les suites des variables aléatoires f�k (!)gpk=1
f"t�1 (!) ; "t�2 (!) ,...g pour chaque ! 2 f1; :::; Ng.

Corollaire 2.1.1 Le processus fYt (!)g généré par (2:1) est stationnaire si et seulement si

V ar fY1 (!) ; :::; Yp (!)g = V ar fY2 (!) ; :::; Yp+1 (!)g (2.4)

Théorème 2.1.2 Si la condition suivante est véri�ée

zp � A1zp�1 � :::� Ap 6= 0 pour jzj � 1 (2.5 )

alors il existe une solution unique de l�équation

B+! = AB
+
!A

0 + 
! (2.6)

et cette solution est une matrice dé�nie positive et explicitement donnée par

B+! =
1X
k=0

Ak
!A
0k (2.7 )

Preuve. Sachant que : zp�A1zp�1� :::�Ap est le polynôme caractéristique de la matrice A, alors
si la condition (2:5) est véri�ée, ceci implique que les valeurs propres de la matrice A se trouvent à

l�intérieur du cercle unité. En introduisant l�opérateur V ec on obtient

V ec
�
B+!
�
= A
2V ec

�
B+!
�
+ V ec [
!] (2.8)

où la matrice A
2 est de dimension p2�p2. Sachant que les valeurs propres de A
2 sont de la forme
�i�j où �i et �j sont celles de la matrice A, et j�ij < 1 pour tout i, il résulte que les valeurs propres
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de A
2 sont à l�intérieur du cercle unité, alors [Ip2 � A
2] est inversible, par conséquent l�équation
(2:8) admet une solution donnée par

V ec
�
B+!
�
=
�
Ip2 � A
2

��1
V ec [
!]

En développant la matrice [Ip2 � A
2]�1 en séries on obtient

V ec
�
B+!
�
=

�
Ip2 � A
2

��1
vec [
!]

=
�
I
2p + A
2 + A
4 + :::

�
vec [
!]

= I
2p V ec [
!] + A

2V ec [
!] + :::

= V ec [Ip
!Ip] + V ec [A
!A
0] + V ec

�
A2
!A

02�+ :::
=

1X
k=0

V ec
�
Ak
!A

0k� = V ec" 1X
k=0

Ak
!A
0k

#

d�où : B+! =
1P
k=0

Ak
!A
0k.

Théorème 2.1.3 La condition V ar fY1 (!) ; :::; Yp (!)g = V ar fY2 (!) ; :::; Yp+1 (!)g est véri�ée si
et seulement si la matrice B! = V ar fY1 (!) ; :::; Yp (!)g est une solution de l�équation

B! = AB!A
0
+
�
�2! + Tr (�

�
!B!)

�
J (2.9 )

où ��
! = V ar [Ap(!); :::; A1(!)].

Preuve. On note que

A (!) =

266664
A1(!) A2(!) ::: Ap(!)

1 0 ::: 0
...

...
...

0 � � � 1 0

377775
d�aprés (2:1) on a 0BB@

Yp+1(!)
...

Y2(!)

1CCA = A (!)

0BB@
Yp(!)
...

Y1(!)

1CCA+
0BB@
"p+1(!)
...

0

1CCA (2.10)

On pose :A (!) = (Aij (!)), Y (!) = (Y1 (!) ; :::; Yp (!))
0, Zi =

pP
h=1

Aih (!)Yh (!), et Z = (Z1; :::; Zp)
0,

on va calculer

Cov [Zi; Zj] =

pX
h=1

pX
k=1

Cov [Aih (!)Yh (!) ; Ajk (!)Yk (!)]
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Sachant que (Aij!) et (Yk (!)), k = 1; :::; p sont indépendant et E fYt (!)g = 0, on obtient

Cov [Aih (!)Yh (!) ; Ajk (!)Yk (!)]

= E fAih (!)Yh (!)Ajk (!)Yk (!)g � E fAih (!)Yh (!)gE fAjk (!)Yk (!)g

= E fAih (!)Ajk (!)gE fYh (!)Yk (!)g � E fAih (!)gE fYh (!)gE fAjk (!)gE fYk (!)g

= [Cov [Aih (!) ; Ajk (!)] + E fAih (!)gE fAjk (!)g]Cov [Yh (!) ; Yk (!)]

= Cov [Aih (!) ; Ajk (!)]Cov [Yh (!) ; Yk (!)] + E fAih (!)gCov [Yh (!) ; Yk (!)]E fAjk (!)g

On note : Hij = (Cov [Aih (!) ; Ajk (!)])
p
h;k=1 , Bhk = Cov [Yh (!) ; Yk (!)].

Comme B! = (Bhk)
p
h;k=1, on obtient

Cov [Zi; Zj] =
X
h

X
k

Cov [Aih (!) ; Ajk (!)]Bhk +
X
h

X
k

E fAih (!)gBhkE fAjk (!)g

= Tr (HijB!) +
X
h=1

X
k=1

E fAih (!)gBhkE fAjk (!)g

Il est clair que

Hij =

(
��
! pour i = j = p

0 sinon

et E fA (!)g = A, par conséquent

V ar [Z] = Tr (��
!B!) J + AB!A

Ainsi on a

V ar [0; :::; 0; "p+1 (!)] = �
2
!J

on pose S =
�
Y2 (!) ; :::; Yp (!) ;

pP
k=1

Ak (!)Yk (!)

�0
, alors

V ar
�
S; [0; :::; 0; "p+1 (!)]

0� = 0
En calculant la matrice de covariance des deux membres de la relation (2:10) on obtient

B! = V ar fY2 (!) ; :::; Yp+1 (!)g = AB!A
0
+ [�2! + Tr (�

�
!B!)] J .
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Théorème 2.1.4 On suppose que

zp � A1zp�1 � :::� Ap 6= 0 pour jzj � 1 (2.11 )

si la condition suivante est véri�ée

1� Tr
�
��
!B

+
!

�
> 0 (2.12)

alors l�équation (2:9) admet une solution unique, dé�nie positive donnée par

B! = �
2
!

�
1� Tr

�
��
!B

+
!

���1
B+! (2.13)

Preuve. Les racines de l�équation zp�A1zp�1� :::�Ap 6= 0 sont celles du polynôme caractéristique
de la matrice A, si (2:11) est véri�ée, alors (2:7) est la solution unique de l�équation (2:6) :

Pour tout nombre arbitraire u on a

uB+! = AuB
+
!A

0 + J

la matrice uB+! est l�une des solutions de l�équation (2:9) si et seulement si

u = �2! + Tr
�
��
!uB

+
!

�
Si (2:12) est véri�ée alors la matrice B! donnée par (2:13) est l�unique solution de l�équation (2:9)

et cette matrice est dé�nie positive.

Corollaire 2.1.2 Les conditions (2:11) et (2:12) sont nécessaires et su¢ santes pour que le processus
fYt (!)g soit stationnaire.

2.1.1 Exemple

Nous considérons un modèle AR (1) à coe¢ cient aléatoire

Yt(!) = A1(!)Yt�1(!) + "t(!), ! = 1 (2.14)

telles que E fA1(!)g = � et V ar [A1(!)] = �.
On soppose que jA1(!)j < 1 p.s, alors � < 1 alors la condition (2:11) est véri�ée.
Dans ce cas A = (�) et l�équation (2:9) devient

B! = �
2A+ �2 +�B
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et sa solution

B! =
�
1�

�
�2 +�

���1
�2

sachant que

1 > E
�
A21(!)

	
= �2 +�

alors la solution existe toujours et elle est positive, et en vertu du Corollaire 2.1.2 le modèle est

stationnaire sous la condition jA1(!)j < 1 p.s.

2.2 L�existence de la solution stationnaire

Essayons maintenant de trouver sous quelles conditions l�équation (2:1) admet une solution

stationnaire pour chaque ! 2 f1; :::; Ng. On a d�une part

Y t (!) = A (!)Y t�1 (!) + "t (!)

= A (!)
�
A (!)Y t�2 (!) + "t�1 (!)

�
+ "t (!)

= A2 (!)Y t�2 (!) + A (!) "t�1 (!) + "t (!)
...

= Aj (!)Y t�j (!) +

j�1X
k=0

Ak (!) "t�k (!)

Y t (!)� Aj (!)Y t�j (!) =
j�1X
k=0

Ak (!) "t�k (!)

D�autre part on a : E
�
"t�k (!) "

0
t�h (!)

	
= 0 si k 6= h

V ec

24E
8<:

jX
k=0

Ak (!) "t�k (!)

"
jX
h=0

Ah (!) "t�h (!)

#09=;
35

= V ec

"
E

(
jX
k=0

Ak (!) "t�k (!) "
0
t�k (!)A

k0 (!)

)#

=

jX
k=0

h
A
 A+ ~C

ik
V ec

�
E
�
"t�k (!) "

0
t�k (!)

	�
=

jX
k=0

h
A
 A+ ~C

ik
V ec

�
J 
 �2!

�



10 CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE DU MODÈLE

Lemme 2.2.1 Si
jP
k=0

h
A
 A+ ~C

ik
V ec [J 
 �2!] converge lorsque j ! 1 et H est une matrice

dé�nie positive telle que

V ec [H] = �2! + C
1X
k=0

h
A
 A+ ~C

ik
V ec

�
J 
 �2!

�
(2.15)

alors les valeurs propres de A se trouvent à l�intérieur du cercle unité.

Preuve. Soit la matrice W dé�nie par

V ec [W ] =

1X
k=0

h
A
 A+ ~C

ik
V ec

�
J 
 �2!

�
Alors h

A
 A+ ~C
i
V ec [W ] =

1X
k=1

h
A
 A+ ~C

ik
V ec

�
J 
 �2!

�
= V ec [W ]� V ec

�
J 
 �2!

�
Ainsi

V ec [W ] = [A
 A]V ec [W ] +
�
~CV ec [W ] + V ec

�
J 
 �2!

��
= [A
 A]V ec [W ] + V ec [J 
H]

comme ~CV ec [W ] = V ec [J 
 (CV ec (W ))], alors W = AWA0 + J 
H
Soit � une valeur propre de la matrice A et z0 6= 0 un vecteur propre à gauche associé à � tel que
z = (z1; :::; zp)

0, alors

z0W �z = z0AWA0�z + z0 [J 
H] �z
= j�j2 z0W �z + z0pH�zp

alors
�
1� j�j2

�
z0W �z = z0pH�zp.

Sachant que
rP
k=1

h
A
 A+ ~C

ik
V ec [J 
 �2!] est un V ec d�une matrice dé�nie non négative, alors sa

limite est aussi la matrice W qui est non négative, et zW �z � 0. Si z0pH�zp > 0 alors zp 6= 0, par

conséquent j�j < 1.
Maintenant on suppose que zp = 0, sachant que z0 est une valeur propre à gauche de A alors

(z1; :::; zp)

266664
A1 � � � Ap

1 � � � 0
...

. . .
...

0 1 0

377775 = � (z1; :::; zp)
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ceci est réduit au système d�équations suivantes8><>:
z1A1 = �z1

zi + zpAp�1 = �zi+1, i = 1; :::; p� 1

Si � 6= 0, la première équation implique que z1 = 0, comme zp = 0 et les équations restantes ont
comme leur seule solution z2 = ::: = zp�1 = 0, donc z 6= 0, par conséquent j�j < 1.

Théorème 2.2.1 Soit �2! 6= 0, a�n qu�il existe une solution stationnaire unique Ft (!)-mesurable
de l�équation (2:1) il est nécessaire et su¢ sant que les valeurs propres de la matrice

h
A
 A+ ~C

i
soient à l�intérieur du cercle unité.

Preuve. On peut représenter la matrice
�
A
 A+ ~C

�
sous la forme canonique de Jordan�

A
 A+ ~C
�
= P�P�1

où � est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des valeurs propres de
�
A
 A+ ~C

�
:

Il est nécessaire seulement de démontrer que les lignes de P�1 qui correspondent à un élément dia-

gonal � de � pour que j�j � 1 ne peuvent pas être orthogonales à V ec [J 
 �2!].
Soit z0 l�un de ces lignes de P�1 lequel est un vecteur propre à gauche de

�
A
 A+ ~C

�
, en notant

qu�il existe au moins un tel vecteur.

Si z0V ec [J 
 �2!] = 0 alors le premier élément de z est non nul, sachant que le seul élément non nul
de (J 
 �2!) est �2!, ainsi que ~C a seulement une ligne non nule (la première ligne) qui estC.
D�où : z0

�
A
 A+ ~C

�
= z0 (A
 A), tandis que z0

�
A
 A+ ~C

�
= �z0 et donc � est aussi une

valeur propre de (A
 A). En vertu du lemme précédent toutes les valeurs propres de A se trouvent
à l�intérieur du cercle unité.

Soit P�P�1 la forme canonique de Jordan de la matrice A et [�1; :::; �p] = diag (�).

Si � est une valeur propre de (A
 A) alors det [�Ip2 � A
 A] = 0, mais

det [�Ip2 � A
 A] = det
�
�Ip2 �

�
P�P�1

�


�
P�P�1

��
= det

�
�Ip2 � (P 
 P ) (�
 �)

�
P�1 
 P�1

��
= det

�
� (P 
 P ) (P 
 P )�1 � (P 
 P ) (�
 �) (P 
 P )�1

�
= det

�
(P 
 P ) (�Ip2 � �
 �) (P 
 P )�1

�
= det (P 
 P ) det (�IP 2 � �
 �) det

�
(P 
 P )�1

�
= det [�Ip2 � �
 �] =

pQ
i;j=1

(�� �i�j)



12 CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE DU MODÈLE

Sachant que les éléments sous-diagonal de (�IP 2 � �
 �) sont non nuls, alors � = �i�j pour certains
i et j où �i, �j sont des valeurs propres de A et sachant que j�ij < 1, alors j�j = j�ij j�jj < 1.

2.3 Conditions de stabilité

Lorsqu�on produit une série temporelle par l�équation (2:1), il est naturel d�initier les variables

Y1�p (!) ; :::; Y�1 (!) ; Y0 (!), et commencer la génération à t = 1. Une question évidente s�impose,

est ce que ces valeurs initiales a¤ectent le comportement à long terme du processus fYt (!)gt�1 et
si le processus atteint son équilibre lorsque t devient grand.

Dé�nition 2.3.1 Le processus autorégressif fYt (!)gt�1 est dit stable si
E fYt (!) =Y1�p (!) = y1�p; :::; Y0 (!) = y0g et E fYt (!)Yt�s (!) =Y1�p (!) = y1�p; :::; Y0 (!) = y0g, pour
s � 0 convergent indépendamment des valeurs initiales fy1�p (!) ; :::; y0 (!)g lorsque t!1.

Théorème 2.3.1 Le processus fYt (!)gt�1 véri�e l�équation (2:1) est stable si et seulement si�
A
 A+ ~C

�t
S converge vers zéro pour chaque matrice symétrique S d�ordre p lorsque t!1.

Preuve. Soit : Y 0 (!) = (Y1�p (!) ; :::; Y0 (!))
0, alors d�aprés la relation (2:2) on a

E
n
Y t (!) =Y 0 (!) = y0 (!)

o
= AE

n
Y t�1 (!) =Y 0 (!) = y0 (!)

o
= Aty

0
(!)

ainsi que E
n
Y t (!) =Y 0 (!) = y0 (!)

o
, converge indépendamment de y

0
(!) si et seulement si les

valeurs propres de A sont de module inférieur à 1, dans ce cas, Atz converge pour tout vecteur z.

D�aprés la relation (2:3) on obtient pour t > s > 0,

Vt;t�s

�
y
0
(!)
�
= E

n
Y t (!)Y

0
t�s (!) =Y 0 (!) = y0 (!)

o
= E

n�
[A+D (!)]Y t�1 (!) + "t (!)

	
Y 0t�s (!) =Y 0 (!) = y0 (!)

o
= AE

n
Y t�1 (!)Y

0
t�s (!) =Y 0 (!) = y0 (!)

o
= AVt�1;t�s

�
y
0
(!)
�
= ::: = AsVt�s;t�s

�
y
0
(!)
�

V ec
h
Vt;t

�
y
0
(!)
�i

=
�
A
 A+ ~C

�j
V ec

h
Vt�1;t�1

�
y
0
(!)
�i
+ V ec

�
J 
 �2!

�
(2.16)

=

t�1X
j=0

�
A
 A+ ~C

�j
V ec

�
J 
 �2!

�
+
�
A
 A+ ~C

�t
V ec

h
y
0
(!) y0

0
(!)
i
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Si
�
A
 A+ ~C

�t
V ec [S] converge vers zéro pour toute matrice symétrique S, alors

�
A
 A+ ~C

�t
V ec

h
y
0
(!) y0

0
(!)
i
et
�
A
 A+ ~C

�t
V ec

�
J 
 �2!

�
chacun des termes dans la relation (2:16) est un V ec d�une matrice dé�nie non négative, donc

Vt;t

�
y
0
(!)
�
converge si et seulement si

�
A
 A+ ~C

�t
V ec

h
y
0
(!) y0

0
(!)
i
et

t�1X
j=0

�
A
 A+ ~C

�j
V ec

�
J 
 �2!

�
convergent

Maintenant nous démontrons la condition su¢ sante :

Si
�
A
 A+ ~C

�j
V ec [S] converge vers zéropour tout matrice symétrique S, alors

�
A
 A+ ~C

�t
V ec

h
y
0
(!) y0

0
(!)
i
et

t�1X
j=0

�
A
 A+ ~C

�j
V ec

�
J 
 �2!

�

convergent vers zéro, par conséquent
t�1P
j=0

�
A
 A+ ~C

�j
V ec [J 
 �2!] l�est aussi.

En vertu du Lemme 2.1, la matrice A est de valeurs propres de module inférieur à 1, alors

Vt;t�s

�
y
0
(!)
�
= AsVt�s;t�s

�
y
0
(!)
�
converge aussi.

Pour voir que la condition est aussi nécessaire, on note que toute matrice réelle symétrique S d�ordre

p peut s�écrire sous la forme
pP
j=1

�jeje
0
j où f(�j; ej)g l�ensemble des valeurs propres et les vecteurs

propres associés à S. Sachant
�
A
 A+ ~C

�t
V ec

�
y y0

�
converge vers zéro pour tout y 2 Rp,

donc nécessairement
pP
j=1

�j

�
A
 A+ ~C

�t
V ec

�
eje

0
j

�
=
�
A
 A+ ~C

�t
V ec [S] l�est aussi.

2.3.1 Stationnarité stricte

Dans les sections précédentes on n�a rien supposé sur f"t (!)g et fA (!)gseulement que sont
indépendantes, stationnaires du second d�ordre et qui sont mutuellement indépendants. Si f"t (!)g
et fA (!)g sont aussi deux suites de variables aléatoires identiquement distribuées dans quel cas
elles sont aussi strictement stationnaires et ergodiques, il est possible d�inférer des propriétés plus

fortes pour la solution Ft (!)�mesurable, fyt (!)g de l�équation (2:2).
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Théorème 2.3.2 On suppose que les suites f"t (!)g et fA (!)g véri�ent les suppositions (i) et (iii)
et qu�elles sont identiquement distribueés. S�il existe une unique solotion fYt (!)g stationnaire du
second d�ordre et Ft (!) �mesurable de l�équation (2:1), alors cette solution est aussi strictement
stationnaire et ergodique.

Preuve. L�unique solotion stationnaire du second d�ordre et Ft (!)�mesurable, fYt (!)g de l�équa-
tion (2:2) donnée par

Y t (!) = "t (!) +
1X
j=1

[A+D (!)]j "t�j (!)

est une limite en quadratique moyenne, par conséquent en probabilité d�une suite de variables

aléatoires Ft (!) � mesurable. Comme la solution a la même forme fonctionnelle pour chaque t,
fY t (!)g doit être strictement stationnaire, par conséquent l�est aussi fYt (!)g.
Sachant que fA (!) ; "t (!)g est une suite iid alors elle est ergodique.
Ainsi que la �-Algèbre Gt (!) engendrée par fYt (!) ; Yt�1 (!) ; :::g est inclue dans Ft (!), si fYt (!)g
est une suite Ft (!)�mesurable de variables aléatoires.
Soient G et F les petites �-Algèbres contenant respectivement lim

t!1
Gt (!) et lim

t!1
Ft (!), il résulte

que G � F et fYt (!)g est ergodique.



Chapitre 3

Inférence statistique du modèle
RCAR(1)

Considérons un modèle autoregéssif à coe¢ cient aléatoire d�ordre 1 noté RCAR (1). Dans le

modèle usuel le coe¢ cient a une distribution dégénérée, i.e constante sur les réalisations. On s�in-

teresse alors à estimer les moments et établir les propriétés asymptotiques des estimateurs.

Soit le modèle RCAR (1) suivant

Yt (!) = A (!)Yt�1 (!) + "t (!) (3.1)

On suppose que :

(i) Les variables aléatoires non observées A (!) et "t (!) ont respectivement des fonctions de

répartition F et Ft.

(ii) A (!) est indépendante de A (!0), "t (!) et "t (!0) pour tout t et tout ! 6= !0.
(iii) Les variables aléatoires "t (!) sont iid.

(iv) "t (!) et "u (!0) sont indépendantes pour tout t, u et tout ! 6= !0.
(v)

E f"t (!)g = 0

E f"t (!) "u (!)g =
(
�2! si t = u

0 si t 6= u

E f"t (!) "u (!) "v (!) "w (!)g =
(
3�4! + { si j{j <1, t = u = v = w

0 sinon

(3.2)

Sous les conditions (i) - (v) et en vertu du Th�eor�eme 2.4.1, il existe une solution unique fYt (!)g,
Ft (!)-mesurable strictement stationnaire et ergodique. Alors la réalisation de f"t (!)g pour ! est

15
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considéré comme un bruit blanc et la réalisation fYt (!)g est un RCAR (1).
La condition de stationnarité du modèle (3:1), implique que F (�1� ") = 0, et F (1 + ") = 1, et
cela signi�e que jA (!)j < 1 p.s, et de (3:1) et (3:2) on obtient

E fYt (!) =A (!)g = E fA (!)Yt�1 (!) + "t (!) =A (!)g
= A (!)E fYt�1 (!) =A (!)g+ E f"t (!) =A (!)g
= A (!)E fYt�1 (!) =A (!)g

[1� A (!)]E fYt (!) =A (!)g = 0

Sachant que jA (!)j < 1 p.s alors 1� A (!) 6= 0 p.s, par conséquent

E fYt (!) =A (!)g = 0 p.s

E fYt (!)Yt�u (!) =A (!)g

= E f[A (!)Yt�1 (!) + "t (!)] [A (!)Yt�u�1 (!) + "t�u (!)] =A (!)g

= A2 (!)E fYt�1 (!)Yt�u�1 (!) =A (!)g+ A (!)E fYt�1 (!) "t�u (!) =A (!)g
...

= A2 (!)E fYt�1 (!)Yt�u�1 (!) =A (!)g+ Ajuj (!)E fYt�u (!) "t�u (!) =A (!)g

= A2 (!)E fYt�1 (!)Yt�u�1 (!) =A (!)g+ Ajuj (!)E f"t�u (!) "t�u (!) =A (!)g

= A2 (!)E fYt�1 (!)Yt�u�1 (!) =A (!)g+ �2!Ajuj (!)

Sachant que le processus est stationnaire alors

E fYt (!)Yt�u (!) =A (!)g = E fYt�1 (!)Yt�u�1 (!) =A (!)g

par conséquent

E fYt (!)Yt�u (!) =A (!)g = �2!
Ajuj (!)

1� A2 (!) p.s (3.3)

t; u 2 I. Alors d�aprés la relation (3:3) on obtient

A (!) =
E fYt (!)Yt�1 (!) =A (!)g

E fY 2t (!) =A (!)g
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On considère pour tout ! 2 f1; :::; Ng l�estimateur donné par

ÂT (!) =

T�1X
t=0

Yt (!)Yt�1 (!)

TX
t=0

Y 2t (!)

Sous les conditions (i)� (v), on a pour tout u � 0

p lim
T!1

 
T�1

T�uX
t=0

Yt (!)Yt�u (!)� E fYt (!)Yt�u (!) =A (!)g
!
= 0 (3.4)

p lim
T!1

�
ÂT (!)� A (!)

�
= 0 (3.5)

Maintenant, on suppose que A est dégénérée i.e. pour jAj < 1, F (�A) = 0, F (A+) = 1.
Alors, Yt (!) est un AR (1) usuel et il est ergodique donc 
 (u) = E (Yt (!)Yt�u (!)) par conséquent

les relations (3:4) et (3:5) deviennent

p lim
T!1

 
T�1

T�uX
t=0

Yt (!)Yt�u (!)� 
 (u)
!
= 0; 8u

p lim
T!1

�
ÂT (!)� A

�
= 0

Maintenant on va montrer que les moments de A (!) peuvent être identi�és en termes de 
 (u),

ensuite on étudiera le comportement asymptotique des estimateurs des moments proposés lorsque

N !1 et T soit �xe, sous des conditions sur la distribution F .

3.1 Identi�cation des moments

Théorème 3.1.1 Si Z 1

�1

dF (x)

1� x2 <1 (3.6 )

alors

�u =

Z 1

�1
xudF (x) =


 (u)� 
 (u+ 2)

 (0)� 
 (2) , u � 1 (3.7 )

Preuve. D�aprés la relation (3:3) on a


 (u) = �2!

1X
v=0

�u+2v, u � 0 (3.8 )
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ces séries convergent car le membre à gauche de (3:6) est 
 (0), et j
 (u)j < 
 (0) par conséquent


 (u)� 
 (u+ 2) = �2!�u, u � 0

Sachant que �0 = 1, on a 
 (0)� 
 (2) = �2! > 0, alors

�2!�u = 
 (u)� 
 (u+ 2)

�u =

 (u)� 
 (u+ 2)

�2!

=

 (u)� 
 (u+ 2)

 (0)� 
 (2) , u � 0.

Dé�nition 3.1.1 La densité spectrale du processus RCAR (1) est donnée par

S (�) =
1

2�

1X
u=�1


 (u) cosu�, � � < � � � (3.9)

Théorème 3.1.2 Lorsque la densité spectrale S (�) existe alors

S (�) =
�2!
2�

1X
u=0

(u+ 1)�u, � = 0 (3.10)

S (�) =
�2!
2�

1X
u=0

sin (u+ 1)�

sin�
�u, � 6= 0 (3.11)

Preuve. D�aprés les relations (3:8) et (3:9) on a

S (�) =
1

2�

1X
u=�1


 (u) cos u�

=
1

2�

 

 (0) + 2

1X
u=1


 (u) cosu�

!

=
1

2�

 
�2!

1X
v=0

�2v + 2
1X
u=1

�2!

1X
v=0

�u+2v cosu�

!

en substituant u par v et réciproquement on obtient

=
�2!
2�

 1X
u=0

�2u + 2
1X
u=0

1X
v=1

�2u+v cos v�

!
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pour � = 0 on a

=
�2!
2�

 1X
u=0

�2u + 2

1X
u=0

1X
v=1

�2u+v

!

=
�2!
2�
(�0 + 2�1 + 3�2 + 4�3 + 5�4 + 6�5 + :::)

=
�2!
2�
[(�0 + �1 + �2 + �3 + �4 + :::) + (�0 + �1 + 2�2 + 3�3 + 4�4 + :::)]

=
�2!
2�

 1X
u=0

�u +

1X
u=0

u�u

!
=
�2!
2�

1X
u=0

(u+ 1)�u

pour � 6= 0 on a

S (�) =
�2!
2�

 1X
u=0

�2u + 2
1X
u=0

1X
v=1

�2u+v cos v�

!

=
�2!
2�

(
1 +

1X
u=1

�2u

 
1 + 2

uX
v=1

cos 2v�

!
+ 2

1X
u=0

�2u+1

uX
v=0

cos (2v + 1)�

)
on peut montrer par calcul direct que8>>>>><>>>>>:

1 + 2
uX
v=1

cos 2v� =
sin (2u+ 1)�

sin�

uP
v=0

cos (2v + 1)� =
sin 2u�

sin�

par conséquent on obtient

S (�) =
�2!
2�

(
1 +

1X
u=1

�2u
sin (2u+ 1)�

sin�
+

1X
u=1

�2u+1
sin 2u�

sin�

)

=
�2!
2�

1X
u=0

sin (u+ 1)�

sin�
�u.

Théorème 3.1.3 A�n que S (�) existe et soit continue, il est nécessaire queZ 1

�1

dF (x)

(1� x) 2 <1 (3.12)
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alors que la condition su¢ sante soit Z 1

�1

dF (x)

(1� jxj) 2 <1 (3.13)

Preuve. (a) La condition nécessaire : si
R 1
�1

dF (x)

(1� x) 2 <1 , alors

Z 1

�1

dF (x)

(1� x) 2 =

Z 1

�1

�
1

1� x

�2
dF (x) =

Z 1

�1

 1X
u=0

xu

!2
dF (x)

=

Z 1

�1

1X
u=0

(u+ 1) xudF (x) =
1X
u=0

(u+ 1)�u <1

donc
�2!
2�

1P
u=0

(u+ 1)�u = S (�) <1.

(b) La condition su¢ sante : notons que la continuité de S (�) est véri�ée si sa série de Fourier

est absolument convergente, alors d�aprés les relations (3:10) et (3:11) on a

S (�) � �2!
2�

 1X
u=0

j�2uj+ 2
1X
u=0

1X
v=1

���2u+v��
!

� �2!
2�

1X
u=0

(u+ 1) j�2uj

� �2!
2�

1X
u=0

(u+ 1)E jA (!)ju

D�autre part on a

�2!
2�

Z 1

�1

dF (x)

(1� jxj)2
=

�2!
2�

Z 1

�1

�
(1� jxj)2

��1
dF (x) =

�2!
2�

Z 1

�1

�
1�

�
2 jxj � jxj2

���1
dF (x)

=
�2!
2�

Z 1

�1

�
1 + 2 jxj+ 3 jxj2 + 4 jxj3 + 5 jxj4 + :::

�
dF (x)

=
�2!
2�

1X
u=0

(u+ 1)E jA (!)ju <1

d�où
�2!
2�

Z 1

�1

dF (x)

(1� jxj)2
<1

Par conséquent (3:13) est une condition su¢ sante.
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Remarque 3.1.1 On suppose que la variable aléatoire A (!) est non négative i.e. A (!) � 0 p.s,

alors toutes les autocorrelations conditionnelles seront non négatives, en e¤et dans ce cas on a le

corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 Lorsque F (�0) = 0 alors pour que S (�) existe et continue, il est nécessaire et

su¢ sant que Z 1

0

dF (x)

(1� x) 2 <1 (3.14)

Preuve. Les deux relations (3:12) et (3:13) se réduisent à (3:14).

3.2 Comportement asymptotique

Nous considérons l�estimation de la distribution de A (!), en donnant des observations Yt (!),

t = 0; :::; T et ! = 1; :::; N et en supposant l�indépendance par rapport à !.

Nous estimons �k en estimant 
 (u) et en utilisant la relation (3:7). Une approche plus évidente

estime A (!) par ÂT (!) pour chaque ! par la méthode des moindres carrés, alors ÂT (!) serait

traité comme un échantillon de F . Cette approche a plusieurs inconvénients tels que :

* En particulier lorsque T n�est pas assez grand, alors on ne peut pas estimer A (!) et notre

approche paraît plus rapide et directe.

* L�estimateur ÂT (!) n�a pas en fait de distribution F .

* Les propriétés asymptotiques des estimateurs de �u obtenues de ÂT (!) sont accessible.

Pour 0 � u � T on dé�nit donc l�estimateur de 
 (u) par

b
N (u) = 1

(T � u+ 1)N

T�uX
t=1

NX
!=1

Yt (!)Yt+u (!)

lequel est un estimateur sans biais de 
 (u).

Théorème 3.2.1 La condition nécessaire et su¢ sante pour que

lim
N!1

b
N (u) = 
 (u) p.s (3.15)

soit la condition (3:6).

Preuve. Considérons d�abord b
N (0), en notant que TP
t=0

Y 2t (!), ! = 1; 2; ::: sont des variables

aléatoires i.i.d. Alors pour que b
N (0)! 
 (0) p.s , il est nécessaire que E

���� TP
t=0

Y 2t (!)

���� <1, et ceci
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est vrai si E fY 2t (!)g <1, t = 0; :::; T , lequel est équivalent à (3:6).
Pour montrer la su¢ sance, on note que la relation (3:15) est véri�ée pour tout u, si

E

�����
T�uX
t=0

Yt (!)Yt+u (!)

����� <1
lequel est vrai par l�inégalité de Schwarz, si E fY 2t (!)g < 1, t = 0; :::; T , et ceci est vrai si la

condition (3:6) est véri�ée.

Maintenant, on dé�nit les estimateurs de �2! et �u respectivement par

b�2N (!) = b
N (0)� b
N (2) ,
b�N (u) = b
N (u)� b
N (u+ 2)b
N (0)� b
N (2) , u = 1; :::; T � 2.

Théorème 3.2.2 Sous la condition (3:6)

lim
N!1

b�2N (!) = �2!, lim
N!1

b�N (u) = �u p.s, u = 1; :::; T � 2

Preuve. D�aprés le Theor�eme 3.1.1 et Theor�eme 3.2.1 et la continuité de l�application entre �u et

 (u) on en déduit le résultat.

Théorème 3.2.3 La condition nécessaire et su¢ sante pour que
p
N (b
N (0)� 
 (0) ; b
N (1)� 
 (1) ; :::; b
N (T )� 
 (T )) (3.16)

converge lorsque N ! 1 vers une distribution normale (T + 1)-dimensionnelle de moyenne nulle

et de matrice de covariance �, ayant le (p+ 1; q + 1) �eme élément

limN!1Ncov (b
N (p) ; b
N (q)) = �4!Pj�p

X
k�q

�2(2j+k)�p�q + (T � p+ 1)
�1PT

u=p

TX
v=q

�

8<:�4 P
j�max(u�v;0)

X
k�max(u�v+q�p;0)

�2(j+k�u+v)+p�q + �
4
!

P
j�max(u�v�q;0)

X
k�max(u�v�p;0)

�2(j+k�u+v)+p�q

+{
P

j�max(p;u�v;u�v+q;0)
�4j�2(u�v)�p�q

)
, p; q = 0; :::; T � 1

(3.17)

est que Z 1

�1

dF (x)

(1� x2)2
<1 (3.18)
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Preuve. La condition nécessaire : on note que

TX
t=0

Y 2t (!) ; ! = 1; 2; :::N

sont des variables aléatoires iid.

Pour que
p
N (b
N (0)� 
 (0)) soit asymptotiquement normale, il est nécessaire et su¢ sant que :

E

 
TX
t=0

Y 2t (!)

!2
<1.

D�aprés le théorème central limite pour les variables aléatoires i.i.d lequel est vrai si et seulement

si E fY 4t (!)g <1, mais la dernière inégalité est équivalente à la condition (3:18).
La condition su¢ sante : maintenant, pour que

p
N (b
N (u)� 
 (u)) soit aussi asymptotiquement

normale pour tout u � 1, il est nécessaire et su¢ sant que

E

�����
T�uX
t=0

Yt (!)Yt�u (!)

�����
2

<1

lequel est vrai en vertu de la condition (3:18) et l�inégalité Schwarz.

Par conséquent, (3:18) est une condition N.S pour que toute combinaison de
p
N (b
N (u)� 
 (u)),

u � 0, soit asymptotiquement normale qui est elle-même la condition N.S pour que (3:16), converge
vers une distribution multidimensionnelle normale.

Théorème 3.2.4 Si la condition (3:18) est véri�ée alors
p
N
�b�2N (!)� �2!; b�N (1)� �1; :::; b�N (T � 2)� �T�2� (3.19)

converge lorsque N ! 1 vers une distribution normale (T � 1)-dimensionnelle de moyenne nulle
et de matrice de covariance ���0, telle que

� = ��2!

2666666666666664

1 0 �1 0 0 :::: :: 0

��1 1 �1 �1 0 :::: :: 0

��2 0 �2 0 �1 :::: ::
...

��3 0 �3 1 0 0

::: ::: ::: :: :::

::: ::: ::: : �1
: 0

��T�2 0 �T�2 0 0 :::: :: 1

3777777777777775
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Si b� est la matrice dont le (p+ 1; q + 1) �eme élément est
N�1

NX
!=1

(
(T � p+ 1)�1

T�pX
t=0

Yt (!)Yt+p (!)

)
�
(
(T � q + 1)�1

T�qX
t=0

Yt (!)Yt+q (!)

)
(3.20)

�
(
N�1

NX
!=1

(T � p+ 2)�1
T�pX
t=0

Yt (!)Yt+p (!)

)
�
(
N�1

NX
!=1

(T � q + 1)�1
T�qX
t=0

Yt (!)Yt+q (!)

)
,

p; q = 0; 1; :::; T � 1, et b� est la matrice obtenue en substituant �2!, �u par b�2N (!), b�N (u) dans �,
q = 0; 1; :::; T � 1, alors

lim
N!1

b�b�b�0 = ���0, p.s. (3.21)

Preuve. D�aprés le Th�eor�eme 3.2.3 on a démontré que

p
N (b
N (0)� 
 (0) ; b
N (1)� 
 (1) ; :::; b
N (T )� 
 (T ))

est asymptotiquement normal si et seulement siZ 1

�1

dF (x)

(1� x2)2
<1

et comme cette condition est véri�ée, il résulte que
p
N (b
N (0)� 
 (0)), pN (b
N (1)� 
 (1)) ,:::,p

N (b
N (T )� 
 (T )) sont asymptotiquement normals.
D�une part on sait que b�2N (!) = b
N (0)� b
N (2), alors on obtient

p
N
�b�2N (!)� �2!� =

p
N [b
N (0)� b
N (2)� (
 (0)� 
 (2))]

=
p
N [b
N (0)� 
 (0)]�pN [b
N (2)� 
 (2)]

par conséquent
p
N
�b�2N (!)� �2!� est asymptotiquement normal.

D�autre part on a b�N (u) = b
N (u)� b
N (u+ 2)b
N (0)� b
N (2) , u = 1; :::; T � 2, alors

p
N (b�N (u)� �u) =

p
N

�b
N (u)� b
N (u+ 2)b
N (0)� b
N (2) � 
 (u)� 
 (u+ 2)

 (0)� 
 (2)

�

=
p
N

�b
N (u)� b
N (u+ 2)b�2N (!) � 
 (u)� 
 (u+ 2)
�2!

�

=
p
N

�b
N (u)b�2N (!) � 
 (u)�2!

�
�
p
N

�b
N (u+ 2)b�2N (!) � 
 (u+ 2)
�2!

�
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par conséquent
p
N (b�N (u)� �u) est asymptotiquement normal pour tout u = 1; :::; T � 2, et ceci

implique que la normalité asymptotique de (3:19).

En déduisant que � est la matrice aux dérivées partielles de vecteur colonne
�
�2!; �1; :::; ; �T�2

�
par

rapport au vecteur ligne (
 (0) ; 
 (1) ; :::; 
 (T )) tels que8>>><>>>:
�2! = 
 (0)� 
 (2)

�u =

 (u)� 
 (u+ 2)

�2!
=

 (u)� 
 (u+ 2)

 (0)� 
 (2) , u � 0

En vertu du Th�eor�eme 3.2.2, on a lim
N!1

b�2N (!) = �2!, lim
N!1

b�N (u) = �u p.s, u = 1; :::; T � 2 par

conséquent b� est un estimateur consistent de � i.e lim
N!1

b� = � p.s.
D�autre part, d�aprés la loi forte des grands nombres, (3:20) converge p.s vers (3:17) (i.e. la formule

de Bartellet), donc lim
N!1

b� = � p.s. Alors b�b�b�0 est un estimateur consistent de ���0.



26 CHAPITRE 3. INFÉRENCE STATISTIQUE DU MODÈLE RCAR(1)



Chapitre 4

Inférence statistique du modèle
RCAR(p)

Ce chapitre est consacré à généraliser quelques résultats concernant l�inférence statistique d�un

modèle RCAR (p), en se basant sur l�étude de Robinson [14] pour le modèle RCAR (1).
Nous considérons le modèle RCAR(p) suivant

Yt (!) =

pX
k=1

Ak (!)Yt�k (!) + "t (!) . (4.1)

On suppose que

(i) Les indices t 2 f0; 1; 2; :::; Tg et ! 2 f1; 2; :::; Ng désignent respectivement le temps et la
population d�individus.

(ii) Les valeurs propres de la matrice A (!) se trouvent à l�intérieur du cercle unité.

(iii) f"t (!)g est une suite de variables aléatoires iid telles que

E f"t (!)g = 0,

E f"t (!) "u (!)g =
(
0 si t 6= u
�2! si t = u

et E f"t (!) "u (!) "v (!) "k (!)g = 3�4! + {; j{j <1 si t = u = v = k

(iv) Ai (!), 1 � i � p sont des variables aléatoires iid.
(v) Ai (!), 1 � i � p sont mutuellement indépendentes de "t (!) et Yt (!) pour tout t.
(vi) Yt (!) est indépendente de "s (!) pour tout s > t.

27
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La relation (4:1) peut s�écrire sous la forme matricielle266664
Yt (!)

Yt�1 (!)
...

Yt�p+1 (!)

377775 =
266664
A1 (!) � � � Ap (!)

1 � � � 0
...

. . .
...

0 1 0

377775
266664
Yt�1 (!)

Yt�2 (!)
...

Yt�p (!)

377775+
266664
"t (!)

0
...

0

377775 (4.2)

ou encore

Y t (!) = A (!)Y t�1 (!) + "t (!) (4.3)

Alors

E fY t (!) =Ft (!)g = 0 p.s (4.4)

�! (u) = E
�
Y t (!)Y

0
t�u (!) =Ft (!)

	
p.s (4.5)

Pour u = 0 on a

�! (0) = A (!)�! (0)A
0 (!) + 
! p.s (4.6)

D�aprés la supposition (ii), la matrice [Ip2 � A
2 (!)] est inversible, alors l�équation (4:6) admet la
solution unique dé�nie positive

V ec [�! (0)] =
�
Ip2 � A
2 (!)

��1
V ec [
!] p.s (4.7)

D�aprés : �! (u) = A (!)�! (u� 1), u = 1; 2; :::, par récurrence on obtient

�! (u) = A
u (!)�! (0) , u = 1; 2; ::: (4.8)

V ec [�! (u)] = (Ip 
 Au (!))V ec [�! (0)]

V ec [�! (u)] = (Ip 
 Au (!))
�
Ip2 � A
2 (!)

��1
V ec [
!] , p.s (4.9)

Sachant que la matrice �! (0) est dé�nie positive d�aprés (4:7), alors elle est inversible donc on peut

identi�er A (!) par

A (!) = ��1! (0)�! (1) p.s (4.10)

On considère l�estimateur ÂT (!) donné par

ÂT (!) =

"
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

#�1 " TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t (!)

#
p.s (4.11)
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Sous les suppositions (i) - (vi), on peut avoir pour u � 0

p lim
T!1

 




T�1
T+uX
t=1

Y t (!)Y
0
t�u (!)� E

�
Y t (!)Y

0
t�u (!) =Ft (!)

	





!
= 0 p:s (4.12)

Sachant que :

ÂT (!)� A (!) =
�
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

��1�
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t (!)

�
� A (!)

=

�
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

��1
T�1

TP
t=1

n
Y t�1 (!)Y

0
t (!)� Y t�1 (!)Y

0

t�1 (!)A (!)
o

=

�
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

��1
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!) "t (!)

En vertu du Th�eor�eme 2.4.1, fYt (!)g est ergodique alors
n
Y t�1 (!)Y

0

t�1 (!)
o
et
�
Y t�1 (!) "t (!)

	
le sont aussi.

Par conséquent �! (0) = E
�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

	
est �nie par (ii), ainsi que

E
�
Y t�1 (!) "t (!)

	
= E

�
E
�
Y t�1 (!) "t (!)

	
=Ft�1 (!)

	
= E

�
Y t�1 (!)

	
E f"t (!) =Ft�1 (!)g = 0

sachant que E f"t (!) =Ft�1 (!)g = 0 et Y t�1 (!) est une fonction Ft�1 (!)-mesurable, alors

T�1
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

converge p.s vers�! (0) et T�1
TP
t=1

Y t�1 (!) "t (!) converge p.s vers 0, par conséquent
�
ÂT (!)� A (!)

�
converge p.s vers 0, alors

p lim
T!1

�


ÂT (!)� A (!)


� = 0 (4.13)

Sachant que le processus fYt (!)g est ergodique, alors �! (u) = E
�
Y t (!)Y

0
t�u (!)

	
, par conséquent

les relations (4:12) et (4:13) deviennent

p lim
T!1

 




T�1
T+uX
t=1

Y t (!)Y
0
t�u (!)��! (u)







!
= 0; 8u p.s

p lim
T!1

�


ÂT (!)� A


� = 0 p.s

où A une telle matrice non aléatoire dont ses valeurs propres se trouvent à l�intérieur du cercle

unité.
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4.1 Identi�cation des moments

On s�intéresse ici aux moments de A (!) qui peuvent être identi�és en termes de �! (u). Les

estimateurs des moments sont proposés pour être consistents lorsque N ! 1 et T soit �xe, sous

les conditions (i)� (vi).

Théorème 4.1.1 Si les valeurs propres de la matrice A (!) sont à l�intérieur du cercle unité, alors

V ec [�! (0)] =

1X
v=0

�
2v
V ec [
!] (4.14)

V ec [�! (u)] =

1X
v=0

�
2v+u

V ec [
!] (4.15)

où : �
2v
= E

�
A
2v (!)

	
et �

2v+u
= E

�
Av (!)
 Av+u (!)

	
(4.16)

Preuve. Sachant que les valeurs propres non nulles de la matrice A
2 (!) sont les mêmes valeurs
propres de la matrice A (!) et qui se trouvent à l�intérieur du cercle unité i.e. j�i�jj < 1, la matrice
[Ip2 � A
2 (!)] est non singulière, alors on a

V ec [�! (0)] = V ec [E fY t (!)Y 0t (!)g] = E
n�
Ip2 � A
2 (!)

��1
V ec [
!]

o
= E

nh
I
2p +

�
A
2 (!)

�
+
�
A
2 (!)

�2
+ :::

i
V ec [
!]

o
=

�
E
�
I
2p
	
+ E

�
A
2 (!)

	
+ E

�
A
4 (!)

	
+ E

�
A
6 (!)

	
:::
�
V ec [
!]

=
1X
v=0

�
2v
V ec [
!] .

par conséquent

V ec [�! (u)] = E
�
(Ip 
 Au (!))

�
I
2p + A
2 (!) + A
4 (!) + :::

	
V ec [
!]

	
= E

�
Ip 
 Au (!) + A (!)
 A1+u (!) + A2 (!)
 A2+u (!) + :::

	
V ec [
!]

=

1X
v=0

�
2v+u

V ec [
!] , u � 1

Dé�nition 4.1.1 La densité spectrale du modèle (4:1) est donnée par

S (�) =
1

2�

1X
u=�1

�! (u) e
�i�u, � 2 R (4.17)
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Théorème 4.1.2 Lorsque la densité spectrale S (�) existe alors

V ec [S (�)] =
1

2�

"
Ip2 +

1X
u=1

�
�
u
+ �0

u

�# 1X
v=0

�
2v
V ec [
!] , pour � = 0 (4.18)

Preuve.

S (�) =
1

2�

1X
u=�1

�! (u) e
�i�u =

1

2�

"
�! (0) +

1X
u=1

�! (u) e
�i�u +

1X
u=1

�0! (u) e
i�u

#

V ec [S (�)] =
1

2�

"
V ec [�! (0)] +

1X
u=1

V ec [�! (u)] e
�i�u +

1X
u=1

V ec [�0! (u)] e
i�u

#

=
1

2�

 1X
v=0

�
2v
+

1X
u=1

�
u

1X
v=0

�
2v
e�i�u +

1X
u=1

�0
u

1X
v=0

�
2v
ei�u

!
V ec [
!]

où �0
u
= E fAu (!)
 Ipg. Pour � = 0 on obtient :

V ec [S (0)] =
1

2�

"
Ip2 +

1X
u=1

�
�
u
+ �0

u

�# 1X
v=0

�
2v
V ec [
!] .

Théorème 4.1.3 A�n que S (�) existe et continue, il est nécessaire que la matrice [Ip2 � A
2 (!)]
soit inversible.

Preuve. Si la matrice [Ip2 � A
2 (!)]2 est inversible alors ceci est équivalent que les valeurs propres
de la matrice A
2 (!) sont à l�intérieur du cercle unité i.e. celles de la matrice A (!) le sont aussi

i.e. j�ij < 1, 1 � i � p par conséquent�
Ip2 � A
2 (!)

��1
= I
2p + A
2 (!) + A
4 (!) + :::

=
1X
v=0

A
2v (!)

sachant que

E
n�
Ip

2 + Ip 
 Au (!) + Au (!)
 Ip

� �
Ip2 � A
2 (!)

��1
V ec [
!]

o
= V ec [S (�)]

par conséquent

kV ec [S (�)]k =




 1
2�

� 1P
v=0

�
Ip2 +

1P
u=1

�
�
u
+ �0

u

��
�
2v

�
V ec [
!]






=



E n[Ip
2 + Ip 
 Au (!) + Au (!)
 Ip] (Ip2 � A
2 (!))�1 V ec [
!]o


 <1.
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4.2 Comportement asymptotique

Dé�nition 4.2.1 Pour 0 � u � T on dé�nit l�estimateur de �! (u) par

b�N (u) = 1

(T � u+ 1)N

T+uX
t=1

NX
!=1

Y t (!)Y
0
t�u (!) (4.19)

lequel est un estimateur sans biais de �! (u).

Théorème 4.2.1 A�n que

lim
N!1

V ec
h
�̂N (u)

i
= V ec [�! (u)] p.s (4.20)

il est nécessaire et su¢ sant que les valeurs propres de A (!) soient à l�intérieur du cercle unité.

Preuve. Considérons d�abord V ec
h
�̂N (0)

i
en notant que

TX
t=0

Y t (!)Y
0
t (!) , ! = 1; 2; :::

sont des variables aléatoires i.i.d pour ! = 1; :::; N . Alors pour que V ec
h
�̂N (0)

i
! V ec [�! (0)]

p.s, il est nécessaire que 




V ec
"
E

(
TX
t=0

Y t (!)Y
0
t (!)

)#




 <1
donc kV ec [E fY t (!)Y 0t (!)g]k <1, t = 0; :::; T , lequel est équivalent que les valeurs propres de la
matrice A (!) soient à l�intérieur du cercle unité.

Pour prouver la su¢ sance, on note que pour (4:20), il est su¢ sant que pour tout u :




V ec
"
E

(
T�uX
t=0

Y t (!)Y
0
t�u (!)

)#




 <1
lequel est vrai par l�inégalité de Schwarz,si kV ec [E fY t (!)Y 0t (!)g]k < 1, t = 0; :::; T , et ceci est
véri�é si les valeurs propres de la matrice A (!) soient à l�intérieur du cercle unité.

Dé�nition 4.2.2 On dé�nit les estimateurs b
N et �̂N (u) de 
! et �u = E fIp 
 Au (!)g respecti-
vement par

V ec
h
�̂N (u)

i
= �̂N (u)V ec

h
�̂N (0)

i�1
V ec

hb
Ni = hIp2 � �̂N (2)iV ec h�̂N (0)i
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Théorème 4.2.2 Sous la condition que les valeurs propres de la matrice A (!) se trouvent à l�in-
térieur du cercle unité alors p.s.

lim
N!1

V ec
hb
Ni = V ec [
!] , et lim

N!1
V ec

hb�
N
(u)
i
= V ec

h
�
u

i
, u = 1; :::; T � 2 (4.21)

De plus pour que

p
N

�
V ec

h
�̂N (0)��! (0)

i0
; :::; V ec

h
�̂N (T )��! (T )

i0�
(4.22)

converge lorsque N ! 1 vers une distribution normale (T + 1) p2�dimensionnelle de moyenne
nulle et de matrice de covariance en bloque �, dont la (p+ 1; q + 1) �eme matrice est donnée par

lim
N!1

NCov
�
V ec

h
�̂N (p)

i
; V ec

h
�̂N (q)

i�
il est nécessaire et su¢ sant que les valeurs propres de la matrice A (!) soient à l�intérieur du cercle

unité.

Preuve. La condition nécessaire : on note que

TX
t=0

Y t (!)Y
0
t (!) ; ! = 1; 2; :::N

sont des variables aléatoires iid.

Pour que
p
N
h
�̂N (0)��! (0)

i
soit asymptotiquement normale, il est nécessaire et su¢ sant que :





E

(
TX
t=0

Y t (!)Y
0
t (!)

)2





 <1.
D�aprés le théorème central limite pour les variables aléatoires i.i.d lequel est vrai si et seulement si


E fY t (!)Y 0t (!)g2


 <1 mais cette inégalité est équivalente que les valeurs propres de la matrice

A (!) sont à l�intérieur du cercle unité.

La condition su¢ sante : maintenant, pour que
p
N
h
�̂N (u)��! (u)

i
soit aussi asymptotiquement

normale pour tout u � 1, il est nécessaire et su¢ sant que





E
 
T�uX
t=0

Y t (!)Y t�u (!)

!2





 <1
lequel est vrai en si les valeurs propres de la matrice A (!) sont à l�intérieur du cercle unité en

utilisant l�inégalité Schwarz.
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Par conséquent si les valeurs propres de la matrice A (!) sont à l�intérieur du cercle unité est une

condition nécessaire et su¢ sante pour que toute combinaison de
p
N
h
�̂N (u)��! (u)

i
, u � 0, soit

asymptotiquement normale.

Théorème 4.2.3 Sous la condition que les valeurs propres de la matrice A (!) soient à l�intérieur
du cercle unité, alors

p
N

�
V ec

hb
N � 
!i0 ; V ec hb�N (1)� �1i0 ; :::; V ec hb�N (T � 2)� �T�2i0� (4.23)

converge lorsque N !1 vers une distribution normale (T � 1) p2-dimensionnelle de moyenne nulle
et de matrice de covariance en bloque ���0, où � est la matrice aux dérivées partielles de vecteur

colonne
�
V ec [
!]

0 ; V ec
h
�
1

i0
; :::; V ec

h
�
T�2

i0�0
par rapport au vecteur ligne�

V ec [�! (0)]
0 ; V ec [�! (1)]

0 ; :::; V ec [�! (T )]
0�.

Si b� est la matrice en bloque avec (p+ 1; q + 1) �eme élément :
N�1

NX
!=1

(
(T � p+ 1)�1

T�pX
t=0

Y t (!)Y
0
t+p (!)

)
�
(
(T � q + 1)�1

T�qX
t=0

Y t (!)Y
0
t+q (!)

)
(4.24)

�
(
N�1

NX
!=1

(T � p+ 2)�1
T�pX
t=0

Y t (!)Y
0
t+p (!)

)
�
(
N�1

NX
!=1

(T � q + 1)�1
T�qX
t=0

Y t (!)Y
0
t+q (!)

)
,

p; q = 0; 1; :::; T � 1, et b� est la matrice obtenue en substituant 
!, �u par
b
N , b�N (u) dans �,

u = 0; 1; :::; T � 2, alors
lim
N!1

b�b�b�0 = ���0, p.s. (4.25)



Chapitre 5

Etude statistique du modèle RCAR(p)

Dans ce chapitre on va estimer les moments des coe¢ cients par les méthodes usuelles d�estima-

tion, en étudiant le comportement asymptotique de ces estimateurs.

5.1 Estimation par LS

Dans cette section on s�interesse à trouver l�estimateur des moindres carrés ordinaires ou least

squares(LS) du modèle. Nous considérons le modèle RCAR(p) suivant

Yt (!) =

pX
k=1

Ak (!)Yt�k (!) + "t (!) . (5.1.1)

Yt (!) =

pX
k=1

[Ak + �k (!)]Yt�k (!) + "t (!) (5.1.2)

Dans le chapitre 1, on a supposé que :

(i) f"t (!)g est une suites de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de variance
�2!,

(ii) Les Ak, pour k = 1; :::; p sont constantes.

(iii) � (!) = [�1 (!) ; �2 (!) ; :::; �p (!)], f� (!) , ! = 1; :::; Ng est une suite de variables aléa-
toires indépendantes telle que E f� (!)g = 0, E f� (!)
 � (!)g = C et les suite f"t (!)g,
f� (!)g sont indépendantes.

(iv) Il existe un vecteur constant Z de dimension p�1 tel que Z 0Yt (!) est déterminé exactement
comme une fonction linéaire de fYt�1 (!) ; :::; Yt�p (!)g.

Dans ce paragraphe on resèrve ces suppositions en rajoutant

35
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(v) Chacune des suite f"t (!)g et f� (!)g est iid.
(vi) Les coe¢ cients Ak, k = 1; :::; p et C sont supposés de sorte qu�il existe une solution unique

fYt (!)g du scond d�ordre et Ft (!)-mesurable véri�ant l�équation (5.1.1).
(vii) "t (!) ne peut pas prendre presque sûrement que deux valeurs seulement.

On note que : sous les supposition (v) et (vi), le Th�eor�eme 2.4.1 montre que la solution fYt (!)g
est strictement stationnaire et ergodique, et l�unicité de cette solution est garantie par le Th�eor�eme

2.2.1 et le Lemme 2.2.1.

Soient �2! 6= 0 et �! = E f�0 (!)� (!)g, il est clair que

V ec [�!] = E f�0 (!)
 �0 (!)g = [E f� (!)
 � (!)g]0 = C 0

On a vu que la condition (vi) est véri�ée si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice

A se trouvent à l�intérieur du cercle unité, ou encore équivalent à 1�
pP
i=1

Aiz
i 6= 0 pour tout jzj � 1,

lequel est montré par Andel (1971) i.e. C� < 1, où � est la dernière colonne de (I � A
 A)�1. Soit
W une matrice d�ordre p � p tel que � = V ec [W ], alors la condition C� < 1 peut être remplacer
par Tr [�!W ] car

C� = (V ec [�!])
0 V ec [W ] = Tr [�!W ]

Le modèle (5.1.2) devient

Yt (!) =

pX
k=1

AkYt�k (!) +

 
pX
k=1

�k (!)Yt�k (!) + "t (!)

!
(5.1.3)

où bien

Yt (!) = A
0Y t�1 (!) + ut (!) (5.1.4)

où : A = (A1; :::; Ap)
0 et ut (!) = � (!)Y t�1 (!) + "t (!).

5.1.1 Procedure d�estimation

L�application des LS à ce modèle revient à appliquer les LS sur chaque équation individuellement

i.e ! = 1; :::; N . Sachant que la matrice �! est symétrique, alors on a besoin d�estimer seulement

�! = V ech [�!].

D�abord on va estimer le coe¢ cient A = (A1; :::; Ap)
0. On a

E fut (!) =Ft�1 (!)g = E f� (!)gY t�1 (!) + E f"t (!)g = 0
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Sachant que �k (!) et "t (!) sont indépendantes de f�1 (!) ; :::; �p (!) ; "t�1 (!) ; "t�2 (!) ; :::g alors

E
�
u2t (!) =Ft�1 (!)

	
= E

�
"2t (!)

	
+ 2E

�
"t (!)� (!)Y t�1 (!) =Ft�1 (!)

	
+E

n�
� (!)Y t�1 (!)

�2
=Ft�1 (!)

o
= �2! + 2E f"t (!)gE

�
� (!)Y t�1 (!) =Ft�1 (!)

	
+E

�
Y 0t�1 (!)�

0 (!)� (!)Y t�1 (!) =Ft�1 (!)
	

= �2! + Y
0
t�1 (!)E f�0 (!)� (!)gY t�1 (!)

= �2! + Y
0
t�1 (!) �!Y t�1 (!)

Cela signi�e que ut (!) est une di¤érence de martingale conditionnellement heroscedastique.

Par conséquent

E
�
u2t (!) =Ft�1 (!)

	
= �2! +

�
Y 0t�1 (!)
 Y 0t�1 (!)

�
V ec [�!]

= �2! +
�
V ec

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

�	0
K 0
pV ech [�!]

on pose : �! = V ech [�!] et zt (!) = Kp

�
V ec

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

�	
, on a

E
�
u2t (!) =Ft�1 (!)

	
= �2! + z

0
t (!) �! = �

2
! + �

0
!zt (!) (5.1.5)

Si on se donne l�ensemble des observations fY1�p (!) ; :::; Y0 (!)g on obtient l�estimateur des moindres

carrés Â
(LS)

T de A en minimisant
TP
t=1

u2t (!) par rapport à A dans la relation (5.1.4), alors on a

Â
(LS)

T =

(
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

)�1 TX
t=1

Y t�1 (!)Yt (!) (5.1.6)

D�aprés la relation (5.1.4) on a : ût (!) = Yt (!)� Â
(LS)0
T Y t�1 (!), t = 1; :::; T .

Soit �t (!) = u2t (!) � �2! � z0t (!) �!, alors les estimateurs �̂!, �̂2! de �! et �2! sont obtenus en

minimisant
TP
t=1

�2t (!) par rapport �! et �
2
!, et on a

�̂! =

(
TX
t=1

[zt (!)� �z] [zt (!)� �z]
0

)�1 TX
t=1

û2t (!) [zt (!)� �z] (5.1.7)

�̂2! = T
�1

TX
t=1

û2t (!)� �̂0!�z (5.1.8)

où : �z = T�1
TP
t=1

zt (!).



38 CHAPITRE 5. ETUDE STATISTIQUE DU MODÈLE RCAR(P)

5.1.2 Comportement asymptotique

Dans ce paragraphe on va établir que les estimateurs Â
(LS)

T , �̂! et �̂
2
! dé�nis par (5.1.6), (5.1.7),

et (5.1:8) sont consistents, alors il est convenable d�abord d�obtenir les propriétés asymptotiques

concernant l�estimateur Â
(LS)

T , ensuite celles des �̂! et �̂
2
! car ces estimareurs sont obtenus en

dérivant ût (!).

Théorème 5.1.1 Soit fYt (!)g un processus RCAR(p) strictement stationnaire Ft (!)-mesurable
véri�e l�équation (5.1.1) et soit Â

(LS)

T donné par la relation (5.1.6) alors sous les conditions (i)�(vi),
l�estimateur Â

(LS)

T converge presque sûrement vers A.

De plus si E fY 4t (!)g < 1 alors T 1=2
�
Â
(LS)

T � A
�
lorsque T ! 1 converge vers une distribution

normale de moyenne nulle et de matrice de covariance :

�2!�
�1
! (0) + ��1! (0)E

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!) �

0
!zt (!)

	
��1! (0) (5.1.9)

où : �! (0) = E
�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

	
.

Preuve. D�aprés relation (5.1.6) on a

Â
(LS)

T � A =
�
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

��1�
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)Yt (!)

�
� A

=

�
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

��1
T�1

TP
t=1

n
Y t�1 (!)Yt (!)� Y t�1 (!)Y

0

t�1 (!)A
o

=

�
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

��1
T�1

TP
t=1

Y t�1 (!)ut (!)

en vertu du Th�eor�eme 2.4:1 ce processus est strictement stationnaire et ergodique, par consé-

quent
n
Y t (!)Y

0

t (!)
o
et
�
Y t�1 (!)ut (!)

	
sont aussi strictement stationnaires et ergodiques. Alors

�! (0) = E fY t (!)Y 0t (!)g est bornée par (vi), ainsi que

E
�
Y t�1 (!)ut (!)

	
= E

�
E
�
Y t�1 (!)ut (!)

	
=Ft�1 (!)

	
= E

�
Y t�1 (!)

	
E fut (!) =Ft�1 (!)g = 0

sachant que E fut (!) =Ft�1 (!)g = 0 et Y t�1 (!) est une fonction Ft�1 (!)-mesurable, alors

T�1
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0

t�1 (!)

converge p.s vers �! (0) et T�1
TP
t=1

Y t�1 (!)ut (!) converge p.s vers 0, par conséquent
�
Â
(LS)

T � A
�

converge p.s vers 0.
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Maintenant si � est un vecteur de p conposantes, alors on a :

E
n�
�0Y t�1 (!)ut (!)

�2o
= E

n
E
n�
�0Y t�1 (!)ut (!)

�2o
=Ft�1 (!)

o
= E

n�
�0Y t�1 (!)

�2
E
�
u2t (!) =Ft�1 (!)

	o
= E

n�
�0Y t�1 (!)

�2 �
�2! + �

0
!zt (!)

�o
d�aprés la relation (5.1.5) cette espérance existe si E fY 4t (!)g < 1, car les composantes de�
�0Y t�1 (!)

�2
[�0!zt (!)] sont en fonction de Y

4
t (!) et E

�
�0Y t�1 (!)ut (!) =Ft�1 (!)

	
= 0, alors

en vertu du Th�eor�eme de Billingsley : T�1=2
TP
t=1

�
�0Y t�1 (!)

�
ut (!) admet une distribution qui

converge vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance

E
n�
�0Y t�1 (!)

�2 �
�2! + �

0
!zt (!)

�o
= �0E

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1
�
�2! + �

0
!zt (!)

�	
�

Pour tout � 2 Rp montre que E fY 4t (!)g <1, donc T�1
TP
t=1

Y t�1 (!)ut (!) converge en distribution

vers une distribution normale multidimentionnelle de moyenne nulle et de matrice de covariance

E
�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

�
�2! + �

0
!zt (!)

�	
par conséquent T 1=2

�
Â
(LS)

T � A
�
converge en distribution vers une distribution normale de moyenne

nulle et d�une matrice de covariance :

��1! (0)E
�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!) [�

2
! + �

0
!zt (!)]

	
��1! (0)

= �2!�
�1
! (0)�! (0)�

�1
! (0) + ��1! (0)E

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!) �

0
!zt (!)

	
��1! (0)

= �2!�
�1
! (0) + ��1! (0)E

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!) �

0
!zt (!)

	
��1! (0).

Lemme 5.1.1 Sous les conditions (i) - (vii), il existe un vecteur � de p (p+ 1) =2 composantes tel
que

� [zt (!)� E fzt (!)g] = 0

presque partout pour tout t.

Preuve. Voir [12].
Maintenant, pour étudier le comportement asymptotique des estimateurs �̂! et �̂

2
! on a besoin

de remplacer ût (!) par ut (!) dans les relations (5.1.7) et (5.1.8) on obtient

��! =

(
TX
t=1

[zt (!)� �z] [zt (!)� �z]
0

)�1 TX
t=1

u2t (!) [zt (!)� �z] (5.1.10)
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��2! = T
�1

TX
t=1

u2t (!)� �̂0!�z (5.1.11)

Lemme 5.1.2
�
�̂! � �!

�
et
�
�̂2! � �2!

�
convergent presque sûrement vers zéro si :

E
�
Y 4t (!)

	
<1

tandis que T 1=2
�
�̂! � �!

�
et T 1=2

�
�̂2! � �2!

�
convergent en probabilité vers zéro.

Preuve. D�aprés les relations (5.1.7), (5.1.8), (5.1.10) et (5.1.11) on obtient

�̂! � ��! =
(

TX
t=1

[zt (!)� �z] [zt (!)� �z]
0

)�1 TX
t=1

[zt (!)� �z]
�
û2t (!)� u2t (!)

�
(5.1.12)

�̂2! � ��2! = T�1
TX
t=1

�
û2t (!)� u2t (!)

�
�
h
�̂! � ��!

i
�z (5.1.13)

on a û2t (!)� u2t (!) = [ût (!)� ut (!)] [ût (!) + ut (!)], alors

û2t (!)� u2t (!) =
n
Yt (!)� Â

(LS)0
T Y t�1 (!)� Yt (!) + AY t�1 (!)

o
�
n
Yt (!)� Â

(LS)0
T Y t�1 (!) + Yt (!)� AY t�1 (!)

o

=

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

��
2ut (!) +

h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�
(5.1.14)

T�1
TP
t=1

[zt (!)� �z] [û2t (!)� u2t (!)]

=
TP
t=1

[zt (!)� �z]
�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

��
2ut (!) +

h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�

= 2T�1
TP
t=1

[zt (!)� �z]ut (!)
�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�
+ T�1

TP
t=1

[zt (!)� �z]
�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2
(5.1.15)

D�une part on a :

T�1
TP
t=1

[zt (!)� �z]ut (!)
�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�

= T�1
TP
t=1

zt (!)ut (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�
� �zT�1

TP
t=1

ut (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�
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Sachant que :

�
h
A� Â(LS)T

i
! 0 p.s en vertu du Th�eor�eme 5.1.1,

� T�1
TP
t=1

zt (!)ut (!)Y
0
t�1 (!)! 0 p.s d�aprés le Th�eor�eme ergodique si E fY 4t (!)g <1,

�
�
zt (!)Y

0
t�1 (!)ut (!)

	
est ergodique et on a

E
�
zt (!)ut (!)Y

0
t�1 (!) =Ft�1 (!)

	
= zt (!)Y

0
t�1 (!)E fut (!) =Ft�1 (!)g = 0

alors T�1
TP
t=1

zt (!)ut (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�
converge p.s vers zéro.

De plus T�1=2
TP
t=1

zt (!)ut (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�
converge en probabilité vers zéro sous les

mêmes conditions car :

�
p
T
h
A� Â(LS)T

i
converge en distribution en vertu du Th�eor�eme 5.1.1,

Ainsi que �zT�1
TP
t=1

ut (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�
converge p.s vers zéro,car :

� �z ! E fzt (!)g p.s par le Th�eor�eme ergodique,

� T�1
TP
t=1

ut (!)Y t�1 (!) converge p.s vers zéro

De même manière on trouve que �zT�1=2
TP
t=1

ut (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�
converge en probabilité

vers zéro.

D�autre part on a :

T�1
TP
t=1

[zt (!)� �z]
�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2

= T�1
TP
t=1

zt (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2
� �zT�1

TP
t=1

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2
Sachant Y t�1 (!)et

h
A� Â(LS)T

i
sont des vecteurs de dimension p� 1 alors en vertu du Th�eor�eme

1.1.1 (résultat (iv)) on obtient�
V ec

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

��0
V ec

��
A� Â(LS)T

��
A� Â(LS)T

�0�

= Tr

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

0
�
A� Â(LS)T

��
A� Â(LS)T

�0�

= Tr

"��
A� Â(LS)T

�0
Y t�1 (!)

�2#
=

��
A� Â(LS)T

�0
Y t�1 (!)

�2
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par conséquent

T�1
TP
t=1

zt (!)

�h
A� ÂLS

i0
Y t�1 (!)

�2

= T�1
TP
t=1

zt (!)

��
V ec

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

��0
V ec

��
A� ÂLS

��
A� ÂLS

�0��

Si E fY 4t (!)g <1 alors en vertu du Th�eor�eme ergodique, T�1
TP
t=1

zt (!)
�
V ec

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

��0
converge p.s vers

E

(
T�1

TX
t=1

zt (!)
n
V ec

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

�0o)

Sachant que
h
A� Â(LS)T

i
! 0 p.s et

p
T
h
A� Â(LS)T

i
converge en distribution vers zéro, alors

T 1=4
h
A� Â(LS)T

i
converge en probabilité vers zéro, donc

T�1
TX
t=1

zt (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2
et T�1

TX
t=1

�z

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2
convergent p.s vers zéro tandis que

T�1=2
TX
t=1

zt (!)

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2
et T�1=2

TX
t=1

�z

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2
convergent en probabilité vers zéro.

On note que si � (T ) est un vecteur aléatoire qui converge en distribution, alors T�1=2� (T ) converge

en probabilité vers zéro, de plus si � (T ) est un autre vecteur aléatoire qui converge en probabilité

vers zéro, alors � (T ) �0 (T ) converge en probabilité vers zéro.

En utilisant ce résultat on obtient que
�
�̂! � ��!

�
! 0 p.s et

p
T
�
�̂! � ��!

�
p�! 0

sachant que

T�1
TP
t=1

[zt (!)� �z] [zt (!)� �z]
0

= T�1
TP
t=1

zt (!) z
0
t (!)� �zT�1

TP
t=1

z0t (!)� T�1
TP
t=1

zt (!) �z + �z�z
0

laquelle est convergente vers

E fzt (!) z0t (!)g � E fzt (!)E [z0t (!)]g = E
�
(zt (!)� E [zt (!)]) (zt (!)� E [zt (!)])

0	
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Le fait que E fY 4t (!)g <1 et d�aprés le Lemme 5.1.1, cette matrice est dé�nie positive.

En utilisant les mêmes arguments, on trouve que

T�1
TP
t=1

[û2t (!)� u2t (!)]

= T�1
TP
t=1

h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)ut (!) + T

�1
TP
t=1

�h
A� Â(LS)T

i0
Y t�1 (!)

�2

converge p.s vers zéro, tandis que T�1=2
TP
t=1

[û2t (!)� u2t (!)] converge en probabilité vers zéro, même

sans la supposition E fY 4t (!)g <1.
Alors de la relation (5.1.11),

�
�̂2! � ��2!

�
converge p.s vers zéro, tandis que

p
T
�
�̂2! � ��2!

�
converge

en probabilité vers zéro car �z ! E fzt (!)g.

Théorème 5.1.2 Soit fYt (!)g un processus RCAR(p) strictement stationnaire Ft (!)-mesurable
véri�ant l�équation (5.1.1), sous les conditions (i) � (vii), bK =

h
Â
(LS)0
T ; �̂0!; �̂

2
!

i0
converge presque

sûrement vers K = [A0;�0!; �
2
!]
0 si E fY 4t (!)g <1.

De plus si E fY 8t (!)g <1, alors T 1=2
� bK �K

�
converge vers une distribution normale de moyenne

nulle et de matrice de covariance 
 donnée par


 = (
ij) =

264 
11 
12 
13


012 
22 
23


013 
023 
33

375
où : i; j = 1; 2; 3, et 
ij est une matrice de dimension p (i)�p (j) avec p (1) = p, p (2) = p (p+ 1) =2,
et p (3) = 1, tels que


11 = �
2
!�

�1
! (0) + ��1! (0)E

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!) �

0
!zt (!)

	
��1! (0)


12 = �
�1
! (0)E

�
Y t�1 (!) [zt (!)� E fzt (!)g]

0 u3t (!)
	
R�1!


13 = �
�1
! (0)E

�
Y t�1 (!) [I � [zt (!)� E fzt (!)g]]

0R�1! E fzt (!)gu3t (!)
	


22 = R
�1
! E

n
[zt (!)� E fzt (!)g] [zt (!)� E fzt (!)g]

0
h
u4t (!)� [�2! + �0!zt (!)]

2
io
R�1!
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23 = R
�1
! E

n
[zt (!)� E fzt (!)g]

h
u4t (!)� [�2! + �0!zt (!)]

2
io
� 
22E fzt (!)g


33 = E
nh
u4t (!)� [�2! + �0!zt (!)]

2
io

�2E
nh
u4t (!)� [�2! + �0!zt (!)]

2
i
E fz0t (!)gR�1! [zt (!)� E fzt (!)g] + E fz0t (!)g
22E fzt (!)g

o
Corollaire 5.1.1 On obtient l�estimateur 
̂ de la matrice de covariance 
 lorsque on remplace les
moments théoriques par ceux empiriques dans les sous-matrices 
ij et en posant

ût (!) = Yt (!)� Â
(LS)0
T Y t�1 (!)

�̂! (0) = T�1
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

�̂! = T�1
TX
t=1

[zt (!)� �z] [zt (!)� �z]
0

ce qui implique la consistence forte de cet estimateur.

Remarque 5.1.1 L�application des LS ne donne pas le meilleur estimateur pour deux raisons :
(1) "t (!) n�est pas homoscédastique : �21 6= �22 6= � � � 6= �2N
(2) �!!0 6= 0, ! 6= !0 et !; !0 = 1; :::; N .
Alors dans ce cas on utilise la méthode des moments généralisés.

5.2 Estimation par GLS

Dans cette section on s�interesse à appliquer la méthode des moindres carrés généralisés ou

generalized least squares (GLS) sur notre modèle sous les suppositions de Swamy (1970).

Soit donc le modèle RCAR (P )

Yt (!) =

pX
k=1

Ak (!)Yt�k (!) + "t (!) (5.2.1)

Ce modèle peut s�écrire sous la formre suivante :

Y (!) = X (!)A (!) + " (!) (5.2.2)
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où Y (!) = [Y1 (!) ; :::; YT (!)]
0 ; X (!) =

266664
Y0 (!) � � � Y1�p (!)

Y1 (!) � � � Y2�p (!)
...

. . .
...

YT�1 (!) � � � YT�p (!)

377775
A (!) = [A1 (!) ; :::; Ap (!)]

0 ; " (!) = ["1 (!) ; :::; "T (!)]
0 et ! = 1; :::; N .

On pose

A (!) = �A+ � (!) (5.2.3)

en supposant que

E f� (!)g = 0, E f� (!)�0 (!)g = �, E f� (!)�0 (!0)g = 0 pour ! 6= !0 (5.2.4)

E f" (!)g = 0, E f" (!) "0 (!)g = �2!I, E f" (!) "0 (!0)g = 0 pour ! 6= !0 (5.2.5)

E f�k (!) "0t (!0)g = 0, !; !0 = 1; :::; N , k = 1; :::; p et t = 1; :::; T

On combine (5.2.2) et (5.2.3) on obtient

Y (!) = X (!) �A+ u (!) (5.2.6)

où u (!) = X (!)� (!) + " (!), ! = 1; :::; N . On regroupe les NT observations, en posant

Y =
h
Y 0 (1) ; � � � ; Y 0 (N)

i0
; X =

h
X 0 (1) ; � � � ; X 0 (N)

i0
� =

h
�0 (1) ; � � � ; �0 (N)

i0
; " =

h
"0 (1) ; � � � ; "0 (N)

i0
Q = diag

h
X (1) ; � � � ; X (N)

i
:

Les vecteurs Y , u, et " sont de dimensions NT �1 , �A, � sont de dimensions Np�1, et les matrices
X et Q sont respectivement de dimensions NT � p et NT �Np. Alors le modèle devient

Y = X �A+ u (5.2.7)

où u = Q�+ ", donc on a
E [uu0] = 
 = QDQ0 + �

D = E [��0] = diag [�; :::;�]

� = E [""0] = diag [�21I; :::; �
2
NI]

(5.2.8)
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On peut aussi écrire 
 sous la forme


 = diag
�
X (1)�X 0 (1) + �21I; :::; X (N)�X

0 (N) + �2NI
�

(5.2.9)

L�estimateur de GLS de �A est donné par

Â
(GLS)
N = (X 0
�1X)

�1
X 0
�1Y

=

�
NP
!=1

X 0 (!) fX (!)�X 0 (!) + �2!Ig
�1
X (!)

��1 NP
!=1

X 0 (!) fX (!)�X 0 (!) + �2!Ig
�1
Y (!)

La matrice de covariance de l�estimateur Â(GLS)N est donnée par

Cov
h bA(GLS)N

i
=

�
X 0
�1X

��1
=

"
NX
!=1

X 0 (!)
�
X (!)�X 0 (!) + �2!I

	�1
X (!)

#�1

=

"
NX
!=1

n
�+ �2! [X

0 (!)X (!)]
�1
o�1#�1

Dans le cas où les paramètres � et � sont inconnus Swamy (1970) a donné leurs estimateurs qui

sont sans biais et consistents :

�̂2! =
"̂0 (!) "̂ (!)

T � p (5.2.10)

�̂N =
SA
N � 1 �

1

N

NX
!=1

�̂2! (X
0 (!)X (!))

�1 (5.2.11)

où

"̂ (!) = Y (!)�X (!) Â(LS)T (!) (5.2.12)

Â
(LS)
T (!) = (X 0 (!)X (!))

�1
X 0 (!)Y (!) (5.2.13)

SA =
NX
!=1

Â
(LS)
T (!) Â

(LS)
T (!)0 � 1

N

NX
!=1

Â
(LS)
T (!)

NX
!=1

Â
(LS)
T (!)0 (5.2.14)

Donc l�estimateur GLS sera estimé lorsque l�on remplace � et �2! par �̂N et �̂
2
! dans la relation

(5.2.9), on aura

bA(EGLS)N =
�
X 0
̂�1X

��1
X 0
̂�1Y =

"
NX
!=1

X 0 (!)
n
X (!) �̂NX

0 (!) + �̂2!I
o�1

X (!)

#�1

�
NX
!=1

X 0 (!)
n
X (!) �̂NX

0 (!) + �̂2!I
o�1

Y (!) (5.2.15)
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par conséquent la matrice de covariance de l�estimateur bA(EGLS)N soit

Cov
h bA(EGLS)N

i
=

�
X 0
̂�1X

��1
=

"
NX
!=1

n
�̂N + �̂

2
! [X

0 (!)X (!)]
�1
o�1#�1

Swamy (1970) à montré que bA(EGLS)N est un estimateur consistent lorsque N ! 1 et T ! 1, et
asymptotiquement e¢ cace lorsque T ! 1. On note que l�estimateur (5.2.11) est la di¤érence de
deux matrices, ce qu�il peut être rendre certaines composantes du coe¢ cient négatives, particuliè-

rement lorsque les �2! sont grandes par rapport à �, néanmoins un alternatif estimateur est suggéré

pour résoudre ce problème :

�̂1 =

(
�̂N , si tous les éléments diagonaux sont positifs,

�̂A, les éléments diagonaux négatifs remplacés par zéro.

dans ce cas, Deilman (1992),a noté que la matrice de covariance 
 estimé n�est pas néssairement

dé�nie positive, alors une autre modi�cation a été suggérée par Carter & Yang (1986) ;

La plupart des auteurs ont démontré la normalité asymptotique d�estimateurs en supposant impli-

citement que 
̂ et u sont indépendants, en négligeant le fait qu�ils ne le sont pas. Une méthode

alternative a été proposé par Anh (1988) pour résoudre ce problème en supposant que


! = X (!)�X
0 (!) + �2!I (5.2.16)

On va suggérer l�estimateur 
�(!)N comme suit :



�(!)
N = û (!) û0 (!) + �!I (5.2.17)

où
û (!) = Y (!)�X (!) Â(LS)N

Â
(LS)
N = 1

N

NP
!=1

(X 0 (!)X (!))�1X 0 (!)Y (!)

(5.2.18)

Alors : 
̂�N =
h


�(1)
N ; :::;


�(N)
N

i
bA�(EGLS)N =

�
X
� �1N X

��1
X 0
� �1N Y (5.2.19)

Le terme �!I où �! peut être négatif, est ajouté en (5.2.17) pour rendre la matrice 

�(!)
N inversible.
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5.2.1 Comportemt asymptotique

Pour établir les propriétés asymptotiques des estimateurs on a besoin des conditions supplémen-

taires suivantes :

(i) Les éléments de la matrice X sont uniformément bornés

(ii) Les matrices limT!1
X 0 (!)X (!)

T
=M!, limT!1, N!1

X 0X

NT
=M sont bornées et dé�nies

positives.

(iii) Les moments d�ordre 4 de A (!) et " (!) sont �nis pour ! = 1; :::; N .

(iv)
N

T
= o (1) lorsque N !1 et T !1.

(v) La matrice � est non singulière.

On va montrer que 
�(!)N est un estimateur asymptotiquement sans biais et consistent sous

certaines conditions.

Proposition 5.2.1 Lorsque le modèle est dé�ni par (5.2.1) - (5.2.9), et véri�ant les conditions (i)
et (ii), alors l�estimateur 
�(!)N de 
! est asymptotiquement sans biais lorsque N !1 et T !1.

Preuve. Si on remplace
�(!)N et �̂2! dans (5.2.17), alors l�estimateur �̂
�
! de� est obtenu de l�équation

suivante



�(!)
N = X (!)�

�(!)
N X 0 (!) + �̂2!I (5.2.20)

alors :

�
�(!)
N = [X 0 (!)X (!)]�1X 0 (!) 


�(!)
N X (!) [X 0 (!)X�1 (!)]� �̂2! [X 0 (!)X (!)]�1

=
h
Â
(LS)
T (!)� Â(LS)N

i h
Â
(LS)
T (!)� Â(LS)N

i0
+ �! [X

0 (!)X (!)]�1 � �̂2! [X 0 (!)X (!)]�1
(5.2.21)

On a : h
Â
(LS)
T (!)� Â(LS)N

i h
Â
(LS)
T (!)� Â(LS)N

i0
=
h
Â
(LS)
T (!)� �A�

�
Â
(LS)
N � �A

�i h
Â
(LS)
T (!)� �A�

�
Â
(LS)
N � �A

�i0
=
h
Â
(LS)
T (!)� �A

i h
Â
(LS)
T (!)� �A

i0
�
h
Â
(LS)
T (!)� �A

i h
Â
(LS)
N � �A

i0
�
h
Â
(LS)
N � �A

i h
Â
(LS)
T (!)� �A

i0
+
h
Â
(LS)
N � �A

i h
Â
(LS)
N � �A

i0
(5.2.22)

La méthode des moindres carrés appliquée à (5.2.2) donne :

Â
(LS)
T (!) = �A+ [X 0 (!)X (!)]

�1
X 0 (!)u (!)
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Par conséquent il résulte

E
n
Â
(LS)
T (!)� �A

o
= 0

E

��
Â
(LS)
T (!)� �A

��
Â
(LS)
T (!)� �A

�0�
= �+ �2! (X

0 (!)X (!))�1
(5.2.23)

on obtient :�
Â
(LS)
N � �A

��
Â
(LS)
N � �A

�0
=

1

N2

NX
!=1

NX
!0=1

�
Â
(LS)
T (!)� �A

��
Â
(LS)
T (!0)� �A

�0
donc :

E

��
Â
(LS)
N � �A

��
Â
(LS)
N � �A

�0�
=

1

N2

NP
!=1

NP
!0=1

(X 0 (!)X (!))�1X 0 (!)E f(u (!)u0 (!0))g

�
�
X (!0) (X 0 (!0)X (!0))�1

�
=

1

N2

NP
!=1

�
�+ �2! (X

0 (!)X (!))�1
�

(5.2.24)

En utilisant (5.2.4) et (5.2.5). Ainsi que

E

��
Â
(LS)
T (!)� �A

��
Â
(LS)
N � �A

�0�
=
1

N

NP
!=1

E

��
Â
(LS)
T (!)� �A

��
Â
(LS)
T (!0)� �A

�0�
=
1

N

�
�+ �2! (X

0 (!)X (!))�1
� (5.2.25)

D�aprés (5.2.22) et (5.2.25) on obtient

E

��
Â
(LS)
T (!)� Â(LS)N

��
Â
(LS)
T (!)� Â(LS)N

�0�
= �+ �2! (X

0 (!)X (!))�1

��
N
� 2�

2
!

NT

�
X 0 (!)X (!)

T

��1
+

1

N2T

NP
!=1

�2!

�
X 0 (!)X (!)

T

��1 (5.2.26)

Swamy (1970) a montré que E
�
�̂2!
	
= �2!. Alors d�aprés (5.2.20) et (5.2.26), on obtient

E
n
�̂�
!

o
=

�
1� 1

N

�
�� 2�

2
!

NT

�
X 0 (!)X (!)

T

��1
+

1

N2T

NP
!=1

�2!

�
X 0 (!)X (!)

T

��1
+ �2!

T

�
X 0 (!)X (!)

T

��1
En utilisant les conditions (i) et (ii) on a : lim

N!1,T!1
E
n
�
�(!)
N

o
= �.

Par conséquent, en vertu de (5.2.20) on a

lim
N!1,T!1

E
n


�(!)
N

o
= 
!, ! = 1; :::; N . (5.2.27)
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Maintenant on voudrait demontrer que 
̂ est un estimateur consistent de 
, alors on dé�nit :


 = ûû
0
+ �I �

�
QDQ0 + �̂

�
(5.2.28)

où �I = diag [�1I; :::; �NI]. Donc d�aprés la proposition ci-dessus et le fait que �̂ est un estimateur

sans biais on a : E f
g ! 0 lorsque N !1, T !1.
Sachant que la relation (5.2.28) peut s�écrire comme :h

ûû
0
+ �I � �̂

i
Q [Q0Q]

�1
= QD + 
Q [Q0Q]

�1 (5.2.29)

Alors l�estimateur des moindres carrés de D dans la régression (5.2.29) est donné par

D̂ = [Q0Q]
�1
Q0
h
ûû

0
+ �I � �̂

i
Q [Q0Q]

�1 (5.2.30)

D�aprés cette proposition et le fait que �̂ est un estimateur sans biais, alors on a

lim
N!1,T!1

E
n
D̂
o
= D (5.2.31)

Proposition 5.2.2 Lorsque le modèle est dé�ni par (5.2.1) - (5.2.9), et véri�ant les conditions (i)
- (iii), alors

E

��
D̂ �D

��
D̂ �D

�0�
= o

�
T�1

�
lorsque N !1 et T !1. (5.2.32)

Preuve. Voir [2].

Théorème 5.2.1 Lorsque le modèle est dé�ni par (5.2.1) - (5.2.9), et véri�ant les conditions (i) -
(iv), alors l�estimateur 
�(!)N de 
! est consistent.

Preuve. D�aprés les relations (5.2.31), (5.2.32) et en vertu de l�inégalité de Chebychev on a :
p lim
N!1,T!1

n
D̂ �D

o
= 0.

En vertu de la relation (5.2.30) et la consistence de de l�estimateur �̂ , on a

p lim
N!1,T!1

�
Q0Q

T

��1
Q0

T

h

̂� 


i Q
T

�
Q0Q

T

��1
= 0 (5.2.33)

par conséquent

p lim
N!1,T!1

Q0

T

h

̂� 


i Q
T
= 0 (5.2.34)
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comme a été dé�ni dans (5.2.20) et (5.2.34), ceci est équivalent à :

p lim
N!1,T!1

�
X 0 (!)X (!)

T

h
�
�(!)
N ��

i X 0 (!)X (!)

T
+
�
�̂2! � �2!

� X 0 (!)X (!)

T

�
= 0,

! = 1; :::; N

(5.2.35)

En utilisant également la relation (5.2.35), la consistence de �̂2! et le fait que
X 0 (!)X (!)

T
et�

X 0 (!)X (!)

T

��1
sont des matrice �nies, alors : p lim

N!1,T!1

�
�
�(!)
N ��

�
= 0 par conséquent :

p lim
N!1,T!1

�


�(!)
N � 
!

�
= 0.

Notons que l�équivalence asymptotique de l�estimateur bA�(EGLS)N et l�estimateur des moindres

carrés généralisés bA(GLS)N , donne la normalité asymptotique de l�estimateur bA�(EGLS)N de celui debA(GLS)N .

Théorème 5.2.2 Pour le modèle dé�ni par (5.2.1) - (5.2.9) et sous les conditions (i) - (iv) on a

p
N
� bA�(EGLS)N � bA(GLS)N

�
= op (1) (5.2.36)

Preuve. On a :

bA�(EGLS)N � bA(GLS)N =
��
X 0
�N

�1X
��1 � �X 0
�1X

��1�
X 0
�1u (5.2.37)

+
�
X 0
� �1N X

��1
X 0 �
�N �1 � 
�1

�
u

Par dé�nition, pour ! = 1; :::; N , 
! = X 0 (!)�X (!) + �2!I. Swamy (1971) a montré que :�
X 0 (!)�X (!) + �2!I

��1
=

M!

�2!
+X (!) [X 0 (!)X (!)]

�1 (5.2.38)h
�+ �2! [X

0 (!)X (!)]
�1
i�1

[X 0 (!)X (!)]
�1
X 0 (!)

où M! = I �X (!) [X 0 (!)X (!)]�1X 0 (!), alors :

X 0 (!) 

�(!) �1
N X (!) = ��1

"
I + �2!

�
X 0 (!)X (!)

T

��1
��1

T

#�1
! ��1 (5.2.39)

lorsque T !1, en utilisant les conditions (ii) et (v). Par conséquent

X 0
�1X

N
=
1

N

NX
!=1

X 0 (!) 
�1! X (!)! ��1 lorsque T !1, N !1. (5.2.40)



52 CHAPITRE 5. ETUDE STATISTIQUE DU MODÈLE RCAR(P)

On a V ar
�
X 0
�1up

N

�
=
X 0
�1X

N
, donc en utilisant l�inégalité de Chebychev et la relation (5.2.39)

on obtient
X 0
�1up

N
= op (1).

D�aprés les relations (5.2.39) et (5.2.40) et le fait que l�estimateur 
̂ est consistent (le théorème 1)

on obtient que :
�
X 0
�N

�1X

N

��1
= op (1).

p
N
h
(X 0
�N

�1X)
�1 � (X 0
�1X)

�1
i
X 0
�1u

=

"�
X
� �1N X

N

��1
�
�
X 0
�1X

N

��1#
X 0
�1up

N

= op (1)

Notons que

1p
N
X 0 �
�N �1 � 
�1

�
u = op (1) . (5.2.41)

D�aprés la proposition 2 on a :
p
T
�


�(!)
N � 
!

�
= op (1), par conséquent on peut écrire



�(!)
N = 
! +

�!p
T

(5.2.42)

ensuite on écrit

�!p
T
=

1p
T
X (!)�!X

0 (!) (5.2.43)

Alors

�!p
T
=

�
X 0 (!)X (!)

T

��1
X 0 (!) 


�(!)
N X (!)

T 2

�
X 0 (!)X (!)

T

��1
�
�
X 0 (!)X (!)

T

��1
X 0 (!) 
!X (!)

T 2

�
X 0 (!)X (!)

T

��1
= op (1)

(5.2.44)

On dé�nit : B (�!) = X 0 (!)
�


�(!)
N

�1 � 
�1!
�
= X 0 (!)

�

! +

�!p
T

��1
�X 0 (!) 
�1! .

En utilisant la relation (5.2.43) et que

(C + UV )�1 = C�1 � C�1U
�
I + V C�1U

��1
V C�1
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on obtient

B (�!)�B (
!) = X 0 (!)

"�
1p
T
X (!)�!X

0 (!) + 
!

��1
�
�
1p
T
X (!) 
!X

0 (!) + 
!

��1#

= X 0 (!) 
�1! X (!)

"�
I +


!p
T
X 0 (!) 
�1! X (!)

��1

!p
T
X 0 (!) 
�1!

�
�
I +

�!p
T
X 0 (!) 
�1! X (!)

��1
�!p
T
X 0 (!) 
�1!

#
(5.2.45)

En vertu de (5.2.44) et (5.2.38) on peut écrire

B (�!)�B (
!) = X 0 (!) 
�1! X (!)
1p
T
(
! � �!)X 0 (!) 
�1! + op (1)

ceci est obtenu en développant
�
I +


!p
T
X 0 (!) 
�1! X (!)

��1
et
�
I +

�!p
T
X 0 (!) 
�1! X (!)

��1
en

série de Taylor respectivement par rapport à

!p
T
et
�!p
T
.

Faisant usage de la relation (5.2.37) on obtient

B (�!)�B (
!) = X 0 (!) 
�1! X (!)
1p
T
(
! � �!)

�
�+ �2! [X

0 (!)X (!)]
�1
��1

(5.2.46)

�
�
X 0 (!)X (!)

T

��1
X 0 (!)

T
+ op (1)

Il est clair que, pour N , T soient su¢ samment grands avec
N

T
= o (1), il existe une constante c <1

telle que : kB (�!)�B (
!)k �
cp
N
k
! � �!k, en probabilité.

Remarque 5.2.1 � Si on s�intéresse seulement à une seule équation (la !ieme), on peut très bien
appliquer la méthode OLS sur cette équation. L�estimateur OLS obtenu est le «meilleur» de la

classe des estimateurs linéaires sans-biais. Toutefois, en appliquant le GLS, on obtient un meilleur

estimateur, puisqu�on élargit la classe d�estimateurs (non plus seulement un estimateur de Yt (!)

mais de Y ). L�estimateur GLS est supérieur à celui des OLS parce qu�il tient compte de la corréla-

tion existant entre les équations. Autrement dit l�estimateur GLS prend en compte l�information sur

des variables explicatives incluent dans le système, mais ne faisant pas partie de l�équation considé-

rée.

� Si E fut (!)u0t (!0)g 6= 0 alors l�estimateur GLS de (A0 (1) ; :::; A0 (N)) est e¢ cace que celui des
LS de A (!) appliqué sur chaque équation individuellement, bien que si Yt (!), pour ! = 1; :::; N
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sont identiques i.e. Yt (1) = � � � = Yt (N) ou E fut (!)u0t (!)g = �2! et E fut (!)u0t (!0)g = 0 pour

! 6= !0, alors l�estimateur des GLS de (A0 (1) ; :::; A0 (N)) et celui des LS de A (!) appliqué sur

chaque équation individuellement sont les mêmes.

5.3 Estimation par ML

Dans cette section on s�interesse à trouver l�estimateur du maximum de vraisemblance ou maxi-

mum likelihood (ML) d�un processus RCAR(p) strictement stationnaire satisfaisant l�équation

Yt (!) =

pX
k=1

Ak (!)Yt�k (!) + "t (!) (5.3.1)

On pose : Ak (!) = Ak + �k (!), alors le modèle (5.3.1) devient

Yt (!) =

pX
k=1

[Ak + �k (!)]Yt�k (!) + "t (!) (5.3.2)

On suppose que les conditions (i)� (vii) énoncés dans la section 1 sont véri�ées, en rajoutant :
(viii) E f"4t (!)g <1 et E f�4k (!)g <1 pour ! = 1; :::; N ,

(ix) Si �2! = 0 ou �! avait une valeur propre nulle on suppose que �
2
! � �1 > 0 pendant que la

plus petite valeur propre de �! est inférieurement bornée par �2 où �1 et �2 peuvent être pris

aussi petits.

5.3.1 Procedure de l�estimation

On se donne l�ensemble d�observations fY1 (!) ; Y2 (!) ; :::; YT (!)g où ! = 1; :::; N du proces-

sus, on va dériver la fonction de vraisemblance conditionnellement à fY1�p (!) ; :::; Y0 (!)g. Soit
fs (Yt (!) ; :::; Yt�s+1 (!) =�t�s (!)), désigne la densité de Yt (!) ; :::; Yt�s+1 (!) en donnant l�événe-

ment �t�s (!) 2 Ft�s (!) qui est une �-Algèbre.
D�aprés l�équation (5.3.2) on a

E
�
Yt (!) =Y t�1 (!)

	
= E

(
pX
k=1

[Ak + �k (!)]Yt�k (!) + "t (!) =Y t�1 (!)

)
(5.3.3)

= A0Y t�1 (!) (5.3.4)

V ar
�
Yt (!) =Y t�1 (!)

	
= E

n�
A (!)Y t�1 (!) + "t (!)

�2
=Y t�1 (!)

o
(5.3.5)

= Y 0t�1 (!) �!Y t�1 (!) + �
2
! = �

0
!zt (!) + �

2
!
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où : �! = V ech [�!] et zt (!) = Kp

�
V ec

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

�	
, alors

fT (Y1 (!) ; :::; YT (!) =Y0 (!) ; :::; Y1�p (!)) =
TQ
t=1

f1 (Yt (!) =Yt�1 (!) ; :::; Yt�p (!))

= (2�)�T=2
TQ
t=1

(
[�2! + �

0
!zt (!)]

�1=2
exp

"
�1
2
�
�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
�0!zt (!) + �

2
!

#)
= LT (A;�!; �

2
!)

La quelle est la fonction de quasi vraisemblance conditionnelle à fY1�p (!) ; :::; Y0 (!)g.
On convient de considérer, au lieu de la maximisation de LT (A;�!; �2!), la minimisation de la

fonction

~̀
T

�
A;�!; �

2
!

�
= �2=T ln

�
LT
�
A;�!; �

2
!

�	
� ln (2�) (5.3.6)

= T�1
TX
t=1

ln
�
�0!zt (!) + �

2
!

�
+ T�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
�0!zt (!) + �

2
!

La fonction ~̀T (A;�!; �2!) n�est pas linéaire en �
2
! et �!.

On pose : r = �!=�2! donc �̀T (A; r; �
2
!) =

~̀
T (A;�!; �

2
!) alors on a

�̀
T

�
A; r; �2!

�
= ln

�
�2!
�
+ T�1

TX
t=1

ln (1 + r0zt (!)) + �
�2
! T

�1
TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

(5.3.7)

par conséquent

@

@A
�̀
T

�
A; r; �2!

�
= �2��2! T�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�
Y t�1 (!)

1 + r0zt (!)

@

@�2!
�̀
T

�
A; r; �2!

�
= ��2! � ��4! T�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

Maintenant
@

@A
�̀
T (A; r; �

2
!) = 0 uniquement pour

T�1
TX
t=1

Yt (!)Y t�1 (!)

1 + r0zt (!)
= T�1

TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

1 + r0zt (!)
A

alors l�estimateur de A est donné par

AT (r) =

(
T�1

TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

1 + r0zt (!)

)�1
T�1

TX
t=1

Yt (!)Y
0
t�1 (!)

1 + r0zt (!)
(5.3.8)
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Ainsi on a :
@

@ (A0; �2!)
0
�̀
T (A; r; �

2
!) = 0 uniquement lorsque

�2T (r) = T
�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0T (r)Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

(5.3.9)

Les estimateurs du maximum de vraisemblance ÂT , �̂T et �̂
2
T peuvent être obtenus en calculant r̂T

où r̂T minimise la fonction

`�T (r) = ln
�
�2T (r)

�
+ T�1

TX
t=1

ln (1 + r0zt (!)) (5.3.10)

alors les estimateurs ÂT , �̂T et �̂
2
T sont donnés par : ÂT = AT (r̂T ) , �̂

2
T = �

2
T (r̂T ) et �̂T = �̂

2
T r̂T .

Par conséquent, on doit minimiser la fonction en A et r,

`T (A; r) = inf
�2!

�̀
T

�
A; r; �2!

�
� 1 (5.3.11)

= T�1
TX
t=1

ln (1 + r0zt (!)) + ln

(
T�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

)

La dernière équation résulte directement de (5.3.7).

Alors les estimateurs du maximum de vraisemblance ÂT , �̂T et �̂
2
T sont dé�nis par

^̀
T

�
ÂT ; r̂T

�
= inf

(A0;r0)02�
`T (A; r) , (5.3.12)

�̂2T = T
�1

TX
t=1

h
Yt (!)� Â0T (r)Y t�1 (!)

i2
1 + r̂0T zt (!)

(5.3.13)

�̂T = �̂
2
T r̂T (5.3.14)

5.3.2 Comportement asymptotique

Soit � l�ensemble dans lequel on minimise `T (A; r) et �4, �5 sont deux nombres arbitrairement

petits. � est l�ensemble de tous les vecteurs [A0; r0 ]0 avec A et r ont respectivement p et p (p+ 1) =2

composantes satisfont les conditions suivantes :

1) Les valeurs propres de la matrice A sont de module inférieur ou égale (1� �3),
2) Soit R une matrice carrée symétrique dont r = V ech [R], alors R a des valeurs propres strictement

positives qui sont toutes supérieures ou égales à �4,
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3) (V ec [R])0W � �5 où W est la dernière colonne de la matrice [I � A
 A]�1.
Maintenant, on suppose que : �0 = (A00; r

0
0)
0 est la vraie valeur de � = (A0; r0)0 et que fYt (!)g est

une solution strictement stationnaire Ft (!)-mesurable de (5.3.1) stisfaisant les conditions (i)� (ix)
et pour que A = A0, �! = �0, �2! = �20 et r = r0 = �0=�

2
0.

Pour montrer la consistance forte des estimateurs du maximum de vraisemblance on exigera que

� est compact a�n que plusieurs résultats de l�analyse réelle peuvent être utilisés. En particulier on

aura besoin de savoir que toute fonction continue sur � atteint ses bornes dans � et l�équicontinuité

et la convergence uniforme sont équivalentes dans �.

Lemme 5.3.1 � est un sous-ensemble compact de Rp(p+3)=2 pour �3, �4 et �5 choisis a�n que
�0 2 int (�).

Théorème 5.3.1 Soit fYt (!)g un processus RCAR(p) strictement stationnaire Ft (!)-mesurable,
véri�e l�équation (5.3.1) tels que A = A0, �! = �0 et �2! = �20, sous les conditions (i)-(vii) , (ix)

et soit �0 = [A00; r
0
0] où r0 = �0=�

2
0. Alors lim

T!1
`T (�) existe presque sûrement pour tout � 2 � et sa

limite ` (�) est minimisée uniquement sur � à (A0; r0) = �0 ce qui montre que �0 2 int (�).

Preuve. Sachant que 0 � ln (1 + r0zt (!)) � r0zt (!) et E fzt (!)g existe par (vi), alors en vertu du

Th�eor�eme ergodique T�1
TP
t=1

ln (1 + r0zt (!)) converge p.s vers E fln (1 + r0zt (!))g. Ainsi que

0 < T�1
TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

� T�1
TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
et d�aprés le Th�eor�eme ergodique

T�1
TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2 ! E
n�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2o
p:s

par conséquent

T�1
TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

! E

(�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

)
ps

sachant que E

(
ln (1 + r0zt (!))

2

1 + r0zt (!)

)
> 0, alors Yt (!) = A0Y t�1 (!) p.s.

D�aprés (V:3:6), `T (A; r) converge p.s vers

` (A; r) = E fln (1 + r0zt (!))g+ ln
"
E

(�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

)#
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On a

E

(�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

)

= E

(�
Yt (!)� A00Y t�1 (!)

�2
+ 2

�
Yt (!)� A00Y t�1 (!)

�
(A0 � A)0 Y t�1 (!) +

�
(A0 � A)0 Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

)

= E

(�
� (!)Y t�1 (!) + "t (!)

�2
+
�
(A0 � A)0 Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

)

= E

8<:E
n�
� (!)Y t�1 (!) + "t (!)

�2
=Ft�1 (!)

o
1 + r0zt (!)

9=;+ E
(�
(A0 � A)0 Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

)

� E
�
�20 + �

0
0zt (!)

1 + r0zt (!)

�
+ �20E

�
1 + r00zt (!)

1 + r0zt (!)

�
sachant que

E
n�
Yt (!)� A00Y t�1 (!)

�2
=Ft�1 (!)

o
= 0

E
�
� (!)Y t�1 (!) + "t (!)

2 =Ft�1 (!)
	
= �20 + �

0
0zt (!)

et �0 = �20r0. De plus on aura l�égalité si (A0 � A)
0 Y t�1 (!) = 0 p.s lorsque A = A0, par conséquent

inf
A
` (A; r) = ` (A0; r) = ln

�
�20
�
+ ln

�
E

�
1 + r00zt (!)

1 + r0zt (!)

��
+ E f1 + r0zt (!)g

et ` (A; r) = infA ` (A; r) seulement si A = A0.

D�aprés l�égalité de Jensen, si X est un tel vécteur aléatoire positif d�espérance 1, alors

E fln (X)g � ln (E fXg) = 0 (5.3.15)

et il y a une égalité si X = 1 p.s. Soit X tel que

X =

�
E

�
1 + r00zt (!)

1 + r0zt (!)

���1
1 + r00zt (!)

1 + r0zt (!)
= C�1

1 + r00zt (!)

1 + r0zt (!)

en appliquant (5.3.15) on obtient

E

�
ln

�
1 + r0zt (!)

1 + r00zt (!)

��
� � ln

�
E

�
1 + r00zt (!)

1 + r0zt (!)

��
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et on a une égalité seulement si 1+r00zt (!) = C (1 + r
0zt (!)) p.s par conséquent (r0 � Cr)

0 zt (!) =

(C � 1) p.s et ceci est vrai uniquement pour r0 = Cr, C = 1 et lorsque r = r0.
Par conséquent ` (A; r) est uniquement minimisée pour A = A0 et r = r0.

Corollaire 5.3.1 lim
T!1

~̀
T (A;�!; �

2
!) existe p.s et minimisée uniquement à A = A0, �! = �0 et

�2! = �20.

Preuve. D�aprés le Th�eor�eme 5.3.1 et la dé�nition de `T (A; r), on a vu que lim
T!1

~̀
T (A;�!; �

2
!)

existe presque partout et uniquement minimisé à A = A0 et

�2! = �
2�
0 = E

(�
Yt (!)� A00Y t�1 (!)

�2
1 + r00zt (!)

)
et � = r0�2�0

mais

�2�0 = E

8<:E
n�
Yt (!)� A00Y t�1 (!)

�2
=Ft�1 (!)

o
1 + r00zt (!)

9=;
= E

�
�20 + �

0
0zt (!)

1 + r00zt (!)

�
= �20

et donc lim
T!1

~̀
T (A;�!; �

2
!) est uniquement minimisée à A = A0, �

2
! = �

2
0 et � = �0.

Théorème 5.3.2 Soit `T (A; r) minimisée sur � à A = ÂT , r = r̂T et soit �̂T =
�
Â0T ; r̂

0
T

�
. Alors

�̂T converge presque sûrement vers �0 ce qui montre que �0 2 int (�).

Preuve. D�abord on va montrer que f`T (A; r)g converge uniformément p.s vers ` (A; r) dans �.
Sachant que � est compact, on a besoin seulement de démontrer que f`T (A; r)g est p.s equicontinue.
Soit � = (A0; r0) pour " > 0 donné, il existe N 2 N et � � 0 qui dépendent de " telle que

j`T (�1)� `T (�2)j < " p.s pour N > N� lorsque k�1 � �2k < �.

Sachant que `T (�) est di¤érentiable sur � et d�aprés le Théorème de la valeur moyenne on a pour

tout �1 et �2 2 �,
`T (�1)� `T (�2) = (�1 � �2)0

@

@�
`T (�

�
12)

où ��12 = ��1 + (1� �) �2 pour � 2]0; 1[.
Soit �� = f (�;�; [0; 1]) où f : Rp(p+3)=2 � Rp(p+3)=2 ! Rp(p+3)=2, cette fonction est continue et
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dé�nie par f (�1; �2; �) = ��1 + (1� �) �2.
Alors �� est compact car ���� [0; 1] l�est aussi, et comme����(�1 � �2)0 @@�`T (��12)

����2 � k�1 � �2k2 



 @@�`T (��12)




2

il résulte que f`T (A; r)g est equicontinue si lim
T!1

sup
�2��



 @
@�
`T (�)



2 <1 p.s.

Le vecteur
@

@�
`T (�) est obtenu de

@

@A
`T (�) = �2

�
�2T (�)

��1
T�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�
Y t�1 (!)

1 + r0zt (!)
(5.3.16)

et

@

@r
`T (�) = T

�1
TX
t=1

zt (!)

1 + r0zt (!)
�
�
�2T (�)

��1
T�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
zt (!)

1 + r0zt (!)
(5.3.17)

où

�2T (�) = T
�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

(5.3.18)

Maintenant si (A0; r0) 2 �� , soit R une matrice symétrique d�ordre n � n tel que r = V ech [R],

alors

R = �
1 + (1� �) 
2, � 2 ]0; 1[

où les valeurs propre de 
1 et 
2 sont inférieurement bornées par �5 > 0. Alors le plus petites valeur

propre de R est inférieurement bornée par �5. Sachant que pour tout p-vecteur z on a

z0Rz

z0z
= �

z0
1z

z0z
+ (1� �) z

0
2z

z0z
� [�+ (1� �)] �5 = �5

Alors lim
T!1

sup
�2��





 @@�`T (�)




2 <1 p.s. Par exemple,

inf
�2��

�2T (�) � inf
�2��

T�1
TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + k [z0t (!) zt (!)]

1=2

où K = sup
�2��

(r0r)1=2, laquelle existe car �� est borné. Par conséquent

inf
�2��

�2T (�) � T�1
TX
t=1

�
Yt (!)� A�0T Y t�1 (!)

�2
1 + k [z0t (!) zt (!)]

1=2



5.3. ESTIMATION PAR ML 61

où

A�0T =

 
T�1

TX
t=1

Y t�1 (!)Y t�1 (!)

1 + k [z0t (!) zt (!)]
1=2

!�1 
T�1

TX
t=1

Y t�1 (!)Yt (!)

1 + k [z0t (!) zt (!)]
1=2

!
D�aprés le Théorème ergodique A�T converge p.s vers A0 et on a

T�1
TX
t=1

�
Yt (!)� A�0T Y t�1 (!)

�2
1 + k [z0t (!) zt (!)]

1=2
! E

(�
Yt (!)� A00Y t�1 (!)

�2
1 + k [z0t (!) zt (!)]

1=2

)
p.s.

laquelle est strictement positive car Yt (!)�A00Y t�1 (!) 6= 0 p.s, par conséquent lim
T!1

inf
�2��

�2T (�) > 0.

De même manière on peut démontrer que (5.3.16) et (5.3.17) sont bornés:

Soit �̂T ! �0 p.s, sachant que f`T (�)g converge uniformément, pour tout " > 0, il existe un entier
N� dépendant de " telle que ���`T ��̂T�� `��̂T���� < "=2

j`T (�0)� ` (�0)j < "=2

p.s lorsque N > N�, et comme `T
�
�̂T

�
� `T (�0) et `

�
�̂T

�
� ` (�0), il résulte que

0 � `T

�
�̂T

�
� ` (�0) =

h
`
�
�̂T

�
� `T

�
�̂T

�i
+
h
`T

�
�̂T

�
� `T (�0)

i
+ [`T (�0)� ` (�0)]

� "=2 + "=2 = " p.s pour N < N�

Par conséquent
n
`T

�
�̂T

�o
converge p.s vers ` (�0)

Corollaire 5.3.2 �̂T et �̂2T convergent presque sûrement vers �0 et �
2
0, respectivement.

Preuve. D�aprés le Th�eor�eme 5.3.2, ÂT et r̂T convergent p.s respectivement vers A0 et r0.
D�autre part on a

�̂2T = T
�1

TX
t=1

�
Yt (!)� Â0TY t�1 (!)

�2
1 + r̂0T zt (!)

on a vu dans la démonstration du Th�eor�eme 5.3:2 que la suite f�2T (�)g telle que

�2T (�) = T
�1

TX
t=1

�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

converge p.s dans � vers

�2 (�) = E

(�
Yt (!)� A0Y t�1 (!)

�2
1 + r0zt (!)

)



62 CHAPITRE 5. ETUDE STATISTIQUE DU MODÈLE RCAR(P)

en utilisant la même procedure que la démonstration du thémorème pécédent on trouve que �̂2T
converge p.s vers �2 (�0) = �20.

Sachant que �̂T = r̂T �̂
2
T il résulte que �̂T converge p.s vers r0�

2
0 = �0.

Lemme 5.3.2 La suite

(
@2 ~̀T (�)

@�@�0

)
converge uniformément presque sûrement sur un voisinage

compact de �0 vers
@2 ~̀(�)

@�@�0
.

Preuve. Les dérivées du second ordre de la fonction @2 ~̀T (�) sont données par

@2 ~̀T (�)

@A@A0
= 2T�1

TP
t=1

��1! Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

@2 ~̀T (�)

@A@�0!
= 2T�1

TP
t=1

��2! ut (!)Y t�1 (!) z
0
t (!)

@2 ~̀T (�)

@A@�2!
= 2T�1

TP
t=1

��2! ut (!)Y t�1 (!)

@2 ~̀T (�)

@�!@�0!
= T�1

TP
t=1

2��3! u
2
t (!) zt (!) z

0
t (!)� T�1

TP
t=1

��2! zt (!) z
0
t (!)

@2 ~̀T (�)

@�!@�2!
= T�1

TP
t=1

2��3! u
2
t (!) zt (!)� T�1

TP
t=1

��2! zt (!)

@2 ~̀T (�)

(@�2!)
2 = T

�1
TP
t=1

2��3! u
2
t (!)� T�1

TP
t=1

��2!

(5.3.19)

où �! = �
2
! + �

0
!zt (!), on note que

E fut (!) =Ft�1 (!)g = E
�
Yt (!)� A0Y t�1 (!) =Ft�1 (!)

	
= (A0 � A)0 Y t�1 (!)

E fu2t (!) =Ft�1 (!)g = �20 + �00zt (!) +
�
(A0 � A)0 Y t�1 (!)

�2
Sachant que E fu0t (!) =Ft�1 (!)g = 0, alors

(
@2 ~̀T (�)

@�@�0

)
converge p.s vers

@2 ~̀(�)

@�@�0
= I tels que
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@2 ~̀T (�)

@A@A0
= 2E

�
��1! Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

	
@2 ~̀T (�)

@A@�0!
= 2E

�
��2! ut (!)Y t�1 (!) z

0
t (!)

	
@2 ~̀T (�)

@A@�2!
= 2E

�
��2! ut (!)Y t�1 (!)

	
@2 ~̀T (�)

@�!@�0!
= 2E

�
��3! u

2
t (!) zt (!) z

0
t (!)

	
� E

�
��2! zt (!) z

0
t (!)

	
@2 ~̀T (�)

@�!@�2!
= 2E

�
��3! u

2
t (!) zt (!)

	
� E

�
��2! zt (!)

	
@2 ~̀T (�)

(@�2!)
2 = 2E

�
��3! u

2
t (!)

	
� E

�
��2!
	

De plus
@2 ~̀(�)

@�@�0
est continue sur un voisinage compact V (�0) de �0 et uniformément bornée sur

V (�0), alors

(
@2 ~̀T (�)

@�@�0

)
converge uniformément sur V (�0), et comme �̂T converge p.s vers �0,

alors

8<:@
2 ~̀
T

�
�̂T

�
@�@�0

9=; converge p.s vers la matrice
@2 ~̀(�0)

@�@�0
= I =

264 I11 I12 I13

I 012 I22 I23

I 013 I 023 I33

375 telles que
I11 =

@2 ~̀(�0)

@A@A0
= 2E

�
��10!Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

	
I12 =

@2 ~̀(�0)

@A@�0!
= 2E

�
E fu0t (!) =Ft�1 (!)gY t�1 (!) z0t (!)

	
= 0

I13 =
@2 ~̀(�0)

@A@�2!
= 2E

�
E fu0t (!) =Ft�1 (!)g��20!Y t�1 (!)

	
= 0

I22 =
@2 ~̀(�0)

@�!@�0!
= E

�
��20! zt (!) z

0
t (!)

	
I23 =

@2 ~̀(�0)

@�!@�2!
= E

�
��20! zt (!)

	
,

I33 =
@2 ~̀(�0)

(@�2!)
2 = E

�
��20!
	

Où E fu20t (!) =Ft�1 (!)g = �0!.
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Soit J une matrice symétrique telle que

J =

264 J11 J12 J13

J 012 J22 J23

J 013 J 023 J33

375
où Jij est la matrice de dimension p (i) � p (j) et p (1) = p, p (2) = p (p+ 1) =2 et p (3) = 1, donc
les Jij sont donnés par

J11 = 4E
�
E fu20t (!) =Ft�1 (!)g��20!Y t�1 (!)Y 0t�1 (!)

	
= 4E

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)�

�1
0!

	
J12 = 2E

�
E fu0t (!) �t (!) =Ft�1 (!)g��30!Y t�1 (!) z0t (!)

	
= 2E

�
u30t (!)�

�3
0!Y t�1 (!) z

0
t (!)

	
J13 = 2E

�
E fu0t (!) �t (!) =Ft�1 (!)g��30!Y t�1 (!)

	
= 2E

�
u30t (!)�

�3
0!Y t�1 (!)

	
J22 = E

�
�2t (!)�

�4
0! zt (!) z

0
t (!)

	
J23 = E

�
�2t (!)�

�4
0! zt (!)

	
J33 = E

�
�2t (!)�

�2
0!

	
où �t (!) = u

2
0t (!)� �0!.

Pour l�existence du théorème central limite des estimateurs du maximum de vraisemblance on

rajoute aux suppositions au-dessus que �2! 6= 0 et la matrice �! n�a pas des valeurs propres nulles,
en posant �̂T =

�
Â0T ; �̂

0
T ; �̂

2
T

�
et �0 = (A00;�

0
0; �

2
0) par conséquent on a le théorème suivant

Théorème 5.3.3 Soit fYt (!)g un processus RCAR(p) strictement stationnaire Ft (!)-mesurable,
alors sous les suppositions au-dessus, T 1=2

�
�̂T � �0

�
admet une distribution qui converge vers une

distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance I�1JI�1.

Si f"t (!)g et fA (!)g sont conjointement normales alors la matrice de covariance réduit à 2I�1.

Preuve. D�aprés le lemme au-dessus La suite

(
@2 ~̀T (�)

@�@�0

)
converge presque sûrement vers la ma-

trice
@2 ~̀(�)

@�@�0
où ~̀(�) = lim

T!1
~̀
T (�) et que cette matrice est bornée. On a vu aussi que

(
@2 ~̀T (�)

@�@�0

)
converge uniformément sur un voisinage compact de �0.

Maintenant :
@ ~̀
�
�̂T

�
@�i

=
@ ~̀T (�0)

@�i
+

24@2 ~̀T
�
~�T;i

�
@�i@�

0

35��̂T � �0� où �i est la i-�eme composante de � et
~�T;i est sur le segment entre �0 et �̂T . Sachant que �̂T converge presque sûrement vers �0, alors ~�T;i

l�est aussi pour tout i et comme

(
@2 ~̀T (�)

@�@�0

)
converge uniformément,

@2 ~̀T

�
~�T;i

�
@�@�0

converge presque

sûrement vers une matrice dé�nie positive I où I =
@2 ~̀(�0)

@�@�0
.
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Il est évident que
@ ~̀T

�
�̂T

�
@�i

= 0, i = 1; :::; p (p+ 3) =2, et comme �̂T converge presque sûrement vers

�0 dont il minimise la fonction ~̀(�) = lim
T!1

~̀
T (�), qui est bornée continûment di¤érentiable sur �.

Par conséquent T 1=2
�
�̂T � �0

�
aura la même distribution asymptotique que �IT 1=2@

~̀(�0)

@�
alors

T 1=2
�
�̂T � �0

�
a une limite de distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance

I�1JI�1.

Soit : �t (!) = u
2
0t (!)� �0! et �t (a) = ��20!

�
2u0t (!)�0!a

0
1Y t�1 (!) + [a3 + a

0
2zt (!)] �t (!)

	
où a = [a01; a

0
2; a3]

0, a1 et a2 sont de dimension respectivement p et p (p+ 1) =2 et a3 est un scalaire,

alors T�1
TP
t=1

�t (a) = �a0
@ ~̀(�0)

@�
.

Maintenant : E fu0t (!) =Ft�1 (!)g = 0, ainsi
E f�t (!) =Ft�1 (!)g = E

n�
"t (!) + � (!)Y t�1 (!)

�2 � [�20 + �00zt (!)] =Ft�1 (!)o = 0
donc E f�t (a) =Ft�1 (!)g = 0, mais �t (a) est ergodique et strictement stationnaire et comme

E
�
�2t (a)

	
<1 pour tout a, telle que :

�2t (a) = 4u
2
0t (!)�

�2
0!

�
a01Y t�1 (!)

�2
+ ��40! [a3 + a

0
2zt (!)]

2 �2t (!)

+4��30!u0t (!) a
0
1Y t�1 (!) [a3 + a

0
2zt (!)] �t (!)

Alors d�aprés le théorème de Billingsley, T�1=2
TP
t=1

�t (a) converge vers une distribution normale de

moyenne nulle et de variance E
�
�2t (a)

	
et qui est exprimé dans la forme a0Ja où J est symétrique

et dé�nie positive indépendamment de a .

Par conséquent T 1=2
@ ~̀(�0)

@�
admet une distribution asymptotique normale de moyenne nulle et de

matrice de covariance J .

5.3.3 Généralisation.

Le log du maximum de vraisemblance dé�ni du modèle (5.3.1) sous les suppositions suivantes

"t (!) � N
�
0; �2!

�
et A (!) � N (A;�) (5.3.20)

peut s�écrire sous la forme suivante :

L (A (!) ; �2!; A;�) = K � T
2

NP
!=1

ln (�2!)�
1

2

NP
!=1

1

�2!
[Y (!)�X (!)A (!)]0

� [Y (!)�X (!)A (!)]� N
2
ln (j�j)� 1

2

NP
!=1

[A (!)� A] ��1 [A (!)� A]
(5.3.21)
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où K est une constante. En pratique cette fonction sera di¢ cile à maximiser directement

~A (!) =

�
1

�2!
X 0 (!)X (!)

��1�
1

�2!
X 0 (!)X (!)ALS + �

�1 ~A

�
(5.3.22)

~A =
1

N

NX
!=1

~A (!) (5.3.23)

�̂2! =
1

T + v (!) + 2
v (!)� (!) + [Y (!)�X (!)A (!)]0 [Y (!)�X (!)A (!)] (5.3.24)

�̂ =
1

N � p� 2 + �R +
NX
!=1

[A (!)� A] ��1 [A (!)� A] (5.3.25)

où p est le nombre de régresseurs et R, v (!) et � (!) sont des paramètres qui correspondent à une

distribution a priori.

5.3.4 Conclusion

Cas simple : 
 = �2!INT
Dans ce cas, on peut faire les LS individuels équation par équation.

Cas général (1) : 
 6= �2!INT connu
Dans ce cas, on applique les GLS purs.

Conséquences de l�application des LS dans le cas général :

� Estimateur centré
� Estimateur non e¢ cient
Cas d�égalité entre LS et GLS :

� Covariances contemporaines nulles
� Variables explicatives identiques dans chaque équation
� Les régresseurs dans un bloc d�équations sont un sous-ensemble
de ceux d�un autre bloc d�équation.

Cas général (2) : 
 inconnu
Dans ce cas, on peut estimer le modèle par la méthode de ML.

Cas d�égalité entre GLS et ML :

Si les termes d�erreurs suivent une distribution multivariée normale alors

l�estimateur des GLS correspond à un estimateur de ML.
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5.4 Estimation par GMM

On s�intéresse ici à appliquer la méthode des moments généralisés ou generalized method of

moments (GMM), cette méthode a été présenté par Hansen (1982) comme une généralisation des
techniques énoncés antérieurement dans lesquelles les estimateurs sont obtenus à partir de conditions

d�orthogonalité provenant de la théorie économique. Auparavant, ce type de modèle était estimé

à l�aide de la méthode des variables instrumentales, mais ce type d�estimateur ne peut être mis

en place que sous l�hypothèse que les instriments sont orthogonales à des termes des résidus non

autocorrélées et homoscédastiques. La GMM telle que présentée par Hansen (1982) impose un
minimum de conditions. L�estimateur est dé�ni comme étant une séquence de vecteurs aléatoires

qui est telle que la fonction de moments représentant les conditions d�orthogonalité est la plus

proche possible de zéro.

Un des nombreux avantages des GMM est que c�est une méthode englobante permettant de

trouver comme cas particuliers un grand nombre d�estimateurs usuels parmi lesquels :

� La méthode des moments classique.
� Les Moindres Carrés Ordinaires.
� Le Maximum de Vraisemlance.

� Les variables Instrumentales.
Soit donc le modèle RCAR(p)

Yt (!) =

pX
k=1

Ak (!)Yt�k (!) + "t (!) (5.4.1)

Dans cette section on retient les mêmes suppositions citées dans le paragraphe (5.1),alors le modèle

devient

Yt (!) =

pX
k=1

AkYt�k (!) +

pX
k=1

�k (!)Yt�k (!) + "t (!) (5.4.2)

ou encore

Yt (!) = A
0Y t�1 (!) + ut (!) (5.4.3)

Pour m � 0, soit Wt (!) = (Yt (!) ; :::; Yt�m (!))
0 un vecteur de dimension (m� 1)� 1 de variables

observées à la date t et soit A un vecteur de dimension p� 1 de paramètres et h (Wt (!) ; A) est une

fonction à valeur de Rm+1 � Rp dans Rr, et A0 soit la vraie valeur du vecteur A.

Dé�nition 5.4.1 On appelle conditions d�orthogonalité les r conditions dé�nies par le système

E [h (Wt (!) ; A0)] = 0r�1 (5.4.4)
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Soit YT = (W 0
1 (!) ; :::;W

0
T (!)) un vecteur de dimension T (m+ 1) � 1 contenant toutes les

observations des (m+ 1) variables du système et soit

g (YT ; A) =
1

T

TX
t=m+1

h (Wt (!) ; A) (5.4.5)

où g (YT ; A) est un vecteur de dimension r � 1 des moments empiriques correspondants.

Remarque 5.4.1 L�idée de base des GMM consiste à déterminer une valeur de A telle que les

r moments empiriques g (YT ; A) soient aussi proches que possible de zéro i.e. g (YT ; A) ' 0 pour

A = ÂT .

Dé�nition 5.4.2 L�estimateur GMM ; ÂT du vecteur A minimise une fonction critère

ÂT = ArgMin
A2Rp

Q (YT ; A) (5.4.6)

telle que : Q (YT ; A) = g0 (YT ; A) 
Tg (YT ; A)

où f
Tg1T=1 désigne une suite de matrices de poids symétriques dé�nies positives.

De façon générale on distingue deux cas suivant la valeur de p et r :

Dé�nition 5.4.3 Lorsqu�il existe autant de conditions d�orthogonalité que de paramètres (p = r)
on dit que le système est juste identi�é et l�estimateur GMM se ramène au vecteur ÂT de dimension

p� 1 qui permet de résourdre le système à p équations

g
�
YT ; ÂT

�
= 0 (5.4.7)

Remarque 5.4.2 Dans ce cas, il s�agit de résoudre un système éventuellement non linéaire à p
équations et p inconnues. Le choix de la matrice de poids 
T est totalement neutre, ce qui explique

qu�elle ne soit pas spéci�ée.

Dé�nition 5.4.4 Lorsqu�il existe plus conditions d�orthogonalité que de paramètres (r > p) alors
le système est dit sur-identi�é, l�estimateur GMM dépend du choix de la matrice de poids 
T .
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5.4.1 Cas particulier (LS)

Considérons le modèle

Yt (!) = Y
0
t�1 (!)A+ ut (!)

où Y t�1 (!) est un vecteur de dimension p� 1 de variables explicatives.
L�hypothèse centrale qui justi�e l�emploi des LS est la propriété d�orthogonalité des résidus théo-

riques par rapport aux variables explicatives :

E
�
Y t�1 (!)ut (!)

	
= 0p�1

Pour la vraie valeur A0 du vecteur A on a

E
�
Y t�1 (!)

�
Yt (!)� Y 0t�1 (!)A0

�	
= 0

ce qui représente un système de p conditions d�orthogonalité.

Posons dans nos notations Wt (!) =
�
Yt (!) ; Y

0
t�1 (!)

�0
alors on a8><>:

h (Wt (!) ; A) = Y t�1 (!)
�
Yt (!)� Y 0t�1 (!)A

�
et

E fh (Wt (!) ; A0)g = 0

Le système est donc juste identi�é i.e. r = p, alors l�estimateur GMM se ramène à déterminer ÂT
tel que : g

�
YT ; ÂT

�
= 0, où g (YT ; A) désigne le vecteur des moments empiriques correspondant

aux p conditions d�orthogonalité

g (YT ; A) =
1

T

TX
t=1

h (Wt (!) ; A) =
1

T

TX
t=1

Y t�1 (!)
�
Yt (!)� Y 0t�1 (!)A

�
Alors on résout le système suivant

g
�
YT ; ÂT

�
=
1

T

TX
t=1

Y t�1 (!)
h
Yt (!)� Y 0t�1 (!) ÂT

i
= 0

Par conséquent on obtient

ÂT =

"
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

#�1 " TX
t=1

Y t�1 (!)Yt (!)

#
= Â

(LS)
T

On retrouve ainsi l�estimateur des moindres carrés ordinaires Â(LS)T .
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5.4.2 Matrice de poids optimale

Dans ce paragraphe on essaye de trouver une matrice de poids 
T a�n d�obtenir un estimateur

convergent et e¢ cace du vecteur A.

On suppose que le processus fh (Wt (!) ; A0)g1t=1 est stationnaire dont la matrice d�autocovariance
d�ordre v est dé�nie par

�! (v) = E fh (Wt (!) ; A0)h
0 (Wt�v (!) ; A0)g (5.4.8)

Dé�nition 5.4.5 La matrice de variance covariance de long terme du processus fh (Wt (!) ; A0)g1t=1
est dé�nie par :

Sr�r =
1X

v=�1
�! (v) =

1X
v=�1

E fh (Wt (!) ; A0)h
0 (Wt�v (!) ; A0)g (5.4.9)

ce qui peut s�écrire sous la forme plus générale

S = lim
T!1

1

T

TX
t=1

1X
v=�1

h (Wt (!) ; A0)h
0 (Wt�v (!) ; A0) (5.4.10)

Naturellement si le processus h (Wt (!) ; A0) est non autocorélé dans le temps, cette matrice

se ramène à la matrice de variance covariance . En e¤et, si h (Wt (!) ; A0) et h (Ws (!) ; A0) sont

indépendants dés lors que s 6= t, alors S = �! (0). Cette matrice désigne en outre la matrice

covariance asymptotique de la moyenne empirique des h (Wt (!) ; A0) :

S = lim
T!1

TE fg (YT ; A) g0 (YT ; A)g (5.4.11)

Dé�nition 5.4.6 La valeur optimale de la matrice de poids 
T dans la fonction critère Q (YT ; A)
est donnée par l�inverse de la matrice de variance covariance asymptotique S�1, par conséquent


�T = S
�1.

La plus petite variance asymptotique pour l�estimateur GMM ÂT est obtenue lorsque ÂT est

dé�nie par la résoulution du programme :

ÂT = ArgMin
A2Rp

g0 (YT ; A)S
�1g (YT ; A) (5.4.12)

Lorsque les éléments du vecteur h (Wt (!) ; A0) sont non corrélés et non autocorrélés, alors

S = �! (0) = E fh (Wt (!) ; A0)h
0 (Wt (!) ; A0)g (5.4.13)
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dans ce cas la matrice S peut être estimée par

S�T =
1

T

TX
t=1

h (Wt (!) ; A0)h
0 (Wt (!) ; A0) (5.4.14)

Mais puisque le calcul de cette quantité requiert la connaissance de A0, on construit l�estimateur

ŜT dé�ni de la façon suivante.

Dé�nition 5.4.7 En l�absence de dépendances temporelles des vecteurs fh (Wt (!) ; A0)g1t=1, la ma-
trice de variance covariance asymptotique S peut être estimée par la quantité ŜT :

ŜT =
1

T

TX
t=1

h
�
Wt (!) ; ÂT

�
h0
�
Wt (!) ; ÂT

�
(5.4.15)

où ÂT désigne l�estimateur GMM du vecteur A et ŜT P�! S lorsque T !1.

On aboutit dés lors à une procedure itérative, puisque pour déterminer ÂT , il faut connaître


̂T = Ŝ
�1
T et que pour déterminer ŜT il faut connaître ÂT . C�est pourquoi on distingue trois types

de méthodes GMM :

Méthode de GMM en deux étapes

C�est la méthode proposée intiallement par Hansen (1982). Dans ce cas, on commence par

construire un estimateur convergent mais non e¢ cace du vecteur de paramètres A. Di¤érentes

options peuvent être choisies ici. La plus simple consiste à accorder le même poids aux di¤érentes

conditions d�orthogonalité, c�est à dire à considérer une matrice de poids identité i.e. 
T = Ir.

On construit alors un premier estimateur convergent non e¢ cace, noté Â(1) :

Â(1) = ArgMin
A2Rp

g0 (YT ; A) g (YT ; A) (5.4.16)

Ensuite à partir de cet estimateur de A, on construit un estimateur 
̂1 de la matrice de poids

optimale 
̂�T = S
�1, avec :


̂1 = S
�1
1 =

"
1

T

TX
t=1

h
�
Wt (!) ; Â(1)

�
h0
�
Wt (!) ; Â(1)

�#�1
(5.4.17)

La deuxième étape consiste à utiliser cet estimateur de la matrice de poids optimale pour dériver

un estimateur Â convergent et e¢ cace des paramètres A :

Â = ArgMin
A2Rp

g0 (YT ; A)S
�1
1 g (YT ; A) (5.4.18)

Â est alors appelé, estimateur GMM en deux étapes.
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Méthode de GMM itératif

Cette méthode est proposée par Ferson et Foerster (1994) et repose sur l�algorithme suivant :
de la même façon que précédemment, on construit dans une première étape un premier estimateur

Â(1) à partir d�une valeur d�amorce de la matrice de poids. Par exemple, on peut partir d�une

matrice identité 
0 = Ir, attribuant ainsi le même poids à toutes les conditions d�orthogonalité. On

construit alors un premier estimateur GMM tel que :

Â(1) = ArgMin
A2Rp

g0 (YT ; A) 
0g (YT ; A) (5.4.19)

A partir de cet estimateur, on déduit une estimation de la matrice de covariance asymptotique


̂1 =

"
1

T

TX
t=1

h
�
Wt (!) ; Â(1)

�
h0
�
Wt (!) ; Â(1)

�#�1
(5.4.20)

En réintroduisant cette estimation de la matrice de poids optimale dans la fonction critère GMM ,

on construit un nouvel estimateur, noté Â(2) tel que :

Â(2) = ArgMin
A2Rp

g0 (YT ; A) 
̂1g (YT ; A) (5.4.21)

et ainsi de suite. Etant donné que tous les estimateurs Â(j) ont exactement la même distribution

asymptotique, ce processus s�arrête dés lors que : Â(j) ' Â(j�1).
La valeur Â(j) est alors estimateur GMM itératif.

Méthode de continuous-updating GMM

Dans cette approche on va chercher de façon à optimiser la fonction critère en tenant compte

de la forme générale qui lie l�estimateur de la matrice de poids optimale à la valeur des coe¢ cients.

C�est la même démarche que dans le cas itératif : la di¤érence étant que dans le cas précédent on

optimise le critère pour obtenir Â(j), puis on construit 
̂j+1 pour obtenir ensuite Â(j+1). Alors que

dans le cas continu, on optimise le critère à chaque étape en tenant compte de la forme de 
̂j qui

dépend de Â(j)

Â = ArgMin
A2Rp

g0 (YT ; A)

"
1

T

TX
t=1

h (Wt (!) ; A)h
0 (Wt (!) ; A)

#�1
g (YT ; A) (5.4.22)

Cette procédure reste itérative car on doit utiliser un algorithme d�optimisation numérique partant

d�une condition initiale Â(0), d�une règle de passage entre Â(j) et Â(j�1) d�un critère d�arrêt va

déterminer une solution numérique à ce programme.
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Estimateurs de la matrice de poids en présence de corrélations

Lorsque les séquences fh (Wt (!) ; A0)g1t=1 présentent des autocorrélations, la matrice de variance
covariance de long terme n�est plus égale à la matrice de variance covariance. S�il existe �! (v) 6= 0
pour j 6= 0, alors

Sr�r =
1X

v=�1
�! (v) =

1X
v=�1

E fh (Wt (!) ; A0)h
0 (Wt�v (!) ; A0)g 6= �! (0) (5.4.23)

Dès lors les formules précedentes permettant d�estimer S ne sont plus valables.

Considérons l�estimateur �̂! (v) de la matrice d�autocovariance d�ordre v, �! (v)

�̂! (v) =
1

T

TX
t=1

h
�
Wt (!) ; Â

�
h0
�
Wt�v (!) ; Â

�
(5.4.24)

Sachant que : �! (�v) = �0! (v), un estimateur de la matrice S pourrait être donné par la quantité

Ŝ =
1X

v=�1
�̂! (v) = �̂! (0) +

1X
v=1

h
�̂! (v) + �̂

0
! (v)

i
(5.4.25)

Naturellement, il n�est pas possible de construire un tel estimateur puisqu�il fait intervenir des

matrices �̂! (v) à des ordres supèrieurs à ce que l�on peut estimer à partir d�un échantillon de T

observations. De plus rien ne garantit qu�une matrice construite uniquement à partir d�une somme

tronquée soit dé�nie positive comme doit l�être toute matrice de variance covariance. On a donc

recourt à des méthodes d�estimation non paramétriques de matrice de variance covariance de long

terme.

5.4.3 Distribution asymptotique des GMM

Nous ne considérons ici que le cas des estimateurs de type GMM en deux étapes, en commen-

çant par présenter la distribution asymptotique générale des GMM, puis nous étudierons quelques

illustrations dans des cas particuliers.

Soit ÂT l�estimateur GMM obtenu en minimisant le critère

ÂT = ArgMin
A2Rp

g0 (YT ; A) Ŝ
�1
T g (YT ; A) (5.4.26)

où ŜT est considérée comme �xe par rapport à A et ŜT est un estimateur convergent de S i.e.

ŜT
P�! S, lorsque T !1

La minimisation de critère est obtenue en annulant la dérivée du critère par rapport au vecteur A.
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Dé�nition 5.4.8 L�estimateur GMM est donc obtenu par la résolution du système d�équations

non linéaires suivant :

ArgMin
A2Rp

�
@g (YT ; A)

@A0

����
Â

�0
Ŝ�1T g

�
YT ; Â

�
= 0 (5.4.27)

Remarque 5.4.3 Sous certaines restrictions (stationnarité des variables Wt (!), continuité de la

fonction h (Wt (!) ; A0) et restrictions sur les autres moments), on a

p
Tg (YT ; A0)

L�! N (0; S) , lorsque T !1

où

S =
1X

v=�1
�! (v) =

1X
v=�1

E fh (Wt (!) ; A0)h
0 (Wt�v (!) ; A0)g

telle que

S = lim
T!1

TE fg (YT ; A0) g0 (YT ; A0)g

Théorème 5.4.1 On suppose que la fonction g (YT ; A0) est di¤erentiable en A pour tout YT et soit
ÂT l�estimateur GMM satisfaisant le système

ArgMin
A2Rp

�
@g (YT ; A)

@A0

����
Â

�0
Ŝ�1T g

�
YT ; Â

�
= 0

pour r � p. Soit
n
ŜT

o1
T=1

une suite de matrices dé�nies positives telles que ŜT
P�! S, où S est

dé�nie positive. Si

(i) ÂT
P�! A0

(ii)
p
Tg (YT ; A0)

L�! N (0; S)

(iii) pour toute suite
n
ÂT

o1
T=1

telle que ÂT
P�! A0, on ait

p lim

 
@g (YT ; A)

@A0

����
ÂT

!0
= p lim

 
@g (YT ; A)

@A0

����
A0

!0
= Dp�r

où les colonnes de D sont linéairement indépendantes, alors

p
T
�
ÂT � A0

�
L�! N (0; V ) , avec : V =

�
DS�1D0��1 (5.4.28)

Remarque 5.4.4 Sous les hypothèses précédentes on admet que

p
T
�
ÂT � A0

�
L�! N

�
0; V̂T

�
(5.4.29)
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ce qui peut encore s�écrire sous la forme

ÂT �= N
 
A0;

V̂T
T

!
(5.4.30)

où l�estimateur V̂T =
h
D̂Ŝ�1D̂0

i�1
de la matrice de variance covariance asymptotique est construit

à partir de :

D̂ =

 
@g (YT ; A)

@A0

����
A=ÂT

!0
et concernant Ŝ on distingue de cas suivants :

En l�absence de corrélation des séries h
�
Wt (!) ; ÂT

�
ŜT =

1

T

TX
t=v+1

h
�
Wt (!) ; ÂT

�
h0
�
Wt (!) ; ÂT

�

En présence de corrélation :

Ŝ = �̂! (0) +

qX
v=1

�
1� v

q + 1

�h
�̂! (v) + �̂

0
! (v)

i

�̂! (v) =
1

T

TX
t=v+1

h
�
Wt (!) ; Â

�
h0
�
Wt�v (!) ; Â

�
Illustration dans le cas des LS

Raprenons le modèle RCAR (p)

Yt (!) = Y
0
t�1 (!)A+ ut (!)

Le système étant juste identi�é (r = p), l�estimateur GMM se ramène à déterminer ÂT tel que

g
�
YT ; ÂT

�
=
1

T

TX
t=1

h
�
Wt (!) ; ÂT

�
=
1

T

TX
t=1

Y t�1 (!)
h
Yt (!)� Y 0t�1 (!) ÂT

i
Ce qui nous amène à retrouver l�estimateur LS

ÂT = Â
(LS)
T =

"
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

#�1 " TX
t=1

Y t�1 (!)Yt (!)

#
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Quelle est maintenant l�expression de la matrice de variance covariance de l�estimateur ÂT . En

di¤érentiant h (Wt (!) ; A), il vient

D̂0 =
@g (YT ; A)

@A0

����
A=ÂT

=
1

T

0BB@ @
TP
t=1

Y t�1 (!)
h
Yt (!)� Y 0t�1 (!) ÂT

i
@A0

��������
A=ÂT

1CCA
= � 1

T

TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

Parallèlement, la matrice de variance covariance asymptotique des résidus h (Wt (!) ; A) s�écrit :

S = lim
T!1

1

T

1X
v=�1

TX
t=1

h (Wt (!) ; A0)h
0 (Wt�v (!) ; A0)

Ici on a donc :

S = lim
T!1

1

T

1X
v=�1

TX
t=1

E
n
Y t�1 (!)ut (!)

�
Y t�v (!)ut�v (!)

�0o
= lim

T!1

1

T

1X
v=�1

TX
t=1

E
�
ut (!)ut�v (!)Y t�1 (!)Y

0
t�v (!)

	
Supposons tout d�abord que les résidus sont non autocorrélés, alors :

E
�
ut (!)ut�v (!)Y t�1 (!)Y

0
t�v (!)

	
=

(
�2!E

�
Y t�1 (!)Y

0
t�1 (!)

	
si v = 0

0 sinon

Par conséquent un estimateur S est donné par

ŜT = �̂
2
!

1

T

TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

où �̂2! =
1

T

TP
t=1

û2t (!) et ût (!) = Yt (!)� Y 0t�1 (!) ÂT . On retrouve ainsi la formule dans laquelle on

donnait la forme générale de l�estimateur ŜT en l�absence de dépendance à savoir :

ŜT =
1

T

TX
t=1

h
�
Wt (!) ; ÂT

�
h0
�
Wt (!) ; ÂT

�
=

1

T

TX
t=1

�
Y t�1 (!) ût (!)

�
Y 0t�1 (!) ût (!)

��
=

"
1

T

TX
t=1

û2t (!)

#"
1

T

TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

#
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Dèterminons �nalement la matrice de variance covariance de l�estimateur GMM :

p
T
�
ÂT � A0

�
L�! N

�
0; V̂T

�
avec V̂T = D̂Ŝ�1D̂0. Dés lors, il vient :

V̂T =

8<:
 
� 1
T

TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

!0 "
�̂2!
1

T

TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

#�1 
� 1
T

TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

!9=;
�1

= T �̂2!

"
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

#�1
Par conséquent la matricte de variance covariance de l�estimateur GMM s�écrit sous la forme :

ÂT �= N
 
A0;

V̂T
T

!

où
V̂T
T
= �̂2!

�
TP
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

��1
. On retrouve ici la formule de la matrice de variance covariance

des MCO (la seule di¤érenrence étant la dé�nition de l�estimateur de la variance des résidus.
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