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Résumé

Le but de ce projet de mémoire est d’exposer la théorie générale des équations
différentielles a retard. Dans la premiere partie du mémoire on présente
la théorie des équations différentielles a retard constant ou indépendant de
I’état. L’idée consiste a donner une formulation fonctionnelle du probleme
de valeurs initiales dans l’espace des fonctions continues puis d’utiliser le
Théoreme du point fixe de Shauder pour obtenir la solution comme un point
fixe d'un opérateur intégral.

Dans la deuxieme partie on s’intéresse aux équations différentielles a retard
dépendant de I’état. On montrera que pour que le probleme fonctionnelle soit
bien posé il est nécessaire de formuler le probleme de Cauchy associé sur une
sous variété de l'espace C'. En utilisant le Théoreme de I'application con-
tractante on montrera que le probleme possede une solution locale. L unicité
de la solution est également prouvé.

Dans la derniere partie du mémoire on applique les résultats sur les équations
différentielles a retard dépendant de I’état obtenus au chapitres 3 pour mon-
trer I'existence et I'unicité d’une solution du célebre modele de Aiello et al.
[2]. La positivité de la solution est également prouvé.

Mots Clés: Equations différentielles a retard dépendant de I’état, Théoreme
de Shauder, Dynamique de populations, sous variété, principe de comparai-
son.



Abstract

The purpose of this work is to give the general theory of delay differential
equations. In the first part we are interested to differential equations with
constant delay. The idea is to give a formulation of the associated Cauchy
problem in the space of continuous functions. The solution of the related
problem is obtained as a fixed point of some functional operator. By using
Shauder fixed point Theorem we prove the existence of a local solution.

In the second part we are interested to delay differential equations with state
dependant delay. We prove that for the problem to be well posed it is nec-
essary to formulate the associated Cauchy problem in some sub-manifold of
the space of continuously differentiable functions C'. By using Banach fixed
point Theorem we prove the existence of a local solution.

In the last part we apply the results obtained in the third chapter to prove
existence and unicity of a solution to the model proposed by Aiello et al. [2]
which arises from ecology. Some results about the positivity of the solution
are also obtained.

Keywords: Delay differential equations, state dependent delay, Shauder
fixed point Theorem, sub-manifold, comparison principle.



Introduction

La modélisation mathématique des phénomeénes issus de la dynamique de
population conduit & des modeles qui sont discrets ou continus. Les modéles
discrets sont représentés par des équations matricielles ou des équations aux
différences. Quant aux modeéles continus, ils sont représentés par des équa-
tions différentielles, ot I'on suppose que 1’évolution du systéme au cours du
temps se fait d’une maniere continue. Ces modéles sont en général donnés
par des équations différentielles a retard, des équations aux dérivées par-
tielles, ou des équations intégrales. Dans le cas des équations différentielles
a retard, le passé exerce une influence sur I’état présent du modeéle c’est ce
qu’on appelle la réponse de rétro-action. Mathématiquemetent cette réponse
de rétro-action s’exprime sous la forme d’un retard discret, continue, dis-
tribué ou méme fonctionnel. Un exemple nous est fournit par les problémes
provenant du traitement de signal en électronique, les problemes de réseaux
de neurones en informatique théorique ou les problémes de dynamique de
populations en biologie et en écologie. D’une maniére générale il est prouvé
que pour décrire de facon satisfaisante les phénoménes compliqués de la na-
ture il est nécéssaire de tenir compte de ce retard ce qui nous améne dans
la plupart des cas & considérer des équations différentielles a retard (cf. [16-
17)).

Désignons C' = C([—7,0];R") 'espace de Banach des fonctions continues
sur [—7,0] & valeurs dans R™ muni de la norme de la convergence uniforme,
U un ouvert de R x C et f: U — R"™ une fonction continue. Une équation
différentielle a retard est une équation différentielle de la forme:

datt) _ flt, @), t>0, (0.1)
dt
ou z¢(0) = xz(t +6), 6§ € (—7,0). 7 est appelé le retard de I’équation. On
associe a ’équation (0.1) la donnée initiale suivante:

z(s) = ¢(s), se€[-7,0], (0.2)

ou ¢ € C. La formulation (0.1)-(0.2) ramene le probléme a retard a celui
d’un probléme de Cauchy dans l'espace C' des fonctions continues. On peut
montrer que si f est continue sur U et localement lipschitzienne par rapport
a la seconde variable alors le probléme (0.1)-(0.2) admet une solution locale
unique pour tout ¢ € C' (cf. [7-8]).



Certains chercheurs (cf. [6]) ont montré que dans certains cas le retard
7 du modéle n’est pas constant mais est fonction par exemple de la solution
x, c’est ce qu’on appele un retard dépendant de 1’état. Un exemple célébre
(cf. [2]) nous provient de 1'écologie dans lequel les auteurs ont considéré une
équation différentielle ou le retard, qui représente le temps de maturation de
la population, n’est pas constant mais est fonction de la population totale.
D’une maniére générale une équation différentielle a retard dépendant de
I’état s’écrit sous la forme suivante:

PO — gttt — v, 10, (03)
ol g : O — R" est une fonction continue, O C R"™ un ouvert, et r : U C C' —
[—h, 0] une fonction définie sur un ouvert U de C' = C([—h,0],R") & valeur
dans [—h, 0], avec h > 0.

La difficulté principale a laquelle on est confrontée lorsque 'on étudie les
équations différentielles a retard dépendant de I’état du type (0.3) est que
les résultats classiques sur I'existence et 1'unicité des solutions des équations
différentielles a retard indépendant de I’état ne peuvent pas s’appliquer. En
effet, on impose généralement & g d’etre continument différentiable en x pour
que g soit localement lischitzienne. Or ceci entrainerai que la donnée initiale
¢ elleeméme est continuement différentiable. On est donc amené & changer
'espace des phases C'([—h, 0], R™). Ceci nous amene a reformuler le probléme
de valeur initiale (0.3) dans le nouvel espace C' = C'([—h,0], R") muni de
la norme

6110 = lollo+ 4]

En partculier la continuité en ¢ = 0 entraine

6(0) = g(9),

relation qui n’est pas satisfaite par tous les éléments ¢ de U. La relation
précédente nous force donc a chercher la solution non pas dans un ouvert U
de C*' mais dans I’ensemle

X ={peU:¢(0)=g(e) } (0.4)

La relation (0.4) résume toute la difficulté a laquelle ont est confronté lorsque
Iont cherche a donner une formulation fonctionnelle au probléme & retard
(0.3). En effet 'ensemble X défini par (0.4) n’est pas un ouvert de C! mais
sous certaines conditions sur g cet ensemble est une sous variété de C*.



Le but de ce projet de mémoire est de developer le cadre fonctionnel qui
permet de donner une formulation adéquate a ’équation a retard dépendant
de 'état (0.3). L’approche suivit est celle décrite par H. O. Walther dans
[19-20].

Ce projet de mémoire est divisé en quatres chapitres différents.

Dans le premier chapitre on expose les principaux résulats sur les théorémes
du points fixe, les variétés différentielles qu’on utilisera tout au long du mé-
moire.

Le second chapitre est consacré aux équations différentielles & retard con-
stant ou indépendant de I’état. On montre que le probléme de valeurs initiales
devient un probléme de Cauchy dans ’espace des fonctions continues muni
de la norme de la convergence uniforme. En donnant au probléeme une formu-
lation intégrale on ramene ainsi ’existence de la solution & celle d'un point
fixe d’un certains opérateur fonctionnel. Le Théoréme de Shauder permet
alors, sous certaines conditions sur la fonction f de montrer I’existence de ce
point fixe.

Le troisiéme chapitre est consacré au équations a retard dépendant de
I’état. Pour lever la difficulté inhérente au cas du retard dépendant de ’état
on est amené & formuler le probléme de Cauchy associé au probléme de
valeurs initiales dans une sous variété de I'espace C'. En donnant une for-
mulation intégrale au probléeme de Cauchy sur la sous variété X on rameéne
ainsi ’existence de cette solution a celle d’'un point fixe d’un opérateur inté-
gral. Une application judicieuse du Théoréme de I'application contractante
nous donne la solution recherchée.

Le quatriéme et dernier chapitre est consacré a 1’étude de ’existence et
de 'unicité de la solution du célébre modele proposé par Aiello et al. [2]. En
appliquant les résultats dévelopé dans le chapitre 3 on montre que le modeéle
admet une solution locale unique. La positivité des solutions est également
prouvé sous certaines hypotheses sur les paramétres du modéle.



Chapitre 1
Rappel de Notions de Base

Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques notions essentielles qu’on
utilisera tout au long de ce mémoire.

1.1 Quelques Théoréemes du Point Fixe

Définition 1.1 (Difféomorphismes de classe C*). Soient E et F' deux espaces
véctoriels normés, U un ouvert de E et f une application de U dans F'.
On dira que f est un difféomorphisme de U sur un ouvert V de F', si
f est une bijection de U dans V/, différentiable sur U et si 'application
inverse de f, f~':V — U est différentiable sur V (considérée comme
application de V' dans F).
Une application f : U C E — V C F est un difféeomorphisme de classe
CF, 1 < k < oo, lorsque f est une bijection de U sur V de classe C*
ainsi que son inverse.

Définition 1.2. Soit U une partie d’'un espace de Banach X et T' : U —
X. L’application T' est dite contractante dans U s’il existe A\, 0 < A\ <
1, tel que
Tz —Ty| < XNz —y| Vo,yeU.

Si V est aussi une partie d'un espace de Banach Y et T: U x V — X,
alors T' est dite contraction uniforme s’il existe A\, 0 < \ < 1, tel que

|T($,U)—T(y,'U)|§>\|Zlf—y| V:U,yGU, veV

On aura besoin du Lemme de Gronwall suivant.

Lemme 1.1 . Soient u, « deuz fonctions continues sur |a,b] a valeurs
réelles et 3 une fonction intégrable sur [a,b] et positive. supposons
que,

u(t) < at) + [ B(s)u(s)ds, a<t<b,
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alors
u(t) < aft) + fiﬁ(s)a(s) [exp fiﬁ(f)df] ds, a<t<bh.

De plus, si o est non décroissante, alors
u(t) < aft) exp (fiﬁ(s)ds) , a<t<b.

Théorémr 1.1 (Théoréeme de point fixe de Schauder) ([7], Lemme 2.4, page
40). Soient U une partie fermée, bornée et convexe d’un espace de Ba-

nach E, et T : U — U un opérateur compact. Alors T admet un point
fize dans U.

Théoréme 1.2 (Théoréme des fonctions implicites) . Soient E, F et G trois
espaces de Banach, U un ouvert de EX F et f : U — G une application

de classe C* sur U.

Soit (a,b) € U tel que f(a,b) =0.

On suppose que la différentielle partielle, f;(a, b), de f par rapport a la
seconde variable y au point (a,b) est un isomorphisme de F sur G.
Alors il existe un voisinage ouvert V de (a,b) dans E x F, V C U, un
voisinage ouvert W de a dans E et une application ¢ de classe C* de
W dans F, tels que

(x,y) eV et flz,y)=0 & ze€W e y=o(z).

Théoréme 1.3 (Théoréme du point fixe de Banach, version paramétrée)
([4], Proposition 1.1, page 497). Soient E et F' deux espaces de Banach
sur R ou C, Uy, U deux parties ouvertes de E et V une partie ouverte
de F, telle que

Uy C U

Soit f une application de classe C*, ou k > 0, vérifiant

f(UO X V) C UO-

On suppose que il existe un constante q € [0,1) tel que pour tout (v, y)
et (x,y) dans Uy x V, on a

£, y) = FOell < qllv —xl-



Alors Uapplication g : V — E, définie par

gy) = €Uy et f(x,y)=um,

est de classe C*.

1.2 Notions de Variétés Différentielles

1.2.1 Sous-variétés Différentielles dans un Espase de
Banach

Définition 1.3. On dit qu’une partie V' de I’espace de Banach E est une
sous-variété de classe C", 1 < r < o0, si pour tout point x de V' on
peut trouver un difféomorphisme ¢ de classe C” d’un voisinage ouvert
U de x dans E sur un ouvert d’un espace de Banach H x K telle que

o(UNV) =oU)N (H x{0}).

Une autre définition est possible qui décrit un tel ensemble par une équa-
tion locale.

Définition 1.4. Soit V une partie de l'espace de Banach E et soit F' un
autre espace de Banach. On dit que g : U C E — F, ou U est un
ouvert de E contenant x, est une équation locale de V' en x, de classe
Cm, si
1L.VNU={yeU:qg(y) =0},

2. g est de classe C" et Dg(x) est surjective,
3. Ker(Dg(z)) posséde un supplémentaire fermé dans FE.

La proposition suivante caractérise la notion de sous-variété a l’aide de la
notion d’équation locale.

Proposition 1.1. ([11]). On dit qu’une partie V de E est une sous-variété
de classe C", 1 < r < o0, si pour tout point x de V on peut trouver
une équation locale g : B — F de V en x de classe C.

Définition 1.5. Soit V' une sous-variété de E. On appelle espace tangent &
x € V Despace T,V des vecteurs vitesse au point . Autrement dit,



v € T,V §'il existe v :] — 1,1[— V de classe C? telle que y(0) = = et
4(0) = v, ol
dr(t)

y(t) = TR

Proposition 1.2. ([11]). Soient V une sous-variété de E, v € V et g une
équation locale de V' en x. Alors T,V = Ker(Dg(z)).

Corollaire 1.1. L’espace tangent T,V est un sous-espace vectoriel fermé de
E.

Corollaire 1.2. Soient U un ouvert de E, g : U C E — F de classe
C" et V= g 1(0). Si, pour tout * € V, Dg(x) est surjective et si
Ker(Dg(x)) posséde un supplémentaire fermé alors V est une sous-
variété de classe C" et T,V = Ker(Dg(z)).

1.2.2 Variétés différentielles

Définition 1.6. Soit M un espace topologique séparé. Une carte sur M
est un homéomorphisme ¢ d’un ouvert U de M sur un ouvert {2 d’'un
espace de Banach réel Y. On le note (U, ¢).

Définition 1.7. Deux cartes ¢ : U — Qi et ¢ : V — Q; sur M sont Ck-
compatibles si et seulement si

Yol p(UNV) —p(UNV),
est un diffeomorphisme de classe C*.

Définition 1.8. Un atlas de classe C*, 1 < k < 00, est une famille de cartes
A={(U;,¢;) i€ I} telles que
L. M=, Ui,
2. Quelles que soient les cartes (Us, ¢;) et (U, ¢,) telles que U;NU; # ()
I’application

¢jz‘ = ij © ﬁbi_l L (U N Uj) - ¢j(Ui N Uj)v V(i,j) €1,

est un diffeomorphisme de classe C*.



Remarque 1.1. Un atlas de classe C*, 1 < k < o0, est une famille de cartes
A= {(U;,¢;) : i € I} deux a deux C*-compatibles tel que (U;);cr soit
un recouvrement ouvert de M.

Définition 1.9. Deux atlas (U, ¢;)ies et (Vj, ;) jes sur M sont C*-équivalents
si et seulement si

V(i,j) €I x J, Y00, ¢(U;NV;) — ;Ui N V),

est un diffeomorphisme de classe C*.



Chapitre 2

Equations Diftérentielles & Retard
Constant

Dans ce chapitre on expose la théorie générale des équations différentielles
a retard constant ou indépendant de 1’état.

2.1 Généralité

Dans ce premier paragraphe on s’intéresse & ’existence et 1'unicité des
solution d’une équation différentielle a retard indépendant de 1’état. On
commengera d’abord par donner quelques définitions générales.

Définition 2.1. Soit A > 0 un nombre réel donné, on désignera par C' =
C([—h,0],R™) I'éspace de Banach des fonctions continues de [—h, 0] &
valeurs dans R™ muni de la norme de la convergence uniforme

ol o= sup [o(0)|, Vo€ C, (2.1)

0e[—h,0]
ou |.| désigne la norme euclidienne dans R".

Définition 2.2. Soient 0 € R, a > 0 et z € C([o —h, 0+, R"). Pour tout
t € [o,0 + «f, on définie x; € C' par

z(0) = z(t +0), VO¢€[-h0].

Remarque 2.1. Pour tout ¢ fixé, la fonction x; est obtenue en considérant
la restriction de la fonction x sur Uintervalle [t — h,t], translatée sur
[_h> 0]



Définition 2.3 Soient D un ouvert de R x C' et f : D — R"™ une fonction
donnée. On appelle la relation

i(t) = f(t, z), (2.2)

[1335)

une équation différentielle a retard sur D, ot le symbole représente
la dérivation & droite. On notera par EDR(f) 1'équation différentielle
a retard (2.2) définie par f.

Définition 2.4. Soit x une fonction de I C R dans R".
1. On dit que z est solution de I’équation (2.2) s’il existe o € R et
a > 0 tels que z € C(jo — h,0 + a),R"), (t,z;) € D et x vérifie
’équation (2.2) pour tout ¢ € [0, 0 + «).
2. Pour 0 € R et ¢ € C donnés, x est dite solution du probléme aux
valeurs initiales

(t) = f(t,xy), t>o,
{ Ty = ¢7 (23)
s'il existe & > 0 tel que z soit solution de I’équation (2.2) sur [0 —h, 0+
a) et T, = ¢.
3. On désignera par z(o, ¢, f) la solution du probléme (2.3) sur [0 —
h,o+ a).

Remarque 2.2. Lorsque h = 0, ’équation (2.2) se réduit a une équation
différentielle ordinaire.

Le lemme suivant réduit I’étude de ’existence et de 'unicité du probléme
(2.3) a celle d’'une équation intégrale.

Lemme 2.1 Soient 0 € R, ¢ € C' et f: D C R x C — R" une fonction
continue. Alors, x(o, ¢, f) est une solution du probléme (2.3) en (o, ¢)
si et seulement si z(o, ¢, f) est une solution de l’équation intégrale

{ i(f):gf O+ [ fls,22)ds, t20, (2.4)

Preuve. Condition nécessaire: Soit z(c, ¢, f) une solution du probléme
(2.3), alors

l‘(t):f<t,$t), tZUa
{ Ty = ¢>

10



Par intégration, on obtient

fix(s) =x(t) —x(o) = fi f(s,zs)ds, t>o.

Comme z(0) = x(0 + 0) = 2,(0) = ¢(0) on obtient

{ x(t) :¢¢(0) + [0 f(s,x0)ds, >0,

Condition suffisante: Soit z(c, ¢, f) une solution de I’équation inté-
grale (2.4). Alors,

o oxt4+h)—a(t) 1D
z(t) = }lllir(l] 5 = ;lg%ﬁ { f(s,z4)ds.

Comme f(t,z;) est continue en ¢, en appliquant le théoréme de la

moyenne, on a
t+h

lim — f f(S,xs)dS = f(tv xt)v

h—0h

d’ot le résultat. W

2.2 Existence et Unicité

Notre objectif dans ce paragraphe est d’établir des conditions nécéssaires
pour lexistence et l'unicité d’une solution du probléme (2.3). L’idée est
d’utiliser le Lemme 2.1 pour ramener ’existence de la solution & celle d’un
point fixe d’'un opérateur integral.

2.2.1 Existence

Commencons d’abord par donner un certains nombres de lemmes que

nous utiliserons ultérieurement.

Lemme 2.2. Siz € C([o —h,0+a],R"), alors x; est une fonction continue

en t, pour tout t € [0, 0 + a.

11



Preuve. Comme x est continue sur [0 —h, 0+ ], alors elle est uniformément
continue c’est a dire que pour tout € > 0 il existe 6 = §(¢) > 0 tel que
pour tout (t,s) € [0 —h,0 4+ a] X [0 — h,0 + af,

[t —s| <d=|z(t) —x(s)| <e. (2.5)

Soient (u,v) € [0,0 +a] X [0,0 +a], lu—v| <, on a

(u+b,v+0)efoc—ho+a]x[oc—ho+a] (2.6)
pour tout 6 € [—h,0]. D’apres (2.5) et (2.6) pour tout (u,v) € [0,0 +
al X [o,0+ al,
lu+60—v+0|=lu—v|<d=|z(u+60)—z(v+0) <e VOe[-h,0].
Et par suite

lu—v| <0 = |z, (0) —2,(0)| <€, VO €][—h,0].
|

Le lemme suivant réduit ’étude de 'existence et de 'unicité a celle d’une
équation intégrale avec condition initiale nulle.

Lemme 2.3. Soient (0,¢) € R x C et ¢ € C([o — h,+00),R") la fonction
définie par:

o0) = 66),  —h<6<,
{ ot +0)=6(0), 120, (2.7)

Si x est une solution du probléme (2.3) en (o, @) alors y(t) = x(t+o0)—

o(t+0), t>—h, est solution du probléme suivant:

{ zgt):zfg F(o+8,0pps +ys)ds, t>0, (2.8)

Preuve. En effet, ona y(t) = z(t+0)— ¢(t+0), pour t € [—h,+00), d’aprés
(2.7) on obtient

w() = y(O0+0)
z(0+0) —¢(0+0)
2o (0) = ¢,(0)

¢(0) — (0)

= 0,

12



pour tout 6 € [—h,0]. D’ou, yo = 0.
Montrons maintenant que y satisfait la seconde équation de (2.8). D’aprés
I’hypothése on a

ff) f(O' + s, QNSU+3 + ys)ds = ff) f(O‘ + s, $U+5)d5,
pour tout ¢ > 0, et comme
fg flo+ s,x515)ds = ?U f(s+0,2510)ds — ?U f(s+0,2510)ds.
Alors, d’aprés le lemme 2.1 on a
t ~ t+o . t+o .

Joflo+ 5,05, +ys)ds = [, @(s+0)ds— [, i(s+o)ds,

et par suite
Jo £(0+ 5,05y + ys)ds = 2(t + ) — 2,(0), t>0.

D’autre part comme z(t + o) = y(t)+ ¢(t + o) = y(t) + ¢(0), alors

[0 F(0+ 8,0,ps +ys)ds = y(t) + $(0) — $(0), ¢ > 0.
D’ou le résultat. W

Remarque 2.3. Inversement, si y est une solution du probleme (2.8), alors

on obtient la solution x du probleme (2.3) par la transformation précé-
dente (i.e. y(t) = z(t + 0)— ¢(t + o), t > —h). Par conséquent
'existence et 1'unicité du probleme (2.3) est équivalente a celle du prob-

leme (2.8).

Définition 2.5. Soient V' une partie de R x C, et C°(V,R") I'espace des

fonctions continues et bornées. Si f € C°(V,R") on notera par ||f|| =
sup |f(t,¢)|la norme de f dans C°(V,R™). C°(V,R") munie de cette

(t,p)eV

norme est un espace de Banach.

Définition 2.6. Pour tout «, 5 on définie les ensembles suivants:

I, =10,q],
A Bs={ € C:|]_o < B}
Ala, B) ={y € C([=h,a],R") : yo =0, y+ € Bg, Vt € I,}.
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Lemme 2.4. Soient ) un ouvert de R x C, W C Q un ensemble compact
et fO € C(Q,R"). Alors ils existent un voisinage V C 2 de W tel que
0 e CO%V,R"), un voisinage U C C°(V,R") de f° et des constantes
poisitives M, o et 3 tels que f© € C°(V,R™) et

[flo,9)| <M, V(o,9) €V, Vf €U.
De plus on a pour tout (0°,¢°) € W,

(00 +t, drogo+ ) €V, VEEL, y€Ala,p)

Preuve. Soient (0,¢) € W et «a,~, € des constantes positives. Considérons
I’ensemble

Vi (0:0) = (0 —e,o+a+e) x {$ € C: | — ol <7 +e)

V(0. 0) est un voisinage de (0, ¢) € W dans Pouvert €.

Etant donnée que f° est continue sur et & fortiori sur le compact W
alors il existe M > 0 tel que
‘f0(07¢)‘ <M—€7 V(U,¢)€W

D’autre part la continuité de f° en (0, ¢) € W entraine l’existence d’un
voisinage V5, (0, ¢) de (o, 9) tel que

|f0(ta¢)‘ <M — €, V(t,¢) € ‘/(Ea,y)(a-a Qb)

La famille d'ouverts {V(;, .1(0, ¢)}(s,9)cw forment donc un recouvrement
de W, comme W est compact il existe un sous-recouvrement fini de W
qu'on notera (o, ¢'), ..., (6™, ¢™) tel que

wc Z.L:Jl‘/(eai;yi)(o-iu ¢Z)

Posons @ = max o', ¥ = max ~'. Alors pour tout (¢,7%) € W on a
1<i<m 1<i<m

| —¢'||_,, < T+e et te(—ea+te).
En faisant tendre e vers 0 on obtient

Hw—ﬁ}l,ms F+e et tel0,al
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Il est alors clair que I’ensemble
V= U(o'o'+a] x {v e C: [0 = ¢'||_,, <7D,
est un voisinage de W, et
/%o, 0) <M, V(o ¢) €V

Finalement, on obtient f© € C°(V, R™). Montrons maintenantl’existence
d’'un voisinage U C C°(V,R") de f° tel que:

f(o,0)| <M, V(o,¢)€eV Vf €U.
Il reste & montrer que:
(00 +t, ooy + ) €V, VtE L, Vye Ala,B).
Soient € > 0 et choisissons «, [ tel que
0<B<y+e a<a,

et
0

(%UOth _gbonhO <7_6+6 ) V(UO,¢O) S VVv te Ia’

Alors pour chaque y € fl(a,ﬁ) ettel,ona

En faisant tendre € vers 0, on obtient

c’est a dire

~0 ~0 _
vt Gore— || Sllulg + |G — 0" <7+e

~0 _ N
bt — o <7 Vi€l wedp)

(@ +t g+ dooy,) EV, VEeL, Vye A, p).

D’ou, le résultat. W
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Lemme 2.5. Soient 2 C R x C' un ouvert, W C € un ensemble compact,
2 e C(Q,R"), U un voisinage de f°, V un voisinage de W et M, «a, 3
des constantes positives. Considérons [’opérateur,

T:W xUx A, ) — C(—h,a],R"),
ou
T(o,¢, f,y)(t) =0, Vie[=h,0]

T@w@ﬁw@)=[:ﬂ0+&&ﬁs+%m& Vi e I,. (2.9)

Alors, il existe un compact K de C([—h,a],R"™) tel que lapplication
T:W xUx A, f) — K,
est continue. De plus si Mo < (3 alors

~

T:W xU x Ao, ) — A(a, B).

Preuve. Montrons d’abord que
|T(07 ¢a f> y)(t) - T(U> ¢a f> y)(T)| < M |t - 7—| ’ Vta TE Iaa (210)

et
70,6, f.9)(D)| < Ma, Vi€ L. (2.11)

Pour tout t,7 € I, tel que 7 > t, la relation 2.9 nous donne

(0,6, f,4)(t) — T(0,6, f9)(r)] = [f<o—+s,<%g+s+ys>ds

T
< /
t

D’autre part, d’apres le Lemme 2.4 on a

ds.

f(O' + S, gba—f—s + ys)

(UO +t7(%1(3+00 +yt) € ‘/7 Vit € Iav Yy € A(Oé,ﬁ),

et
<M, Vfel.

‘ﬂ0+&$ﬁs+%)

r

Donc

f(g+5>&sa+s+ys) dSSM(T_t)a
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Finalement on obtient

T(o, 6, f,y)(t) = T(o, ¢, f,y)(T)| < M|T—t], Vt, 7 € L,

qui n’est autre que la relation (2.10). De nouveau, d’aprés le Lemme
2.4 on obtient

|T(Ua¢>fay)(t)‘: SM /OtdSSMOé,

/0 F(0+ 8, 8ss + ys)ds

d’ou la relation (2.11).
Considérons maintenant ’ensemble

K ={g€C([=h,al,R") - |g(t) —g(r)| < M|t — |, [g()] < M, go =0}

Montrons que K est compact dans C'([—h, a], R™). Il est clair que K est
un ensemble borné et fermé dans C'([—h, a],R™), de plus la relation

V‘QEK, |g(t)_g(7—)|§M|t_7—|a vt>,7—€]0m

entraine que K est uniformément équicontinue. D’aprés le Théoréme
d’Ascoli K est relativement compact dans C([—h, a], R™). Comme K
est fermé il est donc compact.

Etant donné que Im T C K l'opérateur T' définie par (2.9) prend ses
valeurs dans K. Montrons maintenant que ’application

T:W xUx A, f) — K,

est continue. Soit {(o™, ¢", f",y")},~; une suite de W x U x Ala, B)
telle que (0", ¢", f",y") — (0% ¢° f°,4°) dans W x U x A(a, ).
Puisque K est compact alors il existe une sous-suite qu’on notera sim-
plement {T(c*, ¢, f*,5") }ren telle que T(o*, ¢*, f*,4*) — X € K. Or
puisque (o™, ¢", f™,y") — (0°,¢°, °,3°) et f*, f°sont continues alors

~k ~0
fR(o* + 8, 0pnps +YF) = fO(00 4+ 5,050, +10), Vs € L,

: ~k
et comme f* f° sont continues et )f’l‘c(al‘C + 5, Qgr s +y*)| < M, le
Théoréme de la convergence dominée entraine que

At _hm/fka +s¢k+s+ys ds_/foa + s, ¢Uo+s+y8)d

k—o00
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D’ou

lim T(c*, ¢, %, y*)(t) = T(0% ¢°, f0,4°)(t), Vt € [—h,0],

k—o0

I'opérateur 1" est donc continue.
Montrons maintenant que si M« < [ alors

T:W xU x A, ) — A(e, B).

Il suffit pour cela de montrer que K C A(a, B). Soit g € K. On a pour
chaque t € I, et 0 € [—h, 0]

19:(0)] = lg(t +0)| < Mo < 5,

d’ou
g: € BB, YVt € 1,.
De plus, par définition de K on a

go = 0.
Dou K C A(o, 5). W

Le théoréme suivant assure ’existence locale d’une solution de 1’équation
différentielle a retard (2.2).

Théoréme 2.1 (Existence). Soient Q un ouvert de RxC' et f° € C(Q,R").

(i) Pour tout (o, ¢) € Q le probléme (2.3) admet au moins une solution
en (o,¢).
(ii) Plus généralement, si W C Q est un compact, alors il existe un
voisinage V. C Q de W tel que f° € CO(V,R"), et il existe un voisi-
nage U C C°(V,R"™) de f° et o > 0 tels que, pour tout (o,p) € W et
f € U il existe au moins une solution x(o, ¢, f) du probléme (2.3) en
(0,¢) sur lintervalle [0 — h,o + a].

Preuve. L’idée consiste & utiliser le Lemme 2.5 et de montrer que le prob-
leme (2.9) admet une solution en utilisant le Théoréme du point fixe
de Shauder. La preuve est divisée en deux étapes.

Etape 1: Posons W = {(0, ¢)}. Montrons que I'opérateur

T(Ua ¢, foa ) : A(Q/?ﬁ) - C([_h> a]>Rn)>
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définie par
T(o,¢, [%y)(t) =0, Vte[-h0],
10,0500 = [ £0+ 500+ w)ds, Ve L,
0

est compact. D’aprés le Lemme 2.5, il existe un compact K de
C([=h, a],R™) tel que 'opérateur

T(o,0,1°,.) : Ala, B) — K,

est continu. L’opérateur T est donc compact. Si on choisit a > 0 tel
que M« < (3 alors, d’apres le Lemme 2.5 on a

T(0,¢,f°,.) : Ala, B) = A(a, B),

De plus, d’aprés la définition, il est clair que fl(a, ) est un ensemble
fermé, borné et convexe dans C'([—h, a], R™). Par conséquant, d’aprés
le Théoréme du point fixe de Shauder il existe v € C([—h, a],R™) tel
que

v = T(O-7 QS? fO’ U)?

c’est a dire que
v(t) =0, Vte[-h,0]
t
o) = [P0+ by tvdds, VEEL
0

D’aprés la Remarque 2.3 la solution v du probléme intégral précédent
n’est autre que la solution du probléme (2.3).

Etapes 2: Soit W C Q un ensemble compact et f° € C(Q,R").
Alors d’aprées le Lemme 2.4 il existe un voisinage V' C Q de W telle
que f0 € CO%(V,R"), et il existe un voisinage U C C°(V,R") de f° et
des constantes positives «, 3 et M tel que |f(o,¢)| < M pour tout
(o,0) € V et f € U. Considérons I'opérateur

T:WxUxA(a,8) — C(—h,a],R"),
ou
T(o,¢, f,y)(t) =0, Vie[=h,0]

T(o, ¢, f,y)(t) = 0 Fo+ 8, 0ppy +ys)ds, VtE I,
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D’aprés le Lemme 2.5 T" est continue et il existe un ensemble compact
K de C([—h,a],R™") tel que

T:W xU x A, ) — K.

T est donc un opérateur compact. De plus si on choisit @ > 0 tel que
Ma < alors d’aprés le Lemme 2.5 on a

~

T:W xU x Ao, ) — A(a, B).

Comme A(a, f3) est un ensemble convexe borné et fermé et 7' compact.
Alors d’aprés le Théoréme du point fixe de Shauder, pour tout (o, ¢) €
W et f € U lopérateur T admet un point fixe y = y(o, ¢, f) tel que

y(t) =0, Vte[-h,0],
t
y(t) =/ [0+ 8,055 +ys)ds, VtE I,
0

D’aprés la Remarque 2.3 la solution ainsi obtenue est donc une solution
du probléme (2.3) en (0,¢) sur [0 —h,c+«]. B

2.2.2  Unicité

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes pour avoir
I'unicité de la solution.

Définition 2.7. Soient 2 un ouvert de R x C' et f : @ — R" une fonc-

tion continue. On dit que f = f(¢, ¢) est lipschitzienne en ¢ dans les
compacts de €2 si pour tout compact K dans €2, il existe une constante
L > 0 telle que

[f(E,01) = f(t da)l < Ly — ol g

a chaque foit que (¢, ¢,) et(t, ) sont dans K.

Théoréme 2.2 (Unicité). Soient Q@ C R x C' un ouvert et f : Q@ — R”

une fonction continue telle que f(t,d) soit lipschitzienne en ¢ sur tout
compact de Q. Si (o, ¢) € Q, alors le probléme (2.3) admet une solution
unique en (o, Q).
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Preuve. Soient x et y deux solutions de I’équation (2.2) sur [0 — h,0 + a]
telles que x, = y, = ¢, c’est-a-dire que

z(c+0)—ylo+6)=0, VO e [-h,0].

On veut montrer que x(t) = y(t), pour tout ¢ € (0,0 + «]. En effet,
raisonnons par I’absurde et supposons que z(t) # y(t), pour certain
point t € (0,0 + «]. Alors,

s =inf{u € [o,0 + a] : z(u) # y(u)},
satisfait
c<s<t<Lo+aq,
et
z(s) = y(s).

Soit L le constant lipschitzienne de f(¢,¢) dans tout ensemble com-
pact de € contenant les trajectoires {(¢,x;)},{(t,y:)}, t € Io. Comme
x, y sont uniformément continues sur [0 — h, t] il existe n € (0, %) avec
s+n <t tel que (u, z,) et (u,y,) appartiennent & un ensemble compact

pour tout u € [s,s + 7).
Pour chaque u, on aura

|2(u) = y(u)l

U

S, z0) = f(w, yo))dw

S

s+n

< [ |flw,zw) = flw, yw)| dw

< L w ~ Ywl||_

< ”wéfiifn}||x Yull 1.0

< Ln max max |z(w+0) —y(w+0)].

we(s,s+n]0€[—h,0]
Comme z(s) = y(s), alors

[z(u) — y(u)] < L"welﬁi)im [z(w) — y(w)] .

De plus étant donné que Ln < 1 alors

max [z(w) —y(w)| =0,
WE(s,5+7]

ce qui contrendit ’hypotheése s = inf{u € [0,0 + o] : z(u) # y(u)}.
Par conséquent x(t) = y(t), pour tout ¢t € [0,0 + . R
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2.3 Dépendance Continue des Solutions par
Rapport aux Données Initiales

Le théoréme suivant assure la dépendance continue des solutions par rapport
aux données initiales.

Théoréme 2.3 (Dépendance continue). Soient Q@ C R x C' un ouvert,
(0°,¢") € Q, f° € O, R") et 2° une solution de ’EDR(f°) en (c°, ¢°)
qu’on suppose qu’elle existe et est unique sur [0° — h,b]. Considérons
’ensemble compact définie par: W° = {(t,2?) : t € [0°,0]} et soit VO C
Q un voisinage de W° tel que f* € CO(VO,R"). Si {(o*, 4", S5} sy est
une suite telle que o — 0%, ¢F — ¢° et ka fOHV0 — 0 quand
k — oo, alors il eviste k° tel que la solution x* = xk(ak,gbk,f’“) de
VEDR(f*) en (0%, ¢") pour k > kO existe et est définie sur lintervalle
[oF — h,b] et ¥ — 2° uniformément sur [0° — h,b].

¥ ne sont pas toutes nécéssairement

Remarque 2.4. Comme les solutions x
définies sur [00 — h,b], alors par: z¥ — 29 uniformément sur [¢¥ —
h,b], on veut dire que pour tout € > 0, il existe un ki (¢) tel que pour
tout k > ky(€), 2* est définie sur [0° — h +¢€,b] et 2F — 2° uniformé-

ment sur (00 — R + €, b].

Preuve. Soit f° € C(Q,R"). Posons W = WU {(c*,¢*) : k > k°}. On
aof — o0 ¢F — ¢° alors {(o%,¢*) : k > k°} est compact, d’ott W
est compact. Comme (02, ¢°) € W° C Q et 0% — 00, ¢" — ¢°, pour
kY suffisamment grand choisissons «, 3 tel que V! soit un voisinage de
{(c",¢") 1 k > k°} et V! € VO 1l existe alors un voisinage V = VU
VO Cc V0 c QdeW telle que f € C°(V,R"). D’apres le Théoréme
2.1, comme W C Q compact, pour k& > k° il existe un voisinage U C
CO(V,R") de fY et a > 0 tels que, pour tout (o, ¢*) € W et feUil
existe une solution z*(a*, ¢*, f¥) du probleme (2.3) en (%, ¢*) définie
sur l'intervalle [o* —h, o +a], ol « est indépendante de k. Considérons
I'opérateur

T:W x U x Ao, ) — C(|=h,a],R"),
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tel que

T(Uka ¢ka fk>yk)(t) = 0’ Vt € [_h'> 0]7
yo(t) = T(o*, ¢, f5 %) () = [ f5(0" + 5, dony, + yF)ds, VEe,

Alors, d’apres le Lemme 2.5, il existe un compact K de C([—h, a],R")
tel que )
T:WxUxA(a,B) — K,

est continue. On a y*(t) = z*(c* +1) — &k(ak +t) € K qui est compact,
alors la suite {y"}y>p0 contient une sous suite {y"},>0 qui converge
uniformément vers un y dans [—h,a]. D’aprés le Lemme 2.5 T est
continue, d’ou

y" =T(o", ¢", f",y") — T(0°,¢°, £°,4°) =,

ou, y°(t) = %% +t) — (}50(00 + t). La suite {y*}; converge uni-
formément vers y° sur [—h,a]. Par conséquent z* converge unifor-
mément vers z° sur (00 — h, 0% + a]. Si 2¥ — 2° uniformément sur
[0° — h,b], montrons que pour tout € > 0, il existe k() telle que x*
est définie sur [00 — h + ¢, b] pour k > ki (¢) et 2% — 2° uniformément
sur [0% —h+¢,b]. On a 2" est définie sur [o* — h, b] et converge unifor-
mément vers z° sur [0” — h, b] alors pour tout € > 0 il existe ko(e) tel
que

Vk > ko(e) = |2 — 2% | < (2.12)

D’aute part 0¥ — ¢ sur R entraine pour tout ¢ > 0 il existe ky(¢) tel
que
Vk > ko(e) = |o* — o°| <,

donc
akgao—i-e,

il en résulte que
[0° —h+eb] C [0F —h,b] et [0°—h+eb C [0°—hb]. (2.13)

Pour tout ¢ > 0, choisissons ki(€) = max(ko(¢), ky(€)), dans ce cas
(2.12) et (2.13) sont satisfaites pour k > ki(e). Par conséquent pour
tout € > 0, il existe k1 (¢) telle que z* est définie sur [0 — h + ¢, b] pour
k> ki(e) et 2% — 2° uniformément sur [0° — h +¢,5]. B
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2.4 Prolongement de la Solution

Dans le paragraphe 2 on a montré que sous certaines conditions sur f
I'EDR(f) admet une solution locale. Dans ce paragraphe on établit des
conditions suffisantes pour avoir une solution maximale.

Définition 2.8. On Suppose que la fonction f dans I’équation (2.2) est con-
tinue et soit x une solution de cette équation définie sur l'intervalle
[0 — h,a), a > 0. On dit que & est un prolongement de = §'il existe
b > a tel que & soit définie sur [0 — h, b), coincide avec x sur [0 — h, a)
et vérifie ’équation (2.2) sur [0, b).

Définition 2.9. On dira que x est une solution maximale sur [0 —h,a), a >
0 si x n’admet pas de prolongement sur cet intervalle. On dira dans ce
cas que [0 — h,a) est l'intervalle d’existence maximal de la solution z.

Le théoréeme suivant nous donne une caratérisation importante de la so-
lution maximale.

Théoréme 2.4 (Prolongement). Soient 2 un ensemble ouvert de R x C
et f e C(Q,R"). Si x est une solution mazximale de ’équation (2.2)
sur [0 — h,b), alors pour tout compact W dans €, il existe ty tel que
(t,xr) € W pout tout tyw <t <b.

Preuve. Supposons b < oo et considérons d’abord le cas h = 0. Comme
W est compact d’apres I'étape 2 du Théoréme 2.1 il existe o > 0 tel
que I’équation (2.2) admet une solution en tout point (c,y) € W sur
[c, c+a]. Supposons maintenant le contraire c’est a dire qu'’il existe une
suite (tg,x,) € W,y € R" et (b,y) € W telle que ty — b, zy, — y
quand k — oo. D’aprés le Théoréme 2.1 il existe un voisinage V' C 2
de W contenant (b,y) tel que f est bornée dans V. La solution z est
alors uniformément continue sur [o,b) et x(t) — y quand t — b~.
La solution x(t) admet dans ce cas un prolongement sur un certain
intervalle [0, b+ «) ce qui contredit I’hypothése de départ.
Considérons maintenant le cas h > 0 et supposons qu’il existe une suite
des nombres réels t, — b~ quand k — oo et une fonction ¢ € C telles
que

(tk?xtk) cW, (bv w) e W, (tk7xtk) - (bv w)v (2'14)
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quand k£ — oo. Ainsi, pour tout € > 0,

klim( sup Ixtk(g)—¢(9)‘>
—00 96[—/17—6}

Puisque x4, (#) = z(tx + 6) pour tout 6 € [—h,0] et t, — b~ quand
k — oo, alors comme z est continue, klim x, (0) = klim z(ty +0) =

0. (2.15)

x(b + 0) pour tout § € [—h,0). Par conséquent, d’aprés (2.15) on
obtient z(b + 0) = ¢ (f) pour tout § € [—h,0). Donc (tg,z:,) —
(b,zp) quand k — oo. (2.14) entraine que (tx,z¢,) — (b,xp) € W.
D’apres le Théoréme 2.1 il existe o > 0 tel que I’équation (2.2) admet
une solution en (b, z;) sur (b, b+ '). Ce qui contrendit I'hypothese. B

Corollaire 2.1. Supposons que € est un ouvert de R x C' et f € C(Q,R™).
Soient x une solution maximale de [’équation (2.2) sur [0 — h,b) et W
Uadhérence de l'ensemble {(t,x;) : 0 <t < b} dans R x C. Si W est
compact alors il existe une suite {ty} de nombres réels, t;, — b~ quand
k — oo telle que (ty,xt,) tend vers OS2 quand k — oo. Si h > 0, alors
il existe 1 € C tel que (b,1)) € 00 et (t,x;) — (b,7)) quand t — b~

Preuve. Si W est compact d’aprés le Théoréme 2.4, il existe ky € N tel que
la suite (tx,xt,) € Q, (tr,xy,) ¢ W pour tout ¢, < tx < betty — b~
quand k& — oo, et donc la limite de (tx, 2+, ) tend vers 02 quand k& — oo.
D’ot, la premieére partie du corollaire. Si A > 0, supposons qu’il existe
une suite des nombres réels t, — b~ quand k — oo et une fonction
Y € C telles que

(tkaxtk) € VV, (b>¢) € VV> (tk>xtk) - (b> ¢)> (216)

quand k — oo. Ainsi, pour tout € > 0,

lim <6€sup |z, (0) — zp(e)\) = 0. (2.17)

Fmoo \ vel—h—

Puisque x4, (0) = z(tx + 6) pour tout 6 € [—h,0] et t, — b~ quand
k — oo, et comme x est continue, klim x, (0) = klim x(ty +0) =

x(b+0) pour tout 6 € [—h,0). Par conséquent, d’apres (2.17) on obtient
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z(b+ 0) = ¥(0) pour tout § € [—h,0). Donc (ty,z:,) — (b, zp) quand
k — oo. D’apres (2.16) on déduit que (tg,z:,) — (b,x) € W. Le
Théoréme 2.1 entraine Pexistence d'un o > 0 tel que I'équation (2.2)
admet une solution en (b, ;) sur (b, b+a’). Ce qui contredit ’hypothese.
x est donc une solution maximale de I’équation (2.2) sur [0 —h, b). D’ou
(tk, xe,) — (b, ) € Q\W. Comme 2 est un ouvert de R x C, on obtient
(b, xp) € 0 et (t,z;) — (b,xp) quand t — b~. A

Théoréme 2.5. Soient ) un ouvert de R x C, f :Q — R™ une fonction
complétement continue; c’est a dire que f est continue et envoie tout
ensemble fermé borné de 2 dans un ensemble borné de R"™, et x est
une solution mazimale de ’équation (2.2) sur [0 — h,b). Alors, pour
chaque ensemble fermé borné U dans €, il existe ty tel que (t,z;) ¢ U
pour ty <t <b.

Preuve. Dans le cas h = 0, U est fermé borné dans R x R", donc U est
compact dans 2. Le résultat découle du Théoreme 2.4.
Considérons maintenant le cas h > 0. Supposons le contraire, dans ce
cas il existe une suite réelle (tx)r, tx — b~ quant k& — oo elle que
(tr,x,) € U pour tout k. Comme h > 0, il en résulte que I'ensemble
{(t,z;) : 0 <t < b}estborné. Par conséquent, puisque f : @ — R" est
complétement continue, il existe une constante M telle que |f(7, ¢)| <
M pour tout (7,¢) € {(t,z;) : 0 <t <b}. L’équation intégrale (2.4)
donne

t+1

[ f(s,zs)ds

t

lx(t+71) —z(t)| = < Mr,

pour tout ¢,t+ 7 < b. Par suite, x est uniformément continue sur [0 —
h,b). D’apres le Théoreme d’Ascoli 'ensemble {(t,2:) : 0 <t < b} est
compact dans 2. Ce qui contrendit le Théoréme 2.4. B
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Chapitre 3

Equations Différentielles & Retard
Dépendant de I’Etat

3.1 Position du Probléme

Beaucoup de modéles intervenants en dynamique des populations dans
lesquels on tient compte de I'effet de la réponse de rétro-action font appel a
un retard non pas constant mais fonctionnel. Dans beaucoup de cas on est
ammené a considérer des équations a retard fonctionnelle du type:

2(t) = g(a(t — r(x.))), (3.1)

oug:0 — R" avec O C R™ un ouvert et r : U C C' — [—h,0] le retard
fonctionnelle défini sur un ouvert U de C' = C([—h,0],R") & valeur dans
[—h, 0], ou h > 0.

En utilisant les notations du chapitre 2 sur les équations diffirentielles a
retard indépendant de I’état, I’équation (3.1) peut étre ré-écrire sous la forme
suivante:

i(t) = fze), £>0, (3.2)
a laquelle on associe la donnée initiale
Ty = ¢ € Cv
ou,
f=goevo (id x (—r)), (3.3)

et ev est I'application d’évaluation définie par
ev:C x [—h,0] — R",

(¢, 8) = ev(¥), s) = P(s).

La difficulté principale & laquelle on est confrontée quand on étudie les équa-
tions différentielles a retard dépendant de ’état du type (3.2) est que les
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résultats classiques sur ’existence et 'unicité des solutions des équations dif-
férentielles a retard indépendant de I’état ne peuvent pas s’appliquer. En
effet, le Théoréme 2.2 du chapitre 2 impose que f soit localement lipschitzi-
enne sur U. Si on suppose donc que g et r sont localement lipschitzienne,
la relation (3.3) imposerai que Iapplication d’évaluation ev est également
localement lipschitzienne. Voyons maintenant ce que implique une telle hy-
pothéese. En effet, on a alors dans un voisinage de C' x [—h, 0]

lev(o, 8) — ev(v, )] < L[ = Yl _p o+ [s = 2)),

ce qui donne, puisque ev(¢, s) = ¢(s),

[6(s) = ()] < L(ll¢ — Pl _po + [s — t]).
Si ¢ = 1), on obtient
[6(s) — o(t)| < Lfs —1].
Il en résulte que ¢ est localement lipschitzienne. On est donc amené & changer
I'espace des phases C'([—h, 0], R™). Une idée pour contourner cette difficulté
serai alors d'imposer que ¢ et 7 soient de classe C'. Dans ce cas pour obtenir

que f soit également de classe C! il faudrait, d’apres la relation (3.3) que

'application d’évaluation ev soit également de classe C. Or si ev est de classe
C! alors

D2€U(¢7 S)l = ¢<8)7
ot Dsev(o, s) est la dérivée partielle de ev par rapport a s. On obtient alors
que ¢ est de classe C'. On est donc amené a reformuler le probléme de valeur
initiale (3.2) dans le nouvel espace C' = C*([—h, 0], R"). Munissons C"* de la
norme

161200 = Il + HQSH—ho

C! muni de cette norme est un espace de Banach. Dans ce cas 1’application
ev est continument différentiable. Si on suppose donc que g et r sont continu-
ments différentiables alors 'application f = goevo(idx (—7)) sera également
continument différentiable de U dans R".

Considérons ’équation (3.2), avec f : U — R" continument différentiable ou
U C C' est un ouvert. Une solution = de I’équation (3.2) est donc une ap-
plication z : [—h,t.) — R", 0 < t, < 400 continument différentiable et telle
que la courbe [0,t.) 3 t — x; € C" soit elle méme continument différentiable.
En partculier la continuité en ¢t = 0 entraine

(0) = f(¢),
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relation qui n’est pas satisfaite par tous les éléments ¢ de U. La relation
précédente nous force donc a chercher la solution non pas dans un ouvert U
de C*' mais dans I’ensemle

X=X, ={6€U:(0) = f(9) }. (3.4)

Définissons 1'application linéaire et continue p : C*' > ¢ +— ¢(0) e R". 1l
clair que X = (p — f)7%(0). On est donc amené¢ & formuler le probléeme (3.2)

comme suite ) = f(2) 0
z(t) = Tt), t> s

Pour avoir un semiflot sur X avec des propriétés de différentiabilité il faut
imposer des hypothéses supplémentaires sur f. Dans la suite du chapitre on
supposera que:

(H1) f:U — R" est contintiment différentiable sur Pouvert U C C.

(H2) Chaque dérivée Df(¢), ¢ € U, admet un prolongement linéaire con-
tinu D.f(¢) : C — R™.

(H3) Pour tout ¢ € U il existe un voisinage ouvert V. C U et L > 0 tels
que pour tout ¢, ¢ € V, [f(p) = f()| < Lile = |,

Proposition 3.1. Si (H1), (H2) sont vérifées et X # () alors X définie par
(3.4) est une sous-variété de codimension n dans U et dans C.

Preuve. On a X = (p — f)71(0). 1l suffit d’établir que chaque dérivée
(p—Df)(¢): C' = R", p€ X,

est surjective, dans ce cas le noyau fermé est de codimension n dans
1.

Soit ¢ € X. Montrons que (p — D f(¢))(C') C R™ contient une base de
R™. Soit by, by, ..., b, une base de R". On a det(by,bs, ..., b,) # 0 si et
seulement si (b, by, ..., b,) sont linéairement indépendant et comme det
est une application continue, alors il existe un voisinage (by +V)}_; de
(bg)r_,, et choisissons V' un voisinage de 0 € R" assez petit tels que les
n composants du vécteur (zi,za,...,x,) € II}_,(by + V) forment une
base de R™.
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D’apres 'hypothese (H2) et puisque D, f(¢) est continue en 0 € C, il
existe un voisinage W de 0 € C' tel que

Def()(W) C V. (3.6)
Soit € > 0 assez petit, définissons ensemble W = {y € C": ||x|| < €} et
posons
€ € €
by = (ﬁ,o, ., 0), by = (0, o 0,...,0),....6, = (0,...,0, ﬁ)’

qui est une base de R” telle que |by| = 57 pour tout k € {1,2,...,n}.
Définissons maintenant les fonctions

€ € €
Xl(e) = (ﬁ0>0a '--70)7 XQ(Q) = (0> %9,0, '-'70)a >Xn(e) = (0> "'aoa %

On a |[x|| = sup 5; /0] < § < ¢ cest a dire que x, € W et
0€[—h,0]

0).

2

p(xx) = X1(0) = by pour tout k € {1,2,...,n}. D’aprés la relation (3.6)
et puisque y, € W pour tout k € {1,2,...,n}, on a

Def(¢)(xx) € V.
Etant donné que D, f(¢) est linéaire et (—y,) € W il vient,

—D.f(0)(x) = Def(0)(—xz) € V.

Par suite,

(P — Def(9))(xx) = P(Xx) — Def(0)(Xx) = b — Def(6)(X1) € bx +V,

pour tout k € {1,2,...,n}. Finalement on obtient que

((p_Def<¢))(X1)7 (p_Def<¢))(X2)7 ] (p_Def<¢))(Xn) S HZ:l(bk+v)v

est une base de R™. D’ou le résultat. W

3.2 Existence et Unicité

3.2.1 Existence de la Solution

Dans tout le reste de ce chapitre on supposera que f satisfait les hy-
potheses (H1)-(H2)-(H3). Commengons d’abord par donner une formulation
intégrale adéquate au probléme (3.5).
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Lemme 3.1. Soient T > 0et ¢ € X. Alors, v € C'([—h,T|,R") = C*([—h,T))
est une solution du probléme (3.5) si et seulement si xs € U pour tout
s €10,T) et x est une solution du probléme intégral

o e cenn

.CIIOZQbEX

Preuve. Condition nécessaire: Soit x € C*([—h,T]) une solution du prob-
leme (3.5), alors a; € U pour tout ¢t € [0,7] et

{ i(t) = f(z), t€]0,T],
$0:¢€X.

Par intégration, on obtient
[o@(s) =a(t) —2(0) = [} flxs)ds, te[0,T).
Comme z(0) = ¢(0) on a

{ﬂw=d®+fwhw%,temTL
$0:¢€X

Condition suffisante: Soit x € C*([—h,T]) une solution de I’équation
intégrale (3.7). Alors,

o) = iy

mwwz—dﬂ:?%{ffgﬁm

Comme f(z;) est continue en ¢, en appliquant le théoréme de la moyenne,

on a
1 t+h

lim> [ f(x,)ds = f(x).

h—0h ¢

D’ou le résultat. W

Pour T > 0, on désignera par C([—h,T],R") = C§([~h,T]) le sous-
espace fermé des applications y € C*, qui sont nulles sur [—%, 0]. Posons

r=y+ 0,
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telle que R
{ (?(t) = ¢(t)7 ) te [—h,O), (38)
o(t) = #(0) + tp(0), t e [0,+00).
Le lemme suivant réduit I’étude de I’existence locale de la solution du prob-

léme intégral (3.7) a celle d’'une équation intégrale avec condition initiale
nulle.

Lemme 3.2. Posons x =y + ¢. Alors & € C'([—h,T]) est une solution du
probléme intégral (3.7) associé a (3.5) si et seulement si y € Cy([—h,T))
est une solution du probléme intégral

t

y(t) = /(f(ys + QAss) - f(¢))d8’ le [0’ T]’ (39)
Yo = 0,

Preuve. Condition nécessaire: Soit 2 € C*([—h, T]) une solution du prob-
léme (3.7) tel que x = y + ¢. On a alors ’équation suivante en y

y(t) = a(t) - d(t) = / F(2)ds — t(0)

t

_ / £ (s + 6,)ds — t(0)
- / (s + by) — H(0))ds

- / (vs + &) — F(6))ds,

pour tout ¢ € [0,T]. De plus y(t) = z(t) — ¢(t) = ¢(t) — ¢(t) = 0 pour
tout ¢ € [—h, 0], dott yo = 0. y |jprjest de classe C* telle que

y(t) = f(ye + ) — 6(0), Vte (0,T],

9(0) = f(yo + d) — 3(0) = f(¢) — $(0) = 0.
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Par conséquent y € Cj([—h,T]) € CY([—h,T)).
Condition suffisante: Soit y € Cj([—h,T]) une solution du probléme
intégral (3.9) avec x =y + ¢, d’out pout tout ¢ € [0, T

t

y(t) = / (Flys + &) — F(6))ds = / F(2)ds — t4/0),

0

d’apres (3.8) on obtient

pour tout ¢ € [0, 7). D’aprés le Théoréme de la moyenne on déduit que
z € CY[—h,T)).

Remarque 3.1. D’apreés les lemmes 3.1 et 3.2, 'existence de la solution du
probleme (3.5) est équivalente a celle du probleme intégral (3.9).

Lemme 3.3. Soit l'application linéaire continue
Er : C'([~h,0]) — C'([~h,T)),
définie par

(o =) el
Eré(t) = ¢(0) +tp(0)  pour t € [0,T].

Alors pour tout ¢ € C*([—h,0]),
||ET¢H1_h7T <(1+T) ||¢H1_h,0'

Preuve. Soit ¢ € C*([—h,0]), on a

Er¢: [~h,T] —R"

Etant donné que
Er¢ = ¢ | nm, Vo€,
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on a

w&ngzgg%ww+ém%&wy (3.10)

D’apres (3.8) on a
()] = 16()] < 18] _yg ¥t € [=h,0),

0] = |6(0) + t6(0)| < 6l o + [0, . Ve el0.T)
ce qui donne, pour tout t € [—h, T
0] < lloll o +7|J8)_, - (3.11)
De plus .
o] < o], vret-n (3.12)

Les relations (3.10), (3.11) et (3.12) entrainent que

1 | |
120l r < N6l g + |8, + 79|,

< (1000 6] ) + 7 (1ot + 4] )
=(1+1T) ||¢H£h,0 :

D’ou le résultat. MW
L’hypothése (H3) entraine le lemme suivant.
Lemme 3.4. Soit ¢ € X, il existent r(¢)) > 0 et L > 0 tels que
Vi =1+ (CH{[=h, 0))rs).
est une partie de U et

1f(@) = FO < Lll¢ = xll_po» Vo, x € Vi, (3.13)

oty (CH([—h,0]))r(y) est la boule owverte dans C*([—h,0]), centrée en 0
et de rayon r(1).
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Proposition 3.2 Soit ¢ € X, pour tout € > 0, il existent T = T(e) €
(0, Tlﬂ] et v =r(e) € (0,r(v)] tels que pour tout ¢ € Y+(C([—h,0])).
et pour tout t € [0,T],

Gr € Yy + (CH([=h, 0])).,

ot () est donné par le Lemme 3.J.

Preuve. Fixons ¢ > 0, comme 1 et 1 sont uniformément continues sur

[, 1], alors il existe T' = T'(€) € (0, 5775 tel que pour tout ¢ € [0, 77,

{pt—{po‘l <min{r(¢),£}.

—h,0

En particulier, puisque @ADO =1 on a

. 1 . €
v, — th,o < min {T(w), 5} . (3.14)
Donc, X
Y, eVy Vte|0,T]. (3.15)
Pour ¢ € Vyy et t € [0,T] on
. TH! S| )
¢t - @Dt ho < Cb - @D Y = ||ET¢ - ET¢||—h,T>
d’ou puisque Er est linéaire
. T
[6.= 3|, <lEr(6 =)y
D’apres le Lemme 3.3, on obtient
. TR
o= Uil|_,  SA+T) 6=Vl (3.16)

Les relations (3.14) et (3.16) entrainent que

1 1

~

¢r — ¢

by — 1
€
5.

cAbt—@t

< (4T 16— dlltpe +

IN

1
+
—h,0

—h,0 —h,0
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On peut donc choisir r = r(e) = ﬁ Dans ce cas on a pour tout
¢ € Y+ (CH[—h,0])), et tout pour ¢ € [0,T],

. 1
o= w”h,ﬂ S

Le corollaire suivant rameéne 'existence de la solution du probléme (3.9)
dans une boule de C}([—h,T)).

Corollaire 3.1. Soient ¢ € X et posons

e="W Te (1) re0r]

€ Xyr=XNEW+(C=h0))) et ye (Co([—h,T])).
(3.17)

Alors,
i+ ¢, € Vig = + (C([~h, 0)))ryy, VYt € [0, 7],

ot r(¢), T(e) et r(e) sont donnés par le Lemme 3.4 et la Proposition
3.2 respectivement.

Preuve. Soit 'application linéaire continue
jr+ CH([=h, T]) — C([0,T],C*([-h,0]))),
définie par  jr(y)(t) = v On a puisque y € (CF([—h, T])).
jr(y) : [0,7] 3t — y, € C*([=h,0]),
HytHl—h,O < ||yH1—h,T <€ (3.18)
De plus d’apres la Proposition 3.2
Jr(Er(9)) : [0,T] > t = &, € CH([=h,0]),

b € ¥+ (CH([=h, 0]))e (3.19)
Les relations (3.18) et (3.19) entrainent que
. 1 . 1
vt o= v|| < lulbg+ 00— v, <2
mais d’apres (3.17) on a 2¢ = r(y)) d’ou
Y+ ¢, € Vy, Vsel0,T). (3.20)
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Corollaire 3.2. Soient (¢,y) € Xy, X (Cj([—h,T)))e et définissons lapplication

t
R (0)(0) = [(Fo+0) - 0)ds, se0T) 5y
0
RTT(¢’ y)(t) = 0> te [_ha O)a
alors Ry (¢,y) € Ca([—h,T)), autrement dit
RTr : de* X (C&([_h’T]))E - Cé([_h’ T])
ou €, T et r sont donnés par le Corollaire 3.1.
Preuve. Notons Rr, (¢, y) = z. La restriction z |jo 7] est de classe C' avec
et d’apreés le théoréme de la moyenne, la dérivée en ¢t = 0 est
F(yo + 09) = 6(0) = F(0+ ) — $(0) =0,
d’ou
2(0) = 0.
Ceci entraine que

Rr,(6,y) = 2 € Cy([~h, T1),

et
Ry, : Xy, % (Co([=h, T)))e — Co([=h, TY).

Le Théoréme suivant rameéne la solution du probléme (3.9) a celui d'un
point fixe de 'application Ry, .

Théoréme 3.1. La solution sur [0,T] du probléme intégral (3.9) est le point
fize de Uapplication Rr,, ot T est celui du Corollaire 3.1.

Avant de démontrer le Théoréme 3.1 nous aurons besoin de certains ré-
sultats préliminaires. Montrons d’abord que R, est une application contrac-
tante par rapport a la deuxiéme variable.
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Proposition 3.3. Soit ¢ € X, pour tout ¢ € Xy, y,w € (C5([—h,T])). on
a
2L
1
_ < -

HRTv-(qb? y) RTT(QS’ w)“—h,T =97, + 1
ot €, T et r sont donnés par le Corollaire 3.1 et L est la constante
lipschitzienne de f.

1
ly _wH—h,T’

Preuve. Posons z = Ry.(¢,y) et v = Ry, (¢, w). On a pour tout ¢ € [0, 77,

L B o
le = vl = max [2(t) —v(®)] + max [5(t) —o()].  (3.23)

En utilisant (3.21) on arrive a

t

2(t) — o(t)] = /U@ﬁ@&—ﬂ%+ﬁm%

ds

0
T
< !ﬂﬂ%+é9—f@%+@>

< Tmax [F(go+ ) = f(w, +8,)

s€[0,T]

De plus, d’apres (3.13)

) —o(t) <TL s —wsllt
|2(t) —v(t)] < Sgl[%lly wsl|_p, 0

D’autre part, il est clair que

1 1
Slgg)jg] lys = wsllZpo < ly — w2y p s

ce qui entraine

[2(t) = v(t)] < TLly —wlyr- (3.24)
D’apres (3.13), (3.22) on obtient,

2(8) = o(B)] = |Fye + &) — fwi+ )

et puisque y(u) = w(u) = 0 pour tout u € [—h, 0],

S L Hyt - wt||—h70>

t4-0

e = well_yo = max /@@—wwmw

0€[—h,0]
0
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T
< [1is) = i) ds < T mae [30) — ()] < Ty = wl -
0 K
D’ou
. i 1

|2(t) = o(t)] < TL|ly —wl|_) - (3.25)
En combinant (3.23), (3.24) et (3.25) on obtient,

|2 — UHl_h,T <2TLl|ly— le—h,T :
Comme T' < =——, on obtient le résultat désiré. B

2L+1 )

Proposition 3.4. Soient ¥ € X et § > 0, il existent T = T(0) € (0,T(¢)]
et r=r(0) € (0,r(e)] tels que

ou e =¢(d) > 0.

Preuve Soit €(6) € (0, min{r(¢), 3¥ }). La Proposition 3.2 permet de choisir
T(e(d)) et 1 = r(e(d)) de sorte que

& € P+ (CH([=h, 0]))ee) C ¥ + (C([=h, 0)))r(wy = Vi,

pour tout ¢ € ¢ + (C*([—h,0])),, et t € [0,T1].
L’inégalité €(0) < 5% permet de choisir T' = T'(6) € (0, T3] et r = r(0) €
(0, 1] suffisamments petits tels que,

T (Lr(0) + 1f W)+ [$(0)] +7) + L(1L+ T)r + Le(d) + 7 < 8. (3.27)

Soient ¢ € Xy ., 2 = Rr,(¢,0) et t € [0,T], on a d’une part

S/T)f(c%)

D’autre part puisque ¢ € Xy,

0))§T<sup\f |+)¢ )) (3.28)
XEVy

60| < [6(0) = b(0)] + [#(0)] < lle = vl 0 + [B0)] < 7+ |000)].
(3.29)
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De plus (3.13) entraine pour tout x € Vy,

O] < 1F () — F@)] + ()] (3.30)
< Llx =9t + 1f@)] < Lr@) + | f(@)].

En combinant (3.28), (3.29) et (3.30) il vient,

2O < T (Lr() +1£@)] + [bO)| +7) (3.31)
D’un autre coté
01 = |£(6) - 6(0)]
< (@) = 1)+ |1 (@) = F@o)| + | £Eh) = 6(0)]
= (@) = £@| + | £ = £@)| + |$(0) - 6(0)|
< Lla= |, LR, + 1=l

En combinant la derni¢re inégalité avec (3.16) et puisque
Y € 1+ (CH([—,0]))es) on arrive a

5O S DO+ T) 6= 6]y + Le(d) + o — 8l
De plus comme ¢ € X, alors
|2(t)| < L(1 4 T)r + Le(d) + . (3.32)
Finalement les inégalités (3.27), (3.31) et (3.32) entrainent
2 < T (Zr() + @] + [$0)| + ) + LA+ T)r+ Le(d) +7 < 6.
|
Les Propositions 3.3 et 3.4 entrainent le corollaire suivant.

Corollaire 3.3. Pour tout ¢ > 0, posons A\ = %ﬁl + % (1 — %) € (0,1),

d=5(1- %) , T =T(0) et r =r(0). Alors lapplication Rr, envoie
Uensemble Xy, x (CY([—h,T]),, de X x C§([—h,T]) dans une boule

fermée (O(%([_h’T]))\g de (C&([_h’T])e-
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Preuve. Fixons € > 0, en utilisant la Proposition 3.4 pour § = § ( — %)

et en appliquant la Proposition 3.3 sachant que ¢ € Xy, C Xy ,p), ¥ €
(Co([=h,T])y, r < 7(€) et T <T(e), on a

1Rz, (6, 9)]|5 IRz, (6, y) — R, (6, 0)||L), 7 + |1 R (6, 0) 1), 1
2Lyl p + 0

2%~LH —h,T

ypeto

seqe+ 5 (1—5759) -

VA VANRVARRVAN

Finalement, on obtient

|Br (6, 9)1 500 < Ae.
|
Proposition 3.5. L’application Ry, est de classe C*.
Preuve. Définissons d’abord les applications linéaires continues suivantes

Er: Cl(g}—(h), 0]) — [Cli(l[—o)h,T]),
t), te[-h,
Ero(t) = { #(0) + t6(0), te[0,7T).

jr: CH([=h, T]) — C([0,T], C*([~1,0]))),
Jr(y)(t) = ye.
Jn: R" — Cl([O,T]),
]nS(t) = S
It : C([O’T]) _101([0’71])’

ET: Cl([O(, ;F]) — C[g([;]h, T]),
T B z(t), te&€0,71],
E7a(t) = { 2(0) +t2(0), t e [=h,0).

Considérons ’ensemble ouvert

Ur = {n € C([0,T],C*([~h,0])) : n(t) € U pour tout t € [0,T]},
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et 'opérateur de classe C!
fr:Ur2ne foneC([0,T]).

Ry est alors une composition des 9 applications linéaires et continues

T

suivantes:
X x Cy([=h,T1) 3 (¢, y) = (¢,y) € C([=h,0]) x C5([=h, T]),

CH([=h,0]) x Cy([=h,T1) > (4, )

= (Bro,y,pp) € C'([~h,T]) x Cy([=h,T]) x R",
CH[~h,T]) x CY([~h,T]) x R" > (v, w, &)
— (v +w, &) € CY([—=h,T]) x R,
jr xid: C([~h,T)) x R™ — (C[0,T],C*([~h,0])) x R™
fr xid : (C[0,T],C*([~h,0])) x R" — C([0,T]) x R™,
id % j, : C([0,T]) x R" — C([0,T)) x C*([0,T)),
C([0,T]) x C*([0,T]) > (a,b) — a—b e C([0,T)),
Iy : C([0,T)) = C*([0,T])
BT CN([0,T]) = CH([~h, T)),
D’ou le résultat. B

Preuve du Théoréme 3.1. D’aprés la Proposition 3.3 le Corollaire 3.3 et
la Proposition 3.5, application Ry, est de classe C* et envoie la par-
tie Xy, x (C3([—h,T]),. de X x C§([—h,T]) dans la boule fermée

(C3([=h,T7),, ou A = 22&1 + 3 (1- 2zi1)' De plus Ry, est con-
tractante par rapport a la deuxiéme variable. Le Théoréme (1.3) du

chapitre 1 entraine alors que ’application

Y1, + Xy — Co([=h, T)),
définie par

Y5, (¢) = y =9 € (C5([=h, T)))re et Rr(d,y) =y,
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est de classe C'. D’ou pour tout ¢ € Xy, on a y? € (CL([—h,T]))a
est un point fixe de 'application Ry, et satisfait

t

y(t) = Ra, (6 9)(t) = / (s + &) — d(0))ds,

0

avec yo = 0. Pour tout ¢ € Xy, y? est une solution locale du probleme
intégral (3.9) W

Le Théoréme 3.1 entraine le résultat d’existence suivant.

Proposition 3.6. z(?) = y¥) + qb |=nryest une solution locale du probléme

(3.5).

Preuve. L’application
ST,- : Xq/},r - Cl([_ha T])’

définie par

Sr.(¢) =2 =y +6 | [-h.T) = Y,(6) + Er, ¢,
est de classe C''. Donc pour tout ¢ € Xy, t € [0,7] on a x = z¥) €
C*([~h,T)) et d’apreés le Corollaire 3.2 x(?) satisfait I’équation intégrale
t

£(t) = y(t) +6(t) = / (F (s + D) — H(0))ds + (1) / F(as)d

2(t) = o(t), Vt € [—h,0].

C’est & dire que (%) est une solution locale du probléme intégral (3.7).
Par conséquent, pour tout ¢ € X, t € [0, 7T, le Corollaire 3.1 entraine
alors que l'application x = (¥ € C*([—h,T]) est une solution locale
du probléme (3.5). W

3.2.2  Unicité de la Solution

Dans ce paragraphe on voudrai montrer 'unicité de la solution du prob-
leme (3.5).
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Proposition 3.7. Si = : [-h,t,) — R" et y : [~h,t,) — R" sont deux
solutions de 'équation (3.5) avec xo = yo et t, < t,. Alors z(t) =
y(t)  pour tout t € [—h,t,).

Preuve. Soit = : [—h,t,) — R" et y : [~h,t,) — R" deux solutions de
I'équation (3.5) avec xg = yo et t, < t,, c’est-a-dire que

Vo € [—h,0] , x(0)—y(f) =0.

I suffit de montrer que z(t) = y(t), pour tout t € (0,t,). En effet,
raisonnons par 'absurde et supposons que z(t) # y(t), pour certain
point t € (0,¢,). Alors,

s =inf{u € [0,1,) : x(u) # y(u)},

satisfait
0<s<t <t,,

et

par conséquent
Ty = Ys. (3.33)

D’apres ’hypothese (H3) il existe un voisinage ouvert V C U de x5 et
L > 0 tel que,

1f) = QI < Llle — x|y pour tout ¢, x € V.

Comme z, %, y, y sont uniformément continues sur [—h,t] il existe n €
(0,%) avec s + 1 < t tel que x, et y, appartient & V pour tout
u € [s,s +mn) C [—h,t]. On aura alors pour tout u

u s+n

|2(u) —y(u)| = /(f(l’w)—f(yw))dw S/If(fcw)—f(yw)\dw

s

< Ln max ||@y — Yull 4o
wE[S,S 77] 7

- I +0) —y(w+0)|,
nwgﬁiﬁnwg[lggfmlx(w ) —y(w +0)|
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(3.33) donne alors

WW%—M@ISLmégiﬂﬂw%—Mwﬂ-

Comme Ln < 1 on obtient

max [z(w) —y(w)| = 0,
WE(s,5+7]

ceci contredit 'hypotheése s = inf{u € [0,1,) : x(u) # y(u)}. W
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Chapitre 4

Etude d'un Modele Structuré en
Stade a Retard Dépendant de ’Etat

4.1 Introduction

Il existe dans la nature certaines espéces (animales ou végétales) qui
passent au cour de leur évolution par différents stades spécialisés. Par ex-
emple, il est bien connu que chez les populations mammiféres chaque espéce
passe par deux stades de développements distincts au cours de sa vie. Le
premier stade est le stade immature, le second étant le stade mature. Pen-
dant le stade immature cette population est protégée par leurs géniteurs qui
leurs procurent nutriment et les protégent de la prédation d’autres espéces.
Apreés un certain temps plus ou moins long, cette population immature de-
vient mature et protége a son tour ses propres petits. Le développement de
cette population est donc composé de deux stades : immature et mature. Le
stade mature se distingue par la capacité de la population & se reproduire.
Différents types de modeéles décrivant la dynamique d’une telle population
ont été proposé (voir Aiello et al. [1], Liu et al. [12]). Ces modéles sont
décrits mathématiquement par un systéme de deux équations différentielles
a retards appelés systémes structurés en stades. Chaque équation décrit la
dynamique d’une des deux populations mature ou immature. Le modéle le
plus intéressant est celui décrit par Aiello & Freedman [1] dans le cas d'une
seule espéce. Dans ce modele Aiello et Freedman supposent que la popula-
tion mature a une croissance de type logistique. Le temps de maturation,
cad le temps au cours duquel un individu immature passe au stade mature
est représenté un retard 7 > 0. Le modéle est décrit par le systéme a retard

suivant:
() = ae Tx(t — 7) — Ba3(1),
) o (4.1)
y(t) = ax(t) = yy(t) — ae”7a(t — 1),

ou x(t) et y(t) représentent les densités des populations matures et immatures

a l'instant ¢ respectivement. Ce modéle est construit a partir des hypothéses
suivantes :
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— Seules les populations matures peuvent produire des populations imma-
tures, un individu immature qui survit un temps de longueur 7 passe au
stade mature

— La croissance de la population immature est proportionnelle a la densité
de population mature avec un coeffcient o > 0

— La mortalité de la population immature est proportionnelle & la densité de
population immature avec un coeffcient v > 0

— La population mature a une croissance de type logistique

T est appelé le temps de maturation de 'espéce. On associe au systéme (4.1)
les données initiales suivantes :

z(t) = (1), y(t) =¢(), —7<t<0, (4.2)

ol ¢ et 1 sont des fonctions continues sur [—, 0].

Plusieurs auteurs se sont intéréssés a différentes variantes de ce modéle citons
parmis eux Freedman et al. [5] qui ont construit un modéle dit & canibalisme,
Liu et al. [13] qui ont considéré le cas de plusieurs populations matures qui
entrent en compétitions entre elles, Liu et al. [14] qui ont proposé un modele
a retard distribué. On renvoie le lecteur pour plus de détails a 'article trés
complet de Liu et al. [12].

Certains chercheurs [6] ont constaté que pour certaines populations de mam-
miféres (comme par exemple les baleines) le temps de maturation 7 n’était
pas constant mais dépend entre autres de la quantité de nouriture disponible.
Ceci a été remarqué juste aprés la seconde guerre mondiale ou ils ont constaté
que pendant toute la durée de la guerre la peche a été intérompu ce qui a
entrainé une explosion de la population de baleines. Cette augmentation de
la population de baleines a eu pour conséquence un ralongement du temps
de maturation de ces mammiféres. Etant donné que la quantité de nouri-
ture disponible dans un environnement clos dépend & un instant donné de
la population totale présente & cet instant, Aiello, Freedman et Wu [2] ont
donc proposé un modele dans lequel le temps de maturation 7(z) n’est plus
constant mais fonction de la population totale z(t) = x(t) + y(t).

Dans ce chapitre on s’intérresse a 1’étude de 'existence et de I'unicité du
modele proposé par Aiello et al. [2]. L’existence et I'unicité n’a pas été traité
par les auteurs. En utilisant les outils sur les équations différentielles a retard
dépendant de I’état développés dans le chapitre 3 on montre que le systéme
admet une solution unique positive.
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4.2 Le Modéle

Le modele proposé par Aiello et al. [2] est le suivant:

(1) = ae T Eu(t — 7(2(1))) — Br3(t),
{ g(t) = ax(t) — yy(t) — ae Ot — 7(2(1))), (4.3)

avec les conditions initiales suivantes:

x(t) = o(t), y(t) =v(t), —Tm <t <0, (4.4)
ou, - = %. Dans tout le reste de ce chapitre on fera les hypothéses suivantes:
(H’1) Les fonctions ¢(t) et (t) sont continues et bornées sur [—7,,, 0] avec,

2(t) = z(t) + y(t).

(H’2) Les coefficients «, [ et v sont non-négatifs et 7, < 7(2) < 7).

(H’3) La fonction 7(z) est telle que

7(2) >0, 0<7, <7(2) < T, (4.5)
avec . .
Zl;r&r(z) =T, et lejél(}T(Z) =Tu. (4.6)

Pour éviter qu'un individu mature ne redevienne immature, on supposera
que la fonction y(t) =t — 7(2(t)) est strictement croissante en ¢, c’est a dire
que
d
St —1(:(0))) > 0,
oul de maniére équivalente

e 7'(2)2(t) < 1. (4.7)

La derniére condition est équivalente a

() (@(t) + y(t)) <1 ou 7'(2)(ax(t) —yy(t) — Bz%(t)) < 1. (4.8)
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Dans le cas ou 7/(z) = 0, le retard est constant. On suppose donc que
7/(z) > 0. De plus comme les solutions = et y sont supposées positives on a

7'(2) (ax(t) — yy(t) — Ba*(1)) < 7'(2)(cx(t) — Ba(t)).
La derniére condition est donc satisfaite si
' (2)(ax(t) — Br3(t)) < 1. (4.9)

(4.7) est donc satisfaite si (4.9) lest. D’autre part, (ax(t) — Sz(t)) atteint
. 2 .

son maximum Z—ﬁ quand x = %, d’ou I'hypothese suivante:

(H’4) On supposera que

7(2) < . (4.10)

Maintenant, soit 7, est définie telle que

0

Ty =T <¢(0) + [ agb(s)e”ds) )

—T

T, €Xi ] ] .
Chaque existe mais n’est pas unique. Posons

Ts = inf {Tu S Tu=T (gb(O) + } aqb(s)e”ds) } : (4.11)

—T

et définissons
0

P(0) = [ ag(s)e’®ds. (4.12)

—T

Le changement de variable » = s 4+ 7, nous ameéne & ’hypotheése suivante:
(H’5) ¥(0) = gs ap(s — 75)e’Ts)ds.
1(0) représente la somme des individus immatures qui sont nait entre —7

et 0. Pour tout —74 <t < 0 on a x(t) = ¢(t) et y(t) = 1(t). Les relations
(4.11) et (4.12) entrainent 7(2(0)) = 7(¢(0) + ¥(0)) = Ts.
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4.3 Existence et Unicité

Ce paragraphe est consacré a I’étude de I'éxistence et de I'unicité de la
solution du systeme (4.3)-(4.4). Notons par C;,, » = C([—7u, 0], R?)
Pespace de Banach des fonctions continue de [—7j7,0] dans R? et par C}, , =
CY([—7um, 0], R?) I'espace de Banach des fonctions contintiment différentiable

de [—7)7,0] dans R? Dans le but de donner une formulation fonctionnelle
du systéme (4.3) définissons 'application suivante

f: Ct

2
a2 R

£ = (&1,&2) = [(&) = (f1(8), f2(£)),

{ f1(€) = ae G OFLOE, (1 (£, (0) + £,(0))) — BEL(0),
f2(&) = a&1(0) — 7E,(0) — e EOFEODE (—7(£,(0) + £5(0))).

Le résultat suivant assure I’existence d’une solution locale du probléme (4.3)-
(4.4).

Proposition 4.1. Sous les conditions (H’1)-(H’3) le systéeme (4.3)-(4.4)
admet une solution locale et unique.

Preuve. L’idée est d’utiliser les résultats du chapitre 3 sur l’existence et
I'unicité des solutions des équations différentielles a retard dépendant
de l’état. Montrons pour cela que les hypotheses (H’1)-(H’3) du
chapitre 3 sont vérifiées. Définissons les applications suivantes:

PLQI Cl

TM,2 - R

§= (51752) — f1,2(0)7
A: C!

™2 ok ([_TM> 0]>R) X [_TM> 0]
§ = (§1,&2) — (&, =7 () + P2(8)))
P: C'([-7um,0,R) x [-73,0] = R
(€1, @) — &i(2).
f1 et fo s’écrivent alors sous la forme suivante:

fi=aexpo(—y7o (P + P)).PoA — 3P?
fo=aP, —yP, —aexpo(—y1o (P, + P)).PoA.

50



oil 'opérateur ”.” désigne la multiplication dans R et PZ(¢) = £3(0)
pour tout £ = (£,&,) € C’Tle. Comme P; et P, sont des applications
linéaires continues a la fois sur C} , et C;,, , elles sont donc C*. De
plus puisque 7 est continument différentiable sur R, il en résulte que
les applications aexpo (—y7 o (Py + ), BPZ, aPy, v P, sont continu-
ments différentiables sur C} , et C;,, 5 a la fois. Si on montre donc
que Papplication linéaire D (P o A)(£) admet un prolongement con-
tinue sur C;,, o pour tout & € C7, , alors 'application linéaire D f(&)
admettrait dans ce cas un prolongement continue sur C7,, . On a alors

pour tout § = (£;,&,) € C7 5 et h = (h1, ho) € C7, 5
D(PoA)(&h= hi(=7(Pi(€) + Pa(€))) — & (—7 (Pi(&) + Pa(€)))
7 (Pi(§) + P2(§)) (Pu(h) + Pa(h)) -
(4.13)
Il est clair & partir de la relation (4.13) que pour tout £ € C} ,
I'application linéaire D (P o A)(£) admet un prolongement continue
a Cr,, 2. L'hypothese (H’2) est donc vérifiée. De plus il est clair que f
est localement lipschitzienne sur C,, o, (H’3) est également satisfaite.
|

4.4 Positivité et Bornétude

Ce paragraphe est consacré a 1’étude de la positivité et de la bornétude
des solutions du systéme (4.3)-(4.4).

Théoréme 4.1 Supposons que (H’3) et (H’4) sont satisfaites et que y(t) >
0 pour t > 0. Alors x(t) =t—7(z(t)) est une fonction de t strictement
croissante.

Preuve. Il suffit de montrer que x(¢) > 0. On a par hypothése 0 < 7/(2) <
i—? et y(t) > 0 out > 0. On a alors deux cas:
197 cas: SiT/(z) = 0Vz, alors, x(t) = 1 > 0, d’ou x(¢) est une fonction
de t strictement croissante.
2¢me cas: Si 0 < 7'(2) < i—é et y(t) > 0 pour t > 0, le systéme (4.3)-
(4.4) nous donne

X(t) = 1+ 7'(2)(—ax(t) +yy(t) + B2°(t)),
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et comme y(t) > 0 pour ¢t > 0 on obtient
X(t) 2 1+ 7'(2)(—ax(t) + B2*(t)) = 1 — 7'(2)(az(t) — Bz*(t)).

D’autre part, (ax(t) — Bz%(t)) atteint sa valeur maximale Z‘—; pour x =

%.D’ou
/ a2
() >1— —
W= 1-r7;
comme T’(z)<i—§,alors on a
2 o2 o
H>1-7(2)— > —— =0

donc

D’ou le résultat. B

Théoréme 4.2. Soit ¢(t) > 0 pour tout —7y < t < 0. Alors, x(t) >
0 pour tout t > 0.

Preuve. Soit n = (¢;,%,) € C:,, 2 telle que ¢1,1; > 0et ¢;(0) = 1,(0) =0,
alors fi(n) = ae™ ¢ (—7(¢1(0) +1,(0))) > 0, d’apres le principe de
comparaison pour les équations différentielles & retards (cf. [9]) on a
x(t) > 0 pour t > 0. Montrons maintenant que z(t) > 0 pour ¢ > 0.
Par hypothese ¢(t) > 0 pour —7); < ¢t < 0. Supposons que z(t) = 0
pour une certaine valeur de ¢t. Soit t* = inf{t: ¢ > 0, z(t) = 0}, alors
il existe une suite (f,)ney C {t: t >0, x(t) =0} telle que

t, — t* quant n — oo et z(t,) =0, Vn € N.
Par continuité et par passage a la limite on obtient,
x(t*) = 0. (4.14)
De plus t* > 0, sinon t* € [—7,,0] et par hypothese x(t*) = ¢(t*) >
0 ce qui est contredit I’hypotheése ¢(t) > 0, Vt € [—7,,0]. D’autre part

on a
(") = ae TE g (t* — 7(2(t7))),
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comme t* — 7(2(t*)) < t* on alors par définition de ¢*

(") = ae”TEENp(t — 7(2(t9)) >0, si t* > 7(2(t),
2(t*) = ae”TEEN g1 — 7(2(t*))) > 0, si t* < 7(2(t*),

d’ou &(t*) > 0 ce qui contredit le fait que #(t*) < 0. W
Les deux théorémes suivants prouvent que x est uniformément bornée.

Théoréme 4.3. Soit ¢(t) > 0 pour —71y < t < 0. Alors il existe d,, =
dm (@) > 0 telle que x(t) > 0., pour tout t > 0.

Preuve. Choisissons d,, = §,,(¢) > 0 tel que

1

6m = =min{ inf @(0),aB 7™M}, (4.15)
2 0€[—7ar,0]

Supposons qu'il existe ¢y tel que tg = inf{t : t > 0, z(t) = J,,}. Alors

il existe t, — to quand n — oo tel que z(t,) = d,,, Yn € N. Par

continuité on a

z(tg) = O (4.16)

On a a partir de (4.15) z(0) = ¢(0) > 26,, > 0,,, donc par continuité
to > 0, sinon si ty = 0 alors x(ty) > 0,, ce qui contredit (4.16). De
plus puisque ty — 7(2(to)) < to alors,

w(to — 7(2(t0))) > Gom. (4.17)

Les inégalités (4.15)-(4.16) et (4.17) entrainent

i(ty) = ae TEx(ty — 7(2(ty))) — Br3(to)
> ae M4, — 362,
> e 1TM§,, — %ae‘”M Om

%ae_WM(Sm > 0,

d’ou la contradiction. Par conséquent il n’existe aucun point ¢5 > 0
telle que z(ty) = d,,. Donc z(t) > d,, pour tout ¢ > 0. B

Théoréme 4.4. Supposons que ¢(t) > 0 pour tout —1y < t < 0. Alors il
existe A, = Ap(¢) > 0 telle que x(t) < A,, pour tout t > 0.
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Preuve. Soit A, = A,,(¢) tel que

A, =max{ sup &(0),aB e}, (4.18)

0€[—7,0]

Montrons que x(t) < A,, pour tout ¢ > 0. En effet, raisonnons par
I'absurde et supposons qu’il existe t > 0 tel que x(t) = A,,, ©(t) >0
et x(t) <A, pour t <t. On a alors

i(f) = ae "Dy — 7(2(1)) — B22(D)
< Ap(aBte ™™ — BA,,) <0,

ceci contredit 'hypothese () > 0. B
Le théoréeme suivant montre que la solution y est bornée.

Théoréme 4.5. Supposons que (H’5) est vérifiée et soit ¢(t) > 0 pour
—7u <t < 0. Alors il existe A; = Ni(¢) = y(0) + ay™tA,, > 0 telle
que y(t) < A; pour tout t > 0.

Preuve. D’aprés 'hypothese (H’5) y(0) = f(iTs ap(s)e’®ds, par conséquent
A; dépend seulement de ¢(t). Le systeme (4.3) donne

9(t) = ax(t) —yy(t) — ae TE Dt —7(2(1)).

En multipliant cette expression par ¢’ et en intégrant par partie sur
[0,¢] pour t > 0, on trouve

y(t) = e y(0) +ae™ [ e x(s)ds

4.19
et ff) e e 1) (s — 7(2(s)))ds. (4.19)

D’apres le Théoréeme 4.2 on a x(t —7(2(t))) > 0 pour tout ¢, d'un autre
coté on a d’apres le Théoreme 4.4 z(t) < A, pour tout ¢t > 0 d’ou

y(t) < e My(0) + e Z e’x(s)ds (4.20)

t
< e My(0) + ae " [N, ds,
0
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de plus puisque

e "y(0) + e fg e Ands = e My(0) + ae My TIAL (e — 1)
e My((0) + ay LA (1 — e )
< y(0) + ay Ay,

(4.21)
on obtient finalement & partir de (4.20) et (4.21)

y(t) <y(0) + ay A,
m

Les deux théoremes suivants assurent la positivité de y.

Théoréme 4.6. Supposons que (4.10) est satisfaite et que 7'(z) > 0 est
suffisament petit de sorte que l’inégalité
=t a?7(2)

t
s
Om f e ds>Am7fs a

t—Tm

s 4.22
— a?7'(z) eds, ( )

soit vérifiée pour tout t. Alors

y(t) >0 pour tout ¢ >0.

Preuve Raisonons par 1’absurde et supposons que y(t) = 0 pour certaine
valeur de t. Définissons

t=inf{t >0:y(t) =0}

On a par continuité

A

y(t) =0, (4.23)

d’ott > 0 car sinon y(f) =y(0) = f(i

(4.23). La relation (4.19) entraine

;. ag(s)e’ds > 0, ce qui contredit

y(£) = e y(0) + et fg e*x(s)ds

) 4 (4.24)
—ae fo 6756_7T(z(5))1’<5 —7(2(s)))ds,
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comme y(f) = 0 et y(0) = fO_Ts ap(s)e?’®ds, (4.24) est équivalente a

j e’x(s)ds = ZeV(ST(z(S)))x(S —7(2(s)))ds. (4.25)

—Ts

En substituant » = s — 7(2(s)) dans le terme & droite de (4.25) et en
remplacant r par s on obtient,

{ E*T(Z(E)) 6751*(8)
e = ———ds. 4.2
7f73 e’x(s)ds ls T T’(z),é(s)ds (4.26)

D’apres le Théoréme 4.1, nous avons que x(t) est une fonction stricte-
ment croissante de plus 1 — 7/(2)2(s) > 0 pour tout —7, < ¢t <
t—7(z(t)) <t— 7. Comme x(t) > 0, on obtient I'inégalité

i—T(Z(i)) 6751»(5) E_Tm e%’x(s)
_eas) oot et e 42
ER v v e pr o s R el
De (4.26) et (4.27) on déduit que
t=7m e’ x(s)
Va(s)ds < [ —E) g 42
g eretois< I s )

ce qui entraine

A_} e’x(s)ds < t_f:m (W—l) e’x(s)ds (4.29)
t=rm 7 (2)4(s)

)4(
— 7(2)2(s)

e’ z(s)ds.

—Ts

Or d’aprés le Théoréme 4.3, 2(t) > 6,, pour tout t — 7, < t < ¢ d’ou

t
f e’ x(s)ds > 6, [ €ds. (4.30)

i— Tm i— Tm
Comme z(t) < A,, pour tout —7, <t < — 7, on a alors

t=rm 7 (2)4(s) () ds B=mm 7(2)4(s) 5 s
il [T (s)ds < A, [ ds.  (4.31)

—Ts



De plus puisque Z(t) est majorée par § B on arrive alors a

t—Tm T/(Z Z(S) t—Tm 0427'/(2)
AN Tds < A ——————7°d 4.32
7{8 1—7"(228)6 v = ,ff 4 — a?7'(z )6 ¢ )
Les inégalités (4.31)-(4.32) entrainent
t=1m T’(Z)Z(S) f=1m QQT’(z)

e’x(s)ds <A, [

—Ts

f 1— T/(Z)Z(S) e’ds. (433)

—Ts

48 — o?1'(2)

Finalement en combinant les inégalités (4.29), (4.30) et (4.33) il vient

i t—7m 0427"(2)
Som Bds < A, [ ————2 Vs,
e B remverTr L

Ce qui contredit I’hypothése du théoreme. B

Théoréme 4.7. Supposons que e ™™ < g’—’;;. Alors  y(t) > 0 pour tout
t>0.

Preuve. Définissons ¢ par
t =inf{t > 0:y(t) = 0}.

D’apres (4.25) on a

f e x(s)ds = feV s~ g (s — 1(2(s)))ds. (4.34)
D’apres le Théoréme 4.3
. t
Smy (e — e ) < [ e%x(s)ds. (4.35)

De plus puique x(t) < A, pour t > 0, en intégrant le terme a gauche
de (4.34) on trouve

£ £
[ eV(S*T(z(S)))x(s —7(2(s)))ds < A, [ V=T g g
0 0

o7



et comme 7(z(t)) > 7, on aura

i £ .

[ =) s < [ YT s = 4Tl T (7t — 1),
0 0

Par conséquent,

£ .
[eemE My (s — 7(2(s5)))ds < Ay Le 7™ (7 — 1), (4.36)
0

En combinant les inégalités (4.34)-(4.36) il vient

Oy MM — €Y < Ay te T (€7 - 1), (4.37)
Posons
() = myHe =),
ha(t) = Apy~le 7™ (e’ —1),
on a d
@hl(t) = Ome™

—hg(t) = A,e7m et

)
Si e77m < - alors,
m

—T t t
A, e et < §,e

d’ou pour tout t > 0

De plus on a

0 = hy(0) < 6y 11 —e777) = hy(0). (4.38)

Y om(e — 1) (4.39)

<
< Oy M — e,
d’ou d’apres les inégalités (4.38)-(4.39) et le principe de comparaison
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D’autre part, d’aprés (4.37) on a
ha(f) > (1),

g’” il n’existe aucun
m

ce qui contredit (4.40). Par conséquent, si e 7" <
t>0tel que y(f) =0. W
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