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Résumé

Dans cette thése nous proposons une méthode de mesure de la volatilité (variance condition-
nelle) de type GARCH pour des séries temporelles qui se caractérisent par des fortes fluctuations
comme les prix du pétrole ou les indices boursiers, en tenant compte de la méthode de Box-
Jenkins adaptée en premiers temps aux modeéles ARMA, et qui consiste des phases suivantes :
I'identification du modele, I'estimation des paramétres, la validation et la prédiction. Nous
adopterons cette méthode pour les modéles GARCH afin de chercher le modéle générateur des
données de ’actif financier et économique, qui est, dans notre cas, le prix du pétrole brut, noté
WTI. Le but de cette thése est de trouver le modéle adapté aux données WTI, qui est censé un
type de GARCH en raison de la nature de la variable caractérisée par des fortes fluctuations.
Dans cette analyse, I'existence d’un événement extréme, di a la récente crise de Coronavirus
couvert par la période des observations concernées, est prouvé, et qui a considérablement affecté
les résultats de I’é¢tude que nous avons menée, comme illustré dans le quatrieme chapitre.

Dans cette étude le phénoméne d’asymeétrie de la volatilité ou l'effet de levier est prouvé ce qui
montre la compatibilité des modéles T-GARCH et E-GARCH avec la variable des prix. Dans la
partie pratique les données utilisées sont quotidiennes et s’étendent du janvier 2015 a décembre

2021.

Mots clés : Série chronologique ; Méthode Box-Jenkins; Modele GARCH ; Volatilité ; Asy-

métrie; Prix de pétrole, Prévision.
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Abstract

In this thesis we propose a method for measuring volatility (conditional variance) of the GARCH
type for time series which are characterized by strong fluctuations such as oil prices or stock
market indices, taking into account the Box-Jenkins method which was initially adapted to
ARMA models, and which consists of the following phases : model identification, parameter
estimation, validation and prediction. We will adopt this method for the GARCH models in
order to seek the model generating the data of the financial and economic asset, which is, in our
case, the price of crude oil, denoted WTI. The aim of this thesis is to find the model adapted
to the WTI data, which is supposed to be a type of GARCH due to the nature of the variable
characterized by strong fluctuations. In this analysis, the existence of an extreme event, due to
the recent Coronavirus crisis covered by the period of the observations concerned, is proven,
and which considerably affected the results of the study that we carried out, as illustrated in
the fourth chapter.

In this study the phenomenon of volatility asymmetry or the leverage effect is proven, which
shows the compatibility of the T-GARCH and E-GARCH models with the price variable. In
the practical part, the data used are daily and extend from January 2015 to December 2021.

Keywords : Time series; Box-Jenkins method; GARCH model; Volatility ; Asymmetry ;

Oil Price; Forecast.
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Introduction

L’analyse des séries temporelles, se réfere a la branche de la statistique ou les observations
du phénomeéne sont réguliérement espacées dans le temps. Elles sont utilisées pour la premiére
fois en astronomie ("on the periodicity of sunspots’, 1906 par Arthur Schuster), et 1’étude de
I’analyse des séries temporelles est fondamentale quant & leurs utilisations dans de nombreux
domaines tels que ’économie, la finance, I’économétrie, la médecine et la biologie, la science
politique, la météorologie, etc... Elle se peut considérer parmi les méthodes de statistiques de
prévision, trés souvent la prévision se fait pour des raisons économiques (prévoir I’évolution
des ventes d’un certain produit, prévoir la consommation d’électricité pour ajuster au mieux la
production, etc... ). Un nombre important d’exemples de séries chronologiques peut étre trouvé
dans ([11], 12], [13]).

L’utilisation systématique dans tous les domaines de ces derniéres, que ce soit économiques,
industriels, physiques etc..., est due au développement exponentiellement rapide de I'outil in-
formatique.

Dans tous les domaines précités, les séries chronologiques observées peuvent étre considérées
comme des réalisations de processus stochastique { Xy, ¢ € T'}. c’est a dire une suites de variables
aléatoires définies sur un méme espace {2, appelé espace fondamental ou espace des états de la
nature. On dit qu'une série chronologique est continue si I’ensemble des instants des observations
est continu (ou t € I C R), et qu’elle est discréte si 'ensemble de ces instants est discret (ou
t € I C Z) ([11]). Dans ce travail, nous intéressons aux séries chronologiques discrétes et
univariées ot les observations sont réalisées en des intervalles de temps équidistants.

Dans tous ces domaines aussi, il est trés utile de pouvoir prédire le futur c’est-a-dire le temps
t 4+ h, connaissant le passé jusqu’au temps ¢, t et h étant respectivement ’origine et ’horizon
de la prédiction.

La théorie et la pratique de I’analyse des séries temporelles sont développées rapidement et elles
sembles avoir atteint la maturité au cours des années 70 ot des développements significatifs sont

apparus . En 1965, Cooley et Tukey ont beaucoup aidé ’étude spectrale des séries grace a leur
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article ("An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series’), introduisant la
transformée de Fourier rapide (Fast Fourier Transform : FFT) ([14]). Cet algorithme a permis
de calculer rapidement des périodogrammes. A la méme époque, en 1970, Box et Jenkins ont
publié leur ouvrage ("Time series analysis, forecasting and control ) ([8]), montrant que I’étude
des séries temporelles a ’aide du processus de type ARM A (obtenus en associant les écritures
des processus AR et M A) s’appliquer & de nombreux domaines, et pouvait étre facilement
implémentée informatiquement.

Pour rappel, les représentations de AR et M A sont apparus en 1927, respectivement, par
larticle de G UdnyYule (’On the method of investigating periodicities in disturbated series
with special reference to Wolfer’s sunspot numbers ’) ([52]) et celui de Eugen Slutsky ("The
summation of random causes as the source of cyclical processes ’) ([47]).

La méthode de Box et Jenkins liées & la modélisation ARM A est la plus populaires depuis des
dizaines d’années. Elle consiste en gros a dégager les tendances évidentes dans le phénomeéne
qu’on observe (croissance, périodicités...) et & se concentrer sur ce qui reste. Son procédure

peut étre résumée comme suit :

Stationnariser > Identifier > En estimer les
la série un modele parameétres

a

Non

On change y
le modéle Prédiction

Malgré leurs avantages, les modeles ARM A(p, q) soufrent de la non prise en compte de certaine
contraintes structurelles liées au phénomeéne faisant ’objet de la modélisation. Ces

contraintes peuvent traduire le caractére volatile de certaines variables, impliquent parfois le
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recours & des modeéles non linéaires susceptibles de rendre inadéquat la spécification ARM A. Ce
qu’exigeait I’émergence d’autres modeles plus qualifiés. Et c’était en effet au début des années
1980 quand I’économetre Robert Engle a généralisé cette méthode de Box et Jinkens dans un
article publié dans la révue Econometrica ([21]), il sagit des modéles ARCH (AutoReqressive
Conditional Heteroskedasticitc). Cette généralisation est considérée comme le passage
des modéles linéaire vers des autres non linéaires, ce qui permet d’intégrer des propriétés
observées empiriquement, telles que la dépendance entre les observations ou la distribution a
queue lourde. La spécification d’Engle n’a duré que quatre ans, jusqu’a ce qu’elle soit généralisée
par son doctorant Tim Bollerslev en 1986 aux modéles GARCH (Generalised AutoReqressive
Conditional Heteroskedasticitc) ([4]), ces modeles ont connu un vif succes tant académique
qu’aupres des praticiens. Les modeles de GARCH ont conduit & une profonde modéfication des
approches utilisées en finance a travers une spécification particulierement efficace de la volatilité
(c’est a dire de la variabilité) des cours des actifs financiers. Le développement des recherches
dans ces modéles s’est vue couronnée par le prix décerné par ’académie Nobel a Engle en 2003.
Apreés cette découverte pionniére, il est devenu courant dans la littérature financiére de retenir
comme mesure de volatilité (variance conditionnelle) les modeles GARCH.

Plus particuliérement, La modélisation de la volatilité par les modéles GARCH est un enjeu
important dans les recherches sur les marchés financiers, économiques et énergitiques pour
prédire les risques qui peuvent se produire dans les actifs physiques ou financiers. Parmi ces
importants actifs, le pétrole, la cruciale source d’énergie au niveau mondial, et qui représente
le moteur de I’économie de plusieurs pays et qui attire toujours 'attention de la communauté
internationale en raison des fortes variations affectant ses cours.

Pendant ces derniéres années, le prix du baril de brut a fortement fluctué, surtout & la baisse.
Notons qu’entre septembre 2014 et Janvier 2015, ce dernier a chuté de 55% suite a la décision
de 'OPEP de maintenir inchangé son niveau d’offre qui vient s’ajouter & un ralentissement
économique de certains pays émergents notamment la Chine et la montée en croissance de la
production du pétrole de schiste par les Etats-Unis. Le méme comportement s’est enregistré
depuis fin 2019 apres que la pandémie de Corona virus ait balayé le monde entier. Bientot,

les prix ont renoué a la hausse inattendue en raison de la reprise aprés la pandémie et de
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I’émergence de conflits en Europe de 'est a la fin de 2021 jusqu’a ce jours.

La question de la volatilité des cours du pétrole brut (tel que WTI : West Texas Intermediate
) intéresse et motive en permanence les chercheurs et les décideurs de politiques ainsi les ges-
tionnaires des portefeuilles, notamment pendant les événements imprévisibles, comme la bulle
internet de 2002, la crise financiére de 2008, la pendemie de Corona virus 2019, les guéres,
etc...Des articles de recherche sur ce sujet sont constamment publiés, nous en avons évoqué
plusieurs dans notre dernier article paru dans advences in mathematics : Scientific Journal en
2022 ([1]).

L’objectif principal de cette thése sera I’étude de la volatilité dans le cadre des modéles GARCH
univariés qui répondent au insuffisance des modeéles linéaires ARMA telles que :

- La non stationnarité (surtout en variance).

- La non normalité de la série ou des données sous étude qui est la synonyme de la non-linéarité.
L’analyse de la volatilité des prix dans cette étude suivra la méthode de prévision de Box et
Jenkins développée en 1976 ([9]). Cette méthode constitue un outil systématique qui permet
de déterminer un modele susceptible d’étre de type GARCH restituant le mieux possible le
comportement d’une série chronologique observée. Le choix d’un tel modéle est due a la forte
fluctuation qui caractérise ce genre de phénomeéne comme la plupart des actifs économiques et
financiéres des marchés mondiaux ([24]).

L’analyse d’une série chronologique par cette méthodologie se réalise principalement en quatre
phases essentielles : Identification, Estimation, Validation et Prévision.

Pour mener a bien notre objectif, nous avons réparti cette thése en quatre chapitres résumés
comme suit :

Chapitre 1 : Modéles de Box-Jenkins

Au début nous évoquons tous les notions de base nécessaires des processus stochastiques et des
séries chronologiques, particuliérement, la stationnarité, bruit blanc, I’autocorellation etc..., puis
nous présentons les différents modeéles linéaires de Box-Jenkins : ARMA et leurs caractéristiques,
ensuite nous analysons les mode¢les non linéaires : ARCH, GARCH et les modeéles asymétriques
tels que TGARCH et EGARCH.

Chapitres 2 : Phase d’identification de Box-Jenkins pour un modéle GARCH
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Est réservé a la phase de l'identification de la méthodologie de Box-Jenkins qui consiste a
vérifier et & tester les auto-correlations des résidus et le carré des résidus et a estimer en
utilisant principalement les tests de Ljang-Box et le test de l'effet ARCH de Multiplicateur
de Lagrange (LM). Egalement, a chercher les ordres du modéle en basant généralement sur
plusieurs étapes, en utilisant divers outils :

- Analyse des fonctions de I'auto-corrélation empiriques (ACF) et d’auto-corrélation partielle
empiriques (PACF) de €, ... €2
- Analyse des statistiques des fonctions des auto-covariances empiriques (ACV) de 2.

- Utilisation des critéres d’information (AIC, BIC, ...)

- Test de significativité de certains coefficients (test de LM, ...).

- Analyse des résidus.

Chapitre 3 : Phase d’estimation des modéles GARCH

Le troisiéme chapitre évoque deux parties essentielles : I'estimation des paramétres (coeffi-
cients) du modele ARCH et 'estimation des parameétres du modéle GARCH par la méthode
des moindres carrées et celle de quasi maximum de vraisemblance.

Chapitre 4 : Applications : mesure de volatilité des rendements des prix du pétrole
brut WTI

Le quatriéme chapitre représente notre contribution de recherche, la propriété d’asymétrie de
la volatilité a travers une application par la méthodologie de Box-Jenkins sur la série des cours
du pétrole brute WTT (West Texas Intermediate : one of a type of crude oils used as a standard
in pricing crude oil and as a commodity for oil futures contracts on the New York Mercantile
Exchange (raw materials stock Exchange). Le travail s’achévera par une conclusion générale et

perspectives.
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CHAPITRE

1

Modeéles de Box-Jenkins

1.1 Notions fondamentales
1.1.1 Processus Stochastiques

En appelle un processus stochastique la famille des variables aléatoires qui dépendent d’une
variable déterministe .

L’objet de cette section est de préciser la définition des processus stochastiques X = {X;(w)}=1, . n =
(X1(w), ..., Xy (w))" et d’examiner leurs propriétés.

Les trois éléments suivants caractérisent le processus stochastique :

Une espérance E(X;) a chaque période t.

Une variance V(X;) a chaque période t.

Des covariances Cov(X;, X;) pour 1 <i,j < n.

La classe des processus aléatoires est trés large, les séries chronologiques un cas faisant partie a
cette classe qui peuvent étre stationnaires ou non dans leur nature. En général, dans 1’étude des
processus, en particulier les séries chronologiques, on doit procéder a leur stationnarité apres

avoir connu la nature de la non stationnarité.
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1.1 Notions fondamentales 11

1.1.2 Stationnarité

Processus Stationnaires

La question de stationnarité joue un réle majeur dans les processus stochastiques notamment
en séries temporelles car elle remplace de maniére naturelle ’hypothése d’observation i.i.d (in-
dépendantes et identiquement distribuées) en statistique standard.

L’étude de la stationnarité est une étape importante avant celle de I'estimation. Le but est de
chercher sous quelles conditions le processus étudié est stationnaire. On distingue deux notions
de stationnarité, stationnarité stricte et stationnarité au second ordre. Alors on a les deux

définitions suivantes.

Définition 1.1.1 (Stationnarité stricte)
Le processus (X ) est dit strictement stationnaire si les vecteurs (X1, Xo, ..., Xi)" et (X11n, Xown, ooy Xgan)

ont la méme loi jointe pour tout k € N et tout h € N.

La notion suivante peut sembler moins exigeante car elle n’impose de contrainte qu’aux deux

premiers moments des variables X;, mais contrairement a la stationnarité stricte.

Définition 1.1.2 (Stationnarité du second ordre)

Le processus (X;) est dit faiblement stationnaire (ou stationnaire au second ordre), si et seule-
ment st :

-B[X?] < o0, Vt € Z,

-E[Xy] =m, Vt € Z,

- Cov(Xy, Xyin) =vx(h), Vt,h € Z.

Bruit Blanc

Un bruit blanc () est une réalisation d’un processus aléatoire dans lequel la densité spectrale de
puissance est la méme pour toutes les fréquences de la bande passante. Le bruit blanc gaussien
est un bruit blanc qui suit une loi normale de moyenne et variance donnée. Des générateurs de
signaux aléatoires («signal de bruit») sont utilisés pour des essais de dispositifs de transmission

et a faible niveau pour 'amélioration des systémes numériques par dither. Parmi les processus
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1.1 Notions fondamentales 12

aléatoires le bruit blanc revét une importance particuliére parce qu’il représente ’archétype de

beaucoup de phénomeénes physique.

Définition 1.1.3 (Bruit Blanc Faible)

Le processus (€;) est appelé bruit blanc faible s’il vérifie les hypothéses suivantes, pour une
constante positive o.

(i) B(e;) =0, Vt € Z,

(ii) B(e?) = Var(e) = 0%, Vt € Z,

(7ii) Cov(es, €r4) =0, Vt,h € Z, h # 0.

On notera

¢ ~ BB(0,0%)

Définition 1.1.4 (Bruit Blanc Fort).

A noter qu’aucune hypothése d’indépendance n’est faite dans la définition du bruit blanc faible.
Les variables o différentes dates ne sont que décorrélées et la distinction est particuliérement
cruciale pour les séries temporelles financiéres. Hypothése (iii) les variables €, et €., sont

indépendantes et identiquement distribuées.

Le processus (€;) est alors dit bruit blanc fort.
Le bruit blanc est ’exemple le plus simple d’'un processus stationnaire de second ordre. Ce
processus est particulierement important car il permet de construire des processus stationnaires

plus complexes.

1.1.3 Série chronologique

Une série chronologique (temporelle) est une réalisation d’un processus stochastique, En fait,
une série chronologique est une suite finie des variables aléatoires (Xj,...,X,) de données
indexées par le temps. L’indice temps peut étre selon les cas la minute, ’heure, le jour, I’année
etc.... Le nombre n est appelé la longueur de la série. Il est la plupart du temps bien utile de
représenter la série temporelle sur un graphe construit de la maniére suivante : en abscisse le

temps, en ordonnée la valeur de ’observation a chaque instant. Pour des questions de lisibilité,
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les points ainsi obtenus sont reliés par des segments de droite. Le graphe apparait donc comme

une ligne brisée.

1.2 Modéles linéaires

Les modeles autorégressifs moyenne mobile (ARM A) est une technique de modélisation écono-
métrique avancée. Ces modéles analysent des données historiques des phénomeénes et effectuent
des ajustements rétrospectifs pour prendre en compte ’autocorrélation historique (la relation
d’une valeur par rapport a une autre valeur dans le temps), la stabilité des données pour corriger
les caractéristiques non stationnaires des données. Ces modéles prédictifs apprennent dans le
temps en corrigeant ses erreurs de prévisions. Des connaissances économétriques avancées sont

généralement requises pour construire de bons modéles prédictifs a ’aide de cette approche.

1.2.1 Fonction d’autocovariance

Un processus ou une série temporelle (X;) est caractérisée, entre autres, par sa structure d’ordre
deux. C’est a dire :

— Sa moyenne qui est un moment d’ordre un.

— Son autocovariance qui est un moment d’ordre deux et qui mesure la dépendance temporelle

linéaire entre deux instants.
Définition 1.2.1 (fonction d’autocovariance)

Soit X = {Xi,....., X,,} une série & temps discret. La fonction de covariance (ou d’autocova-

riance) de X est donnée par
Y (h) = Cov (Xta Xt+h) =E [XtXt-‘rh] —E [Xt] E [Xt—l-h]

La fonction d’autocovariance est estimée en général par une fonction d’autocovariance empirique
pour une réalisaion {Xj, ..., X,,} de X par

n—h

i (h) = (Xi = X) (Xiwn — X)),

S|

=1
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ot X est l'estimateur empirique de la moyenne (globale)

1=1

C’est une fonction paire, semi-définie positive, i.e.,

N N
ZZaiajv(ti—tj) Z O,

i=1 j=1

X =

SRS

v(h)] < ~(0) = Var(Xy), heZ.

1.2.2 Fonction d’autocorrélation (ACF)
Définition 1.2.2 (Fonction d’autocorrélation)

De méme, on définie une suite (p (h)),c, qu’'on l'appelle fonction d’autocorrélation de la série

(Xy) :
Cov (X, Xiin) ()

ph) = VVar (X,) Var (X)) 7(0)

C’est une fonction paire, semi-définie positive, i.e.,

N

N
DY wap(ti—t;) > 0,

i=1 j=1
p(h) < p(0)=1, h € Z.

On appelle coefficient d’autocorrélation d’ordre 1 (resp. d’ordre h) le coefficient de corrélation

linéaire p(1) (resp p(h) ) obtenu a partir de la série et la méme série décalée d’une seule période

(resp. h périodes)). Le graphe de la fonction d’autocorrélation est appelé corrélogramme (les

coefficients p(h), 1 < h < m appelés "les piques" sur ce corrélogramme)

On définit la matrice de corrélation (de dimension m X m) de la maniére suivante :

1 o) p(2) - plm—1)
p(1) 1 p(1) -+ p(m—2)
R(m)=1 p(2) p(1) 1 o p(m=3)
pn=1) plm=2) -+ 1
Ainsi 'estimateur de la fonction d’autocorrelation est donné par
. 7 (h)
h) =+
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La nullité ou non des coefficients d’autocorrélation d’ordre h € Z est une question importante,

donc, pour cela on a besoin du test d’hypothése :

{HO Pr=pPr= =P =0
pﬁépﬁé #pm#(l

La statistique du test de la nullité est ainsi

O
Var (5 ()

Elle suit une loi de Student, ou Var (p (h)) est la variance du coefficient d’autocorrélation
h—
Var (p Z
—(h—
en utilisant la symétrie de p (j), on aura
1 h—1
Var (p(h) = = (1 +2) 7’ <j)) :
j=1

La variance dépend de h, I'intervalle de confiance associé au corrélogramme a 95% des AC

est donnée par

p(h)+1.96 % (1 +2ip2 (j))

j=1

1.2.3 Fonction d’autocorrélation partielle (PACF)

Elle mesure la liaison (linéaire) entre X; et X;_, une fois retirés les liens transitant par les
variables intermédiaires X;_ 1,..., X;_p11. Le coefficient d’autocorrélation partielle d’ordre h,

noté r(h), est le coefficient de corrélation entre :
Xt — & (Xt\Xt—lv ) Xt—h-‘rl) et Xt—h - (Xt—h\Xt—17 SRED) Xt—h-i-l)

On a alors,

T(h) = COTT(Xt, thh\thh ceey ththl)

C’est donc le coefficient de X; 5 dans la regression de X; sur X; 1, ..., X¢ py1, Xip.
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Si (X;) est un processus stationnaire centré, la prédiction optimale de X; sachant son passé

jusqu’a t — h est donnée par
X =EB(Xp\ Xiq, s Xip1) = an Xy +FaoXo o + oo+ apXypa

en multipliant I’équation précédente par X;_;, i = 1,...,t — h et cherchant ’espérance, on a le

systeme suivant :

y(1) = a1y (0) + agy (1) + ... +apy (h — 1)
7(2) =ary (1) + a2y (0) + ... + any (h = 2)

v(h) =ary(h—1)4+asy(h—2)+ ... + apy (0)

que ’on peut réecrire matriciellement

-1

ay Yo 11 0 Y-t Yo
a2 _ 71 Yoo 0 Vw2 71
ap, Th—1 Th-2 Yo Th-1
1
1 P1 o Prod P1
_ P1 1 0 Ph—2 P2
Ph-1 Ph—z - 1 Ph

Le coefficient d’autocorrélation partielle d’ordre h d’un processus stationnaire est calculé de la

maniére suivante

[B* (h)]
r(h) =
R (h)]
avec
1 P1 Ph—1
Ry= [ S LT
Ph-1 Phn—2 1

I

et R* (h) est la matrice obtenue en modifiant la colonne d’ordre h dans R (h) par (py, pa, - 01)

Ainsi
p(2)—p*(1)
1—p2(1) ’

Les autocorrelations partielles s’estiment en général, soit

r(l)=p@1); r(2)=
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- A partir de la régression MCO de X, sur les h retards et en prenant le dernier coefficient.

- Soit en estimant les autocorrélations simples et en calculant p(h) a partir de la formule
ci-dessus, ces derniéres équations sont appelées équations de Yulle-Walker.

Le role des autocorrélations et des autocorrélations partielles est primordiale, principalement
pour déduire I'ordre du modeéle et pour tester la dépendance ou non entre des résidus ou entre

les carrés des résidus en utilisant le diagramme du corrélogramme.

1.2.4 Modeéeles ARMA (AutoRégressif Moyenne Mobile)
Modéles autorégressifs AR (George Udny Yule, [25])

On exprime souvent ’évolution d’une série en fonction de son passé. Les modeéles autorégressifs
sont les modéles les plus explicites pour exprimer cette dépendance, nous supposons que &; est
indépendant de Y;_q, Y;_o, Y;_3, ....

Le modele Y; est un modeéle autorégressif d’ordre p noté AR(p), s’il satisfait I’équation

p
Y,=c+ Z ©;Y;—; + €, pour tout t € Z,
=1

o ¢, #0 et &~ BB(0,0%).

Cette formule peut s’écrire comme suit
Q, (L)Y, =c+ey,
ou
D, (L) =1—pL—@,L* — ... — 7.

Le modele AR(p) est toujours inversible.
Le modele AR(p) est stationnaire si toutes les racines de ®(L) soient a l'extérieur du cercle

unité (i.e, les racines de ®(L) en leurs modules sont supérieures a 1).
Modéles moyennes mobiles MA (Eugen Slutsky, [47])

On appelle modeéle moyenne mobile d’ordre ¢, noté M A (q) , un modéle stationnaire Y; vérifiant

une relation du type :

q
Yi=p+e + 297;5,5_1-, pour tout t € Z,
i=1
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ou les 6; sont des réels, 6, # 0 et &, ~ BB (0,02).

Si on introduit I'opérateur moyenne mobile :
O(L)=1-6,L—0,L*—...—0,L"
On peut noté de fagon équivalente :
Yi=p+06(L)e.

Un M A(q) est toujours stationnaire quelles que soient les valeurs de 6, il est de moyenne p.

Un M A(q) est inversible si les racines de
1—6,L—0,L%—...—0,L7 =0,

sont strictement supérieures & 1 en module.

Modéles ARMA (AutoRegressive Moving Average)

Définition 1.2.3 (Processus ARMA(p,q))
C, A1, ..., Ap, b1, ..., by tel que :

p q
VtEZ, Y+ aVii=cte+ Y b
i=1 j=1

(L)Y, =c+0O(L)e

Cette définition implique des contraintes sur les zéros des polyndémes autorégressifs
p .
(L) =1+ alL
i=1

et moyens mobiles
q
O(L)=1+> bL'
i=1

Le principal attrait de ce modéle et des représentations obtenues en inversant successivement les

polynomes a(.) et b(.) est qu’il fournit un cadre pour dériver les prédictions linéaires optimales
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du processus de maniére beaucoup plus simple qu’en supposant seulement la stationnarité du
second ordre.

Des nombres séries économiques affichent des tendances ce qui rend ’hypothése de stationnarité
irréaliste.

Ces tendances disparaissent souvent lorsque la série est différenciée une ou plusieurs fois. Soit
AY; = Y, — Y;_; la série en différences premieéres et AYY; = A(A?LY}) avec (AY; = Y;) les

différences d’ordre d.

Remarque 1.2.1 (Sur linéarité d’une série par le modéle ARMA)
Statistiquement, si une série temporelle est adaptée a un modéle ARMA, c’est indispensable que
les résidus (€;) de ce modéle estimé soient i.i.d.et cela veut dire que la série des rendements est

linéaire. Cette étape statistique s’effectue par un test trés célébre, le test BDS.

Test d’indépendance des résidus (Test BDS) Le nom de ce test est une abré-
viation des noms de ses trois inventeurs Brock, Dechert, et Scheinkman (1987), qui est noté
"Test BDS”.

Son objectif est la détection de la présence de dépendance non linéaire dans une série temporelle.
En général, pour procéder ou déployer ce test :

Premiérement, on fait la différence premiére des données brut (on obtient la série des rendements
(r;)) pour éliminer la tendance stochastique (souci de la non linéarité).

Deuxiémement, on fait appel a un modeéle linéaire qui est le modele ARM A (qui permet d’éli-
miner la structure linéaire présente dans la série temporelle).

Troisiémement, on vérifie le blanchiment des résidus (¢;) par le test BDS qui repose sur une

hypothése nulle :
Hy : Les résidus du modéle ARMA estimé sont i.1.d.

contre une hypothése H; non spécifiée.
Et la statistique de test BDS est définie par

VT [Crn (€) = (C1 ()]

Om.1 (€)

Wm,T (E) =

Y

Univ. Annaba Département de Mathématiques Amiri Omrane



1.2 Modéles linéaires 20

tels que m est la dimension de plongement ou de 'espace des phases, C,, (¢) est l'intégrale de
corrélation.

Afin de tester Hy, on compare la statistique W,,, 1 (¢) avec la valeur critique 1.96 de N (0,1) a
5%.

Donc la régle de décision est :

- Si [Wir ()| > 1.96, alors Hy (I'indépendance) est rejetée. Alors le processus générateur de

la série est non linéaire, donc ce n’est pas ARMA sélectionne.

1.2.5 Modeles ARIMA (AutoRégressif Moyenne Mobile Intégreé)

Définition 1.2.4 (Processus ARIMA (p,d,q))

Soit d un entier positif. Le processus (Y;) est dit processus ARIM A(p,d, q) si pourk =1,...,d—
1, les processus (AFY;) ne sont pas stationnaires du second ordre et (AYY;) est un processus
ARM A(p, q). Le processus ARIM A le plus simple est ARIMA(0,1,0) aussi appelé la marche

aléatoire satisfaisant Yy =Y, 1 + €, t > 1 ou (&) est un bruit blanc faible.

1. Processus non stationnaires

La classe des processus non stationnaires est relativement vaste, il existe différents types de non
stationnarité. Les processus ARIMA sont non-stationnaires en fait, pour les rendre stationnaires
il y a un choix de la méthode qui dépend du type de la non stationnarité : on présente deux
classes essentielles des processus non stationnaires : Les processus TS (trend stationnary) et les

processus DS (difference stationnary) :

a/ Processus TS

Définition 1.2.5 (Processus TS)

Un processus (Y;) est non stationnaire de type TS s’il peut présenter sous la forme :
Y; = f (t) + €&

ot f(t) est une fonction polynomiale qui dépend du temps, elle peut etre linéaire ou non (le

degré 1 le cas le plus couramment retenu), on pourrait aussi considérer entre autre une tendance
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quadratique f(t) = a+ Bt +~t* ou une tendance segmentée f(t) = ay + byt + aglicy, + batliy,,
avec Iicyy = 1 sit <ty et 0 sinon. f(t) et ¢ un processus stationnaire (bruit blanc est un cas

particulier).

Le processus TS est le plus rependu, notamment pour les séries moins fluctuées, souvent il
est présenté par une fonction polynomiale de degré 1, ce qui lui permet de porter le nom de
linéarité, il s’écrit sous la forme :

}/;:Oé‘l‘ﬁt‘FEt,

¢; représente 'erreur du modele a la date ¢. Les caractéristiques de ce processus sont donc

EY;)=a+pt+E(eg)=a+pt
(V(Y) =0+ V(e) =02
Cov (Y;,Y,) =0, pour t+#s

Il présente une non stationnarité de nature déterministe (TS). Ce processus T'S n’est pas
stationnaire car (E (Y;) = « + [t dépend du temps. Le processus Y; peut étre stationnarisé
en retranchant a Y; la valeur estimée & + Bt par la méthode des Moindres Carrés Ordinaires

(MCO).

b/ Processus DS
Définition 1.2.6 (Processus DS)

Un processus (Y;) est un DS s’il admet une racine unitaire ou si les racines de son polynome
caractéristique sont supérieures a 1 en valeur absolue. Ces processus se rendent stationnaires
par différentiation (ou filtre des différences). Il y a trois types de processus DS :

- Processus DS (Differency Stationary) avec tendance (5 # 0) s’exprime comme suit :
Yi=a+Bt+Yi 1 +e,

Il présente une non stationnarité de nature stochastique (il y a racine unitaire). Le processus

DS avec tendance est non stationnaire. Par récurrence on peut avoir :

t
Yi=Yo+at+Bg(t)+> e oi e~ iid(0,07)
=1
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Le processus DS avec dérive est non stationnaire car on a E (Y;) = Yy + at + S¢g (t) qui dépend
du temps t. Plus t — oo et plus E (Y;) — oo.

- Processus DS (Differency Stationary) avec dérive (o # 0) s’exprime comme suit :
}/t = Yt—l 2

Le processus DS avec dérive est appelé aussi marche au hasard (ou marche aléatoire) avec
dérive.
Il présente une non stationnarité de nature stochastique.

Par récurrence, on obtient (dans le cas avec dérive) :
t
Yi=Yo+at+) e, ot €~ iid (0,07
i=1
Le processus DS avec dérive est non stationnaire car on a E (Y;) = Yy + at qui dépend du temps

t. Plus t — oo et plus E (Y;) — oc.

- Processus DS (Differency Stationary) sans dérive (o = 0) s’écrit :
Y=Y, 1 +e.

Le processus DS sans dérive est appelé aussi marche au hasard (ou marche aléatoire).

Par récurrence, on obtient (dans le cas sans dérive) :

3/1 = }/E)+€17

YQ = Y1+€2:}/0+61+62

t
Y, = Y(H_Zei, ol € ~ 1id (O,Jf)
i=1

Le processus DS sans dérive est non stationnaire car on a :

t

Var (Y;) = Var <Z ei> = ZVGT (€;) = ZUZ = to?.

i=1 i=1

La variance du processus DS sans dérive dépend alors du temps t.
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Pour stationnariser le processus DS (avec ou sans dérive), il suffit de le passer en différence
premiére :

Y,-Y,. 1=a+¢ (cas avec dérive)

Y,-Y, 1=¢ (cas sans dérive).

Remarque 1.2.2 FEn utilisant le logiciel Eviews, le graphe de la série brute peut nous offert une
idée générale si la série est stationnaire ou non comme aussi le test de Correlogram o l'aide des
fonctions d’Autocorrelation et d’autocorrelation Partielle). Le principe du test de Correlogram

est le suivant
Hy : la série est stationnaire
H, : la série n’est pas stationnaire.

Mais pour confirmer le type de la non stationnarité des quatre type cités en hauts, TS et les
trois types DS, la stratégie séquentielle du test de Dickey Fuller Augmenté (ADF) ([15]) est
mieux & suivre. Dans un logiciel comme Eviews par exemple la stratégie est présentée comme
suit :
- La premiére étape : de commencer par le premier type, de tester si la tendance est significative
c’est a dire,

Yi =Y 1+ 08t +e,
sur Eviews c’est le modéle M3 "Trend and intercept'.

- La deuxiéme étape (si la tendance n’est pas significative) : de tester significativité de la

constante et dans I’absence de la tendance (ou modele M2),
Yi=Y1ta+te,

sur Eviews c’est "Intercept".
- La troisiéme étape (si ni la tendance ni la constante est significative) : de tester ’absence de
tendance et de constante,

Y, =Y, 1 + e,

sur Eviews c’est le modéle M1 "None".
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2. Tests de stationnarité (ou tests de racine unitaire)

Il existe plusieurs tests de racine unitaire : tests de Dickey-Fuller simple et Dickey-Fuller Aug-
menté, test de Phillips et Perron, test de Kwiatkowski, Phillips, Schmidt et Shin (test de KPSS).

Nous n’étudierons ici que les tests de Dickey-Fuller et de Phillips-Perron.

i) Test de Dickey-Fuller simple Le test de Dickey-Fuller permet de savoir si une
série est stationnaire ou non et permet aussi de déterminer la bonne maniére de stationnariser
la série.

Les hypothéses du test sont les suivantes :

( H, : processus non stationnaire, il correspond & une de ces formes de non stationnarité :
1] v =1 +e
2] yi=¢yi1tcte
B] y=y—1 +bt+c+e
ot ¢ =1 et ¢ ~1d(0,0?)
| Hy:|¢| <1, processus est stationnaire

on peut réecrire ces hypothéses sous la forme :

( H, : processus non stationnaire, il correspond & une de ces formes de non stationnarité :
1] Ay =(¢ — Dy +e
2] Ayi=(p—Dy1tc+e
B] Ayy=(¢y— Dy +bt+c+e
ot (¢y—1)=0 et ¢ ~iid(0,0?)
H,:¢, <1, processus stationnaire

Sous Hj vraie, la statistique de test pour I'estimateur de ¢, est donnée par :

g
¢ A2
J¢1

Dans la stratégie de Dickey-Fuller on commence par étudier le modele général [3]. On regarde
si b est significativement différent de 0 ou non. Si b est non significativement différent de 0, on
passe & I’étude du modele [2] et on cherche & savoir si ¢ est significativement différent de 0 ou
pas. Si ¢ est non significativement différent de 0, on étudie le modele [1].

Il est a noter que sous Hy vraie, les t de Student de la constante et de la tendance sont &

comparer avec les valeurs de la table de Dickey-Fuller. Par exemple : pour une taille d’échantillon
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supérieure a 500 observations, les valeurs critiques sont : 2.78 & 5% pour la tendance du modeéle
[3], 2.52 pour la constante du modele [2] et —1.95 pour le parameétre ¢,) car sous Hy vraie
le processus étudié est non stationnaire (y, ~» I(1)) et I'estimateur de ¢; ne suit pas la loi
normale.

Les regles de décision sont les suivantes :

e Sity > tpp ol tpp désigne la valeur critique donnée par la table de Dickey — Fuller, donc
on accepte H; : le coefficient de la variable explicative est significativement différent de 0. Si
on a b significativement différent de 0 pour le modeéle [3], le test s’arréte ici, on n’étudie pas
les autres modéles. De méme que si on arrive au modele [2] et que 'on a la constante ¢ qui est
significativement différente de 0, le test s’arréte au modele [2].

e Sity, <tpp, donc on accepte Hy : la série est non stationnaire.

ii) Test de Dickey-Fuller Augmenté (ADF) Dans le test de Dickey-Fuller que
nous venons d’étudier, le processus ¢, est par hypothése un bruit blanc. Or il n’y a aucune raison
pour que, a priori, ’erreur soit non corrélée. Le test de Dickey-Fuller Augmenté ne suppose pas
que € est un bruit blanc.

Les hypothéses du test de Dickey-Fuller Augmenté se définissent de la facon suivante :

( . . . N . o, ,
H, : processus non stationnaire, il correspond & une de ces formes de non stationnarité :

p
1] Ay =pgi1— > VeAYeksr + 10

=2
p
2] Ayi=py1— > NAY ki + e+,
k;Q
[3] Ayt = PYt—1 — Z %Ayt_kﬂ +bt+c+ My
h—2

on p=0, ¢, =1 et 1 ~iid(0,0%)
H,:¢, <1, processus stationnaire

\

p
telque p= (¢ —1)(1 =01 —03—---—0,1) et v, = Zai , o 1 <kE<p-—1 et
i=k+1

&1=¢1+01,&2:92—¢191,"',&pzep—¢10p_1

Cette forme de modeéles obtenue en faisant les démarches suivantes :
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-1
Ona y=¢y-1+€¢ ou € ~ AR(p—1), ¢ n’est pas un bruit blanc : ¢, = pz&,-et_i +n,
ou n, ~ 4id(0,c?). -
On peut écrire ces équations a l'aide de 'opérateur de décalage B tel que By, = y; 1 et
By, = y,_;. On obtient alors
(1—¢1B)y: = e,

d’un part, et d’autre part on a
p—1
€ = HlBet + 9232615 + ...+ ep_pr_IGt + ur <~ (1 - Z@ZB1> €t = Tz
i=1

En remplagant, dans ce dernier résultat, ¢; par (1 — ¢, B) y;, on obtient alors

p—1
(1 - ZH,-B’) (1 =¢1B)y: =,
i=1
alors
p—1
<1 - Z GZBZ) (Ye — OrYe—1) = 1y,

cet équation, apres un simple calcul, devient

v = (01 +01) Y1+ (02 — 0101) yi—a + ... + (0p—1 — 010p—2) Yt—p+1 + P10p—1Y1—p + 1,

ou encore

p—1

Ay = (¢ —1) (1 =01 —0g— - =0, 1) ys1+ ... + ZVkAytfk + 1
k=1
iii) Détermination du retard p du test ADF La valeur p est déterminée a
I’aide du corrélogramme partiel de la série différenciée Ay;.
Une fois déterminée la valeur p, on procéde de la méme fagon qu’avec le test de Dickey Fuller
simple : on commence par étudier la significativité de b du modele [3]. La régle de décision est
la méme que pour le test de DF simple.

La statistique de test pour 'estimateur de ¢, est :

b1
é1 52
T4,
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qui est & comparer avec la valeur critique ¢tpr de la table de Dickey-Fuller.
Sits, > tpp , alors on accepte Hy : la série est non stationnaire (ATTENTION : il faut observer
comme dans le cas du test de DF simple que pour t,, > tpr, on n’a pas H; ! La régle de décision

est inversée ici! ).

1.3 Modéles de volatilité
1.3.1 Séries financiéres

La modélisation des séries financiéres est un probleme majeur et difficile. Cette difficulté n’est
pas seulement due a la grande variété des séries utilisées (prix d’action, taux d’intérét, taux de
change...), & 'importance de la fréquence d’observation (seconde, minute, heure, jour...) ou a la
disponibilité d’échantillon de tres grande taille. Elle tient surtout a I'existence des régularités
statistiques (faits stylisés) communes & un trés grand nombre de séries financiéres et difficiles
a reproduire artificiellement & partir de modéle stochastique.

Plusieurs auteurs mettaient en évidence un ensemble de telles propriétés. Ces régularités em-
piriques, apparaissent plus ou moins nettement en fonction de la fréquence d’observation de
la série et de sa nature. Les propriétés que nous citons ci-dessous sont principalement valables
pour des séries quotidiennes de cours d’action boursier.

Soit p; le cours d’'un actif a la date ¢t et ¢, = log (p;/pi—1) le logarithme de rendement (éga-
lement appelé rendement ou risque auprés des financiers, les gestionnaires des portefeuilles et
les économetres). Notons que la série (¢;) est souvent proche de la série du rendement arith-
métique Ry = (pr — pi—1) /pi—1 calculé ou utilisé auprés de 'univers des comptables, en général
e; ~ R;.Ces propriétés ont été trés commentées dans la littérature sont les suivantes :

i) Non stationnarité de la série des prix : les séries économiques et financiéres présentent de
grandes fluctuations, voir Figure 1 des prix de pétrole brut (WTI) en chapitre 4. Cependant,
les séries de rendements ont des trajectoires compatibles avec la stationnarité de second ordre.
On constate par exemple sur la Figure 3 que la série ¢, = log (p;/pi—1) , ou p; désigne le cours
du pétrole est constituée d’oscilliations auteur de zéro.

ii) Absence d’autocorrélation des variations de prix : la série des variations de prix présente de
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faibles autocorrélations, elle est proche d’un bruit blanc.

iii) Autocorrélation des carrés des variations de prix : les séries des carrés (€2) ou des valeurs
absolues (|¢|) sont souvent fortement autocorrélées

iv) Regroupement des fortes variations de prix (volatility clustering). Les grandes valeurs de
;| ou les fortes variations de prix, tendent & étre suivies de grandes valeurs, et les petites de
petites, qui se voit clairement sur le graphe de Figure 3.

v) Queues de distribution épaisses : les distributions de probabilité empiriques de séries de
rendements quotidiens, ou de variations de prix, ou encore du logarithme de ces variations de
prix, ne correspondent pas & une distribution gaussienne (diagnostique par le test de normalité).
vi) Effet de levier : La propriété d’asymétrie de la volatilité, la propriété découvert par Black
(1976) ([3]) : Les valeurs négatives (baises des cours) tendent & augmenter la volatilité supérieur
a celui induit par des valeurs positives (hausse des cours).

iiv) Saisonnalités : L’effet de saisonnier est trés présent pour les séries financiéres intrajourna-

lieres.

1.3.2 Hétéroscédasticité

Les propriétés précédentes illustrent la difficulté de modéliser les séries financiéres. Les formu-
lations classiques (de types ARMA) sont inappropriées car centrées sur la structure d’autoco-
variance des processus. Or, la plupart des séries de rendements ne different guére des bruits
blancs faibles.

Le fait que les grandes valeurs des carrés des rendements soient généralement précédées par
de grandes valeurs est difficilement compatible avec une variance conditionnelle constante. Ce

phénomeéne est connu sous le nom d’hétéroscédasticité conditionnelle.
Var (e | €1, €2, ) # cste.

Les modeéles économétriques qui prennent en compte les propriétés particuliéres des séries fi-

nanciéres se présentent généralement sous la forme multiplicative :

€t = Oy,
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ou, (n,) et (o) sont des processus tels que :

i) o4 est mesurable par rapport & une tribu, notée F;_;, contenant le passé de ¢;.

ii) (n,) est un processus i.i.d., centré, de variance unité et 7, est indépendant de F;_;.

iii) oy > 0

La variable aléatoire o, est appelée volatilité de €; Alors le signe de la variation des prix (signe
de €) est celui de 7,.

Notons que

E(er) =B (o) B (n,) = 0

et
Cov (e, €i-p) =B (n,) E (o) =0, YA >0

ce qui fait de (&) un bruit blanc faible. La série des carrés présente en revanche des autocorré-
lations non nulles, alors (¢;) n’est donc pas un bruit blanc fort. En fait, 'outil principal pour
vérifier cette propriété importante (autocorrélation ou non des carrés des résidus) se fait par le
test de Multiplicateur de Lagrange introduit par Robert Engle (1982), qui connut sous le nom
"test d’homoscédasticité" ou "test d’hétéroscédasticité". Il a de méme principe que le test BDS
qui est porté sur les résidus (on dit autocorrélation), mais celui-ci est porté sur les carrés des

résidus (on dit hétéroscédasticité), il est présenté comme suit :

Test LM (test d’homoscédasticité)

11 dit aussi "Test de I'effet ’ARCH", basé sur le Multiplicateur de Lagrange (LM), il consiste
en une régression de €2 sur une constante ag et sur ses valeurs retardés des carrés des résidus
jusqu’a Vordre p: € |, € o,..., €,

ef = Qg + 0416371 + 0426372 + ...+ ozpeffp +e.
Nous testons ’hypothése nulle de I’homoscédasticité Hy :

ap =01 =ay=...=aqa,=0.

La statistique du test est :

LM (p) = nR? %8 X2 (p),
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ou n est la taille de I’échantillon étudié.

La régle de décision est : - Si LM (p) < x3_,, /2 (p), alors Hy est acceptée, il y a donc absence
d’hétéroscédasticité, i.e., pas d’autocorrélation entre les carrés des résidus.

- Sinon, si LM (p) > x3_, /o (p), alors Hy est rejetée et il y a présence d’hétéroscédasticite,
i.e., les autocorrélations entre les carrés des résidus, le modele choisi alors peut étre retenir.

Le résultat de ce test peut conclu par la probabilité associée, comparée & 0.05 en général.

Remarque 1.3.1 Avant de procéder au test, le corrélogramme des carrés des résidus (Corre-
logram of Residuals Squared) peut nous donner une idée sur la présence de l’autocorrélaion et

Uordre p a travers la colonne de fonction autocorrélation partielle (Partial Correlation).

1.3.3 Modéles ARCH (AutoRegressive Conditional Heteroskedasti-
city)

Le modeéle ARCH a été présenté pour la premiére fois par Robert Engel en 1982 pour modéliser
la série des résidus (¢;) du modele ARMA suivant, quand ces résidus ne sont pas un bruit blanc
(propriété peut vérifier par le test BD.S dont Hy : les résidus du modéle ARMA(P, Q) estimé
sont i.i.d.),

Ty = ]El (Tt | It—l) + €t.
ou

P Q
Tt:)\—i-Z(biTt,i—l-ZejQ,j—l-Et (11)
=1 j=1

ou le comportement de ¢; peut décrit par

€t = Oy,

avec 1, ~ i.i.d. (0, 1) (bruit blanc).

La représentation ARMA considére que 1’espérance conditionnelle (qui est 1’objectif de la mo-
délisation Box-Jenkins) des rendements 7; de la série observée varie au cours du temps alors

que la variance conditionnelle ne change pas (homoscédasticité). Par contre, le modele ARCH
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considére que la variance conditionnelle (¢2) de ¢, d’ARMA est variable au cours du temps (hé-
téroscédasticité) et c’est une fonction des carrés des erreurs ou des innovations passés jusqu’au

retard ¢ tant que donnée par la représentation autorégressive (1.2) de la définition suivante :

Définition 1.3.1 (Processus ARCH d’ordre q)

On dit que (e;) est un processus ARCH (q) si ses deux premiers moments conditionnels véri-
fient :

(i) B(e/e—1) =0, YVt € Z,

(ii) Il existe des constantes w >0, a; >0, i =1,...,q et §; >0, j =1,...,p, telles que :

q
Var(e/ei—1, €-9,-+) =07 =w+ Z el (1.2)
i=1

ot w est une constante strictement positive, «; (paramétres) > 0, i = 1,...,q, q est le retard
et o est la volatilité comme mentionné ci-dessus (dans la sous-section précédente). On a les
propriétés sutvantes :

E(Et/]-tfl) = 0, w > O,

Théoréme 1.3.1 (Stationnarité au second ordre du ARCH(q))

Un processus (€;) de définition 1.3.1 est stationnaire si la condition suivant est vérifiée :

zq: a; < 1.
1=1

Cette stationnarité est de second ordre.

1.3.4 Modéles GARCH (Generalized ARCH)

A. Définitions et présentations

Le modele GARCH est une extension du modéle ARCH présenté ci-dessus. Ce processus a les
mémes propriétés et les mémes fondements que le processus mais sa formule qui lui caractérise
est plus générale que celle d’ARCH. La volatilité est en plus une fonction des carrées de ses

valeurs passées.

Définition 1.3.2 (Processus GARCH(p,q) semi fort)
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On dit que (€;) est un processus GARCH (p,q) si :
(Z) E(Et/thl) = O, Vt € Z,
(i) Il existe des constantes w >0, a; > 0,i=1,...,q et B;>20,5=1,..,p, telles que :

q p
Var(e/ei1) = 07 =w + Z el + Z Bjaf_j. (1.3)
i=1 j=1
Définition 1.3.3 L’équation (1.3) peut étre écrite de maniére symbolique plus compacte
o} =w+a(B)e+p(B)o;, teZ

ot B est l'opérateur de retard vérifiant (B'e; = €} ; et Blo} =0} ;), et

p

a(B) =3 aiBy  B(B)=) BB

j=1

Si B(B) =0, le processus est applé ARCH(q) .

L’innovation du processus €? est par définition la variable v; = ¢ — ¢2. En remplagant, dans

équation (1.3), les variables o7 ; par €/ ; — v;—; on obtient :
T p
e :w~|—2(ai+5i)ef_i+vt—Zﬂjvt_j, teZ (1.4)
i=1 j=1

ou r = max(p,q). Cette structure ressemble le processus ARM A. Donc on peut confirmer
que sous certaines conditions si (¢;) est un GARCH (p, q) alors € est un ARMA (r,p) .Ces
représentations de ARM A seront utiles pour ’estimation et 1’identification des processus

GARCH.
Remarque 1.3.2 (Corrélation des carrés d’'un GARCH)

Il est discuté dans la sous-section 1.3.1 qu’une propriété caractéristique des séries financiéres
que le fait les rendements ¢; sont non corrélés, tandis que les carrés des rendements sont bien
autocorrélés. En effet, les ¢; sont non corrélés vu (i) de définition 1.3.2 et la représentation (1.4)
montre que les processus GARCH sont bien adaptés a la prise en compte de cette propriété

empirique. En utilisant cette formule pour donner la suite des autocorrélations d’ordre h de €?
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vérifie une relation de récurrence caractéristique des modeles ARM A. Prenons pour simplifier
un modeéle GARCH (1,1) . Son carré (e2) est alors un ARM A (1,1) son autocorrélaion alors
est

Corr (€,6_),) = K (a1 + B)", h>1 et K estune constante.

Cette autocorrélation tend vers zéro quand h est grand.
Définition 1.3.4 (Processus GARCH(p,q) au sens fort)

Un processus (€;) est dit processus GARCH au sens fort s’il vérifie

{azom 2 : (15)
oy =w-+ 23:1 Qi€p_; + Z?:l ﬁjo-tfj‘
ot w >0, a; >0 et 3; >0.(n,) une suite de variables i.i.d.

En remplagant €, ; par o;_;n,_,; dansl’équation (2.5) on obtient

q P
2 _ 2 2 2
0 =w-+ E Q0 My + E 6;“7157]';
i=1 j=1

Dans I’équation (1.5), si on remplace €;_; par o;,_;n,_; on aboutit a la représentation (1.6)
ol =w+ Z a; (m—;) o, (1.6)
i=1
ot a; (n,_;) = ami_; + B;, i =1,...,7 = max(p,q). Cette équation montre que, dans le
cas d'un GARCH (p, q) fort, le processus de volatilité (02) vérifie une équation autorégressive
AR (r), mais avec des coefficients aléatoires.

B. Etude de stationnarité :

Dans le cas du processus GARC H (p, q) fort, 'écriture vectorielle suivante sera trés utile. On a

2y = bt + AtZt,l, (17)

ou ,
Q1]

0 6.?

L

b, = b,(n;) = w € R, 2y = Et—0q2+1 € RPta
0 .t
6 U?—Q—l-l
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et
o} e agn B e Bnt
1 0 --- 0 0 0
0 1 .- 0 0 0
0 1 0 0 . 0 0
A, = 1.8
' a1 Qg B B, (18)
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 o1

est une matrice de dimension (p + ¢q) x (p + ¢). L’équation (1.7) constitue un modele vectoriel
autorégressif d’ordre un, avec coefficients positifs et i.i.d. La loi de z, conditionnelle & son passé
infini coincide avec sa loi conditionnelle & z;_; seulement, ce qui fait que (z,) un processus de
Markov. On parle ainsi de représentation markovienne.
En itérant (1.7) on obtient

oo

i =b+ Y AA 1 A g, (1.9)

k=1
B.1 Stationnarité stricte :
L’outil principal pour I’étude de la stationnarité stricte est le concept d’exposant de Lyapounov.
Soit A une matrice de dimension (p + ¢q) x (p + ¢). Son rayon spectral, noté p(A), est le plus
grand module de ses valeurs propres. Soit ||.|| une norme quelconque sur I'espace des matrices

(p+¢q) x (p+ q). On a le résultat d’algébre suivant
1
tlim n log HAtH = log p(A) (1.10)

Soit {As,t € Z} une suite de matrices aléatoires, strictement stationnaire et ergodique, telle

que Elog™ ||A!|| est finie. On a
1 |
tli)rglo ;E(log |AtAi—1.. ALl =~ = t1er11\£ ;E(log |AcAi—1... Ad]l) (1.11)

et y(resp.exp(y)) s’appelle le plus grand exposant de Lyapounov (resp. rayon spectral) de la
suite de matrices {As,t € Z}. De plus

) 1
v = tlinglo ps. 5 log || AsAs—1... A (1.12)
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Soit {As,t € Z} une suite de matrices aléatoires iid telle que E(log™ || As|| est finie et de plus

grand exposant de Lyapounov . Alors
lim o p.s. [|[Ao.. A =0=7<0 (1.13)

Comme pour les modéles ARMA, nous nous intéressons plus particuliérement aux solutions (¢;)

non anticipatives du modele (1.5), c’est a dire telles que X; appartient a la tribu engendrée par
{ne: M1, -3
Théoréme 1.3.2 (Stationnarité stricte du modéle GARCH(p, q))

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus GARCH (p,q) strictement

stationnaire, solution du modéle (1.5) est que
7 <0 (1.14)

ou 7y est le plus grand exposant de Lyapounov de la suite {Ay,t € Z} définie par (1.8).

Lorsqu’elle existe, la solution strictement stationnaire est unique, non anticipative et ergodique.

Preuve 1.3.1 En cette preuve utilisons la norme définie par ||Al| = >, |a;;| . Remarquons que
les variables n, étant de variance finie, tous les termes de la matrice A, sont intégrables. On a

donc

Blog" | Al| < B A/ < .

Supposons d’abord que v < 0. Donc la suite

N
E(N)=b+ > AA 1 Anby

n=1
converge presque stirement lorsque N tend vers l'infini, vers une limite notée z,. On a en effet,

en utilisant la multiplicité de la norme,
Z(N) < bl + D NAA 1 Al [ |
n=1
et
1 1 1 1
1A Al B[P = exp [glog A4 Aeall + Lo b

2o < 1.
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Pour montrer que %log Hl_)t_n_IH — 0, p.s. on a
Elog Hbt_n_lH <log” w+ Elog™ Hl_)t_n_lH <log w+E ||l_9t_n_1H < 00

Par suite, par la régle de Cauchy, 2, est bien défini dans (R**)P* et coincide avec le nombre
de droite de (1.9). Soit Z,,,, la ¢+ 1-éme composante de Z,. En posant €; = m on définit
une solution du modéle (1.5). Cette solution est non anticipative car d’aprés (1.9), € s’exprime
en fonction mesurable de n,, n,_4, .... Cette solution est strictement stationnaire et ergodique
puisque (n,) est ergodique.
L’unicité se démontre par le méme raisonnement que dans le cas p = q = 1. Soit la solu-
tion strictement stationnaire de (1.5), ou bien une solution (z,) strictement stationnaire de
(1.7) . Pour tout N > 1,
=2, (N—=1)4+Ap.. . Ay_nzy N1

Alors

120 = Zill < 1120 (N) = Z4[| 4 || As-. A | HQ—N—lH
Le premier terme a droite de l'inégalité tend vers 0 p.s. quand N — oo. Par ailleurs, puisque la
série définissant Z, converge p.s., on a ||As...Ai—n|| — 0 avec probabilité 1 quand N — oo. De
plus ||z_y_1|| est indépendante de N par stationnarité. Par suite ||A...Ar_y|| ||zi—ny_1]] — O
en probabilité lorsque N — oco. Donc on a montré que z, — z, — 0 en probabilité si N — oc.
Ce terme est indépendant de N, on a donc nécessairement z, = z, pout toutt p.s.
On montre finalement la condition nécessaire du théoréme. D’aprés le lemme 1.3.1, il suffit

d’établir la partie gauche de (1.12). Nous allons montrer que pour 1 <i < p+q
tlim Ag...A_te; =0, D.S.

ou e; est le i — eme élément de la base canonique de RPY1. Soit (e;) une solution strictement

stationnaire de (1.5) et soit (z,) défini par (1.7). On a pout t > 0
Zy = Zlo + A0§71

t—1
= by+ Y Ao Alb o+ Ag ALz,
k=0

v

t—1
> Ag Ay,
k=0
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car les coefficients des matrices Ay, b, et z, sont positifs. Par suite la série 22;10 Ag Agb i
converge et donc Ag...A_xb_,_, tend presque surement vers 0 pour k — oo. Or b_,_; =

wn%kflel +wegy1. Donc Ag...A_yb_,,_, se décompose en deux termes positifs et on a

klim Ay A_pwn?®,_e1 =0, klim Ap... A_pweqgiq =0, p.S.
Puisque w # 0, la limite ”tlim Ag... A_e; = 0, p.s.” est alors vraie pour i = q+ 1. On

utilise la relation
A_reqyi = Bin’ _1€1 4 Bieqr1 + qtita, i=1...,p
avec par convention epy,11 = 0. Pour 1 =1 cette relation donne
0= lim Ag..A_regi1 > khinon...A,k+1eq+2 >0

k— o0

donc la lamate est vraie pour i = q + 2, et par récurrence , pour i —q+j, j = 1,...,p. Par
ailleurs, on remarque que A_re, = agn*e1 + qgeq,1 ce qui permet de voir, que la limite est

vérifiée pour i = q. On conclut pour les autres valeurs de v en utilisant
2 .
A_peqri = ain_per + aiegpr + €1, =101

est une récurrence ascendante. Donc, le théoréme est démontré.

B.2 Stationnarité au second ordre :
Théoréme 1.3.3 (Stationnarité au second ordre du modéle GARCH (p, q))

S’il existe un processus GARCH (p,q), au sens de la définition 1.3.2, stationnaire au second

ordre et non anticipatif, et si w > 0, alors

q p
dai+) B< L (1.15)
i=1 j=1

Inversement, si (1.15) est vérifiée, l'unique solution strictement stationnaire du modéle (1.5)
est un bruit blanc (donc est stationnaire au second ordre). Il n’existe pas d’autre solution sta-

tionnaire au second ordre.
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1.3.5 Modeéles GARCH exponentiel (EGARCH)

A. Définitions et présentations :
Définition 1.3.5 (Processus EGARCH(p,q))

Soit (n,) une suite de variables iid, centrées et réduites (E(n,) = 0 et Var(n,) = 1). Le
processus (€;) est dit un processus GARCH exponentiel (exponential GARCH) s’il vérifie une

équation de la forme

{ & = el (1.16)
log U? =w+ 23:1 ) (771;72‘) + Z?ﬂ 5;’ log U%—j'

ol
g (nt—i) =0n,_; +h (‘7775—@" —E ‘nt—iD

w>0, a; B, 0 et h sont des réels.

1. Ce type de modele est connu sous le nom d’asymétrie. Cépendant, la positivité des coefficients
n’est pas exigée ce qui rend EGARCH plus général que GARCH.

2. Une autre différence par rapport GARCH classique ou symétrique réside dans I’écriture de la
variance conditionnelle comme fonction des innovations normalisées (divisées par leur écart-type

conditionnel), plutdt que fonction des innovations passées.

B. Stationnarité
Théoréme 1.3.4 (Stationnarité de processus EGARCH(p,q))

On suppose que g (n,) n'est pas presque sirement nulle et que a(z) = Y1 ;2" et [(z) =
1-— ?:1 ﬁjzi n'ont pas de racines communes, avec « (z) non identiquement nulle. Alors, le
modéle EGARCH (p,q) défini par (1.16) admet une solution strictement stationnaire et non
anticipative si et seulement si les racines de [5(z) sont de modules strictement supérieure a 1.

Cette solution vérifie B (loge?)’ < oo dés que B (logn?)® < oo et E (g% (n,)) < oo. Si de plus

[T Eexp (v (n) < oo (117)

=1

Univ. Annaba Département de Mathématiques Amiri Omrane



1.3 Modéles de volatilité 39

tels que les \; sont définies par % =Y ML alors (e) est un bruit blanc de variance

B () =B () = [] (0, )

=1

ou Wt = ghs et gy (x) = Beap[zg (n,)].

Preuve 1.3.2 On aloge? = logo?+logn?. Puisque logo? suit un modele ARM A(p, q—1) dont
le polynéme AR est (3, les hypothéses sur les polyndmes retards sont nécessaires et suffisantes
pour exprimer de maniére unique logo? en fonction de n,_, et de son passé infini sous forme

moyenne mobile infinie:

logo? =w*+> Xg (),  ps.
=1

Les processus (loge?) et (logo?) sont par suite strictement stationnaires. Le processus log o2
est stationnaire au second ordre et également (log €?) sous I’hypothése E (log 77?)2 < 00. De plus

d’apres le développement précédent

€ =gt = e + HeXp [Nig (ne—i)] 17, p-s.
i=1

En utilisant le fait que le processus g (n,) est iid, on obtient le résultat sur ’esperance de €.

1.3.6 Modeéles GARCH a seuil (TGARCH)

A. Définitions et présentations :

Le modele de GARCH a seuil (threshold GARCH ) découvert par Glosten, Jagannathan et
Runkle (1993) ([25]) est une facon d’introduire ’asymétrie et de spécifier la variance condition-
nelle (volatilité) en fonction des composantes positives et négatives des innovations passées.
Notons

e, = max(e;,0), et ¢ = min(e;,0)

ces composantes, en remarquant que €, = €, + ¢; . La classe suivante introduit un effet de seuil

dans la volatilité.
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Définition 1.3.6 (Processus TGARCH(p,q))

Soit (n,) une suite de variables iid, centrées et réduites (E(n,) = 0 et Var(n,) = 1). Le
processus (e) est dit un processus GARCH & seuil (Threshold GARCH(p,q) s’il vérifie une
équation de la forme

{ = o (1.18)
or=w+ > e — a6 ]+ > 1 Bioij.

ol w, a; 4, a; et [3; sont des réels.

Cette représentation s’interpréte comme ’écart-type conditionnelle de ¢;. Dans tous les cas,
Pécart-type conditionnelle de ¢; est |0y . Il n’est pas nécessaire d’imposer la positivité de oy
comme le cas des modeles GARCH classiques fondés sur la modélisation de o?. Mais on peut

revient & mettre au carré les variables aléatoires de I’équation (1.18), c’est une variante ot on

€ = 01, (1.19)
ol =w+ 23:1 (aief_i - %,i?:if[e;po]) + Z?:l B]U?—j' .

Dans le cas de de positivité de tous les coefficients du (1.18) on a

pose

& =omf, € =om; (1.20)

ce qui permet d’écrire I’écart-type conditionnel sous la forme

max(p,q)

o =w+ Z a; (m—;) oo (1.21)

i=1
oua; (n; —i) = a;m 5 —a;_n,_; +B; i=1,..., max(p,q). La dynamique de o, est donc
autorégressive a coefficients aléatoires.

B. Stationnarité :

L’étude de la stationnarité repose sur une représentation analogue a (1.7) obtenue en remplacant
dans le vecteur z,_; les variables €, par ( ej__i > et les 02, par oy_; et en modifiant de

€
maniére adéquate b, et A;. Plus précisément, en utilisant (1.20) on obtient

Z = l_)t + Atgtfl (122)
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ou o N
Wi €t
—wny —G
0 .
: 9 € 9
b, =0b(n,) = € RPF, 2 = Lt € R
w €t—q+1
0 O¢
0 Ot—p+1
et +- +- +- +- ——
Ny (lg-1 Qg+t Qg Tt Ny 51;;;71 ﬁpm
M Qug-1 —Og4T) —Qq, Ty — 51;;;—1 —5;;771:
At = ]2q—2 02q—2 02q—2 02q—2><p—1 02q—2 (123)
al:q—l aq,—‘r aq,— ﬁl:pfl /Bp
0pfl><2q72 Opfl Opfl Ipfl Opfl

est une matrice de dimension (p + 2¢) x (p + 2q),

2q—2
A1.g—1 = (al,-‘m Ap—y ooy Qg1 4, aq—l,—) € R* ;

/Blzp—l = (617"‘) /Bp—l) €Rp_1‘
Le résultat suivant est analogue a celui obtenu pour la stationnarité stricte des modeles GARC H (p, q).

Théoréme 1.3.5 (Stationnarité stricte du modéle TGARCH(p,q))

Le modele TGARCH(p,q) définie par (1.18) — (1.19) admet une solution strictement station-
naire, non anticipative si

v < 0.

7 le plus grand exposant de Lyapounov de la suite {A;, ¢ € Z} définie par (1.23). Cette solution

est unique et ergodique.

Preuve 1.3.3 La condition suffisante de ce théoréme est immédiate et similaire a celle du
théoréeme 1.2.8. Pour la partie nécessaire on remarque que les termes des matrices A;, by et
2y sont positifs. Ceci permet d’obtenir comme précédemment que Ag...A_1b_r_1 tend presque

strement vers 0 quand k — oo. Or b_,_1 = wnfk_lel —Wn_,_ €2 +weagr1. Donc, en utilisant
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la positivité, on a

klim Ap .. .A,kwnfk_lel = klim Ag.. . A_pwn_, €2
= klim Ap. .. A_jpwesgi1 p.S.
On en déduit que klim Ag...A_re; =0, p.s.pouri=1,...,2q+1 par récurrence, de maniére

similaire au cas GARCH.
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CHAPITRE

2
Identification d’un modéle GARCH

Cette étape consiste & déterminer dans la famille des modeles ARIMA ou GARCH l'ordre (ou le
nombre de décalage optimal k) du modeéle générateur des données par principe de parcimonie.
L’identification des premieres valeurs des ordres p et q est basée sur I’étude des corrélogrammes
simple et partiel des fonctions d’autocorrélation AC et PAC. Par exemple,

(i) Pour un AR, l'ordre correspond au nombre des coefficients d’autocorrélation partiel (PAC)
non nuls (différents de 0), tandis que;

(ii) Pour un M A, l'ordre correspond au nombre des coefficients d’autocorrélation simple (AC)
non nuls (différents de 0) ;

(iii) Si les fonctions d’autocorrélation simple et partiel ne paraissent pas tronquées, il s’agit
d’un processus ARM A.

Il est a noter que le modele optimal parmi ceux-ci sélectionnés est choisi par tdtonnement.
Dans ce chapitre, nous intéressons a la sélection d’'un modeéle GARCH ou ARMA — GARCH
approprié pour des observations (données) X7, ..., X,, d’un processus stationnaire centré. Une
grande partie de la théorie de la finance repose sur ’hypothése que les prix suivent une marche

aléatoire. Le processus des variations des prix X = (X;) devrait donc constituer une séquence
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de différence de martingale et devrait coincider avec son processus d’innovation, € = (¢;). La
premiére question abordée dans ce chapitre a la section 2.1, sera de tester cette propriété, ou du
moins une conséquence de celle-ci : I’absence de corrélation. Si des autocorrélations empiriques
significativement non nulles sont détectées dans les variations des prix, ou si ’hypothése de
marche aléatoire ne tient pas, la premiere idée est d’ajuster un ARMA(P, Q) aux données

avant d’utiliser un modele GARC H (p, q) pour les résidus du modele ARM A

P Q
Xt — Z a,Z‘Xt_z‘ = €t — Z bjEt_j (21)
=1 i=1

ot (€) est un bruit blanc GARCH vérifiant

€ = Oy

q P

2.2

o =w+ E i€l + E B07; (2.2)
i=1 j=1

avec (1,) une suite de variables iid centrées de variance unité, w > 0, a; > 0 (i = 1,...,q) et
B; >0 (j=1,..,p). En fait, parmi les outils de la méthode de Box-Jenkins est la détermi-
nation (identification) des odres du modeéle aproprié (I’objet de ce chapitre) avant de passer a
Iestimation des différents coefficients qui est I'objet du chapitre suivant. L’identification des

ordres (P, ()) sera examinée dans la section 2.2, et celle des ordres (p, q) dans la section 2.3.

2.1 Vérification de ’absence de ’autocorrélation pour le
bruit blanc

Cette section est consacrée a I’étude de 'odre d’'un modeéle GARCH apriori choisi aux observa-
tions soumises a I’étude en utilisant les fonctions d’autocoréllations simples et partielles.

Considérons le modele GARCH (p, q) de (2,2), on sait que quelques soient les ordres p et g, la
solution non anticipative stationnaire du second ordre de (2.2) est un bruit blanc, c’est-a-dire

un processus centré et les autocorrélations théoriques (ACRT's)
p(h) = Eeern) B (2.3)

satisfont p(h) = 0 pour tout h # 0.
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Etant donné les observations €y, ..., €,, les autocorrélations théoriques d’un processus centré (e;)

sont généralement estimé par les autocorrélations empiriques (ACRE')

py =10 ) =5(-m) = Y e (2.4

pour h=0,...,n — 1.

Bien que définit pour |h| < n la fonction d’autocovariance empirique évidemment un estimateur
trés pauvre de y(h) pour des valeurs de h proche de n. D’aprés Christian Francq ([24], p. 3),
Box, Jenkins et Reinsel ([10], p. 32) recommandent a titre indicatif de n’utiliser ces quantités
que si n > 50 et pour h < F.

Si (&) est une suite de variables aléatoires centrés iid a variance finie alors la valeur de Desti-

mateur d’'une ACREs est normale telle que :
Vip(h) = N(0,1), (2.5)

pour tout h # 0. Pour un bruit blanc fort les ACRFEs se situent donc entre les bornes de
confiance +1.96/+/n avec une probabilité d’environ 95% lorsque n est grand. Dans un logiciel
standard ces bornes au niveau de 5% sont généralement présentées par des lignes pointillées.
Ces bandes de significativité ne sont pas valables pour un bruit blanc faible, en particulier pour
un processus GARCH.

Mais, il est souvent utile et important (notamment pour la sélection des modeles) de déterminer
si les autocovariances emperiques sont significativement différentes de zéro au-dela d’un certain
rang. Pour cela il est primordial d’estimer la structure de ces autocorrélations empiriques. Cette

structure sera étudiée dans la section suivante.

2.1.1 Comportement des autocorrélations empiriques d’un proces-
sus GARCH

Soient p,, = (p,,(1), ..., P (m))’ le vecteur des m premieres ACRE de n observations du pro-
cessus GARCH (p, q) défini par (2.2) et soit 4,, = (9(1),...,5(m))" le vecteur ’ACV E (Auto-

covariances Empriques).

Théoréme 2.1.1 (Distributions asymptotiques des ACVE et ACRE d’'un GARCH)
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Si (e;) est non anticipative et est une solution stationnaire du modeéle GARCH (p, q) de (2.2)

et si Fe} < oo, alors quand n — oo,

.~ L
\/ﬁf)/m I N(()? E"A}’m) et \/_pm —> N( pm = {E€ } QEa'm) (2'6)
ou
Eet et 1 Eefet_let_g Eefet_let_m
Eet €1_1€4—2 Eefef_g
Yy = (2.7)
Ee?e; 161 FEele; o6t 1, Eetet m

est non singuli¢re (invesrible). Si la loi de 7, est symétrique alors 35 est diagonale.

Notons que, 3; = I, lorsque (€;) est un bruit blanc fort d’apres le Théoréeme 1.1 ([24]).

2.1.2 Test Portemanteau (Ljung-Box)

Le test de portemanteau standard pour vérifier que les données sont une réalisation d’un bruit

blanc fort est celui de Ljung et Box (1978) ([31]), ayant les hypotheéses présentées comme suit :

Hy : absence d’autocorrélation
H, : existence d’autocorrélation

Il s’agit de calculer la statistique QL5 :

QLP .= n(n+2 Z P (2.8)

ou n est la taille de I’échantillon,
p(i) est autocorrélation au retard i et m est le nombre de retards testés. Les hypotheses
peuvent se transmettre par :

Ho: p(1) = p(2) = .. = p(m) =
Hy : il existe au moins p(7) # 0

Sous Hy, la statistique QLP est asymptotiquement distribuée selon une loi de x? a m degré de
liberté.

La regle de décision est :
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-Si QLB > 2 (1—a) (est supérieure au (1 — a)-quantile d’une loi x2, ) on rejette 'hypothése
de bruit blanc fort H

-Si QEB <2 (1 — ) on accepte Hy

En utilisant les probabilités correspondantes ¢a peut mener a la méme décision (Corrélogramme
des résidus).

Les tests de Portemanteau sont construits pour chercher la non-corrélation, mais la distribution
asymptotique des statistiques n’est plus x?, lorsque la série s’écarte de I’hypothese de bruit blanc
fort.

Par exemple, ces tests ne sont pas robustes a I’hétéroscédasticité conditionnelle. Dans le cadre
GARCH, on peut souhaiter tester simultanément la nullité des m premiéres AC RT en utilisant

des statistiques de portemanteau.
Théoréme 2.1.2 (Test du portemanteau corrigé en présence d’ARCH)

Sous les hypothéses du théoréme 2.1.1, la statistique de Ljung — Box
Qm = 1ppS5" P (2.9)

a une distribution 2, asymptotique.

Preuve

Il suffit d’utiliser le Théoreme 2.1.1 et le résultat suivant : si X,, — N(0,X) avec ¥ non
singuliere et si Y, — Yen probabilité, alors

A

XISx, £ 2

Le test de Ljung — Box au seuil asymptotique « basé sur les m premieres ACRE consiste a
rejeter 'hypothése que les données sont générées par un processus GARCH, si @),,, est supérieur

au (1 — a)-quantile d’un x?,.

2.1.3 Autocorrélations partielles empiriques d’'un GARCH

Soit 7, le vecteur des m premiéres autocorrélations partielles (ACP) et 7, le vecteur des
autocorrélations partielles empiriques (ACPFE) du processus (¢;). Pour un bruit blanc faible,

les ACRE et les ACPE ont la méme distribution asymptotique d’apres le théoréme suivant
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Théoréme 2.1.3 (Loi des ACPE et ACRE pour un bruit faible)

Si (e¢) est un bruit blanc faible et
Vb, == N(0,%5,) (2.10)

alors

Vi 5 N(0,55,). (2.11)

Preuve (Voir [24], p. 435)
Le résultat de ce théoréme peut s’appliquer en particulier & un processus GARCH.
Par conséquent, sous ’hypothése d’un bruit blanc GARC H avec un moment fini d’ordre 4, les

estimateurs cohérents de ) . sont
(2.12)

ol J,, est la matrice obtenue en remplacant py (1), ..., py (m) parpy (1), ..., px (m) dans la matrice
jacobienne J,, de I'application p,, — 7,,, et f];)m est I'estimateur consistant de X5 ~défini a la
suite du Théoréeme 2.1.1.

On peut tester la nullité simultanée de plusieurs autocorrélations partielles théo-
riques en utilisant des tests portemanteau basés sur les statistiques

AN NG (s
QuEr =i #, et Q, =ni, (S

—1a
015, (2.13)

2.2 Identification des ordres ARMA d’un ARMA-GARCH

Supposons que les outils développés dans la section 2.1 conduisent & rejeter I’hypothése selon
laquelle les données sont une réalisation d’un processus GARCH pur. Il est alors judicieux de
chercher un modele ARM A(P, Q) avec innovations GARCH. Le probléme est alors de choisir

(ou d’identifier) des ordres plausibles pour le modeéle de la forme (2.1) suivant :

P Q
X — Z a; Xi—j = € — Z bi€r—i
i=1 i=1
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sous des hypothéses standard (les polyndomes AR et M A n’ayant pas de racines communes
et ayant racines hors du disque unité avec apbg # 0, Fe} < 00), ou (&) est un bruit blanc

GARCH du formule (2.2).

2.2.1 Autocorrélations empiriques d’'un ARMA-GARCH

Rappelons qu'un M A(Q) satisfait py(h) = 0 pour tout h > @, alors qu'un AR(P) satisfait
rx(h) = 0 pour tout h > P.
Les ACRE et les ACEP jouent ainsi un role important dans l’identification des ordres P et ().

Invalidité de la formule de Bartlett standard et de la formule modifiée

La validité de la formule habituelle de Bartlett repose sur des hypothéses incluant le bruit blanc
fort, hypothéses qui sont évidemment incompatibles avec les erreurs GARC H. Nous verrons
que cette formule conduit & sous-estimer les variances des ACRFE et des ACPE, et donc a des
ordres ARM A erronés.

Nous supposons tout au long que la loi de 7, est symétrique. Et le comportement asymptotique

des ACRE est déterminé par la formule de Bartlett généralisée suivante

lim nCov (px (i), px(j)) = vij +vj;, >0, j>0

n—--+oo

ou

v = Y wilOwi(0), vy = (k= 1)) pea(Owi(Ow;(6) (2.14)

Cette formule implique les autocorrélations théoriques de (X;) et (e2), ainsi que le rapport

ke — 1 =7.2(0)/72(0).
wi(l) = {2px())px () — px (£ +1) — px (£ =)}

Le résultat suivant montre que la formule standard de Bartlett sous-estime toujours la variance

asymptotique des autocorrélations de I’échantillon en présence d’erreurs GARCH.

Proposition 2.2.1 Sous les hypothéses du théoréme concernant la formule de Bartlett pour un

processus linéaire faible, si le processus d’innovation linéaire (€;) est un processus GARCH avec
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1, a une loi symétrique, alors

vi; >0 pour tout i > 0.

St de plus
o1 > Oa VQT(’I’]?) >0 et Z pX(h) 7é 07
—h=00
alors
vl >0 pour tout i > 0.
Preuve

D’apres la proposition 2.2 (Voir [24], p. 62), on a p.(¢) > 0 pour tout [, avec inégalité stricte
quand aq > 0.
11 résulte donc immeédiatement de (2.14) que v}; > 0. Lorsque a; > 0 cette inégalité est stricte

sauf si K. =1 ou w;(l) = 0 pour tout [ > 1,c’est-a-dire :

2px (1)px (€) = px (€ +1) + px (£ — ).

Supposons que cette relation soit vérifiée et notons qu’elle est également satisfaite pour tout

¢ € Z. De plus, en sommant sur ¢, on obtient
2px (i) ZPX(K) = ZPX(K +1) + px (0 —i) = QZPX(E)-

Comme la somme de toutes les autocorrélations est supposée non nulle, nous avons donc py (i) =
1. En prenant ¢ = i dans la relation précédente, on trouve donc que py(2i) = 1.
L’itération de cet argument donne py(ni) = 1, et laisser n tendre vers linfini donne une

contradiction. Enfin, on ne peut pas avoir k. = 1, car :
Var(e) = (E€,)* (ke — 1) = ER{Var(n;) + Var(h,) > w*Var(n;) > 0.

Algorithme de calcul
En pratique on ne dispose pas des ACRT de (X;) en (¢2) et des autres quantités théoriques qui
interviennent dans la formule de Barttlet généralisée.

L’algorithme utilisé pour estimer ces quantités est le suivant :
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i) Ajustement d’'un AR (po) & la suite Xy, ... , X, en utilisant un critére d’information pour
sélectionner 'ordre py;

ii) Calcul des ACRT p,(h), h=1,2,... de ce modele AR (py);

iii) Calcul des résidus ey,+1, ... , €, d’ajustement du modele AR (py) ;

iv) Ajustement d’'un AR (p;) a la série des carrés des résidus e? , €2 en utilisant également

p+1,...

un critére d’information pour sélectionner pq;
v) Calcul des ACRT py(h), h=1,2,... de ce modele AR (p);
vi) Estimation de lim nCov {p(i), p(j)} par v; et v} ou

Zmax

Vii = Z p1(0)[2p1(3)p1 (7)1 (€) — 2p1 (i) p1 (£ + J)

l=—Lmax
—2p1(J)pr (£ +0) + pr (L4 — 1) + py (€ — j — 1)),

»®

A~ ema
i = B mORAOMGRO 2O O+
€ =

—_Zmax

=2p1())p1(O)pr (L + J) + pr(E+ ) {py (€ + J) + p1 (€= J) },

n
> @

. 1 .
{=—po+1

n J—
Po {=—po+1

=
et (imax est un parametre de trancation déterminer numériquement de sorte que |p; (€)| et |py(€)]

soient inférieurs a une certaine tolérance (par ex. 107°) pour tout £ > fp.y.

2.2.2 Autocorrélations empiriques de ARMA-GARCH (bruit non
symétrique)

La formule de Bartlett généralisée ci-dessus est vérifiée sous la condition

Ee! = k. (Eef)2 <oo et
E€t1 €to€t3€t, — 0 si tl §£ tg tl §£ t3 tl 7£ t4
qui peut ne pas étre satisfaite si la distribution du bruit 7, de I'’équation GARCH n’est pas

symétrique. Nous allons voir quel est le comportement asymptotique des ACV E et ACRE dans

le cas trés général d'un processus linéaire dont l'innovation (e;) est un bruit blanc faible. La
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propriété suivante permet d’interpréter la variance asymptotique des AC'V E' comme la densité

spectrale en 0 d’un processus multivarié. Soit ., = (7(0),...,5(m))".
Théoréme 2.2.1 (Variance asymptotique des ACVE d’un processus linéaire faible)

Soit (X¢)tez un processus stationnaire réel vérifiant :

X = Z \I’jGt_j, Z |\If]| < 00,

j=—o0 j=—o0

ol (€;)sez est un bruit blanc faible tel que Fe} < oo. On pose :

, 1 &
Yo = Xu(Xe, X, oo Xeem)'s Dy(0) = BV, et fre(N) = - > e ™My (h),
la densité spectrale du processus Y;* = (V}*), Y,* =Y, — EY;. Alors,
lim nVary =%y =2nf,.(0). (2.15)

n—oo
Preuve

Par stationnarité et application du théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

1 n 1 n
nVarg +o(l) = nCOU(E Z Y/, - Z Y?)
t=1 s=1
n—1
1]

=Y 0= "oy v

n

h=—n+1

“+o0o
— 3 Iy (h) = 22 4-(0)

h=—o0
lorsque n — oo.
La matrice ¥ ~ impliqué dans (2.15) est appelé la variance de long terme dans la littéra-
ture économétrique, pour rappeler qu’il s’agit de la variance limite d’'une moyenne empirique.
Plusieurs méthodes peuvent étre envisagées pour l’estimation de la variance & long terme.
(i) L’estimateur naif basé sur le remplacement de I'y (h) par I'y (h) dans fy~(0) ne converge pas.
Cependant, un estimateur convergent peut étre obtenu en pondérant les f‘y(h), en utilisant un
poids proche de 1 quand h est trés petit par rapport a n, et un poids proche de 0 quand A est
grand.
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(ii) Un estimateur convergent de fy-(0) peut également étre obtenu a ’aide du périodogramme
liss¢ (Brockwell et Davis 1991, [11]).

(iii) Pour un AR(r) multivarié,
ABY, =Y, = > AYi =12,
i=1
(Z;) bruit blanc avec variance ¥z, la densité spectrale en 0 est
1 -1 1)1
1 (0) = A (1) SoAL (1)

Un modéle AR multivarié est facilement ajusté, méme un AR d’ordre élevé, en utilisant une
version multivariée de 'algorithme de Durbin-Levinson ([11], p. 422). Pour cela une méthode
peut ainsi étre proposée :

1. Ajuster les modéles AR(r), avec r = 0,1,..., R, aux données Y| — Y,,,...,Y,_,, — Y, ol
Y= (n—m)

2. Sélectionner une valeur ry en minimisant un critére d’information, par exemple le BIC'

3. Posons

A

Sp. = A (D)7, A, (1)

avec une notation évidente.

2.2.3 Identification des ordres (P,Q)

La détermination des ordres d’un modele ARMA(P, Q) par les autocorrélations empiriques
(ACRE) et des autocorrélations partielles (ACPE) n’est pas une téache facile. Plusieurs méthodes
sont utilisées telles que la méthode du coin (1980), méthode de I’epsilon-algorithme ou encore
la méthode de Glasbey(1982) qui définissent des statistiques plus commodes. Dans la section

suivante la méthode du coin est présentée.
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Meéthode du coin :

Notons D(i, j) la matrice de Toeplitz j X j

px () px(i—1) . px(i—j+1)
px(i+1)

D(i,j) = | | | (2.16)

px(i+j—1) pli+1) .. px (i)
et notons A(i, j) son déterminant. Puisque py (k) = X2 a;p(h—1) = 0, pour tout h > Q, il est
clair que D(i, j) n’est pas une matrice de plein rang sii > @ et j > P. Plus précisément, P et @)
sont les ordres minimaux (c’est-a-~dire que (X;) n’admet pas une représentation ARM A(P’, Q')

avec P’ < P ou ' < Q) si et seulement si :

A(i,j) =0 Vi>(Q etVj>P,
A1, P) #0 Vi > Q), (2.17)
A(Q,j) #0 vj > P.
Les ordres minimaux P et () sont donc caractérisés par le tableau suivant :
TN J |1 ]2 Q|Q+1
1 P1 | Po Pq | Pgt1
(T1) P X X X X X X (2.18)
P+1 X 0 0 0 0 O
: X 0 0 0 0 O

ot A(j,1) est a l'intersection de la ligne i et de la colonne j, et x désigne un élément non nul.
Les ordres P et () sont ainsi caractérisés par un coin de zéros dans le tableau (7'1), d’ou le
terme "méthode des coins". Les entrées de ce tableau sont facilement obtenues en utilisant la

récursivité sur j donnée par

A(3,7)? =AG+1,)AG—1,5) +A®G, 5+ 1DA®G,5—1) (2.19)

et soit A(7,0) =1, A(7,1) = px(]i]).
Notons D (i, ), A(i,5), (T'1), ... les termes obtenus en remplacant {py (h)} par {py(h)} dans
D(i.j), AG, ), (T1), ...
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En pratique, on a qu'un nombre fini de ACRE px(1),..., px(K), ce qui permet de calculer
A(j,i) pour i >1,j>1 et i+j < K+1. Le tableau (T'1) est donc triangulaire. Comme les
A(j, i) estiment de maniére consistente les A(7j,4), les ordres P et () sont caractérisés par un
coin de petites valeurs dans le tableau (T 1). Cependant, la notion de « petite valeur » dans
(Tl) n’est pas assez précis.

Il est préférable de considérer la statistique studentisée définie pour ¢ = —K,.... K et j =
0,..,K —|i| + 1, par

C o (4,4) o )G
t(z’])_\/ﬁ%(ij)’ TAGg) — Opy ol Opx

(2.20)

oY »x €st un estimateur convergent de la matrice de covariance asymptotique des K premiéres
ACRE, que 'on peut obtenir par 'algorithme de la partie 2.2.1 ou par celui de la partie 2.2.2,

et ou le Jacobien :

e\ Opx(1) 77 dpx(K)

est obtenu a partir de la dérivation de (2.19) :

OA(i, j) (aA@,j) aA(m))

OA(i,0
0A(i, 0) = 0, pour i=-K—-1,..,.K—-1 et k=1,..., K;
Ipx (k)
dA(i,1) . .
——2 = 1m(i]), pour i=-K,..K et k=1,.. K;
N Al NOAGT) A NOAG—145) A -\ QA (i+1,5)
aA(Z,] + 1) _ 2A(Z7'])apx(’i) B A(Z + 1"]> 3px(k)J B A(l B 1"7) apx(k)j (2 21)
dpy (k) A'(i,j—1)
Ali N2 A NAC | OA3,5—1)
{AG.? - A6 +15)AG - 1)} B
A2(i,j — 1) ’

pour k=1,... K, i=—-K+j, .. K—jetj=1..,K.

Lorsque A(i,j) = 0 la statistique ¢(7, j) suit asymptotiquement une loi N(0, 1) (particuliére-
ment, sous réserve d’existance de EX}!). Si, au contraire, A(i, j) # 0 alors (1//n) t(i, )| — oo
p.s. quand n — oo. On peut rejeter 'hypothése A(7, j) = 0 au nivea