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Etude d’'une équation différentielle fractionnaire impulsive
dans un espace de Banach

Résumé

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme une application in-
génieuse du calcul fractionnaire.
En effet, ces équations concourent dans la modélisation de certains phénomeénes physiques
présentant des termes mémoire dans leurs structures.

Par ailleurs, les équations impulsives constituent un autre domaine de recherche tres in-
téressant. On rencontre de telles équations lors de la modélisation des phénomenes évolutifs
qui subissent des changements rapides en nombre fini (ou infini) d’instants.

Au cours de ces dernieres années 1'étude des équations différentielles fractionnaires im-
pulsives a fait I'objet de divers travaux de recherche.

Le but de cette these est de contribuer au développement de cette théorie émergente, et ce
en étudiant une classe d’équations différentielles d’ordres fractionnaires multiples soumises
a des conditions impulsives dans des espaces de Banach. Les résultats obtenus dans ce travail
sont basés sur les techniques du point fixe.

Tout d’abord, nous proposons une correction et certaines améliorations du concept de
solution existant. Ensuite, nous nous intéressons a 1’étude de I’existence et I'unicité de la so-
lution de certaines équations différentielles impulsives d’ordres fractionnaires multiples sou-
mises a des conditions non locales dans un espace de Banach ainsi que la dépendance des so-
lutions par rapport aux données initiales. Finalement, nous traitons les questions d’existence
et d'unicité de la solution d’'une nouvelle classe équations différentielles impulsives d’ordres
fractionnaires multiples soumises a des conditions aux limites de type intégral fractionnaire.
Nous concluons les résultats obtenus par des exemples illustratifs.

Mots clés :
Calcul fractionnaire, conditions impulsives, théoremes de point fixe, conditions non locales,
probléme a valeur initiale, probleme aux limites.

MSC (2010) : 26A33, 34A08, 34A12, 34A37, 34B37.



Study of fractional impulsive differential equation in a Banach
space

Abstract

Fractional differential equations are considered as an ingenious application of fractional
calculus. Indeed, the real importance of these equations lies in there nonlocal character that
gives rise to long memory effect present in some phenomena.

Moreover, several investigations have paid a great attention to the study of impulsive diffe-
rential equations. Indeed, they are used to describe dynamics of many evolutionary processes
subject to abrupt changes in finite (or infinite) instants.

In the last few years, much interest has been focused to impulsive fractional differential
equation.
The object of this thesis is to contribute in the development of this theory where we study a
class of impulsive fractional differential equation of multi-orders in Banach spaces. The deri-
ved results are based on some fixed point theoremes.

First, we intend to improve and correct the concept of a solution established earlier. Next,
we are concerned with existence, uniqueness and stability of the solution of some impulsive
fractional differential equations in a Banach space subjected to a nonlocal condition. Finally,
we present some new existence and uniqueness results for impulsive fractional differential
equation with multi-orders subjected to fractional integral boundary conditions. Illustrative
examples are given.

Key Words
Fractional calculus, impulsive conditions, fixed point theorem, nonlocal conditions, initial
value problem, multi-point boundary value problem.

MSC (2010) :26A33, 34A08, 34A12, 34A37, 34B37.
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Introduction

Calcul fractionnaire

entiers (réels ou complexes).

Les origines du calcul fractionnaire remontaient a la fin du 17¢”¢ siecle, partant de quelques

spéculations de G. W. Leibniz concernant la question de 'Hopital, posée le 30/09/1695, sur la
n

dath
loppement de cette théorie, nous citons entre autres P. S. Laplace, J. B. ]. Fourier, N.H. Abel, J.

signification de sin= 1 Depuis, de nombreux mathématiciens ont contribué au déve-
Liouville, A. K. Grunwald, A. V. Letnikov, O. Heaviside, H. Weyl et M. Riesz etc.

Cependant, le calcul fractionnaire a été longuement considéré comme une simple théorie
mathématique sans aucune explication réelle ou pratique. En effet, 'intérét de ce concept
dans les sciences fondamentales et en ingénierie ne s’est manifesté qu’a la seconde moitié du
20 siecle. Dés lors, beaucoup de contributions autant théoriques que pratiques ont montré
I'importance des systemes d’ordres fractionnaires et leur intérét dans différentes disciplines

telles que la mécanique, I'électricité, la biologie, la chimie, I’automatique etc.

iii
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Les dérivées fractionnaires possedent un caractere non-local ce qui fait d’eux un outil puis-
sant pour la description des effets héréditaires et mnémoniques de diverses substances, ainsi
que pour la modélisation de certains processus dynamiques.

La premiére conférence sur ce theme a été organisée en juin 1974 par B. Ross intitulée " First
Conference on Fractional Calculus and its Applications" a I'université de New Haven . Pour
la premiere monographie le mérite revient a K. B. Oldham et J. Spanier, qui ont publié un
livre [63] consacré au calcul fractionnaire en 1974 apres un travail de collaboration entamé
en 1968. Cet ouvrage est le premier du genre qui rassemblé les divers résultats sur le calcul
fractionnaire. Une synthese théorique a été proposée dans le livre de K. S. Miller et B. Ross
[56], ot certains aspects algébriques des équations différentielles d’ordres fractionnaires sont
substantiellement développés. Sur le plan mathématique il faut citer I'’ouvrage russe de S. G.
Samko et al [70] paru en 1987, ce livre regroupe un ensemble de résultats et d’applications des
dérivées d’ordre fractionnaire.

De nos jours, plusieurs activités scientifiques comme I’organisation des colloques internatio-
naux consacrés, entierement ou partiellement, aux systemes différentiels fractionnaires ainsi
que la parution de nombreux articles et voire des revues spécialisées dans ce domaine ce qui

confirme l'intérét croissant des chercheurs dans ce domaine.

Systémes impulsifs

De nombreux processus réels et phénomenes naturels en biologie, physique, économie et
technologie, subissent des changements brusques au cours de leurs évolutions, ces change-
ments sont souvent de tres courtes durées et sont donc produits instantanément sous forme
d’impulsions. A titre d’exemple nous citons I'effet du traitement chimiothérapique sur la dy-
namique des cellules cancéreuses ainsi que les effets des tremblements de terre sur la dyna-

mique d’'une population humaine, etc.
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La modélisation de tels phénomenes nécessite 1'utilisation des modeles qui font interve-
nir explicitement et simultanément I’évolution continue du phénomene ainsi que les chan-
gements instantanés. De tels modeles sont dits "impulsifs" ; ils sont évolutifs de processus
continus régis par des équations différentielles combinées avec des équations aux différences

représentant 'effet impulsif subi.

La théorie des équations différentielles impulsives initiée en 1960 par V. Milman et A. My-
shkis et développée principalement par V. Lakshmikantham a partir de 1985, a suscité beau-
coup d’intérét au cours des dernieres décennies. En particulier, il y a eu un développement
appréciable dans la théorie des équations différentielles impulsives avec moments d’impul-

sions fixes.

Equations différentielles fractionnaires impulsives

Les équations différentielles fractionnaires impulsives constituent un domaine de recherche
d’actualité fort intéressant. En effet, I’étude de ces équations connait une popularité crois-
sante parmiles chercheurs, le nombre d’articles parus, traitant les questions d’existence, d uni-
cité ainsi que la dépendance des solutions de ce type d’équations, témoigne de la vitalité de

la recherche dans ce domaine.

Cependant, l'intéressé a I’étude de ces équations se rend compte que de nombreux as-
pects de cette théorie ne sont pas encore entierement exploités, et vu sa nouveauté ce do-
maine est tres riche de questions ouvertes. Le concept de solution d'un probléme différentiel
fractionnaire impulsif est une de ces questions. En effet, nous rencontrons dans la littérature
mathématique différentes formes de solutions attribuées au probleme fractionnaire impulsif

a valeur initiale relatif a 1a dérivée de Caputo suivant
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“D%ut) = f(t,u(®), te0,T] t# 1y
u(O) = Uy,
u(t)) =u(t)+ I(u(), k=1,...,m

ol dans certains ouvrages [37,/53, 78] la forme suivante est proposée

1 ! a-1 :
u0+mf (t—3s) h(s)ds,site[0, 1)

uo+ I (u(ty))+ o )f (r— s)“ Yh(s)ds, site(n, )

u®) =9 ug+n(u(ty))+L(u(t))+ f(t ¥V h(s)ds, site (b, 13)

I' (@)

o+ X7L, I (u(t7)) + @ )f (t-9Th(s)ds, site (ty, T1,

tandis que d’autres auteurs [15}(16,/17,[18,19] utilisent le concept suivant

t
g + ﬁfo (t—9)*Yh(s)ds, site0, 1]

u(t) =+

1
0+m (r s)"‘lh(s)ds+m tll(t—s)“_lh(s)ds

+ X5 L (u(7), it e (e tenl,

Cette diversité de concepts de solution met le lecteur dans I'embarras, ce qui peut influencer
par la suite sur le sens des résultats obtenus.

Ainsi, nous allons a travers cette thése proposer un ensemble de résultats contribuant au
développement de cette thématique.
Nous commencons notre étude par la correction ainsi que I'amélioration du concept de solu-
tion proposé dans certains articles parus récemment.
Ensuite, nous nous intéresserons a I’étude des problémes fractionnaires impulsifs a valeurs
initiales relatifs a la dérivée de Caputo en établissant des résultats d’existence et d'unicité de
la solution. Nous traiterons également la question de la dépendance de la solution par rap-

port aux données initiales. Les résultats obtenus généralisent les travaux de K. Balachandran
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etal [15,[16,17].
Finalement, Nous établirons des résultats d’existence et d’'unicité d'une nouvelle classe de

problémes aux limites impulsifs d’ordres fractionnaires multiples.

Organisation de la these

Cette these a pour objet’étude d'une classe d’équations différentielles impulsives d’ordres
fractionnaires multiples, elle est structurée comme suit :

1= Dans le premier chapitre nous présentons les notions préliminaires nécessaires pour
la bonne compréhension de ce manuscrit. Ce Chapitre est scindé en trois sections. Dans la
premiere nous rappellerons d’'une maniere succincte certains éléments de la théorie du calcul
fractionnaire ainsi que ses applications dans certains domaines. Les systemes impulsifs et une
application concréte en médecine feront ’objet de la deuxieme section. Enfin, la derniere
section est consacrée aux différents théoremes de points fixes utilisés dans ce travail.

1= A1'égard du deuxieme chapitre, il est réparti en quatre sections. Dans la premiere nous
proposerons des corrections et certaines améliorations du concept existant de la solution
d'une équation différentielle fractionnaire impulsive. L'objet de la deuxieéme section est la
présentation, par un exemple illustratif, de la notion d’'un probléme fractionnaire impulsif
d’ordres multiples. La troisieme section est consacrée a I'étude du probleme fractionnaire

impulsif quasi-linéaire d’ordres multiples suivant

CPTEun) = Alt, wu(n) + £t u(®), [, h(t, s, u(@(Nds, [, k(t, s, u@(s))ds),
k
teJi, k=0,...,m,

u(a)=ug€E,

u(ty) = u(t) + L(u(t), k=1,...,m.

Tout d’abord, nous commencons par établir I'équivalence entre ce probléeme et une équation

intégrale. Par la suite, en se basant sur le principe de contraction de Banach, nous prouvons
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I'existence et 'unicité de la solution du probléeme. La validité de ce résultat sera illustré par
un exemple adéquat. Dans la derniére section, nous abordons la question d’existence de la
solution ainsi que sa dépendance par rapport a la donnée initiale du probléme fractionnaire

impulsif semi-linéaire soumis a une condition non-locale suivant :

a

CPTFu(r) = AW u(e) + f(t,u(r), [, h(t, s, u(o(sN)ds, [, k(t, s, u(T(s))ds),
k
teJi, k=0,...,m,

ua@+gu)=ug€E

u(t;) = u(t,;) +I(u(ty), k=1,...,m.

1= On étudiera dans le troisieme chapitre une nouvelle classe de problemes aux limites

impulsifs d’ordres fractionnaires multiples de la forme

C@;’iku(l‘) :f(t,u(t),f;C h(t, s, u(s)ds), t€Ji, k=0,..,m,
k
w(tl) = u () + (), k=1,...,m,

u(0) + au(T) = ¥, bkjé’“u(ek).

Apres avoir établi I'équivalence entre ce probléme et une équation intégrale, appropriée des
résultats d’existence et d'unicité de la solution sont obtenus moyennant le principe de contrac-
tion de Banach et le théoréme de point fixe de Schauder. Nous concluons le chapitre par des
exemples illustratifs qui valident les résultats obtenus.

1= Enfin, on rappellera dans la derniere section de cette thése "Conclusion et perspec-
tives" les différentes contributions apportées par cette these ainsi que les perspectives envi-
sagées.

QUIUoIa IV 0/



Notations
N : ensemble des nombres entiers naturels
N* := N\{0}
Z : ensemble des nombres entiers relatifs
7" .= 7Z\{0}
Z_:=7Z\N
R : ensemble des nombres réels
R* := R\{0}
C : ensemble des nombres complexes
LP[a, b] : espace des fonctions mesurables de puissance p € [1,00[ intégrables sur [a, b]
L*[a, b] : espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur [a, b]
% (la, b], E) : espace des fonctions continues sur [a, b] a valeurs dans un espace de Banach E
ACla,b] ou AC[a, b] : espace des fonctions absoliment continues sur [a, b]
AC"[a, b, (n=2), espace des fonctions u : [a,b] — R telle que u" ™V € ACla,b] et u® €
€la,bl,k=1,..,n—-1
26 (la, bl, E) : espace des fonctions continues par morceaux a valeur dans un espace de Ba-
nach E
I'(.) : fonction Gamma
B(,.) : fonction Béta
£ % u : intégrale fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville d’ordre > 0
23 u : dérivée fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville d’ordre @ = 0

C9@%u : dérivée fractionnaire a gauche au sens de Caputo d’ordre a = 0






CHAPITRE

1

Préliminaires

I'n introduit dans ce chapitre les éléments nécessaires pour la bonne compréhension

de ce manuscrit, il comporte trois sections.

Dans la premiere section nous rappelons brievement certaines définitions et propriétés liées
ala théorie du calcul fractionnaire, et nous citons quelques applications de cette théorie dans
certains domaines. La deuxiéme section est consacrée a la présentation de certains systemes
impulsifs. Finalement, on conclut le chapitre par une section réservée aux différents théo-

remes de point fixe utilisés dans le présent travail.

1.1 Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire peut étre considéré comme un concept trés ancien en dépit du re-
tard accusé dans son application.
C’est un ancien concept dont les premieres prémices remontaient a 1695 ou une premiere
définition de la dérivée d’ordre 1/2 a été donnée par G. W. Leibniz. Par la suite plusieurs ma-
thématiciens célebres comme P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier (1822), N. H. Abel (1823-

1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A. K. Grunwald (1867-1872), A. V. Letnikov
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(1868-1872), H. Weyl (1917) et M. Riesz (1949) ont contribué a I'élaboration de la théorie du
calcul fractionnaire. Pour plus de détails sur les aspects historiques de la théorie du calcul
fractionnaire le lecteur intéressé est invité a consulter les ouvrages [56,63].

Le calcul fractionnaire n’a été apprécié par les chercheurs que vers les années 50. Deés lors,
de modestes applications ont commencé a voir le jour; les recherches de Van Der Ziel [81]
sur les spectres de bruit des semi-conducteurs, puis les travaux de Davidson et Col [31] sur la
relaxation diélectrique dans certains liquides ont pu modéliser certains phénomenes naturels
en faisant appel aux dérivées fractionnaires. De nos jours I'application du calcul fractionnaire
concerne des domaines tres variés tels que la mécanique, I'électricité, la chimie, la biologie,
I’économie, la mécatronique, la robotique, etc. [35} 52,55, 64,67, [73].

La présente section est consacrée a la présentation de certains éléments du calcul frac-
tionnaire. Nous commencons par I'introduction des espaces fonctionnels adéquats ainsi que
deux fonctions spéciales, ensuite nous rappelons les définitions et quelques propriétés de
I'intégrale et dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo; des
exemples concrets pour clarifier certains résultats seront proposés, les notions fondamen-
tales de la théorie du calcul fractionnaire peuvent étre consultées dans les ouvrages [56)} 63,
66,70]. On conclut la section par quelques applications du calcul fractionnaire dans quelques

domaines de la science et de I'ingénierie.

1.1.1 Espaces fonctionnels

Avant de présenter les définitions des opérateurs d’'intégration et de dérivation fraction-
naires, il convient d’introduire les espaces fonctionnels suivants :

Soit Q = [a, b] (—oo < a < b < +oo) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 1.1.1. Pour1 < p < oo on définit

1. Lespace L (Q),1 < p < oo, des (classes de) fonctions f réelles ou complexes sur Q) telles



1.1. Calcul fractionnaire 5

que f est mesurable etff |f (0] dt < oo, muni de la norme

= ([ lrorad’ 12p<c

2. Lespace L*° (Q)), p = oo, des (classes de) fonctions mesurables bornées presque partout

(p.p.) sur Q muni de la norme
17l = esssu£|f(t)| =inf{K=0;|f(0)| <K, p.p. surQ}.
te

Définition 1.1.2. SoitQ = [a, b] un intervalle fini deR, alors l'espace des fonctions absolitment
continues, noté AC' (Q), est défini comme l'espace des fonctions f : Q — C, dérivable presque
partout telle que f' € L' (Q).

On a ainsi

t
feACl(Q)c)f(t):f(a)+f f'(s)ds, reQ.

Pour n = 2 nous notons par AC™ (Q) U'espace des fonctions f : QO — C, telles que f* € € (Q)

k=1,.,n-1let f" Ve AC' (Q).

Notation : On notera AC' (Q) par AC (Q). Lespace AC™ (Q) est caractérisé par le résultat

suivant

Lemme 1.1.1. Une fonction f € AC™ (Q), si et seulement si elle s'écrit sous la forme

t f(k)( )
f(t 9" 1f(”)(s)ds+z (t-a)f, VieQ.

1
fm_(n—l)! a

1.1.2 Fonctions spéciales

Dans ce paragraphe nous présentons deux fonctions spéciales qui sont trés utilisées dans

le calcul fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Béta.
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Fonction Gamma

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle, cette fonction est

I'un des outils de base du calcul fractionnaire.
Définition 1.1.3. La fonction Gamma est définie par l'intégrale
+o0o
I'(2) :f e 't*71dt, Re(z)>0,
0
oil tz—l — e(z—l)lnt
Théoreme 1.1.1. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1. PourtoutzeC\Z_,ouZ_=7\N,ona

I'(z+1) =2zl (2),

en particulier, pour n e N*, on a

I'n)=(n-1L

2. On peut également définir T (z) a l'aide de la limite

n'n®

['(z) = lim

, Re(z)>0,
n—ooz(z+1)..(z+n)

la condition Re (z) > 0, peut étre étendue a z€ C\Z_.

3. LafonctionT (z) est analytique dans C\Z_.

Fonction Béta
Définition 1.1.4. La fonction Béta est donnée par
1
B(z,w) = f t* 11 -n2"1dt, Re(z)>0, Re(w)>0.
0

Remarque 1.1.1. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma comme suit

I'(2)I' (w)

B(z,w) = ,
I'(z+w)

Vz,w: Re(z) >0, Re(w) >0.
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1.1.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville

L'approche de Riemann-Liouville relative a la définition de I'intégrale fractionnaire s’ap-

puie sur la formule de Cauchy pour le calcul de 'intégrale répétée n fois qui est donnée par

1

n _
ol fm_(n—l)!

t
f (t-9" 1 f(s)ds; t>aet neN*.
a

En généralisant cette formule a un ordre a réel positif et en remplacant la fonction factorielle

par la fonction Gamma on aura la définition suivante :

Définition 1.1.5. L'intégrale fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville d'ordre a €

R% d'une fonction f :[a,b] = R ouC, —oo < a < b < +oo, est formellement définie par
FEf (1) = ! ft(t )* L f(s)ds,a<t<b
a4 I'(a) Ja ’ '

Exemple 1.1.1. Soit f (t) = (t - a)P ouf>-1.

Ona
1

faf(t):m

t
f -5V (s—a)fds.

En effectuant le changement de variable s = a+ 1 (t —a), (0 <1 < 1) et en utilisant la fonction

Béta il résulte que

FLf ()

L _ cx+ﬁf1 _a-1_p
F(a)(t a) A Q-0 "1Pdr

- L patp

= r(a)(t a)*PB(a,+1)

= L(t_a)“*’ﬁw
I'(a) T(a+p+1)

— F(IB+1) (t_a)a+,3
I(a+p+1)

)

donc

r(g+1)
T(a+p+1)

FEf (1) = (t—a)**P.
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Propriétés:

Théoréme 1.1.2. [70]Si f € 1.} [a, b] avec a fini, alors $2 f (&) existe pour presque tout t € [a, b]

etonaﬂgeﬂ_l [a,Db)].

Proposition 1.1.1. [47]L'opérateur d’intégration fractionnaire ¥ est bornédansL” |a, b], (1 <sp<s oo)
etona

|72 71, <Kl fl,

pour toute f € L7 [a, b].
On note que la propriété du semi-groupe reste aussi valable pour I'intégrale fractionnaire :
Théoreme 1.1.3. [70/Soit a, 5 > 0, alors pour toute f € L[a,b] ona
IEINf 0= F =Ll f 0,
pour presque tout t € [a, b] .

Le résultat suivant concerne la permutation de la limite avec 'opérateur d’intégration

fractionnaire.

Théoréme 1.1.4. Soit a > 0, et soit ( fk),io:1 une suite uniformément convergente de fonctions

continues surla, b] . Alors on a
I (klim fk(t)) = (klim ﬂc‘{‘fk) (1), Ytela,b].

En particulier, la suite (£ fk)io=1 est uniformément convergente sur [a, b] .

1.1.4 Dérivée fractionnaire

dnf

tn

Plusieurs approches ont été développées pour donner un sens a lorsque n € R ou C.
Dans la présente sous-section on se limite a la présentation de deux approches de dérivation

fractionnaire a savoir I'approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo.
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Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.1.6. Poura =0 etn = [a]+1, la dérivée fractionnaire a gauche au sens de Riemann-

Liouville d’'ordre a d'une fonction f : [a, b] — R ou C est formellement définie par

dn t
DLf():=D" I f ()= —— f t—9)"" 1 f(s)ds, a<t<b,
o . Q@) F(n—a:)dt”a( s) f)ds, a
N _dar
ouP" =I5
Remarque 1.1.2. * Contrairement a la dérivée usuelle d’'une fonction f (t) en un point qui

ne dépend que des valeurs de f (t) au voisinage de ce point, la dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville d'ordre non-entier dépend de toutes les valeurs de f (t) dans
Uintervalle (a, t). On dit qu’elle est a caractere non-local.

* Pour a e N*, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la déri-

vée ordinaire.

Exemple 1.1.2. En général, la dérivée fractionnaire d’'une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville est ni nulle ni constante. A titre d’exemple si a > 0 est non entier alors

K(t—-a)™@
gox =D i,
rl-a

pour toute constante K € R ou C. Considérons la fonction f (t) = (¢t — a)? avec p>-leta=0

telquen—1<a<n,alorsona

r(g+1)

F(B+n-a+1)

DEF (=D "F"Of (1) = " (t—-a)" P,

il Sensuit que si (a — B) € {1,2,...,n}, alors
Pof(=D"(t-a)* ' =0, i€(1,2,..,n},
ersi(a—pB)¢1{1,2,..., n} on trouve

T 1
@;‘ff(t):r (B+1) (t-a)f™%, a<t<b.

(B-—a+1)

Remarque 1.1.3. Suivant le choix de la borne inférieure a, on obtient une infinité de valeurs

possibles de la dérivée de Riemann-Liouville en un point donné.
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Propriétés:

Nous allons présenter maintenant quelques propriétés de I'opérateur de dérivation au
sens de Riemann-Liouville.
Le premier résultat donne une condition suffisante d’existence de la dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville. Nous avons

Lemme 1.1.2. [47]Soient a >0 et n = [a] + 1. Si f € AC"[a,b], alors la dérivée fractionnaire

DY f existe presque partout sur [a, b]; en plus, elle est donnée par

=l R () 1 t o (s)ds
a _ _J . Nk-a
‘@“f(t)_,czzor(uk—a)( 2 +F(n—a)fa (t—s)an+l’

Remarque 1.1.4. Une fonction possédant une dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville n'est

pas nécessairement continue.

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est linéaire comme c’est le cas

de la dérivation usuelle.

Théoreme 1.1.5. [70] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville existent. Alors pour tous A, L€ R, 2% (Af + pug) existe, et l'on a

D3 (Af (O +ug ) =A25f () +p25g(1).

Lois de composition :

Le lemme suivant affirme que I’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville est I'inverse gauche de I'opérateur d’'intégration fractionnaire.

Lemme 1.1.3. [47] Soienta >0et f € L![a,b], alors légalité
29, f()=f(),

est vraie pour presque tout t € [a, b].
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Nous regroupons dans le théoreme suivant quelques relations de composition entre les

opérateurs d’intégration et de différentiation fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.

Théoreme 1.1.6. [47] Soienta,>0telsquen—1<a<n,m-1<pf<m(n,meN*), alorson

a

1. Sia> >0, alors pour tout f€l[a,b] larelation
B(ga _ ga B
Pa (I D =Ia "f D),

est vraie presque partout sur [a, b] .

2. Sif=a>0,etsiladérivée fractionnaire ,@5 ~% existe, alors on a
2b (s =25 F ).

3. Sifellla,b] et s f e AC"[a,b], alors l'égalité

n " kg0 f] (a)

LD =F()- Y

_ ~a—k
iy Tla-k+1) (t-a)

)

est vraie presque partout sur |a, b] . En particulier, pour0 < a < 1

(t_ a)a—l

l1-a
@ S, " fa), p.p.t€la,b]

IEDEf (1) =f (1) -
4. Poura >0, ke N*, si les dérivées fractionnaires D% f et DX+% f existent, alors

2% (22 F (1) =25 f (1), pour toutt € [a, b).

5. Pour f € L![a, b], sif;"_ﬁfe AC™[a,b) eta+ P <n,alorsona

m Mk [y;ﬁ‘ﬁ f] (@)

22 (20f )= (28" f) o i yyp—

(t—a) k@, pour tout t € [a, b] .
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Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Beaucoup de problémes concrets utilisent les dérivées fractionnaires assujetties a des condi-

tions initiales plus au moins naturelles. Malheureusement, I'approche de Riemann-Liouville
mene a des conditions initiales contenant des valeurs limites de dérivées fractionnaires au
sens de Riemann-Liouville en la borne inférieure ¢ = a. Malgré la possibilité de résoudre ma-
thématiquement avec de telles conditions initiales, leurs solutions ne sont pas encore bien
comprises, puisque il n'y a pas d’interprétation physique adéquate de tel type de conditions
initiales.
En 1967 M. Caputo [28] proposa un concept modifié de la dérivation fractionnaire, qui prévoit
la formulation des conditions initiales sous forme qui fait apparaitre seulement les valeurs li-
mites des dérivées d’ordre entier en la borne inférieure ('instant initial) £ = a comme f (a),
(@, f"(a),...

La définition formelle de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est donnée par

Définition 1.1.7. La dérivée fractionnaire a gauche au sens de Caputo d'ordre a« > 0 d'une
fonction f :[a, b] — C est donnée par

1

Coa —
2,f @)= —F(n—a)

t
f (t—9)" LM (9 ds, a<t<b,
a

avec

n=lal+1 si a¢N; n=a pour aeN. (1.1)

Remarque 1.1.5. Contrairement a la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville l'ordre

d’application de la dérivée entiere est permuté dans le cas de la dérivée fractionnaire de Caputo.
Remarque 1.1.6. La dérivée fractionnaire de Caputo est aussi a caractere non local.

Exemple 1.1.3. Soita >0 telquen—1< a < n et soit f (t) = (t — a)P avec B> -1, alors on a

Cgoa _ 1 ft _ah—a-1 r(n)
%f(t)—r(n_a) a(t s) re)ds,
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Sipef{0,1,2,...,n—1}, alors

“@%f (1) =0.

Sip>n-1,alors

r 1
f(n)(s):r (:B+) (S—Ll)ﬁ_n.

(B-n+1)

En effectuant le changement de variable s=a+1(t—a), (0<71 <1) on aura

r(g+1)
IFn-a)l(f-n+1)
B(n-a,f—n+1)T(a+1) .
Trn-a)T(f-a+1)
r(g+1)
r(f-a+1)

“a5f )

1
(t— a)ﬁ_“f (1-7)" % 1¢hngy
0

a)P@
(t—a)lP.

Conséquence : Contrairement a la dérivée de Riemann-Liouville, la dérivée fractionnaire

de Caputo d’'une fonction constante f = K est nulle. On effet, on a

92K =K“2%1 =0.

Propriétés:

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur l'in-

tervalle [a, b] est décrite par le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.7. [47] Soit @ > 0, n = [a] + 1. Si f possede n— 1 dérivées en a et si D3 f existe,

alors
n-1 £k
“osf =95 |fw-y I Pu-at|,
k=0 :

presque partout sur [a, b] .

Remarque 1.1.7. On constate que la dérivée au sens de Caputo n'est définie que si celle de

Riemann-Liouville existe et que la fonction est (n — 1) fois dérivable au sens ordinaire.
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Nous notons, que la dérivée fractionnaire de Caputo existe partout sur [a, b] pour toute

fonction de AC" [a, b].

Corollaire 1.1.1. [47] SiC2%f et D% f existent, et si I'on suppose que f (a) =0 pour tout
k € {0,1,...,n—1}, alors la dérivée fractionnaire de Caputo coincide avec celle de Riemann-

Liouville, i.e.

Q% F()=2%f (1), p.p tela,b).

La dérivée fractionnaire de Caputo est également I'inverse gauche de I'intégrale fraction-

naire de Riemann-Liouville.
Lemme 1.1.4. [47] Si a >0, n est donné par etsi f € Cla,bl, alors
@i g% f(t)=f(t), a<t<Dh.

La dérivée de Caputo n’est pas I'inverse a droite de I'intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville comme le montre le théoréme suivant :

Théoreme 1.1.8. [47] Soient a > 0, et n est donné par (1.1)). Si f € AC" [a, b], alors

n—=1 £(k)

(t—a)*, Ytela,bl.
iz K

1.1.5 Applications du calcul fractionnaire

Au cours de ces dernieres décennies, beaucoup de contributions autant théoriques que
pratiques ont montré 'intérét du calcul fractionnaire aussi bien dans la science qu’en ingé-
nierie. En effet, on rencontre des applications du calcul fractionnaire en traitement d'image
551, en géophysique [30], en économie [41]. Plusieurs travaux ont été effectués dans le do-
maine de la biomédecine, a titre d’exemple, les résultats obtenus sur 'ECG par Ferdi et al

(38,139, 142].
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En 1823 N. H. Abel est parvenu a résoudre analytiquement le probleme du tautochrone
posé en physique en faisant apparaitre la forme d’une intégrale a noyau singulier qui res-
semble a 'opérateur d’intégration fractionnaire, cette solution a été considérée comme la

premiere application du calcul fractionnaire.

Remarque 1.1.8. Le probleme du tautochrone consiste a identifier une courbe de sorte que
le temps pris par une particule glissant sous l'influence uniforme de la gravitation terrestre
jusqu'a son point le plus bas reste le méme quel que soit son point de départ (une telle courbe

est appelée courbe tautochrone).

Dans le but de montrer le role du calcul fractionnaire dans la résolution d'un tel probleme
nous allons présenter brievement la solution d’Abel, le détail peut étre consulté dans le livre

de Miller et Ross (pages 255-260) [56] ou le livre de Oldham et Spanier (pages 183-186) [63].

L'énergie potentielle d'une particule descendante sur une courbe est donnée par

ol m est la masse de la particule, s est la distance entre la position de la particule et le point
de départ (xg, yo) et g est la constante de gravitation.

En séparant les variables et en intégrant de t =0 a ¢ = T on obtient

Jo
f (yo—y) 2ds=/2gT. (1.2)
0

Etant donné que le temps pris par la particule pour atteindre le point le plus bas de la courbe
est supposé constant, alors le membre de droite de I’équation (1.2) est constant, noté "k".

d
En posant s = F(y), on obtient d_s = F'(y). Le changement de variable y, = x, y = r donne
y

X
f x-0" Y2 fdt=k (1.3)
0
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ou f = F' désigne la fonction de la courbe tautochrone a déterminer.

En multipliant les deux membres de 1h par Abel a obtenu I'équation suivante

ras2)

1
r'as2)

AP _
fo(x 07 fdr = o

1
qui est une intégrale fractionnaire d’ordre X ie.ona g f(x) = T(1/2)

Comme la dérivée fractionnaire 2'/? est I'inverse gauche de l'intégrale fractionnaire .#'/? il

s’ensuit

k
@l/Zjl/Z — @1/2
S T(1/2)

f(x) E

Nous présentons dans ce qui suit une autre application du calcul fractionnaire : en mé-
canique des matériaux I'opérateur de dérivation fractionnaire s’est introduit pour décrire le
comportement visco-élastique de certains matériaux.

En effet, la loi de comportement associée a la réponse d'un élément visqueux est donnée par
la loi de Newton suivante

o(t) =19¢e(t) =1€' (D), (1.4)

ou o est la contrainte, € est la déformation, 7 correspond a la viscosité du matériau et & est la
dérivée temporelle d’ordre un.

D’autre part, la loi de Hooke donnée par
o(t) = E2°(t) = Ee, (1.5)

décrit le comportement associé a la réponse d'un élément élastique ot E est le module élas-
tique et 2° est la dérivée temporelle d’ordre zéro (le symbole 2° = I a été employé dans le but

de montrer la similitude entre (1.4) et (1.5)).
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Cependant, différents matériaux tels que les polymeres ainsi que certains métaux comme
I'aluminium présentent des caractéristiques intermédiaires entre 1'élasticité et la viscosité.
Ainsi, en s’inspirant des lois de Hooke et Newton, et moyennant I'opérateur de dérivation

fractionnaire P. G. Nutting [60, 61] proposa la loi suivante
o(t) =vP%e(1) (1.6)

oll v est une constante dépendante du matériau utilisé et 2% est la dérivée fractionnaire
d’ordre 0 < a < 1. La relation (1.6), souvent appelée loi de Nutting, est considérée comme
la premiere formule théorique pour décrire le comportement visco-élastique, des lors plu-
sieurs auteurs ont utilisé le calcul fractionnaire pour décrire les propriétés des matériaux
visco-€élastiques, citons entre autres les travaux de Bagley et Torvik [14] qui ont exploré les
deux modeles suivants :

o (1) = Goe () + G1D% (1) (1.7)
o (0 +bDPa (£) = Goe (1) + G1D% (1) (1.8)

ol o (1), £ () représentent respectivement la contrainte et la déformation, quant a b, Gy, Gy,
a,  sont les parametres du modele.

Le modele traduit les propriétés mécaniques du matériau dans une région caoutchou-
teuse. Nous notons que I'utilisation de la notion de dérivée fractionnaire réduit considérable-
ment le nombre de parameétres du modele, ce qui fait du calcul fractionnaire un outil puissant
pour la modélisation des propriétés de mémoire et d’hérédité de certains phénomenes et ma-

tériaux.

1.2 Systéemes impulsifs

Plusieurs processus réels et phénomenes naturels étudiés en physique, en biologie, en

technologie, en économie et autres sont assujettis a des perturbations dont la durée par rap-
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port a celle du développement du processus ou du phénomene est négligeable mais ces per-
turbations provoquent des changements considérables. La modélisation la plus adéquate de
tels phénomenes se fait par des systémes impulsifs.

Un systeme impulsif est en fait une combinaison d'un processus continu décrit par une équa-
tion différentielle (ordinaire, aux dérivées partielles ou autres) et une équation aux différences
qui représente les sauts instantanés de I’état dit "impulsions".

La théorie des équations différentielles ordinaires impulsives a été initiée en 1960 par V. Mil-
man et A. Myshkis et elle a été développée durant la période de 1960-1975 par certains cher-
cheurs ukraniens et russes. Ensuite, de 1975 a 1990, le mérite du développement de cette
théorie et de sa popularisation revient au mathématicien américain V. Lakshmikantham. A
partir de 1991, en plus de Lakshmikantham, d’autres mathématiciens comme L. Byszewski,
D. Bainov contribuaient a I'enrichissement de la théorie des équations différentielles impul-
sives ou ils lancerent différentes études sur ce sujet et beaucoup de résultats ont été obtenus

des lors.

1.2.1 Description d’'un systeme impulsif

Un systeme différentiel impulsif est généralement défini par une équation différentielle
ordinaire soumise a une équation aux différences qui représente la condition impulsive. Un

tel systeme est donné par

@ =fau@®); ht,w#0
Au®=I(t,u(®); h(t,u)=0,

(1.9

avec f:R" xII—R", h:R* xI1 - R; I :R* x [T — R” ol IT est un ouvert borné de R”.

Au (1) représente la condition impulsive donnée par

Au®=u(tf)-u(t), k=1,2,..
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ol u(t;) =lim,_¢+ u (. +¢€) et u(t,;) =lim,—o- u(tx+¢€).
Le probleme décrit un processus évolutif régie par’équation différentielle lorsque h (¢, u (1)) #
0.Pour h(t,u (1)) =0 i.e. t = ;, passe de la position (#;, u(t;)) ala position (tl.+, u (tl“L)) avec une
quantité égale a I (¢, u(t)), ce saut temporel est dit instant d'impulsion.

Dans le but de simplifier 'étude du systeme on se fixe sur un cas particulier de la
relation & (f, u) = 0 ol1 on se donne une infinité dénombrable de fonctions 7 : II — R* telles
que 7o (u) <71 (U) < ... < T) (W) < ...etlimg_o 7 (1) = 0o, pour u € I, ainsi le systeme (1.9)

devient
u(=fu@); t#tew)
(1.10)
Au(t) =1L (6,1 (m(1); =1 (D).
Vu que les fonctions 7, dépendent de I'état u on dira que le systeme impulsif (1.10) est un
systeme impulsif avec temps d'impulsion variables.
Dans le cas ou 7 sont constantes, alors le systeme (1.10) est dit systeme a temps d'impulsion

fixe. Nous pouvons décrire simplement un systéeme différentiel impulsif avec des moments

fixes par
u' () =ftu(®); t#t
Au(t) =TI (u(r)); t=1t; k=0,1,..

(1.11)

Dans ce cas le probléme est assujetti a un nombre fini (ou infini) d'impulsions qui ont lieu
a des moments fixes donnés par une suite croissante 0 = fy < f; < ... < f; < ... n'ayant pas de
points d’accumulation a savoir lim._., fx = +00. Notons que ce type de systemes sont les plus
courants dans le cas naturel.

Comme les solutions d'une équation différentielle impulsive sont continues par morceaux,
alors I'’espace fonctionnel approprié pour de telles solutions est I'espace de fonctions conti-

nues par morceaux

P€(la, b;E) = {u: la,bl — E, u€€(ty, txs1;E), k=0,...,m, u(t;) et u(t;g) existent

avec u(ty) =u(ty), k=1,...,m}
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ou E est un espace de Banach.

1.2.2 Applications des systémes impulsifs

Il est reconnu que la théorie des systemes impulsifs présente un cadre naturel pour la mo-

délisation mathématique de beaucoup de phénomenes réels. Par exemple en pathologie [68],
en technologie chimique [29], en biotechnologie [43], en économie [36] etc.
En effet, en médecine les modéles mathématiques basés sur les équations différentielles im-
pulsives contribuent a I’optimisation de l'utilisation du traitement médical existant. Prenons
comme exemple le modeéle étudié par Panetta [65] décrivant la dynamique des cellules nor-
males et cancéreuses, qui sont en interaction, sous l'effet impulsif de la chimiothérapie.

Le modeles décrivant la croissance des cellules normales et cancéreuses qui sont en inter-

action est donnée par

dx rx(l ad A y)

——=n -——-A

dat Ky (1.12)
dy = rgy(l—l—/lgx)

dt K,

X, y représentent les biomasses des cellules normales et cancéreuses, respectivement.

r1, r» représentent les taux de croissance des cellules normales et cancéreuses, respective-
ment.

Ki, K, représentent les capacités des cellules normales et cancéreuses, respectivement.

A1, Ao représentent les parametres d’interaction entre les cellules normales et les cellules can-
céreuses.

Ai, i =1,2 décrivent les différentes interactions entre les cellules normales et cancéreuses, par
exemple A; > 0 décrit les effets négatifs de la tumeur sur les cellules normales, A, > 0 décrit
les effets négatifs des cellules normales (systéme immunitaire) sur la tumeur, enfin dans le
cas ol A; =0, on suppose qu’il n'y a aucune interaction entre les deux types de cellules.

A chaque injection du médicament, la chimiothérapie agit sur les deux types de cellules, le
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systeme (1.12) est sujet d'une perturbation de la forme

x(t)=ePx (1)

y(6y)=e 2Py (1)

(1.13)

-a1D ,—a2D
)

e e sont les fractions des cellules normales et cancéreuses survivantes, respective-
ment, apres l'injection d’'une dose D du médicament, ou «; sont des constantes positives
données.

x(t;), y(t,) représentent les biomasses des cellules normales et cancéreuses juste avant I'in-
jection du médicament.

x(#}), y (&) représentent les biomasses des cellules normales et cancéreuses juste apres I'in-
jection du médicament.

L'analyse du systeme (1.12)-(1.13) a montré que si la période 7 (7 = t,,4+1 — #,) entre chaque

traitement (impulsion) dépasse un certain seuil, et sila dose D est inférieure au volume

Tro (1 - /lzKl)
a1 Ko’

a2
r
alors les cellules cancéreuses peuvent étre reconstituées. Dans le cas ou la dose D dépasse la
quantité

-1
—In(a+e " (1-a)
a)

le traitement pourra détruire les cellules normales et tuer le malade par la suite.

1.3 Théorémes de points fixes

Les théoremes de points fixes sont des outils tres utiles en mathématique et particuliere-
ment dans la résolution des équations différentielles et intégrales.
En effet, ces théorémes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles une fonction

donnée admet un point fixe, ainsi on assure I'existence de la solution d’'un probleme donné



1.3. Théoremes de points fixes 22

en le transformant en un probléme de point fixe, et on détermine éventuellement ces points
fixes qui sont les solutions du probleme posé.

Dans cette section nous allons présenter les théoremes de points fixes que nous allons utiliser
tout au long de cette thése en vu d’obtenir des résultats d’existence et d'unicité.

On commence par la définition d'un point fixe.

Définition 1.3.1. Soit f une application d’'un ensemble E dans lui méme. On appelle point fixe

de f tout point u € E tel que

fw=u.

En 1922 Stefan Banach prouva son fameux résultat dit "principe de contraction de Banach",
ce théoreme est le résultat le plus élémentaire et le plus utilisé puisqu’il n’assure pas seule-
ment I’existence d'un point fixe mais aussi son unicité.

Le théoréme de point fixe de Banach repose essentiellement sur les définitions suivantes :

Définition 1.3.2. Soit (E,d) un espace métrique. Une application f : E — E est dite Lipschit-

zienne de constante L = 0 si elle vérifie
Yu,veE, d(f(w,fw)<Ldwu,v).

Définition 1.3.3. Lapplication Lipschitzienne f est dite une contraction si L = 1. Dans le cas

o L€ (0,1), f estdite une contraction stricte.

Théoreme 1.3.1. (Principe de contraction de Banach) Soit (E,d) un espace métrique complet

et soit f : E — E une contraction stricte. Alors f admet un unique point fixe.

Notre deuxieme résultat de point fixe est le théoreme de point fixe de Schauder, ce théo-

reme fut démontré pour le cas des espaces de Banach en 1930 par Juliusz Schauder.

Théoreme 1.3.2. (Théoreme de point fixe de Schauder) Soit E un espace de Banach, K un
convexe fermé borné de E et 9 : K — K un opérateur continu et compact, alors 9 admet au

moins un point fixe dans K.
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Voici enfin le théoréme de point fixe de Schaefer :

Définition 1.3.4. Soient E et F deux espaces de Banach. Lopérateur continu 9 : E — F est
completement continu s'il transforme tout borné de E en une partie relativement compacte

dans F.

Théoreme 1.3.3. (Théoréeme de point fixe de Schaefer) Soient E un espace de Banach et

9 : E — E un opérateur completement continu. Si l'ensemble
y={ueE: u=A9u, 1€(0,1)}
est borné, alors 9 possede au moins un point fixe.
Enfin, nous rappelons la version "2?%¢" du théoreme d’Arzéla-Ascoli,

Théoreme 1.3.4. (2?6 -Arzéla Ascoli [79])Soit E un espace de Banach et W < 2?6 (la, bl; E). Si

les conditions suivantes sont satisfaites
1. W un sous-ensemble uniformément borné de 26 (|a, b]; E),
2. W estéquicontinu dans (ty, tx+1), k=0,...,m,

W) ={u®): uew,te\itl}, 71/(1‘;) = {u(t;) cueWetw (1) ={ulty): ueW} sont

des sous-ensembles relativement compacts de E,

alors W est un sous-ensemble relativement compact de 2?6 ((a, bl; E).

1.3.1 Intégrales au sens de Bochner

Soient E un espace de Banach muni de la norme |.||, (a, b) un intervalle de R et ;£ une me-
sure sur (a, b) donnée par du(t) = w(t)dt ou w est une fonction positive continue sur (a, b).
{A1,..., Ax} est une collection finie de sous-ensembles mutuellement disjoints de (a, b) avec

mesures finies u et {xy, ..., X;} est un ensemble d’éléments de E.
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Définition 1.3.5. Une fonction ¢ définie par

n

dO =) xaOx;, a<t<b

i=1
est appelée une fonction simple.

On définit l'intégrale de ¢ par rapport a la mesure u sur (a, b) par

b n n
f ddu) =) xaxi=) (| w@®dbx;.
a i=1 i=1 JA;

Définition 1.3.6. Une fonction f : (a,b) — E est dite mesurable s'il existe une suite de fonctions

simples {¢p,,} de supports inclus dans (a, b) tel que
lim || f(5) = pn (DI =0, p.p.dans (a,b).

Définition 1.3.7. Une fonction f : (a,b) — E est intégrable au sens de Bochner s’il existe une
suite de fonctions simples {(p,,} telles que || f — ¢l est intégrable au sens de Lebesgue pour tout
n,et

b
nlglgof I1f () = pn(D)ldp(r) =0,

dans ce cas l'intégrale de Bochner sur (a, b) est définie par

b b
ff(t)du(mnlggof bn(DAu(r).

Remarque 1.3.1. Toutes les intégrales qui interviennent tout au long du présent travail doivent

étre comprises au sens de Bochner.

QU000



CHAPITRE

2

Etude de quelques problemes impulsifs
a valeurs initiales d’ordres
fractionnaires multiples

=Y
:u cours de ces dernieres années, I'étude des équations différentielles fractionnaires

- impulsives a motivé beaucoup de chercheurs a explorer d’avantage ce domaine
(2, 13,15},16,17,18,19,137,53,78].

La diversité des travaux consacrés a I’étude de ces équations a eu un impact considérable sur
la parution de différents concepts de solution [16, 18,19} 37, 53| 78].

Malgré les diverses contributions déployées dans le développement de cette théorie émer-
gente, de nombreux aspects ne sont pas encore entierement élucidés.

Les résultats présentés dans ce chapitre, qui sont issus de [21], sont développés en vu d’étu-
dier des problemes fractionnaires impulsifs a valeurs initiales relatifs a la dérivée de Caputo
ol nous allons corriger et améliorer certains travaux parus dans divers journaux spécialisés.
En outre, nous établissons des résultats d’existence et d'unicité d’'une nouvelle classe de pro-

blémes impulsifs d’ordres fractionnaires a valeurs initiales.

Ce chapitre est structuré comme suit :
Dans la premiere section nous corrigeons et améliorons le concept de solution proposé dans
certains articles récents.

Ensuite, dans la deuxiéme section nous introduisons le concept d'un probleme fractionnaire

25
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impulsif d’ordres multiples, que nous concluons par un exemple illustratif concret dans R.

La troisieme section est consacrée al’étude d'un probleme fractionnaire impulsif quasi-linéaire,
dans laquelle nous établissons une équivalence entre ce dernier et une équation intégrale de
type Volterra-Fredholm. Ensuite, nous montrons I'existence et I'unicité de la solution d’un tel
probleme. Finalement, afin de valider le résultat exposé nous présentons un exemple adé-
quat.

Dans la derniére section, nous présentons un résultat d’existence de la solution d'un pro-
bleme fractionnaire impulsif semi-linéaire soumis a des conditions non locales. En outre,
nous abordons la question de la dépendance de la solution de ce probleme par rapport a

la donnée initiale. Enfin nous cléturons par un exemple illustratif.

2.1 Concept de solution d'un probleme fractionnaire

impulsif

Comme nous I’avons déja mentionné, nous rencontrons dans la littérature mathématique
divers concepts de solution d'un probleme fractionnaire impulsif a valeur initiale de type Ca-
puto, voir [15}16}17,(18,[19, 37,53, [78].

Dans ce cadre on peut distinguer deux approches principales ou la premiere a été proposée
par M. Benchohra et B. A. Slimani [19] et la deuxieme est due a M. Feckan et al [37].

En dépit des déclarations des auteurs de [37] dans lesquelles ils confirment que leur concept
est plus réaliste par rapport a celui considéré en [19]. Nous avons pu infirmer par un contre
exemple classique d’analyse fonctionnelle que ces propositions sont inexacts.

En effet, le résultat suivant a été présenté en [37]

Lemme 2.1.1. Soienta € (0,1), J=[0,T] et h: ] — R une fonction continue. La fonction u est
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dite solution de l'équation intégrale fractionnaire

uo+mf (t— s)“ Yh(s)ds, site[0,t)

u0+11(u(t1_) T()

u®=9 wuo+n(u())+L(u())+

f (t—)*Yh(s)ds, site(ty, )

T )f (t—)* T h(s)ds, site (f,t3)

up+ Y7L I (u (7)) +

T@ )f (t—9)*Yh(s)ds, site (ty, T,

si et seulement si u est une solution du probleme suivant
“Dru)=h(1), te]' =]\ {t, . tm}, J= 0, T1,
u(0) =uy
u(tf)=u(ey)+ I (u(t)), k=1,...,m.

Afin d’établir cette équivalence, les auteurs se basérent sur le lemme suivant

Lemme 2.1.2. Soita € (0,1) et h: ] — R une fonction continue. La fonction u € € (J,R) est une

solution de l'équation intégrale fractionnaire

u(t)—uo—mf (a—9)* 1h(s)ds+mf (t—)* L h(s)ds;

si seulement si u est une solution du probleme fractionnaire suivant

Q% (t)=h(1), te[0,T],
u(a)=ugy, a>0.

Néanmoins, cette démarche n’est pas correcte vu que le lemme [2.1.2} sur lequel les au-
teurs s’appuyérent pour obtenir leur équivalence n’est pas valide comme le prouve le contre
exemple suivant :

Dans le livre de E Riesz et B. Nagy [58], page 48, il y a un exemple d'une fonction continue
monotone f:[0,1] — R, qui n’est pas constante sur aucun sous intervalle de [0, 1], en plus elle
satisfait f’ = 0 presque partout dans [0, 1].

Donc, la dérivée de Caputo de f vérifiera
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“a8.f (1)
f(@

1 ! —-a g/ _
mj?) (t—39) f(S)dS—O,tE[O,l]

fo, 0<a<1), fyestlavaleurde f en a.

Il s’ensuit du lemme la fonction f est constante et vaut fy sur l'intervalle [0, 1] ce qui
meéne a une contradiction. Ainsi I’équivalence déclarée n’est pas vraie.

En revanche, M. Benchohra et B. A. Slimani [19] prouverent le résultat suivant

Lemme 2.1.3. Soita € (0,1) et h: ] — R une fonction continue. La fonction u est dite solution

de l'équation intégrale fractionnaire

t
Up + % (t—)*Th(s)ds, site[0, 1]

u(t)=-+

1 a-1 _aa-1
u0+r() (t ) h(s)ds+r( 2 tll(t T h(s)ds

+Zi:1 Ii(u(t))), site (te, teeal,

si et seulement si u est une solution du probléme fractionnaire impulsif a valeur initiale suivant

Q% (t)=h(), te],
u(0) = ug
Auli=y = Ix (u(t7)), k=1,..,m.
On remarque que par définition de la solution, la dérivée de Caputo la de fonction u doit
exister sur chaque sous intervalle Jj := (#, tx+1] . Donc, il faut utiliser la notation C@;’i au lieu

k
de €@ et considérer que pour ¢ € J (au lieu de J'), on a

“DrLu® =h@), tey,
k

Cora a
@ u(t) F(l— f(t ) %u' (s)ds.

En vertu de cette remarque le lemme2.1.3|s’énoncera d’'une maniere rigoureuse comme suit
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Lemme 2.1.4. Soita € (0,1) et h: ] — R une fonction continue. La fonction u est dite solution

de l'équation intégrale fractionnaire

uo+mf (t—9)*h(s)ds, site[0,1]

u(t) =+

1 a-1 _ a1
u0+—r() (t s) h(s)ds+—r( )Z r,l(t $)* ' h(s)ds

+Zi:1 Ii(u(z))), site (t, tel, k=1,..,m,

si et seulement si u est une solution du probleme fractionnaire impulsif a valeur initiale suivant

C@“u(t) h(t), teJi, k=0,..m,
u0) =uy

Auli=y = I (u(t7)), k=1,..,m.

Suite a la discussion précédente, on peut confirmer que le concept proposé par M. Fec-
kan n’est pas réaliste et que la formule correcte de la solution d'un probléme fractionnaire

impulsif est donnée par le lemme|2.1.4

2.2 Probleme impulsif d’ordres fractionnaires multiples

Un probléme différentiel d’ordre fractionnaire multiple est un systéme qui contient des
dérivées de différents ordres, qui ne sont pas typiquement des entiers.
Dans cette étude on s'intéresse aux problemes impulsifs d’ordres fractionnaires multiples. Un

exemple de tels problemes de la forme suivante

“@Cu)=1"-1, e Jo=[0,1],

PP uw=u-19,te)i=(,TI,
) @2.1)
u©)=1,

u(1)=u@"+2,
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oul0<a<l,0<f<1, T>letp, geR".
Ainsi, on s’intéresse a la recherche de la fonction u : [0, T] — R qui satisfait le probleme (2.1).
En résolvant le sous-probleme

C@g+u(t) = tp - ]-) re ]0)

u0)=1,

on arrive a

1 [t 1 (!
u(t) 1+—f (t—s)“‘ls”ds——f (t—95)%'ds
0 0

I'(a) I'(a)
L DY) ey 1 -
I'(a+p+1) T(a+1)
I'(p+1 1
dotiontire u(1) =1+ (p ) - .
[(a+p+1) T(a+1)
D’autre part, la solution du sous-probleme
Coliu) = -1, te],
I(p+1) 1

u(l1¥) = u®+2=3+

T(a+p+1) T(@+1)

est donnée par

u(t)

1 t
u(1* +—f (t—-s)P 1 (s—1)%ds
AN

I'(p+1) 1 s I'(g+1)

- (t—1)P*a,
F(a+p+1) T(a+l) T(B+g+1)

= 3+

Par conséquent, la fonction continue par morceaux

r 1
1+ﬂta+ln_ t% te o,
I(a+p+1) I(a+1)
u(r) =1
r 1 r 1
3+ ) __1 - l9+1) (t—=1)F, te .
I(a+p+1) T(a+1) T(B+qg+1)
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est une solution du probleme fractionnaire impulsif d’ordres multiples (2.1).

En posant y = a = 3, on obtient le probléme suivant, qui est un cas particulier de (2.1)

“gp.ut)=1" -1, te,
‘@l uy=0-17, te),

u0) =1,

u(l1*)=u(@7)+2.

La solution correspondante est donnée par

T 1
1+ﬁt}’+ﬁ_ ﬂ’, t€]0,
T'(y+p+1) I(y+1)
u(r) =4
T 1 r 1
3+ (p+1) - 1 + (a+1) (t—=1Y*9, teJ;.
T(y+p+1) T(y+1) T(y+q+1)

On note que la majorité des ouvrages traitant les problemes impulsifs d’ordre fraction-

naire considerent qu’'un seul ordre de dérivation. L'objectif de ce chapitre est 'étude d'une

nouvelle classe du probleme fractionnaire impulsif d’ordres multiples. Plus précisément on

considere les deux probléemes suivants

CoTFu(r) = At wu(e) + f(t, u(e), [, h(t, s, u(o())ds, [ k(t,s, u(z(s))ds),
k
teJi, k=0,..,m,

u(a)=ug€E,

u(tf) = u(t,;) +Ie(u(t), k=1,...,m,

et
CPTFun) = AU + ft,u(), [y h(t, s, ul@($))ds, [ k(t, s, u@(s))ds),
k

teJi, k=0,...,m,

ua@+gu)=up€eE

u(t)) =u(t)+ I(u(), k=1,...,m.

Les résultats développés dans ce chapitre généralisent ceux obtenus par K. Balachandran et

al [15,16,17].
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2.3 Probleme quasi-linéaire

Dans la présente section nous nous intéressons a 1’étude de l'existence et I'unicité de la

solution du probleme impulsif d’ordres fractionnaires multiples suivant

a

CPTFun) = A, wu(n) + £t u(e), [, h(t, s, u(@()ds, [, k(t, s, u@(s))ds),
k

teJi, k=0,...,m,
(2.2)

u(a)=ug€E,

u(th) = u(ty) + (), k=1,...,m,

. CQZ::’C est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre ay € (0,1), k=0, ..., m.

e J=[a,T] avecO<a<T<oo,et]y=Ia,t1], Jx = (tx, tks1]; k= 1,..., m.

e (E,|I.I) est un espace de Banach donné.

e A:]x E— %B(E) estun opérateur continu, ot 8(E) est I'espace de Banach des opéra-
teurs linéaires bornés de E dans E.

e :;E—E, fy=a<h<..<tpm<tm=T, u(t,j) =limg_ g+ u(ty +e€)
et u(t,) = lime_.o- u(ty +€) = u(ty) représentent respectivement la limite a droite et la

limite a gauche de u(¢) au point de discontinuité ¢ = .

e f:]JxExExE— E estune fonction non linéaire continue et
h:DxE—E, D={(t,s)eR®: ass<t <T},
k:DyxE—E, Dy=1{(t,)eR*: te ], a<s <T},
sont deux fonctions continues sur D x E et Dy x E, respectivement; en outre, les fonc-

tions 0,7:J — J sontcontinuesaveca<o(f)<t etas<t(f)<t,pourte].

Nous notons

Hu(t)

t
f h(t,s, u(o(s))ds,

Ikt
Ky, u(t) f 1 k(t,s, u(r(s))ds, k=0,1,..., m,
a
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et

Dy, (5, u) = f(t,u(t), Hu(t), Ky, u(t), k=0,1,..., m.

On considere I'espace

PET,E) = {u:J—E, uc€((ty, tix11;E), k=0,...,m, u(t;) et u(t)) existent

avec u(ty) =u(ty), k=1,...,m}

muni de la norme

lullze =sup llu@l,
te]

ol (P26 (J; E), |l.le«) est un espace de Banach.

Introduisons tout d’abord la définition de la solution du probleme (2.2).

Définition 2.3.1. Une fonction u € 2?6 (J; E) est dite une solution du probleme si C@?f u(t)
k

existe sur Ji, pour k =0, ..., m et elle satisfait
* ['équation C@;ﬂ’cu(t) = A(t, Wu(t) + @y, (t,u) dans Ji, k=0,...,m,
k
e la condition initiale u(a) = uy, et

* les conditions impulsives u(t;) = u(t];) + Ik(u(t,;)), k=1,.. m.

Lemme 2.3.1. Une fonction u € 226 (J; E) satisfait l'équation intégrale suivante

1 t ap—1 1 ‘/\t w1
Ug + F(ao)fa (=)™ A(s,Wu(s)ds + Ty ), (t—9)% 7 Dy (s,u)ds,
rte [ar tl]

t
Up + Zle Ii(u(t;) + 1 (t— ) LA(s, wu(s)ds

u(t) = T(ap) Jy
ti
+Z§=1 m (t; — )% L A(s, wu(s)ds
i—1 ti—
tl ' k f
+ (t—S)ak_lq)tkﬂ (s, u) dS+Z (ti_s)ai_l_lq)ti (s, 1) dS,

Ilag) Jg, i:1r(ai—1) tio1

te i, k=1,....m

si et seulement si elle est une solution du probleme (2.2).

(2.3)
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Démonstration. Nous avons u(t;) = u(ty), d'ou u(t;g) = u(ty) + Ix(u(r).

Maintenant, pour € Jy = [a, t;] la solution du probleme

Cap0u) = Alt, wu) + @y (Hw), teo

u(a)=ug€e E
est donnée par

1
I'(ao)

1
I'(ao)

t t
u(t) = up + f(t—s)“o_lA(s,u)u(s)ds+ f(t—s)“o_lq)tl(s,u)ds, t€ Jo.
a a

Pour ¢ = t; on ala relation suivante u(t1+) = u(ty) + I (u(t))), alors

5] 5]

_ a’()—l
T J., (t1—9) A(s,u)u(s)ds+r(a0) ;

+ug+ I (u(f))-

u(t) =

(=)™ 0, (s, wds

Ensuite, pour ¢ € J; = (#1, £2], nous avons

t

t
u(t) = u(tf)+m tl(t—s)“l_lA(s,u)u(s)ds+r(al) . (t—9) "Dy, (s,u)ds
1 i ao-1 1 & @p-1
= u0+1“(oco)fa (t1—9) A(s,u)u(s)ds+r(ao)fa (t1—9) D4 (s,u)ds
t t
+ (t—8) L A(s, w) u(s)ds + (t—8) 7 D, (s,u)ds

F(al) 151 r(al) h
+1 (u (1))

nous déduisons que

1 1

151
(1 — )® '@, (s,u)ds
T (ct) r(ao)fa ! g
%) 1 173

a1
Ty s, (to—9) A(s,u)u(s)ds+r(al) .

0 (u(f) + B (u(2)).

t
u(ty) = up+ fl(tl—s)“o_lA(s,u)u(s)ds+
a

+ (=) Dy, (s,u)ds
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Raisonnant de la méme maniére nous obtenons pour t € J,

1
un = )+ g (r 9T Al s+ (t %@ (5w ds
= tl h-5)%"1A d ! tl(t )R d
= Wt (=9 (s, u) u(s) S* T ), (178 n(su)ds
. @i=1 4 d L “-1gp d
+F(a1) (t2—9) (s, u) u(s) S+F(a1) (12— 5) n(s,u)ds

ars—1
F(ag) (t ) A(s,u)u(s)ds+r( 5

() b u(5).

(t §)*2™ 1d>t3 (s,u)ds

De facon générale, pour ¢ € Ji, k =1, ..., m, nous obtenons I'équation intégrale suivante

u(t) = u0+r( k) (t )% LA(s, wu(s)ds
k t
Z (a ) (t; — )% L A(s, wu(s)ds
= i—1 ti—1
F(ak) (t 5) %k~ I(Dt,m (s,u)ds
k 1 ti

k
ti— )Y T Dy (s, wyds+ Y L)),
+;F(ai_1) tH( s) ; (s, u)ds l:zl (w(£)))

Inversement, nous supposons que u satisfait I’équation intégrale (3.2).

Si t=a, alors u(a) = u

En utilisant le fait que la dérivée de Caputo d’'une constante est nulle nous obtenons pour

teJi, k=0,...,m

C@fiku(t) — C@ak
k

Ty (t $)% L A(s, u)u(s)ds]

+C9ak

ap—1
F(ak)ftk(t T Dy (S, u)ds]

C@ff(f%k"‘”’ u)u(t))+ @t; (jt; Dy, (1, u)),

k

o u(t) = Al wuln) + @y, (1, ),
k
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pour tout € Ji, k=0,...,m.

ATl'égard des conditions impulsives elles s’obtiennent par une vérification directe. O

Le lemme suivant nous servira par la suite pour montrer I'existence et I'unicité de la solu-

tion du probleme (2.2).

Lemme 2.3.2. Les deux fonctions h(t, s, u) et k(t, s, u) sont continues par rapportas ett, et ils

existent deux constantes positives C; et C, telles que

”h(tys)u)_h(tysy U)” = C].”u_ U”) Vt,SEJ, Vu)UEE)

et

”k(t)s) u)_k(t)s) V)” = CZ”M— U”) Vt,SE], Vu)VEE-

Alors, ils existent deux constantes positives C; and C,, telles que

IHu ()l < (T — a) (Cy lull g + C})

IHu(t) - Hv(D)| <= Ci(T-a)|lu—vigs,

et,pourk=0,..,m,ona

|Kip (0] = (T = @) (C2 Il g + C3)

1K,y u(t) = Ky, v(O]l = Co(T — @) u = vligs,

pour toutes u,v € P€(J,E) ett€].
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Démonstration. Soient t,s€ Jetue 2?6 (J;E), alorson a
t
Hu ()l = f h(t,s,u(o(s)))ds
a
t t t
= f h(t,s, u(a(s)))ds—f h(t, s,O)ds+f h(t,s,0)ds
a a a
t t
< f I[h(t,s, ulo(s))ds— h(t,s,0)]ll d8+f I A(t,s,0)llds
at , a
< f Cillu(o () ds+f Cyds
a a
< (t—-a)(C llulzpe+CY)
< (T-a)(Cllulpe+Ci),
ol
C; = max || h(t,s,0)]. (2.4)
t,seD
D’autre part, pour t,s € J et u, v e 226 (J; E) on a l'’estimation suivante
t
|Hu(t)— Hv()|| < f Ia(t, s, u(o(s)—h(t,s,v(o(s))lds
a
t
< le lu(o(s)—v(o(s)lds
a
= CGlt-a)lu-vlgee
= G(T-a)llu-vlge.
Finalement, d'une maniere analogue on peut obtenir les estimations suivantes
|Ke, u (D] < (T - @) (C2 llull gz + C3)
ou
C, = max || k(t,s,0), (2.5)
t,s€Dy
| Ky, u(8) = Ky, (0| < Co(T — @) |u— vz,
pour tout k=0,...m, u,ve P€(J,E)ette]. O
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On considere 'opérateur continu A: J x E — 28 (E) il existe une constante positive M telle
que
IA(t, w) - A, v)I=Mlu-vlge t€]; u,veE, (2.6)
on pose M’ = max;e; |A(t,0)].
Afin d’établir I'existence et I'unicité de la solution du probleme , nous considérons les
hypothéses suivantes
(H1) @, ..., @, € (0,1). On pose T' = maxg<j<m {(T — @)%} et I" = ming<;<m {T (@; + 1)}.

(H2) 11 existe une constante positive L; telle que

||®tk+1 (t) u) _(Dtk+1 (t} v) ||

S{Li+(CG+C)(T-a}llu—-vl,,, Yie], Yu,ve?€, k=0,..,m.

Onpose L= L +(Cy + C) (T —a), Lo = sup ;1 £ (£,0,0,0) ||, C}, C, sont définies par (2.4)-(2.5)
et

L'=L,+(C+C)(T - a). 2.7

(H3) Les fonctions I sont continues et il existe une constante positive p > 0 telle que
I I(w) - (V)| <pllu—-vl, Yu,veE et k=1,...,m.

On pose
¢ = max{| It (0)ll, k=1,..., m}. (2.8)

(H4) Le nombre réel positif

/

A
y:m,u+(m+1)(L+2rM+M)F

satisfait0 <y < 1.

On définit la boule fermée B, = {u € PE€J,E) : |ullpg < r} de 22€(J, E) centrée en 0 et

de rayon r, on note que (%,, d) est espace métrique complet avec
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d(u,v) =|lu—vllge, pour tout u, v € %;.

Maintenant, on considere I'opérateur ¥ : 8, — %8, défini par

t
_ Gfk—lA
Tan J. (t—23s) (s,u)u(s)ds

1 ti

a<ti<t r(ai—l) ti1

WYu(t) = ug+

(t; — )Y 1L A(s, wu(s)ds

t
(t—9% o, (s, wds
L(ar) Jy e

+

1 fi

(ti— 9% o, (sswds+ Y. L)),
a<ti<tr(ai—1) li-1 a<t;<t

teJi, k=0,..,m.
Remarque 2.3.1. Il est compris que la somme}_ <, vaut zéro si t € J.
En vu d’établir notre résultat d’existence et d’'unicité on a besoin du lemme suivant

Lemme 2.3.3. Sir satisfait l'inégalité

(m+1) T'L,+ (m+1)T'

~ = rM+M +L)+mu|r<r,

@ (r):=llupll + mu' +

alors VB, c 9B, .

Démonstration. Montrons que W est une application de %8, dans %, ; en effet, pour tout u
€eB,ette i, k=0,..,mona

t
a1
Ttap J,, 797 IAG LI us) ds

1 li

Pu()ll = luoll+

>

(= )M A(s, Wl u(s)l ds

a<ti<t r(ai—l) ti—1
1 ! ap—1
+ t—8) D s,u)l|ds
r(ak) -/;k( ) ” tk+1( )”

I;

(ti—9% @y, (s, w|ds+ Y | L@ )]|.

a<n<tT(@i-1) Jg, a<ti<t
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En appliquant I'inégalité (2.6), les hypotheses (H2)-(H3) et le Lemme on arrive a

(Mllullge + M) . lulzpe (!

Yul)l = lluoll + (t—s)%* 1ds
r(ak) I
Mlu +M).lu i
g (Ml + ) | ||90<5f (1= s
a<ti<t F(ai—l) ti1
Lllu +(T-a)(C+C))+ Ly [t
+ lull g + ( )( 1 2) 2 (I—S)ak_lds
['ag) t
Llullge+(T—a)(C, +Ch)+Ly [t ,
Z PE ( 1 2) Zf (t,-—s)“l‘l_lds
a<ti<t I'ai-1) ti1
+p ) lu(g)+ X 1LOI.
a<t;<t a<t;<t

En utilisant I'hypothese (H1) et en calculant les intégrales on obtient

IPu@l < lul+my'+

/ !
(m+1)TL,+[(m+1)T

o o (rM+M’+L)+mu]r

IA

pr)=<r.

Il en résulte que Y ulle¢ < r, ce qui implique que Y%, c %,.

Nous énonc¢ons maintenant notre théoreme d’existence et d'unicité de la solution du pro-

bleme (2.2).

Théoreme 2.3.1. Si les hypotheses (H1)-(H4) sont satisfaites, alors le probleme admet une

unique solution u € € (J,E).

Démonstration. Dans le but d’établir 'existence et 'unicité de la solution du probleme (2.2),

nous allons utiliser le principe de contraction de Banach.
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En effet, pour u,ve %, et t€ Ji, k=0,...,m, nous avons

t
Wu(t) -Yv()l = ! (t— )" 1 A(s, w)u(s) — As, v)v(s)|ds
F(ak) Ty

1 Li
a<ii<t L(@i-1) Ji
t

(t; — )41 A(s, w)u(s) — A(s, v)v(s)|l ds

+

r—s)% 1@ s,u)—® s,)|ds
r(ak) tk( ) ” tk+1( ) tk+1( )”

1 ti
ast<t T(@i-1) Je;,

+ > () = LwE)).

a<t;<t

+ (t; = $)* 17| Dy, (5,1) = Dy, (5, 0) || ds

D’apreés les hypotheses (H2)-(H3) on trouve que

t
Yu(t)-Yo()| < - + f— ) %1
IN271¢2] v(n)|l myllu—vlge T tk( s)
x| A(s, ) u(s) — A(s, ) v(s) + A(s, w)v(s) — A(s,v)v(s)llds
li
! (¢; —s)%i-171

a<i<t Lai-1) Ji )
x || A(s, ) u(s) — A(s, ) v(s) + A(s, ) v(s) — A(s, V) v(s)lds

Llu-v t
l | ¢ (t— )% ds
I'lag) i

Llu—v li .
Z ” ”.@%‘/‘ (tl _ S)al_l_lds.

a<i<t Llai-1) ti1
D’apreés (2.6) on obtient I'estimation

u—v ¢
IWu(t) - Yo < mp||u—v||%+m (t— ) 1 2Mr + M'ds

Plax)  Jiy

L
f (t; — )Y 2Mr + M']ds
a<ti<t r(ai—l) ti—1

Llu-v ¢
I | ¢ (t— )% 1 ds
F(ak) 7%

Liu-v| fi o
—Mf (t; — 5)%i-1 lds.
a<ti<t r(ai—l) ti—1

lu—vigpe
Z = 176

Il s’ensuit

!

T
IYu-Pvigpe < [mp+(m+1)(L+2rM+ M’)F] lu—vlgpe

IA

Yllu—vige.
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Compte tenu de ’hypothese (H4) le nombre y € (0,1), ce qui montre que ¥ est une contrac-
tion stricte, et partant le principe de contraction de Banach assure I'existence d’'un unique
point fixe u = Yu € 98, qui est 'unique solution du probleme (2.2). Ce qu'’il fallait démon-

trer. O
Nous concluons cette section par I'exemple illustratif suivant

Exemple 2.3.1. On considere le probleme impulsif d’ordres fractionnaires multiples suivant

: t lu (1)l e sin 4
CP2 u(t) = —ult )+ +f d+f—4d,
o- D) = B cosuD) (lu(®)]+2)(r?+12) J +22 el+6
t€](),
[ us)l - u(s)
3 t | (1)] e 6 sin ——
Copt ult)=—ul(r t f d f—‘*d,
1 Zam 24u()cosu()+(|u(t)|+2)(t2+12)+0 (t+2)? S+O it (29
t€]1,
u0) =1,
_y, u@r2n)|
1/2)Y) =u(@/2))+ ————.
u((1/2)*) = u(( ))+|u(1/2‘)|+6

Onajo=10,3], /1= (3 1] etJ=10,1].

OnprendE=R,a=1=0, tlzé, Tzl,a():%,al:%et%r:{uEW%(],E), lullge <1}

On définit
t
A(t,u)=—(cosu) I,
(t, u) 24( )
t e_\ués)l tk+ls. u(s)
Hu(t)= | ——ds, K ut:f—4ds,k:0,1,
® f(t+2)2 e #0) el +6
0 0
et
L uel T+l . u(s)
u(t e 6 sin —=
D, (L,u(0) = ) +f 2ds+f 2ds, k=0,1.
(lu ()] +2) (12 +12) ) (142) el +6

Ilu(y)_ Ju(z )|

w3 +6
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Pour toutu,ve 9B, ett€ ], ona

|Hu(t) - Hv (1)

(t +2)?

IA
O\

1
< —lu-vigyg,
24|| o

A

1
alors C;y = —.
24
De la méme maniere on peut obtenir, pour k = 0,1, l'estimation suivante

Tk+1

in 48) _ gip k&)
|Kp, u () - Ky, v(0)] < f S W W PR
k+1 k+1 €t+6
0
< —lu-vl
< —lu-v ,
o4 P€
1
d'oit Cy = —.
24
D’autre part, en utilisant I'hypothese (H2) on obtient
lu (1) lv ()]

QJ t, _(D t} - N
(@1 (1) =@y, (0] < (u(l+2)(2+12)  (v()l+2) (2 +12)

+|Hu () - Hv (0| + |Ky,.,, u () = Ky, v (D)

= i|| - vl
= o U—Vl\gpeg.
Donc
1 3
Li=—etlL=—.
24 24
L'hypothese (H3) donne
u(i” v(3~
LW -hLWl = |1(_2 L |1(_2 )
lu(z )[+6 |v(z )[+6
1
< guu—vnw,
d'out ,u:1

5
L'hypothese (H1) implique que

T' = max{(T - @)™ ,(T - @)™} =1,
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et
7 3

- o)1)
r —mln{l“(oco+1),1“(051+1)}»—mln{l“(2 N 1 =T 5= .
1

Dii a la définition de A(t, u) on trouve que M = M’ = 2

Finalement, nous allons déterminer le seuil de la valeur de r pour laquelle la condition (H4)
est satisfaite. Par définition on a

!

A
y=mu+m+1)(L+2rM+M') =

1"/
ouye€(0,1), et ainsi
O<11+(1+1)(3+2r1+1) ! <1
6 24 24 24 %ﬁ
donnant
0 + 2 + ! <1
6 3vm 3Vm

Par conséquent, r < (5v/7—4) /2 = 2.4311. Il s'ensuit que pour tout r < (57 —4) /2 (H4) est
satisfaite.
Toutes les hypotheses du théoreme sont vérifiées, donc le probleme (2.9) admet une unique

solution u € 22%€ ((0,1],R) telle que |l ull ¢ < r.

2.4 Probléeme semi-linéaire avec condition non locale

Cette section est consacrée a I’étude d'un probleme fractionnaire impulsif semi-linéaire
d’ordres multiples soumis a une condition non locale, dans un espace de Banach (E, |.||) de

dimension finie, un tel probléeme s’énonce de la maniere suivante

“DFu(t) = AUt + @y, (), teJi, k=0,...,m,

k
u@a+gu)=upekE (2.10)
u(ty) =u(t)+ Iut), k=1,...,m.

Notons que la notion de conditions non locales a été initiée par L. Byzewski et V. Lakshmi-

kantham [26], ou ils étudierent I’existence des solutions faibles et classiques de probleme de
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Cauchy non local. Ensuite Byzewski prouva dans ces travaux [23} 24] que comparativement
aux conditions locales classiques, les conditions non locales peuvent étre plus utiles en dé-
crivant certains phénomenes physiques. Dés lors une série d’étude des problemes non locales
est démarré, par exemple K. Deng [33] utilisa la condition non locale u (0) + g (u) = ug pour

décrire le phénomene de diffusion d’'une petite quantité de gaz dans un tube transparent ou
p
gw) =) ciu(ry)
i=1

avec ¢;, i = 1,..., p sont des constantes données et 0 < 71 <... < 7, < T. Le lecteur intéressé est

invité a consulter les ouvrages [10, 11,133, 44].

Remarque 2.4.1. Lexigence d’'un espace de dimension finie est diie a certaines difficultés tech-

niques rencontrées lors de la vérification de quelques propriétés de compacité.
On suppose que A: J — ZB(E) est continu et on pose
M" =max|A(D)]. (2.11)
te]

Soit 'hypothese :

(H5) Il existe une constante G > 0 telle que I'application g : %€ (J, E) — E satisfait
lgw) — gl =Gllu—vigg, Yu,veP€,E).
Considérons I'opérateur Q : 226 (J, E) — 2% (], E) défini par

t
a1
Tap )i (t—29) A u(s)ds

1 li

asi<t T(@i-1) Ji; 4

Qu(t) = up—glw+

+ (t; — )Y LA u(s)ds

t
(t— )% 1®, (s, u)ds
F(ak) 7% letd

1 ti
a<t,~<tr(ai—1) tio1
+ Y L), tely, k=0,...,m.

a<ti<t

(t; — s)“"‘l_lCDtl. (s,u)ds

Avant d’établir notre résultat d’ existence nous avons besoin des lemmes suivants
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Lemme 2.4.1. Pour tout u € &€ (J; E) alors Que 2?6 (J; E).

Démonstration. Nous montrons que si u € 226 (J; E), alors Qu € 2?6 (J; E).

En effet, pour ¢ € (ty, tx41), U € € ((t, tr+1), E) et & > 0 suffisamment petit, on a

t
_ ak—lA
T tk(t+5 s) (Su(s)ds

t+6
(t+6 -9 LA u(s)ds

Qu(t+0) = up—glu)+

+

r(ak) 7%

>y

a<t;<t+6 Clai-1) Jiy

1 ti
(t; — )Y 1 LA u(s)ds

t
(t+6-9)% 1o,  (swds

+
U(ag) Jy
t+0 S
— k—
+F(ak) . (t+6—8)"F " @y, (s,u)ds
1 li
+ (t,-—s)“"‘l_ltbti(s,u)ds

a<ti<t+6r(a’i—1) fio1
+ Y L), teJy, k=0,..,m.

a<ti<t+d
Alors
1 t
Qu(t+06)—Qu(nl = T(ap) [(t—s)ak—l —(t+6— s)ak—l] LA 1u(s)ll ds
t
‘ t+0
g ) OO AN IUGI ds
Ik
t
+r(ak) [(t— S)ak—l —(t+06 - S)Ock—l] ||(I)tk+1 (s 1) ” ds
t
1 kt+6 .
+r<ak>ft (t+8 =" @y, (5w ds.
k

En utilisant 'hypothese (H2) et le Lemme (2.3.2) on obtient

1 / t
1Qu(t+8) - Qu(l = = +lel|;i|)9cg+j:f[(t—s)“’“_l—(t+5—s)“’“_1]ds
73
" I pt+6
(M +L)||u||@%+Lf (46— 9% ds,
t

I'ag)

En calculant les intégrales on arrive a

36% [(M" + )| ullgrg + L]

1Qu(t +8) - Qu(n|l < = .
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Ainsi, le membre de droite tend vers zéro quand 6 — 0.

D’une maniére analogue on obtientlims_.¢ [|Qu(#)—Qu(t—0)|l = 0; ceci prouve que la fonction
Qu est continue en ¢, donc Qu € € ((ty, ty+1), E).

Ensuite, pour ¢ = t;,; et 6 > 0 suffisamment petit, on obtient

35% [(M" + L) | u|l g +L/]

1Qu(tis+1) — Qultrsr — )l < T

’

donc, le membre de droite tend vers zéro quand 6 — 0. Par conséquent, Qu est continue au

point fx+1. En conclusion nous avons Qu € 226 (J, E) pour tout u € 2% (J, E). O
Lemme 2.4.2. Q est un opérateur continu.

Démonstration. Pour montrer la continuité del’opérateur Q, on consideére {u,},,>; € 26 (J,E)

telle que u;, — u dans € (J, E), alors

1 t
1QuAn(t) - Qu()l = |gun)—gwl+ (=) A(S) (un(s) — u(s)ll ds
F(ak) Ik

1 [
2

a<ti<tT(@i-1) Jg,

(t; = )M A(8) (un(s) — u(s)) |l ds

t
r(afk-) tk (t_ S)ak_l ||q)tk+1 (S; Un) - (I)[k+1 (S, u) || dS

+

1 li
a<ti<tr(ai—l) ti—1

+ 2 i (ua (7)) - 1 (u(57)

a<t;<t

+

(f; — 5)%i-171 ”q)ti (8, Up) — @, (5, 1) ” das

|, ek, k=0,...,m.

Tenant compte de (2.11), les hypotheses (H2)-(H3) et (H5), et di au Lemme on obtient

"

t
1QuAa(t) = Qu(t)ll < Glup—ulgpg +——lun—ulzpe | (- 'ds
r(ak) I

1 fi o
+M" up—ullpe ), (ti— 9% 'ds

a<t<tT(@i-1) Jyy

L t
t——lup—ulzpe | (t—95)% 'ds
C(ay) e

1 Li
+Lup—ullgpe Y
(l<ti<tr(ai—l) ti—1

(t; — )% 1ds

+mpllu, — ullgg, t€J, k=0,...,m.
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En calculant les intégrales du membre de droite il résulte que

(m+1)T'
1Quy—Qullgpe = |G+mu+ — T (M"+L)| luy - ullpe.
Alors
1Qup — Qullz% — 0, quand 1 — oo,
ce qui prouve la continuité de Q. O

Lemme 2.4.3. Lopérateur Q envoie tout borné de %€ (], E) en une partie relativement com-

pact.

Démonstration. Soite >0et B ={ue P€(J,E): |ullp¢ < €}. Enposant # ={Qu: u € B;}, on

obtient pour tout u € By et t € Ji, k=0,...,m'estimation suivante :

1 t _
IQuIl =< ””"‘g(”)”+r(ak)f (t= )% A lus)l ds
Ik
1 li
+ (= )Y AG) I us)l ds
(l<;i<lr(ai—l) ti1 '
1 t
+T(Olk)ft (t— )% @y, (5w ds
k
1 li o _
Y Faryhy oo e aldse ¥ pn(()]-
a<t;<t i—-1J) Jti a<ti<t
Par suite
(m+1)T'
1QuDIl = Nuoll +Gllulge + g O + —F—M". lullps
t
D t(r—s)“k—l[L||u||w+L’]ds
k

1 t .
Y (t; = ) Ll ullgeg + L'ds + mplull g + my,

a<ti<t T(@i-1) Ji,
ce qui implique que

(m+1)T

o (M"e+ Le + L') + Ge + mpue :=p,

1Qullge < lupl + mu + || g ]| +

avec L' et i/ sont les constantes définis respectivement dans (2.7) et (2.8). D’ou #  est unifor-

mément borné.
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Nous allons établir I'équicontinuité de #'.

Soit u € B, alors pour f; <T; < Ty < l}4+1,0na

IQu(r2) - Qu(ry)ll < r(l) Ul - 99— (0 - 9 A s s
e (72— 9 AW lus) I ds
D " [(T1 = ) = (12— )% | @y, (5,0) llds
e (r2 = 9% Dy, (5,1) I ds.

Compte tenu de (2.11) et les hypotheses (H1)-H3 et H5 on a

1! / T
1Qu(r2) = Qur)l = M[1[(11—5)“k_1—(Tz—s)“"_llds
r(ak) ty

+(M”+L)£+L’f (1 — 51 ds
I'(ag)
M!I L L/
- 3[( +r,)£+ ](TZ_TI)Q,C.

Quand 7, — 72, le membre de droite tend vers zéro, d’ ot I’équicontinuité de #'.

On note que les fermetures des sous ensembles #(£) := {Qu () : u € B, t€ J\{ty}, k=1,...,m},
W(t;):= {Qu(t,;) u€ B et W (1)) := {Qu(t;g) :u€ B}, k=1,..,m, sont bornées dans E, ce
qui impliquent leur compacité (dim E < co).

En vertu du théoréeme 22%€-Arzela-Ascoli nous concluons que #  est un sous-ensemble relati-

vement compact de 26 (J; E). O
Le théoreme suivant établit I'existence de la solution du probleme (2.10)

Théoréme 2.4.1. Si les hypotheses (H1)-(H3) et (H5) sont satisfaites, alors le probleme

admet au moins une solution u € 22€ (J,E).

Démonstration. Afin d’établir I'existence de la solution nous allons montrer que Q admet un

point fixe, pour ce faire nous utilisons le théoreme de point fixe de Schaefer.
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Compte tenu des Lemmes|2.4.2} Q est un opérateur compléetement continu, donc il suffit

de prouver que I'’ensemble
X={ueP€(J,E):u=AQu, L€(0,1)}

est borné.
En effet, soit u € X, alors u = AQu, pour A € (0, 1).
Ainsi, en se servant des hypotheses (H1)-(H3), (H5) et (2.11) on obtient pour tout

teji, k=1,..,m,

t
_ arp—1
lu)ll = /1||uo||+/1||g(U)II+F(ak) tk(t ST AG N luls)lds

1 Li
+A )

a<t<tT(@i-1) Jg,

(t; = DA luls)lds

t
(t— )% D, (s, u)|ds
o J, Dy, |

+

1 ti o _
+1 ) (=9 Dy (s, wllds+A Y. L)
a<ni<t (@i-1) Ji;, a<ti<t
+A Y L)
a<t;<t
(m+1D)T

< /l[lluoll +my’ + g0 + (M"£+L€+L')+G€+mu£] < oo.

FI
Ce qui prouve que X est borné.
Nous concluons par le théoreme de point fixe de Schaefer que I'opérateur Q admet au moins

un point fixe u € 22%€ (J, E) qui est la solution du probléme (2.10), ce qui acheve la démonstra-

tion. O

Exemple 2.4.1. Considérons le probleme impulsif d’ordres fractionnaires multiples suivant
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-t Wl [ _wema [
u(sms
CPUu(t) = —u(t)+ +f ds+ f In(2+ |u(coss)|) ds,
fe ?+3
3/4 3/4
y teJi, k=0,1,2,3. (2.12)
u3/4)+g(w =1,
B sin(u(t];))
u(tf)=u(e)+ — k=1,2,3.

On prend (E, |I.I) = ®,1.), soit J = [3,2] avec Jo = [3,1], )1 =

N

oua:%etm:&

On définit
t
Hu(t) :f
3/4
et
Oy, (L u(r) =

(LE] 2= (&3], 5= (5.2]

Ok

05():1/2

=5/4

(1’2:1/6

a3:3/4

A(t) = —

Iu(sms

ds+, Ky, u(t)=

k41
f In(2+|u(coss))ds, k=0,1,2,3
3/4

t Tr+1
lu g_)?)|+f M(SIHS)ldS+fln(2+|u(COSS)|)ds k=0,1,2,3.
3/4 3/4
sin(u(t,
Leu(£7) :M, k=1,2,3.

La condition non locale est donnée par u (3/4) =1 —ciu(t) ot

gu) =cul(tn)



2.4. Probléme semi-linéaire avec condition non locale

52

L'hypothese (H1) donne

T' = max{(

0=<i=<3

|

w 5\
r-a)=max (2]}

IRCRCRCN

= 1.3217,

et

2]~ 2

3 T
r(_) vm
Pour toutu,ve %, ettej, ona

|Hu(t)— Hv ()|

| n {r(2)r(2)r(2) G}
min {I'(a¢; +1)}=min {I'|=|,I'|=|,T'|=|,T'|=
0<i<3 0<i<3 4 2 4 6

t
_ lu(sins)| _ |v(sing)|
< )e T —e 1 |ds

3/4
= I(T 3)II |
s —|T--|lu-v
4 4 PE

5
< —lu-vigpyg,
T I [

Pourk=0,1,2,3, on a l'estimation suivante

IA

|Ktk+1 u() - Ktk+1 U(t)|

<

<

Tk+1
In(2+|u(coss)|) —In@2+|v(coss))|ds
3/4
1 3
5 (T— 4_1) lu—vlgpe

> lu— vl
8 PE

Maintenant, en appliquant Uhypothese (H2) on arrive a

- lu () v (o)l
|y, (5,0) - Dy, (1,0)] < 713 213 +|Hu(t)— Hv (0] + | Ky, u(8) = Ky, v (0]
< —l|lu—-v .
48|| | ¢
ol
1 61
Li=-—etL=—.

3 48
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L'hypothese (H3) donne

sin (u(£7))  sin (u(%))

[ Ii (u) — I (V)] - 7

IA

IA

1
—Nu-v ,
7|| | ¢

1
dou = =

Finalement, il découle de la condition (H5) que

g -gW)|<cilu-vigs,

1
avecc, =G = Y

En conclusion, toutes les hypotheéses du Théoreme (2.4.1) sont vérifiées, donc le probleme

admet au moins une solution u € %€ ([3/4,2],R).

2.4.1 Dépendance de la solution par rapport a la condition initiale

Ce paragraphe s’'intéresse a I'étude de la dépendance de la solution du probleme (2.10)

par rapport a la condition initiale u.

Proposition 2.4.1. Sous les hypotheéses (H1)-(H3) et (H5) la solution du probléme dépend

continiiment de sa valeur initiale si

!

i T
G+mu+(m+1)(L+M )F<1'

Démonstration. Soit v une solution du probleme (2.10) avec la condition initiale
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v(a) = vo— g (v). Alors v () satisfait I'équation intégrale

t
v(t) = vo—g(v)+r(ak) tk(t—s)“k_lA(s)v(s)ds

1 fi
)3

a<ti<tr(ai—1) ti—1
t
(t—9% o,  (s,v)ds

(t; — )Y LA v(s)ds

+

r(ak) Ik

1 L
a<%:<tr(ai—l) ti1
+ Y L), tek, k=0,..,m.

a<t;<t

(ti— )17 D, (s,v) ds

En estimant la différence entre u (t) et v (¢), on obtient

lu()—v@l =< llu—voll+11g(w)— gl

t
Tan ). (t— )% AS . Iluls) - vis)lds
1 li

a<t;<t r(ai—l) ti1

+

+ (t; = )1 H AW Ilu(s) — v(s)|ds

t
r— )% 1@ s,u)—® s, ) lds
F((Xk) tk( ) ” Thet+1 ( ) The+1 ( ) ”

1 f
a<ti<tr(ai—1) ti1
+ Y L)) - L), te T, k=0,..., m.

a<ti<t

+

(ti = )M 17Dy, (s, u) — @y, (5, 0) | ds

Les hypotheses (H2)-(H3), (H5) et impliquent que

M'u-v t
I | ¢ (t— )% s
F(ak) 1%

M"lu-v|l fi o
+ ) —gng (ti—9)% 17 'ds
a<t;<t ['(ai-1) i1

lu@)—v@Ol = lu—voll+Gllu—-vlgs +

Llu-vige [*
r(ak) tr
Lllu—vllgwgf” a1
—_— (ti—9)"1""ds
a<zti:<t I'(a;-1) ti1 :
+ Y pll() =), t€ i, k=0,..,m.

a<ti<t

(t— )% ds
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Ainsi

M'(m+1)T'

lu(t) — vl < luo — voll + Gllu - vigpes + T

Lim+1)T
+—

o lu—vlge+mullu— vz,

teJi, k=0,...,m.
En prenant le supremum sur l'intervalle J on arrive a

1
lu—vigpe < E luo — voll,

T/
p=1-G-mu—-(m+1) (L+M”)F,

lu—vige

ce qui prouve que l'application uy — u est continue de E — 2% (], E), ce qui prouve la pro-

position.

QUIUoIa UV 0/

O






CHAPITRE

3

Etude d’'un probléeme aux limites
impulsif d’ordres fractionnaires
multiples

| ne attention particuliere a été focalisée récemment sur I'étude des problemes frac-
)
\

£\

ou multi-points. Ces résultats peuvent étre consultés dans les références [2, 4,5, 6} 27,62, 69,

tionnaires soumis a des conditions aux limites de type intégral ou a deux, trois point

72,75, [77].

En dépit du grand nombre de publications traitant les problemes aux limites fractionnaires il
y a seulement un nombre restreint de chercheurs qui ont étudié les équations différentielles
fractionnaires impulsives soumises a des conditions aux limites, voir [1} (7, 18} [76].

Dans ce contexte, nous apportons notre contribution au développement de 1'étude des pro-
blemes impulsifs d’ordres fractionnaires multiples en abordant la question d’existence et d'uni-
cité des solutions d'une nouvelle classe d’équations fractionnaires impulsives soumises a des

conditions aux limites intégrales fractionnaires de type multi-point de la forme suivante

C@Z{“u(t) = f(t,u), [, h(t,s,u(s)ds), t€ Jy, k=0,..,m,
ut) =u(t) + I(u(t), k=1,...,m, B.1
u(0) + au(T) = Z,’f:obkjgku(sk).

Nous notons que ces problemes ne sont pas encore explorés par les chercheurs.

57
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Ce chapitre est composé de trois sections.
Dans la premiére nous établissons I’équivalence entre une équation intégrale et le probleme
étudié, ensuite dans la deuxieme section nous prouvons ’existence et I'unicité de la solution
de tel probleme et nous terminons par un exemple illustratif.
Enfin, nous fournissons a la derniere section les hypothéses sous lesquelles nous pouvons

établir I'existence de la solution, la validité de ce résultat est justifiée par un exemple adéquat.

3.1 Equivalence entre le probléme (3.1) et une équation

intégrale

Comme nous I'avons déja mentionné, nous sommes essentiellement intéressé par 1’étude
del'existence etl'unicité de la solution correspondant au probléme aux limites impulsif d’ordres

fractionnaire multiples suivant

D u) = ft,uw), f{ (s, u(s)ds), te g, k=0,.,m,
k
u(th) = u(t)) + L(u(t), k=1,...,m,
u0) +au(T) =YL, bkjtﬁfu(ek),
k
ouJ=[0,T]avec T <oo, et Jo =10, 1], Jx = (t, tes1]; K=1,...,m, C@ff est la dérivée frac-
k

tionnaire au sens de Caputo d’ordre a € (0,1); k=0,..., m;
u(t)) = ult,) + I (u(ty)), représentent les conditions impulsives. ¢ é’c est I'intégrale fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville d’ordre i > 0; fx < € < fx+1 et a, by sont des constantes
réelles données.

f:J]xExE— E estune fonction non linéaire continue, et
h:DxE—E, D={(t,s)eR*: 0<s<t <T},

est une fonction continue sur D x E.
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Remarque 3.1.1. Ce genre de fonctions non linéaires apparaissent dans certains problemes
mathématiques modélisant la propagation de la chaleur dans des matériaux mémoire ainsi
que les problémes visco-élastiques dont le terme intégral h représente la partie de viscosité, pour

plus de détails le lecteur pourra se référer a [28].

Pour plus de simplicité nous introduisons les notations suivantes :

t
Hyu(t) = h(t,s, u(s))ds
Ik
Qi (t,u(r)) = f(t,u(t),Heu(t)), pour k=0,..., m.

Tout d’abord, nous rappelons la définition de la solution du probleme (3.1).

Définition 3.1.1. Une fonction u € 26 (J;E) est dite solution du probleme Si C@;}" u(t)
existe sur J, pour k =0, ..., m et elle satisfait

e l'équation C@Z_:"u(t) =®(t,u(t)) dans J, k=0,...,m,

* les conditions impulsives u(t;g) = u(r) + I(u(ry)), k=1,..,m,

* la condition aux limites u(0) + au(T) = ¥}, bkjtﬁf u(eg).
k
Suite a cette définition on peut établir I'équivalence suivante :

Lemme 3.1.1. Une fonction u € 226 (J; E) satisfait 'équation intégrale suivante

1

I'(ao)
1

t
f (t—9)*"1Dy(s, u(s)ds+ Ky, tel0,1]
0
t

(t— )% LDy (s, u(s)ds
u =4 @y (3.2)

17
+¥k (t; = )% D1 (s, uls)ds

1 r(ai—l) ti1

+X 8 L)) +Ky, te Ty k=1,...,m,
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si et seulement si elle satisfait au probleme (3.1), ot K, est donné par

by €k
0 r(ak + ﬁk) tr

bi(ex—t)Pr (i
1T+ DI (ai-1) iy

(ex— )P (5, u(s)ds

NgE

Ku =

S|+
ton
i

(ti— )% 17 D1 (s,u(s))ds

+
Mz
M=

k=1i=
n K by (e — tr)Px ( d
+ — = Li(u(t)) - T—-95)%" 1D, (s, d
k;lzzl TGt D i) -a T (T=9) m(s,u(s)ds
! " (ti— )70 (s u(s))ds+i1-(u(t_))
i:lr(ai_l) - i -1\ izlz i ’

by (e — ti)Px

0.
T'(Br+1) 7

etn=1+a-%",

Démonstration. En appliquant le Théoreme [1.1.8| pour ¢ € Jy = [0, #;], on obtient 'équation

intégrale suivante

u(t) =

f(t )% Dy (s, u(s))ds—c, t€ Jp. (3.3)
I'(ao)

De facon analogue a la preuve du Lemme nous obtenons pour € Ji, k=1,...,m, 'ex-

pression générale suivante

u(t) = L (t )LD (s, u(s))ds (3.4)

I'(ag)
k 1 t;

(ti— )% 1701 (s,u(s))ds

i=1 r(ai—l) ti—1

k
+) Liu(t) —c.

i=1
D’autre part, nous avons
jﬁku(t) = m tk(t §)HHPe1D, (5, u(s)ds
ir(ﬁi:?})f; 3 :1( ti— )17 D,y (s, u(s)ds
i ol k)ﬁk Huy - L%

1 T(Br+ ' F'(fr+1)
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On déduit

< p
Y b gl uler) =
k=0 k

Maintenant, en combinant (3.3) et

u(0)

u(lT) =

fr

i=o L@+ Br) Jiy

£
(ex— 9 PID (s, u(s)ds

by (ex — 1) Pr fi
“T(Br+ DT (i) Jiy

iibk(‘?k

(i — )% 17 ;1 (s, u(s))ds

1) Pr _ 2 by (e — 1) P
Ii(u(t;)) - _.
R S R P P YT et
(3.4) on arrive a
—c
1 g am,—1
T ). (T—=8)""" " Dp(s,u(s))ds
m 1 t;

+y (t; = )Y D1 (s, u(s))ds

i=1 r(ai—l) ti—1

+) Li(u() —c.
i=1

La condition aux limites © (0) + au (T) = bk j “u(er) implique
c=K, = - i gk(e )P (5, u(s)ds
"o kzor(awﬁk) oot e
= b (ex—t)Px [t ai-1
+ (t; =817 D;_1(s,u(s))ds
k;; T(Br+ D) Jioy o
m k _ Bk
(€r— ty)
by y BT )
k=1i=1 F +1)
1
“(r(am) (T—s)“m‘1q>m(s,u(s))ds
m 1 t; m
+Y (ti— 970 (s, u(s)ds+ Y L],
io i) Jiy iz1
by (ex — 1) P
un=1l+a-y" —— < #0.
oun a-Y1l, TGt 1) #
Inversement, nous supposons que u satisfait (3.2), donc pour t € Ji, k=0,...,m,ona
1
“@7fur) = ‘@7 — (t—s)“k L®y(s,u(s)ds
b I'(ag)

= Cg%k(ft; q)k(t,u(t)))

Dy (2, u(1).
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Vérifions maintenant la condition aux limites, nous avons

u@0 = Ky
(1) = — T(t—s)“m‘lcb (s,u(s)ds
T Tam ), i 1
m 1 t; m
+ (ti — )% D (s, u(s)ds+ Y Liu(t)) + Ky,
io Tai-) Jiy i=1
ce qui implique
a T
u©) +au(l) = (t—9) 1D, (s, u(s)ds
T(am) Ji,
m a t; m
+y (ti = )" D (s, u(s)ds+ Y L(u(r)
i lai-1) Ji, iz

m brleg—tp)Pk
+77+Zk=0 T(BrtD) by €k

(ex— ) PLD (5, u(s)ds

N imo Llak+ Br) Ju
m k bk (gk — l‘k)ﬁk t; . .

" ti— )T (s, u(s)d
k;izzir(ﬁk+l)l“(a,-_l) ti_l(l s) i-1(s,u(s))ds
m Kk b er— ti)Pr

* ————Li(u(t;)
k;lzzl TP+l

_ ( 1 T(T— Jan Lo (s u(s)d
T J,, T Pl uds

m 1 t; m
+ (=) 17 0 (s,u(s)ds+ Y Li(u(t)))
ST(@i) Ji ' Zl l )}
< p
= Z bkjﬁku(gk)-
k=0 k

Finalement, on note que les conditions impulsives u (;) = u (tx) + I (u(t)), k = 1,...,m. s’ob-

tiennent par une vérification directe. O

Dans le but d’établir nos résultats d’existence et d'unicité nous avons besoin du lemme

suivant :

Lemme 3.1.2. Soit h(t, s, u) unefonction continue par rapportas et t, et il existe une constante

positive C telle que

”h(t)sy u)_h(t)s) V)” SC”M— U”, VI,SEJ, Vu,UEE,
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Alors, il existe une constante positive C' telle que
IHu )] < T (Cllulge +C')

et

I Hxu(t) - Hev(ONl = CTllu— vz,

pour tout u,v e P€(J,E), t€ J, C'=max(sep llh(t,50) etk=0,...,m.

Démonstration. Les estimations ci dessus s’établissent comme pour la preuve du Lemme

232 O

3.2 Existence et unicité de la solution

Pour établir le résultat d’existence et d'unicité nous considérons des conditions appro-
priées sur les fonctions impliquées dans le probléme (3.1). Nous proposons les hypothéses
suivantes :

(H1) 1l existe une fonction L; € L (J,R*) telle que

[Pk(t, u () =P, v (NI = (CT+Li (D) u-vizpe,

te], u,ve?€J,E), k=0,...,m.

Onpose L=CT + ||L1llo €t Ly =sup,; Il f (£,0,0) |.

(H2) 1l existe une constante positive u > 0 telle que
I I(w) - (V) <pllu-vl, w,veE et k=1,..., m.

(H3) Le nombre réel positif

!

&= (A+Q)+uQ

r/
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satisfait 0 <& < 1, ot T = maxp<i<m {T%}, T' =ming<;<m {I (a; + 1)} et

a m kaﬁk
Q=m|1+ =+ —/———|,
In| &= In[T(Br+1)
A:1+i+ n kaﬁkB(ak+1,,6k)
In| o In|T(Br)

Maintenant, nous sommes préts a énoncer et démontrer le résultat principal de cette sec-

tion.

Théoreme 3.2.1. Si les hypotheses (H1)-(H3) sont satisfaites, alors le probleme admet une

unique solution u € € (J,E).

Démonstration. Pour montrer I'existence et 'unicité de la solution du probleme (3.1) il suffit
de vérifier les hypotheses du théoreme de point fixe de Banach.

On définit 'opérateur A : 226 (J,E) — € (J,E) par

t
Nu(t) = 1 (t— )% 1Du(s,u(s)ds
r(ak) tr

1 l
ocg<s (@i-1) Jo;y
+ Y L) +Ky,  te, k=0,..,m.

o<ti<t

(ti— )17 ;1 (s, u(s))ds

Notons qu’en procédant de la méme facon que dans la preuve du Lemme on démontre
que si u € 6 (J;E), alors N ue P€(J;E).
Nous allons maintenant prouver que .4 est une contraction ; en effet, pour toutes

u,veP€(J,E)ona

1 t
IAN ut)— AN v@)| < (t— )L Dp(s, u(s) — (s, v(s))lds
r(ak) tr
1 fi
+ Y (t; — )% 7!

0<t;<t Dlai-1) Jo
x| @1 (s, u () —Di—1(s,v(s)lds

+ Y L) = LwE) |+ 1Ky — Ky .-

o<ti<t
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Les hypotheses (H1)-(H2) impliquent

LTa'k Z aj-1
IANu@)-Av@)ll = ——lu—-vige+L ——llu—vizp¢
I'ap+1) 0 D@1 +1)
+u Y llu() — v+ 1Ky — Koyl
0<ti<t

En estimant la différence entre K, et K,,, on arrive a

b ff
o T(ax + Br) Jiy
m k _ ﬁk

+Z by (ex— ty)
i1 isi DB+ DI (ai-1)

IKy—Kyll = — k(Ek—S)“"+"3’<‘lI|<I>k(s,u(S))—CDk(s,V(S))IIds

Xf (ti = )" 17Dy (s, u(s) — i1 (s, v (s)) | ds
t.

m K by (ex — ty)Pr
+2 2 % I 1: () - L )|

+

(T = 8) 1D (5, 1 () = Ppuls, v (s)l ds
Iam) Ji,,
m

+y a

g ai-1) Jy,

t;

(ti = )% 1Dy (5, u(8) — D1 (s, v (5)) | ds

m
+a ) || 1iu()) - Ii(u(t;))||] :
i=1
Compte tenu du Lemme et (H1), nous obtenons

1 Mmoo b T%Pr
IKy—Kyll = +—|Llu-vl -
©oor |n| ‘@%k;ol“(ak+l3k+l)

m k kaai_l+ﬁk
+Lllu-
lu—vige ) Y. T(Br+ DI (@i +1)

k=1i=1
m kaﬁk T%m
+ ——(ult;)—v(;)| +tal——|lu— vl op¢
”k;izzlr(ﬂk+l) ” ! ! ” IFlam+1)
m a1

+vap Y ) -vie)| |-
i=1
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Par conséquent,

T% Z T%i-1
IAu@-ANvl = ——Llu-vige+L ——llu-vl
T(ag+1) 7T A T (@i + ) 7
m b TPk
+ lu(t;)—vE )+ Llu-vie
> %Z|77|F(ak+ﬁk+1)

o<ti<t

- vl 3 3 DL

+ J—

HTUPE L LT (B + D@y + 1)
m k
%>

ka

Gt vl
T%m noau _ _

+al|u—v| —_+ — |ult;)—v(t;)
PE |17|F(C¥m+1) z; |77| ” i ”

m Tal-_l

+al|lu—vlge Z m

Comme
r T(ap+1
F(ak+,6k+1): (ﬁk) (k ),
B(ak+l,ﬁk)
alors
Talc LTai—l
AVu@) - Av@)l = ——lu-vigpe+ ——llu—vl
T(ag+1) 7 0<;<t1“(a,-_1+1) e
+u Y u() - v
o<ti<t

b T TPrB(a) +1,
+Lllu- VIIgng . (@ + 1P
= |n|T(Br)T(ar+1)

m k kaai—lTﬁk
+L|lu-v|
Mkzlzl In|T(Br+ Dl (aj—1 +1)
m k
D3

W(ﬁ H)ullu(r;)—v(tnli

aT%m
|n|T(a@m+1)
m aT%-1 ap _ _
+Lu—-vlge Z m Z H u(e) - v

i=

+Lu—-vlgpy
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En estimant le membre de droite nous obtenons

A u(t) - A vl

I\

T'L mn kaﬁkB(ak+1,ﬁk)
2B EDY

o [nlTB
m by TPr a am)

+m) —————+

_+_

ST+ 0| |0l
+,um(1+ i bk—Tﬁk )
JnT e D ol

( +Z kaﬁ’CB(ak+l ,Bk) +i
o [nlTe In|

m B
1M

T(Br+1) |n|

m kaﬁk a
1+y —F
& It B D |n|)

lu—vlgpe

IA

+um lu—vigpe

/

IA

L
- (A+Q)+uQ

lu—vlge

IA

Ellu—vligeg .

Ainsi

A U= AN VIgpe<élu-vgpe.

Or, I'hypothese (H3) implique que ¢ € (0,1), ce qui entraine que .4 est une contraction stricte.
Le principe de contraction de Banach nous permet de conclure qu’il existe un unique point

fixe u = A u, ce qui établit le résultat. O
Afin de valider le résultat précédent nous présentons I’exemple suivant :

Exemple 3.2.1. Examinons le probléme fractionnaire impulsif aux limites suivant

In@+u(n)) +fC°S(“é”)

Cop%yu(r) =
I (2) 2+8 el +4

ds, te ], k=0,1,2,

Ik

ult; 3.5
u(t;g):u(t,;)+sin( (;k)), k=1,2, 55

N

u(©+u() =X} o b sl uen
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Soit (E,I.I) = ®, 1. et =1[0,1], Jo=[0,5], 1 = (1. 5], 2= (5,1],

2

:g,m:Zeta:I.

avecty=0, t; = i, )

Les constantes €y, by, Bk, @y sont données par

Ek b B Ak
g0=1/6 | bp=1 | fo=3/2 | ap=1/5
e1=1/2 | b1=1/6 | f1=4/5| a;=1/2
€2=3/4 | by=1/8 | B2=3/4 | ay=1/6

Définissons
tcos(@)

6
Hk(t):ft—ds, k=0,1,2,
+4

tr ¢
In(B+|u(®)))
2+8

u(ty)
9

Dr(s,u(s) = + Hiu (1),

Iku(t,;):sin( ), k=1,2.

Pouru,ve P€(0,1],R),ette J,ona

u(s) v(s)
[462) - cos (48]

ds
el+4

I‘COS
|Hku(t)—Hkv(r)|sf
Ik
lu—vlge
6 (e’ +4)

1
<—llu-vigpe.
24|| lze

1
DouC=—.
24
D’autre part, 'hypotheése (H1) donne

In@+u@®))-In@+ vl

|Di(s, u(s)) —Dr(s,v(s)l =

?+8
<( ! + 1)ll |
S|\l—FF+— u—-v .
3(r2+8) 24 7

1
<—|lu-v )
B I | ¢

+ |Hyu (t) — Hiv (1)|
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| Lyl ! tL !
=— e = —,
Moo ™54 12

En appliquant 'hypothese (H2) il résulte que

|7k (e (7)) = T (v (50))| =

t, L,
sin(—u( k))—sin(v(k)
9 9
<1|I =l
=9 u—"vloeg,

alors p= =
H=5
Maintenant nous allons vérifier la condition (H3) :

Tout d’abord, en calculant la valeur den nous obtenons

Il
—
oS
D
®

Ensuite, l'évaluation de Q) donne

a mn kaﬁk )
Q= mll+ =+ —
( FIRP M sy

1 1
= 2(1+ + +
( 67|T(2) 80T (%) Inl)
3.407.

La valeur de A est donnée par

a m ka'BkB(ak+1,,3k)

A = 1+—+
Inl = T
r(é (3 (<
= 1+ (537 + (2)23 + (6)23 +i
nIr(35) 6T (%) 8nlr(EH) Inl

Il
[—
<o}
o]
o
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Finalement, on a
I' = min{T'(ap+1),T'(a;+1),T(ay+1)}
- w27
5 2 6 2 2

et

T = max{T“"}:max{T%,T%,T%}
0<i<2 0<i<2
= 1.

Ceci implique que la valeur de ¢ est donnés par

!

T'L
¢ = o (A+Q)+uQ

R (A+Q)+Q
eyT 9

= 0.886<1.

Le Théoreme|3.2.1|assure l'existence et l'unicité d’'une unique solution u € 226 ([0,11,R) du pro-

bleme (3.5).

3.3 Un autre résultat d’existence de la solution

Dans cette section nous présentons des conditions suffisantes pour I'existence des solu-
tions du probleme dans un espace de Banach de dimension finie.
Afin d’établir un résultat d’existence de la solution du probleme nous considérons les
hypotheéses suivantes :

(H4) La fonction non linéaire f : J x E x E — E est continue.

(H5) Il existe une constante 0 < p < &, (@ = ming<;<, {a;}) etune fonction M () € L% J,E)
telles que

||f(t,u,v)|| sM(@)QA+Ilull+Ilvl), pourtout t€ Jetu,veE.
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(H6) I sont continues et il existe une constante positive A telle que

I rul <Allull, Vvue Eetk=1,..., m.

(H) ,
AT'|M] 3 m 5
a Pi.bi. TPFB (ay,
— LP ) P(1+Q+—) ok GI0) +1Q <1,
Ty nl) &= |n|TBe
—p\1-P
0l A=1+CT, T’ = maxozizm {T%}, I" = mingzem ' (@)}, P = (52) 7,

N p
_ 1-p _ a m by TPk
Py = (ak+ﬁk—p) et Q=m (1 Trt ke Inlr(ﬁk+1))'

Considérons le sous-ensemble fermé, borné et convexe B, = {u € € (J,E) : |ullgg <1}

de 226 (J,E). On définit 'opérateur A : B, — B, par

t
Nu(t) = 1 (t— )% 1Du(s,u(s)ds
F(ak) T

1 li
0<t;<t Dlai-1) Jr

+ Y L) +Ky, t€]g k=0,..,m.
o<ti<t

(ti— )17 ;1 (s, u(s))ds

Lemme 3.3.1. Sir satisfait l'inégalité suivante

AT'|M| 1 m p. b.TPB
>\ P(1+Q+i)+z e el -
r're Inl) = In|T(Br)

1Xs ald
AT IMI p(1+9+i . i Pybi TPeB (ay, Br)
TP |} = [InlTBe

avec A' =1+ C'T, alors & B, c B,.

Démonstration. En effet, pour tout u € B, on a

1 t
IAu@l < (£—8)* Dy (s, u(s)l ds
T(ar) Js,

e
0<t,-<tr(ai—l) i1

+ Y | nE )| 1K

0<t;<t

(= 8% Dy (s, u(s) ds

Au vu des hypothéses (H5) ; (H6) et le Lemme|3.1.2on trouve
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1+ llullpg +CT lullgpe +C'T) (1

( 2¢ 7e ) (t—)** IM(s)ds
I'(ag) t

(1+ lulge + CT lulgs + C'T)

A u@l =

li
+ ) f (t;— )% IM(s)ds

o<ti<t I'(ai-1) i1

+mA | ullge + 1Kyl

En estimant la valeur de || K, || on arrive a

1 m Ek
1Kyl < I Zna” 5 “(er— 9P (s, u ()| ds
k=0 Ik
nok o byex—tp)Pe [l aii—1
+ i~ =1 q)i— ) d
k;; (ﬁk+1)r(al 5 t,l( s) ID;_1 (s, u(s)lds
m k
#2 ) ’CF(E’C ™ )
=1i=
T
e (T = 9% M| Dy (s, u(s)) | ds
m 1,
m a t;

*)

i=1 F(ai—l) ti—1

(ti =) D (s,u(s)lds+a, ||I,-(u(t;))||] :
i=1

L'application des hypotheéses (H5)-(H6)et le Lemme implique que

(1+llullige + CT llullpe +C'T)

||

m k bk (Ek— l'k)ﬁk t; o
¥ (ti— )M M(s)ds
kz::llzzi r(ﬁk"_ DI'(a;-1) ti ©)

T 17

a
(T Y= (s) d s +
T () s ()ds lzlr(a, 0 Ji

™ by (ex — tr) P
i ]

m bk Ek
i=o Tlar+Bi) Ju

IKull =

+

( i—s)““_lM(s)ds]

mA | ull
LA ze |

|| o1 TBr+1)

(ex— )Y HPIM () ds
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Alors

I u@l < (A’+A||u||gz<g)[ (t )M (s)ds

I'lag)
1 L

(ti — s)“"’l_lM(s) ds
0<ti<t [ai-1) Jy_, '

m bk Ek +ﬁ Y
+Y —————— | (ex=)*PIM(s)ds
i=o |n|Tak+Br) Ju
k b —f ﬁk t;
Z Z k(gk k) f ( i_S)al‘_l—lM(s) dS
= = [n|TBr+ DT (@i-1) Jiiy
a T
t——— | (T-9*"""M(s)ds
|77|F(am) tm
o a fti 11 1
LI S Ppa— (ti—8)" 1" M(s)ds
i:zllnlr(ai_n by
b — 1.)Bx
rmAlulpe |1 +Z ek~ 1)
Tl & Tt B |
En appliquant I'inégalité de Holder on obtient
IIMIIL,U) a1 (1P
IV u@l < (A'+Ar) —k( (t_s)wds)
I'ak) t

IMIl . N o

i @i-1—

Y &U (i s) ds)
o<ti<t F(al—l) ti—1

m brlIMI 1

ap+Br-1

Ly [ [5* 1=p
Y T ( (Ex—9) TP ds)
=0 |n|T(ak+ Br)

m k beE—wPIMI o 1P
k;; In|TBr+ Dl (ai-) s, fi
alMl 1 .

LP (Jp) am-1 7P
— ( (T—s) -7 ds)
|77|F(am) tm
m alMl 1 . i 1P
£y LP UJp) (f (ti— ) L ds)
= T @iz Ui,

M b (€x — tr)Pr
142 4 k (€ — 1)

+mAr
In| & In|TBr+D)
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Le calcul des intégrales de membre de droite donne

. ( )w 1-p . ( )“il—l‘P I-p
r—1x) - ti—ti—1) =r
T'(ay) ( a—p ) + Z T(aj_1) ( &i-1—p )
k o<ti<t i-1

1-p 1-p

. b 2 AN

Ex—1t) P

I B e
i=o |n|T(ak+ Br) Pip

1-p
aj_1-p\1-p
by (e — tr)Px ((ti_til) 1-p )

IAuDIl < (A +Ar)IM| 1
L7 ()

+
k;; In|T(Br+ DI (a;-1)

di-1—p
1-p

Tt )P\ " m RPN A
+ . ( llnrzn—l’ ) +Z - l aljll—p
In|T(am) - = n|Tai-n) =

142 ™ b (g — t)Pr
In| = n|TBe+D

+mAr

Ainsi

!

a m kaﬁk
P+mP++mP—+mPY ———
n| = | TBr+1)

m B
1+i+ Z L
In| =1 In[TBk+1)
m PkkaﬁkB(ak,ﬁk)

i+Q)+Z

|| o |nlTew

Nu®)ll < (A +Ar)|M —
A u)ll ( )l IIL%U) TP

m Pibi TPFB (ak, Br) pa

+
k=0 |77| I'(Br) |77|

My T
L? ()

r// Tp

+mAr

IA

(A"+Ar)

P(1+

+ArQ

AIM| + T m B
L7 () P(1+|_a|+0)+ Z Piby TP¥B (ak, B)
n

=0 |n|T(Br)

IA

TPr” '

AllMI . T
L ()

)+AQ

m p.b,. TPB(ay,
P(1+ﬁ+ﬂ)+2 bk (“kﬁk)]
n

TP = |n|T(Br)

Ce qui implique que | A ullg« < r; par conséquent A B, C B;. O

Lemme 3.3.2. Lopérateur N envoie tout borné de 2?%€ (], E) en une partie relativement com-

pacte.
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Démonstration. Définissons I’ensemble # = { A u:u€ B,}.
Dt al'inclusion A B, € B, ; # est uniformément borné.
Montrons maintenant I’équicontinuité de #’ .

Soit u € By, pour {; <T; <T2 <[}, 0na

1 [
IA u(t2) = A u@E)l < (71— 9% = (1 — )M | Di(s, u ()l ds

I'(ag) Ji
T2
a1
+F(ak) 5 (T2—9) [P (s, u(s)ll ds.
L'hypothese (H5) donne
1 T1
IA u(ry) — A u@E)l < (71— 9% = (12— )% 1]
F(ak) I
xM@S) A+ lus)l+1Hu(s)l)ds
T2
+ (T2 =) M (s) (L + u ()|l + | Hu(9)]) ds.

F(ak) T1

Tenant compte du Lemme et 'inégalité de Holder on obtient

A+ A T 1 \l-p
A u(Te) — A u)ll < M[U1((n—s)“k_l—(rz—S)“’“_l)ll’”ds)
F(ak) Iy
1 p T2 a-1 1-p
X(f Mr (s)ds +f (Tz—s)lvds)
173 T

T2 1 p
X ([ M (s) ds) .
T1

Lutilisation de 'inégalité
(a-b)*<a”-b", pourw>1let0<b<a,

donne

(A"+ Ar)IM| 1
LP(

T1 ap-1 ap—1 1-p
| ult2) ~ A u)l - < ) W ((n 9t _(,Z_S)lk—,,)ds)
Ik

I'(ag)

& gl A\
+(f (Tp—8) I-p ds) .
71




3.3. Un autre résultat d’existence de la solution

76

En calculant les intégrales nous obtenons

(A"+ Ar) 1M )
A u(ty) — Nu(r)ll < LP ()

I'(ak)
’ = P agp\1-p
T1-t) P (Ta—T) TP (Ta— 1) TP
x ar—p ap—p - A—p
1=p I-p 1-p
ap-p\1-p
(T2—11) "7
+|
1-p
(A"+ Ar)IMIl 2 -
1 1- P
A u(re) — AN u)ll = LP (J) ( p )
F(ak) aip—p

Xp— Ap—p Ap—p

P kP axpy\1=p
< (1= 8T+ =) T — (-1 7

+(ry—T1)%P

Maintenant, en appliquant I'inégalité

|c”—d’|<(d-c)? ouoe(0,1] et 0<c=d,
il résulte que

(A" +Ar) M| 1
LP

1-p \I7?
A U - N u)ll < (”( p)
I'ag) aip—p
7% ag=p\1-p _
X ((Tz—‘n) =P+ [To— b —T1 + Ig] 1"’) + (1o —T)¥*7P
A+ A M _
(A + Ar) | IIL;U)( 1-p )1 p
I'lag) ag—p

Ap—p

Ll ag=py1=p .
X ((Tz—Tl) =P +(12—71) 1"’) + (T —T)%P

(A" + Ar) ||M||L%U) 1 p\IP
IA u@2) - Nu@E)l < 3 T ( ) (T2—1)*P
r a—-p
3(A'+Ar)PIMI
<

o (T2 =T P.




3.3. Un autre résultat d’existence de la solution 77

Quand 7; — 72, le membre de droite tend vers zéro, d’ou I’équicontinuité de #'.

D’autre part, les sous-ensembles #/(f) :={ AV u(t):ue B, te J\{tx}, k=1,..,mj},

W(t):= {ﬂu(t,;) :u€ B }et W (L) := {ANu (t;) :u€ B}, k=1,..,m, sont compacts vu que
leurs fermetures sont bornées dans E (dim E < c0).

Ainsi, le théoreme 2?6 -Arzela-Ascoli affirme que #  est un sous-ensemble relativement com-

pactde 226 (J; E). O

Nous avons le résultat d’existence suivant :

Théoreme 3.3.1. Sous les hypotheses (H4)-(H7) le probleme admet au moins une solution.

Démonstration. En vue de prouver que I'opérateur ./ admet un point fixe nous appliquons
le théoréme de point fixe de Schauder. Etablissons tout d’abord la continuité de .4

Soit {uy},>1 < B, telle que u; — u dans B;, alors

1 t
A un(t) = N u)| < (t— )" 1 DL(s, 1y (5)) — Prls, u(s)l ds
F(ak) I

1 li
ocn<l(@i-1) Jtiy
+ 2 L) = L)) | + || Ku, = Ku,

o<igi<t

(£ = )% 1Dy (5, 1y (5) — D1 (s, u(8)) | ds
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1
Ky, — K, < —
K-kl = o

by €k
Z’ I'(ap+
k=0 k ﬁk) Ik

(e — ) WHPR

by (e — tr)Px
= (B + DI (ai-1)

m
x |Dk(s, up (5) = Ppels, u () ds+ Y
k=11

L
. f (ti = 9% D1 (5, thn (5)) — Byr (5, 1 ()| ds

i1

b —t ﬁk
2k = BT (1) — L )|

+ (T = )% M| Dy (5, U (5)) = Dy (s, u ()l d's

r(am) tm
m a t;

+

SO (ti = )% 1 D1 (5, up (5) — Di_1 (s, u(s)) | ds
i=1 i—1 tiq

+ay ”Ii(un(ti_))_Ii(u(ti_))”] :
i=1

La continuité des fonctions A, f, I} implique celle de A4".

Les Lemmes (3.3.1)-(3.3.2) ainsi que la continuité de 'opérateur 4" nous permettent de conclure

que A est completement continu.

Nous concluons par le théoreme de point fixe de Schauder 'opérateur .#° admet au moins

un point fixe u € 226 (J, E) qui est la solution du probleme (3.1), ce qui acheve la démonstra-

tion.

Nous terminons par un exemple illustrant I'utilité de notre résultat

O

Exemple 3.3.1. Considérons le probleme aux limites impulsif d'ordres fractionnaires multiples

suivant

3 PP (1 +sinu (1)) +f tPIn (1 + |u(s)))
o W+2 +2) (2 +w+1)

L (gl

w(0) +4u()=y2_, bkjé’“u(gk).

ds, te i, k=0,1,2,

,k=1,2,

(3.6)
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Soit (E,I.I) = ®,1.) er ] = [0,1],Jo = [0,3], /1 = (3,3], )2 = (3,1], avec 1o =0, 1y =
w>0, m=2eta=4.
Les constantes €y, by, Bk, @y sont données par
Ek by B ak
80:1/7 b0:1/8 ﬁ0:3/2 a0:5/6
81:1/2 b1:1/9 ﬁ1:9/4 a1:3/4
82:5/6 b2:1/10 ,32:5/2 a2:4/5
On définit
t
tP® P tP? rIn(Q+|u(s))
O (t,u(t)) = + sinu () + ds,
w+2 w+2 w+2 P+w+1
Ik
|u ()]
Lu(ey) = — k1
27+ |u (1)
En appliquant I'hypothese (H5) on trouve
t
tPe In(1+|u(s)])
O (tu() =< 1+|sinu(t)|+|| ———ds| |,
O (2, (1)) w+2( sinu(ol+| [ =5
173
pw
ce qui signifie que M (t) = Ty d’oui, par un simple calcul on obtient
1
(Ml » = .
Py (w+2)(w+1)P
t
D’autre part, ona H u(t)—fwds et le Lemme|3.1.2impliqgue C' =0 et
part k r+ro+1 £ mpig
Ik
FIn +lu ()
n(1+|u(s
Hiu(t)| < ——|ds
| Hiu () f P+ow+l
173
lull g
w+1
w+2
Comme C = ,alors A= .
w+1 w+1
L'hypothese (H6) donne
_ lu(gdl 1
|[eu(60)] = =7 < o5 lulloe,

C 27+ |u(t)] T 27

1
4?

I =

3
1

)
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1
doudl=—.
27

Maintenant, nous allons vérifier la condition (H7).

Tout d’abord, en calculant la valeur den on trouve

PourQ ona

Pibi TPvB (ay, i)

~
~

l1+a-
i T(Br+1)
13 11 1
144 L —+—2 4 12
8r(3) or(%) 1or(

m

m(1+z

by TBk

1

_+1)
= n|T (Be+1) |0

1
2(1+

3.6318.

Evaluanty .,

7| T(Br)

, On arrive a

4
+ +—
9[n|r () 10|n|T (%) MJ

1-
iPWH“NMﬁU p—q ”r@)+p_p
k=0 |n|T(Br) I-p 8|n|T (%) \3-p
+( 1-p )1_” rd)
o-p)  10|n|TGp)
D’autre part on a
. {5 3 4} 3
a=min{—,—,—¢r=—,
6 45 4

d’olt

On a aussi

=

r3)

9|n|T@B)
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Finalement, on obtient

/
AT'IMI 3 p(1+g+i)+ o Pibi OB (o i)\
rrer” Inl} = In|T(Br)
1-p 1-p 5
_ - I'(z
e | e B LR | B e
(+DPHT(2) [\3-p bl 3=P 8|n|T(5)
1_
1-p\' 7 T(3) 1-p\" T(3) Q
+ 3 33 :
3-p)  9pT® \{F-p) 10[n|T(F)] 27
En choisissant w > 0 suffisamment grand et p € (0,3) nous arrivons a
1-p 1-p 5
_ - I'(5
L (; p) (1+Q+i)+(1 p) (6)7
@+DPHT(R) |\3-p In|) \i-p) 8[nT(F)
1-
1-p 1=-p F(i—’) 1-p g F(%) Q
3-p) 9nr@ \B-p| 10fn|r(B)| 27
A titre d’exemple pour :
° —1 tw=4
p—zew— ona
1 1_1\l72 4 1-1\'72 ()
1 (3 ﬁ) (1+3.6318+ )Jr(7 ?) —
53+1xr(8) [\2-3 4.9929) \f-3) 8x4.9929TI'(%)
_1 _1
1-1\'"2 @) 1-1\2 r(3) 3.6318
"\32L)  9xa9920r@) (B_L 10 x 4.9929T (32) T
5 : 10 2 : 10
~0.74508
. p:;etw:9on0btient
5 5
1 1-5\!"7 4 1-5\!'77 r(2
(3 g) 1+3.6318+ )+(7 f_)) €) .
1051 xT(8) [3-2 4.9929) |%-3 8x 4.9929T (%)
-8 1-3 r(3) 1-3 -2 I'(3) 3.6318
"1378]  9xag9er@ |B_s 2N Y
-3 x 4., 3 |B-3 10 x 4.9929T (32)

=~ 0.30329
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Ainsi, on déduit que toutes les hypotheses du Théoreme|3.3. 1| sont vérifiées ce qui nous per-

met de conclure que le probleme (3.6) admet au moins une solution.

QUIUoIa U0/



CHAPITRE

4
Conclusion et Perspectives

en ouvrant de nouveaux horizons a la recherche scientifique sur cette thématique émergente.

Apres avoir présenté les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du
présent travail, nous avons proposé une correction et une amélioration du concept en cours
de solution d’'une équation différentielle fractionnaire impulsive. Ainsi, en utilisant les tech-
niques de points fixes, nous avons établi des résultats d’existence et d'unicité de certains pro-
blemes différentiels impulsifs d’ordres fractionnaires multiples relatifs a la dérivée de Caputo
dans des espaces de Banach. La dépendance de solutions par rapport aux données initiales
a été également discutée. Une synthese de ces résultats a fait 'objet d'une publication dans

une revue de renommée établie [21].

Par ailleurs, nous avons présenté des résultats d’existence et d'unicité de la solution d'une

nouvelle classe de problemes aux limites impulsifs d’ordres fractionnaires multiples. Ces ré-
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sultats sont soumis pour publication [22].

Enfin, vu sa nouveauté ce domaine est tres riche en questions ouvertes; par conséquent
différentes perspectives peuvent étre lancées a la suite de ce travail.
En effet, nous avons l'intention d’étudier ultérieurement une classe d’équations impulsives
d’ordres fractionnaires a retard ; de plus nous prévoyons I’étude de la stabilité des solutions
d’'une telle classe d’équations.
Par ailleurs, la diversité de la nature des conditions impulsives qui peuvent étre de type in-
tégral ou multi-points, en nombre fini ou infini de moments d’impulsion, fixes ou variables,
nous incite a I’étude d'une classe d’équations différentielles d’ordres fractionnaires soumises
a des conditions impulsives de type intégral.
Finalement, le développement d’éventuels modeles numériques correspondant aux équa-
tions impulsives d’ordres fractionnaires présentées dans ce travail occupe une place appré-

ciable dans 'ordre de nos perspectives.

QUIUoIa IV 0/
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This paper is concerned with the existence, uniqueness, and stability of the solution of some impulsive fractional problem in a
Banach space subjected to a nonlocal condition. Meanwhile, we give a new concept of a solution to impulsive fractional equations
of multiorders. The derived results are based on Banach’s contraction theorem as well as Schaefer’s fixed point theorem.

1. Introduction

It is well known that the theory of fractional calculus deals
with the concepts of differentiation and integration of arbi-
trary orders, real and complex. Actually, the real importance
of fractional derivatives lies in their nonlocal character which
gives rise to a long memory effect and thus to a better insight
into the modelled processes. On the other hand, since models
using classical derivatives are just a special case of those
using fractional derivatives, then most of the investigators
in different areas such as electronics, viscoelasticity, satellite
guidance, medicine, anomalous diffusion, signal processing,
and many other branches of science and technology have
revisited some classical dynamic systems in the framework of
fractional derivatives to get better results; see the references
[1-8]. We point out that most of dynamic systems are
naturally governed by fractional differential equations; for
further applications of fractional derivatives in other areas
and useful backgrounds we refer the reader to the works [1-
5,7-12].

As far as we are concerned with impulsive fractional
differential equations, we intend to improve and correct in
this paper some existence results established earlier in [4, 13-
18] for impulsive fractional differential equations. There have
been in the last couple of years several concepts of solutions
satisfying some fractional equations subjected to impulsive
conditions, see [13,14, 18,19], while the authors of [18] claimed

that their new concept is the more realistic than the existing
ones. Actually, we believe that nobody holds all the truth
about this subject and a lot of dark sides of these approaches
are not yet well elucidated.

Regarding the concept of a solution for impulsive frac-
tional equations introduced by [18] we point out that Lemma
2.6 which has been used by the authors to obtain the equi-
valence between an impulsive fractional problem and an
integral equation is false as we see in the following counterex-
ample.

In the famous book of Nagy and Riesz [20, page 48],
there is an example of monotonic continuous function F :
[0,1] — R which is not constant in any subinterval of [0, 1]
and satisfies F' = 0, almost everywhere in [0, 1]. So, in terms
of Caputo’s derivative we would have formally for any o €
(0,1)

Crya 1 Jt —a !

Dy.F(t) = ———— t— F' (s)ds=0, tel0,1],
o F (£) - 0( s) "F (s)ds € [0,1]

F(a)=F, 0<a <1, with F; being the value of F at a.

M)

However, there is no apparent equivalence between this
problem and the fractional integral representation of F
defined in Lemma 2.6 [18]; otherwise the function F(¢) would
be constant and equal to F, throughout the interval [0, 1]



which is a contradiction! Moreover, since in the same work
Lemma 2.7 is based on the latter lemma then it is not correct
and may lead to apparent contradiction.

Our main contribution in this paper is the study of
new fractional problems of several orders in a Banach space
subjected to some impulsive conditions of the form

D% u(t)
=A(t,u)u(t) +F<t,u(t),

r h(t,s,u(o(s)))ds,
e (2)
J k(t, s, u(t(s))) ds) ,

a

tEJka k=03-~-;m)
u(a) =u, € E,

u(t)=u(t)+L(u(ty)), k=1,...,m.

Let us first give a concrete example of such a problem in R;
namely;

Dpu®) =t -1, tej,=[0,1],

c, B 1y _
Dhu(t)=(¢-1% te] =(,T], 3)
u(0) =1,

u(1M) =u(17)+2,

where0 <« < 1,0 < < 1,T > 1,and p,q € R*. So, we
look for a piecewise continuous function u : [0,T] — R
satistying (3). Solving the subproblem

Cpru(t)y=tF -1, te]J,
ou() E]O (4)
u(0) =1,
we obtain
t
u(t)zl+$L(t $)*sPds
1 ' a—1
- | s 5)
L+ wp 1 o«
F(a+p+1) I(ax+1)

from which we getu(1) = 1+(I'(p+1)/T'(a+p+1))—(1/T'(x+
1)).
On the other hand, the solution of the subproblem

CDll;+u(t) = (t - 1)01) te ]17

F(p+1) 1
F(la+p+1) T(a+1)

(6)
u(l)=u()+2=3+
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is given by

1 ‘ OB 1)
F(ﬁ)jl(t )P (s—1)%ds

u)=u(1")+

rp+1 1
_y, L+l -
T(a+p+1) T(ax+1)
r(q+1) _ 1\Bta
— (- 1)
F(B+q+1)
Hence, the piecewise continuous function
r 1
(P+1) oy 1 o tel,
I(a+p+1) [(a+1)
r 1
wiy =13, LD 1 )
T(a+p+1) T(a+1)
r 1
LU RPN fe
T(B+q+1)
is a solution to the impulsive fractional problem (3).
A particular problem of (3) is as follows:
“prut)=t" -1, teJ,
CnY _ q
D.u(t)=0-1)" te],
() =(-1) 1 ©)
u(0) =1,
u(1M)=u(17)+2
corresponding to the case y = « = 3 whose solution is
r 1
(Pt1) gy 1 o te,
T(y+p+1) L(y+1)
r 1
wty= 13, T+ 1 (10)
T(y+p+1) T(y+1)
r 1
AL R fel.
T(y+qg+1)

The paper is organized as follows. We present in Section 2
our problem as we establish some equivalence between the
the given problem and a nonlinear integral equation. Next,
we state a piecewise-continuous type of the Ascoli-Arzela
theorem as well as Schaefer’s fixed point theorem in order
to apply them subsequently in our proofs. In Section 3 we
use the Banach contraction theorem to establish an existence
and uniqueness theorem of a quasilinear impulsive fractional
problem in an abstract Banach space. In Section 4 we apply
Schaefer’s fixed point theorem to some semilinear impulsive
fractional problem in a finite dimensional Banach space to
obtain the existence of a piecewise continuous solution; on
the other hand we prove the stability of the obtained solution
with respect to the initial value. Finally, we conclude the paper
by a concrete example illustrating one of our results.

2. Preliminaries

The main purpose of this paper is the investigation of the
existence and uniqueness of solution corresponding to the
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following impulsive fractional integrodifferential equation in
a Banach space (E, | - ||)

Cthf u (t)
k

=A(t,u)u(t)+F<t,u(t),

Jt h(t,s,u(o(s)))ds,

7%} (H)
J k(t,s,u(t(s))) ds> ,

a

tel,k=0,...,m,
u(a) =u, € E,
u(ty) =u(t) + L (u(t)

where

k=1,...,m,

(i) J =[a,T]with0 <a < T < ooandJ, = [a,t],
]k = (tk>tk+1];k =1,...,m,
(ii) CD;Xf is Caputos fractional derivative of order oy €
k
0,1),k=0,...,m,

(iii) A : ] x E — 3B(E) is a continuous operator, where
3 (E) is the Banach space of bounded linear operators
on E in itself,

iV, :E - E;tg=a <t < <t,<t,, =T
u(ty) = limy, _, goulty + €) and u(ty) = limy,_, o-u(t; +
€) = u(t;) are, respectively, the right and left limits of
u(t) at the discontinuity point t = .

We set the following hypotheses:

(j) the functionso,7: ] — ] are continuous with a <
o(t)<tanda < t(t) <t foreveryt e ],

(jj) the nonlinear function F : J x EXEXE — Eis
continuous, and

h:DXE —E, D:{(t,s)ERZ:aSSStST},
k:D,xE— E, (12)

where D, = {(t,s) € IRZ:tE],aSS§T},

are two continuous functions over D x E and D, x E,
respectively.
We will use in the sequel the following notation:

t
Hu (t) = J h(t,s,u(o(s)))ds,

K, ut) = er Ksu(@)ds k=01..m o
@, (tbu(®)=F(tut),Hu(t),K, u()),
k=0,1,...,m.

We recall that € = €(J; E) is the Banach space of continuous
functions u : | — E endowed with the norm

lully = su? AG] B (14)

te

Next, we introduce the definition of the fractional derivative
in the sense of Caputo. We have the following.

Definition 1. We define the left-sided fractional Riemann-
Liouville integral of order o € (0, 1) of a function f: [¢,d] —
E as follows:

t
JF (1) = ﬁ J t—9 f(s)ds, t>c  (15)

We define the left-sided fractional derivative of order « €
(0,1) of a function f: [c,d] — E in the sense of Caputo by

DY f (1) = ﬁ J: (t=9f (5)ds, t>c. (16)

Remark 2. (1) We point out that the previous integrals are
understood in the sense of Bochner.

(2) We assume of course that the function f satisfies
the necessary conditions for which those integrals are well
defined.

Next, we consider the linear functional space

%€ (J;E)
= {u : ] —_—> E, ue %((tk’tk+l] ,E),
7)
k=0,...,mst u(t,) and u(t;)
exist with u () =u(t;), k=1,...,m}
equipped with the norm
l[ull o = sup [lu ()] (18)

te]

We obtain a Banach space (€ (J; E), || - [l po)-
Now, we recall the definition of the solution of the
problem (11).

Definition 3. A function u € € (J; E) is said to be a solution

of the problem (11) if CD(:iku(t) exists in J;, fork = 0,...,m,
k

and satisfies

X (t,u(t)) in

Lir

(i) the equation CD:iku(t) = A(t,wu(t)+ D
k
Jok=0,...,m,

(ii) the initial condition u(a) = u,,

(iii) the impulsive conditions u(ty) = u(ty) + L (u(t)),
k=1,...,m.



Lemma 4. A function u € PE(J;E) satisfies the following
nonlinear integral equation

i 1 o
Uy + r(%)J (t— ) "As,u)u(s)ds

s)o“’_ICDt1 (s,u)ds,

1
I‘((xo) Ja (
telat],
wo+ Y1 (u (1)
lzl
r(“k)

u(t) = 1 J (t — ) A(s,u)u(s)ds

+

M

)J (t;—s)" " YA (s, u) u(s)ds
11

1
r(“k) J' (t—s)™ ®, (s,u)ds
J —5)% 1(I) (s,u)ds,

tE]k, k= l,...,m
19)

+

M

11)

if and only if it is a solution to problem (11).

Proof. Since we have u(t;) = u(t;), then u(t)) = u(t,) +
I (u(ty)).
Now, for t € ], = [a,t,], the solution of the problem

‘Diu(t) = At wu(t) + @, (tLu), te],
(20)
u(a)=uy € E
is given by
u(t) =uy+ L Jt (t—)"A(s,u)u(s)ds
r (“o) a
(21

t— s)”“rl(l)t1 (ssu)ds, te],.

We have for t = t, the following relation wu(t]) = u(t,) +
I, (u(t))), and so

u(ty) = ( ) J:l (t - s)a"flA (s,u)u(s)ds

1
(“o)

+ug+ I (u(t))).

J (t, —s)" '@, (su)ds (22)
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Next, for t € J; = (t,,t,], we have

u(t)=u(t))+ Jt (t=s) " A(s,u)u(s)ds

L

T(ay) Je
1 ! o -1

+ m L (=970, (s;u)ds

1

(“0)
Jtl (t, - s)%_l(l)tl (s,u)ds

J l (t, - s)%_lA (s,u)u(s)ds

I‘ (“o)

(t—s)""A(s,u)u(s)ds

t

r(“l)

-

J = s)"‘]_ld)t2 (ssu)ds+ I (u(t)))

r (“1) by
(23)

from which we infer that

u(ty) = uy+ ! Jtl( )" A(s,u)u(s)ds

r(%) a

t

CD (su)ds

@b
Jtz A (s,u)u(s)ds (24)

t

tz
J CD L (s, u)ds
t

+1, (u () + L (u(t,)).
Arguing as before we obtain for t € J,

1
T (ay)
t
r (062) L *- S)“2_1®t3 (su)ds
1

(0‘0)

u(t)=u (t;) + J: (t—s) " As,u)u(s)ds

J (t - s)“" A(s,u)u(s)ds

(t, —s)" '@, (s,u)ds

w
Ly

(t, - “A(s,u)u(s)ds

I

jt (t—s)2"A(s,u)u(s)ds

(D L (s,u)ds

~

?
o
~—
-
N
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1 ‘ -1
+ m L (t=9)7"®, (ssu)ds
+ 1 (u(t))) + L (u(t3))

(25)

Reasoning by induction we get, for any t € Ji, k = 1,...,m,
the general expression

_ 1 ! _ o1
u(t) =uy+ Tl @) L t=9)"* T A(s,u)u(s)ds

k

i -1
e L (=) Alswul9ds

1 .
" m th (t-s) (Dt,wl (s,u)ds (26)

k

1 b -1
+ 2m J; (tl - S) q)ti (S, u) ds

i=1 i-1

DT (E)-

Conversely, we assume that u satisfies (19). If t = a, then
u(a) = u.

Now, using the fact that Caputo’s derivative of a constant
is zero, then, for every t € Ji, k = 0,...,m, we get

“Dyru(t)
k

= CDZ? [@ J:k (t—s)* A (s, u)u(s) ds]

Q 1 t _
+ CDtkk [— L (t —s5)™ I(Dtkﬂ (s, 1) ds]

T (o) Ji,
= Dyt (JEAwu®) + °Dgt (o, , 6w).
(27)
So
“Dru® = Abwu®) +d,  (tuw), (28)
foreveryt e Ji,k=0,...,m.
Also we can easily show that
ult) ) =ulty) + L (u(ty)), k=1,...,m. (29)
O

We conclude this section by introducing some useful
theorems which will be used in the sequel.

Theorem 5 (96-type Ascoli-Arzela theorem [21]). Let E be
a Banach space and W ¢ PE(], E). If the following conditions
are satisfied

(i) 7" is a uniformly bounded subset of P€(], E);

(if) X is equicontinuous in (t, ty,), k= 0,1,2,...,m;

(ii)) 7'(t) = {ut) :u e W, t € J\ {t}}, W(t)) = {u(t]) :
ue W, and W(t,) = {u(ty) : u € W} are relatively
compact subsets of E,

then W' is a relatively compact subset of P€(], E).

Theorem 6 (Schaefer’s fixed point theorem). Let E be a
Banach space and let T : E — E be a completely continuous
operator. If the set

X={ueE:u=A9u, A€ (0,1)} (30)

is bounded, then T has at least a fixed point.

3. A Quasilinear Impulsive Fractional Problem

We begin our investigation by the following result which
ensures the existence and the uniqueness of the solution of
the following impulsive quasilinear problem:

“Dyru(t)
k
=Atuu)+®, (tul(t), te], k=0,...,m,
u(a) =uy € E,

ult) ) =ulty) + L (u(ty)), k=1,...,m.

(3D)

We assume that A : ] x E —» J3(E) is continuous and there
exists a constant M > 0 such that

At u) -AEv|<Mlu-v|, Vte],Vu,veE. (32)

We set M’ = max,;[|A(t, 0)]|.
It is not hard to establish the following estimates.

Lemma 7. Let the functions h(t, s, u) and k(t, s, u) be contin-
uous with respect to the variables s and t, and there are two
positive constants C, and C, such that

lh(t,s,u)—hEts, VI <Cillu-v,
Vt,s € J, Yu,v € E,

(33)
"k (t> S5 M) -k (t’ S5 V)” < Cz ||M - V" >
Vt,s € J, Yu,v € E.
Then, there exist two positive constants C; and C, so that
IHu )]l < (T - a) (Cylull s + C}).
(34)
[Hu (t) - Hv (t)| < C, (T - a) [lu = vl g¢>
and, fork = 0,...,m, one has
|k, u®)| < (T - a) (Cyllul gy + C)),
(35)

|Ku ) =K, v (@) < C (T - a) lu =Vl

foreveryu,v e PE(],E)andt € J.



We assume the following hypotheses:

(H1) &, ..., x, € (0,1). We set T' = max_;.,,{(T — a)*}
and I'" = ming;_,, {T(e; + 1)}.

(H2) There is a positive constant L, such that

H‘Drkﬂ (t,u)-®, (& v)||

<AL+ (CL+ C) (T - a)} u—Vlgg,  (G6)

738}

Vte],Yu,ve PE, k=0,...,m.

Weset L = L, + (C; + C)(T - a) and L, =
sup;¢; |1 F(£,0,0,0)].

(H3) There is a positive constant ¢ > 0 such that

I ) = L )| < el =l

(37)
VYu,ve E,k=1,...,m.
(H4) The positive real number
TI
y=m//t+(m+1)(L+2rM+M')F (38)

satisfies 0 < p < 1.

Next, we state and prove the existence and uniqueness result
for the quasilinear integrodifferential problem (31); we have
the following.

Theorem 8. If the assumptions (HI)-(H4) are satisfied, then
problem (31) has one and only one solution u € PE(]J, E).

Proof. Since we are concerned with the existence and unique-
ness of the solution of (31) then, it is wise to use the Banach
contraction principle in order to establish such results.

Let B, = {u € PE6(J,E) : |ulpg < r} be the closed
ball of *@(], E) centered at 0 with radius r satisfying the
following inequality:

!
(P(r) = ||u0|| + %L,
(m + 1) T’ ! (39)
+ T(rM+M +L)+mpt r<r,
where
L'=(Cl+C)(T-a)+L, (40)
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Endowing 9, with the metric d(u, v) = [|u — V|| g, for every
u,v € %B,, we obtain a complete metric space (%,,d). Next,
we define the operator ¥ : B, — 3, by

Yu(t) = uy +

_1
T (o)

x J-t (t—s)* YA (s, u)u(s)ds

2l e s
1 -
+ () th (t-9)%"'®, (su)ds
FAT (1 J U (-9 0, (s ds
T (ogy) e

tG]k,k=0,...,m.
(41)

It is understood that the sum ), _, is zero if t € J;,.
First, we prove thatifu € PE€(J; E), then Yu € PE(J; E).
Indeed, for each t € (t;,t1,1), u € G ((t> tryr)> E), and any
sufficiently small § > 0, we have

[Wu (t + ) — Yu (1)

< (Mllull gy + M + L) [t oy + L'

- T (o)
t
X t—s)* ' —(t+8-95)%"|d
L [6-9 — v s-95ds
. (Mllull g + M' + L) 1l e + L'
T (o)
t+0
x J (t+6 —s)* ds.
t
Calculating the integrals we find that
Mr+M +L)r+1
IWu (t +8) - Yu (1) < 3 I ) ]s“k. (43)

I"I

Thus, the right-hand side tends to zero as § — 0. Likewise
one gets limy _, o[ Yu(t) — Yu(t — 8)|| = 0; this shows that Yu
is continuous at t. Hence Yu € G((ty, tyy;), E).

Next, for the right endpoint t = ¢, we get for any
sufficiently small § > 0

[(Mr+M' +L)r+L']

I’ o,

(44)

"\Pu (tk+1) -Yu (tk+1 - 6)" <3

which shows that the right-hand side tends to zero as § —
0, and accordingly, Wu is continuous at t;,,. Therefore Yu €
P€(], E).
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To prove that VB, c B, we see that, for any u € %, and
teJi,k=0,...,m,wehave

IPu ()] < Jluo +

1
NG
t 1
x j (t— 9% A (s )] - u ()] ds

* 2

a<t; <t Qi1

xjti (6~ ) 1A (sl - 1 (5) dis

i-1

+ b jt (t— )t Hd) (s u)“ ds
1—‘(‘xk) tk fln 27

t )5

a<t;<t ( i 1)

£ @)

a<t;<t

J (t,—s)" 1"(I) (s,u)"ds

(45)
Estimating the right-hand side we find

I¥u (O

m+1)T'

< ] +

X (Mjull gy + M") - [l s +

1
r (“k)
x L (t =)™ [Llullgg + (T - a) (Cy + C}) + L, | ds

1
+
u;«r (“i—l)

) J~t,- (t: = )" [Liullpg + (T = a) (C} + C) + L, | ds

i

+ mul|u]] gog -
(46)
So
[Wu ()]l
(m + 1) T’ ]
< ol + P
(47)
m+1)T' ,
T(rM+M +L)+m;4 r
<g@(r)<r.

Therefore, |Yul »y < r, and consequently Y%, c 3,.

Next, we prove that V¥ is a contraction mapping; indeed,
foranyu,v € B, andt € Ji,k =0,...,m, we have

IWu (£) = ¥v ()]

(t—)* A (s u)u(s)— As,v)v(s)| ds

=T (i"k) Lk

+
aliatl (1)

xfi (t = ) A (s, ) u(s) — A(s,v) v ()] ds

i-1

1 o
mglﬁs)l@%QW—@MwW¢
+a;<t 11)
t;
<[ =9 o, - o, s ds
+ Z IZ; (u (7)) = L (v (£))] -
a<t;<t

(48)

Taking into account the previous assumptions we get the
following estimate:

W (£) = ¥v ()]

< mpllu = vl g

| u— V”gﬂg ! -1 '
—2= | (t-3s) [Mr+M +Mr]ds
r (‘xk) [
[t = Vil o
a<t;<t r(‘xi—l)
ti
xj (t, - ) [Mr+M +Mr]d
tioy
N Llu — vl g jt (t - )% ds
r (‘xk) bk
Llu = vl g J 1
oy A Ms [T g
a<;-<t I‘(0‘1‘—1) tiy

(49)
Thus,
[Wu () — v ()|

TI
< [mu+ (m+1) (L+2rM+M') F] lu — vl e

< Yllu = Vil g
(50)

Accordingly, the mapping ¥ has a unique fixed point u =
Yu € AB,, which completes the proof. O



4. A Semilinear Impulsive Fractional Problem

In this section we consider a semilinear impulsive fractional
integrodifferential problem subjected to a nonlocal condition
in a finite dimensional normed space (E,| - ||). Actually,
the finite dimension requirement is due to some technical
difficulties in order to prove some compactness properties.
The problem is as follows:

“Dyiu(t)
k

=ADuU®) + O, (Lu®), tef, k=0,...,m,

u(a)+g(u) =u, € E,

u(ty)=u(ty) + L (u(t)), k=1,...,m.

(1)

We assume that the mapping A : ] — HB(E) is continu-
ous and we put

!

M" = max A @] . (52)

We need the following hypothesis:

(H5) there exists a constant G > 0 such that the mapping
g: PE6(],E) — E satisfies

lg @)~ g W) < Glu~vlgg Yu,ve PE(IE). (53)
Now, we are ready to state and prove the following result.

Theorem 9. If the assumptions (H1)-(H3) and (H5) are
satisfied, then problem (51) has at least one solution u €

PE(],E).

Proof. Let us define the operator Q : €(J, E) — PE(J,E)
by

1
Qu(t)=uo—g(u)+m

t
X J (t— )% TA(s)u(s)ds
8

1 ti -
’ ZML (ti_s) A(s)u(s)ds

a<t;<t i-1
(54)
+ ! jt (t-9)%'®, (s,u)ds
1H(‘Xk) bk e 7
+ Z ! r (t;— )@, (s,u)ds
u<ti<tr(“i—1) tiy l h

+ Y L), tefuk=0,..m.

a<t;<t

First, we notice that by using the same technique as that in the
proof of the Theorem 8 we can establish that ifu € (], E),
then Qu € P€(], E); that is, the operator Q maps the space
PE(], E) into itself.
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To prove that Q has a fixed point we use Schaefer’s fixed
point theorem. We proceed in four steps.

Step 1 (Q is continuous). Let {u,} c P€(J,E) such that

u, — uin PE(J, E); then

n=1

lQu, (1) - Qu )]

< Jlg () - g @] + @

X L (t =)™ A () (u, () —u(s))] ds

1
" Z T (o)

a<t;<t

t;
X J; (t; - s)a‘”i1 [A (s) (w, (s) = u(s))| ds

i-1

fL Jt (t-s*" o

) -, (su)d
) (s, u,) =D, (s u)" s

7981

+

altatl (1)

X ri (t; - s)a“_1 “@ti (s,u,) = D, (s, u)" ds
t

i-1

+ Z 1% (u, (6)) = L (u (£)])

a<t;<t

t€]k,k=0,...,m.
(55)

Taking into account the assumptions (H2)-(H3) and (H5)
and using Lemma 7 we get

lQu, (1) - Qu )]

"

< Gllu,, - ”"%g + m"”n - “H%

t
x J (t = )% ds+ M" |u, — ]| o
tk

1
X —
a<Zi<t I (“i—l)

t;
J (t; - s) " ds
iy

L ! og—1
— |, - u, t—s)%'d
Tl [ €9 as

1 t; -1
o Z —L (t;— )" ds

a<t;<t r (“i—l) i-1

+ L||un -u

+mplu, — )| gy £ €T k=0,...,m.

(56)
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Calculating the integrals in the right-hand side we obtain

||Qu,, - Q””@%
m+1)T’
<|G+mu+ T (M” + L) ||un - u”@%.
(57)
So
|Qu, — Qu| 4y — 0, as n — oo, (58)

and accordingly, Q is continuous.

Step 2. Lete > 0 and B, = {u € PE(J,E) : lulpy < &
Define 7" = {Qu : u € B,}; then for any u € B, we have

IQu@ll < |up— g W)

1 .
' T () th (=) A u(s)lds

3 éjt,i (t; =) Al ()] ds

a<t;<t r (‘Xi—l)

1 Jt (t-9%" o

Tlag) )y (0]

L

1 t; -
Y o o o, Gl as

i

+ Y L), telhk=0,..,m.
(59)
Estimating the right-hand side we obtain
IQu ) < [Juo|| + Gllull s

m+1)T
!

gl + LM

t
+ t— ) [Lllull e + L' d
o L( 9% [Lull s +L'] ds

ti
+ (t; = )™ [Liulpe + L' | ds
a;«r((xi—l) Jti—l ' [ e ]

+ mp|ull gz
(60)

implying that
1Qullgs < ol + 19 (O]

!
N m+1)T

o (M”e+L£+L’)+Ge+mye =p.

(61)

Hence 7" is uniformly bounded.

Step 3 (we prove that 7" is equicontinuous). Let u € B,; then,
forany t, < 7, < T, < i, we have

lQu (z) - Qu (=)

1

<
‘xk)

r

—

< | [ =957 = (= ) A @ ()l ds

T
N

tk

b JZ(Tz—S)ak_lIIA(S)IIIIM(S)IIds

+ r (Lk) J: [(T1 - S)ak—l _ (1-2 _ S)ak—l] "(Dth1 s u)" 5
T (i‘k) J:Z (r =9 "q)tm (s M)" ds.

(62)
So

"Q” (1,) - Qu (Tl)”

(M"+L)e+L
< - 7
T (o)

J, = = =

(M"+L)e+L J'Tz

(e (1, —s)™ ds

[(M"+L)e+L']

<3 x

7, -1) "
(63)

As 1, — 7,, the right-hand side of the previous inequality
tends to zero, which means that 7" is equicontinuous.

We point out that the closures of the subsets 7'(t) :=
{Qut) :ueB, te\{tih, k=1,....m}, W (t) = {Qu(t;) :
u € B}, and 7/(t]) := {Qu(t]) : u € B, k = 1,...,m, are
bounded in E (dim E < 00); hence they are compact.

As a consequence of the previous steps and the P6-
type Arzela-Ascoli theorem we conclude that Q is completely

continuous.

Step 4. Now, we show that the set
X={uePEC(J,E):u=2AQu, A€ (0,1)}  (64)

is bounded.



10

Let u € X; then u = AQu, for some A € (0, 1). Thus, for
eacht e ],

lu () < Aol + A ]| g W)

A t et .
+WL t =) NAG - u(s)ds

+/\Z !

adtetl (1)

* Li (t; =) A - lu ()l ds

i-1
t

A o
' T () L (t=9™" "‘Dtkﬂ (s, u)” ds

A Y o [ e o,

adtetl (1)

A P
<2 [l + o 0] + 25D

X (M"e + Le + L') + Ge + mye

< Q.
(65)

This shows that the set X is bounded.

We conclude by Schaefer’s fixed point theorem that the
operator Q has a fixed point u € PE(J, E) such that Qu = u,
which means that u is a solution to problem (51). O

Next, we establish the continuous dependence of the
solution upon the initial value. We have the following.

Proposition 10. Under the hypotheses (H1)-(H3) and (H5)
the solution of problem (51) depends continuously upon its
initial value if

!
G+m;4+(m+1)(L+M”)%<l. (66)

Proof. Since u is a solution to (51), then it satisfies the integral
equation (19). Let v be a solution to problem (51) with initial
value v(a) = v, —g(v). Then v(t) satisfies the integral equation

v(t)=vy—g)

— Jt (t—s)*TA(s)v(s)ds
1—‘(‘xk) 7%

£

! X1~
’ Z r(‘xifl) J;H (ti _S) 1A(S)V(S) ds

a<t;<t
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1 t o
—— | -9 D V) d
+ e Lk (t-s) t,, (SV)ds

1 i L
+ mjt (t;—s)"" '@, (s,v)ds

a<t;<t i-1

+ z Ii(V(ti_))’ te,k=0,...,m.

a<t;<t

(67)

Estimating the difference between solutions u(t) and v(t) to
(19) and (67), respectively, we get

lu(8) = v (Ol < [ug = vol| + Gllu = VI

MH 1 TI
JMme DT

I v = Vg
Lm+1DT
s e R P
+mpllu—v|gpe, te€k=0,...,m.
(68)
Taking the supremum over the interval J we find that
1
lu = Vlgs < P lletg = voll» (69)

where
TI
p=1—G—my—(m+l)(L+M")F, (70)

which proves that the mapping u, — u is continuous from
E - P6(],E). O

5. Example

Consider the following impulsive fractional integrodifferen-
tial problem

D u(t)

ot |u (8)]
= g cosu(®) + (lu ()] +2) (£ + 12)

. Jt e Jl/z im0 ey
> 0>

o (t+2)? 0 e +6
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3/4
D(1/2)+u (t)

|u (#)]

t
= —u(t)cosu(t) + (Ju )] +2) (2 + 12)

T 24

Jt ﬂds + Jl wd

+ s, tej,
0 (t+2)? 0 el +6 !

u(0) =1,
(2)-)

We set J, = [0,1/2], J; = (1/2,1],and J = [0, 1]. We take
E=R,a=t,=0,t; =1/2,T =1,y = 1/2, ¢y = 3/4, and
B, ={u € PE(J,E), |ulpg < r}. Define

fular)]
[u((1/2)7)|+6
(71)

t
A(t,u) = 21 (cosu) I,

t ,—lus)l/6

e
Hu (t) = L 27 ds,
_ [ue (2)] t olus)l/6
@tkn (t,u(t) = (Ju(t)] +2) (tz + 12) L (t+ 2)2 ds

feel g
[ IRO g

0 et +6

()= )
wlz )= —m——————.
2 ) Ju(@/2))+6
(72)
Forany u,v € %, and t € ], we have
1
|Hu (t) — Hv (t)| < ﬁ"” —Vlgg- (73)
Hence C, = 1/24. Likewise, one has, for k = 0, 1,
1
Kt ) = Ky v O] < Sl =g (74)
then C, = 1/24.
By (H1), we have
T = max {(T - a)*, (T —a)"} =1,
I' = min {T (a + 1), T (a; + 1)} (75)

-mafe(3)1(0)} ()£

11
On the other hand, using (H2) we obtain
'(Dtkﬂ (t’ u) - (Dtkﬂ (t’ V)|
Ju (t)] ~ v (@)l
a 0l +2) (82 + 12 0l +2) (82 + 12
(lu ()] +2) ( ) (v +2)( ) (76)
+ [Hu () - Hv ()] + K, u () - K, v(t)]
3
YL
Thus
1 3
L, =—, L=—. 77
P24 24 77
Assumption (H3) gives
1
|I1 (w) -1, (v)| < g"” — Ve (78)

so u =1/6.

Due to the definition of A(¢, 1) we have M = M' = 1/24.
Let us now find a threshold for the value of r for which
condition (H4) is satisfied. We should have

1 2 r
O<y=-+—"+o+-—1+<1,
Y=oty NN (79)
so r is any positive number such that r < (57 — 4)/2 =
2.4311. We conclude by Theorem 8 that problem (71) has a
unique solution u € PE([0, 1], R) such that [[uf py < r.

6. Concluding Remarks

In this work we have first noticed that most of the pub-
lished papers dealing with impulsive differential equations
of fractional orders are not mathematically correct, so we
have proved through a concrete counterexample that the
concept of solution proposed recently by some authors is
not realistic. On the other hand, we introduced a new
class of impulsive fractional problems with several fractional
orders and we established an equivalence with some integral
equation. Moreover, we derived two existence results by using
two different fixed point theorems as we proved the stability
of the solution of the given problem with respect to the initial
value. Finally, we illustrated our first theorem of existence and
uniqueness by a concrete example in R.
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