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Résumé

On étudie un systeme d'inéquations quasi-variationnelles paraboliques, qui est
I'approximation de I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. On étudie le
probleme continu, I'approximation par éléments finis pour I'espace et par
différences finis pour l'intervalle du temps, on établit le comportement
asymptotique de la solution. On s'intéresse aussi dans ce travail a la localisation
de la frontiére libre, ainsi que son comportement asymptotique. Finalement

consolidons ces résultats par des simulations numériques.

Mots-clés

Inéquations quasi-variationnelles paraboliques, inéquations variationnelles
paraboliques, I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman, le comportement

asymptotique, la frontiere libre.
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Abstract

We study a system of parabolic quasi-variationa-inequalities, which isthe
approximation of the Hamilton-Jacobi-Bellman equations. We establish the
survey of the continuous problem, approximation by finite elements for the
space and by finite differences for the interval of the time, and we establish the
asymptotic behavior of the continuous solution. We also interested in this work
in the localization of the free boundary, as well asits asymptotic behavior .
Finally strengthen these results by the numerical simulations.

Key-words

Parabolic quasi-variational inequalities, Hamilton-Jacobi-Bellman equation,
parabolic variational inequalities, asymptotic behavior, free boundary.



| ntroduction

L'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB en alation) est une équation résultant de la
meéthode de la programmation dynamique initiée pelndd Bellman dans les années 50 pour
résoudre des problémes d'optimisation, c'est adeéiseproblemes ou I'on doit prendre les
meilleures décision, possibles a chaque date, ynoaritére de performance donné.
L'équation de la programmation dynamique génér@diséravaux antérieurs en mecanique
classique de Wiliam Hamilton et Carl Gustav Jacebiest usuellement appelée équation
d'Hamilton-Jacobi-Bellman en reconnaissance dendribution de ces trois grandes
personalités scientifiques. Historiquement appkes ingénierie, puis dans d'autres
domaines des mathématiques appliquées, I'équakidiB st devenue un outil important
dans les problemes de décision intervenant en éuerat finance. Notons aussi, que ce type
d'EDP peut également modéliser d'autres probleorasne la propagation de fronts, la
viabilité et les bassins de capture en biologielyl@amique des dislocations dans les

matériaux ,...(pour plus de détaille voir [9]).

La programmation dynamique repose sur une techrqge Bellman appela "principe
d'optimalité". Ce principe général stipule queduton d'un probléme global peut étre
obtenue en décomposant le probléeme en sous-prablgioesimples a résoudre, en étudiant
le comportement de la fonction valeur entre deugsiproches, on obtient que cette fonction
valeur satisfait une équation aux dérivées pae8dlEDP) de premier ordre appelée équation
d'Hamilton-Jacobi-Bellman. On cherche d'abord aveo une solution a 'EDP d'HJB, on

calcule alors une commande optimale en feedback®esidérant pour chaque date t et état x.

En effet, plusieurs schémas existent pour i@pmation des EDP, il sont basés pour la

plupart sur les différences finies comme le schdmaemi Lagrangien [15, 16, 17] ou encore



les schémas d'ordre élevé du type ENO et WENO pésppar Osher et Shu [4, 5]. Ces

schémas donnent une bonne approximation de la@olotsqu'elle est continue.

Ce pendant, en général, une étape d'interpolattervient dans ces schémas, et cause une
perte croissante de précision en temps long, aibgtae pour I'approximation de fonctions
discontinues, cette interpolation provoque uneauditin numérique autour des discontinuités,
ainsi ces schémas ne semblent pas bien adaptéaggmocher la fonction valeur, Une fagon
de remédier a cet effet de diffusion est de comeida classe de schémas avec limiteurs
développés pour l'approximation des lois de coradienv scalaire. Cette classe de schémas a
été unifiée par Sweby [29] sous le formalisme vaarfinis. Dans cette classe de schémas a
volumes finis, on investit en particulier le schéoiraBee (UB), développé par Déspres et
Lagoutiere dans le cadre de la résolution des Bperboliques pour les discontinuités de
contact des gaz compressibles [6, 3], et adaptégquations HIB (UB-HJB) par Bokanowski

et Zidani [20].

Notons qu'il existe d'autres méthodes bien @@zpour approcher I'équation HIB , les
meéthodes Fast Marching et Level Set étudiées para®g10] ont, en particulier, été

développées pour les problemes de poursuite dantepu encore de propagation de fronts.

Il est bien connu que la méthode HJIB souffréadealédiction de la dimension” ce qui
représente en général un handicap a son applicati@s probléemes de grande dimension (6

ou 7 par exemple, dans les problemes d'aérospatiale

Commencons par I'équation de la programmatyoiwmhique sous la forme suivante :

max(Amu —f m): 0 danx

1<ms<M

u(x,0)=0 dandQ (0.1)



Ce probleme de Dirichlet a été résolu par [86F méthodes itératives sont proposés dans |
24] ainsi que I'analyse numérique (les méthodgsaitut fixe dans [32], des éléments finis
dans [24] et la méthode de décomposition de donj8jrdont les auteurs étudient la
convergence, la mise en ceuvre et l'efficacité sarekemples traité numériquement, ou le

résultat de la convergence a été prouve, mais augvaduation de I'erreur n'a été donnée.

Ce travail est consacré a l'effet que I'équatbl) peut étre approximée par le systeme

d'inéquations quasi variationnelles suivant :

pour plus de détails sur ce passage de ({A.2a voir [11], alors que la résolution de
I'équation HJB se rend a la résolution du systéend.@.V (0.2), un résultat de I'estimation
de I'erreur optimale a été établi dans [13,14]qtal utilise la discrétisation par éléments finis
et combine la convergence géométrique des deuxrsshéontinu et discret de type
Bensoussan-Lions, avec I'estimation de I'erreungerdes inéquations variationnelles ([23]),
ce mémoire est une extension de ce travail aveadal'évolution, dont il est organisé comme

suit :

La premiere section est consacrée a I'étugeahleme continu, tel qu'on donne un apercu
sur I'étude de l'inéquation variationnelle d'éviolnif1], ou la démonstration de I'existence de
la solution s'est faite par pénalisation; alors lggeestimations a priori de la solution de
I'équation pénalisée se conduit a I'existence dellation [1], I'idée de la démonstration pour
l'inéquation quasi variatonnelle est d'introduine suite qui rend le second membre

indépendant de la solution, et le systeme de Vidgvient un systeme de I'l.V, utilisant



I'estimation a priori de pénalisation de I'l.V clanvergence de cette suite, vers la solution de
I'.Q.V, se fait immédiatement, ainsi que l'unicit® monotonie, la lipchitzianité et la
régularité.Comme on a indiqué précédement quedtémqude HIB de la programmation
dynamique stationnaire, est une limite formellesgstéeme de I'.Q.V stationnaire, alors, c'est
le méme cas, pour le probléme d'évolution, telmutiise aussi la lipchitzianité de la

solution (voir [12]).

Grace au principe du maximum discret (pmd) [RBE étude similaire a celle du cas
continu, est introduite dans la seconde sectiom lgotas discret. L'espa€ka été discrétisé
par les éléments finis dont toutes les démonstratsont identiques a celles de la section
précédente, sauf I'apparition du pas h. La sestibrante est consacrée a |'étude de la
discrétisation totale mais cette fois ci la disea#ton du temps, est faite par différences finis,
tel qu'on utilise lé-shéma, dont on établi I'étude de stabilité etaterergence [30]; finissons

cette section par le théoreme global de I'approtana

Suivant [12], nous étudions dans la troisiesatisn le comportement asymptotique en
norme LMoo} de la solution du systéeme de I'.Q.V paraboliger@-d si le probléme est défini

sur l'intervalle du temps [0, T] et T tend versfifin

La derniére section de ce travalil traite I'aspemeérique du probléme daRson a établit
des exemples étudiés déja dans [21] avec les negidedFast Marching et I'Ultra-Bee

schéma.
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Chapitre 1

Approximation par la méthode de
pénalisation du systéme d’I.Q.V

associé au HJB

1.1 Notations et hypothéses

On considere :

Q un ouvert borné¢ de RY, avec une frontiere réguliere T', Qy = Q x ]0,T [ et
> =Tx]0,T [tel que 0 < T < 0.

On utilisera les espaces L? (]0,T[; L* (2)) et L*(]0,T[; H} (), tel que Pespace

L*()0,T[; V), muni du produit scalaire suivant :

(W, V) 1200711y = /0 (u(t),v(t)), dt (1.1)

5



A™_ sont les opérateurs du deuxiéme ordre définit comme suit :

A — Z aff (v.1) 5 a7 + Z by () ] +al (z,1) (1.2)
1I<ij< N 1<j<N
ou :
al, ai', agt € L (), 1<4,j<N, 1<m<M (1.3)
On définit les formes bilinéaires a™ associées a 'opérateur A™ :
o m m Ou™ Ov mou™ " m
a™ (u ,v):/< Z ai’jaxia—azj_l_ Z aj axjv+a0u v)d:c (1.4)
qQ \<ij <N 1< j <N
Ces formes bilinéaires vérifient ’hypothése de coercivité suivante :
S oal (@) > alé, (reeeR,a>0)  (L5)
1<ij< N
et elles sont symétriques :
ajy=al; ,¥V1<ij<N, 1<m<M (1.6)
On suppose aussi que :
m o0 a " o
f €L (Qo),welz (Qo),lngM (17)
Noterons dans toute la suite que ||.|| , désigne la norme dans H} (), et |.| la norme

dans L? (Q2).



1.2 Inéquations variationnelles d’évolution

1.2.1 Existence et unicité de la solution

Soit

v e L?(0,T; L (Q)) (1.8)

Reprenons d’abord les hypotheses, et les notations de (1.1) & (1.7), sauf I'indice

m, aprés on donne la définition de la solution forte :

Définition 1 On dit que u est une solution forte d’une I. V. d’évolution si

ue L*(0,T; Hy (Q)) , % € L*(0,T; L% (Q)) (1.9)

_ (Z—? (t).v - u(t>) +a(tu(t)v—u(t) = (f(#),0—u(t) ppent (110)

Voe V tel que v(x) < (x,t) p.p. dansf? (1.11)
o [ Ou
et u satisfait (E + Au — f) (u—¥) =0 dans Qo,u =0 sur X. (1.12)

u(x,0)=u(z), =€l (1.13)

Théoréme 2 On suppose les notations (1.3), (1.5), (1.7), et on suppose que

aam 00
we HH Q) , u<y(T) (1.15)

alors le probléme fort (1.9), (1.10) et (1.11) admet une solution unique, telle que

ue L*(0,T; Hy (Q)) (1.16)



On considére maintenant ’équation

agf +A(t)ua+%(ua—w)+ =f (1.17)

avec
u. € L? (0,T; Hy (Q)) (1.18)
u: (,0) = u (1.19)

sa forme variationnelle s’écrit comme suit

_ (%) Falbue)+2 (e —0) o) = (L), weH©@).  (120)

(1.20) est I’équation pénalisée associée au probléme (1.9), (1.10) et (1.11).

Théoréme 3 On suppose (1.8), (1.15) et (1.5), il existe alors u. unique tel que :

ou.

u. € L* (0,7, Hy (2)) o

e L*(0,T; Hy (Q)) (1.21)
et u. vérifie (1.17).

Preuve. ( Voir [1]) =

1.2.2 Estimations a priori de pénalisation

A la suite du probléme continu on a besoin des estimations suivantes pour démon-

trer 'existence de la solution
[ell oo 0.7 22¢02) < C (1.22)

1
% H(ua - ¢)+HL2(O,T;L2(Q)) S C (123)



On pose
. Oa;j Ou 81} Oa; Ou Jdag
. — il 977 — 1.24
a(t;u,v) Z/ 5 893]0:@ /8 o, d:n+/atuvd93 (1.24)
Q
(A (t)u,v) =a(t;u,v) si ve D(Q) (1.25)
on pose aussi %ﬁt = w,, alors on a l’estimation suivante :
’ 1 r 0
lw. (8)]* + / l[w. (s)]|* ds + E/ ‘a (ue — ds < C (1.26)
t t

+
||u€||L°°(O,T;H1(Q)) + HulaHLz(O,T;LZ(Q)) + % H(u8 - ¢) HLOO(O,T;LZ(Q)) <C (127)

On suppose maintenant que

At)y € L* () (1.28)

alors on a l’estimation de I'erreur de pénalisation suivante

Ju— u€HL2<07T;H3(Q)) + llw = el oo o 1. 120)) < Cve (1.29)

Pour plus de détaille, voir [1].
Preuve. (du théoréme 2)

Il résulte de (1.26) que, lorsque € —

0, gﬁf demeur dans un borné de L*(0,T; H} (2))N

L>=(0,T;L?()), on peut donc extraire une sous-suite, encore noté u., telle que

Us —

u dans L°(0,T; Hy (Q2)) faible étoile,
ou Ju

€ ou 12
% o dans

(0, T; Hy (2)) faible et dans L>(0,T; L* (Q2)) faible étoile

On a alors

u. — u dans L*(€)) fort
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et comme (u, — )" — 0 dans L?*(£) fort, d’apres (1.23), on a

(us - ¢)+ =0
on remplace dans (1.20) v par v —u.; on a :

((Ue—¢)+—(ue—¢)+,v—ue) >0

ou. ' 1
(at,v—ue)—i—a(t,ue,v ue)—(f,v ug)—E

d’ou 'on déduit en intégrant sur (s,t) :

t t

/[(%,v — Ua) +a(o;ue,v) — (f,v — u.)]do > liminf /a (05U, ue) do

d’ott I'on déduit (comme u. — u dans L%(€) fort) :

t t t

/[(%,U—u)—i—a(a;u,v)—(f,v—u)]daZliminf /CL(O’;UE,Ue)dUZ/CL(O’;U,U)dO’

S S S

donc quelque soient s et £, on a :

t

ﬁ(%’“‘u) +a(o;u,v) = (f,v—u)]do >0

Divisant cette derniére par t — s et faisant tendre s vers ¢, en en déduit 'inégalité

désirée p.p. ®

1.3 Position du probléme continu

Suivant [1] et [13], on pose le probléme continu comme suit : trouver une fonction

Uz, t) = (ul,.yu™, ..., u) telle que u™ € L* (0,T; Hy (Q)), 2= € L?(0,T; H} (Q))
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et telle qu’elle vérifie le systéme suivant :

(

um < k4t

uMFL — N1<m<M (1.30)

1.4 Formulation variationnelle

On introduit la formulation variationnelle associée au probléme (1.30), obtenue

par la formule de Green :

¢

(ag—;n,v —um) +a™ (u™ v —u™) — (f™ v —u™) >0,Yo e L2(0,T; H} ()

v<k+umt?

(1.31)

1.5 Approximation par pénalisation

D’apres [1] 'equation d’évolution connue suivante admet une seule solution :

aua";z,o 4 Amqm0 — fm

Nl<m<M (1.32)
u™0 (2,0) =0

On considére le probléme pénalisé associé au probléme (1.30) comme suit :
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Trouver u", tel qu'il vérifie :

,
B A+ L (kA urt)) =

u™ (2,0) = N1<m<M (1.33)

M+1 _ )1
L ue _ue

Pour résoudre ce systéme on construit une suite u™" définie a partir de "1 :

,
D 4 At L — (ko )y =

u™" (z,0) = 0 (1.34)

M+1n _ ,,1n
us - us

\

tel que ™Y est la solution de (1.32).
Si on prend ™ = (k + u™*1"~1) et comme ce dernier appartient a L? (0,T; H} (),

d’apres le théoreme (1.2), la solution de (1.34) existe, et vérifie

umm e 12 (0,T, HY (), a%t’ e L(0,T; HE () (1.35)

Théoréme 4 Sous les hypothéses (1.1) a (1.6), la suite définie en (1.34) décroit et

L2(0,T; H () faible
" — u dans (1.36)
L>(Q) faible

De plus, on a :

O<u™<u™V1<m<M (1.37)

Preuve. 1) u"" est décroissante :

Multipliants scalairement (1.32) par v tel que v € L? (0, T;V) :

(algzo,v) +a™ (u™v) = (f™,v) (1.38)
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et (1.34) par v :

au?,n m m,n 1 m,n m n— m
( ™ ,v)+a (ue’,v)+g<(u€’ — (k+ulth 1))+,v>:(f ) (1.39)

pour n=1, (1.39) s’écrirt comme suit :

a m,1 1
( 1;2_ 7'U) + am (u?’i,l’ U) + g ((’U,;n’l _ (k‘ + u:’L+1,0))+ ,'U) _ (fm, U) (140)

m,O)

dans (1.38) et (1.40), on remplace v par w™° = (™' — u™°)" et aprés soustraction

on trouve que :

(8u2”’1 du™0

- o ’wm,O) L™ (u?l _ um,O’wm,O)_‘_} ((u;nl . (k: + u;n-i—LO))JF ’wm,O) —0

£

puisque le dernier membre est > 0,alors :

m,0
<algt 7u}m,O) + a™ (wm,O’wm,O) S 0

1d
5 e OF +afum @] <o
apres intégration :

1 WINE o 2
i}wm’ (t)} +a/0 Hw ’ (S)H ds <0

wm,o =0

Supposons maintenant que la proposition de décroissance est vraie pour (n-1), c-a-d
que u™ T < gLl Det 'on démontre pour n

Dans (1.39) remplacons v par w™ = (u”"*' — 4™ une fois pour I'équation

m,n+1

a la solution !

.et une autre pour l'’équation qui a la solution u"", et apres

soustraction, on trouve :

0
(E (ulmH — ) ,wé”) +a™ ((u" —u") ) +
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+

™ | =

(st = (k) = (= (k) u) =0

alors :

m+1ln _ , m+ln—1 m)go

0
(7 (et =y ) e (et =) ) + 2 ')
1
- (e

ce qui nous donne :

g 3

2 r) v <

N = /\

[ (OF + ol (O] <0

Intégrant de 0 a ¢ :

|w |+a/]|w )| ds <0

m
w€
2) Convergence de u""

On va montrer d’abord que u"" est borné :

Soit la formulation variationnelle associée & (1.34) :

(aua;:n U — u?”) +a™ (U™, v — u?”)—l—% ((u?" — (k+ u?“’"’l)f U — u;””) —

(1.41)
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= (" —u™)

m+1n—1

on prend v <k +u ,ainsi que (1.6), on obtient :

1d 1 _ 2
o e [ = (o) [ <

aum,n

" -

_(fvv_u;n,n)

apres intégration :

2

1 ) t .1
Sl @F +a [ @) s 2 [
0 €Jo

aum,n

< /Ot{ (7, v) Fam (@™ ) — (f, v — ) s

C

(u;nn N (k + u;n—l—l,n—l))Jr

IN

On déduit, alors que :

[u e ) < € (1.42)

’|u?7n’|L2(o,T;H) <C (1.43)

mo_ (k_'_ugﬂrl,nfl))‘i‘

el (G

<C (1.44)

L2(0,T;H)

On peut, alors extraire une sous suite notée encore u"" tel que :

ul™ — u dans L™ () faible (1.45)
u™" — u dans L* (0,T; H) faible (1.46)

Gy .
3) Convergence de “%— :

m,n
D’apres [1] %um’o est bornée, alors on va démontrer la convergence de 8”# par

récurrence :
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On dérive (1.34) par rapport a t ,on pose ‘9“6 "= = w!™" et on obtient :
owm 10 +  Of
AMqp™n Am m,n - mn _ ([ m+1,n—1 )
o * g (T () =5
avec :
. ai’ ou™ v ay" ou™ ay’
Am m’ >: - m m’ _ 2% v _J 0, m d
( u™ v a™ (u™,v) /( Z ot &Ui@xj_l_ ‘ B axjv+8tu v | dz
q \<iij <N 1< j <N

On multiplie scalairement par (wé”’" — % (k+ ué”“’"’l)) :

aw?’n m,n m,n 1
, W —I—CL( wa7)+_

a m,n m n—
o - o0 (7 = G uzro)T)

. awgnn 0 m+1n—1 m,n 2 m+1,n—1 —
_< AR ))M(w‘f RZA

S (o (ko) o (G (b arin))

Utilisons la continuité de a, a et le produit scalaire, le fait que ( 0 qymtln—1

TR )est borné,

ainsi que 'inégalité de Young, on trouve que :

2

1d 110
2dt ‘wmn‘ ‘I‘CmenH + at (umn_ (k;_l_u;n—i—l,n—l))Jr SC
Ce qui nous donne :
| <c (1.47)
ot = =@
ng?” <C (1.48)
ot L2(0,T,H)
3 une sous suite notée encore gt u™" tel que :
a m n

faiblement

—
at'e 8t‘5

4) v = lim u" vérifie (1.11) :
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On utilise la formule de pénalisation suivante :

(812: U — )+a ( m”,v—u?’”)%—é ((u;”"— (k:+u;”+1’”_1))+,v—u;”v”> =

m m,n
= (f y U — Ug )
Utilisons le fait que les formes bilinéaires a™ sont semi continues inferieurment pour

passer a la limite inf :

™

(8t )+a (U™, v — u” )+g ((ua —(k:+u8+1))+,v—u )S(f v —u™)

Aussi passons a la limite inf dans la formule suivante :

m,n 1
(8122 U — ug”l) +a™ (u™" v) + . ((u?”l — (k+ u?“’l’”_l))Jr U — u?”) —

= ("o = u) = a™ (u ul")

on trouve
Jug’ | +Hliminf @™ (ul"" U)—i—l ((um — (k+ um+1))+ v — um> —(fm™u—ul") >
at Y € € Y E € £ Y I3 Y £ _
>a™ (ul*, ul)
On a aussi :
fmvinfa” (2 0) = it (— (T ) = 2 (07 = () ) 7))
ou” m . .
- ( ot ) S (G RN HW’”) + (")
= a" (u,v)
Alors :
Ou’ ool 4a™ (ult v — um)+l ((um — (k+ um+1))+ v— um> > (f™ v —u™)
at Y € g € 6 € € Y £ — Y £
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De (*) et (**), on a le resultat :
5) 0 < u”"<u™?:
Multipliant scalairement (1.32) et (1.33) par w™ = (u — u™°)" | aprés addition-

nement, on trouve :

<8u? _ Ou™?

m m(,m __ ,m0 . m 1( m m+1)) T m)_
ot Y ,w6)+a (ua u ,w5)+ (ua (k’+u€ )) ,wl' ] =0

5 e OF +allw O] <0

1 t
Sl OF +a [ ur ) ds <o
0

0

m
wE

Corollaire 5 u* est mazimale, c’est a dire si on suppose que 2™ est une autre solu-

tion de (1.33) avec 0 < 2™ < u™°, nous arivons a :

un > " (1.49)

Preuve. Il est claire que la proposition est vraie pour n = 0, on suppose main-

tenant qu’elle est vraie pour (n — 1) et 'on démontre pour n :

m um,n)+ .

On multipli scalairement (1.33) qui a pour solution 2" par w = (z "

92" m m /. m , . m 1 m m m m ,.m
<W7wa)+a (Z 7wa)+g((ua _(k+ua+1))+7wa):(f 7w5)

la soustraction (1.34) de cette derniére, nous donne :

0z™  oul™"
ot ot

,w;”) +a™ (2" — " w)+= (2™ = u™) = (27— ) Jwlt) =0
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(% (2™ —ul™™m) ,w;”) +a™ (w',w!) <0

1

S Wl OF + allu? (B <0

|w |+oz/]|w s)|*ds <0
w' =0

Finalement passons a la limite sur la suite u"" pour obtenir le résultat. m

Théoréme 6 On suppose qu’on a les mémes hypothéses du théoréme (3), alors lorsque

e — 0, ul* converge vers u™ solution de (1.30).
Preuve. De (1.42) et (1.43) :
[t || poo (@ < Hmuinf [[u""[| oo ) < C (1.50)

10| 20,720y < Hvinf [[ul"[| 20 720y < € (1.51)

pour & u™ on utilise (1.47) et (1.48) :

9.m
ot

On peut alors extraire une sous suite notée encore ul* tel que u* faiblement u'™, et
T

m,n

ot

< liminf <C (1.52)

m

une autre a ™ tel que

t Ug

at u fazblement

On démontre maintenant que cette limite vérifie (1.30) :

De (1.44), on passe directement a limite lorsque n — oo, € — 0,0n obtient :
m m+1\) T
(™ — (k+ ™))" =0

Ce qui nous donne :
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De (1.33) on a :

ou™
IS Am m < m
o TATE =T

Passons a la limite inf, on obtient (1.30). m

1.6 Unicité de la solution

Dans (1.31), on prend v = @,et dans I'.Q.V associée a @ on prend v = u :

(375_;"7am_um) _|_a(um’,am_um) > (fm’,am_um)

(%:L,um . ~m> +a (,am’um _ ,am) 2 (fm’um _ ,am)

Aprés addition :

(a (umat_ am

,um—ﬂm> +a(u”™ —amu" —a") <0

t
1
5|u—a|2+a/||u—a||2dsgo
0

N
Il
=g
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1.7 Propriétés de la solution continue

1.7.1 Propriété de monotonie

Théoréme 7 Soit uf’ (1’2}”) deux solutions de (1.32) pour les seconds membres f < f),
et soit f < f, alors

uf? < a;?v”, Vm e {1,M}. (1.53)

Preuve. Soit w = (u"™° — @™°)", dans (1.32), on prend v = w, on obtient ces

deux équations :

m,0
(agt ,w) +a (u™ w) = (f,w)

<a%?0,w) +a (ilm’o,w) = (f, w)

alors
a(um,ﬂ _ ,&mp) R N
m_ m < _
( 5 ,w)—ira(u U ,w)_(f f,w)
1 t
5 |w|2 + a/ ||w(s)||2ds <0
0
Donc
w=20
n

Théoréme 8 Soit u}' (ﬁ;c”) deuz solutions de (1.30) pour le second membre f (f),
et soit f < f, alors

ut < am, Yme {1, M} (1.54)
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Preuve. On utilise la démonstration par recurrence sur la suite u"" :
On suppose que u™" ' < @™ ¥m,Vn, aussi w = (u™" —@™")" utilisons
(1.34) et la méme preuve précédente, on trouve :

190
% lw|* + a|w|*+ S5 <0

avec

On voit que :

Ce qui nous donne :

w=0

Finalement, par passage a la limite sur n et £,on obtient le résultat. m

1.7.2 Propriété de lipchitzianité

Théoréme 9 Soit u’f' (ﬁ?””) deux solutions de (1.30) pour les seconds membres f ( f)

et les paramétres k (l%) , on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que :

cag'> 1 (1.55)
alors :
1Eme Huf — Y Hoo =C (1gnagXM ‘k B k’ + Hf -/ Hoo) (1.56)

Preuve. On pose :

o =C(f=H+|rm-7].)
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Si on prend f™ < f™ alors :

s Rl

o< s cal (’k‘—];” + Hfm_meoo>
f"< g .
On a aussi :
k<k+o .

De (*), (**) et d’apres la monotonie de la solution :
u™(f, k) < um(f + ap'®, k + B)
On a:

(@@ﬁ;+¢)

,v—(um+<I>)) +a" (u"+ D0 — (u" + D))

= <ag—:,v— (um—irCI))) +a™ (u" v — (U + @) +a" (P,v — (u" + D))

= (%, v— um) +a™ (u™v —u™)+ (aait’ —<I>) +a™ (u™, —P®)+ay'® [v — (U + D)]

> (fio=u")+(f, =®) + (ag'®, v — (u" + ®))
> (f+af®,v— (U™ +P)).
Ce qui nous donne que :
u™(f 4 af @,k + @) = um(f, k) + @

Alors
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Finalement

max Hu;n_u”}HoogC( max ‘k—ﬂ%—Hfm—meoo)

1<m<M f 1<m<M

1.7.3 Reégularité de la solution

Théoréme 10 sous les hypothéses du théoréme (4), la solution u™ de (1.30) vérifie
Au™ e L7 (0,T; L* () (1.57)

Preuve. D’aprés (1.44), on a :

au—m m 2 T2
g TAuT e L (0,7; L% ()

m
ou?

<
ot ¢

L2(0,T;L2(Q))

+ Aul"

Ce qui nous donne :

et comme 24~ € L2 (0,T; L? (Q)), on a directement (1.57). m
Corollaire 11 Sous I’hypothése (1.3) , on a :
u™ e L?(0,T; H () (1.58)

Preuve. Comme v™° € L?(0,T; HZ (Q)) (cf. [1]), lutilisation de (1.57), nous

donne le résultat. m

1.8 L’équation HJB

Soit I’équation de Hamilton Jacobi Bellman sous la forme suivante :
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ou™ m mY)
13&}(]\/[ (7 + A"y — f ) =0 dans (2 (1.59)
u(z,0) =0

Théoréme 12 La solution U = (ul, ey u™, ...,uM) de (1.30) converge vers (u, ..., u, ..., u)
solution de (1.59) lorsque k — 0
Preuve. Dans (1.56), on prond f™ = fm et k =0, on trouve que :
max |[u" — ul| o) < ck (1.60)

1<m<M -

tel que u est la solution du probléme (1.59). =
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Chapitre 2

Probléme discret

2.1 Meéthode des éléments finis :(semi discretisa-

tion de I’espace)

2.1.1 Introduction

Soit (Sh),s une suite de maillages triangulaire (Kj;),. ; -, de Q qui vérifient :

K, CcQ et Q= U;lei (21)
0] ou
K;n Kj = un sommet commun ou (22)

une aréte commune entiére

\

» Le parameétre h désigne le maximum des diametre des k;.

27
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Les {¢;}", sont les fonctions de base définies par :

lsit=y
©; (w;) =0, tel que 0, ; = (2.3)
Osii#j
ou {w;};" sont les sommets des triangles et nj, le nombre des noeuds de la trian-

gulation.

» Soit maintenant I'opérateur de restiction :

np
rpv(x) = Zv w;) @ (x (2.4)
=1

»et finalement 'espace V}, des éléments finis :

Vi, ={veC(Q)nNH;(Q) such that v /K € P, VK € S}

On considére le probléme approché suivant :

Trouver une fonction u} : t € [0,7] — u}* (t) € V} solution du systéme suivant :

o
= T Ajup < f™
< k—l—umJrl

uMH = gl NVi<m<M (2.5)

(% + Ay = ) (= (k1)) =0

up' (x,0) =0

\

et tel que A = A™(u},.)

Ci-dessous est la formulation variationnelle discréte associée au probléme (2.5) :



p

(% on — ) + a (uft on — ) = (£, 0n — ) > 0, Yoy € Vi

up < k +uf+1

vp < k4wt

2.1.2 Existence de la solution discréte

29

(2.6)

On suppose que les matrices dont ses coéffecients sont a™ (i, pj), sont des M-

matrices (Voir [25]), alors grage au principe du maximum discret, on peut introduire

une étude similaire a celle du cas continu, et on pose le probléme pénalisé comme

suit :

Trouver ', € Vj, tel qu'il vérifié :

)
&gz,s + A"+ 1 (uzn6 — (k + uznjl))Jr = fm

£

up'. (2,0) =0 Vl=m<M
M+1 _ 1
uh@ _uh,s

\

Pour résoudre ce systéme en fait construire aussi une suite wuj, 2"

aum,n - +
h,e m. m,n 1 mmn m+1n—1 —rm
ot +A Uh e + € (uh,a (k + Up e )) - f
m,n — < <
uy, ” (ZL‘,O)—O N1I<m< M
M+1n _ 1n
uh,a - uh,a

dont u™? est la solution de I’équation parabolique discréte suivante :

(2.7)

définit a partir de
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m,0
Ou,,

m, M0 _ rm
A=+ ATy = f

1<m<M (2.9)
ul (x,0) =0

D’apres [22] cette équation admet une solution unique.

On peut écrire le systéme (2.8) sous la forme suivante :

aum,n m,n m m,n m,n m m,n
< 8ht vvh_“h,é)+b (wp, ™ o —up, ™) = (g5, vn —up "), Yop, € V,
b () =am™ (L )+A G A= g = (k4 a4 ) € L2(0,T; L2 () ,dapres

[22], la solution existe, elle est unique et sous la forme :
np
up ™ =& (1) i ()
i=1

Théoréme 13 Sous les hypothéses (1.1) a(1.6), (2.1) a (2.4); la suite définie en

(2.8) décroit lorsque n croit et

L*(0,T;Vy) faible
w, " — uy' dans (2.10)
L> (V) faible

De plus on a

0<uy, <up®V1<m<M (2.11)

Preuve. 1) u;"" est décroissante :

Multipliant scalairement (2.9) par vy, :

a m,0 .
( 1;; ,vh> +a™ (uh ’O,Uh) = (f™, vp) (2.12)

et (2.8) par vy, :

duy,' " e L/, n i
( 8}: aUh) +a™ (uh,;-: ’Uh) + E ((uh,é _ (k + uh,z-l, 1))+ ,Uh) _ (fma'Uh) (213)
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pour n=1, (2.13) devienne :

8umé1 . 1 . n
( a}; 7'Uh> +a™ (uhél"yh) + g ((uh,é‘ (k +’U +1 0)) 7Uh) _ (fm’vh) (214)

m,1 m0)+

dans (2.12) et (2.14), on remplace vy, par whm’0 = (uh —uy .et aprés soustraction

on trouve que :

Ouy! Uy o ml om0 om0y, L m+1,0 +  mo
o = S ) (g — )+ (= (k) ) = 0

puisque le dernier membre est > 0,on a :

awm70 m m m
( th ,wh’o)—i—a (W, w™) <0

1d, ,,
_—— w ’
2dt "

St @f o [t @ a5 <o

m,0 __

0 |+« szn,ﬂ (t)H2 <0

On supposons maintenant que la proposition de la décroissance est vraie pour (n-1),
et 'on démontre pour n .
m,n+1

Dans (2.8) remplacons vy, par wy, une fois pour 'équation a la solution w, ;" et

une autre pour I’équation qui & la solution wu; ", et aprés soustraction, on trouve :

a m,n m,n m m m,n
<8t (“hs i Up, ¢ ) 7wh,a) +a (Uh,; 7Uh) +

2 (= kgt ) T = (= () ) = 0
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ce qui nous donne :

owy'
< at,& , wh,&) + a ('Ujh’a, wh’a) S 0

1d

L4 Ju )] + o . )] <

Intégrant de 0 a ¢ :

mmn
2) Convergence de u;, " :
On va montrer d’abord que u;"2" est borné :

Multipliant scalairement (2.8) par vy, — ul™"

(S o= o o = )+ (62 = (a2 7) o =) =

= (f™on —up ")

— (f™ o —up'?")
utilisons le fait que v, < k4 u)" """ ainsi que (1.5), on obtient :

1d
2t

m,n 2 m,n 2 1 mmn m,n— 1 auznn
Un,e | +aHuh,a H _'_E ’(uh,a k+ Up, e ‘ =
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apres intégration :

2

t
%uﬁff(t)‘QﬂLa/O [ (s)|) ds + = / )uha (k+upitn 1))*) <

t aum,n . -
S/(){( a}; ,Uh)_‘_am(uh,,Uh)—(f,vh—uh’é)}dsgo

On déduit, alors que :

Huh,e HLOO(Qh) < C (2-15)

Huhs HL2(07T;Vh) S C (216)

(k -+t <C (2.17)

L2(0,T5Vy,)

\/’ H uhs

On peut alors extraire une sous suite notée encore uj’, tel que :

up, " — uy'. dans L (Q,) faiblement (2.18)

uhman — uy,'. dans L*(0,T;V3) faiblement (2.19)

mn
,E

3) Convergence de —:

. 0 . . .
D’aprés [22] 2" est borné, alors on démontre par récurrence.

mn

On dérive (2.2) par rapport a t ,on pose at = wh - " et on obtient :
uh ~"he 10 m+1 n—1\\1 afm
A"w Amyl? k 2

o T AT Sy (i (e T

avec :

; ag;’s Ou™ Ouy, al" Juj ay’
A™ ’ > — am m’ — %J “Fh _J h -0 ,m d
(A, o) = a” (ut on) / ( 2. 5 om oz, 2 ot o, Tt |
o \<ij<N 1<j <N

On multiplie scalairement par (wy"* — 2 (k + umH’”*l)) :

awwjfn ]' a m,n m n— +
(S ) +alopae) + 2 (2 = (e o))




ow; "
( ’L(L;f;,s aat(k_l_um-f—ln 1))+a (w}rz?én’ gt (k‘—l— m+1n 1))—& (UZ?énawZ?é (k+um+1n 1))

+a (uhm’én’w::é (/{3+um+1n 1)) + (g{ wha (k+ m+1n 1))

Utilisons la continuité de a et @, aussi le produit scalaire, et le fait que ( gtuhm;rl e 1)est

borné ainsi que l'inégalité de Young, on trouve que :

2

1d 0

= w4 c||wy, —|———u k+um+1"1 l <c
T [ od ey y| <
Ce qui nous donne :
H ot h a — (220)
1 une sous suite notée encore 5 " tel que :
Y ~upt faiblement Y U

4) up. = hm uhs vérifie (2.7) :Reprenons 'équation (2.14) suivaante :

aumm 1
h,e m,n m m,n m,n m, m+1 n—1\\T m,n
( 3o ) b o = ) 2 (= (k) e )

= (/™ on—u")

Utilisons le fait que les formes bilinéaires a" sont semi continues inférieurement pour

passer a la limite inf :
ouj’ 1
(T i) o =) (= (b)) < 9

< (f™,vn — uj.)

Aussi de (2.14) :

Ouy " 1
( U uZ?;“) b o) 4+ (= (k) o - ) -
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= (fmon =) = a™ (up up )

Passons a la limite inf :

a m
(—g};’a,vh - uzne) + liminf o™ (uhm7;”, vp) + = ((uzns — (k+ uznjl))+ ,Up — uhm€> —

- (fm’ Unh — U;Lns) = a” (ums’uﬁs)

On a aussi :

lim inf a™ (qujsn, vp) =

= liminf <_ ( 812 ,'Uh) - g ((uh,:s - (k + uh,;rL 1))+ 7Uh) + (f 7Uh))

8um5 1 m m m
= — (a—};’vh) — g (('U,hﬁ — (k ‘I’ uh,jl))—’— avh> + (f 7,Uh)

= a" (uje, vn)
Alors :

auhm,a m m m m 1 m m+1\\T m
—Q, »Un — uh@ +a (uh7a>vh - uh,a) + g ((uh,a - (k + uh,s )) »Uh — uhva) Z

ot
(**)
Z (fm7 Up — UZ?;.;)

De (*) et (**), on a le resultat.

5) 0 < up.< up”:

m m,O

Multipliant scalairement (2.7) et (2.9) par wy'. = (uhﬁ —uy )+ , aprés addition-

nement en trouve :

8u71’fa B augb’o
ot ot
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1d
2dt

1 t
5 ‘whmﬁ (t)}2 + a/o Hw,ffs (5)H2d5 <0

gz O + o [|ui ()" <0

Corollaire 14 v}, est maximale, c’est a dire si on suppose que z" est une autre

solution de (2.7) avec 0 < zi* < u]"°, nous arivons a :
up'. > 2" (2.21)

Preuve. Il est claire que la proposition est vraie pour n = 0, on suppose main-
tenant qu’elle est vraie pour (n — 1) et 'on démontre pour pour n :

On multiplit scalairement (2.7) qui a pour solution z}* par w?}, = (z}" — uzrfé”)’L :
azm m m m m ]. m m + m m m
(_8: 7wh,5> +a™ (2, wi.) + . ((uhﬁ — (k+upft)) 7wh,€) = (f™ wp)

la soustraction (2.8) de cette derniére, nous donne :

Ham ™™ mn  m 1 m m m
(% - a}f ’waa) +a™ (o = i) + 2 ((zh = (k)" >wh,a) =0

Finalement passons a la limite de u*" pour obtenir le résultat. m
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Théoréme 15 On suppose qu’on a les mémes hypothéses du théoréme (13), alors

m m y
lorsque e — 0, uj'. converge vers uy' solution de (2.5).

Preuve. De (2.15) et (2.16) :

HU;ZEHLOO(Q;L) < liminf HuzfénHLoo(Qh) <C (2:22)
i oy < liminf Hu;;ngB(O,T;Vh) <C (2.23)

pour Zuf”_on utilise (2.19) :
Hat“’” < lim inf Euznan <C (2.24)

On peut alors extraire une sous suite notée encore uj}'. tel que u)’, — ), et une

8
autre —uha tel que 3 uha — Sup'

On démontre maintenant que cette limite vérifie (2.5) :

De (2.17), on passe directement a limite lorsque n — 00, £ — 0,0n obtient que :
(uf' — (k+u)) " =0

Ce qui nous donne :

up < k+uptt

De (2.7) on a :

m
auh,e

ot

_"_ muh€ < fm

Passons a la limite inf on obtient (2.5). =

2.1.3 Unicité de la solution discreéte

Dans (2.5), on prend vy, = 1y, dans I'l.Q.V associée a @ on prend v = u :
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(%‘-?W - UZ”) +a(up, ayt —upt) > (fi ap — g

(% — )+ a g, gy — ) > (i — i)

Apres addition :

ot

2.1.4 Monotonie de la solution

Théoréme 16

Soit f < f, alors u"™® <a™, Ym € {1, M} (2.25)
Preuve. Soit wy, = (u?’o - ﬂ;”’o)+. Dans (2.9), on prend vy, = wy, , on obtient

ces deux équations :

a m,0
( h 7wh> +a (U?’O,wh) = (f,wn)

alors
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t
1
3 \wh|2 + a/ Hwh(s)szs <0
0

thO

Théoréme 17

Soit f < f,alors ul® < @y, Ym e {1, M}.

Preuve. On utilise la démonstration par recurrence sur la suite u;2"

mo_ ~mn

-1 - -1 . .
On suppose que uy """ < @7 ",Ym,Vn, aussi w, = (uy a™M* utilisons

(2.12) et la méme preuve précédente, on trouve :

10
55 |wh|2 +« ||wh||2 + Sh S 0

avec

Sh =

m | =

[ = (k) T = (k)

On voit que :

Ce qui nous donne :

thO

Finalement par passage a la limite sur n et €,on obtient le resultat. m



40

2.1.5 Lipchitzianité de la solution

Théoréme 18 Soit uy, (ﬂhmf) solution de (1.1) pour le second membre f (f) et le

paramétre k (l;:) , on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que :

cay'> 1 (2.27)
alors :
i Jow =y <0 (s oA+ |- r]L) e

Preuve. On pose :
o= (jk=k[+ |- )
Sion prend f™ < f™, alors :

s i -
A (SR e
fm< T+ ag @ (*)
On a aussi :

<kt (*%)

De (*), (**) et d’aprés la monotonie de la solution :
uit (f,k) < up'(f + ag'®, k + @)

On a:

a m
U — (uZ”+<I>))+am (up* + &, v, — (up' + @) = (ﬂ,vh— (uZ”+<I>)) +

(a(u;y +®) i

ot
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(o — (W + B)) + ™ (B, vy — (u + )
a m
U ,—cb) - (u, —) +

— .V — U a u U — U —_—
ot > Tk ho ¥R T Th ot

+ag'® [on, — (up’ + @)] = (f,vn — ug) + (f, =®) + (ag'®, vp — (up’ + @)

> (f+af®, v, — (uf +P)).

Ce qui nous donne :

WM+ al®, k+ ®) = u(f. k) + @

Alors
Finalement
m.o o .m_ < T m __ rm
vy =y < € (Lo, o= #+ - 7))
]

2.1.6 L’équation HJB discréte

mooup) de (2.5) converge vers (up, ..., Un, .., Up)

Théoréme 19 La solution Uy = (uj, ..., u}l, ...,

lorsque k — 0, tel que uy, est la solution de [’équation de Hamilton Jacobi Belman

discréte suivante :
Ouy m _ fm\ _
1gmn?§}§\4< p + A"uy, — f ) 0 dans Q) (229

up (0,2) =0

fm et k= 0, on trouve que :

Preuve. Dans (2.28), on prond f™

m
— <
(ax [lup’ — unllo < ck

Ou uy, est la solution de (2.29). =
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2.1.7 Etude de la stabilité

Lemme 20 Soit u}’ la solution de (2.5), alors :

m 1
i | 30y < o 1" N1 - vm (2.30)

Preuve. Dans (2.6), on prendv =0 :

au m m m m m m
( 8:’ h>_ah (up',up') + (™ up') >0

Ona:
S un’) < " gz lun g o

2
ap' (up' up’) = a HU;LnHHé(Q)

aum m m||2 m m
(a_:>uh) + a|uy ||H3(Q) <|If HH*l(Q) [, HH&(Q)

1d
2dt

t t
1 m 2 m 2 m m
31 (0 0 [ 1o gy ds < [ 157 6) s 1 (5 s
0 0

i+ allup gz ) < 1™l oy i sy

t t
m 2 m m
o [ ey s < [ 157 6o I (9
0

Divisons cette derniére par (t — s)et faisons tendre s vers t, on déduire que

2
o ||u21||Hé(Q) < ||fm||H*1(Q) ||U2n||H3(Q)

alors, on a le resultat :

HmeH

[
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2.1.8 Etude de la convergence

De (2.30), on peut extraire de u}" une sous suite, encore notée uj", telle que
u" — u™dans Hy () faible lorsque h — 0. (2.31)

Il reste a voir que u™ est la solution de (1.31).

Soit I’hypothése de la méthode de ’approximation variationnelle usuelle suivante

hlino |lv — rhv||Hé(Q) =0, Wwey (2.32)

telle que ~y est un sous espace dense dans H{ () .(pour plus de détaille voir [22]).

Puisque les fonctions de base sont indépendantes de t, on a

oup' ou™

Reprenant la formule (2.6), telle que v, — v, dans H] () fort
ou’
(G on = )+ o = ) = 700 =) 2 0

Utilisons (2.33), (2.32), le fait que la forme bilinéaire a et semi continue inferieu-

rement et passons a la limite inf dans (2.6) pour obtenir (1.31).

2.2 Méthode des différences finies : (discrétisation

totale)

On subdivise 'intervalle du temps [0, 7] en n; intervalles on At = nlt représente

le pas de discrétisation, on note u™" = u™ (t,); t, =n At, 0 < n < ng.



44
Pour calculer numériquement des solutions approchées du probléme (1.30), on

utilise le # — schéma, le shéma le plus simple :

W g e m,,n+1 m,n+0 m,n+1 m,n+1 m,n+1
~“h = "h _ 2l m ) _ ) _ ) _ )
( i, o — +a™ (up" oy — uy, (f ™ op =) >0

um,nJrl S k+uhm+1,n+1

h
1n+1
vhﬁk‘—l-uzw”hL
m,0 _ m
u, = ugy =0

mmn+0 _  mmn m,n+1 m,n
up, =" + 0 (u, — ")

(2.35)
0 = 0 : shéma explicite
0 = 1 : shéma implicite
0= % : shéma de Grank-Nicholson.
Auparavant on notera que ’existence et 1'unicité de u?’"“ sont immédiates du

fait que opérateur (I + 0A;) est corcif, V8 € [0,1]. (cf. [30]).

N.B : Pour I'instant on va abandonner le signe m et h.

2.2.1 Etude de la stabilité

n+l _ . n
<%’ Vp, — un-‘rl) +a (un+e’vh o un—f—l) _ (f n+1’,Uh o un—f—l) Z 0 (236)
On prend v =0 :

Ait (unJrl . un’unJrl) +a (un+0’un+1) < (f n+17 un+1)

Utilisons la relation classique :

1 1 1
(a—b,a) = 5\a|2—5 |b\2+5 la — bf? (2.37)
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La formule (2.36 ) devient :

s (s = o st = ) a0, < ()
Mais :
a (@ um) = fa(utu) + (1-0) +a (v, u"t)
= fa (" U+ (1-0)+awu)+(1—0)+a(u,u" —u")
et :
(f L umhy = (f ”“,u”*g) +(f Tt - un+e)

= (1-0)(f " u) + 0 (f ™t + (1 - 0) (f "t —un)
On pose a (u) = a (u,u), alors :
| = P | =t 4 2 [fa (uY) + (1 - 6) a (u™)] <
S2AL[O(f ")+ (1 =0) (f ")+ (1 —0) (f e —u)] - (2.38)
—2At (1 —0)a (v, u" —u")

On a les majorations suivantes :

[ D < L e
< %Hf ”HHi—l— % HU"HHQ ( inégalité de Young )
1 1
< 3 Hf n+1 i+%a (un—I—l) (2.39)
‘(fn-l—l’un—l—l un)} S Hf n+1 . un—l—l_unH
1 n+1|2 1 n+l _ . n 2
< Sl g e =l
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D’apres [30] on suppose que :

lul| < S (R)|u|, tel que S (h) "= oo (2.40)
alors :
2
et < 2t S e oy
[ < L
() [ < g 1 e ) (2.42)
}(1, (un’un-i-l_un)} < MHunH Hun—I—l _unH
} ni2 1 21|, n+l . nl|?
< 2Hu | +2M |w u”||
2
< %a (u™) + MTS2 (h) |u"+1 —un? (2.43)

Remplagant (2.39), (2.43) dans (2.38), on obtient :

P — P 4 [1 = (1= 0) S% (h) At (1 +2M?)] [u"t — o |* +2A¢ (1 - §) a (u™) +

2
*

+2A1 (0 - 2i) a (u™) < [(1—60) + 6Ad) ||

«

On introduit '’hypothése de stabilité suivante :
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1—(1—0)At(1+2M?) S*(h) > >0 ,Yh, VAL (2.44)

(Cette hypothese est évidement sans objet si § = 1)

alors (2.38) donne de nouveau :

}u"+1|2 — "+ 8 !u"“ — u"|2 + 2Atar (1 — 6) |[u™||? + 2Ata (6’ - %) HU"HH2 <

< [(1—8)+0Ad||f

avec I’hypothese :

12" @y, < C© (2.45)
On somme de n =0 a ng < n; — 1, on obtient :
no o
no+1|2 ntl _ ,n|? 2 At l(1—-6 n||2 e_i n+1||2 <C
|u |+ﬁ;}u UHQ; (L= u"IP+ (6 — 5= ) le""]7] <
On déduit, alors que Vh, VAt vérifiant (2.44), on a :
[up" Iy, < C (2.46)

‘um’"ﬂ — um”} <C (2.47)

2.2.2 FEtude de la convergence
On veut montrer que :
m mn At—0
luh’ = up,™" | — 0 (2.48)

Pour l'instant, on va abodonner le signe m.
On a:

a||lup, — uZH2 < (Apup — Apuy, up — uy)
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alors il suffit de prouver que la quantité :

T
X = /(Ahuh — Apup,up —up)dt — 0

T T T
X:/(Ahuh,uh—uZ) dt—/(Ath,uh dt—l—/ (Apuy, up) dt (2.49)

tn tn

., . 7] .
On peut aussi écrire uz comme suit :

up? =+ (0 — 1) (uf —upt) (2.50)

Ce qui nous donne :

T T T
/(Ahuz,uh / Apup? ,uh dt — (0 — 1)/(Ath — Apup "t up)dt - (2.51)

tn tn

. . 1. 0
On a aussi de (2.6) ou on remplagons vy, par u;, et utilisons wu;’

T
n—1

T T T
/ (Ahuh ,uZ) dt < / (%,uh — uZ) dt—i—/ (Ath’e,uh) dt—/ (f Woup —uy)dt

tn

tn tn tn
(2.52)

(2.51) et (2.52) dans (2.49) :

T T
— (Q — 1) / (Ahuz — Ahuzil / Ahuh, uh dt + / (Ahuh, Up — UZ) dt

tn

Nous utilisons encore (2.50)
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T T
up —up
X < / (—h T Ay — f fyun — uz) dt+(1 - 6) / (A — Apup™" up = )
tn

T

n n—1

Uy — U

g/(hTth+Ahuh—f;;,uh—u;;)dt+
tn

+(1=0)) At (Ap (up™ — ) un —upt)

T
n n—1
uy —u
S/(ih Ath +Ahuh—f2,uh—uz) dt+

tn

nt
+(1— H)ZAIS M Huﬁ“ — uZH Huh — uZHH
n=0

n n—1
U, — U n n

+(1—=60)> " ALS (h) [up™ — up| [|un — up ™|
n=0

n—1

T
S/(%ﬂLAhuh—fZ,uh—uZ) di+

tn

N =

+(1—=0)At S(h) (Z }uZH — qu) (Z Huh _ UZ+1H2>

n=0

On introduit '’hypothése de convergence suivante :

At—0

(1—6)At S(h) — 0 (2.53)
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avec cette hypothése ainsi que (3.46), (3.47) et (2.2), on obtient que :

At—0

X — 0. (2.54)

2.3 Théoréme de 'approximation

Finalement, on peut énoncer un résultat de convergence de ces deux méthodes de

semi-discrétisation et discretisation totale :

Théoréme 21 Soit U = (u',...,u™, ...,uM) la solution du probléme continu (1.50),
soit Ul = (uZ’l, U 71 uZM> la solution du probléme totalement discrétisé (2.35)

et sous les conditions (2.44) et (2.53) , on a le résultat de I’approximation suivant :

lim Lg}iXM [u™ — uhmmHLz(O,T;HS(Q)) =0 (2.55)
h—0
At — 0

Preuve. Combinant les deux résultats de convergences des éléments finis (2.31)

et des différences finis (2.48), on a directement le résultat final de ’approximation

(2.55). m



Chapitre 3

Le comportement asymptotique de
la solution du systéme de I’'.Q.V

parabolique

3.1 Le probléme continu

Comme déja mentionné dans l'introduction, I’étude suivante se trouve dans [12],
tel que le comportement asymptotique en norme L*° de I'inéquations variationnelles
et quasi-variationnelle d’évolution a été établit, (quasi-variationnelle au sens que 1’obs-

tacle est Popérateur suivant Mu = K + sup essu(x + £)).
£>0, z+£€Q

On considére le probléme continu (1.31) et nous lui assogions le schéma semi-
implicite suivant :

o1
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(
fQ um,nxgn,nfl ('U . Um’n) dr + a™ (umm’ v — umm) > (fm’ v — umm)

™t < k+ ymtin—1 ,Vl <m<M

u™ = u™ (2,0) =0

(3.1)
Ce qui équivalent au systéme stationnaire suivant :
(
pm (um,n’ v — um,n) 2 (fm + )\um,n—l7 v — umm)
umn S ]{7 + um—l—lm—l ,\V/l S m S M (32)

u™0 = u™ (2,0) =0

tel que b(.,.) =a(.,.)+A(,.), A==, t, = nAt.

3.1.1 L’application du point fixe associée au probléme continu

Soit I'application suivante :
IM: 10> (Q) — IL> () (3.3)

W —¢=11(W)

Ou :JL* (Q) = (L2 Q)Y W = (w', .o w™, ,wM) € = (€1 ..,6m, ..., M)

et £ est la solution du systéme de I'l.QQ.V suivant :

(

b™ (gm’v - gm) > (fm + )\wm,v - gm)

§" (x,0) =0
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Proposition 22 (c¢f. [12]) Sous les notations et hypothéses (1.1) a (1.6), lapplica-

tion définie en (3.3) est contractante; c’est a dire :

oo ()]

1L (Q)

<535 V-

1L (Q)

Preuve. Soit F et ' deux seconds membres associés respectivement au solutions

w et w, tel que :

F(w™) = "4 ™
F@™) = fm™+ ™

on pose :

1

=5

[ (™) = F (@) || oo (0

alors ™ 4+ « est la solution du systéme de I'l.Q.V suivant :

p

o (€™ + o, (v+ @) = (§" + @) = (F (™) + ao, (v +a) — (£" + a))

"t a<k4 a4t

vda<k+at

Ona:

F@™) < F ™)+ [[F ™) = F@")] g

Qo

< F(wm)+a+ﬁ

£ (w™) — F(wm)HLC’o(Q)

< F(w™)+ ap
et d’aprés la monotonie de la solution de (3.4) , on arrive & :

" <Emta
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Changeant le role de w et w, on obtient que :

"<& +a
alors :
lem—&"| < o P ) - P @)
=@ ~— A+f L= @)

1 m m m ~m

— mllf ™ = f =
A m ~m

> m“w - HLOO(Q)
A

m M < m_ @™
max Hf 19 HLOO(Q) < |w ™|, ()

——— max
1<m<M A+ B1<m<M

oo ()

HzLoo(Q) 1L (Q)

sl -

Concluons qu’il existe un unique point fixe u™>° pour l'application 11; c’est la solution

du systeme de I’L.Q). V continu suivant :

(
bm (umpo’ v — um,oo) Z (fm + )\umpo7 v — umpo)

U < k _I_uerl,OO ,v1 <m < M

u™® (x,0) =0

3.1.2 L’algorithme associé au probléme continu

Partant de «™° = 0, on définit I’algorithme suivant :

Ou u™" est la solution du probléme (3.2).
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Proposition 23 Nous avons l’estimation de la vitesse de convergence de [’algorithme

(3.6) :

Y n
||um,n o um,ooHLoo(Q) < (m) Hum,oo _ um,OHLOO(Q) (37)

Preuve. D’aprés (3.6), on a :

ausst :

um,l =T1I (um,O)
alors :

m m m m,00 )\ m 11ee
o =m0 gy = (7)1 (575 17 =

a U'étape n :
[[u™" — um’OOHLoo(Q) < (ﬁ)n Hump - um’ooHLoo(Q)
alors :
mnt+l _ ) m,oo m.n m,00 A mmn ., m0
a7t =gy = ) =T iy < (5755 ) 107 = 0l
donc :

. . AN e e
st ey < (555) 107 =0l
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3.2 Le probléme discret

Soit uy,"> € V}, la solution de 'V discéte suivante :
(
O™ (™ on — ") = (f 4 My on — up™)

up < kA upthe Yo, €Vy, Ym=1,.... M

1
vh§k+u2”+ 0

(3.8)
et le probléme discret complet :
(
o™ (uy" vp — uy ™) > (f + )\uzn’n_l, v — uzm)
uzn’n S k + uZLJrl’nil 5 vvh c V]—L, \V/m = ]_, ,M
op < kot

\

(3.9)

3.2.1 L’application du point fixe associé au probléme discret
Soit :

o, : IL®(Q)—V, (3.10)

W — I, (W) =¢, (3.1)

Ou &' est la solution du systeme de I'I.Q.V. discrét suivant :

bt (€1 vn — &51) = (f™ + Aw™, vy — &)
(3.11)

&r < k+ &t

Nous obtenons comme dans le cas continu les résultats suivants :
Proposition 24 L’application définie en (3.10) est contractante, c-a-d :

i) ()

A -
< ——||lW — WH
Vi A+ [ H IL>=(Q)
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11 existe donc un unique point fixe. c’est la solution du probléme (3.8).

3.2.2 L’algorithme associé au probléme discret

Partant de u}"’ = 0, on définit I'algorithme suivant :
=1, (up™™), n=1,.,N (3.12)
Ou u;,"" est la solution du probleéme (3.9).

Proposition 25 Nous avons [’estimation de la vitesse de convergence de [’algorithme
(3.12) :
™ = | ey < (MB) ™ = | e (3.13)
Preuve. D’aprés (3.12), on a :

e = T )

= Iy (u™”)

alors :

m m m, m,00 )\ m,
o = 0y = 0 52) = T 02y < (555 ) 2 = 0 o
a Uétape n :

m,n m,00 >\ " m, m,o0
™ = up ™ o) < (m) Huho_uh HLoo(Q)

alors :

mn oo man A m,n m,00
[T HLOO(Q) = |ITIn (uy ™) = a (w0 ) || poo oy < <)\+5) ™ = up" | oo e
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3.3 Comportement asymptotique

On évalue lécart en norme L*™ entre u}' (T, z) la solution discréte calculée a

I'instant 7" et la solution ©™* du probléme continu (3.5).

Théoréme 26 Sous les hypothéses précédentes, nous avons :

1 N
o (7.) = 0 (&) oy < € [h? o+ (155775 ] (3.14)

Ou C' est une constante indépendante de h, At.
Preuve. On a :

upN () = up (T, )

alors :

m m,o00 m,N m,00 m,N m,
ot (7, 2) = " @) gy = o™ () ]| =

o
+llup™™ = 0™ o
D’aprés [19], on a :
[y = w0 o) < Ch? [log h|*

et d’aprés (3.13), on a :

A N
'U/h, — uhm’ooHLoo(Q) S ||’U/;_Ln’n — U/ZL,OOHLOO(Q) S ()\ n /8) Hum700 — um,OH

Comme \ = ﬁ, nous obtenons :

1 N
m m,00 2 2 -
Jug (T, 2) — u™ (2)]| ooy < C [h log h|” + (1 +At.ﬁ) ] ’



Chapitre 4

Localisation de la frontiére libre

4.1 le cas stationnaire

4.1.1 Le probléme continu

Soit les fonctions af} () dans C** () ,a (x) , af’ (x) dans C% (Q) tel que :

> al (@) &8 = vIE (2 e QEERY, 4> 0) (4.1)
i,J

ap' (z) > >0 (4.2)

Nous définissons les formes bilinéaires pour tout u,v € H' (Q).

a™ (u,v) —/Q (jzkaij (x) 9r: 07, + ;ai (x) axiv + af' (z) uv) dx (4.3)

Donnons aussi les seconds membres [ (.) tel que :

29
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freC?(Q) et ff>0; Vm=1,.,M (4.4)

Posons l'espace (L ()" = {W = (w!,...,w™, ..., wM) tel que w™ € L*(Q)},

menu de la norme suivante :

Wiy = max {lw™[| g, (4.5)

1<m<M

Reprenons le probléme stationnaire (0.2), associé au systéme parabolique (1.30)

Trouver U = (ul,...,u™,...,uM) € (H (Q))", tel que :
0

Ni<m<M (4.6)

Théoréme 27 (cf. [18,14]) : Sous les hypoyhéses (4.1) a (4.5) la solution u™ du

probléme (4.6) existe, elle est unique et appartienne a C (Q)NW?2P () ; V2 < p < cc.

4.1.2 Le probléme discret

Sous les notations (2.1) & (2.4) et sous le principe de maximum discret ([25]),
le probléme discret analogue au selui continu se pose comme suit : Trouver U, =

(whs oo, .upt) € (Vi)™ Sachant que :
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apt (upr, v, —upt) — (f™, v —u') > 0,V € V)

up' < k —I—uZ”l

(4.7)
v < k+ u;L”H
W =

\

Théoréme 28 (cf. [13,14]) : Le systéme (4.7), admet une seule solution.

Dans [13] une évaluation de lerreur optimale est établie de la combinaison de
la convergence géométrique des deux schemas iteratives continu et discret de type

Benssousan-Lions, avec ’erreur connue des inéquations variationnelles elliptiques.

Théoréme 29 (c¢f. [19]) : Soit U la solution du probléme continu (4.6), et soit Uy

la solution du probléme discret (4.7), alors on a l’estimation de l'erreur suivante :

IU = Uhll,, < Ch? |logh|” (4.8)

4.1.3 Approximation de la zone de contacte

Dans l'application c’est important de localiser la partie ot les contraintes sont
saturées et la partie ou le systéme est vérifié, alors suivant [31], nous définissons la

frontiére libre continue comme suit :

S™ = 0{xz € Q, such that u™ (z) < k+u™" (z)} NQ (4.9)

et 'autre ’approximative comme suit :

St =8 {z € Q, such that v}’ (z) <ry (k+u"*" (z)) + Ch*|log h\Q} N (4.10)
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Pour reprendre la démonstration de [31], il suffit de considérer la fonction w™ =

(k + u™™) —u™, et le probléeme translaté correspondant avec terme non-homogeéne

fm = (k+ Amuy™*1) — f™ est le suivant :

(4.11)

w™ >0
L’hypothese (4.4) entraine, que la fonction u™ solution de (4.6) a toutes les dérivées

secondes bornées dans (2, c¢’est-a-dire :

w™ e CHH(Q) (4.12)

Soit K un compact de €2, nous assumons la propriété de non-dégénérescence de la

solution continue u™ ([31]) :

({0 < w™ < YN K) € L. (S™ N K) (4.13)

ou

LAS"NK)={x€Q:d(z,S"NK)<Ck e} (4.14)

d(x,S™ N K) est la distance entre x et S™, et C'x une constante dépendante de

K.

Corollaire 30 Sous l’hypothése (4.13), S;* N K satisfaire :

S"AKCL (S™ N K)

Q=

(3Ch2[log h[*)
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Preuve. Selon le théoréme (4.3), nous reprenons la démonstration de [31] :

Soit x € Sp' Nk, alors
up (w,t) = 1y (b + ™ (2,1)) + Ch?|log h|?
utilisant ’éstimation (4.8), nous obtenons :
—u™ (z) < Ch?|log h|* — ul
—u™ (2) + (k+u™ (2)) < (k+u™ (2) — rp (K + o™ (2))
0 < w™ < Ch?|log h|*
1

ce qui prouve le théoreme si on prend e = (Ch? |log h|*)= .

STNKCL

1 (S"NK
(Ch2[logh|?)™ ( )

4.2 Comportement asymptotique de la frontiére

libre (Extension)

Considérons maintenant le cas particulier que les A"sont seulement le Laplacien.
Compte tenu de l'estimation (3.14), on peut dire que la solution u™ (x,t) du systéme
de I'.Q.V parabolique (1.30) converge, lorsque t — oo, vers ™ = u™; la solution

du probléme stationnaire (4.6).

En effet, il suffit comme le cas stastionnaire de considérer les fonctions :

W™ = (k 4 um—&-lpo) — ™™
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™ (x,t) = (k +u™ " (2,1) — u™ (2,1)

et le probléme translaté correspondant :

avec le terme totalement homogene :

Jf-m _ ferl . fm

Supposons aussi que :

fm(t) — [, fi(t) — 0 dans L™ (), V1 <m < M

et

[ () e CH*(Q), 0<pu<1,Vi<m<M

Fmee <y <)

Posons

Et)={zeQ:u"(z,t) =k+u""" (z,1)}

Eoo = {..'lf - Q s (,ﬁl’,’) =k + um-i—l,oo (l’)}
et considérons les respectives frontiéres libres :

L) =0EM)NQ; Lo =IELNQ

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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Pour exclure le cas trivial on suppose qu'il existe ¢; tel que L (t) # & pour t > t;.

Théoréme 31 Sous les hypothéses précédentes en particulier (4.16), on a :

E(t) = Ex, L(t) = L au sens de Hausdorff, lorsque t — oo. (4.23)
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Chapitre 5

Expérimentation numérique

Exemple 32 (L’équation de transport)

Considérer l’équation HJB correspondente aux équations du transport

%+ max (f- (@) Uy, fr (z) uz) =0 t >0,z € (rmin, r max)

u(z,0) =ug ()

Quand la fonction croit, c’est le transport avec la vitesse mazimale f, (z), et dans
les zones ot la fonction décroit, c’est le transport avec la vitesse minimale f_ (x) (voir

[21]), aprés le systéme & résoudre est le suivant :

(

G 4 f- (z)uy <0
aa—f+f+(x)u§§0
ut < k4 u?

u? < k+ut

u! (z,0) = u? (z,0) = ug () Vz € (rmin, r max)

\

Onprend f_ = f, = —1, (z min, z max) = (=2, +2) , k = 0.1 avec la condition initiale

67
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ug (z) définit comme suit

0.64 si x € [0.2,0.6]
uo () =
max (1 — 22, 0) otherwise
La solution est périodique avec la période égale a 4 et elle coinside avec la condition
initiale quand t = 12 (8 periodes).
Dans la figure (5.1), nous proposons une comparaison entre la solution exacte u,

et la solution approximative up o t =12, h=1/5, 0 = 1,et At = 1/100. La figure

(5.2) montre la convergence des trois types de 0—schéma.
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