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 خصــــمل

 
 

 
 هذه الطريقة تعتمد.  الشبه التفاضليةوامللعوراثي لاللاتحقيق اليسمح مفهوم التمثيل الانتشاري ب

  التيالجديدة على التصرف الخاص لمعادلة الانتشار ذات الطبيعة التذبذبية ذات بعد نهائي لمتغيرات الحالة
 موجود ،المعرف بالعمليات الكسريةوكبيرة الة ذاكرال ذو تزويججداء الون بحيث يك,مل لتلخيص المدخلستعت

 أين dX/dt=AXهذا التمثيل يسمح بالحصول على نظام متزايد يمكن وضعه على الشكل المجرد .في المخرج
Aخصوصا ،المراقبةاستعمال أدوات الدراسة و التحليل في ب حمما يسم,  هو مولد متناهي الصغر لنصف فوج 

 فقط يكفي الالتزام بمعايير خاصة التقريب الرقمي سهل و مرن، إذ. نوفبودراسة الاستقرار باستعمال ليا
 .  للحصول على أحسن تقريب

 
 .  الأنظمة الدينامكية بمفهومين مختلفينمراقبةالهدف من هذه الرسالة هو تطبيق هذه المقاربة في 

,  المرنة كالصفائح و العوارضدا في هذا المجال و التي هي استقرار الهياكلالأول حول أحد المشاكل الخاصة ج
 في تتولدالمشكلة تكمن في أن يجب إبطال كل الاهتزازات التي قد . أنظمة ذات ثوابت موزعةك تعتبرالتي 
 ينهذه المشكلة مرتبطة أساسا بالعدد الكبير لأنماط الاهتزازات المعبر عنها ذات التردد و الشكل الحساس. النظام

 نموذج في مجال نمطي غني بالترددات، ،إذ لا يمكن للتحليل النمطي أن يعطي. دا لأي خطا محتمل في النمذجةج
 اليد مفصلية من جانب و حرة من جانب أخر تكون فيها يد مرنة في حالة مراقبة ، العملانقدم في هذ .كاملا

دأ أساسا على يعتمد المب. ةالمفصلية لليد ثابت  القاعدةتكون فيهاأخرى مع انسحاب عمودي لقاعدته و في حالة 
ثل هذه المراقبة في تصميم م. شروط ابتدائية خاصة المنعكسة وفق  امتصاص الأمواج بهدفمراقبة حدودية 

 يعتمد على التمثيل  الذي اللاوراثييتحقيقال  العوامل التفاضلية الكسرية ذات استعمالالمجال الترددي يلجا إلى
 .لامشروطة صلابةمراقبة عطي يا  ممفعالة للنظام غير الطبيعة الكلية .الانتشاري

" شبه اللامتغيرة"ات وع جديد من المراقبة الصلبة المسمالمفهوم الثاني  المعالج في هذه الرسالة هو ن
الخاصية الأساسية . التي تسمح بمراقبة الأنظمة الديناميكية ذات الثوابت المرتابةية، قاربة الانتشارالم على ةمعتمد

المحددة   و على المميزات الديناميكية للنظام الاسمي، بقدر الإمكان  و في مجال الارتيابظذه المراقبة هي الحفاله
طبقنا هذا المفهوم للتحكم في محرك ذو تيار مستمر وذو دالة تحول .  إزاحة زمنيةبإجراء,بالمراقبة التقليدية

بين تالمقارنة مع المراقبة التقليدية . رلقة التيالحزمن ال الحمل و ثابت ،يكمن الإرتياب في عزم العطالة. إرتيابية
     .    فعالية المراقبة الشبه اللامتغيرة
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ABSTRACT 

 
 

The diffusive representation concept allows a non hereditary realization of 
pseudodifferential operators. This new approach is based on the particular behavior 
inputs/outputs of an appropriate dissipative diffusion equation, of which the infinite 
dimension state variable is used to summarize the history of the input, so that convolutions 
products of long memory, defined by the fractional operators, are available in output. This 
representation permits to have an increased system that can get under the abstract form dX/dt 
= AX where A is an infinitesimal generator of a semi group, that permits  the application of 
study and analysis tools possible in control, notably the stability study by Lyapunov. The 
numerical approximation is carried out in simple manner, it is only sufficient to respect really 
some criteria’s to have a good approximation.  

   
The object of this thesis is the application of this approach to dynamical control 

system by two different concepts.   
The first one has very important problems that is the stabilization of flexible 

structures, as plates and beams, which are a distributed parameters systems. The difficulty 
comes because it is necessary to suppress all oscillations that can take birth in the system. 
This difficulty is generally linked to the great numbers of significant vibration modes whose 
frequency and shape sensitivity to inevitable modeling errors is excessive. Then, the modal 
analysis cannot provide a sufficiently precise model on a rich frequencies modal range. We 
present in this work a flexible arm control in the case where the arm is articulated to an 
extremity and free to the other extremity with a vertical translation base and in another case 
where the basis of the articulated point of the arm is fixed.  The principle is based on the 
waves absorption boundary control by of to which are particular conditions are associated. 
The synthesis of such control, in frequency domain, involve the fractional differential 
operators whose non hereditary realization is based on diffusive representation. The global 
passive nature of the closed loop system confers to the control an unconditional robust nature.   

The second concept treated in this thesis is a new robust control type so-called 
"Pseudo-Invariant" based on the diffusive approach and that permits to control the dynamic 
systems whose parameters are uncertain or unknown. The fundamental property of this 
control is to preserve as much that possible and on the all uncertainty domain of uncertain 
parameter, the dynamic features of the nominal system imposed by a classic control, with 
time-scaling (frequency). We apply this concept to DC motor control with uncertain transfer 
function. The uncertainty is carried at the inertia, the load and the time constant of the current 
closed loop. The comparison with the classic control shows the efficiency of the pseudo - 
invariant control notably its robustness. 
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RESUME 

 
 
Le concept de représentation diffusive permet une réalisation non héréditaire des 

opérateurs intégro-différentiels fractionnaires. Cette nouvelle approche est basée sur le 
comportement entrées/sorties particulier d’une équation de diffusion convenable de nature 
dissipative, dont la dimension infinie de la variable d'état est utilisée pour résumer l'histoire 
de l'entrée, de telle sorte que les convolutions à mémoire longue, définie par les opérateurs 
fractionnaires, soient disponibles en sortie. Cette représentation permet d'avoir un système 
augmenté qui peut se mettre sous la forme abstraite dX/dt = AX où A est un générateur 
infinitésimale d'un semi groupe, ce qui rend l'application des outils d'étude et d'analyse en 
contrôle possible, notamment l'étude de la stabilité par Lyapunov. La mise en œuvre 
numérique est souple et très simple, il suffit seulement de bien respecter  certains critères 
pour avoir une bonne approximation. 

 
L'objet de cette thèse est l'application de cette approche au contrôle des systèmes 

dynamiques par deux concepts différents. 
Le premier concerne un des problèmes très importants dans ce domaine qui est la 

stabilisation des  structures flexibles, tel que les plaques et les poutres, qui sont des systèmes à 
paramètres répartis. La difficulté vient du fait qu'il faut supprimer toutes les oscillations qui 
peuvent prendre naissance dans le système. Cette difficulté est liée généralement au grand 
nombre de modes de vibrations significatives dont la fréquence et la forme sont très sensibles 
aux inévitables erreurs de modélisation. Alors, l'analyse modale ne peut pas fournir un modèle 
suffisamment précis sur une gamme modale riche en fréquences. Nous présentons dans ce 
travail le contrôle d'un bras flexible dans un cas où le bras est articulé à une extrémité et libre 
à l'autre extrémité avec une translation verticale de sa base et dans un autre cas où la base 
d'articulation du bras est fixe.  Le principe est basé sur le contrôle frontière par absorption 
d’ondes auquel sont associées des conditions aux limites particulières. La synthèse de tel 
contrôle, dans le domaine fréquentiel, fait intervenir des opérateurs différentiels fractionnaires 
dont la réalisation non héréditaire est basée sur la représentation diffusive. La nature globale 
passive du système bouclé confère au contrôle une nature robuste inconditionnelle. 

Le deuxième concept traité dans cette thèse est un nouveau type de contrôle robuste dit 
"Pseudo-invariant" basé sur l’approche diffusive et qui permet de contrôler les systèmes 
dynamiques dont les paramètres sont incertains où mal connues. La propriété fondamentale de 
ce contrôle est de conserver autant que possible et sur tout le domaine d’incertitude des 
paramètres incertains, les caractéristiques dynamiques du système nominal imposées dans le 
cas d’un contrôle par une approche classique, ceci à un changement de temps (ou de 
fréquence) prés. Nous appliquons ce concept au contrôle d’un moteur à courant continu dont 
la fonction de transfert est incertaine. L'incertitude est portée sur le moment d'inertie, la 
charge et la constante de temps de la boucle de courant. La comparaison avec la commande 
classique montre l'efficacité du contrôle pseudo-invariant notamment sa robustesse. 
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Introduction Générale 
 

 
 

1- Problématique  
 

Au cours des dernières années, l'usage d'opérateurs non standards, comme par 
exemple les opérateurs intégro-différentiels fractionnaires, s'est fortement répandu dans de 
nombreuses disciplines. En effet, l'intérêt théorique et pratique de ces opérateurs est 
désormais bien établi, en particulier : 
 
- Ils apparaissent naturellement dans de nombreux problèmes de modélisation en rhéologie 
des polymères ou viscoélasticité [72], en acoustique, combustion, en composants 
électroniques, en µ-ondes, etc.   [36] 
- la modélisation de certains phénomènes physiques dans l'équation de la dynamique des 
matériaux.  
- La réalisation des composants électroniques à impédance fractionnaire [31] et [77].         
- Dans le domaine des signaux et leur traitement, ils sont utilisés pour la modélisation et 
l'approximation markoviennes de bruit de composants électroniques [18], [30], [37] et [38] 
identification statistique et pour le filtrage [10].   
-Le contrôle des systèmes par des correcteurs fractionnaires (PI fractionnaire, PID 
fractionnaire…etc. [40] et [68]). 
-Les opérateurs fractionnaires apparaissent de façons naturelles lors du contrôle des structures 
flexibles telles que les plaques et les poutres par absorption des ondes réfléchissantes [49], 
[46], [47] et [79].  
-La propriété d'invariance de l'équation différentielle d'ordre fractionnaire présente un point 
de départ pour le contrôle des systèmes dynamiques incertains [6] et [67].  
 

Les difficultés liées aux opérateurs fractionna ires ont fortement limité les applications 
pratiques. L'inconvénient majeur est le comportement héréditaire : L'étude de l'évolution d'un 
système possédant des termes fractionnaires nécessite à priori le stockage en mémoire de tout 
le passé du processus. De plus la nature du noyau de convolution qui décrit de tels opérateurs 
impose un pas de temps très petit et un domaine d'intégration très étendu. En outre, on ne peut 
pas obtenir un système sous la forme d'état standard, ce qui rend l'application des outils 
classiques de l'étude et de l'analyse en contrôle très difficile ou impossible et limite, 
notamment l'étude de la stabilité.   

 
Introduite il y a une dizaine d’années au LAAS/CNRS France par G. Montseny [65] et 

développée, par la suite à une échelle internationale, par plusieurs laboratoires [4], [8], [32], 
[41] et [74], la "Représentation Diffusive" est une représentation symbolique qui permet 
d'avoir une réalisation non héréditaire d'opérateurs pseudo-différentiels.  

 
Cette nouvelle approche est basée sur le comportement entrées/sorties particuliers 

d’une équation de diffusion convenable de nature dissipative, dont la dimension infinie de la 
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variable d'état est en quelque sorte utilisée pour résumer l'histoire de l'entrée, de telle sorte 
que les convolutions à mémoire longue définie par les opérateurs fractionnaires soient 
disponibles en sortie. Cette représentation permet d'avoir un système augmenté qui peut se 
mettre sous la forme abstraite dX/dt=AX où A est générateur infinitésimale d'un semi groupe, 
ce qui rend l'application des outils d'étude et d'analyse en contrôle possible ; notamment 
l'étude de la stabilité par Lyapunov. La mise en œuvre numérique est très simple et souple. 
Le travail présenté dans [32] montre qu'il est possible d'avoir une bonne approximation de 
tels opérateurs si nous respectons quelques critères bien définis.  

 
Par sa structure algébrico-topologique souple et bien adaptée à l'analyse, 

l'approximation et la simulation, la classe des opérateurs pseudo-différentiels sous la 
représentation diffusive permet d'aborder dans un cadre unifié une grande variété de 
problèmes non standards très actuels. 

 
Nous citons par exemple la stabilisation d'une poutre encastrée par adaptation 

d’impédance [11], le contrôle d'un bras flexible articulé [13] et [73], le contrôle des systèmes 
viscoélastiques [19], identification optimale de la dynamique des systèmes [28],….etc. 

 
 

Un des problèmes très importants dans ce domaine est la réduction du comportement 
vibratoire des  structures flexibles tel que les plaques et les poutres, qui sont des systèmes à 
paramètres répartis. La difficulté vient du fait qu'il faut supprimer toutes les oscillations qui 
peuvent prendre naissance dans le système. Cette difficulté est liée généralement au grand 
nombre de modes de vibrations significatives dont la fréquence et la forme sont très sensibles 
aux inévitables erreurs de modélisation. Alors, l'analyse modale ne peut pas fournir un modèle 
suffisamment précis sur une gamme modale riche en fréquences. 

 
Le contrôle par l'approche passive consiste à ne prendre en compte que les propriétés 

locales de vibration. Les propriétés de propagation sont locales et ne dépendent que de 
quelques paramètres physiques, contrairement aux modes et fréquences propres qui eux, 
dépendent en outre de la géométrie du domaine de vibration.  

 
L’atténuation de vibration commence par le point de vue que, dans beaucoup de cas, il 

peut être profitable de regarder la réponse d'une structure flexible à une force typique, 
localement appliquée, en terme de perturbations élastiques de déplacement. Généralement, 
les forces les plus grandes commencent aux bords. Ce point de vue mène naturellement à 
penser qu'il peut être possible de modifier les chemins normaux des perturbations pour 
manœuvrer ou diriger autrement l’énergie dans la structure. Alors, il n'est pas nécessaire 
d'observer les vibrations tout le long du bras pour réaliser le contrôle. Il suffit de connaître les 
vibrations arrivant s au bout pour avoir un contrôle sur les ondes réfléchissantes 
indépendamment de la vibration, globale. Donc, il s'agit d'observer ces ondes par une 
impédance terminale.  
 
 
 
2- Etat de l’art 

 
L’idée de stabiliser les systèmes par absorption d’onde est d'abord appliquée aux 

systèmes représentés par l'équation d'onde, corde, câble élastique [49] et récemment prolongé 
à l'équation des poutres et d'autres structures flexibles. Ce type de contrôle est appliqué à une 
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poutre flexible encastrée / libre [79]. Les fonctions de transfert des compensateurs sont des 
fonctions irrationnelles. Leurs réalisations ont été effectuées expérimentalement par des 
compensateurs analogiques.  

 
Le même problème a été étudié en [62], et le compensateur absorbant dont la fonction 

de transfert est irrationnelle est simulé numériquement.  En [46] les auteurs ont étudié aussi 
le problème de vibration des poutres avec un autre principe, basé sur la minimisation des 
effets des ondes réfléchissantes aux ondes incidentes dans le sens que la norme ∞H  de la 
matrice de réflexion soit minimale. Les compensateurs trouvés ont des fonctions de transfert 
irrationnelles qui sont approchées pour être des polynômes rationnels par l'expansion 
fractionnaire continue. 
 
 Pour le contrôle des systèmes dynamiques incertains, c’est à dire dont les paramètres 
sont mal connus, nécessite la mise en œuvre de lois de commandes capables d’assurer un bon 
compromis entre performances et robustesse. 
  
 Un nouveau concept de robustesse très récent est introduit dans [59] dit "pseudo-
invariant ". Il a pour origine l’approche " CRONE " introduite et développée par A. Oustaloup  
[66].  La propriété fondamentale du contrôle pseudo- invariant est de conserver autant que 
possible et sur tout le domaine d’incertitude, les caractéristiques dynamiques imposées par le 
contrôle du système nominal par les approches classiques, ceci à un changement de temps (ou 
de fréquence) prés. Le contrôle pseudo- invariant présentera aussi une réponse à un échelon de 
forme quasi- invariante à une dilatation des temps prés, le coefficient de dilatation (le 
changement de temps) étant directement en fonction du paramètre incertain qui présente l’un 
des inconnus du problème, l’autre inconnu étant le contrôleur dynamique indépendant du 
paramètre incertain. 

 
Le problème du contrôle pseudo-invariant est formulé par la représentation diffusive 

[3] et [23]. Cette formulation présente un grand avantage notamment sur la garantie 
d'existence des solutions causales possibles ainsi que la réalisation concrète par voie 
numérique sous   approximation en dimension finie. 
 
 
 

3- Contribution  
 

Notre contribution se concentre à traiter les points suivants : 
 
1- Réalisation diffusive d’opérateur pseudo-différentiel : choix des paramètres, calcul 

des coefficients et simulation numérique des opérateurs utilisés. 
 
2- Le contrôle d'un bras flexible dans un cas où le bras est articulé à une extrémité et 

libre à l'autre extrémité avec une translation verticale de sa base et dans un autre cas où la base 
d'articulation du bras est fixe.   
 

La théorie appliquée est basée sur le contrôle frontière par absorption d’ondes auquel 
sont associées des conditions aux limites particulières (suivant le cas considéré). Le principe 
de contrôle est de minimiser les effets des ondes incidentes sur les ondes réfléchissantes. La 
synthèse de tel contrôle, dans le domaine fréquentiel, fait intervenir des opérateurs 
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différentiels fractionnaires. La réalisation non héréditaire de ces opérateurs est basée sur la 
théorie de la représentation diffusive. 

 
3- La théorie du contrôle diffusif pseudo-invariant. L'invariance peut être atteinte sous 

changement d'échelle de fréquence ou sous transformation de groupe. Les compensateurs 
conférant au système considéré la propriété d'invariance sont de type pseudo-différentiel.  

 
Nous appliquons ce concept au contrôle d’un moteur à courant continu dont la fonction 

de transfert est incertaine. L'incertitude est portée sur le moment d'inertie, la charge et la 
constante de temps de la boucle de courant. Le modèle du moteur à c.c est choisi de telle sorte 
à avoir l'invariance sous changement de fréquence et l'invariance sous groupe de 
transformation. La comparaison avec la commande classique montre l'efficacité du contrôle 
pseudo-invariant notamment sa robustesse. 

 
 
 

4- Résultats 
 

Les résultats obtenus ont conduit aux communications et publications suivantes : 
  
1- H. Tebbikh, G. Montseny, B. Boudjehem "Opérateurs pseudo-différentiels et stabilisation 

des structures vibrantes ", 2ième Col.Nat.de de Mathématique 7-8-9 Mai 2000, tebessa, 
Algérie. 

 
2- B. Boudjehem, G. Montseny, H. Tebbikh," Contrôle diffusif d'un bras flexible", First 

International Conference on Electrical Engineering, 4-6 Nov. 2000, Boumerdes, Algeria. 
 
3- B. Boudjehem, H. Tebbikh, G. Montseny, " Stabilisation d'une poutre vibrantes par 

approche diffusive", Conférence Maghrébine en Génie Electrique, 5-6 Nov. 2001, 
Constantine, Algérie. 

 
4- B. Boudjehem, H. Tebbikh," Commande diffusive robuste d’un moteur à courant 

continue ", Conférence sur Génie Electrique, 25-26 Dec.2001, Ecole Militaire 
polytechnique, Alger, Algérie. 

 
5- B. Boudjehem, G. Montseny, H. Tebbikh," Robust wave-absorbing control of an articled 

flexible arm", 4th Jordanian International Electrical and Electronics Engineering 
Conference sous parrainage IEEE, 16-18 April 2001, Amman, Jordan. 

 
6- B. Boudjehem, H. Tebbikh, G. Montseny, " Fractional feedback control for hinged flexible 

beam attached to a rigid arm via diffusive representation", Proceedings of the 5th WSEAS 
Int. Conf. on SMO, august 17-19, 2005, pp118-122, Corfu, Greece. 

 
7- B. Boudjehem, H. Tebbikh, G. Montseny, " Fractional feedback control for hinged flexible 

beam attached to a rigid arm via diffusive representation", WSEAS Transaction on 
Systems, issue 9, Vol. 4, September 2005. 

 
8- R. Tebbikh, B. Boudjehem, L. Chaabi, H. Tebbikh," Diffusif pseudo differential control of 

flexible beam", WSEAS Transaction on Systems, issue 4, Vol. 5, April 2006 
 
 



 5 

 
5- Organisation de la thèse  
 

La thèse est organisée en quatre chapitres : 
 
Le chapitre 1 présente les principales propriétés du calcul fractionnaire, les difficultés 

qui lui sont liées et présente aussi la théorie de la représentation diffusive d’opérateurs 
fractionnaires ainsi que l'approximation numérique correspondante. 

Le chapitre 2 concerne l'étude et l'analyse théorique du contrôle du bras flexible 
articulé avec translation de base afin d'évaluer et construire des compensateurs diffusifs 
absorbeurs d'ondes. En outre, il présente l'approximation et la simulation numérique du 
système augmenté ainsi que l'interprétation des principaux résultats obtenus. 

Le chapitre 3 est consacré à l'étude et l'analyse du contrôle du bras flexible articulé 
sans déplacement de la base d'articulation. Les résultats de l'approximation numérique du 
système sont présentés. 

Dans le chapitre 4, nous introduisons la théorie du concept de contrôle diffusif pseudo-
invariant et son application au contrôle d’un moteur à courant continu. 
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Chapitre 1 
 

 
Représentation Diffusive 

 
 
 
 
1.1 INTRODUCTION  
 

Ce chapitre présente quelques notions sur le calcul fractionnaire, son champ 
d'application et les difficultés qui lui sont liées. Nous présentons aussi une nouvelle approche 
pour la réalisation d'opérateurs fractionnaires dite "représentation diffusive". Cette 
représentation est bien adaptée à l'étude et à l'analyse des systèmes différentiels d'ordres 
fractionnaires et notamment le problème de la stabilité.        
 Les notions théoriques essent ielles sont introduites de façon détaillée ainsi que 
l'approximation numérique qui présente un avantage majeur de la représentation diffusive.  
          
 
 
1.2 CALCUL FRACTIONNAIRE 
 
 
1.2.1 Opérateur fractionnaire  
 

L'intégration et la dérivation fractionnaires d'ordre [ ]∞+∈   0α  d'une fonction causale 
f, formulées par Riemann-Liouville, sont données par [52] : 
 

ττ
α
τ α

α df
t

tfI
t

)(
)(

)(
)(

0

1

∫ Γ
−

=
−

                 (1.01) 

    

 ( ) ( )
( )

( ) ττ
αΓ

τ α
α df

t
dt
d

tfD
t

t ∫
−

−
=

−

0 1
                (1.02) 

 
où G est la fonction Gamma définie par l'expression :  
 

( ) ∫=
∞

−−

0

1G dtet tαα                              (1.03) 

 
L'opérateur modifié de dérivation d'ordre α  est défini par : 
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( ) τ
τ

α
τ α

α d
dt

dft
tf

t

t ∫ −Γ
−

=∂
−

0

)(
 

1
)(

)(                  (1.04) 

  

   L'intégration et la dérivation fractionnaires d'ordre 2
1=α  sont respectivement 

π
t2

 

et 
π
t

2 . 

Les transformées de Laplace de l'intégration et de la dérivation d'ordre α  d'une 
fonction f sont données par :  
 

( ){ } ( )pFptfIL αα −=                                         (1.05) 
 

( ){ } ( ) ( )

( ) ( )

1 1D 1
0 0

1

n k kL f t p F p p D f t n n
k t

p F p D f t

α α α α

α α

− − −= − ≤ ≤∑
= =

−= −

 
 

 
 

            (1.06) 

 
où L désigne la transformée de Laplace et ( ){ } ( )pFtfL = . 
 
 
1.2.2 Système fractionnaire  
 

Un système fractionnaire linéaire à coefficients constants, d'entrée f et de sortie y, peut 
être représenté par une équation différentielle d'ordre fractionnaire donnée par l’expression : 
 

( ) ( )∑ 





=∑ 








==

M

m
m

K

k
k tf

dt
d

bty
dt
d

a
mk

00

βα

                            (1.07)          

 
où K et M sont deux nombres entiers, αk, ßm sont des nombres réels et ak, bm  sont des 
constantes arbitraires. 
 

Par transformée de Laplace de (1.07), on obtient le système fractionnaire suivant : 
 

( )
∑

∑
=

=

=
K

k
k

M

m
m

k

m

pa

pb
pH

0

0

α

β

                  (1.08)

   
S’il existe k, l et m tels que αk=mα1  βm=kα1, alors le système fractionnaire (1.08) est 

dit d'ordre commensurable, si ce n'est pas le cas il est d'ordre non commensurable. 
     
 
1.2.3. Champs d'application  
 

L’application des méthodes basées sur les systèmes différentiels fractionnaires est très 
vaste et touche différents domaines scientifiques. Elles sont utilisées essentiellement comme 
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outils de modélisation en Physique,  Automatique, Mécanique, Chimie, Rhéologie…etc. on 
cite par exemple : 

 
- La modélisation de certains phénomènes physiques dans l'équa tion de la dynamique des 
matériaux [1].  
- La modélisation en chimie des polymères ou la modélisation de la dynamique à l'interface 
de structures fractales [35].  
- La réalisation des composants électroniques à impédances fractionnaires [31].         
- La commande des machines électriques par des correcteurs fractionnaires (PIF, PIDF, 
…etc), [6] et [12]. 
 
 
1.2.4. Problèmes liées au calcul fractionnaire  
 

Les difficultés rencontrées lors de l'étude des systèmes contenant d’opérateurs 
fractionnaires proviennent essentiellement du fait que ces opérateurs sont héréditaires et à 
noyaux singuliers ce qui rend l'approximation numérique très difficile et demande un très 
grand espace de stockage mémoire. En effet, les opérateurs de convolution prennent en 
compte toute l'évolution passée du système d'autant que la singularité du noyau en 0 nécessite 
un pas d'intégration très petit alors que cette lente décroissance, pour t tendant vers ∞, 
nécessite un intervalle d'intégration très long. 

  En outre, le système n'est pas sous la forme abstraite BuAX
dt
dX

+= , ce qui rend 

l'application des outils classiques d'analyse des systèmes, telle que l’étude de la stabilité à 
travers une fonction de Lyapunov, très difficile. 
 
 
 
1.3 REPRESENTATION DIFFUSIVE 
 

La théorie de la représentation diffusive permet de réaliser les opérateurs 
fractionnaires de façon non héréditaire par des systèmes linéaires dynamiques entrée-sortie de 
nature diffusive. Elle est mieux adaptée à l'analyse et l'étude des systèmes contenant ces 
opérateurs.   
 
 
1.3.1 Principe  
 

Considérons le système entrée-sortie de type équation de la chaleur 
monodimensionnelle (dénommée également équation de diffusion) avec une entée f(t) 
ponctuelle en x=0 et une mesure (sortie) y(t) en ce même point [57]: 
 

( ) ( ) ( )
( )




=
ℜ∈+∂=∂

0
 22

,t)t(y
x,x)t(fx,tx,t xt

ψ
δψψ

                (1.9)                                     

 
Par transformation de fourier par rapport à la variable spatiale x, le système (1.9) 

devient : 
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( ) ( )
( )







ℜ∈∫=

+−=∂

ξξξϕ

ξϕπξξϕ

ξ
 

24 2

,d,t)t(y

)t(f,t,tt
                (1.10) 

 
La solution de (1.10) est : 

 

( ) ( )

( )







∫=

∫=
+∞

∞−

−−

ξ

πξ

ξξϕ

ξϕ

d,t)t(y

dssfe,t )st(242
                (1.11) 

 
Pour une condition initiale non nulle ( ) 00 =x,ψ , par explicitation de ψ au moyen de la 

solution fondamentale de l'équation de la chaleur, on obtient classiquement : 
 

( ) ( )tf
t

ty ∗=
π

1
                  (1.12) 

 
Soit encore, en utilisant la notation standard des intégrateurs fractionnaires :  

 

( ) ( ) ( )tftfIty t
/ 2

1
21 −

∂==                  (1.13) 
 
D'autre part, par explicitation directe de ϕ, la sortie y s'exprime également par le 

produit de convolution : 
 

( ) ( )tfdety t ∗







∫= −

ξ

πξ ξ
24                  (1.14) 

 
Cette représentation entrée-sortie non rationnelle repose sur l'introduction d'une 

variable d'état ψ ou ϕ en dimension infinie.  
 
Des transferts plus généraux seraient réalisables de même, en faisant intervenir dans 

(1.10) une distribution T(ξ) sous la forme: 
 

( ) ( ) ( )∫=
ξ

ξξϕξ d,tTty                   (1.15) 

 
 
1.3.2 Représentation diffusive 
 

Etant donnée H(p) la fonction de transfert (non rationnelle) associée à l'opérateur  

causal de convolution ( )dt
dH , la réalisation diffusive canonique de cet opérateur est 

exprimée, lorsqu'elle existe, par la réalisation d'état de ( ) fhfdt
dHyf ∗==→ , [53] : 

 
( ) ( )

( ) ( )





∫=

+−=∂
∞
0 ξξϕξµ

ξξϕξϕ

d,t)t(y

)t(f,t,tt                  (1.16) 
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où ( )ξµ  est appelée représentation diffusive de ( )dt
dH . 

 
La représentation diffusive ( )ξµ d'un opérateur pseudo-différentiel à temps invariant 

de symbole H(p) est définie, lorsqu'elle existe, comme solution de l'équation intégrale : 
 

( ) ( )
∫

+
=

+∞

0 ξ
ξµ

p
pH                   (1.17) 

 
L'équation (1.17) est la fonction de transfert associée à la représentation diffusive.  
 
En d'autres termes, La représentation ( )ξµ  est obtenue directement par la 

transformation de Laplace inverse de la réponse impulsionnelle h associée à l'opérateur  
( )dt
dH , hL 1−=µ  : 

   

( ) ( )∫=
+∞

−

0
ξξµ ξ deth t                   (1.18) 

 
 La représentation diffusive est donc une utilisation "à contre sens" de la transformée 

de Laplace dans laquelle t joue le rôle de la variable de Laplace :   
  

( ) ( ) ( )pHth LL →→ξµ  
 
Le système (1.16) peut se mettre sous la forme abstraite : 

 







=

+=

CXy

BfAX
dt
dX

                  (1.19) 

                                                             
où A est un opérateur  dissipatif à dimension infini, B est un opérateur de contrôle et C est un 
opérateur d'observation. 
 

Les propriétés de dissipativité et de stabilité asymptotique d'opérateurs fractionnaires 
sont préservées par la représentation diffusive [41], [42] et [63]. 

 
Par des transformations convenables, le système (1.16) peut s’écrire sous l’une des 

deux formes suivantes :   
 

( ) ( )
( ) ( )





∫=

+−=∂
∞
0

2

ξξϕξµ

ξϕξξϕ

d,t)t(y

)t(f,t,tt                 (1.20) 

 
( ) ( )

( ) ( )





∫=

+−=∂
∞
0

24

ξξϕξµ

ξϕπξξϕ

d,t)t(y

)t(f,t,tt                 (1.21) 

 
La réalisation dite"équilibrée" suivante est bien adaptée au calcul d'énergie notamment  
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lors de l'étude de la stabilité par fonction de Lyapunov :   
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )







∫=

+−=∂
∞

0
ξξϕξµ

ξµξξϕξϕ

d,t)t(y

)t(f,t,tt

                (1.22) 

 
Dans le cas d'un opérateur d'intégration fractionnaire d'ordre α de symbole 

( ) ,,p 1e0  <ℜ<− αα  la représentation diffusive est exprimée par : 
 

( ) ( )
αα ξπ

πα
ξµ

1sin
=                   (1.23) 

 
 
1.3.3 Représentation diffusive étendue par dérivation 
 

La classe des opérateurs diffusifs peut être élargie en considérant les opérateurs 
( )ppH  tel que H(p) soit un opérateur diffusif. Soit ( )tz  la sortie d'un dérivateur fractionnaire 

d'ordre β  et f(t) son entrée, alors, nous pouvons écrire : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )ty
dt
d

tfI
dt
d

tftz t ==∂= αβ  , β=1-α              (1.24) 

 
Donc, la représentation diffusive étendue par dérivation du système fractionnaire 

d'ordre α  d'entrée f(t) et de sortie y(t) s'écrit : 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )







+−=

+−=∂

∫
ξ

ξξξϕξµ

ξξϕξϕ

dtftty

tfttt

,)(

)(,,
                (1.25)

               
 
1.3.4 Calcul direct du symbole diffusif 
 

Il est possible de construire le modèle diffusif correspondant directement à partir des 
tables des transformées de Laplace. A titre d’exemple, considérons η,ν et µ les symboles 
diffusifs respectifs des fonctions G(P), H(p) et V(p), alors  :  
 
-Le symbole diffusif de la somme de deux fonctions ( ) ( ) ( )pVpHpG +=  est νµη +=  

 
- Le symbole diffusif de la fonction ( ) ( )ppHpG =  est ξµη −=  
 
- Le symbole associé au produit de deux fonctions G(P) = H(p).V(p) est νµη #= où le 
symbole " # " désigne le produit défini par [57] : 
 









∗−








∗−=

ξ
νµ

ξ
µννµ

1
pv

1
pv#                 (1.26) 
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et pv1  désigne la distribution tempérée au sens de la "valeur principale". 
 
Nous pouvons établir la correspondance entre les trois représentations : 

 
Diffusive    Temporelle   Laplace 
 µ (ξ)              h(t)       H(p) 

 
    µ#ν          h∗v      H(p)V(p) 

 
De façon générale, sous les hypothèses citées en [53], le symbole diffusif d'opérateur 

( )dt
dH   existe et il est donné par : 

 

( ) ( ) ( )[ ] 0 00
2

1
>+−−−−= ξξξ

π
ξµ ,jHjH

j
              (1.27)                            

 
 
1.3.5 Exemples de symboles diffusifs [55]  
    
 Restrictions                         Laplace                     Rép. Diffusive             Rép. Impulsionnelle 

 
1
LocLL ∈µ                              H=Lh                            µ=L-1 h                                h 

 

( ) 1
LocLL ∈ξµ                         pH (p)                            - ?µ                                   h

dt
d

 

 
( ) 10 <ℜ< α                         α−p                    ( ) ( )

π
πααξξµ sinˆ −=                       

( )
11 −α

αΓ
t  

 

( ) Nn, ∈<ℜ<   10 α           ( )np +− α                   ( )
n

pf
+αξπ

απ 1sin                       
( )

11 ++

+Γ
nt

n
α

α
 

 
( ) 10 <ℜ< α                      ( )pHp α−                           µa # µ                                     hI α  

 
0>α                                 ( )apH +                       ( )a−ξµ                                     ( )theat  

-                                           p-1                                                             d                                          1 
 

( )




>
<<
0

10
α

αR
                    ( ) 1−

+ apα               
( )

( ) 22 2 acosa
/sin

++ αα ξαπξ
πξπα

                  ( )t,a−αε  

 
 
 
 
 

                                        
1 pv (principal value) est la valeur principale de 

ξ
1

qui est définie par : ( ) ( )
[ ]
∫∫

+−−ℜ
→

ℜ
+

=








εε
ε

ξ
ξ
ξ

ξξ
ξ ,

0
lim1pv d

f
df  
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1.3.6 Avantages de la représentation diffusive 
 
L’avantage principal de la représentation diffusive est de transformer des problèmes 

non locaux en temps de nature héréditaire en des problèmes locaux de nature non héréditaire, 
qui permettent notamment une approximation numérique standard et efficace. Lorsque la 
représentation diffusive µ est positive, la réalisation proposée possède la propriété importante 
de dissipativité de l’opérateur integro-différentiel, ce qui entraîne des conséquences 
importantes, notamment dans l’étude de la stabilité des systèmes.  
 
 
 
1.4 APPROXIMATION NUMERIQUE 
 
 
1.4.1 Principe  
 

Considérons un réseau fini dans le domaine [0, K] ( c-à-d [ ]K,0∈ξ  ) [57], et notons : 
     

{ }QQN ξξξ  ......... , , 10= ,       où       KQ =<<<= ξξξ ,.....,0 10  

 
Alors la discrétisation spatiale du système différentiel (1.16) nous conduit à la forme : 

   
( )

( ) ( )
( )








=
=

+−=∂

00k

kk

kkt

t,t

tf

ϕ
ξϕϕ

ξϕϕ

     Qk  ..., ,1=                 (1.28) 

 
  Considérons l’interpolation linéaire sur ( ( ))

kk Nkk t, ∈ξϕξ définie par : 

 

( ) ( ) ( )ξΛϕϕ k

Q

k
k tt.,~ ∑=

=1
                  (1.29) 

 
où les kΛ  sont les fonctions d'interpolation linéaire d'éléments finis de support [-K, K], [76]. 
 

La sortie approchée du système (1.16) devient : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑=∫=
=

+∞

∞− ξ
ξΛϕµξξϕξµ k

Q

k
kk tdt,~ty~

1
                                                 (1.30) 

 
et peut  s’écrire  sous la forme : 
 

   ( ) ( ) k

Q

k
k btty~ ∑=

=1
ϕ                   (1.31)       

 
où les termes kb correspondent aux intégrales sur les segments [ ]1k1k  , +− ξξ  des fonctions 
d'éléments finis. 
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On note : 
 

∫=∫=
∞−

minmin

ddb
ξξ

ξΛξΛ
0

111                  (1.32)

  

ξΛ
ξ

ξ
∫=
+

−

1

1

k

k

db kk                               (1.33) 

 

∫=
+∞

max

db QQ
ξ

ξΛ                               (1.34)

               
où      1min ξξ =  et KQ == ξξmax  
 

La représentation d'état correspondante est donnée par : 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )





=

+=

tCXty

tBftAXtX
dt
d

                 (1.35)

                 
avec : ( ) ( ) ( ) ( )( )T

Q ttttX ϕϕϕ ,...,, 21=  ( ) 00 =kϕ                 

( )QkA ξξξ - , .. . ,- ..., ,diag 1−=                  

( )TB 1 ..., ,1=   

( )QkC µµµ
π

..., ,..., ,
1

1=                   

 
La fonction de transfert approchée du système (1.16) prend la forme : 

 

( ) ∑
+

=
=

Q

k k

k

p
pH

~
1 ξ

µ
                  (1.36) 

 
 
1.4.2 Discrétisation temporelle 
 

Cette opération consiste à estimer la valeur de ( ) n
knk t, ϕξϕ = , k =1,.., Q, à chaque 

instant nt .  
Posons tntn ∆=  ( t∆  est le pas du temps) et supposons que f est constante par morceau 

sur l'intervalle [ ]1, +nn tt .  
La solution du système (1.16) (sous formes continue et discrète) étant : 

 

( ) ( ) ( ) ( )∫= −−
t

st dssfet,
0

ξµξϕ ξ                             (1.37) 
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( ) ( ) ( )∫= −−
n

nk
t

stn
k dssfe

0
ξµϕ ξ                             (1.38) 

                                             
à l'instant ttt nn ∆+=+1 , elle devient : 
 

( ) dsfee ns
t

n
k

tn
k

kk ξ
∆

∆ξ ξµϕϕ −−+
∫+=
0

1                 (1.39) 

 
En intégrant, on obtient une équation récursive donnée par : 

 









=








 −
+=

−
−+

0

1

0

1

k

n

k

t

k
n
k

tn
k f

e
e

k
k

ϕ

ξ
µϕϕ

∆ξ
∆ξ

   
TNn

Qk
,...,1
,...,1

=
=

              (1.40) 

 
    

1.4.3 Approximation numérique étendue par dérivation 
 

L'approximation numérique de la représentation diffusive étendue par dérivation peut 
se résumer par le système suivant (en suivant les mêmes étapes précédentes) :     
 

  

( ) ( )















=








 −
+=

∑+∑==

−
−+

==

0

1

0

1

11

k

n

k

t

k
n
k

tn
k

Q

k

n
kk

Q

k

n
k

f
e

e

fbtnztz

k
k

ψ

ξ
µψψ

ηψ∆

∆ξ
∆ξ                            (1.41) 

 
où ( )∫= +∞

∞− ξΛξµ db kk   et kk bξη −= . 
 
 
1.4.4 Choix les paramètres de l'approximation numérique  
 

Pour garantir la convergence de la méthode, l'approximation de l’intégrateur nécessite 
un choix correct des paramètres influents directement sur les résultats tels que : maxmin  ,...,ξξ , 
Q, ainsi que d'autres paramètres  à définir par la suite. 
 
1.4.4.1 Choix des pôles ξk 
 

Nous pouvons remarquer que les ξk peuvent être interprétés comme pôles pour le 
système (1.16). Il convient, donc, de les distribuer à l'intérieur d'une bande de fréquence utile 
[ ]Qξξ - ,1−  pouvant être déterminée d'après le contenu harmonique de f. Cette bande de 
fréquence constitue le domaine des pulsations sur lequel l'approximation de l'opérateur 
fractionnaire sera correcte. 

Il n'existe pas une méthodologie systématique déjà développée pour choisir les 
pôles kξ , mais il y a plusieurs séquences usuelles qui peuvent être utilisées, nous citons :    
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-  séquence arithmétique : rkk +=+ ξξ 1   où r est la raison de la séquence. 

- séquence polynomiale :  ξξ r
lk K=+1   où K1  est une constante.  

- séquence géométrique : kk rξξ =+1  où r est la raison de la séquence. 
 
  La séquence géométrique est largement utilisée dans la littérature, car elle produit une 
séquence linéaire en domaine fréquentiel, ce qui permet d'utiliser le diagramme de Bode. En 
pratique, elle réalise un compromis entre la largeur de bande utile et la complexité de 
l'approximation résultante. Dans ce cas, la relation entre les deux pôles extrêmes s’écrit : 
     

1
1ξξ −= Q

Q r                       (1.42)  
 

Nous pouvons en déduire r : 
 

1

1

−
=












Q
e

r

Qln
ξ

ξ

                   (1.43) 

 
L'équation de diffusion ft +−=∂ ξϕϕ , est une équation différentielle de premier ordre 

de la forme ωϕϕ −=∂ t , d’où la relation entre ω et ξ  : 
 

ξπ =f2 ⇒




=

=

maxmax

minmin

f

f

πξ

πξ

2

2
                            (1.44) 

 
1.4.4.2 Choix des fonctions d'interpolations kΛ  
 

Nous utilisons les éléments finis d'ordre 1 qui sont des fonctions continues nulles à 
l'extérieur du segment [ ]11  , +− kk ξξ , affine sur chacun des segments [ ]kk ξξ  ,1− , [ ]1 , +kk ξξ  et prenant 
la valeur "1"en kξ  (Fig.1.1), d’où : 
 

( )ξkΛ     =   















≤≤
−
−

≤≤
−
−

=

≤<

+
+

+

−
−

−

+−

1
1

1

1
1

1

11

 si   

 si    

  si          1

ou    si          0

kk
kk

k

kk
kk

k

k

kk

ξξξ
ξξ
ξξ

ξξξ
ξξ
ξξ

ξξ

ξξξξ

                         (1.45) 

       
 
 
 
 
 
 
 1−kξ        kξ        1+kξ    ξ 

( )ξkΛ  
     1 
 

Figure 1.1 : Choix de la fonction d’interpolation sur les segments internes. 
 



 17 

                Il est clair que la qualité d'approximation dépend aussi de la qualité de 
reconstitution de l'état ϕ~  au sens des fonctions d'interpolations kΛ . 

 
Sachant que ( )p,ξϕ  est la transformée de Laplace de ( )t,ξϕ , où : 

 

( ) ( ) ( )
ξ

ξµ
ξϕ

+
=

p
pf

p,                               (1.46) 

Alors :  
 

( ) ( ) ( ) ττξµξϕ dft ∫≅,   quand  0→ξ                (1.47) 

 

( ) ( ) ( )tft,
ξ
ξµ

ξϕ ≅   quand  ∞→ξ                            (1.48) 

 
Les fonctions d'interpolation sur les frontières sont donc : 

 
( ) ( )ξµξΛ ≅1   quand  0→ξ                (1.49) 

 

( ) ( )
ξ
ξµ

ξΛ ≅Q     quand   ∞→ξ                (1.50)   

 
Dans le cas où 2/1=α , nous obtenons, à partir du système (1.20), ( ) 2=ξµ  et  les 

fonctions d'interpolation sur les segments extrêmes sont représentées dans la figure 1.2. 
 

 
 
                                                                   
                                             
                                                          
                                                                     
 
 
                                                                    
 

 
Figure 1.2 : Choix de la fonction d’interpolation sur les segments extrêmes. 

                       
                 

Dans le cas particulier d'une intégration d'ordre 1/2 les coefficients bi deviennent : 
 

2
2 21

1
ξξ +

=b                   (1.51) 

 

( ) 





+−= +

−
Q

Q
QQQQb ξ

ξ
ξξξ 1

1 ln
2
1

                 (1.52) 

 

1−Qξ        Qξ            1+Qξ     ξ  

 

QΛ  
       1 

1ξ      2ξ                 ξ  

2 
                                                                    
1 

1Λ  
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2
11 −+ −

= kk
kb

ξξ
   Qk <<1                 (1.53) 

 
 
1.4.5 Erreur et convergence [48] et [57] 
 

Un choix convenable des fonctions d'interpolations, pour 2Lf ∈ et ∞→Q , conduit 
à : 
 

0~
0~

2

→−

→−

yy
L

ϕϕ
                       (1.54) 

 
où ϕ~ et y~ sont les valeurs approchées. 
 

L’erreur est de la forme : 
 

( ) ( ) ( )ttytfI nn ∆≤−− ,,,~
maxmin

1 ρξξεα               (1.55) 

 
où ε→ 0 pour minξ assez petit et maxξ  assez grand  . 
 

Donc, en choisissant ρ ,t∆  et minξ suffisamment petits et maxξ  assez grand, l'erreur 
devient pratiquement 0. 
 
 
 
1.5 SIMULATION NUMERIQUE 
 

La simulation numérique a été effectuée par le logiciel Matlab. Le but de cette 
simulation est de déterminer les paramètres de l'approximation numérique qui conduisent à 
des opérateurs fractionnaires proches aux opérateurs réels en se basant sur la comparaison 
avec des systèmes fractionnaires dont les caractéristiques sont bien connues.  

Pour cela, nous avons choisi l'intégrateur et le dérivateur d'ordre fractionnaire dont les 
fonctions de transferts sont α−p  et αp  respectivement. Ils se caractérisent par une amplitude 
et phase constantes (-a10dB et - a 45°) et (+a10 dB et+ a45°) respectivement. 
             

Les résultats de la simulation ci-après illustrent l'efficacité de l'approximation utilisée. 
Les valeurs de 1ξ   et Qξ  sont choisies à partir de la relation (1.44). La valeur de N est 

choisie de telle façon à obtenir une bande utile qui couvre toutes les fréquences.   
 
Les paramètres de l'approximation choisis pour les prochains chapitres sont N=30, 

ξ1=10-1 et ξN =104  
 
Les figures 1.3 et 1.4 présentent les diagrammes de Bode respectivement d'un 

intégrateur et dérivateur fractionnaires d'ordre 1/2. On remarque que le gain et la phase sont 
très proches du gain et de la phase idéaux (-10dB et -45°) respectivement (+10dB et +45°), 
dans le domaine de pulsation [10-2, 10+2] qui représente une bande utile d'approximation.  
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La figure 1.5 présente une mauvaise approximation d'un intégrateur fractionnaire. La 

présence des ondulations autour de la valeur exacte justifie qu’un mauvais choix des 
paramètres de l'approximation numérique entraîne une approximation inexacte de l'opérateur 
fractionnaire.  

 
  

Figure 1.3 : Diagramme de Bode d'un intégrateur fractionnaire d'ordre 1/2 
approché par représentation diffusive  

Figure 1.4 : Diagramme de Bode d'un dérivateur fractionnaire d'ordre 1/2 
approché par représentation diffusive  
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1.6 CONCLUSION 
 

 Dans ce chapitre, nous avons présenté la théorie et l’approximation numérique 
de la représentation diffusive. 

 
La réalisation non héréditaire d’opérateurs d’ordres fractionnaires par cette 

représentation a permis d’avoir un système qui peut se mettre sous la forme abstraite 
dX/dt=AX+Bu, ce qui rend l’application des outils classiques d’étude et d’analyse possibles 
et simples. 

La qualité de l’approximation d’opérateurs fractionnaires dépend du choix des 
paramètres de l’approximation numérique  

La simulation numérique a montré clairement l’efficacité et la souplesse de la 
représentation diffusive.    
   
 
 
 
 
 

Figure 1.5 : Mauvaise approximation d'un dérivateur fractionnaire d'ordre 1/2  
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Chapitre 2 
 
Contrôle Diffusif d'un Bras Flexible Articulé avec 

Translation de Base 
 
  
 
2.1 INTRODUCTION 
 

Ce chapitre présente la stabilisation d'un bras flexible articulé à une extrémité et 
libre à l'autre extrémité avec une translation verticale de sa base. 
 

La théorie appliquée est basée sur le contrôle frontière par absorption d’ondes 
auquel sont associées des conditions aux limites particulières. Le principe de contrôle 
consiste à minimiser la valeur maximale de l'énergie entrante dans la structure, en d'autres 
termes, minimiser les effets des ondes incidentes sur les ondes réfléchissantes. 
 

La synthèse de tels compensateurs, dans le domaine fréquentiel, fait intervenir des 
opérateurs différentiels fractionnaires. La réalisation non héréditaire de ces opérateurs est 
basée sur la théorie de la représentation diffusive décrite dans le chapitre 1. L'étude de la 
stabilité est basée sur la fonctionnelle de Lyapunov et la théorie des semi-groupes. 

 
Le comportement vibratoire du bras est approché sur la base de l'approximation 

modale. Une telle méthode est très efficace pour approcher la réponse des structures 
dynamiques et permet d'obtenir un système de dimension finie.         

 
 
 

2.2 DYNAMIQUE DU BRAS 
 
 
2.2.1 Description du bras flexible avec translation de base 
 

Considérons un bras flexible articulé à une extrémité et libre à l'autre extrémité. Ce 
bras est attaché à un bras rigide (Fig.2.1).   

 
Pour garantir un modèle dynamique linéaire, nous supposons dans cette étude que 

l'angle θ est suffisamment petit. Par conséquent, le problème de stabilisation peut être vu 
comme la stabilisation d'un bras flexible articulé-libre par une force et un couple appliqués 
au point d'articulation. 
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Le couple est généré par un moteur qui peut le placé au point "x=0" et la force est 
produite par une petite rotation du bras rigide ce qui entraîne le déplacement vertical du 
bras (Fig. 2.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
  
 
 
 
 
 

 
 
 
2.2.2 Modèle mathématique  

 
La dynamique du bras est modélisée par l'équation aux dérivées partielles de la 

poutre vibrante d'Euler-Bernoulli. Avec la force de gravité ( ) ( )xLAgxs −= ρ , cette équation 
s'écrit sous la forme [46] et [79] : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 02

2

2

3

4

4

=
∂
∂

+
∂∂

∂
−








∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

t,x
t
y

At,x
xt
y

EIt,x
x
y

s
x

t,x
x
y

EI ρς     (2.01) 

 
La fonction ( )t,xy   représente le déplacement du point du bras d'abscisse x à 

l'instant t, en d'autres termes, c’est la déflexion en x à l'instant t. E est le module de young, 
I est le moment transversal d'inertie, ρ est la densité de masse, A est la section droite du 
bras et L est la longueur du bras. Le troisième terme est l'amortissent de Chen-Russel. 

 
   Dans cette étude la force de gravitation et l'amortissement sont ignorés. L'équation 
(2.01) peut être réécrite sous la forme adimensionnelle : 
 

( ) ( ) 0
2

2

4

4

=
∂
∂

+
∂
∂

t,x
t
y

t,x
x

y
 [ ]10,x∈          (2.02) 

 
avec les conditions aux limites :  

Fig. 2.1 : Bras flexible attaché au bras rigide  

θ 

Bras flexible  
 

Bras rigid 
 

Fig. 2.2 : Bras flexible articulé libre avec translation   de base  

       
                M 
             F        

x   

y   



 23  

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

  

 01

01

00

00

3

3

2

2

3

3

2

2


















=
∂
∂

=
∂
∂

=+
∂
∂

=+
∂
∂

.t,
x
y

,t,
x
y

tFt,
x
y

,tMt,
x
y

                          (2.03)              

 
M et F sont respectivement le couple et la force appliqués au point d'articulation 

qui servent à stabiliser le bras flexible. 
 
Les conditions initiales sont : 

 
( ) ( )

( ) ( )





=
∂
∂

=

xy,x
t
y

xy,xy

1

0

0

0
            (2.04) 

 
L'espace d'énergie (de Hilbert) associé à (2.02), (2.03) et (2.04) est défini par : 
 

Hp ( ) ( )1 0  1 0 2 ,L,: ×= Η  avec 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }000  1 0   1 01 0 22 =′=∈′′′∈= ff,,Lf,f;,Lf,Η                         

 
avec le produit scalaire associé :  
 

( ) ( )( ) ( )∫ +′′′′=
0

   dxfggeh,gf,e
pH                                                        (2.05) 

 
L'énergie mécanique du bras est définie par :  

 

( ) ( )
pHtb y,ytE ∂=  

2
1

                                                                           (2.06) 

 
Dans le cas autonome où M (t)= 0 et F(t)=0 le système est conservatif, c'est à dire 

l'énergie du système reste constante tout le temps. 
 
 
 
2.3 CONTROLE FRACTIONNAIRE ABSORBANT D'ONDES 
 
 
2.3.1 Principe 
 

La réponse des structures flexibles peut être vue comme la superposition de 
propagations des ondes dans la structure. 
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Le principe du contrôle est basé sur l'absorption des ondes réfléchissantes aux 
frontières. Le contrôle absorbant d'ondes simule le prolongement du bras réel vers ∞− par 
l'addition d'un bras virtuel de longueur infini. Il est clair que ce prolongement empêche 
toute réflexion. La démarche se base sur la modélisation de la structure par un modèle, dit 
local (aux niveaux des frontières), qui donne la direction de propagation des ondes et leurs 
interférences.  

 
Il peut être présenté par le système (2.07), reliant les ondes incidentes et les ondes 

réfléchissantes : 
 

aSb CL=                        (2.07)              
 
où SCL est la matrice de réflexion en boucle fermée, b est le vecteur des ondes 
réfléchissantes et a est le vecteur des ondes incidentes. 

 
 
 
  
 
 
 

 
 
 
                                                           

 
 
Considérons un point de contrôle ou une discontinuité physique. Les modes de 

propagation sont séparés entre ceux qui arrivent à la jonction et ceux qui en partent. La 
figure (2.4) montre bien cette décomposition.  
 
 
 
 
 
                                        
 
 
 

 
 
 
Pour empêcher toute réflexion, la jonction doit être absorbante au maximum. 

L'énergie locale du système sera, alors, transférée par propagation vers ∞− , c'est à dire 
que l'énergie du bras réelle tend vers 0, ce qui garantie la stabilisation. 
 
 
2.3.2 Décomposition du bras suivant ses modes d'onde       
 

Introduisons, en premier lieu, le vecteur d'état suivant :     

Onde sortante droite 

Onde entrante droite Onde entrante gauche 

Onde sortante gauche x   jonction 

Figure 2.4 : Décomposition des ondes. 
 

Figure. 2.3 : Système bras réel et bras virtuel. 
 

Bras réel Bras virtuel 

x 

y 

x' o' 

o 
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    ( )T
xxx y,y,y,yY 32 ∂∂∂=          (2.08) 

 
ou yx∂ est la déflection, yx

2∂  est le moment fléchissant, yx
3∂  est la force tranchante. 

Pour alléger la présentation, nous utiliserons les mêmes notations dans le domaine 
fréquentiel. 

Pour pouvoir entamer le problème de synthèse du contrôle absorbant, il est 
nécessaire de décrire la dynamique du bras en terme d’ondes progressives.   

 
Par transformation de Fourier, l'équation (2.02) devient :  
 

( ) ( ) 0422 =∂+∂ t,xyt,xy xtω           (2.09) 
 
où ω est la pulsation.  

 
La représentation d'état de l'équation (2.09) est : 

 

Y
dx
dY



















=

000
1000
0100
0010

2ω

          (2.10) 

 
Le système (2.10) peut être diagonalisé par la transformation suivante : 

 

( )WDW

ii

ii
Y ω

ωωωω
ωωωω
ωωωω

=⋅



















−−
−−

−−
=

2
3

2
3

2
3

2
3

1111

      (2.11)  

 
Cette diagonalisation peut être interprétée en terme d’ondes progressives où 

chaque terme du nouveau vecteur d'état transversal W est l'amplitude d'un mode d'onde. 
Ces modes d'ondes sont constitués de combinaisons dépendant de la fréquence des 
variables d'états transversaux, c’est à dire des colonnes de la matrice D(ω), qui se 
propagent indépendamment l'un des autres le long du bras [79]. 
 

Les amplitudes de ces modes d'ondes varient en fonction de :  
 

W
i

i

dx
dW

⋅





















−
−

=

ω
ω

ω
ω

000
000
000
000

         (2.12)       

 
Les termes de la matrice, opérateur de l'équation (2.12), sont les coefficients de 

propagations dont la forme est : 
 

( ) ( ) ( )ωκωλωγ i+=            (2.13)                
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où la partie réelle ( )ωλ est le coefficient d'atténuation et la partie imaginaire ( )ωκ est le 
nombre d'onde. 
 

Ces coefficients de propagation vont par paire, ( ) jj γγ - , , et correspondent à des 
modes d'ondes similaires se propageant dans des directions opposées. 
 

Le principe de conservation de l'énergie réduit ces coefficients de propagation au 
1er et 3ème quadrant du plan complexeγ . 
 

Les termes de W sont rangés selon l’ordre décrit par l’expression 
( )Tb,b,a,aW 2121= , où a1 et a2  sont les amplitudes des modes d'ondes entrants à 

l'extrémité articulée du bras et b1 et b2 sont ceux des modes d'ondes sortants de l'extrémité 
articulée du bras. Les amplitudes a2 et b2 sont des ondes stationnaires, leur amplitude 
varie exponentiellement  avec x, seulement elles contribuent peu à la dynamique du bras 
[79]. 
  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
2.3.3 Synthèse du contrôle 
 

En tenant compte de la description de la dynamique du bras en coordonnées de 
modes d'ondes, les conditions aux limites s'écrivent en fonction du vecteur d'état Y et des 
forces du contrôle (F et M) :    
 

( ) 







=








−

−
F
M

Y ω,0
1000
0100

        (2.14) 

 
Les conditions aux limites au point d'articulation s'écrivent aussi en coordonnées 

des modes d'ondes par : 
 

( ) 







=








−−
−−

F
M

W
iiii
iiii

ω
ωωωω
ωωωω

,02/12/12/12/1                                       (2.15)     

 
En exprimant les ondes réfléchissantes en fonction des ondes incidentes, nous 

obtenons, après réarrangement, le nouveau système : 
 

Figure 2.5 : Ondes entrantes et sortantes à l’extrémité articulée. 
 

a 

b 
x 

y 

x’ 



 27  

( ) ( )

( ) ( )


































−

−
−

−

−
−

+




































−
+

−

−
−

−
+

=
















F

M

ii
i

ii

a

a

i
i

i
i

ii
i

b

b
 

1

1
1

1

1
1

1

 

1
1

1
2

1
2

1
1

2
3

2
3

2

1

2

1

ωω

ωω
                       (2.16)  

 
Qui est de la forme :  
 

extOL BFaSb +=                                                                                     (2.17) 
 
où SOL  est la matrice de réflexion en boucle ouverte et Fext  est le vecteur des forces 
agissantes sur le bras. 

 
Le système (2.16) est la condition aux limites du système (2.14), exprimé en forme 

causale, à partir duquel, nous pouvons remarquer que les modes d'ondes b sont produits 
par la réflexion des ondes incidentes a. 
 

De ce fait, le système (2.16) représente la base de construction des contrôleurs 
absorbants des ondes que nous allons utiliser à l'extrémité articulée (x = 0) du bras. 

 
Dans cette étude, nous nous limitons aux « absorbeurs » d'ondes linéaires du type : 

 

( )
( )0=









∂

⋅=








xx y
y

C
F
M

ω                                                                         (2.18)            

 
où y est la déflexion, yx∂  est la pente (vitesse de déflexion) et C est la matrice du 
compensateur. 
   

Pour évaluer et construire les compensateurs absorbants d'ondes de la forme 
(2.18), il est nécessaire de considérer le système {(2.16), (2.18)} en boucle fermée qui 
prend la forme souhaitée (2.07).  

 
En coordonnées de modes d'onde, l'équation (2.18) s'écrit sous la forme : 
 

  ( ) WC
F
M

⋅







=








ωD 

0010
0001

        (2.19) 

d'où  
 

W
ii

C
F
M

⋅








−−
=








ωωωω

1     1       1       1     
       (2.20) 

 
Qui peut s'écrire aussi sous la forme : 

 









⋅







+⋅








−−

⋅=







b

i
a

i
C

F
M

ωωωω
1111

                               (2.21)      
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En reportant (2.21) dans (2.16), nous obtenons la relation aSb CL= avec : 
 

















−−

+
















−=

−

ωωωω i
BCS

i
BCIS OLCL

1111
1

                (2.22) 

 
Le compensateur qui conduit à  SCL = 0, appelé dans la littérature micro-onde 

contrôleur à Impédance Adaptée, permet de supprimer les ondes réfléchissantes. 
 

Donc, pour  SCL = 0, nous avons :  
 

1
1 11 −

−








−−

−=
ωωi

SBC OL                                                            (2.23)                      

D'où : 
 

( )
( ) 












−

+−−
=

ωω

ωω

ii

ii
C

2
3

1

1
                                                               (2.24)                     

 
Le contrôle correspondant dans le domaine fréquentielle est :  

 

( )
( ) ( )0

2/31

1

=








∂

⋅












−

+−−
=









xx y
y

ii

ii

F
M

ωω
ω

ωω
                                             (2.25) 

   
Avec : 

( )
2

1 ω
ω

i
i

+
=           (2.26) 

 
D'après le chapitre 1, il s'écrit dans le domaine temporel sous la forme : 

 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )





∂∂+∂∂=

∂∂−∂=

t,yt,ytF

t,yIt,ytM

xttt

xtt

002

020

2
3

2
1

       (2.27)  

 
On rappelle que I1/2 et ∂t

3/2 sont les opérateurs fractionnaires cités dans le chapitre1.                       
 
 
2.3.4 Système global 
 

A partir des expressions (2.02), (2.03) et (2.27), le système global s’écrit : 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )












∂∂+∂=∂

∂∂−∂=∂

=∂=∂

=∂+∂

t,yt,yt,y

t,yIt,yt,y

t,y,t,y

yy

xttx

xttx

xx

xt

0020

0200

01 01

0

2
33

2

32

42

2
1                                       (2.28)  

 
Le schéma bloc de ce système est donné par la figure (2.6). 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D'après la figure 2.6, nous constatons que la synthèse des contrôleurs absorbants 

d'ondes fait intervenir d'opérateurs d'intégration et de dérivation fractionnaires. Leur 
réalisation classique nécessite la présence du produit de convolution.  

  
 
  
2.4 CONTROLE DIFFUSIF    
 
 
2.4.1 Réalisation diffusive du contrôleur 
 

Nous avons mentionné dans le chapitre 1, qu’une réalisation non héréditaire 
d'opérateurs fractionnaires s'effectue par le modèle diffusif. Par conséquent, la réalisation 
diffusive du contrôleur (2.27) nécessite l'introduction de deux représentations diffusives : 
une pour l'intégration fractionnaire et l'autre pour la dérivation fractionnaire. 
Mathématiquement, ceci peut être formulé comme suit : 

 
Réalisation diffusive de l’intégration :  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )





∫=∂∂

∂∂+−=∂
∞
0

2
1

0

0

ξξϕξµ

ξξϕξϕ

d,tt,yI

t,y,t,t

xt

xtt
         (2.29) 

 Fig. 2.6 : Contrôle par retour fractionnaire d'un bras flexible articulé 
 avec translation de base  
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Opérateur ∂ 3/2 
 

 Opérateur I1/2   
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Réalisation diffusive de la dérivation : 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )









∂+=∂

∂+−=∂

∫
ξ

ξξηξψξη

ξξψξψ

dtytty

tytt

tt

tt

,0,,0

,0,,

1
2

3           (2.30)    

 
où µ, η et η1  sont les représentations diffusives des opérateurs d'intégration et de 
dérivation fractionnaires (respectivement).   
  
 
2.4.2 Système augmenté 
 

En introduisant le système (2.29) et (2.30) dans (2.28), nous obtenons le nouveau 
système augmenté : 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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

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∫
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tydtytty

tydtty
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tt
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xttx
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2

42

ξξψξψ
ξξϕξϕ

ξξηξψξη

ξξϕξµ

    (2.31) 

 

Le système (2.31) peut se mettre sous la forme abstraite AX
dt
dX = , 

où ( )T
t ,,y,yX ψϕ∂= .                                          

  
     
2.4.3 Etude de la stabilité 

 
Considérons la fonctionnelle énergie globale  du système (2.31) définie par : 

 
( ) ( ) ( ) ( )tEtEtEtE bX ψϕ 22 ++=            (2.32) 

 
où bE est l'énergie mécanique du bras, ϕE et ψE sont les énergies associées aux variables 
diffusives.   
 

Alors : 

( ) ( ) ( )∫ ∂∫ +∂=∂+∂=
+∞

∞−

+∞

∞−
dxydxyyytE xtLxtb

22222

2
1

2
1

2
1

2      (2.33) 

( ) ( )∫
+∞

∞−

== ξϕϕϕ dtE
L

22

2
1

2
1

2          (2.34) 

( ) ( )∫==
+∞

∞−
ξψψϕ dtE

L
22

2
1

2
1

2          (2.35) 
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a) Proposition 1 
 

Le système (2.31) est dissipatif dans le sens que
( )

0 ≤
dt

tdEX  où  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) dtdtEtEEtE
T

tbb ξϕξψψϕ ∫ ∫ +∂−−+−≤
+∞

∞−0

2221220                (2.36)  

 
Démonstration :  
 
 On note que : 
 

  
( ) ( ) ( ) ( )

dt

tdE
.

dt

tdE
.

dt
tdE

dt
tdE bX ψϕ 22 +=  

Avec : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫ ∂∂+=∂=
∞+

∞−

∞+

∞−
ξξϕξξϕξξϕξϕϕ dt,y,t,td,t,t

dt

tdE
xtt 02  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫ ∂+=∂=

∞+

∞−

∞+

∞−
ξξψξξψξξψξψψ dt,y,t,td,t,t

dt

tdE
tt 02  

 
( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )t,ytFt,ytMyyyy

dt
tdE

txtxtxtx
b 00

1

0
32 ∂−∂∂=∂⋅∂−∂∂⋅∂=   

  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t,yt,yt,yIt,yt,yt,y tttxtxtxtt 002002002 2
1

2
1

∂∂∂−∂∂∂∂−∂∂∂−=  
 

Les formes quadratiques dteeI
T

/
∫
0

21  et dtff
T

t∫ ∂
0

2/1 sont positives [54] et sont 

données par : 
  

∫ ∫∫
+∞

∞−








+∂=

T

t

T

dtddteeI
0

2
2

0

2/1

2
ξξϕ

ϕ
         

 

∫ ∫∫
+∞

∞−








∂+∂=∂

T

tt

T

t dtddtff
0

2
2

0

2/1

2
ξψ

ψ
         

 
D'où, la dérivée de l'énergie globale devient : 

 
( ) ( ) ( )( )∫

+∞

∞−

+∂−−= ξξϕψ d
dt

tdE
t

X 2212        (2.37) 

 
Nous pouvons en déduire la relation (2.36)♦. 
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b) Proposition 2 
 
Posons ( )ψϕ ,,y,yX t∂=  et ( )RLHH pG

2×= . Alors, le système (2.31) peut se 

mettre sous la forme abstraite X
dt
dX

Λ= ; où GHX ∈  et Λ  est un générateur 

infinitésimal d'un semi-groupe dont l'étude s’avère moins complexe. 
 
Démonstration 

 
La démonstration est basée sur le théorème de Lumer-Phillipps. 
Λ est l’opérateur linéaire non borné suivant : 

 

ξδ −>∂<
∂−

.,0
00

010
4

x

x  

 
où ( )0 , ff =>< δ  
 
Le domaine de l'opérateur Λ est : 
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
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∫ ∂+−=∂

∈∂+−∈∂+−∈∈∈

=
∞+
∞−
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t,ydt,y,tt,y

t,yd,tt,y

RL,RL,,,,H,H,,,

D

xttx

tx

ttG
T

0020

020

1010 : 

3

2

224

ξξηξψξη

ξξϕξµ

ψψξϕϕξΗφϑψϕφϑ

Λ

                
où  ( ){ }  ...,   : 4

x
24 ϑϑϑϑ ∂∂∈= ,,,RLH x  

 
L'opérateur Λ est dissipatif (proposition 1) et l'application (λI-Λ) est surjective 

pour λ>0 (voir [48])♦.      
 
c) Proposition 3 
 

Le système (2.31) est asymptotiquement stable. 
 
Démonstration 
 

La fonctionnelle d'énergie globale est une fonction de Lyapunov.  

Donc, d'après la proposition 1 et le principe d'invariance de Lasalle, la solution du 
système (2.31) converge vers zéro♦. 
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2.5 APPROXIMATION NUMERIQUE 
 
 
2.5.1 Principe 
 

L'approximation de la réponse du bras repose sur la décomposition d'une grandeur 
caractéristique du système et permet de substituer une équation aux dérivées partielles 
"EDP" par une autre aux dérivées ordinaires "EDO" de dimension infinie.  
 

Si  y(x,t) est la solution de l’EDP, on peut l'écrire sous la forme : 
 

( ) ( ) ( )tqxt,xy T ⋅=Φ                                                                               (2.38) 
 
où ( )xTΦ  est le vecteur colonne de dimension infinie regroupe les "fonctions de forme" 

iΦ  qui constituent une base orthonormée vérifiant : 
 

( ) ( ) ijji dxxx δΦΦ
Ω

=∫ ⋅⋅                                                                           (2.39) 

 
où ijδ  est l'opérateur de Kronecker. 
 

En automatique, on appelle modes d'un système, les valeurs propres de sa 
dynamique. La particularité de ces modes est qu’ils n'ont pas, tous, la même importance 
pour décrire le comportement vibratoire du système. Au même titre que les modes, les 
composantes de l’EDO n'ont pas, toutes, les mêmes poids dans la construction de la 
solution. Il suffit, donc, de ne conserver que quelques valeurs propres les plus 
significatives 

La solution devient alors :  
    

( ) ( ) ( )∑ ⋅=
=

N

i
ii xtqt,xy

1
Φ                                                                           (2.40) 

( ) ( ) ( )∫ ⋅=
Ω

Φ dxxt,xytq ii                                                                         (2.41) 

 
où N est le nombre de modes conservés et Ω est le domaine de définition de x. 
 
 
2.5.2 Représentation modale du Bras 

 
Le but de cette décomposition est de chercher les modes propres de vibration du 

bras avec les conditions aux limites.  
 
Pour cela, considérons l’équation du bras :  

 

( ) ( ) 0
2

2

4

4

=
∂
∂

+
∂
∂

t,x
t
y

t,x
x

y
 [ ]10,x∈          (2.42) 

 
Avec les conditions aux limites :  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .t,
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=
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∂

=+
∂
∂

=+
∂
∂

                (2.43)              

    
En multipliant les deux membres de l’équation (2.42) par jΦ  et en intégrant, nous 

obtenons : 
        

( ) ( ) ( ) ( )10
4

10
2

22 ,Ljx,Ljt ,y,y ΦΦ ∂−=∂                                                           (2.44) 

 
En utilisant (2.01), la première expression de (2.08) s’écrit :   

   

( ) jtjiitit q,q,y 222  ∂=







∑ ⋅∂=∂
∞

ΦΦΦ                                                        (2.45)  

 
De même, la deuxième expression s'écrit :  

 

( )
( )

( )102
102

44

,L
,L

jixijx ,q,y 







∑ ∂−=∂−
∞

ΦΦΦ                                              (2.46) 

 
Par intégration par partie, nous obtenons :  

 
 
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )tFtMy,,y jjjjx

,L,L

00
102102

4 ΦΦΦΦ −′+′′′′−=∂−                   (2.47) 

 
Introduisons la notation suivante : 

  
( ) jji , λΦΦ =′′′′− ⇒ jjj ΦλΦ −=′′′′                                                              (2.48)    

 
Alors, l’équation (2.11) réécrite avec la notation (2.12), devient :   

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFtMtq,y jjjjjx 004 ΦΦλΦ −′+=∂−          (2.49) 

 
De (2.45), (2.48) et (2.49), l'équation (2.44) devient :    

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFtMtqtq jjjjjt 002 ΦΦλ −′+=∂      j =1,….., ∞      (2.50) 

 
où les jΦ  sont les fonctions propres et les jλ  sont les valeurs propres. 
 
 
2.5.3 Calcul des fonctions propres du bras 
 

Formellement, ces fonctions propres correspondent à celles de l’opérateur -∂x
4. En 

posant 4 βλ −= , l'équation (2.48) devient : 
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ΦβΦ ⋅−=′′′′− 4                                                                                     (2.51) 

 
Nous cherchons une solution sous la forme : 
 

( ) rxex =Φ            (2.52)  
 

En substituant cette dernière dans l'équation (2.52), nous obtenons comme valeurs 
propres : 

 
r1=β , r2 = -β , r3 =iβ   et  r4 =-iβ  

 
La solution de l’équation (2.51) s'écrit, alors : 

 
( ) xrxrxrxr eeeex 4321

4321 ααααΦ +++=                                               (2.53) 
 

Cette solution peut se mettre sous la forme : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xcAxsAxcAxsAx ββββΦ 24231211 +++=                                  (2.54) 
 
où s1 , c1 , s2  et c2 sont les fonctions de Duncan définies  par : 
 

  ( ) ( ) ( )xshxsinxs βββ +=1  
( ) ( ) ( )xchxcosxc βββ +=1  
( ) ( ) ( )xshxsinxs βββ +−=2                                                                     (2.55) 
( ) ( ) ( )xchxcosxc βββ +−=2  

 
Ces fonctions sont caractérisées par la propriété suivante : 

 

( ) ( ) ( ) ( )xsxcxsxc β
β

β
β

β
β

β 131222
111 ′′′=′′=′=                                            (2.56)   

 
Les constantes A1, A2, A3 et A4 sont déterminées à partir des conditions aux limites. 
 
Les conditions aux limites dans le cas autonome s'écrivent en fonction des 

fonctions propres par :  
  

( ) ( )
( ) ( )




=′′′=′′
=′′′=′′

.,
,

01 01
00 00

ΦΦ
ΦΦ

          (2.57)   

 
Les dérivées de la fonction propre s'écrivent : 

 
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xsAxcAxsAxcAx βββββΦ 14232211 +++=′       (2.58)   
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xcAxsAxcAxsAx βββββΦ 24231211
2 +++=′′      (2.59) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xsAxcAxsAxcAx βββββΦ 24131221
3 +++=′′′      (2.60) 

 
De (2.58)-(2.60), nous obtenons le système : 
 

0

00
00

0200
0020

4

3

2

1

=





































+−+
+−+−

A
A
A
A

coshcossinhsin
sinhsincoshcos

ββββ
ββββ

     (2.61) 

 
 
Une solution non triviale de A1, A2,  A3 et A4 le déterminant de (2.61) doit être nul, 

ce qui donne l'équation aux fréquences propres :  
 

  ( ) ( ) 0222 =−−+− ββββ sinsinhcoshcos        (2.62) 
 

Qui peut s'écrire sous la forme : 
 

  0=⋅ ββ coshcos           (2.63) 
 
Les valeurs propres sont données par le tableau suivant [27] 

 
β0 β1 β2 β3 β4 β5 
0 4,730 7,853 10,99 14,137 17,279 

 
Tableau 2.1 : Fréquences propres du bras flexible articulé avec translation de 

base  
 
Une solution itérative de (2.63) est donnée par l'équation [29] : 
 









∞=





 +=

==

.,...,2  ,
2
1

730,4,0 10

iii πβ

ββ
         (2.64)  

 
Les fonctions propres deviennent : 
  

( )

( ) ( ) ( )















+++=

+=

xsinhxsin
A
A

xcoshxcosAx

AxAx

iiiii ββββΦ

Φ

1

4
1

0400

, i>0           (2.65) 

 
où Φ0 est la fonction propre du mode rigide qui correspond à β0  et le rapport A4 /A1 peut 
être calculé à partir de (2.61) 
 

   
ββ
ββ

ββ
ββ

coscos
sinhsin

sinhsin
coscos

A
A

−
−

−=
+
−

=
1

4  
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La normalisation des fonctions propres permet de calculer les constantes A0, A04 et 
A1. 
 

Pour compléter l’approximation finale de la solution y, nous devons déterminer les 
coefficients qi(t) en résolvant le système (2.50) décrivant la dynamique du bras. 
 
 
2.5.4 Résolution du système 
 

 Considérons l'équation différentielle (2.50) :  
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tFtMtqtq iiiiit 002 ΦΦλ −′+=∂   i=1,…∞                              (2.66) 
 
avec les conditions initiales : 
 

( ) ( )
( ) ( ) 2

2

1

0

0

0

Liit

Lii

,yq

,yq

Φ

Φ

=∂

=
                                                                                (2.67) 

 
 L'équation (2.66) est une équation différentielle du second ordre sous la 

forme ( ) ( )tqtqt
22 ω−=∂ . On en déduit que 2 ii βω = .  

On remarque que la fréquence temporelle est égale au carré de la fréquence 
spatiale.  

 
Posons : 







∂=

=
)1()2(

)1(

iti

ii

qq

qq
 

 
Le système (2.66) peut s'écrire sous la forme matricielle : 

 

( ) ( ) 
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∂

F
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q
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q
q

i

i

i

i
)(

i

)(
i

i

i
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it

)(
it

ω
Φ

ω
Φ

ω
ω 00

00
 

0
0

2

1

2

1

     (2.68) 

 
qui est de la forme : 
 

extiiiit FSXGX +=∂                                                                 (2.69) 
 
avec ( ))(

i
)(

ii q,qX 21=  . 
  
  La solution classique de ce système est :  
 

( ) ( ) ( ) τττ dFSeXetX t
exti

Gt
i

tG
i

ii ∫+= −
00         (2.70) 

 
2.5.5 Discrétisation en temps  
 

Le second terme de (2.70) ne peut être connu. C’est pourquoi, nous considérons 
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que le vecteur Fext est constant par morceaux sur les intervalles [ ]ttt nn ∆+, , où le pas de 
temps t∆ est très petit. 

L'état de Xi à ttn ∆+  est : 
 

( ) ( ) ( )
∫ ⋅+=+ −
∆

τ∆∆ τ∆
0

exti
Gt

ni
tG

ni FSdetXettX ii       (2.71) 

 
Rappelons que le vecteur du contrôle Fext est constant et indépendant du temps sur 

l'intervalle [ ]ttt nn ∆+, , alors, l'intégrale de la matrice de rotation s'écrit :  
 

( ) ( )

( ) ( )


















−

−

∫ =
−

i

i

i

i

i

i

i

i

t G)t(

tsintcos

tcostsin

e i

ω
∆ω

ω
∆ω

ω
∆ω

ω
∆ω

∆ τ∆

1

1

  
0

                         (2.72) 

 
La solution du système (2.69), est alors :  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) exti

i

i

i

i

i

i
i

ni
ii

ii
ni FStsintcos

tcos
tsin

tX
tcostsin
tsintcos

ttX



















−

−

+







−

=+

ω
∆ω

ω
∆ω

ω
∆ω

∆ω

∆ω∆ω
∆ω∆ω

∆ 1

1

(2.73) 

avec i=1,…….. ∞  
 

La solution obtenue est à dimension infinie, ce qui rend la simulation numérique 
impossible.  

Comme nous l’avons déjà mentionné, il est possible de limiter la dimension du 
vecteur d’état en modélisant cette solution avec un nombre restreint de modes les plus 
significatifs, avec des erreurs acceptables.  

 
Supposons que le nombre de modes les plus significatifs est N et posons : 
 

 tntn ∆= , ( ) 1+=∆+ n
ini XttX , ( ) n

ini XtX =  , ( ) n
n MtM = , ( ) n

n FtF = et NT =
t

t
∆

 

 
Alors, de (2.73) nous obtenons 2N équations récurrentes explicites :  

 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
n

exti
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i

i

i

i
i

n
i

ii

iin
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X
tcostsin
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X











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



−

−
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






−

=+

ω
∆ω

ω
∆ω

ω
∆ω

∆ω

∆ω∆ω
∆ω∆ω

1

1

1           (2.74)    

où i =1,…, N  et n = 1, ..., NT . 
 

De (2.69) le système discrétisé final représenté par les variables d’états itq∂ et  qi  
s'écrit :  
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                         (2.75) 
 
avec les conditions initiales ( ) ( )( )00 iti q,q ∂  données par : 
 

( ) ( )
( ) ( )





∫=∂

∫=
1
0 1

1
0 0

0

0

dxxyq

dxxyq

iit

ii

Φ

Φ
          (2.76) 

           
où  y0 est la position initiale et y1 est la vitesse initiale.  
 
 
 
2.6 SIMULATION NUMERIQUE 
 
 
2.6.1 Données de la simulation 
 

La mise en œuvre numérique a été réalisée à l’aide du logiciel Matlab 
Le choix des paramètres est effectué de façon à avoir une bonne approximation et 

en particulier de pouvoir visualiser clairement l'effet du contrôle appliqué au bras.  
Le pas du temps ∆t est choisi à partir de la fréquence des modes les plus hauts (βN) 

afin de visualiser la propagation des ondes la plus rapide.   
Le temps de simulation T est choisi à partir de la fréquence des modes les plus bas 

(β1 ) afin de visualiser la propagation des ondes la plus lente. 
Le choix des conditions initiales est arbitraire, du fait que le contrôle doit être 

efficace pour n'importe quelle position initiale du bras.    
 
 

2.6.2 Interprétation des Résultats 
 
Les figures (2.7.a et b) montrent l'évolution du bras dans le cas autonome Elles 

mettent en évidence le comportement vibratoire complexe du bras. 
D’autre part, nous constatons que le temps de vibration verticale du bras est le 

même que celui de la propagation des ondes élastiques. Cela prouve que le système est 
conservatif. 

La représentation en 2D montre clairement la propagation des ondes élastiques 
avec des vitesses non constantes ainsi que leurs réflexions sur les bords. 
 
    Les figures (2.8.a et b) illustrent la déflexion du bras avec contrôle diffusif. Elles 
montrent clairement l'effet du contrôle utilisé sur le bras. La propagation des ondes est 
très nette au début de l'évolution mais presque il n'y a aucune réflexion à la fin. 
 

 La figure (2.9) montre la forme initiale du bras ainsi que la forme finale à l'instant 
1s pour les deux cas autonome et contrôlé. On remarque que dans le cas contrôlé, la forme 
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finale du bras est celle du mode rigide. Par contre dans l'autre cas, le bras prend une forme 
très différente. Cela implique que le contrôle a stabilisé le bras. 
La figure (2.10) présente l'évolution de l'extrémité libre (déflexion en x=1) dans le cas 
contrôlé : 

 
Pour 0 < t< 1s, elle reste toujours positive. 
 
Pour t > 1s, elle est une sinusoïde non symétrique d'amplitude décroissante qui 

tend vers une valeur constante, ce qui met en évidence la stabilité de cette point.  
La figure (2.11) met en évidence l'évolution décroissante dans le temps de 

l'énergie mécanique du bras. 
On remarque que cette décroissance est très rapide au début, ce qui justifie que le 

contrôle est efficace aux hautes fréquences pour lesquelles les ondes se propagent 
rapidement et par ailleurs elles sont absorbées aussi rapidement à la frontière.  
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Figure 2.7 : Déflection du bras cas autonome  
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Figure 2.8 : Déflection du bras avec contrôle 
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Figure 2.11 : Energie mécanique du bras flexible  
 

 
2.7 CONCLUSION 
 

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de la stabilisation d’un bras 
flexible articulé avec une translation verticale de sa base d’articulation. Le principe est 
basé sur l’absorption des ondes par un couple et une force appliqués au point 
d’articulation. 

 La synthèse du compensateur dans le domaine fréquentielle a fait apparaître des 
opérateurs d’ordres fractionnaires. La réalisation diffusive de ces opérateurs a permis 
d’obtenir un système augmenté qui peut se mettre sous la forme abstraite dX/dt=AX, où A 
est un générateur infinitésimale d’un semi groupe. 

 L’énergie mécanique du bras est décroissante dans le temps et tends vers zéro, ce 
qui justifie la stabilisation du bras. 

Les réponses du bras ont été approximées par l’approche modale. Les simulations 
numériques sont en accord avec les résultats théoriques et ont montré clairement 
l’efficacité du contrôle utilisé.        
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  Figure 2.9 : Forme initiale et finale du bras           Figure 2.10 : Evolution du bout du bras  avec contrôle                           
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Chapitre 3 
 
 

Contrôle Diffusif d'un Bras Flexible à Base 
Articulé 

 
  
 
3.1 INTRODUCTION 
 

Ce chapitre présente la stabilisation d'un bras flexible articulé par un couple 
appliqué au point d'articulation sans translation verticale du point d'articulation. Ce cas 
présente un grand intérêt dans les structures spatiales. La stabilisation du bras flexible est 
faite par des contrôleurs absorbants d'ondes.    
 

 
 

3.2 DYNAMIQUE DU BRAS 
 

Considérons un bras flexible articulé à une extrémité et libre à l'autre extrémité.  
(Fig. 3.1).   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
La dynamique du bras est modélisée par l'équation d'Euler Bernoulli décrite dans 

le chapitre 2 : 

( ) ( ) 0
2

2

4

4

=
∂
∂

+
∂
∂

t,x
t
y

t,x
x

y
 [ ]10,x∈          (3.01) 

 
Sachant que dans ce cas le bras est seulement articulé (la base d’articulation est 

fixe) les conditions aux limites s'écrivent :  
 

Figure 3.1 : Bras flexible articulé à base articulée 

       
                M 
                      

x   

y 
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                 (3.02)              

 
M est le couple appliqué au point d'articulation et sert à stabiliser le bras flexible. 
 
Avec les conditions initiales : 

 
( ) ( )

( ) ( )





=
∂
∂

=

xy,x
t
y

xy,xy

1

0

0

0
            (3.03) 

 
L'énergie mécanique du bras est définie par :  

 

( ) ( )
pHtb y,ytE ∂=  

2
1

                                                                           (3.04) 

 
ou  HP est l'espace qui a été défini dans le chapitre 2. 
  

Dans le cas autonome où M = 0, le système est conservatif, c'est à dire l'énergie du 
système reste constante tout le temps. 
 
 
 
3.3 CONTROLE FRACTIONNAIRE ABSORBANT D'ONDES 
 
 
3.3.1 Principe 
 

Le principe du contrôle est le même qui a été présenté dans le chapitre 2. Donc 
pour avoir une absorption des ondes réfléchissantes aux frontières, il faut que le 
contrôleur, synthétisé à partir des conditions aux limites, simule le prolongement du bras 
réel vers ∞− par l'addition d'un bras virtuel de longueur infini (fig.3.3).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Bras réel Bras virtuel 

x 

y 

o 

Figure 3.2 : Système bras réel et bras virtuel. 
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Tout d'abord, il est nécessaire de modéliser le comportement du bras par un 
modèle local (au niveau des frontières) qui donne la direction de propagation des ondes et 
leurs interférences.   

 
Donc, nous cherchons toujours une équation reliant les ondes incidentes et les 

ondes réfléchissantes sous la forme : 
 

aSb CL=                        (3.05)              
 

 
 
 
 

 
 

 
 
3.3.2 Synthèse du contrôle 
  

La démarche de la synthèse des contrôleurs absorbants d'ondes est similaire à celle 
présenté au chapitre 2. Signalons, tout d'abord, la remarque suivante : 

 
Une articulation en 0 s'interprète comme un amortisseur visqueux de constante très 

élevée et conduit à une valeur infinie de la composante C21 (2ième ligne et 1ere colonne) de 
la matrice d'impédance C  donnée par l'équation 2. Ce qui entraîne ( ) 00 =∂ t,yt  et 

( ) 00 =t,y , la base du bras étant fixe en x = 0, la force n'intervient plus dans l'équation 
d'état.  

Nous constatons que la démarche de la synthèse du contrôle est similaire à celui 
présenté dans le chapitre précédent concernant le contrôle du bras flexible à translation de 
base.      

En tenant compte de cette remarque, la matrice d’impédance adaptée (Eq.2.) en x 
= 0 et le contrôle correspondant prennent respectivement les formes suivantes : 
 









=

00
0 12C

C .                      (3.06) 

 
Le couple appliqué au bras s'écrit :  

 
( ) ( )

012C
=

∂=
xx ,xyM ωω                                                                          (3.07) 

 
La   matrice de réflexion devient alors : 

 

              
( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )







+⋅+−
−−+⋅−−

−⋅+−
=

11
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1

1

12

12

12 iCii
iiC

iCi
SCL

ωωω
ωωω

ωω
   (3.08)  

 
a/ Proposition 1 

 
Le premier compensateur que nous proposons est décrit directement de la matrice 

a 

b 

Figure 3.3 : Ondes entrantes et sortantes à l’extrémité articulée 
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d’impédance adaptée.  
 
En tenant compte des remarques précédentes, le système (2.25) peut s’écrire : 
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

xx yiii
iiiM

ωωω
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 Ce qui donne : 
 

ω
ω
i

i
C 212 −=           (3.10) 

 
Ils correspondent, dans le domaine temporel, à la forme : 

 
( ) ( )t,yItM xt

/ 02 21 ∂∂−=                                                                      (3.11) 
 
b/ Proposition 2 
 

Désignons par rpp, rps, rsp, rss  les éléments de la matrice de réflexion, tels que : 
 









=

ssps

sppp
CL rr

rr
S                                                                                    (3.12)  

où : 
rpp est le coefficient de réflexion a1 vers b1, 
rsp est le coefficient de réflexion  a2 vers b1, 
rps est le coefficient de réflexion a1 vers b2, 
rss est le coefficient de réflexion a2 vers b2. 

 
 Nous pouvons remarquer que : 
 
• les coefficients de la matrice de réflexion SCL ne dépendent pas tous de C12, donc il 

n'existe pas une condition qui les annule tous à la fois.   
• ppr  est le coefficient responsable de la réflexion du mode d’ondes progressives dont 

l’influence est majeure sur tous les termes de la matrice de réflexion en boucle fermée. 
 

De (3.08) nous avons : 
 

( )( )
( )( )1

1

12

12

−⋅+−

+⋅−−
=

iCi

iC
rpp

ωω

ωω
                                                                 (3.13) 

 
Alors, pour ppr = 0, nous avons : 
 

( )1
12

+
=

i
C

ω
ω

           (3.14)       

 
Qui peut s'écrire sous la forme : 
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ω

ω

i

i
iC

2

1
12 −=                                                                                   (3.15) 

 
La réalisation de ce compensateur s'avère très difficile car Il n’en existe pas dans 

la littérature une réalisation possible.  
 
c/ Proposition 3 
 

La troisième solution que nous proposons correspond au cas dégénéré où le 
déterminant de la matrice de réflexion est nul. 
 

Nous avons donc : 
     

( )( ) ( )
( ) ( )

0
11

11
det

12

12 =





















+⋅+−
−−+⋅−−

iCii
iiC

ωωω
ωωω

                        (3.16) 

 
Ce qui donne : 
 

ω

ω

i

i
C

2
12

−
=                                                                                        (3.17) 

 ou :   

ω

ω

i

i
C

2
12 = .                                                                                      (3.18)         

 
 
Ils correspondent, dans le domaine temporel, à la forme : 

 

( ) ( )t,ItM xt
/ 0

2
1 21 θ∂∂±=                                                                   (3.19) 

 
 
3.3.3 Système global 
 

A partir des expressions (3.02), (3.03) et (3.26), le système global s’écrit : 
 

                               
( ) ( )

( )
( ) ( )












=∂=∂

=

∂∂=∂

=∂+∂

01 01

00

00

0

32

2

42

2
1

t,y,t,y

t,y

t,yICt,y

yy

xx

xtrx

xt

          (3.20)  

 
ou Cr est un coefficient 
 
Le schéma bloc de ce système est donné par la figure (3.4). 
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Nous constatons que la stabilisation du bras articulé par un absorbeur d'ondes fait 

l'apparition d'opérateur non standard d'intégration fractionnaire.  
  

 
  
3.4 CONTROLE DIFFUSIF    
 
 
3.4.1 Réalisation diffusive du contrôleur 
 

Nous avons mentionné dans le chapitre 1, qu’une réalisation non héréditaire 
d'opérateurs fractionnaires, s'effectue par le modèle diffusif. Par conséquent, la réalisation 
diffusive des contrôleurs fractionnaires d'ordre 1/2 est : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )





∫=∂∂

∂∂+−=∂
∞
0

2
1

0

0

ξξϕξµ

ξξϕξϕ

d,tt,yI

t,y,t,t

xt

xtt
         (3.21) 

 
ou µ est la représentation diffusive d'opérateurs d'intégration fractionnaires.   
  
 
3.4.2 Système augmenté 
 

En introduisant le système (3.21) dans (3.20), nous obtenons le nouveau système 
augmenté : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )














=∂=∂

=
∂∂=+∂

∫=∂

=∂+∂
∞+
∞−

.t,yt,y

t,y

t,y,t,t

d,tCt,y

t,xyt,xy

xx

xtt

rx

xt

01et  01

00

0

0

0

32

2

42

ξξϕξϕ

ξξϕξµ

                     (3.22) 

 

Le système (3.22) peut se mettre sous la forme AX
dt
dX = , où ( )T

t ,y,yX ϕ∂= .                                            

     
 

 Fig. 3.4 : Contrôle par retour fractionnaire d'un bras flexible articulé  
 sans translation de base  

( ) ( ) 02

2

4

4

=
∂
∂

+
∂
∂

t,x
t
y

t,x
x
y

[ ]10,x∈  

 

y(x,t) 
 

( )t,yxt 0∂∂
 
 

M(t) 
 

Opérateur  I1/2 
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3.4.3 Etude de la stabilité 
 
Considérons la fonctionnelle «énergie globale» du système (3.22) définie par : 

 
( ) ( ) ( )tECtEtE rbX ϕ−=  où Cr <0        (3.23) 

 
où bE est l'énergie mécanique du bras, ϕE est l'énergie associée à la variable diffusive.   
 

Alors : 
 

( ) ( ) ( )∫ ∂∫ +∂=∂+∂=
+∞

∞−

+∞

∞−
dxydxyyytE xtLxtb

22222

2
1

2
1

2
1

2      (3.24) 

 

( ) ( )∫
+∞

∞−

== ξϕϕϕ dtE
L

22

2
1

2
1

2          (3.25) 

 
a) Proposition 1 
 

Le système (3.22) est dissipatif dans le sens que
( )

0 ≤
dt

tdEX .  

 
Démonstration :  
 
 On note que : 
 

  
( ) ( ) ( )

dt

tdE
.C

dt
tdE

dt
tdE

r
bX ϕ−=    

 
Avec : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫ ∂∂+=∂=
∞+

∞−

∞+

∞−
ξξϕξϕξξξϕξϕϕ dt,y,t,td,t,t

dt

tdE
xtt 0222  

 
( ) [ ] ( ) ( )t,yt,yyyyy

dt
tdE

xtxxtxtx
b 0021

0
32 ∂∂∂=∂⋅∂−∂∂⋅∂=   

 
La 2ème équation, avec les conditions aux limites, devient : 
 

( ) ( ) ( )t,ytM
dt

tdE
xt

b 0∂∂=   

   

   
( ) ( ) ( )t,yIt,yC

dt
tdE

xtxtr
b 00 2

1
∂∂∂∂=  

 
De (3.23), la dérivée de l'énergie globale devient : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ξξϕξϕξξϕ
ξξ

dt,t,Cdt,t,yC
dt

dE
trxtr

X ∂∫−∫⋅∂∂= 0  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ξξϕξξϕξξϕ
ξξ

dt,ydt,Cdt,t,yC xtrxtr 020 ∂∂+−∫−∫⋅∂∂=  

 

∫ 






 ∂
−=

ξ
ξ

ϕ
ξϕ d

C tr

22

2
2 . 

 

Comme 
2

2
2 ϕ

ϕ t∂
≥  alors 0≤

dt
dEX  ♦. 

 
b) Proposition 2 
 

Posons ( )ϕ,y,y t∂=X  et ( )RLHH pG
2×= . Alors, le système (3.22) peut se 

mettre sous la forme abstraite X
dt
dX

Λ= ; où GHX ∈  et Λ  est un générateur 

infinitésimal d'un semi-groupe dont l'étude s’avère moins complexe. 
 
Démonstration 

 
La démonstration est basée sur le théorème de Lumer-Phillipps. 
Λ est l’opérateur linéaire non borné suivant : 

 

ξδ −>∂<
∂−

., x

x

0
00

010
4  

 
où ( )0 , ff =>< δ  
 

Le domaine de l'opérateur Λ est : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )








=∫−∂∈∂+−∈∈∈= 001010 : 224

ξ
ξϕϕξϕΗφϑϕφϑΛ dC,.y,RL,,,,H,H,,D rxtG

T

( ){ }  ...,   : 4
x

24 ϑϑϑϑ ∂∂∈= ,,,RLH x  
 
L'opérateur Λ est dissipatif (proposition 1) et l'application (λI-Λ) est surjective 

pour λ>0 (voir [48])♦.      
 

c) Proposition 3 
 

Le système (3.22) est asymptotiquement stable.  
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Démonstration  

 
La fonctionnelle d'énergie globale est une fonction de Lyapunov.  

 
Donc, d'après la proposition 1 et le principe d'invariance de Lasalle, la solution du 

système (3.22) converge vers zéro♦. 
 
     
 

3.5 APPROXIMATION NUMERIQUE 
 
 
3.5.1 Représentation modale du Bras 

 
L'approximation de la réponse du bras est basée sur la superposition linéaire de la 

réponse de ses modes propres. La solution est donnée par :  
    

( ) ( ) ( )∑ ⋅=
=

N

i
ii xtqt,xy

1
Φ                                                                           (3.26) 

 
( ) ( ) ( )∫ ⋅=

Ω
Φ dxxt,xytq ii                                                                         (3.27) 

 
où N est le nombre de modes conservés et Ω est le domaine de définition de x. 
 

Le but de cette décomposition est de chercher les modes propres de vibration du 
bras avec les conditions aux limites du système considéré. Pour cela, considérons 
l’équation du bras :  
 

( ) ( ) 0
2

2

4

4

=
∂
∂

+
∂
∂

t,x
t
y

t,x
x

y
 [ ]10,x∈          (3.28) 

 
Avec les conditions aux limites :  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .t,
x
y

,t,
x
y

t,,tMt,
x
y

01 01

 ,00y 00

3

3

2

2

2

2

=
∂
∂

=
∂
∂

==+
∂
∂

                     (3.29)              

 
En multipliant les deux membres de l’équation (3.28) par jΦ  et en intégrant, nous 

obtenons : 
        

( ) ( ) ( ) ( )10
4

10
2

22 ,Ljx,Ljt ,y,y ΦΦ ∂−=∂                                                           (3.30) 

 
En utilisant (3.26), la première expression de (3.30) s’écrit :   
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( ) jtjiitit q,q,y 222  ∂=







∑ ⋅∂=∂
∞

ΦΦΦ                                                        (3.31)  

 
De même, la deuxième expression s'écrit :  

 

( )
( )

( )102
102

44

,L
,L

jixijx ,q,y 







∑ ∂−=∂−
∞

ΦΦΦ                                              (3.32) 

 
Par intégration par partie, nous obtenons :  

 
( )

( )
( )

( )
( ) ( )tMy,,y jjjx

,L,L

0
102102

4 ΦΦΦ ′+′′′′−=∂−                                         (3.33) 

 
Introduisons la notation suivante : 

  
( ) jji , λΦΦ =′′′′− ⇒ jjj ΦλΦ −=′′′′                                                              (3.34)    

 
Alors, l’équation (3.33) réécrite avec la notation (3.34), devient :   

 
( ) ( ) ( ) ( )tMtq,y jjjjx 04 ΦλΦ ′+=∂−               (3.35) 

 
De (3.31), (3.34) et (3.35), l'équation (3.30) devient :    

 
( ) ( ) ( ) ( )tMtqtq jjjjt 02 Φλ ′+=∂      j =1,….., ∞          (3.36) 

 
où les jΦ  sont les fonctions propres et les jλ  sont les valeurs propres. 
 
 
3. 5. 2 Calcul des fonctions propres du bras 
 

La solution de (3.34) peut se mettre sous la forme : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xcAxsAxcAxsAx ββββΦ 24231211 +++=                                  (3.37) 
 

Les fonctions s1 c1 s2 c2 sont définies par (2.54) et les constantes A1, A2, A3 et A4 
sont déterminées à partir des conditions aux limites. 

 
Les conditions aux limites dans le cas autonome s'écrivent en fonction des 

fonctions propres par :  
  

( ) ( )
( ) ( )




=′′′=′′
==′′

.,
,

01 01
00 00

ΦΦ
ΦΦ

          (3.38)   

 
Les dérivées de la fonction propre s'écrivent : 

 
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xsAxcAxsAxcAx βββββΦ 14232211 +++=′       (3.39)   



 52 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xcAxsAxcAxsAx βββββΦ 24231211
2 +++=′′      (3.40) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xsAxcAxsAxcAx βββββΦ 24131221

3 +++=′′′      (3.41) 
 
De (2.56)-(2.58), nous obtenons le système : 
 

0
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
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


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























++−
+−+−

A
A
A
A

coshcoscoshcos
sinhsinsinhsin

ββββ
ββββ

     (3.42) 

 
 
Une solution non triviale de A1,  A2,  A3 et A4 est que le déterminant de (3.42) doit 

être nul, ce qui donne l'équation aux fréquences propres :  
 

  0=−− ββββ cossinhcoshsin            (3.43) 
 
qui peut s'écrire sous la forme : 

 
  0=⋅ ββ thtg               (3.44) 

 
Les valeurs propres sont données par le tableau suivant [27] : 
 

 
β0 β1 β2 β3 β4 
0 3,927 7,068 10,210 13,351 

 
Tableau 3.1 : Fréquences propres du bras flexible articulé sans  translation de 

base  
 
Une solution itérative de l'équation aux fréquences propres (3.44) est donnée par 

l'équation [29] : 
 

( )





∞=−=

==

.,...,i,i

,,,

i 2  
4

34

92730 10

π
β

ββ
         (3.45)  

 
Les fonctions propres deviennent : 
  

( )

( ) ( ) ( )















++−=

=

xsinhxsin
A
A

xsinxsinhAx

xAx

iiiii ββββΦ

Φ

1

3
1

00

, i>0            (3.46) 

 
où Φ0 est la fonction propre du mode rigide qui correspond au mode rigide β0 et le rapport 
A3 /A1 peut être calculé à partir de (3.42) : 
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ββ

ββ
sinhsin

sinhsin
A
A

+−
+

−=
1

4          (3.47) 

 
La normalisation des fonctions propres permet de calculer les constantes A0  et A1. 

 
Pour compléter l’approximation finale de la solution y(x,t), nous devons   

déterminer les coefficients qi en résolvant le système (3.36) ; décrivant la dynamique du 
bras. 

 
 

3.5. 3 Résolution du système 
 

 Considérons l'équation différentielle (3.36) :  
  

( ) ( ) ( ) ( )tMtqtq iiiit 02 Φλ ′+=∂   i=1,…∞        (3.48) 
 
avec les conditions initiales : 
 

( ) ( )
( ) ( )




=∂

=

2

2

1

0

0

0

Liit

Lii

,yq

,yq

Φ

Φ
          (3.49) 

 
 L'équation (3.48) est une équation différentielle du second ordre sous la forme 

( ) ( )tqtqt
22 ω−=∂ . On en déduit que 2 ii βω = .  

 
On remarque que la fréquence temporelle est égale au carré de la fréquence 

spatiale.  
 
Posons : 







∂=

=
)1()2(

)1(

iti

ii

qq

qq
 

 
Le système (3.48) peut s'écrire sous la forme matricielle : 

 

( ) M
q
q

q
q

i

i
)(

i

)(
i

i

i
)(

it

)(
it














′+
















−

=








∂
∂

ω
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0
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2
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2

1

          (3.50) 

 
qui est de la forme : 
 

extiiiit FSXGX +=∂                                                                 (3.51) 
 
avec ( ))(

i
)(

ii q,qX 21=  . 
  
  La solution classique de ce système est :  
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( ) ( ) ( ) τττ dFSeXetX t
exti

Gt
i

tG
i

ii ∫+= −
00         (3.52) 

 
 

En suivant la même démarche décrite dans le chapitre 2, on trouve le système 
discrétisé final représenté par les variables d’états itq∂ et  qi  suivant :  
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( ) ( )
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     (3.53) 

 
avec les conditions initiales ( ) ( )( )00 iti q,q ∂  données par : 
 

( ) ( )
( ) ( )





∫=∂

∫=
1
0 1

1
0 0

0

0

dxxyq

dxxyq

iit

ii

Φ

Φ
          (3.54) 

        
où  y0 est la position initiale et y1 est la vitesse initiale. 
 
 
 
3.6 SIMULATION NUMERIQUE 
 

Le choix des paramètres est effectué de la même façon précédente en particulier 
pour pouvoir visualiser clairement l'effet du contrôle appliqué au bras.  

 
Le choix des conditions initiales est toujours arbitraire, du fait que le contrôle doit 

être efficace pour n'importe quelle position initiale du bras.    
 

Les figures (3.5) et (3.6) montrent l'évolution du bras dans le cas autonome. Elles 
mettent en évidence le comportement vibratoire complexe du bras du aux réflexions des 
ondes. 
 

La représentation en 2D montre clairement la propagation des ondes élastiques 
avec des vitesses non constantes ainsi que leurs réflexions sur les bords. 
 
    Les figures (3.7) et (3.8) illustrent la déflexion du bras avec contrôle diffusif. Elles 
montrent clairement l'effet du contrôle utilisé sur le bras. La propagation des ondes est 
très nette au début de l'évolution mais par la suite, nous constatons qu'elles sont  
absorbées.  
 

 La figure (3.9) met en évidence l'évolution décroissante dans le temps de l'énergie 
mécanique du bras. 
 

On remarque que cette décroissance est très rapide au début, ce qui justifie 
l'efficacité du contrôle  aux hautes fréquences pour lesquelles les ondes se propagent par 
une grande vitesse.  
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Figure 3.5 : Comportement en 2D du bras 
cas autonome  

Figure 3.6 : Comportement en 3D du bras  
cas autonome  

Figure 3.8 : Comportement en 2D du bras 
contrôlé  

     Figure 3.7 : Comportement en 3D du bras 
contrôlé  

Figure 3.9 : Energie du bras dans le cas contrôlé  
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3.7 CONCLUSION 
 
 

Dans ce chapitre, nous avons présenté la stabilisation d’un bras flexible articulé 
dans le cas où sa base d’articulation est fixe. L’absorption des ondes a fait l’apparition 
d’un opérateur d’intégration d’ordre ½.  
 

Nous avons montré que le système global, obtenu par couplage avec la réalisation 
diffusive, est asymptotiquement stable. L’énergie mécanique du bras est décroissante dans 
le temps. 

 
Les simulations numériques dans les deux cas autonome et contrôlé ont mont rées 

que, au bout d’un temps t fini, la réponse du bras flexible est celle du mode rigide. 
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Chapitre 4 
 
 

Contrôle Diffusif Pseudo-Invariant et 
Application à un Moteur à C. C. 

 
  
 
4.1 INTRODUCTION 
 

Ce chapitre présente la théorie d'un nouveau concept de robustesse dit "pseudo-
invariant" pour la commande des systèmes dynamiques incertains et son application à la 
commande d'un moteur à courant continu. 

La robustesse est la recherche d'insensibilité à l'incertitude, la propriété fondamentale 
du contrôle pseudo-invariant est de conserver autant que possible et sur tout le domaine 
d'incertitude, les caractéristiques dynamiques imposées par le contrôle du système nominal, à 
un changement de temps (ou de fréquence) prés. La stabilité du système incertain est garantie 
par analogie au système nominal. 

La formulation du problème du contrôle pseudo-invariant par la représentation 
diffusive présente un grand avantage notamment sur l'existence des solutions causales 
possibles ainsi que la mise en ouvre numérique. 

Cette théorie est appliquée à la commande d'un moteur à courant continu dont le 
moment d'inertie et la constante de temps de la boucle de courant peuvent varier. 

 
 
 
4.2 THEORIE DU CONTROLE PSEUDO-INVARIANT   
 
 
4.2.1 Principe 
 

Le contrôle pseudo-invariant est un cas général et une version étendue du contrôle 
CRONE (Commande Robuste d'Ordre Non Entier) qui est basé sur la propriété d'invariance 
d'un système d'ordre fractionnaire [7] et [40]. 

 
Considérons l'équation différentielle fractionnaire d'ordre  β  : 

    

( ) ( ) ( )tetsts
dt
d

=+
β

β

λ  21 <≤ β                (4.01) 

 
La fonction de transfert correspondante est : 
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( )
( ) 1

1

+
= βλ

τp
pH    βλτ

1

=                 (4.02) 

 
En posant le changement de fréquence pp~ τ= , le transfert (4.02) se réécrit sous la 

forme
1

1
+

=
p~

)p(Hλ .    

 
Le transfert (4.02) est proche (au sens par exemple de 2H ou ∞H ) d’un transfert du 

second ordre amorti, l’amortissement étant en fait directement lié à β  [40]. Donc, Les 
réponses du système incertain possèdent des dépassements égaux dans le domaine 
d'incertitude indépendant de λ. Cette indépendance peut être interprétée comme une forme de 
robustesse. 

Tout changement de la valeur de λ est équivalent à un changement d’échelle de 
fréquence. Donc, pour un système défini par la fonction de transfert (4.02), la réponse 
fréquentielle (ou en échelon) est identique, pour tout λ, à un changement d’unité de fréquence 
(de temps) prés.  
 

 L'obtention d'un transfert en boucle fermée compensé n'est pas toujours accessible et     
nous pouvons distinguer les deux cas d'invariance suivants : 
 

• Invariance stricte ou invariance sous changement de fréquence. 
• Invariance non stricte ou invariance sous groupe de transformation.   

 
 
4.2.2 Invariance sous changement de fréquence 
 

L'idée consiste à déterminer un compensateur tel que le transfert en boucle fermée du 
système considéré soit égal à (4.02). L'exemple ci-après éclaircie ce concept. 

 
Soit un système incertain définit par le transfert : 
 

( )
p

pH
λλ
1

=  ,                (4.03) 

 
où λ est le paramètre incertain.  

 
Nous pouvons remarquer que pour un compensateur de fonction de transfert : 

   

  ( )
αp

k
pK = , 10 << α  et k>0               (4.04) 

 
donne la fonction de transfert en boucle fermée suivante : 
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  ( )
αλ ++

=
1pk

k
pFK                 (4.05) 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Avec le changement de fréquence p
k

p~
αλ +







=

1
1

, nous obtenons un transfert en boucle 

fermée de la forme (4.02). Par conséquent, la réponse fréquentielle (où temporelle) du 
système (4.05) est invariante sous changement d'échelle de fréquence (de temps).  

 
Nous remarquons que les compensateurs trouvés sont des systèmes d'ordre 

fractionnaire, leur réalisation non héréditaire est possible par la représentation diffusive 
présentée dans le chapitre 1. 

      
 
4.2.3 Invariance sous groupe de transformation 
 
 Dans le cas général où le transfert du système incertain compensé sous la forme (4.02) 
est inaccessible, le problème du contrôle pseudo- invariant se formule comme un problème 
d'optimisation d'une fonctionnelle sous la forme : 
 

( )( )0min F,KF
K

ℑ
∈Κ

                (4.06)   

 
où F(K) est la fonction de transfert en boucle fermée du système incertain commandé par un 
compensateur K et F0 est la fonction de transfert en boucle fermée désirée pour le système 
nominal. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

pλ
1

 αp
k

 

Figure 4.1 : Structure d'un contrôle pseudo-invariant sou changement de 
fréquence    

Hλ(p) K(p) 

Figure 4.2 : Structure d'un contrôle pseudo-invariant sous groupe de 
transformation 
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Le transfert (4.02) présente la propriété d'invariance sous la transformation notée Tσ 

définie par : 
a

? k
s

+






=

1
1

λ
. L'ensemble des changements de fréquence définis par une 

fonction 0>λσ  est un groupe de transformations sous changement de fréquence. Nous 

pouvons écrire alors : 
 

( )( ) ( ) ( )pHpHpHT
0λλλλσ σ ==               (4.07) 

 
Considérons le transfert du système incertain Hλ ( Λλ ∈ , l'ensemble des paramètres 

incertains) et notons F la fonction qui définit le système compensé incertain en fonction du 
compensateur K et λ. Le problème (4.06) du contrôle pseudo- invariant sous groupe de 
transformations s'énonce dans un cadre hilbertien comme suit ([23] et [24]) : 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }22

0 00
1min

p,p,K,?T
KFKFTqKFKFT)q(

λλσλλσ
κ

−+−−
∈∈

                   (4.08) 

 
avec : 
-ς, le groupe des fonctions continues définies sur Λ , prenant la valeur 1 en λ0 ; 
-Λ, l’ensemble des paramètres incertains y compris le paramètre nominal λ0 ; 
-κ, l’espace de compensateurs ; 
-

2

p,λ
, la norme (distance) hilbertienne de type H2 ; 

- κ∈0K , le compensateur de référence. 

 
Cette formulation permet d'obtenir un transfert compensé réalisant au mieux les deux 

propriétés suivantes : 
 

• Pseudo- invariance : ( )KFTσ  proche de ( )KF
0λ , Λλ ∈∀ , 

• Proximité à la référence : ( )KFTσ  le plus proche possible de ( )00
KFλ , Λλ ∈∀ . 

 
Le paramètre q établit un compromis entre l'invariance du transfert (q→1) et la 

proximité à la forme de référence (q→0). 
 
Le problème (4.08) peut se poser à partir du transfert en boucle ouverte, dans le cas 

d'une poursuite monovariable, sur l’espace de Hilbert : )H;(L 2
2 Λ par : 

 

















−+

−−

∈∈ 2

2

0

0

0
1

min

ωλλλλλ

ωλλλλλ

κςσ
ωωωσωσ

ωωωσωσ

,

,

K,
)i(K)i(H)i(K)i(Hq

)i(K)i(H)i(K)i(H)q(
                      (4.09) 
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où : 

∫ ∫
+

=
+Λ λ

ωλ
λω

ωω
ωλϕϕ

R
,

dd
)i(K)i(H

)i,(
0

22

0
1

1
                               (4.10) 

 
 
 
4.3 CONTROLE DIFFUSIF PSEUDO-INVARIANT 
 
 
4.3.1 Formulation diffusive 
 

La formulation (4.08) montre que le compensateur K est l’un des paramètres inconnus 
qui permettent d’assurer l’invariance du transfert compensé à une transformation prés. La 
difficulté rencontrée lors de la recherche d'un compensateur optimal est l'existence de 
plusieurs solutions appartenant à une très large classe de compensateurs. 

  
D'après le paragraphe 4.2.1, nous pouvons constater que les compensateurs solutions 

de (4.08), sont généralement de types pseudo-différentiels. Soit Kµ(p) la réalisation diffusive 
du compensateur K(p), le problème de minimisation peut être posé sur le groupe de 
transformations T et sur la représentation diffusive µ [54].  

 

 
 
 
 
 
 
 
Sous formulation diffusive le problème (4.08) s’écrit : 

 

{ }22

0 00
1minmin

ωλµλµωλλµ
κµς ,,T

)K(F)K(TFq)K(F)K(TF)q( −+−−
∈∈

       (4.11)                   

 
Le compensateur Kµ(p) est définit dans le chapitre1 par : 
   

( ) ( )
∫

+
=

+∞

0
ξ

ξ
µ

µ d
p

p
ppK                           (4.12) 

 
Cette formulation du contrôle pseudo-invariant présente de nombreux avantages, 

parmi lesquels : 

 
1. Par construction, Kµ est causal ; 
2. La solution µ* conduit à une réalisation du compensateur dynamique directement 

utilisable (système dynamique linéaire de dimension finie, sous approximation) ; 

Hλ(p)f Kµ(p)g 

Figure 4.3 : Structure d'un contrôle diffusive pseudo-invariant  
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3. Les facilités d’approximation numérique de la représentation et la réalisation 
diffusives permettent de construire des problèmes approchés de dimension réduite, 
numériquement applicables. 
La réalisation concrète (approximation numérique) du problème (4.11) repose sur les 

techniques standard de l’analyse numérique et de l’optimisation Hilbertienne. 
 
4.3.2 Algorithme de résolution [23]  

 
 Dans le cadre Hilbertien (monovariable), l’algorithme de résolution présenté ci-après 

est un algorithme standard pour tout problème monovariable de type poursuite, il suffit de 
bien choisir le groupe de transformations adapté au problème [21]. 

 
On considère le cadre )H,(L 2

2 Λ , le groupe ς étant celui des changements de 
fréquence définis par les fonctions λσ continues strictement positives sur Λ, telle que 1

0
=λσ , 

on note : ),(C +ℜ= Λ le groupe isomorphe à ς des σ  ainsi défini en notant : 

 

2

00
1

1
T

)i(K).i(H
)(

ωω
ω

λ+
=               (4.13) 

 
Le problème s’écrit alors sous forme explicite avec [ ]1 ,0∈q  : 

 

























∫ ∫ ∫ ∫
+

−
+

+

+∫ ∫ ∫ −
+

−

∞+ ∞+ ∞+

∞+ ∞+

Λ
λ

λ
λλλ

Λ
λ

λ
λλλ

µσ

λω
ξω
ξξµ

ωω
ξωσ
ξξµ

ωσωσω

λωωω
ξωσ
ξξµ

ωσωσω

dd
i

d)(
)i(Hi

i
d)(

)i(Hi)(q

dd)i(K).i(H
i

d)(
)i(Hi)()q(

, 2

0 0 0

2

0 0
0

0

0

T

T1

min      (4.14) 

 
La discrétisation de ce système en dimension finie s'écrie sous la forme : 

 



























∑∑ ∑ ∑
+

−
+

+

+∑ ∑ ∑ −
+

−

L
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Q

m
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mm
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L

l

Q
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mLmm

,

i
).i(Hi

i
)i(Hi)i(q

)i(K).i(H
i

)i(Hi)i()q(

l

ll

l

ll

λ∆ω∆
ξω

ξ∆µ
ωω

ξωσ
ξ∆µ

ωσωσω

λ∆ω∆ωω
ξωσ

ξ∆µ
ωσωσω

λ
λ

λλ

λ
λ

λλ

µσ 2

2

0

0

0

T

T1

min  

(4.15) 
qui s’exprime sous forme synthétique par : 

 
{ }22

1minmin QLQL CC
BqbA)q( ×× +−− µµ σσ

µσ
             (4.16) 
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La résolution sur µ  s’explicite (techniques euclidiennes standard) par : 
 

[ ] )bA)qRe(()BBqAA)qRe(( ****
σσσσσσµ −+−=

−
11

1
                    (4.17) 

 
Le problème global est résolu après réduction à une sous variété ),(CC *

N
+ℜ⊂ Λ , de 

dimension N, (N<<L, les changements de temps optimaux étant des fonctions généralement 
très régulière). Ils s’expriment par : 
 

{ }22
1min

QLQL
N C

*

C

*

C
BqbA)q(

××
+−−

∈
σσσσ

σ
µµ              (4.18)                                 

 
 Sa résolution conduit à *σ  et **

*σ
µµ = , donc finalement à une approximation du 

compensateur optimal de transfert : ∑
+

=
=

M

i i

i
*
i*

p
.p)p(K

1 ξ
ξ∆µ

. 

  
 
 
4.4 APPLICATION A LA COMMANDE D’UN MOTEUR À C. C. 
 
 

Dans ce qui suit, nous appliquons le concept de contrôle pseudo-invariant à un moteur 
à courant continu dont la fonction de transfert est incertaine. L'incertitude est portée sur le 
moment d'inertie, la charge et la constante de temps de la boucle de courant. Le modèle du 
moteur à c.c est choisi de tel sort à avoir l'invariance sous changement de fréquence et 
l'invariance sous groupe de transformation. La comparaison avec la commande classique 
montre l'efficacité du contrôle pseudo-invariant notamment sa robustesse.    
 
 
4.4.1 Commande classique d’un moteur à C. C.  
 

Le modèle d'un moteur à courant continu utilisé dans cette étude est celui donné par le 
diagramme structurel suivant : 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
La fonction de transfert du moteur en boucle ouverte est : 

Figure 4.4 : Diagramme structurel d’un moteur à courant 
continu 

Lpr +
1

 
Jp
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( )
( )LprJp

k
pH c

+
=                 (4.19) 

 
où J est l'inertie de l'ensemble moteur+charge , r et L sont respectivement la résistance et 
l'inductance de la bobine du rotor.   

La structure des contrôleurs classiques très largement employée est constituée de deux 
boucles imbriquées   

La première est une boucle interne de courant (figure.4.5) qui permet de contrôler le 
couple et rejeter l’influence de la force électromotrice donc un correcteur de type PI est 
suffisant. Elle peut être approchée par un système de 1er ordre de constante de temps Tbc. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La deuxième est la boucle extrême de vitesse, pour laquelle on utilise généralement un 

correcteur de type PI        
 

Tp
Tp

AH PI
+

=
1

                           (4.20) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
Les paramètres du correcteur PI peuvent être déterminés par une réduction du système 

à un système de 2iéme ordre en négligeant la boucle de courant i=ic.    
  
 La fonction de transfert de poursuite s’écrit :  
 

  ( ) ( )
( ) 20 1

1

p
Ak
TJ

Tp

Tp
p
p

pH

C

CC S ++

+
==

=Ω
Ω

                                   (4.21) 

 
La pulsation propre et le coefficient d’amortissement sont respectivement :  

Figure 4.6 : Boucle de vitesse classique  
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Figure 4.5 : Boucle de courant 
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JT
Akc

n =ω    et 
J

TAkC

2
1

=ξ  

  
On constate que le coefficient d’amortissement ? est d’autant plus faible (et la stabilité 

d’autant plus fragile) que le moment d’inertie est grand. 

 
  
 
 
 
La figure 4.7 rassemble les réponses du système en boucle fermée résultantes pour 

différentes valeurs de J, d’un échelon d’entrée. La réponse est d’autant plus rapide que le 
moment d’inertie est faible avec augmentation de dépassement. Donc, le modèle où J=Jmax 
correspond au pire cas possible au niveau de la stabilité.      
 
 
4.4.2 Commande pseudo-invariant d’un moteur à C.C  

 
A partir de ce paragraphe, nous allons conserver la boucle de courant, seul le 

correcteur de la boucle de vitesse est modifié.  
 
 La fonction du transfert incertain en boucle ouverte du moteur peut s'écrire : 

 

( )
( )pTJp

pH
bc+

=
1

1
λ                (4.22) 

 
L'incertitude sur l’expression (4.22) peut se porter sur le moment d'inertie 

moteur+charge  J, la constante de temps de la boucle de courant Tbc ou sur les deux en même 
temps.   

  
Considérons le paramètre nominal λ0 regroupant les valeurs nominales de J et Tbc 

notées respectivement J0 et Tbc0.  

Jmin  

Figure 4.7 : Réponse indicielle en poursuite avec commande classique  
                       avec λ=[J,Tbc],Λ=[0.1,1]×Tbc 

 

Jmax 
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Trois cas de paramètres incertains λ sont possibles : 
 
1- λ0= [J], le moment d’inertie J est incertain et la constante de temps Tbc est fixée où 

Λ=[Jmin , Jmax]×[Tbc0]. 
2- λ0= [J0, Tbc], Tbc est incertaine, J est fixé où Λ= [J0].× [Tbcmin  , Tbcmax].  
3- λ0= [J, Tbc]  J et Tbc sont  incertains où Λ= [Jmin , Jmax]×[Tbcmin  , Tbcmax]. 
 

4.4.2.1 Invariance sous changement de  fréquence 
 
 Considérons le premier cas où seul J est incertain, dans ce cas l'invariance stricte est 
accessible. Avec un changement de fréquence adéquat, nous obtenons un transfert en boucle 
fermée du système incertain, compensé par un compensateur pseudo-différentiel, de même 
comportement que (4.02). En effet :     
  
 La solution analytique du problème pseudo-invariant dans ce cas est le compensateur 
de fonction de transfert : 
 

( )
αp

pT
ApK r

r

+
=

1
 10 << α                                     (4.23)                   

 
où a est l’ordre d’intégration fractionnaire avec  Tr=Tbc  
  

En absence de la perturbation, la fonction de transfert en boucle ouverte du système 
s’écrit :  
 

  ( )
αλ +

=
1Jp
kA

pH Cr   10 << α                         (4.24)                            

 
Le diagramme fonctionnel du système (moteur et compensateur) en boucle fermée est 

représenté par la figure.4.8. 

  
 

La fonction de transfert en boucle fermée devient :  

  ( )
1

1
1 +

=
+α

λ

p
kA
J

PH

cr

                                                (4.25) 
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Figure 4.8 : Commande pseudo-invariant de moteur à C. C. (Invariance stricte) 

- 
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 Il est clair que le transfert (4.25) est de même forme que celui donné par (4.02). Par 
conséquent, le compensateur (4.23) confère au système contrôlé en boucle fermée le même 
comportement que (4.02), ce qui donne des réponses du moteur invariantes, indépendantes de 
toute variation de J, sous changement d'échelle de fréquence (du temps). 

 
Le compensateur est de type pseudo-différentiel et sa réalisation diffusive permet de 

simplifier l'analyse et la mise en ouvre numérique, il suffit seulement de calculer sa 
représentation diffusive. En utilisant la théorie de la représentation diffusive mentionnée dans 
le chapitre 1, nous trouvons :  

 

( ) 







+=

+
= αααµ pp

a
p

kp
p

pT
ApK bc

r

11
             (4.26) 

 

( )
ξπ

πα
ξπ

πα
ξµ

α

11
1

sin
kpf

sin
ka +−=

+
                  (4.27) 

 
D'où la fonction de transfert donnée par (4.12).  

  
L'ajustement des paramètres du correcteur fractionnaire (l’ordre d’intégration et la 

valeur du gain Ar ) est effectué de tel sorte que la réponse indicielle en poursuite est très 
proche de celle avec correcteur classique du système nominal ( réponse de référence), figure 
(4.9), où la fonction de transfert nominale du système est celle obtenue pour J=Jmax

. 

 
La figure (4.9) présente une comparaison entre la réponse en échelon avec la 

commande classique et celle avec la commande pseudo-invariante sous changement de 
fréquence pour J=Jmax. Les deux réponses sont très proches pour a=1/2. Elle met en évidence 
la coïncidence de la réponse du système nominal compensé par un correcteur classique définit 
par J0 avec celle du système incertain compensé par un correcteur fractionnaire d'ordre 
d’intégration égal à ½ et Ar=9. D’où la fonction de transfert : 

 

( )
21

1
9

/
bc

p
pT

pK
+

=µ                                                                                      (4.28) 

 
D’après les résultats précédents, en considérant le transfert nominal du système en 

boucle fermée pour J=Jmax , les réponses du système pour J ∈ (Jmax, Jmin), seront les plus 
proches possible à celle du système nominal et dans ce cas, nous garantirons des mêmes 
performances au système malgré les variations du J.  

 
La figure (4.10) présente le diagramme de Bode du correcteur fractionnaire Kµ(p) 

réalisé par le modèle diffusif.    
 
La figure (4.11) rassemble des résultats de simulation pour différentes valeurs de J, les 

conditions de fonctionnement ont été choisies pour demeurer dans un cadre quasi-linéaire (pas 
de saturation de l’alimentation ni de limitation en courant). 

 
On remarque que la réponse est d’autant plus rapide que le moment d’inertie est faible. 
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On remarque aussi que la réponse en poursuite conserve, à un changement d’échelle 
de temps, la même forme quelque soit le moment d’inertie.   

  
La figure (4.12) présente l’amplitude et la phase du système dans le plan de Bode, il 

est clair que le système est stable pour (J=Jmax) et par analogie il reste stable pour les 
différentes valeurs de J. 

 

 
                     

 
 
 

  
 

 
 Figure 4.10 : Approximation numérique du compensateur Kµ(p) 

 

Figure 4.9 : Réponse indicielle du moteur avec un correcteur classique et un correcteur 
fractionnaire pour J=Jmax  
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Figure 4.12 : Diagramme de Bode du système avec le correcteur fractionnaire  
 
 
 
 

Figure 4.11 : Réponse indicielle du système avec le compensateur Kµ (p) avec  λ=[J, Tbc]                       
et Λ=[0.1, 1]×Tbc 
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4.4.2.2 Invariance sous changement de groupe 
 

Nous considérons maintenant que le moment d'inertie, la charge et la constante du 
temps de la boucle du courant sont tous à la fois incertains. 

 
Dans ce cas, il est impossible de trouver un compensateur qui confère au système 

incertain un transfert sous la forme (4.02). Donc, selon le paragraphe (4.2.3), il faut choisir un 
groupe de transformations bien adapté à l'application choisie ce qui permet d'avoir des 
réponses invariantes. 

 
Pour cette application, nous choisissons comme groupe de transformations : 

( )0
0

bcbc TT
J
J

−+







= υσ

τ

λ                (4.29)   

 
Le problème de minimisation porte alors sur τ , υ et µ. 
 
D'autres groupes de transformations peuvent être utilisés [28], nous citons par 

exemple : 
         

( )2
02011 bcbcbcbc TT)TT( −+−+= λλσ λ              (4.30)   

 
Le choix du groupe de transformations est une étape très importante qui dépend de 

l'application du contrôle diffusif pseudo-invariant.  
  
D'prés les figures (4.13.a, b et c), nous constatons que la forme de la réponse reste 

globalement conservée aux changements de fréquence prés. On note que l'algorithme de 
résolution influe sur la qualité du contrôle diffusif pseudo-invariant.  

 
La figure (4.14) présente la réponse fréquentielle dans le plan de Bode du 

compensateur pseudo-invariant dont la représentation diffusive µ* est solution du problème de 
minimisation (Eq.4.17) et celle du compensateur obtenu analytiquement.    

(a)                                                               (b) 
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4.5 CONCLUSION 
 
 

Dans ce chapitre, nous avons présenté un nouveau concept du contrôle robuste dit 
pseudo- invariant  basé sur la représentation diffusive. La propriété fondamentale de ce 

contrôle est d’avoir, dans le domaine d’incertitude des paramètres incertains, des réponses 
indicielles (fréquentielles) invariantes sous changement d’échelle de temps (fréquence) ou 
sous changement de groupe de transformations.  

Figure 4.14 : Réponse fréquentielle du compensateur Kµ(p) dans le cas d'invariance stricte 
(S-I) et l'invariance non stricte (NS-I)  
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Figure 4.13 : Réponse indicielle du système avec le compensateur Kµ (p) avec  λ=[J, Tbc]                       
et Λ=[0.1, 1]×[0.01, 0.1] 

 



 72 

 
Nous avons appliqué ce contrôle à la commande d’un moteur à C.C. dont l’incertitude 

est portée sur le moment d’inertie, la charge et la constante de temps de la boucle de courant. 
Le bon choix du groupe de transformations, permet d’augmenter le degré d’invariance de la 
réponse.   

 La comparaison avec la commande classique a montré l’efficacité du contrôle diffusif 
pseudo- invariant.    
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Conclusion Générale 
 
 
 
Le but de cette étude est d'appliquer la représentation diffusive en contrôle.  

 
La première application concerne le contrôle d'un bras flexible articulé (avec ou sans 

translation verticale) au niveau d’une  de ses extrémités et libre au niveau de l'autre. Le 
principe du contrôle utilisé consiste à supprimer le comportement vibratoire du bras en 
absorbant les ondes réfléchissantes au niveau des frontières par une impédance convenable. 
Ce contrôle fait apparaître des opérateurs pseudo-différentiels ; en l'occurrence des 
intégrateurs et dérivateurs fractionnaires. La représentation diffusive permet de réaliser ces 
opérateurs de façon non héréditaire et permet d'obtenir un système augmenté sous la forme 

abstraite X
dt
dX

Λ=  où Λ  est un générateur infinitésimal d'un semi-groupe. Ainsi le retour 

fractionnaire effectué permet de réaliser les conditions absorbantes considérées, sans avoir 
recourt à aucune expression convolutive dans l'équation d'état globale.  

La fonctionnelle d'énergie globale est non croissante dans le temps. Elle présente une 
fonction de Lyapunov ce qui a mis en évidence la stabilité du système global.  La nature 
globale passive du système bouclé confère aussi au contrôle une nature robuste 
inconditionnelle. 

L'approximation numérique du système considéré a été basée sur l'approche modale 
qui est la plus convenable à la modélisation dynamique des structures vibrantes. Les résultats 
obtenus montrent que la stabilisation du bras dans les deux cas est atteinte malgré la présence 
des petites oscillations de basses fréquences.  

 
La deuxième application a été consacrée au contrôle des systèmes incertains par le 

contrôle diffusif pseudo-invariant et son application au contrôle du moteur à courant continu. 
La propriété fondamentale de ce contrôle est de conserver autant que possible et sur tout le 
domaine d’incertitude, les caractéristiques dynamiques imposées par le contrôle du système 
nominal par les approches classiques, ceci à un changement de temps (ou de fréquence) prés. 
La stabilité du système est garantie par analogie de forme avec le système nominal. 

La formulation du contrôle pseudo-invariant par la représentation diffusive a permis 
d'avoir des transferts en boucle fermée invariants sous changement de fréquence utilisant des 
compensateurs pseudo-différentiels. Le problème de contrôle diffusif pseudo-invariant est 
alors traduit par la minimisation d'une fonctionnelle imposée à la représentation diffusive du 
compensateur. 

La simplicité du modèle du moteur à courant continu a permis d'avoir l'invariance sous 
changement de fréquence dans le cas où le moment d'inertie du moteur et la charge sont 
incertains. Dans le cas où la constante de temps et la boucle de courant sont aussi incertaines, 
l'invariance est obtenue sous groupe de transformations. 

La comparaison avec les résultats du contrôle par des compensateurs classiques a 
montré clairement l’efficacité de cette approche. 
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