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ABSTRACT

The diffusive representation concept allows a non hereditary realization of
pseudodifferential operators. This new approach is based on the particular behavior
inputs/outputs of an appropriate dissipative diffusion equation, of which the infinite
dimension state variable is used to summarize the history of the input, so that convolutions
products of long memory, defined by the fractional operators, are available in output. This
representation permits to have an increased system that can get under the abstract form dX/dt
= AX where A is an infinitesimal generator of a semi group, that permits the application of
study and analysis tools possible in control, notably the stability study by Lyapunov. The
numerical approximation is carried out in simple manner, it is only sufficient to respect really
some criteria’s to have a good approximation.

The object of this thesis is the application of this approach to dynamical control
system by two different concepts.

The first one has very important problems that is the stabilization of flexible
structures, as plates and beams, which are a distributed parameters systems. The difficulty
comes because it is necessary to suppress all oscillations that can take birth in the system.
This difficulty is generally linked to the great numbers of significant vibration modes whose
frequency and shape sensitivity to inevitable modeling errors is excessive. Then, the modal
analysis cannot provide a sufficiently precise model on a rich frequencies modal range. We
present in this work a flexible arm control in the case where the arm is articulated to an
extremity and free to the other extremity with a vertical translation base and in another case
where the basis of the articulated point of the arm is fixed. The principle is based on the
waves absorption boundary control by of to which are particular conditions are associated.
The synthesis of such control, in frequency domain, involve the fractional differential
operators whose non hereditary realization is based on diffusive representation. The global
passive nature of the closed loop system confers to the control an unconditional robust nature.

The second concept treated in this thesis is a new robust control type so-called
"Pseudo-Invariant" based on the diffusive approach and that permits to control the dynamic
systems whose parameters are uncertain or unknown. The fundamental property of this
control is to preserve as much that possible and on the all uncertainty domain of uncertain
parameter, the dynamic features of the nominal system imposed by a classic control, with
time-scaling (frequency). We apply this concept to DC motor control with uncertain transfer
function. The uncertainty is carried at the inertia, the load and the time constant of the current
closed loop. The comparison with the classic control shows the efficiency of the pseudo -
invariant control notably its robustness.
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RESUME

Le concept de représentation diffusive permet une réalisation non héréditaire des
opérateurs intégro-différentiels fractionnaires. Cette nouvelle approche est basée sur le
comportement entrées/sorties particulier d’'une équation de diffusion convenable de nature
dissipative, dont la dimension infinie de la variable d'état est utilisée pour résumer I'histoire
de I'entrée, de telle sorte que les convolutions & mémoire longue, définie par les opérateurs
fractionnaires, soient disponibles en sortie. Cette représentation permet d'avoir un systéme
augmenté qui peut se mettre sous la forme abstraite dX/dt = AX ou A est un générateur
infinitésimale d'un semi groupe, ce qui rend l'application des outils d'étude et d'analyse en
contrdle possible, notamment 1'é¢tude de la stabilit¢ par Lyapunov. La mise en ceuvre
numérique est souple et trés simple, il suffit seulement de bien respecter certains critéres
pour avoir une bonne approximation.

L'objet de cette these est 'application de cette approche au contréle des systémes
dynamiques par deux concepts différents.

Le premier concerne un des problémes trés importants dans ce domaine qui est la
stabilisation des structures flexibles, tel que les plaques et les poutres, qui sont des systémes a
paramétres répartis. La difficulté vient du fait qu'il faut supprimer toutes les oscillations qui
peuvent prendre naissance dans le systéme. Cette difficulté est liée généralement au grand
nombre de modes de vibrations significatives dont la fréquence et la forme sont tres sensibles
aux inévitables erreurs de modélisation. Alors, I'analyse modale ne peut pas fournir un modele
suffisamment précis sur une gamme modale riche en fréquences. Nous présentons dans ce
travail le contrdle d'un bras flexible dans un cas ou le bras est articulé a une extrémité et libre
a l'autre extrémité avec une translation verticale de sa base et dans un autre cas ou la base
d'articulation du bras est fixe. Le principe est basé sur le controle frontiere par absorption
d’ondes auquel sont associées des conditions aux limites particuliéres. La synthése de tel
contrdle, dans le domaine fréquentiel, fait intervenir des opérateurs différentiels fractionnaires
dont la réalisation non héréditaire est basée sur la représentation diffusive. La nature globale
passive du systéme bouclé confére au contréle une nature robuste inconditionnelle.

Le deuxiéme concept traité¢ dans cette thése est un nouveau type de contrdle robuste dit
"Pseudo-invariant" basé sur 1’approche diffusive et qui permet de contrdler les systémes
dynamiques dont les paramétres sont incertains ou mal connues. La propriété fondamentale de
ce contrdle est de conserver autant que possible et sur tout le domaine d’incertitude des
paramétres incertains, les caractéristiques dynamiques du systéme nominal imposées dans le
cas d’un controle par une approche classique, ceci a un changement de temps (ou de
fréquence) prés. Nous appliquons ce concept au contrdle d’un moteur a courant continu dont
la fonction de transfert est incertaine. L'incertitude est portée sur le moment d'inertie, la
charge et la constante de temps de la boucle de courant. La comparaison avec la commande
classique montre I'efficacité du contréle pseudo-invariant notamment sa robustesse.
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| ntroduction Générale

1- Problématique

Au cours des derniéres années, l'usage d'opérateurs non standards, comme par
exemple les opérateurs intégro-différentiels fractionnaires, sest fortement répandu dans de
nombreuses disciplines. En effet, l'intérét théorique et pratique de ces opérateurs est
désormais bien établi, en particulier :

- lls apparaissent naturellement dans de nombreux problémes de modélisation en rhéologie
des polyméres ou viscoélagticité [72], en acoustique, combustion, en composants
électroniques, en rondes, etc. [36]

- la modédlisation de certains phénomenes physiques dans I'équation de la dynamique des
matériaux.

- Laréalisation des composants électroniques a impédance fractionnaire [31] et [77].

- Dans le domaine des signaux et leur traitement, ils sont utilisés pour la modélisation et
['approximation markoviennes de bruit de composants éectroniques [18], [30], [37] et [3§]
identification statistique et pour le filtrage [10].

-Le contrle des systémes par des correcteurs fractionnaires (Pl fractionnaire, PID
fractionnaire...etc. [40] et [68]).

-Les opérateurs fractionnaires apparaissent de facons naturelles lors du contréle des structures
flexibles telles que les plagues et les poutres par absorption des ondes réfléchissantes [49],
[46], [47] et [79].

-La propriété d'invariance de I'équation différentielle d'ordre fractionnaire présente un point
de départ pour le contréle des systémes dynamiques incertains [6] et [67].

Les difficultés liées aux opérateurs fractionnaires ont fortement limité les applications
pratiques. L'inconvénient majeur est le comportement héréditaire : L'éude de I'évolution d'un
systéme possédant des termes fractionnaires nécessite a priori le stockage en mémoire de tout
le passé du processus. De plus la nature du noyau de convolution qui décrit de tels opérateurs
impose un pas de temps tres petit et un domaine d'intégration tres étendu En outre, on ne peut
pas obtenir un systéme sous la forme d'éat standard, ce qui rend I'application des outils
classiques de I'étude et de l'analyse en contréle trés difficile ou impossible et limite,
notamment I'éude de la stabilité.

Introduite il y a une dizaine d’ années au LAAS/CNRS France par G. Montseny [65] et
développée, par la suite a une échelle internationale, par plusieurs laboratoires [4], [8], [32],
[41] et [74], la "Représentation Diffusive’ est une représentation symbolique qui permet
d'avoir une réalisation non héréditaire d'opérateurs pseudo-différentiels.

Cette nouvelle approche est basée sur le comportement entrées/sorties particuliers
d’une éguation de diffusion convenable de nature dissipative, dont la dimension infinie de la



variable d'état est en quelque sorte utilisee pour résumer I'histoire de I'entrée, de telle sorte
gue les convolutions a mémoire longue définie par les opérateurs fractionnaires soient
disponibles en sortie. Cette représentation permet d'avoir un systéme augmenté qui peut se
mettre sous la forme abstraite dX/dt=AX ou A est générateur infinitésimale d'un semi groupe,
ce qui rend I'application des outils d'étude et d'analyse en contréle possible ; notamment
I'étude de la stabilité par Lyapunov. La mise en cauvre numeérique est trés simple et souple.
Le travail présenté dans [32] montre qu'il est possible d'avoir une bonne approximation de
tels opérateurs si nous respectons quel ques criteres bien définis.

Par sa structure algébrico-topologique souple et bien adaptée a l'analyse,
I'approximation et la simulation, la classe des opérateurs pseudo-différentiels sous la
représentation diffusive permet d'aborder dans un cadre unifié une grande variété de
problémes non standards trés actuels.

Nous citons par exemple la stabilisation d'une poutre encastrée par adaptation
d impédance [11], le contréle d'un bras flexible articulé [13] et [73], le contrble des systémes
viscoélastiques [19], identification optimale de la dynamique des systemes [28],....€tc.

Un des problémes trés importants dans ce domaine est la réduction du comportement
vibratoire des structures flexibles tel que les plaques et les poutres, qui sont des systemes a
parametres répartis. La difficulté vient du fait qu'il faut supprimer toutes les oscillations qui
peuvent prendre naissance dans le systeme. Cette difficulté est liée généralement au grand
nombre de modes de vibrations significatives dont la fréquence et la forme sont tres sensibles
aux inévitables erreurs de modélisation. Alors, I'analyse modale ne peut pas fournir un modele
suffissmment précis sur une gamme modale riche en fréquences.

Le contréle par I'approche passive consiste a ne prendre en compte que les propriétés
locales de vibration. Les propriétés de propagation sont locales et ne dépendent que de
guelques paramétres physiques, contrairement aux modes et fréguences propres qui eux,
dépendent en outre de la géomeétrie du domaine de vibration.

L’ atténuation de vibration commence par le point de vue que, dans beaucoup de cas, il
peut étre profitable de regarder la réponse d'une structure flexible a une force typique,
localement appliquée, en terme de perturbations élastiques de déplacement. Généralement,
les forces les plus grandes commencent aux bords. Ce point de vue mene naturellement a
penser qu'il peut étre possible de modifier les chemins normaux des perturbations pour
manoauvrer ou diriger autrement I’ énergie dans la structure. Alors, il n'est pas nécessaire
d'observer les vibrations tout le long du bras pour réaliser le contréle. |l suffit de connaitre les
vibrations arrivants au bout pour avoir un contrble sur les ondes réfléchissantes
indépendamment de la vibration, globale. Donc, il sagit d'observer ces ondes par une
impédance terminale.

2- Etat del’art

L’'idée de stabiliser les systémes par absorption d onde est d'abord appliquée aux
systemes représentés par |'équation d'onde, corde, cable élastique [49] et récemment prolongé
al'équation des poutres et d'autres structures flexibles. Ce type de contréle est appliqué a une



poutre flexible encastrée / libre [79]. Les fonctiors de transfert des compensateurs sont des
fonctions irrationnelles. Leurs réalisatiors ont été effectuées expérimentalement par des
compensateurs anal ogiques.

Le méme probléme a été éudié en [62], et le compensateur absorbant dont la fonction
de transfert est irrationnelle est simulé numériquement. En [46] les auteurs ont étudié aussi
le probléme de vibration des poutres avec un autre principe, basé sur la minimisation des
effets des ondes réfléchissantes aux ondes incidentes dans le sens que la norme H, dela
matrice de réflexion soit minimale. Les compensateurs trouves ont des fonctions de transfert
irrationnelles qui sont approchées pour étre des polyndmes rationnels par |'expansion
fractionnaire continue.

Pour le contréle des systemes dynamiques incertains, ¢’ est a dire dont les paramétres
sont mal connus, nécessite la mise en cauvre de lois de commandes capables d’ assurer un bon
compromis entre performances et robustesse.

Un nouveau concept de robustesse trés récent est introduit dans [59] dit "pseudo-
invariant ". I a pour origine I’ approche " CRONE " introduite et développée par A. Oustaloup
[66]. La propriété fondamentale du controle pseudo-invariant est de conserver autant que
possible et sur tout le domaine d’incertitude, les caractéristiques dynamiques imposees par le
contrdle du systéme nominal par les approches classiques, ceci a un changement de temps (ou
de fréguence) prés. Le contréle pseudo-invariant présentera aussi une réponse a un échelon de
forme quas-invariante a une dilatation des temps prés, le coefficient de dilatation (le
changement de temps) étant directement en fonction du parametre incertain qui présente I'un
des inconnus du probleme, I'autre inconnu étant le contréleur dynamique indépendant du
paramétre incertain.

Le probleme du contréle pseudo-invariant est formulé par la représentation diffusive
[3] et [23]. Cette formulation présente un grand avantage notamment sur la garantie
d'existence des solutions causales possibles ains que la réalisation concrete par voie
numérique sous approximation en dimension finie.

3- Contribution
Notre contribution se concentre a traiter les points suivants :

1- Rédisation diffusive d opérateur pseudo-différentiel : choix des parametres, calcul
des coefficients et simulation numérique des opérateur s utilisés.

2- Le controle dun bras flexible dans un cas ou le bras es articulé a une extrémité &
libre a I'autre extrémité avec une trandation verticae de sa base et dans un autre cas ou la base
darticulation du bras et fixe.

La théorie appliquée est basée sur le contrOle frontiere par absorption d ondes auquel
sont associées des conditions aux limites particulieres (suivant le cas conddéré). Le principe
de contrble est de minimiser les effets des ondes incidentes sur les ondes réfléchissantes. La
synthése de td controle, dans le domaine fréquentid, fait intervenir des opérateurs



différentiels fractionnaires. La rédisation non héréditare de ces opérateurs et baste sur la
théorie de la représentation diffusive.

3- La théorie du contrdle diffusf pseudo-invariant. L'invariance peut ére ateinte sous
changement déchelle de frégquence ou sous transformation de groupe. Les compensateurs
conférant au systeme considéré la propriété dinvariance sont de type pseudo-différentiel.

Nous appliquons ce concept au controle d un moteur a courant continu dont la fonction
de transfat et incertaine. L'incertitude est portée sur le moment dinertie, la charge et la
congtante de temps de la boucle de courant. Le modele du moteur a c.c et chois de tdle sorte
a avor linvariance sous chagement de fréguence et linvariance sous groupe de
trandformation. La comparaison avec la commande classque montre I'efficacité du controle
pseudo-invariant notamment sarobustesse.

4- Résultats
L es résultats obtenus ont conduit aux communications et publications suivantes :

1- H. Tebbikh, G. Montseny, B. Boudjehem "Opérateurs pseudo-différentids e dabilisation
des dructures vibrantes ", 2éme Col.Nat.de de Mathématique %8-9 Mai 2000, tebessa,
Algérie

2

B. Boudjehem, G. Montseny, H. Tebbikh" Contrdle diffusf dun bras flexible', Firg
International Conference on Electrica Engineering, 4-6 Nov. 2000, Boumerdes, Algeria

3

B. Boudjehem, H. Tebbikh, G. Montseny, " Stabilisation dune poutre vibrantes par
goproche diffusve’, Conférence Maghrébine en Génie Electrique, 5-6 Nov. 2001,
Congantine, Algérie.

4

B. Boudiehem, H. Tebbikh" Commande diffusve robuste d'un moteur a courant
continue"”, Conférence sur Génie Electrique, 25-26 Dec.2001, Ecole Militaire
polytechnique, Alger, Algérie.

5

B. Boudiehem, G. Montseny, H. Tebbikh," Robust wave-absorbing control of an articled
flexible am®, 4th Jordanian Internationd Electricd and Electronics  Engineering
Conference sous parrainage |EEE, 16-18 April 2001, Amman, Jordan.

6- B. Boudjehem, H. Tebbikh, G. Montseny, " Fractiond feedback control for hinged flexible
beam attached to a rigid am via diffusive representation”, Proceedings of the 5" WSEAS
Int. Conf. on SMO, august 17-19, 2005, pp118-122, Corfu, Greece.

7- B. Boudjehem, H. Tebbikh, G. Montseny, " Fractiond feedback control for hinged flexible
beam atached to a rigid am via diffusve representation”, WSEAS Transaction on
Systems, issue 9, Vol. 4, September 2005.

8- R. Tebbikh, B. Boudjehem, L. Chaabi, H. Tebbikh," Diffusf pseudo differentid control of
flexible beam’, WSEAS Transaction on Systems, issue 4, VVol. 5, April 2006



5- Organisation de la thése
Lathese est organisée en quatre chapitres:

Le chapitre 1 présente les principales propriétés du calcul fractionnaire, les difficultés
qui lui sont liées et présente auss la théorie de la représentation diffusive d’ opérateurs
fractionnaires ainsi que |'approximation numerique correspondante.

Le chapitre 2 concerne I'éude et I'analyse théorique du contrdle du bras flexible
articulé avec tandation de base afin d'évaluer et construire des compensateurs diffusifs
absorbeurs d'ondes. En outre, il présente I'approximation et la simulation numérique du
systeme augmenté ainsi que |'interprétation des principaux résultats obtenus.

Le chapitre 3 est consacré a I'étude et I'analyse du contrdle du bras flexible articulé
sans déplacement de la base d'articulation. Les résultats de I'approximation numeérique du
systeme sont présentés.

Dans le chapitre 4, nous introduisons la théorie du concept de contréle diffusif pseudo-
invariant et son application au contrdle d’ un moteur a courant continul.



Chapitre 1

Repreésentation Diffusive

1.1INTRODUCTION

Ce chapitre présente quelques notions sur le calcul fractionnaire, son champ
d'application et les difficultés qui lui sont liées. Nous présentons aussi une nouvelle approche
pour la réalisation dopéateurs fractionnaires dite "représentation diffusive’. Cette
représentation est bien adaptée a I'étude et a I'analyse des systémes différentiels d'ordres
fractionnaires et notamment le probléme de la stabilité.

Les notions théoriques essentielles sont introduites de fagon détaillée ains que
I'approximation numérique qui présente un avantage majeur de la représentation diffusive.

1.2 CALCUL FRACTIONNAIRE

1.2.1 Opérateur fractionnaire

L'intégration et la dérivation fractionnaires d'ordrea 1 [O +¥] d'une fonction causale
f, formulées par Riemann-Liouville, sont données par [52] :

rh =g

) f(t)dt (1.01)

OL))f (t )t (102)
ou G est lafonction Gamma définie par I'expression:
da)= i‘ia'le'tdt (1.03)
0

L'opérateur modifié de dérivation d'ordre a est défini par :



D) = (\)(tG(-lt- )6;) df;tt ) (1.04)

2.t

L'intégration et la dérivation fractionnaires d'ordre a = }é sont respectivement —
Y

aafl
Y

Les transformées de Laplace de l'intégration et de la dérivation d'ordre a d'une
fonction f sont données par :

L{i=f(t)=p*F(p) (1.05)
o2 (1) = 6 (6) 2. ok €02 KT (1)
57 (5) §7 ¥ ()]

u n-1£a £n
4=0 (1.06)

oll L désigne la transformée de Laplace et L{f (t)} = F(p).

1.2.2 Systeme fractionnaire

Un systéme fractionnaire linéaire a coeffidents congtants, d'entrée f et de sortie y, peut
étre représenté par une équation différentielle d'ordre fractionnaire donnée par I’ expression :

<o g el
3 4 t)= 4 b.c—= flt 1.07
aAgy- y(t) abnee= (t) (1.07)

ou K et Msont deux nombres entiers, ay, [Rn sont des nombres réels et ax by sont des
congtantes arbitraires.

Par transformée de Laplace de (1.07), on obtient le systeme fractionnaire suivant :

’é"b pb

a b, m

H(p)=m0—— (1.08)
aa p*

k=0

Sil exige k, | et m tels que ax=ma 1 bn=kai, dors le systéme fractionnaire (1.08) est
dit d'ordre commensurable, s ce n'est pas le cas il est d'ordre non commensurable.

1.2.3. Champsd'application

L’ application des méthodes basées sur les systémes différentiels fractionnaires est trés
vaste et touche différents domaines scientifiques. Elles sont utilisées essentiellement comme



outils de modélisation en Physique, Automatique, Mécanique, Chimie, Rhéologie...etc. on
cite par exemple :

- La moddlisation de certains phénomenes physiques dans I'équation de la dynamique des
matériaux [1].

- La modélisation en chimie des polymeres ou la modélisation de la dynamique a l'interface
de structures fractales[35].

- Laréalisation des composants électroniques a impédances fractionnaires [31].

- La commande des machines éectriques par des correcteurs fractionnaires (PIF, PIDF,
...€tc), [6] et [12].

1.2.4. Problemesliées au calcul fractionnaire

Les difficultés rencontrées lors de I'étude des systemes contenant d’ opérateurs
fractionnaires proviennert essentiellement du fait que ces opérateurs sont héréditaires et a
noyaux singuliers ce qui rend I'approximation numérique tres difficile et demande un trés
grand espace de stockage mémoire. En effet, les opérateurs de convolution prennent en
compte toute I'évolution passée du systeme d'autant que la singularité du noyau en 0 nécessite
un pas dintégration trés petit alors que cette lente décroissance, pour t tendant vers ¥,
nécessite un intervalle d'intégration tres long.

En outre, le systéme n'est pas sous la forme abstraite %( = AX + Bu, ce qui rend

I'application des outils classiques d'analyse des systemes, telle que I’ éude de la stabilité a
travers une fonction de Lyapunov, tres difficile.

1.3 REPRESENTATION DIFFUSIVE

La théorie de la représentation diffusive permet de réaiser les opérateurs
fractionnaires de facon non héréditaire par des systémes linéaires dynamiques entrée-sortie de
nature diffusive. Elle est mieux adaptée a I'analyse et I'étude des systémes contenant ces
opérateurs

1.3.1 Principe

Considérons le systeme entrée-sortie de type éguation de la chaeur
monodimensionnelle (dénommée également équation de diffusion) avec une entée f(t)
ponctuelle en x=0 et une mesure (sortie) y(t) en ce méme point [57]:

1y (6,x)= 1% (t,x)+2f(t)d(x),xi A

Ly(t)=y (t.0) 49

Par transformation de fourier par rapport a la variable spatiale X, le systeme (1.9)
devient :



14 (tx)=-4px3 (tx)+21(t)

{.y(t):c‘j (t.x)dx,x1 A (110)
Lasolution de (1.10) est :

}.j (tx)= 526 P § (s)ds

i - (1.12)

-i;y(t)zej (t x )dx

Pour une condition initiale non nulley (O, x) =0, par explicitation dey au moyen dela
solution fondamental e de I'équation de la chaleur, on obtient classiquement :

yt)=—~ 11 (112
Soit encore, en utilisant la notation standard des intégrateurs fractionnaires :

y(t)=1"21(t)=1.21(t) (113)

D'autre part, par explicitation directe de j , la sortie y Sexprime également par le
produit de convolution :

yt) = Fe % ax & £ ) (1.14)
ex (%]

Cette représentation entrée-sortie non rationnelle repose sur l'introduction d'une
variabled'éaty ouj endimensioninfinie.

Des transferts plus généraux seraient réalisables de méme, en faisant intervenir dans
(1.10) une distribution T(x) sous la forme:

y(t) = X(‘)T () (t.x)dx (1.15)

1.3.2 Repr ésentation diffusive
Etant donnée H(p) la fonction de transfert (non rationnelle) associée a I'opérateur
causal de convolution H(d dt)’ la réalisation diffusive canonique de cet opérateur est

exprimée, lorsgu'elle existe, par laréaisation détat de f ® y= H(%t)f =h* f,[53] :

P13 (€x)=-xj (tx)+ f(t)

{y(0) =4 mk) (1x)x A



ol rr{x ) est appelée représentation diffusive de H (%t)

Lareprésentation diffusive nx ) d'un opérateur pseudo-différentiel & tempsinvariant
de symbole H(p) est définie, lorsgu'elle existe, comme solution de I'égquation intégrale :

H(p)= o ) (1.17)
o P+tX

L'éguation (1.17) est lafonction de transfert associée a la représentation diffusive.

En dautres termes, La représentationm{x) est obtenue directement par la
transformation de Laplace inverse de la réponse impulsionnelle h associée a |'opérateur

H(%t)’ m=L"h :
ht) = oix e dx (1.18)

La représentation diffusive est donc une utilisation "a contre sens' de la transformée
de Laplace dans laquellet joue le rle de la variable de Laplace :

mx ) 984® h(t) ¥%4® H (p)

Le systeme (1.16) peut se mettre sous la forme abstraite :

i dX

[ — = AX + Bf

ot (1.19)
fy=cx

ou A est un opératerr dissipatif a dimension infini, B est un opérateur de contréle et C est un
opérateur d'observation.

Les propriétés de dissipativité et de stabilité asymptotique d'opérateurs fractionnaires
sont préservées par la représentation diffusive [41], [42] et [63].

Par des transformations convenables, le systéme (1.16) peut S écrire sous |’une des
deux formes suivantes :

P14 (tx)=-x3 [tx)+f(t)

+y(t) =g mix) (tx)dx (1.20)

14 (tx)=-4pxF (tx)+f(t)

+y(t) =g mx) (t.x)dx (1.21)

Laréalisation dite"équilibrée" suivante est bien adaptée au calcul d'énergie notamment
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lors de I'étude de la stabilité par fonction de Lyapunov :

LA (tx) =-xj (tx)+ f(t)ymX)
= oM (t.x)oix

(1.22)

Dans le cas dun opéateur dintégration fractionnaire d'ordre a de symbole
p?, 0<Aela)<1, lareprésentation diffusive est exprimée par

m, (x)= gn(pa)xia (1.23)

p

1.3.3 Représentation diffusive éendue par dérivation

La classe des opérateurs diffusifs peut étre élargie en considérant les opérateurs
pH (p) tel que H(p) soit un opérateur diffusif. Soit z(t) la sortie d'un dérivateur fractionnaire

dordre b et f(t) son entrée, alors, nous pouvons écrire :

2)=9: ()= <0 10)= S v0) b=1a (129

S

Donc, la représentation diffusive étendue par dérivation du systéme fractionnaire
dordrea dentréef(t) et de sortie y(t) sécrit :

11 (t,x)=-xj (tx)+f(t)
'Y(t) dT(x xj (t,x)+ f(t))dx (1.25)

1.3.4 Calcul direct du symbole diffusif

Il est possible de construire le modéle diffusif correspondant directement a partir des
tables des transformées de Laplace. A titre d'exemple, considérons h,n et mles symboles
diffusifs respectifs des fonctions G(P), H(p) et V(p), alors :

-Le symbole diffusif de la somme de deux fonctions G(p) =H (p)+V(p) esth =m+n
- Le symbole diffusif de lafonction G(p) = pH (p) esth =-xm

- Le symbole associé au produit de deux fonctions G(P) = H(p).V(p) et h = n#n oule
symbole " # " désigne le produit défini par [57] :

ae 10 a2, 10
men = m* pv—z- pv— (1.26)
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et pv! désigne la distribution tempérée au sens de la "valeur principale”.

Nous pouvons établir la correspondance entre les trois représentations :

Diffusive Temporelle Laplace
H (x) h(t) H(p)
H#HN h*v H(P)V(p)

De fagon générale, sous les hypotheses citées en [53], le symbole diffusif d'opérateur
H (%t) existe et il est donné par :

n(x):$[H (-x - jO)- H(- x + jo)|x >0 (1.27)

1.3.5 Exemples de symboles diffusifs [55]

Restrictions Laplace Rép. Diffusive Rép. Impulsionnelle
Lol L, H=Lh u=L h h

1 d
L(XIT)I LJLoc pH (p) - 7“ Eh
0<Afa)<1 -a i )=y -a Sn(pa) 1 ..

@) p i) =2 S0 =
O<A aj)<l] nT N -(a+n) |sjn(ap1 1 1 a+ml

( ) p ) pf s —G(a +n)
0<Afa)<1 pH(p) Ha # 1L 1°h
a>0 H(p+a) mx - a) e h(t)
- pt d 1
0<Ra)<1 a )t sin(pa)x /p

a>0 fv3 (p +a) x® +2acosap)k?® +a’ Catan

f(x)dx

L pv (principal value) est lavaleur principale de - qui est définie par : @véel% (x)ox =lim ¢ —*
X A Xg [ I X

e®0"
A-|-e te

12



1.3.6 Avantages de la représentation diffusive

L’avantage principal de la représentation diffusive est de transformer des problemes
non locaux en temps de nature héréditaire en des problémes locaux de nature non héréditaire,
gui permettent notamment une approximation numeérique standard et efficace. Lorsgue la
représentation diffusive [ est positive, la réalisation proposée possede la propriété importante
de dissipativité de |'opérateur integro-différentiel, ce qui entraine des conséquences
importantes, notamment dans I’ é&ude de |a stabilité des systemes.

1.4 APPROXIMATION NUMERIQUE

1.4.1 Principe
Considérons un réseau fini dans le domaine [0, K] (c-&d x 1 [O,K] ) [57], et notons :
No :{xo,xl, ......... XQ}, o 0=X,<X; <eee, <X

Alors la discrétisation spatiale du systeme différentiel (1.16) nous conduit alaforme :

olf k:'xjk"'f(t)

i
i) =i (1) k=1..Q (1.28)
1 «(0)=0
Considérons I'interpolation linéaire sur (x, j (t)), ; ,, définiepar :
—_ Q.
(=47 (o) (1.29)

oules L, sont lesfonctions dinterpolation linéaire d'ééments finis de support [-K, K], [76].

La sortie approchée du systeme (1.16) devient :
+¥
ylt)= omb " (x tix = o% mi () () (1.30)
-¥ x k=
et peut s écrire souslaforme:

y(t) =

T oo

i (o, (131)

ou les termes b, correspondent aux intégrales sur les segments [xk_l,xk+1] des fonctions
d'ééments finis.
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On note :

b= oL,dx = ob,dx (1.32)
-¥ 0

b, = oL dx (1.33)
+¥

by = oLodx (1.34)

OU  Xpin =X, & Xy =Xo =K

Lareprésentation d'état correpondante est donnée par :

|

—_
N—

T
X
N—

+

@

~—+
N

(1.35)

La fonction de transfert approchée du systéme (1.16) prend laforme :

H(p)=

m

1p+X,

(1.36)

T oo

1.4.2 Discr étisation temporelle

Cette opération consiste & estimer la valeur de j (x,,t,)=j I, k =1,.., Q, & chague
instant t.

Posons t, = nDt (Dt est le pas du temps) et supposons que f est constante par morceau
sur I'intervalle[tn , tn+1] .

La solution du systeme (1.16) (sous formes continue et discréete) étant :

i ()= 029 £ (S)rrix )ds (1.37)

0
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i o= ot (s)mlx)as (1.39)

alingant t,,, =t +Dt, elledevient :

jl?+1: kat n+d,r(xk Xka dS (139)

En intégrant, on obtient une équation récursive donnée par :

Xth n+n.](e1 e .I:n
€ U
é X 0

n +l

=€

H

|
i o Q

(1.40)
i N

I |
P

T

j =0

1.4.3 Approximation numérique éendue par dérivation

L'approximation numérique de la représertation diffusive étendue par dérivation peut
serésumer par le systeme suivant (en suivant les mémes étapes précédentes) :

()—Z(nl]):égy Ehk"'kéQbkfn
=1 =

n+ X el eXk U n
iy =€ *D‘yk+mKe—uf (1.42)
e X a
Y =0

i
)
T
T
|
)
T
1
|
ol b, =8 mx )L dx eth, =-xb,.

1.4.4 Choix les parametres de |'approximation numérique

Pour garantir la convergence de la méthode, I'approximation de I’ intégrateur nécessite
un choix correct des parametres influents directement sur les résultats telS que : X, -« X -
Q, ainsi que d'autres parameétres a définir par la suite.

1.4.4.1 Choix des polesxk

Nous pouvons remarquer que les xx peuvent étre interprétés comme poles pour le
systéme (1.16). Il convient, donc, de les distribuer a I'intérieur d'une bande de fréguence utile
- Xy, -xQJ pouvant étre déterminée d'aprés le contenu harmonique de f. Cette bande de
fréquence congtitue le domaine des pulsations sur lequel I'approximation de |'opérateur
fractionnaire sera correcte.

Il nNexiste pas une méthodologie systématique déja développée pour choisir les
polesx, , maisil y aplusieurs séquences usuelles qui peuvent étre utilisées, nous citons :
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- Séguence arithmétique : X,,, =X, +r our est laraison de la séquence.
- séquence polynomiale : x,,, = K/x oUK; est une constante.
- Séguence géometrique : X, ,, = I, our est laraison de la sequence.

La séquence géométrique est largement utilisée dans la littérature, car elle produit une
sequence linéaire en domaine fréguentiel, ce qui permet d'utiliser le diagramme de Bode. En
pratique, elle réalise un compromis entre la largeur de bande utile et la complexité de
I'approximation résultante. Dans ce cas, larelation entre les deux pdles extrémes s écrit :

Xq =197, (1.42)

Nous pouvons en déduirer :

r= - (1.43)

L'équation de diffusiony,j =-xj + f, est une éguation différentielle de premier ordre
delaformef,j =-wj ,doularelationentre wet x :

IX.. =20of .
2pf :X p ':,\ min a:) min

T X max ::2pfnwu (]“410

1.4.4.2 Choix des fonctions d'interpolations L ,
Nous utilisons les éléments finis d'ordre 1 qui sont des fonctions continues nulles a

I'extérieur du segment [, ,,X,.,| . affine sur chacun des segments|x, ;. ], [X,,X..,] et prenant
lavaeur "1"en x, (Fig.1.1), d'ou:

i0 SX <X, ,0UXEX,,,
i o
il S X =X,
I Xx-X .
L. (x) = j—=L sx,ExXEX, (1.45)

'|'Xk‘xk-1
I Xy - X
1 — §x, £EX £X,,
T Xirr = Xy

L)
1

Xy-1 Xy X X

Figure 1.1: Choix delafonction d’interpolation sur les segmentsinternes.
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Il est clar que la qualité dapproximation dépend auss de la quaité de
reconstitution de I'état |~ au sens des fonctions dinterpolationsL, .

Sachant que j (x, p) est latransformée de Laplace de j (x,t), o :

j (de%% (1.46)
Alors:

i (x,t)@mx)ft )t quand x ® 0 (1.47)

ji(x ,t)@@f(t) quand X ® ¥ (1.48)

Les fonctions d'interpolation sur les frontiéres sont donc :

L,(x)@nx) quad x ® 0 (1.49)
LQ(X)@@ quand x ® ¥ (1.50)

Dansle casou a =1/2, nous obtenons, a partir du systeme (1.20), n(x) =2 et les
fonctions d'interpolation sur les segments extrémes sont représentées dans la figure 1.2.

x, X3 X X X X

Q1 Q Xqu

Figure 1.2: Choix delafonction d’inter polation sur les segments extr émes.

Dans le cas particulier d'une intégration d'ordre 1/2 les coefficients b; deviennent :

b = 2atXe (1.51)
2
1 I
b = E(XQ _ XQ_1)+XQ|n?;Q%?§ (1.52)
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b, =2 K 'ZX“ 1<k<Q (153)

1.4.5 Erreur et convergence[48] et [57]

Un choix convenable des fonctions dinterpolations, pour f1 L?et Q® ¥, conduit

a:
”‘ 'j: e © 0 (1.54)
|y-sil® o
ou |~ et y sont les valeurs approchées.
L’erreur est de laforme :
=t (t,)- () £ el X o1 DX) (1.55)

oue® O pourX,,,assez petit et X, assez grand .

Donc, en choisissant Dt,r et X, suffisamment petits et x,, assez grand, l'erreur
devient pratiquement 0.

1.5SIMULATION NUMERIQUE

La simulation numérique a été effectuée par le logiciel Matlab. Le but de cette
simulation est de déterminer les parametres de I'approximation numérique qui conduisent a
des opérateurs fractionnaires proches aux opérateurs réels en se basant sur la comparaison
avec des systémes fractionnaires dont |es caractéristiques sont bien connues.

Pour cela, nous avons chois l'intégrateur et le dérivateur d'ordre fractionnaire dont les
fonctions de transferts sont p™® e p* respectivement. |ls se caractérisent par une amplitude

et phase constantes (-al0dB et - a45°) et (+al0 dB et+ a45°) respectivement.

Les résultats de la simulation ci-aprés illustrent I'efficacité de I'approximation utilisée.
Lesvaleursde X, €t X, sont choisies apartir de larelation (1.44). Lavaleur de N est

choisie de telle fagcon a obtenir une bande utile qui couvre toutes les fréquences.

Les paramétres de I'approximation choisis pour les prochains chapitres sont N=30,
x;=10" et x =10

Les figures 1.3 et 1.4 présentent les diagrammes de Bode respectivement d'un
intégrateur et dérivateur fractionnaires d'ordre 1/2. On remarque que le gain et la phase sont
trés proches du gain et de la phase idéaux (-10dB et -45°) respectivement (+10dB et +45°),
dans |e domaine de pulsation [10°2, 10"?] qui représente une bande utile d'approximation.
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Bode Diagram
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Figure 1.3 : Diagrammede Bode d'un intégrateur fractionnaired'ordre 1/2
approché par représentation diffusive

Bode Diagram

100

50

Magnitude (dB)
o

-50

-100

Phase (deg)
N
[6)]

5 0 5
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Frequency (rad/sec)

Figure 1.4 : Diagramme de Bode d'un dérivateur fractionnaired'ordre 1/2
approché par représentation diffusive

La figure 1.5 présente une mauvaise approximation d'un intégrateur fractionnaire. La
présence des ondulations autour de la valeur exacte justifie qu'un mauvais choix des
paramétres de |'approximation numérique entraine une approximation inexacte de |'opérateur
fractionnaire.
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Figure 1.5: Mauvaise approximation d'un dérivateur fractionnaire d'ordre 1/2

1.6 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté la théorie et |’ approximation numérique
de la représentation diffusive.

La rédisation non héréditaire d opérateurs dordres fractionnaires par cette
représentation a permis davoir un systeme qui peut se mettre sous la forme abstraite
dX/dt=AX+Bu, ce qui rend |’ application des outils classiques d’ étude et d’ analyse possibles
et smples.

La qualité de I'approximation d opérateurs fractionnaires dépend du choix des
parametres de I’ approximation numérique

La simulation numériqgue a montré clairement |’efficacité et la souplesse de la
représentation diffusive.
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Chapitre 2

Controle Diffusif d'un Bras Flexible Articulé avec
Trandation de Base

2.1INTRODUCTION

Ce chapitre présente la dtabilisation dun bras flexible aticulé a une extrémité et
libre al'autre extrémité avec une trandation verticale de sa base.

La théorie gppliquée est basée sur le contrble frontiere par absorption d ondes
auquel sont associées des conditions aux limites particulieres. Le principe de contrdle
condste a minimiser la vdeur maximae de I'énergie entrante dans la dructure, en d'autres
termes, minimiser les effets des ondes incidentes sur les ondes réfl échissantes.

La synthese de tds compensateurs, dans le domaine fréquentiel, fait intervenir des
opérateurs différentids fractionnaires. La rédisaion non héréditaire de ces opérateurs est
basée sur la théorie de la représentation diffusive décrite dans le chapitre 1. L'éude de la
sabilité est basée sur lafonctionnelle de Lyapunov et lathéorie des semi-groupes.

Le comportement vibratoire du bras et approché sur la base de I'gpproximation

modde. Une tdle méhode est trés efficace pour approcher la réponse des sructures
dynamiques et permet d'obtenir un systéme de dimension finie.

22DYNAMIQUE DU BRAS

2.2.1 Description du brasflexible avec trandation de base

Consdérons un bras flexible articulé a une extrémité et libre a 'autre extrémité. Ce
bras est attaché a un brasrigide (Fig.2.1).

Pour garantir un modele dynamique linéaire, nous supposons dans cette éude que
l'angle q et suffisamment petit. Par conséquent, le probléme de stabilisation peut ére vu
comme la gabilisation dun bras flexible articulé-libre par une force et un couple appliqués
au point darticulation.
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Le couple est généré par un moteur qui peut le placé au point k=0" et la force est
produite par une petite rotation du bras rigide ce qui entraine le déplacement vertica du
bras (Fig. 2.2).

e

Brasflexible

Brasrigid

Fig. 2.1 : Brasflexible attaché au brasrigide

@\3 /
|

Fig. 2.2 : Brasflexible articulélibre avec trandation de base

2.2.2 Modéle mathématique

La dynamique du bras et moddisée par I'équation aux dérivées patidles de la
poutre vibrante dEuler-Bernoulli. Avec la force de gravités(x)=r Ag(L - x), cette équation
sécrit souslaforme[46] et [79] :

ﬂ“y Taly °y
El — xt — s— EIV Xt)+rA—-xt)=0 2.01
Ix* X 8 x 2( ( ) it ( ) ( )

X

La fonction y(x,t) représente le déplacement du point du bras d'abscisse x a

lingant t, en d'autres termes, ¢'est la déflexion en x alingant t. E est le module de young,
| est le moment transversd dinetie, r est la densité de masse, A est la section droite du

bras et L est lalongueur du bras. Le troisiéme terme est I'amortissent de Chen-Russ.

Dans cette éude la force de gravitation et l'amortissement sont gnorés. L'équation
(2.01) peut étre rééerite sous laforme adimensionnelle :

Ty 1° _ 0 o
W(x,t)+W(x,t)—O xi [o] (2.02)

avec les conditions aux limites:
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(2.03)

M et F sont respectivement le couple e la force appliqués au point darticulation
qui servent a stabiliser le brasflexible.

Les conditionsinitides sont :

1Y(x0) = yo(x)

)=

(2.04)

L 'espace d'énergie (de Hilbert) associé a (2.02), (2.03) et (2.04) est défini par :

=H (0,1) " L2(0,2) avec
02)={f1 12(0,1); f¢fd 1°(01),(0)=f ¢0)=0}

(

avec le produit scdaire associé :
(le. )/(g.h))., = dedg e+ fg)dx (2.05)
L 'énergie mécanique du bras et définie par :
E,(0)=21( 1), (206

Dans le cas autonome ou M (t)= 0 et F(t)=0 le systeme est conservatif, cest a dire
I'énergie du systéme reste congtante tout |e temps.

23 CONTROLE FRACTIONNAIRE ABSORBANT D'ONDES
2.3.1 Principe

La réponse des dructures flexibles peut ére vue comme la superpostion de
propagations des ondes dans la structure.
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Le principe du contrile et basé sur I'dbsorption des ondes réfléchissantes auix
frontiéres. Le contr6le absorbant d'ondes smule le prolongement du bras réd vers - ¥ par
I'addition d'un bras virtud de longueur infini. Il et dar que ce prolongement empéche
toute réflexion. La démarche se base sur la moddisation de la Structure par un modde, dit
local (aux niveaux des frontiéres), qui donne la direction de propagetion des ondes et leurs
interférences.

Il peut ére présenté par le systeme (2.07), reliant les ondes incidentes et les ondes
réfl échissantes :

b=S,a (2.07)

ol Sy et la marice de réflexion en boucle famée, b est le vecteur des ondes
réfléchissantes et a est |e vecteur des ondes incidentes.
y

Bras virtuel }W

D——rsy 4/ X

Figure. 2.3: Systemebrasréd et brasvirtue.

Considérons un point de contrle ou une discontinuité physique. Les modes de
propagation sont séparés entre ceux qui arrivent a la jonction e ceux qui en partent. La
figure (2.4) montre bien cette décomposition.

Onde entrante gatiche Onde entrante droite
N | N
| @)
NI ' N
Onde sortante gauche X jonction Onde sortante droite

Figure 2.4 : Décomposition des ondes.

Pour empécher toute réflexion, la jonction doit ére absorbante au maximum.
L'énergie locde du systeme sera, dors, trandférée par propagation vers- ¥ , cest a dire
que I'énergie du bras rédle tend vers 0, ce qui garantie la stabilisation.

2.3.2 Décomposition du bras suivant sesmodes d'onde

Introduisons, en premier lieu, le vecteur d'éat suivant :
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Y= (y, 1,y 02y, 03y (2.08)

ou T, yest ladéflection, 12y est le moment fléchissant, 13y est laforce tranchante.

Pour dléger la présentation, nous utiliserons les mémes notations dans le domane
fréquentid.

Pour pouvoir entamer le probleme de synthése du contrle absorbant, il est
nécessaire de décrire la dynamique du bras en terme d’ ondes progressives.

Par transformetion de Fourier, |'égquation (2.02) devient :
w22y (xt)+ Tiy(xt) =0 (2.09)
ou w est lapulsation.

Lareprésentation d'éat de I'équation (2.09) est :

€0 1 0 Ou
é a
=0 0 1 O
av _e Gy (2.10)
dx €0 0 0 1lu
G2 0 0 0§
Le systeme (2.10) peut étre diagonaisé par latransformation suivante :
é 1 1 1 1u
é . - a
Yzé I«/W «/W IM MQW:D(\N)\N (2.12)
e-w w -w wdu
é.

siw% -wE - iw W%H

@D

Cette diagondisation peut ére interprétée en terme dondes progressves ou
chague terme du nouveau vecteur déat transversd W est I'amplitude dun mode d'onde.
Ces modes dondes sont congtitués de combinaisons dépendant de la fréguence des
varidbles déats transversaux, cest a dire des colonnes de la matrice D(w), qui se
propagent indépendamment 1'un des autres le long du bras [ 79].

Les amplitudes de ces modes d'ondes varient en fonction de :

éifw 0 0 ou

e u
w_e O -~ ,O 0 gy (2.12)
&x €0 0 infw 04

80 0 0 Jwj

Les termes de la matrice, opérateur de I'équation (2.12), sont les coefficients de
propageations dont laforme est :

gw) =1 (W) +ik (w) (2.13)
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ol la partie rédle | (w)est le coefficient daténuation et la partie imaginaire k (w)est le
nombre d'onde.

Ces coefficients de propagation vont par paire, (g 79 ) et correspondent a des
modes d'ondes similaires se propageant dans des directions opposées.

Le principe de conservation de I'énergie réduit ces coefficients de propagation au
1% et 3°™° quadrant du plan complexeg .

Les temes de W sont rangés sdon l'ordre décrit par  |'expresson
W=(a,,a,,bb,)", ol a et a, sont les amplitudes des modes dondes entrants &
I'extrémité articulée du bras et b; et by sont ceux des modes d'ondes sortants de I'extrémité
aticulée du bras. Les amplitudes a, et b, sont des ondes dationnaires, leur amplitude

vaie exponentidlement avec X, seulement dles contribuent peu a la dynamique du bras
[79].

(\
b

Figure 2.5 : Ondesentranteset sortantesal’ extrémitéarticulée.

2.3.3 Synthése du contrdle

En tenant compte de la description de la dynamique du bras en coordonnées de
modes d'ondes, les conditions aux limites sécrivent en fonction du vecteur déat Y et des
forces du controle (F et M) :

@0-10%

A

& 00 -1

éMu

ow)=a_y
S

(2.14)

Les conditions aux limites au point darticulation Sécrivent auss en coordonnées
des modes d'ondes par :

é iw  -iw iw  -iw eMu
& . : . . Ow)=a_q 215
8_ WY iwv? iwd? - lelzéN( ) gFH ( )

En exprimant les ondes réfléchissantes en fonction des ondes incidentes, nous
obtenons, gpres réarrangement, le nouveau systeme :
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(9°)
+
=
1
I\)
C
D
[EEN
1
|

. , N
éb,u & T_qUéau ; aéM u
eg_é bl 1ue u+g""('1) w?2(i- )gé a (2.16)
é U‘<§2 1ue 0" @ | -1 pé «a '
.f €4 I!*lUgag & ueF ¢

g1 o D wE(-a)g

Qui et delaforme:

b=S,a+BF, (2.17)

ou S et la matrice de réflexion en boucle ouverte e Fox et le vecteur des forces
agissantes sur le bras.

Le systéme (2.16) ext la condition aux limites du systéme (2.14), exprimé en forme
causde, a partir dugquel, nous pouvons remarquer que les modes dondes b sont produits
par laréflexion des ondes incidentes a.

De ce fait, le syséme (2.16) représente la base de congtruction des contrdleurs
absorbants des ondes que nous adlons utiliser al'extrémité articulée (x = 0) du bras.

Dans cette éude, nous nous limitons aux « absorbeurs » d'ondes linéaires du type :

eV u ey u
2 o=Cw)xs® 2.18
SFH ( ) gﬂxYH(X:o) ( )

ou y e la d&flexion, .y ed la pente (vitesse de déflexion) et C est la matrice du
compensateur.

Pour évauer e congruire les compensateurs absorbants d'ondes de la forme
(2.18), il est nécessaire de consdérer le systeme {(2.16), (2.18)} en boucle fermée qui
prend laforme souhaitée (2.07).

En coordonnées de modes d'onde, I'équation (2.18) sécrit souslaforme:

Mu_ elOOOu

& U~ g)looLJ

D(w) W (219
d'ou

Mu el 1 1 1u

= (2.20)
e u e oy o idw /—u
Qui peut sécrire auss sous laforme :
éMu ié 1 1 u e u.u
a_1=C%a 7a+ta 2.21
et Vol =

27



En reportant (2.21) dans (2.16), nous obtenonslardation b =S aavec:

él 1uUI 1 W

!
=11 Bog W °L+Bce.r N

Le compensateur qui conduit a Sc. = 0, gppelé dans la littérature micro-onde
contréleur a Impédance Adaptée, permet de supprimer les ondes réfléchissantes.

Sy, (2.22)

Donc, pour & =0, nousavons :

_ 1 e 1 1 U
C=-B SOLe - J—U (2.23)
D'ou:
é - - i u
C=s IW/ (lTI)JV_VU (2.2)
i - w2 iw g
Le contrdle correspondant dans le domaine fréquentielle est :
Mu € -iw 1+| /
dv'ﬂ é Jw u{%/ u (2.25)
Fu gi-? oo
Avec:
. 1T+iWw
S = Arikw 226
NG (2.26)
D'aprés le chapitre 1, il sécrit dans le domaine temporel sous laforme :
IM(t)=1,y(0t)- <21 % 0t
i (t)=1.v(0) 1.9, ¥(01) 220

F(t) = v217°1,y(0.0) + 1.1, ¥(01)

On rappelle que 12 et 132 sont les opérateurs fractionnaires cités dans le chapitrel.

2.3.4 Systeme global

A partir des expressions (2.02), (2.03) et (2.27), le systéme global s écrit :
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}.ﬂfy+ﬂ;‘y =0

i 12y(Lt) =0, Ty(Lt) =0

112y(0.t) = 1,y(0.)- V21 %9,1, y(0.t)
19129(0,0) =/2172y(0,) + 1.7, y(0.1)

(2.29)

Le schéma bloc de ce systéme est donné par lafigure (2.6).

y(0.1)
M 'y Ty ()=
_ 1L7(X,t)+w(x,t)—0 ﬂtﬂxy(o’t)
x1 [o1] T.y(0t)
i @ Opérateur ;
i Opérateur 1 :

___________________________________________________

Fig. 2.6 : Contréle par retour fractionnaire d'un bras flexible articul
avec trandation debase

D'gpres la figure 2.6, nous congtatons que la synthése des contréleurs absorbants
dondes fat intervenir dopérateurs dintégration e de déivation fractionnaires. Leur
rédlisation classique nécessite la présence du produit de convolution.

24 CONTROLE DIFFUSIF

2.4.1 Réalisation diffusive du contréleur

Nous avons mentionné dans le chapitre 1, gquune rédisation non héréditare
dopérateurs fractionnaires seffectue par le modde diffusf. Par conséquent, la rédisation
diffusve du contrbleur (2.27) nécessite l'introduction de deux représentations diffusves:
une pour lintégration fractionnare e l'autre pour la dérivation fractionnaire.
Mathématiquemert, ceci peut ére formulé comme st :

Rédisation diffusve deI'intégration :
pTd (tx)=-xj (£x)+ 1.7,01)

2.29
1149.0,y(0) = § mix)j (tx)dx (2.29)
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Rédisation diffusive de ladérivation:

1y (tx)=-xy 1)+ 9.5(0.1)
"n9/2 RE dh (t.x)+h, ()7, y(0,t))ax (2.30)

ou Y, h e h; sont les représentations diffusves des opérateurs dintégration et de
dérivation fractionnaires (respectivement).
2.4.2 Systéme augmenté

En introduisant le systeme (2.29) & (2.30) dans (2.28), nous obtenons le nouveau
systeme augmente :

Hy(ct)+ 1ylxt) =0
192y(0.t) =-v2¢) mix ) (tx ) + 1, y(0,1)
y(0.t) =v20 (- hy (tx)+h, (), y(.)x + 1,1,y(0.t) (231)
i (tx)+xi (tx)=1.9,(0.1)
Ly (x)+xy (tx) =1.y(0.t)
[
Le syséme (231) peut s mettre sous la forme abstrate(?j—szx

ouX =(y,1,yi y ).

2.4.3 Etudedela stahilité

Congdéronslafonctionndle énergieglobde du systéme (2.31) définie per :
E.(t)=E () +v2E (t)+2E, (t) (2.32)

ou E,est I'énergie mecanique du bras, E et E, sont les énergies associées aux variables
diffusves

Alors:
%5 .y)° dx+_ ( 2y dx (2.33)
- ()——Ih e ——_dJ )7 ox (234)
E (t)=5|i/ Lz=%9(y )?dx (2.35)
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a) Proposition 1
. L dE, (t) .
Le systéme (2.31) est dissipatif dansle sens que T £0 ou
E()£E (0)- v2(ER) +E ()- (V2- 1)E+¥( 2 x 2 et (2.36)
0-

Démonstration :

On note que :

dE, (t) dEb(t)hE.dEj (t)\/szy (t)
dt dt

dt dt
Avec :
dE; (t) _+. . N L
T: Ol (t,X)ﬂtj (t,x)dx = aXj (t,x)+J (t,x)‘ﬂt‘ﬂxy(o,t))dx
¥ -¥
dE, (t) _ + o
el (tx)My (tx)dx = _S(xy (tx) +y (tx)1, y(O,t))dx
dE
— [ﬂ YAy - TSyl = ME)TT,y(01)- FE)T.v(0.)

= - 20, y(O,)1.9, Y(0.1)- V29,1, YO, %29, 9,y(0.)- V21, y(0,0)929, y(0.1)

T T
Les formes quedratiques oel™’edt et ()"’ fdtsont posiives [54] et sont
0 0
données par :

T T +¥

1/2 O
edt = —+x1 ? sdxdt
0! ;

T T +¥ y
O fdt = OcET, =+ 1y —dxdt
0-¥ 2

0
D'ou, ladérivée de I'énergie globde devient :

dE, (t)
ot

= (21l ¥+ *Jo @3)

Nous pouvons en déduire larelation (2.36)" .
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b) Proposition 2
Posons X = (yfl,yj y ) & He =H,” L°(R). Alors le systéme (2.31) peut s

metire sous la forme abstraite Z—T:LX; ot XT H, & L et un générateur

infinitéama d'un semi-groupe dont I'é&ude S avére moins complexe.
Démonstration

Ladémongration est basée sur e théoréme de Lumer-Phillipps.
L est I’ opérateur linéaire non borné suivant :

ou <d, f >=(0)
Ledomaine de l'opérateur L est :
T0fj y )T HedT HH0D)FT HOD-xj +7j T LB(R-xy +Ty 1 L2(R)i
D(L) = 2y(04) = - V267 mix ) (1x)ox +9,v(0.0) !
H2Y(0.) =426 (- hixy (t) +h ()9, y(0.)x +1,9,y(01)
oo H*={1 ’(R),:3,13,...14 }

L'opérateur L est disspatif (propodtion 1) et I'gpplication (I I-L) et surjective
pour | >0 (voir [48])" .

¢) Proposition 3
Le systeme (2.31) est asymptotiquement stable.
Démonstration

Lafonctionndle dénergie globae et une fonction de Lyapunov.

Donc, dapres la propostion 1 et le principe dinvariance de Lasdle, la solution du
systéme (2.31) converge vers z&o” .

32



2.5 APPROXIMATION NUMERIQUE

25.1 Principe
L'approximation de la réponse du bras repose sur la décomposition dune grandeur
caactéridique du systeme et permet de subgtituer une équation aux dérivées partieles
"EDP" par une autre aux dérivées ordinaires"EDO" de dimenson infinie.
S y(x,t) et lasolution de I’EDP, on peut I'écrire sous laforme :
y(xt)=F " (x)>q(t) (2.39)

ol FT(x) et le vecteur colome de dimension infinie regroupe les "fonctions de forme"
F. qui condtituent une base orthonormée véifiant :

F i (x)F j (x) ¥l = d; (2.39)

w

ou d; estI'opérateur de Kronecker.

En automatique, on appelle modes dun systéme, les vaeurs propres de sa
dynamique. La particularité de ces modes et qu'ils n'ont pas, tous, la méme importance
pour décrire le comportement vibratoire du systeme. Au méme titre que les modes, les
composantes de I'EDO n'ont pas, toutes, les mémes poids dans la condruction de la

solution. [l suffit, donc, de ne consarver que quelques vaeurs propres les plus
sgnificatives
Lasolution devient dors:
Y(xt)=2 a0+, () (240)
6, (t)= ay(xt)F ; (x)ax (241)

ou N et le nombre de modes conservés et W est le domaine de définition de x.

2.5.2 Représentation modale du Bras

Le but de cette décomposition est de chercher les modes propres de vibration du
bras avec les conditions auix limites,

Pour cela, considérons |’ équation du bras :

Ty
x*

(x,t)+%(x,t)=o xi [o1] (2.42)

Avec les conditions aux limites:
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1-[2 3
ﬂzy() M()=0- X (01)+F()=0 e
Y y=0T¥e=o

En muitipliant les deux membres de I'équation (242) parF ; e en intégrant, nous
obtenons:

(T2YF ) =1 TEVF o (2.44)

En utilisant (2.01), la premiere expression de (2.08) S écrit :
(1ryF )= Easa o F 2= 1, (2.45)

De méme, la deuxiéme expresson Sécrit :

(- niyrF )LZM =€ 4q1°F F, 3() (2.46)
Par intégration par partie, nous obtenons:

LyFy), =brm)  +Fdomb)- FO)FE) (247)
Introduisons la notation suivante :

(-FeF )= ,p Fee-1 F, (2.48)
Alors, I' égquation (2.11) réécrite avec la notation (2.12), devient :

- 1iyF,)=a,0), +F M) - F, O)F() (249)
De (2.45), (2.48) et (2.49), I'équetion (2.44) devient :

12q,t)=1,q,(t)+F doM(t)- F, O)F(t) j=1,...., ¥ (2.50)

ol lesF ; sont lesfonctions propres et lesl ; sont les valeurs propres.
2.5.3 Calcul desfonctions propresdu bras
Formellement, ces fonctions propres correspondent & celles de I’ opérateur -1, En

posant | =-b*, I'équation (2.48) devient :
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-F®:-b*F (2.51)
Nous cherchons une solution sous laforme:
F(x)=¢e™ (2.52)

En substituant cette derniere dans I'égquation (2.52), nous obtenons comme valeurs
propres:

ri=b,r2=-b,rz=ib et ry=-ib
Lasolution de |’ équation (2.51) sécrit, dors:
F (x)=a.e™+a,d* +a,e” +a & (2.53)
Cette solution peut se mettre sous laforme:
F (%)= As,(bx) + Ag,(bx) + As,(bx) + Ac,(bX) (254)
ous;,Ci,S etc,sontlesfonctions de Duncan définies par :

s(bx) = sin(bx) + sh(bx)

¢,(bx) = cos(bx) + ch(bx)
s,(bx) = - sin(bx) + sh(bx) (2.55)
c,(bx) =- cos(bx) + ch(bx)

Cesfonctions sont caractérisées par la propriété suivante :
1 1 1
c,(bx) = Esg(bx) = o7 €bx) = Fsﬂbx) (2.56)

Les congtantes Az, Az, As et A4 sont déterminées a partir des conditions aux limites.

Les conditions aux limites dans le cas autonome sécrivent en fonction des
fonctions propres par :

1F ¢0)=0,F «0)=0

IFd)=0F #1)=0. (257)
L es dérivées de lafonction propre Sécrivent :

F (x)=b(Ac,(bx) + As,(bx) + Ac,(bx) + As (b)) (2.58)

F ®x) = b *(As(bx)+ Ac (bx) + As,(bx) + Ac,(bx)) (2.59)
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F #x) = b*(Ac, (bx) + As (bx) + A (bx) + A, (bx)) (2.60)

De (2.58)-(2.60), nous obtenons le systéme :

é 0 2 0 0 UeA U
é e, U
A 0 O 2 0 rAa Ve
€ . . E"?AZL}: (2.61)
& cosb +coshb O O - sinb+snhbUueAu

& snb+snhb 0 0 - cosb +coshb(gA, §
Une solution non trivide de Az, Az, As e A4 le déerminant de (2.61) doit ére nul,
ce qui donne I'éguation aux fréquences propres:
(- cosb +coshb)?- (sinh?b - sin?b)=0 (2.62)
Qui peut sécrire souslaforme:
cosb :coshb =0 (2.63)

Les vaeurs propres sont données par le tableau suivant [27]

bo b]_ bz b3 b4 b5
0 4,730 |7,853 |10,99 | 14,137 | 17,279

Tableau 2.1 : Fréquences propres du bras flexible articulé avec trandation de
base

Une solution itérative de (2.63) est donnée par |'équation [29] :

ib,=0,b, =4,730

|

[ 3 2.64
T =F+1% i=2.¥. (269
| e 2g

Les fonctions propres deviennent :

Fo(X)= Ax+A,
6,1>0 (2.65)

i
'%'
I|: i(X)z Ag cosh, x + coshbix)+%(sinbix+ sinh bix);
| a

ou F o est la fonction propre du mode rigide qui correspond a by et le rapport A4 /A; peut
étre cdculé a partir de (2.61)

A, _ cosb - cosb _ sinb - sinhb

A snb+snhb  cosb - cosb
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La normaisation des fonctions propres permet de calculer les congtantes Ao, Aos €t
As.

Pour compléter I'approximation finde de la solution y, nous devons déterminer les

coefficients g;(t) en résolvant le systéme (2.50) décrivant la dynamique du bras.

2.5.4 Résolution du systéme
Congdérons I'équetion différentielle (2.50) :
12g,(t)=1,q t)+F oM (t)- F,(0)F(t) i=1,...¥ (2.66)

avec les conditionsinitiaes:

q,(0)=(y, F i)L2

2.6
1.00)= (v, F i)|_2 (2.67)

L'équation (2.66) et une équeion différentidle du second ordre sous la
forme¥2q(t) = -wq(t). On en déduit que w, =b 2.
On remarque que la fréquence tempordle et égde au caré de la fréquence
Soatide.
Posons :
TQi(l) =q

Le systeme (2.66) peut sécrire sous laforme matricidle :

@y 0 wuég®u é 0 O ueM
eﬂtql(Z), g Heq(z)u eF() '(O)L,’IA E (2.68)
%tql g € Wi O u e W Wi uUeF u
qui et delaforme:
ﬂtxi :GiXi +SIFEXt (2.69)
avec X, = (qi(l’ ,qu’) .
Lasolution classque de ce systéme et :
X,(t) =% X0 + g€ 1 S )it (2.70)

2.5.5 Discrétisation en temps

Le second terme de (2.70) ne peut é&re connu. C'est pourquoi, nous considérons
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que le vecteur Feq €t condant par morceaux sur les intervales [tn,tn +Dt], ou le pas de
tempsDt est tres petit.
L'état deXjat,+ Dt est:

X (t +D)=e%X (. )+ 0e® ot xS F,, (2.71)

0

Rappdons que le vecteur du contrble Feq est constant et indépendant du temps sur
lintervalle [t ,t, + Dt], dors, l'intégrale de lamatrice de rotation sécrit :

Dt)  1- cosw,Dt)

é sin(w, Y
B (ot-t)e € w, W, u
0 - gcos(wiDt)- 1 sin(w,Dt) 3 (2.72)
g W, W, EI
Lasolution du systeme (2.69), et dors::
x,{, +r) = §osuD) - snbubrla, o )+§ snt) l%(th)ESF (273)
o _S- sin(w, Dt) COS(WiDt)H e éCOS(WiDt)-]_ sin(w, D) e (&
g

W; Wi H

La solution obtenue est a dimendon infinie, ce qui rend la smulation numérique
impossible.

Comme nous I'avons dga mentionné, il es possble de limiter la dimenson du
vecteur d’'éat en moddisant cette solution avec un nombre restreint de modes les plus
sgnificatifs, avec des erreurs acceptables.

Supposons que le nombre de modes les plus Sgnificatifsest N et posons :

tn :nDt1 Xi(tn+u):Xin+l1 X'(tn):Xin ’ M(tn):M“’ F(tn):FnetNT:é

Alors, de (2.73) nous obtenons 2N équations récurrentes explicites :

é 1- cos(w;Dt)u
m _écos(wDt) sn(wDt)o, ésn(W‘Dt) w a
X ~€ sn(wDt) coslw, Dt)gXi *8oos(wDt)- 1 sinw,Dt) ES'FM (2.74)
g w Wi H

oui=1,..,N en=1,.., Nt.

De (2.69) le systéme discrétise find représenté par les variables d'états ,q et ¢
Sécrit
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él- codw,Dx) cogw, Dt) 0
é qin+1 l;‘l_g OiW [1) I[E : g—z F. i (O) WiZ—F i (O)%M nl;l
n+ U— - g - n l;l
l.a™ & w, sinfw, D) cos(WDt L:g i ‘? r(WD:)FI(O) Sln(W‘Dt)FI(O) ek G
8 WI Wi H
(2.75)
avec les conditionsinitiaes (g (0),1,q,(0)) données par :
v (o) = &
Fa(0)= Gy (x)ex 276
19,0, 0)=§vF , (x)ox

ou Yp et lapogtioninitide et y; et laviteseinitide.

26 SSMULATION NUMERIQUE

2.6.1 Donnéesdela simulation

La mise en cauvre numeérique a été réalisée al’aide du logiciel Matlab

Le choix des paramétres est effectué de fagon a avoir une bonne approximation et
en particulier de pouvoir visualiser clairement I'effet du contréle appliqué au bras.

Le pas du temps Dt est choisi a partir de la fréquence des modes les plus hauts (bn)
afin de visualiser la propagation des ondes la plus rapide.

Letempsde simulation T est choisi a partir de la fréguence des modes les plus bas
(b1 ) afin de visualiser la propagation des ondes la plus lente.

Le choix des conditions initiales est arbitraire, du fait que le contréle doit étre
efficace pour n'importe quelle position initiale du bras.

2.6.2 Interprétation des Résultats

Les figures (2.7.a et b) montrent I'évolution du bras dans le cas autonome Elles
mettent en évidence le comportement vibratoire complexe du bras.

D’autre part, nous constatons que le temps de vibration verticale du bras est le
méme que celui de la propagation des ondes élastiques Cela prouve que le systeme est
conservatif.

La représentation en 2D montre clairement la propagation des ondes éastiques
avec des vitesses non constantes ainsi que leurs réflexions sur les bords.

Les figures (2.8.a et b) illustrent la déflexion du bras avec controle diffusif. Elles
montrent clairement I'effet du contréle utilisé sur le bras. La propagation des ondes est
trés nette au début de I'évolution mais presgue il n'y a aucune réflexion alafin.

Lafigure (2.9) montre laforme initiale du bras ainsi que la forme finale a l'instant
1s pour les deux cas autonome et contrélé. On remarque que dans le cas contrélé, laforme
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y(x,t)

finale du bras est celle du mode rigide. Par contre dans I'autre cas, le bras prend une forme
tres différente. Celaimplique gue le contréle a stabilisé le bras.

La figure (2.10) présente |'évolution de I'extrémité libre (déflexion en x=1) dans le cas
controlé :

Pour 0 < t< 1s, elle reste toujours positive.

Pour t > 1s, elle est une sinusoide non symeétrique d'amplitude décroissante qui
tend vers une valeur constante, ce qui met en évidence la stabilité de cette point.

La figure (2.11) met en évidence I'évolution décroissante dans le temps de
I'énergie mécanique du bras.

On remargue gue cette décroissance est tres rapide au début, ce qui justifie que le
contrble est efficace aux hautes fréquences pour lesquelles les ondes se propagent
rapidement et par ailleurs elles sont absorbées auss rapidement alafrontiere.

L{ER]

variable t [s] variable x “o o1 02 03 04 05 06 07 08 09
variable x

@ (b)

Figure 2.7 : Déflection du bras cas autonome

y(xt)

variable t [s] 0 variable x 1 09 08 07 06 _0.5 04 03 02 01 0
variable x

(@) (b)

Figure 2.8 Déflection du bras avec controle
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¥t

wvatiable x

variable x

Figure2.9: Formeinitiale et finale du bras Figure 2.10 : Evolution du bout du bras avec contrdle

300

250

200

150

100 \

Figure 2.11 : Energie mécanique du brasflexible

2.7 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probleme de la stabilisation d'un bras
flexible articulé avec une trandation verticale de sa base d' articulation. Le principe est
basé sur |'absorption des ordes par un couple et une force appliqués au point
d articulation.

La synthese du compensateur dans le domaine fréquentielle a fait apparaitre des
opérateurs d ordres fractionnaires. La réalisation diffusive de ces opérateurs a permis
d obtenir un systeme augmenté qui peut se mettre sous la forme abstraite dX/dt=AX, ou A
est un générateur infinitésimale d’un semi groupe.

L’ énergie mécanique du bras est décroissante dars le temps et tends vers zéro, ce
qui justifie la stabilisation du bras.

Les réponses du bras ont été approximées par |’ approche modale. Les simulations
numeriques sont en accord avec les résultats théoriques et ont montré clairement
I” efficacité du contrdle utilise.
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Chapitre 3

Contréle Diffusif d'un Bras Flexible a Base
Articulé

3.1INTRODUCTION

Ce chapitre présente la dabilisstion dun bras flexible aticulé par un couple
appliqué au point daticulation sans trandaion verticde du point daticulation Ce cas
présente un grand intérét dans les dructures spatides. La stabilisation du bras flexible est
faite par des contrdleurs absorbants d'ondes.

3.2DYNAMIQUE DU BRAS

Congdérons un bras flexible aticulé a une extrémité et libre a l'autre extrémité
(Fig. 3.1).

<

g

X

S

Figure3.1: Brasflexible articulé a base articulée

La dynamique du bras e moddiste par I'équation dEuler Bernoulli décrite dans
le chapitre 2 :

Ty Y on v
> (x,t)+W(x,t)—0 xi [o1] (3.02)

Sachant que dans ce cas le bras est seulement aticulé (la base d aticulation est
fixe) les conditions aux limites sécrivent :
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M et le couple appliqué au point darticulation et sert a stabiliser le brasflexible.
Avec les conditionsinitiaes :

1Y(x0) = yo(x)

 2x0)=

(3.03)

L 'énergie mécanique du bras est définie par :
1
E,(t) = Ell(y,‘ﬂ I, (3.04)

ou Hp et I'espace qui a été défini dans le chapitre 2.

Dans le cas autonome ou M = 0, le systéme est conservatif, cest a dire I'énergie du
systeme reste constante tout |e temps.

3.3CONTROLE FRACTIONNAIRE ABSORBANT D'ONDES

3.3.1 Principe

Le principe du contrble et le méme qui a &é présenté dans le chapitre 2. Donc
pour avoir une absorption des ondes réfléchissantes aux frontiéres, il faut que le
controleur, synthétisé a partir des conditions aux limites, smule le prolongement du bras
réd vers - ¥ par I'addition d'un bras virtud de longueur infini (fig.3.3).

y

Br%w
o) X

Figure3.2: Systemebrasréel et brasvirtue.
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Tout dabord, il et nécessare de moddiser le comportement du bras par un
modele loca (au niveau des frontieres) qui donne la direction de propagetion des ondes et
leurs interférences.

Donc, nous cherchons toujours une équation reliant les ondes incidentes e les
ondes réfléchissantes sous laforme :

b=S,a (3.05)

2

b

O

Figure 3.2: Ondesentranteset sortantesal’ extrémitéarticulée

3.3.2 Synthése du controle

La démarche de la synthese des contrdleurs absorbants d'ondes est similaire a celle
présenté au chapitre 2. Signalons, tout d'abord, la remarque suivante :

Une articulation en 0 Sinterpréte comme un amortisseur visgueux de constante trés
élevée et conduit & une valeur infinie de la composante Cy (2™ ligne et 1% colonne) de
la matrice dimpédance C donnée par |'éguation 2. Ce qui entraine 1, Y(O,t) =0 e
y(O,t) =0, labase du bras éant fixe en x = 0, la force nintervient plus dans I'équation
d'état.

Nous constatons que la démarche de la synthése du contrdle est similaire a celui
présenté dans |e chapitre précédent concernant le contréle du bras flexible a trandation de

base.
En tenant compte de cette remarque, la matrice d’ impédance adaptée (Eqg.2.) en x
= 0 et le contréle correspondant prennent respectivement les formes suivantes :

-9 G (3.06)

A

o oy
L e couple appliqué au bras sécrit :
M (w) = C Tl y(xw), (307)

La matrice de réflexion devient alors:

S, =—p 1 .g’(’V'JW>Clz(i+1)) - wii- 1)
- - i(\N+«/W>ClZ(i - 1))6 iW(i - 1) W+«/W><C12(i +1)0

(3.08)

c\c/

a/ Proposition 1

Le premier compensateur que nous proposons est décrit directement de la matrice
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d’impédance adaptée.

En tenant compte des remarques précédentes, |e systéme (2.25) peut s écrire :

MU €  -jw - J2iw {iw) %ué0 1

%J 8_ 2w {iw)”% iw S%Xygxzo (309
Cequi donne :

C, =- «/E'I—JWW (3.10)
IIs correspondent, dans le domaine temporel, alaforme :

M (t)=- +21"29,1,y(0.t) (3.11)

b/ Proposition 2

Désignons par rpp, ps, 9, I'ss 1€S Eléments de la matrice de réflexion, tels que :

V)
®® (3.12)
Q

ou:
Iop €5t le coefficient de réflexion a; versby,
Iy est le coefficient de réflexion a, versby,
I'os €5t le coefficient de réflexion ag vers by,
I's est le coefficient de réflexion ap vers by.

Nous pouvons remarquer que :

les coefficients de la matrice de réflexion S ne dépendent pas tous de C;», donc il
n'existe pas une condition qui les annule tous alafois.
r,, estle coefficient responsable de la réflexion du mode d' ondes progressives dont

I"influence est majeure sur tous les termes de la matrice de réflexion en boucle fermée.

De (3.08) nous avons :

- @V' \/V_V>C12(i +1))

ro= 3.13
% ™ il v oGy - 1) 19
Alors, pour r,, =0, nous avons :
w
Co=—F=F—7= 3.14
T (314)

Qui peut sécrire sous laforme :

45



C,=-i W (3.15)

V2 +fiw

La réalisation de ce compensateur savere tres difficile car Il n’en existe pas dans
la littérature une réalisation possible.

c/ Proposition 3

La troiseme solution que nous proposons correspond au cas dégénéré ou le
déterminant de la matrice de réflexion est nul.

Nous avons donc :
dedg- (N_ ‘/W >(:12(| +1)) - W(I - 1) w 0 (3.16)
fe  iw(i-1) W+ >C, (i + 2gh
Ce qui donne:
- iw
C.= (3.17)
12 ﬁm
ou:
iw
C,=——. (3.18)
12 ﬁm
IIs correspondent, dans le domaine temporel, alaforme :
M +_ | 1/2ﬂ 149 3.19
)=+ (01) (3.19)
3.3.3 Systéme global

A partir des expressions (3.02), (3.03) et (3.26), le systéme globd s écrit :

11fy+1,y=0

la2 Y

[12y(04)=C 1 #1T,y(01) (3.20)
iy0t)=0

ty@) =0 mylt)=0

ou C, e un coefficient

Le schémabloc de ce systéme est donné par lafigure (3.4).
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y(x,t)

T'y Y
—2(x,t)+—2(x,t)=0
MO | g ) e 1.7.y(01)
xI [0,1]
Opérateur |*

Fig. 3.4: Contrdle par retour fractionnaire d'un brasflexible articulé
sanstrandation de base

Nous congatons que la stabilisation du bras articulé par un dsorbeur d'ondes fait
I'gpparition d'opérateur non standard d'intégration fractionnaire.

3.4 CONTROLE DIFFUS F

3.4.1 Réalisation diffusive du contr6leur
Nous avons mentionné dans le chapitre 1, quune rédisaion non héreditare

dopérateurs fractionnaires, seffectue par le modee diffusf. Par conséquent, la rédisation
diffusive des contréleurs fractionnaires d'ordre 1/2 est :

pT (£x)=-xj (tx)+1.0,01)
F1740,9,5(0.0) = § mix)j (t.x)ox

ou U et lareprésentation diffusive d'opérateurs dintégration fractionnaires.

(3.21)

3.4.2 Systéme augmenté
En introduisant le syseme (3.21) dans (3.20), nous obtenons le nouveau systéme
augmenté :
Hy(xt) + Ty(x) =0
17y y(0.t)=C, gy mix ) (tx)ox
uﬂté () x)+xj (tx)=1.1,y(0) (322)

iy{Lt)=0a Fy{Le)=0

Le systéme (3.22) peut se mettre souslaforme?j—i( =AX,ouX = (y,ﬂty,j )T .
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3.4.3 Etude dela stabilité
Consdérons lafonctionnelle «énergie globde» du systéme (3.22) définie par :
E (t)=E,(t)- C.E (t) ouC, <0 (3.23)
ou E,eg I'énergie mécanique du bras, E; et I'énergie associée ala variable diffusive.

Alors:

%5 .y)° dx+_ ( 2y dx (3.24)

1 +¥
£ (=50 =5 d )a (229
¥
a) Proposition 1

N dE
Le systéme (3.22) est dissipatif dansle sensque —22£0.

Démonstration :

On note que :
dE, (t) _ dE,(t) c G (t)
dt dt "ot
AVec :

dE (t) +.

— oj {tx)Mj (tx)dx = o(x 2(tx)+2 ([tx)7,7, y(Ot))
¥

dE

[ﬂ YAy - Ty = 12y(0.07.1, v(0.)

La 2°™ équation, avec les conditions aux limites, devient :

4B _

= MUA,y(0)
dEdbt(t) = Cfﬂtﬂxy(()’t)l }/Zﬂtﬂxy(o’t)

De (3.23), la dérivée de I'énergie globale devient :
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dE,
dt

=C,1.9.y0,t)x3 (x,t)dx - C, g (.t (x t)dx

=C 1 1Y(04)xd (xt)dx - C g (x.thdx (- xj +21,9, y(0.t))ebx

X

'"d
-5

2
Commej 23

f aors dEx £0°
2 dt

b) Proposition2

Posons X = (y,f1,yi ) e He =H,” L*(R). Alors, le systtme (3.22) peut se

mettre sous la forme abstraite O%:LX; ol XT H, e L est un générateur

infinitésimal d'un semi-groupe dont I'étude S avere moins complexe.
Démonstration

La démonstration est basée sur le théoreme de Lumer-Phillipps.
L est I’ opérateur linéaire non borné suivant :

ol <d, f >=f(0)
Le domaine de I'opérateur L est :

D(L)=10 £ J'T Hg,: 31 HAODST H (0L xj +94 T L2R).I2y(0,)- C ddx:oz
I X

H* =01 ?(R),:3.93,..749 }

L'opérateur L est dissipatif (proposition 1) et I'application ( I-L) est surjective
pour | >0 (voir [48])" .

c¢) Proposition 3

Le systéme (3.22) est asymptotiquement stable.
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Démonstration

Lafonctionnelle d'énergie globale est une fonction de Lyapunov.

Donc, d'apres la proposition 1 et e principe dinvariance de Lasalle, la solution du
systéme (3.22) converge vers z&o” .

3.5APPROXIMATION NUMERIQUE

3.5.1 Représentation modale du Bras

L'approximation de la réponse du bras est basée sur la superpostion linéaire de la
réponse de ses modes propres. La solution est donnée par :

y(et)=4 a (), () (329)
0, (t)= oy(x.t)F, (x)ax (3.27)

ou N est le nombre de modes consarvés et W est le domaine de définition de x.

Le but de cette décomposition est de chercher les modes propres de vibration du
bras avec les conditions aux limites du systeme consdéré. Pour cela, consdérons
I’ équation du bras :

1Y)+ IY ()= 0 «i
— (x,t) + e (x,t)=0 xI [0]] (3.28)

Avec les conditions aux limites

ﬂg((),t) +M (t) = O,y(O,t) = 0,
x (3.29)
Ty

[8

Py

117(1,t) =0,—=(Lt)=0.

En multipliant les deux membres de I'équetion (3.28) paF ; & en integrant, nous
obtenons :

(ﬂtzy’F j)LZ(O;L) = (_ ﬂiy’F J)LZ (0.9) (3:30)

En utilisant (3.26), la premiére expression de (3.30) s écrit :
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, )
(12yF,)= geé 710G F i F | §= T, (3.31)

De méme, la deuxiéme expresson Sécrit :

(miyE) =Blqur,F 2 (332)
(R e ﬂLZ(O 2
Par intégration par partie, nous obtenons:
LTiyF)), =tFmy) +Fdomb) (339)
Introduisons la notation suivante :
(-FeF )=1 ,p Fee-1 F, (3.34)
Alors, I’ éguation (3.33) réécrite avec la notation (3.34), devient :
(- 1yE,)=q ), +F dom (1) (3.35)
De(3.31), (3.34) et (3.35), I'équation (3.30) devient :
12q,(t)=1,0,0)+F oM () j=1,....¥ (3.36)
ol lesF ; sont lesfonctions propres et lesl ; sont les valeurs propres.
3. 5. 2 Calcul desfonctions propresdu bras
Lasolution de (3.34) peut se mettre souslaforme::
F (%)= As,(bx)+ A, (bx) + As,(bx) + Ac,(bX) (337)

Les fonctions s; ¢; S ¢, sont définies par (2.54) et les constantes A, Ao, As €t Ay
sont déterminées a partir des conditions aux limites.

Les conditions aux limites dans le cas autonome sécrivent en fonction des
fonctions propres par :

iF €0)=0,F (0)=0
{F €)=0F #1)=0. (3.38)

Les dérivées de lafonction propre sécrivent :

F {x)=b(Ac,(bx) + As,(bx) + Ac,(bx) + As (bx)) (3.39)
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F €x) = b?(As(bx)+ Ac,(bx)+ As,(bx) + Ac,(bx)) (3.40)
F #x) = b*(Ac, (bx) + As (bx) + Ac (bx)+ A, (bx)) (3.41)

De (2.56)-(2.58), nous obtenons le systeme :

¢ 0 2 0 OUAD

é e, u

A 0 0 0 225A

e . . . LEAZ‘J:O (3.42)
e- sinb +snhb 0 - snb +sinhb OueAu

& cosb +coshb O cosb +coshb  OpgAlf

@

Une solution non trivide de Az, Ap, As et A4 et que le dé&erminant de (3.42) doit
ére nul, ce qui donne I'équation aux fréquences propres:

- dnbcoshb - sinhb cosb =0 (3.43)

qui peut sécrire souslaforme::
tgb :thb =0 (3.44)

Les vaeurs propres sont données par le tableau suivant [27] :

b 0 b 1 b 2 b 3 b 4
0 3,927 |7,068 |10,210 | 13,351

Tableau 3.1 : Fréquences propres du brasflexible articulé sans trandation de
base

Une solution itérative de I'équation aux fréquences propres (3.44) et donnée par
I'quation [29] :

|l b, =0,b, =3927,
| . p . (3.45)
b =4i- 3=, 1=2..¥%.
T i ( )4 I
Les fonctions propres deviennent :
F o(x) = AX
o,1>0 (3.46)

F.(x)= Ag‘?sinh bx- sin bix)+%(sin b x+ sinhb,x)%

i
[
|
i 5

ou F o est la fonction propre du mode rigide qui correspond au mode rigide b €t le rapport
As /A1 peut étre cdculé a partir de (3.42) :
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ﬁ:_ snb +snhb (347)

A - snb +sinhb

Lanormalisation des fonctions propres permet de caculer les congtantes Ap et A;.

Pour compléer ['goproximation finde de la solution y(x,t), nous devons
déterminer les coefficients g en résolvant le systéme (3.36) ; décrivant la dynamique du
bras.

3.5. 3 Résolution du systéme

Congdérons I'équation différentielle (3.36) :
12g,(t)=1,q t)+F dOM () i=1,...¥ (3.48)

avec les conditionsinitides :

a0

L'éguation (3.48) est une éguetion différentidlle du second ordre sous la forme
12q(t) = -w?q(t). On en déduit que w, =b?2.

On remarque que la fréguence temporele et égale au caré de la fréquence
Spatide.
Posons :
"[Qi(l) =G

Le systéme (3.48) peut sécrire sous laforme matricidle :

(1) wy €0 .0
eﬂtql(z)"‘ g0 ngq(z)g & 40)am (3.50)
Ja”a Ew OU&a &y U
qui et delaforme:
1. Xi =G X; +SFg (3.51)

avec X, = (g™ q?) .

Lasolution classque de ce systeme est :
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X (t) =€ X, + e SF, (t ot (352)

En auivat la méme démarche décrite dans le chapitre 2, on trouve le systeme
discrétisé final représenté par lesvariables d' éats 1,q et g Sivant :

o 6 snwDt)o, o o éL“w—S(ZWDt)F.(O)a
%Tqi 13=§ COS(WiIJ) u" q' ’+e . \(V [1) l:IMn (353)
da™a € G e SB)e ()
& w, sinfw, D) cos(th) & w 0) ¥
avec les conditionsinitiaes (g, (0),1,g,(0)) données par :
ja0=dv7 (o s
9.0.0) = §F, (x)ox

ou Yo et lapogtioninitide et y; est laviteseinitide.

3.6 SMULATION NUMERIQUE

Le choix des paramétres est effectué de la méme facon précédente en particulier
pour pouvoir visualiser clairement I'effet du contrdle appliqué au bras.

Le choix des conditions initiales est toujours arbitraire, du fait que le contréle doit
étre efficace pour n'importe quelle position initiale du bras.

Les figures (3.5) et (3.6) montrent I'évolution du bras dans le cas autonome. Elles
mettent en évidence le comportement vibratoire complexe du bras du aux réflexions des
ondes.

La représentation en 2D montre clairement la propagation des ondes élastiques
avec des vitesses non constantes ains que leurs réflexions sur les bords.

Les figures (3.7) et (3.8) illustrent la déflexion du bras avec contrdle diffusif. Elles
montrent clairement I'effet du contréle utilisé sur le bras. La propagation des ondes est
tres nette au début de I'évolution mais par la suite, nous constatons qu'elles sont
absorbées.

La figure (3.9) met en évidence I'évolution décroissante dans le temps de I'énergie
mécanique du bras.

On remarque que cette décroissance est tres rapide au début, ce qui justifie
I'efficacité du contrble aux hautes fréguences pour lesguelles les ondes se propagent par
une grande vitesse.
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3.7 CONCLUSON

Dans ce chapitre, nous avons présenté la stabilisation d’'un bras flexible articulé
dans le cas ou sa base d articulation est fixe. L’absorption des ondes a fait I’ apparition
d un opérateur d’intégration d’ ordre %.

Nous avons montré que le systéme global, obtenu par couplage avec la réaisation
diffusive, est asymptotiquement stable. L’ énergie mécanique du bras est décroissante dans
le temps.

Les simulations numériques dans les deux cas autonome et contrélé ont mont rées
que, au bout d’ un tempstt fini, la réponse du bras flexible est celle du mode rigide.
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Chapitre 4

Controle Diffusif Pseudo-I nvariant et
Application aun Moteur aC. C.

4.1 INTRODUCTION

Ce chapitre présente la théorie dun nouveau concept de robustesse dit "pseudo-
invariant" pour la commande des systémes dynamiques incatains e son application a la
commande d'un moteur & courant continu.

La robustesse est la recherche dinsenghilité a lincertitude, la propriété fondamentae
du contrble pseudo-invariant et de conserver autant que possible e sur tout le domaine
dincertitude, les caractérigtiques dynamiques imposees par le controle du systeme nomind, a
un changement de temps (ou de fréguence) prés. La dtabilité du syseme incertain et garantie
par andogie au syséme nomindl.

La formulation du probleme du contrle pseudo-invariat par la représentation
diffusve présente un grand avantage notamment sur I'exigence des solutions causaes
posshblesang que lamise en ouvre numérique.

Cette théorie et appliguée a la commande dun moteur a courant continu dont le
moment dinertie et la constante de temps de la boucle de courant peuvent varier.

4.2 THEORIE DU CONTROLE PSEUDO-INVARIANT

4.2.1 Principe

Le contrble pseudo-invariant et un cas généd et une version éendue du contrle
CRONE (Commande Robuste dOrdre Non Entier) qui et basé sur la propriéé dinvariance
d'un systéme d'ordre fractionnaire [ 7] et [40].

Considérons I'éguation différentielle fractionnaire dordre b :

| gt_ ot)+slt) = elt) 1£b <2 (4.01)

Lafonction de transfert correspondante est :
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[EEY
c’lp

(4.02)

En posant le changement de fréquence p =tp, le transfert (4.02) se ©écrit sous la
1
P+l

formeH, (p) =

Le transfert (4.02) est proche (au sens par exemple de H,ouH, ) d'un transfert du
second ordre amorti, I’amortissement étant en fait directement lié ab [40]. Donc, Les
réponses du systeme incertain possedent des dépassements égaux dans le domaine
dincertitude indépendant de | . Cette indépendance peut étre interprétée comme une forme de
robustesse.

Tout changement de la valeur de | est équivalent a un changement d’échelle de
fréquence. Donc, pour un systéme défini par la fonction de transfert (4.02), la réponse
fréquentielle (ou en échelon) est identique, pour tout | , a un changement d’ unité de fréquence
(de temps) prés.

L'obtention d'un transfert en boucle fermée compensé n'est pas toujours accessible et
nous pouvons distinguer les deux cas dinvariance suivants :

I nvariance gtricte ou invariance sous changement de frégquence.
I nvariance non gtricte ou invariance sous groupe de transformation.
4.2.2 Invariance sous changement de fréguence

L'idée consigte a déerminer un compensateur ted que le transfert en boucle fermée du
systéme considéré soit éga a (4.02). L'exemple ci-apres éclaircie ce concept.

Soit un syseme incertain définit par le trandfert :

H (p)="~ . (4.03)

oul estleparametreincertan.
Nous pouvons remarquer que pour un compensateur de fonction de transfert :

K(p)= k ,0<a <1ek>0 (4.04)

p

donne lafonction de transfert en boucle fermée suivante :
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Fe(p)=—F (4.05)

x
|~

©
»
©

Figure4.1: Structure d'un contréle pseudo-invariant sou changement de
fréquence

1
Ol+a

Avec le changement de fréquencep :8%9 p, nous obtenons un transfert en boucle
eKg

fermée de la forme (4.02). Par conséquent, la réponse fréquentiele (ou temporelle) du
systéme (4.05) est invariante sous changement d'échelle de fréquence (de temps).

Nous remarquons que les compensateurs trouvés sont des systemes dordre
fractionnaire, lewr rédisation non hééditare et possble par la représentation diffusve
présentée dans le chapitre 1.

4.2.3 Invariance sous groupe de transfor mation

Dans le cas général ou le transfert du systéme incertain compense sous la forme (4.02)
est inaccessible, le probleme du contrdle pseudo-invariant se formule comme un probléme
d'optimisation d'une fonctionnelle sous la forme :

min A(F(K),F,) (4.06)

Ki K

ou F(K) est la fonction de transfert en boucle fermée du systéme incertain commandé par un
compensateur K et Fo est la fonction de transfert en boucle fermée désirée pour le systéme
nominal.

K(p) Hi ()

Figure 4.2 : Structured'un contrdle pseudo-invariant sous groupe de
transformation
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Le transfert (4.02) présente la propriété dinvariance sous la transformation notée Ts
1

QEJa. L'ensemble des changements de fréguence définis par une
eKg
fonctions, >0 est un groupe de transformatiors sous changement de fréquence. Nous

définie par : s, =

pouvons écrire aors :
(T.H )(p)=H, &, p)=H,(p) (4.07)

Considérons le transfert du systéme incertainH; (I T L, I'ensemble des paramétres
incertains) et notons F la fonction qui définit le systéme compensé incertain en fonction du
compensateur K et | . Le probléme (4.06) du contréle pseudo-invariant sous groupe de
transformatiors sénonce dans un cadre hilbertien comme suit ([23] et [24]) :

T F(K)- F (K) } (4.08)

I.p

min {1- )

71 2,KI k

T EK)- F (K +a

Ip

avec :

-V, le groupe des fonctions continues définies sur L, prenant lavaleur L en | ¢ ;
-L, I’'ensemble des paramétres incertains y compris le paramétre nominal | o ;
-k, I” espace de compensateurs ;

| |||2p la norme (distance) hilbertienne de type H ;

-K, T k , le compensateur de référence.

Cette formulation permet d'obtenir un transfert compensé réalisant au mieux les deux
propriétés suivantes :

Pseudo-invariance : T, F(K) prochede F, (K), "11T L,
Proximité alaréférence : T, F(K) le plus proche possiblede F,_(K,)," I T L.

Le parametre q établit un compromis entre l'invariance du transfert ® 1) et la
proximité a la forme de référence (q® 0).

Le probléme (4.08) peut se poser a partir du transfert en boucle ouverte, dans le cas
d'une poursuite monovariable, sur I’ espace de Hilbert : L*(L; H, )par:

-}(1- afH, (is,w)K(is ,w)- H, (iw)Ky(iw)] §
min wl

S”'K”l:'+q||H| (is,wW)K(is,w)- H, o(iw)K(iw)”IZW E

(4.09)
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ou:
2 . . 2 1
7 =00l (I dw di .
bl =00l 1 iw) L+ H,, (iw)K,(iw) W (4.10)

4.3 CONTROLE DIFFUS F PSEUDO-INVARIANT

4.3.1 Formulation diffusive

La formulation (4.08) montre que le compensateur K est I'un des paramétres inconnus
qui permettent d'assurer I'invariance du trandfert compensé a une trandformation prés. La
difficulté rencontrée lors de la recherche dun compensateur optima et l'exigence de
plusieurs solutions appartenant a une trés large classe de compensateurs.

D'apres le paragraphe 4.2.1, nous pouvons condater que les compensateurs solutions
de (4.08), sont généralement de types pseudo-différentids. Soit K{p) la rédisation diffusve
du compensateur K(p), le probleme de minimisation peut ére posé sur le groupe de
transformations T et sur la représentation diffusve m[54].

Ke{p) Hi (p)

Figure 4.3 : Structure d'un contr6le diffusive pseudo-invariant

Sous formulation diffusive le probleme (4.08) s écrit :

min min{(l- AfTF(K,)- F (K, +ATR(K,,) - F,O(Km)”lsz} (4.12)

TV nik

Le compensateur K{p) est définit dans le chapitrel par :

<,.(p)= paTR) g (4.12)
o pt+X

Cete formulation du controle pseudo-invariant présente de nombreux avantages,
parmi lesquels :

1. Par construction, Kyest causal ;
2. La solution m conduit & une réalisation du compensateur dynamique directement
utilisable (systéme dynamique linéaire de dimension finie, sous approximation) ;
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3. Les facilités d'approximation numérique de la représentation et la réalisation
diffusives permettent de construire des problémes approchés de dimension réduite,
numériquement applicables.

La réalisation concréte (approximation numérique) du probléme (4.11) repose sur les
techniques standard de I’ analyse numérique et de I’ optimisation Hilbertienne.

4.3.2 Algorithme de résolution [23]

Dans le cadre Hilbertien (monovariable), I’ algorithme de résolution présenté ci-apres
est un algorithme standard pour tout probléme monovariable de type poursuite, il suffit de
bien choisir le groupe de transformations adapté au probléme [21].

On considere le cadre L*(L,H,), le groupe V étant celui des changements de
fréquence définis par les fonctions s | continues strictement positivessur L, telleque s, =1,

onnote:C =(L,A")le groupe isomorphe aVdes s ainsi défini en notant :

T(w)= 1 (4.13)

L+ H,, (iw) K (iw)|

Le probléme s écrit alors sous forme explicite avec gl [O, 1] :

i 2 U

(1- q)ooT(W)IS wH, (is, W)O mx Jdx__ H,, (iw).K, (IW){ dw dl +i

1 0 IS,W+X T
mn. v (4.14)

:+q0+oT(W)IS wH, (is, W) M-|WH (Iw)orr(x)dx dw dI ,

1 Lo 0 IS|W+X o Iw+X b

La discrétisation de ce systéme en dimension finie sécrie sous laforme :
] mDx; i u
(- q)é éT(lw is, wWH (is| w,)da ———- H, (iw,,)Ky(iw,, )| Dw, DI + |
l i IS, W +x 0 |
mni 2 y
| Dx, DX . |
|+qéL1éQT(|W Jis| W,H, (is, W, )a - m - iw, H, (IW ).a m> Dw, Dl i
T I'm iIS W +X J|Wm+XJ- b
(4.15)
qui s exprime sous forme synthétique par :

min min{(1- a)|A m- biZ.. + Bl o (4.16)
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Larésolution sur m s explicite (techniques euclidiennes standard) par :

m =[Re((1- Q)A A +qB B, )] "Re((1- q)Ab) (4.17)

Le probléme global est résolu aprés réduction & une sous variétéC, I C(L,A*"), de
dimension N, (N<<L, les changements de temps optimaux étant des fonctions généralement
trés réguliere). lls s expriment par :

2

Tt d[B. i EQ} (4.18)

min{(1- )| - b

Sa résolution conduit & s* e m =m., donc findement & une gpproximation du

i : ¥ m Dx,
compensateur optimal detransfert :K (p) = p.a at
i1 P+ X,

4.4 APPLICATION A LA COMMANDE D’UN MOTEURA C. C.

Dans ce qui suit, nous gppliquons le concept de contrble pseudo-invariant a un moteur
a courant continu dont la fonction de transfert est incertaine. L'incertitude et portée sur le
moment dinertie, la charge & la congtante de temps de la boucle de courant. Le modéle du
moteur & c.c e chois de td sort a avoir linvariance sous changement de fréguence et
l'invariance sous groupe de transformation. La comparaison avec la commande classque
montre |'efficacité du contréle pseudo-invariant notamment sa robustesse.

4.4.1 Commande classique d’un moteur aC. C.

Le modde dun moteur a courant continu utilisé dans cette éude et celui donné par
diagramme sructurd suivant :

| (p) =
U @) T 7] oW

r+Lp Jp

PN

K'e

Figure 4.4 : Diagramme structurel d’un moteur a courant

Lafonction de transfert du maoteur en boucle ouverte est :
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H (p) = m (4.29)

ou J e linatie de l'ensemble moteur+charge, r et L sont respectivement la résisance et
I'inductance de la bobine du rotor.

La structure des controleurs classiques trés largement employée et condtituée de deux
boucles imbriquées

La premiére est une boucle interne de courant (figure4.5) qui permet de contréler le
couple et rgeter I'influence de la force éectromotrice donc un correcteur de type Pl et
suffisant. Elle peut étre approchée par un systéme de 1% ordre de constante de temps The.

Figure 4.5: Boucle de courant

La deuxieme est la boucle extréme de vitesse, pour lagudle on utilise générdement un
correcteur detype Pl

H, = AltTP (4.20)
Tp Ce
+
OC A1+Tp KC C i O
T +T. p | + Jp

Figure 4.6 : Boucle de vitesse classque
Les paramétres du correcteur Pl peuvent étre déterminés par une réduction du systeme
aun systéme de 2°™ ordre en négligeant la boucle de courant i=ic.

Lafonction de transfert de poursuite S écrit :

wW(p) _ 1+Tp

TJ 0’

(4.21)

p) Cs=0 ) 1+ Tp+

C

La pulsation propre et e coefficient d’ amortissement sont respectivement :
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Ak, 1 [AkT
w, = g€ x==,——
JT 2\ 3

On congate que le coefficient d’amortissement ? et d'autant plus fable (et la gabilité
d autant plusfragile) que le moment d'inertie est grand.

Yitesse (radiz)

Temps (sec)

Figure 4.7 : Réponse indicielle en poursuite avec commande classique
avec| =[J,Ty],L =[0.1,1]" Ty

La figure 4.7 rassemble les réponses du systéme en boucle fermée résultantes pour
différentes vaeurs de J, dun échdon d'entrée. La réponse est dautant plus rapide que le
moment d'inertie est faible avec augmentation de dépassement. Dorc, le modde ou J=Jnax
correspond au pire cas possible au niveau de la gabilité.

4.4.2 Commande pseudo-invariant d’un moteur aC.C

A patir de ce paragraphe, nous alons conserver la boucle de courant, seul le
correcteur de la boucle de vitesse e modifié,

Lafonction du transfert incertain en boucle ouverte du moteur peut sécrire :

1

Ip(1+Typ) e

H, (p)=

L'incertitude sur I'expresson (4.22) peut se porter sur le moment dinertie
moteur+charge J, la congtante de temps de la boucle de courant Ty Ou sur les deux en méme
temps.

Congdérons le parametre nomina | o regroupant les vaeurs nominades de J et Ty
notées respectivement Jo et Theo.
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Trois cas de paramétresincertains | sont possibles:

1- | o= [J], le moment d'inertie J ext incertain et la congtante de temps Ty, et fixée ou
L :[Jmin ) Jmax]' [Theo]-

2- 1 6= [Jo, Toel, Toc est incertaine, J est fixé ol L=[Jo].” [Toomin » Themaxl-

3-10=[J, Toe] Jet Ty sont incertansol L= [Jmin , Imax]” [Tbemin » Themax]-

4.4.2.1 Invariance sous changement de fréguence

Congidérons le premier cas ou seul J est incertain, dans ce cas l'invariance dricte est
accessible. Avec un changement de fréquence adéquat, nous obtenons un transfert en boucle
fermée du systéme incertain, compense par un compensateur pseudo-différentid, de méme
comportement que (4.02). En effet :

La solution andytique du probléme pseudo-invariant dans ce cas et le compensateur
de fonction de transfert :

1+T.p
a

K(p)= A .

O<a <1 (4.23)

ol aest |’ ordre d'intégration fractionnaire avec T,=Tyc

En absence de la perturbation, la fonction de transfert en boucle ouverte du systeme
Sécrit:

O<a <1 (4.24)

Le diagramme fonctionnd du systéme (moteur e compensateur) en boucle fermée est
représenté par lafigure4.8.

o, 1+T.p 1 K A} 1 |1 °

A p | 1+Tep ] W I -

Figure 4.8 : Commande pseudo-invariant de moteur a C. C. (Invariance stricte)

Lafonction de transfert en boucle fermée devient :

1
H, (P)=—; (4.25)
pa +1 +1

Ak,
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Il et clair que le transfert (4.25) est de méme forme que celui donné par (4.02). Par
conséquent, le compensateur (4.23) confére au systéme contrélé en boucle fermée le méme
comportement que (4.02), ce qui donne des réponses du moteur invariantes, indépendantes de
toute variation de J, sous changement d'échelle de fréquence (du temps).

Le compensateur est de type pseudo-différentid et sa rédisation diffusve permet de
gmplifier l'andyse et la mise en ouvre numéique il suffit seulement de cdculer sa
représentation diffusve. En utilisant la théorie de la représentation diffusve mentionnée dans
le chapitre 1, nous trouvons :

1+T,.p el a o0
Km(p): _abC = kp a + a T (426)
A p gp PP” g
_ snpa 1 snpa 1
mx)=-ka pf ——+k = (4.27)
p X p X

D'ou lafonction de transfert donnée par (4.12).

L'gustement des paramétres du correcteur fractionnaire (I’ordre dintégration et la
vdeur du gan A ) et effectué de td sorte que la réponse indicidle en poursuite et tres
proche de celle avec correcteur classique du systéme nomina ( réponse de référence), figure
(4.9), ou lafonction de transfert nominale du systeme est celle obtenue pour J=Jmax

La figure (4.9) présente une comparaison entre la réponse en échdon avec la
commande classque e cdle avec la commande pseudo-invariante sous changement de
fréquence pour J=Jmax. Les deux réponses sont tres proches pour a=1/2. Hle met en évidence
la coincidence de la réponse du systeme nomina compensé par un correcteur classque définit
par Jo avec cdle du systéme incertan compense par un correcteur fractionnaire dordre
dintégration égd a2 et A,=9. D’ ou lafonction de trandfert :

1+Tbc p

Kn(p)=9 e

(4.28)

D'gores les réaultats précédents, en consdérant le transfet nomind du systéme en
boucle fermée pour J=Jay , les réponses du systéme pour J T (Jmax, Jmin), Seront les plus
proches possble a cele du syséme nomind & dans ce cas, nous garantirons des mémes
performances au systéme magré les varigions du J.

La figure (4.10) présente le diagramme de Bode du correcteur fractionnaire K. (p)
réglisé par le modde diffudf.

La figure (4.11) rassemble des résultats de smulation pour différentes vaeurs de J, les
conditions de fonctionnement ont &é choisies pour demeurer dans un cadre quas-linéaire (pas
de saturation de I’ dimentation ni de limitation en courant).

On remarque que la réponse est d’ autant plus rapide que le moment d' inertie est faible.
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On remarque auss que la réponse en poursuite conserve, a un changement d échelle
de temps, la méme forme quelque soit le moment d'inertie.

La figure (4.12) présente I’amplitude et la phase du systeme dans le plan de Bode, il
et dar que le syseme est stable pour (J=Jmax) € par andogie il rese stable pour les
différentes vdleurs de J.

14 T T T T T
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—a— Corr. fractionnaire
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Figure 4.9: Réponseindicielle du moteur avec un correcteur classique et un correcteur
fractionnaire pour J=J
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Figure 4.10 : Approximation numérique du compensateur K(p)
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Figure 4.12 : Diagramme de Bode du systeme avec le correcteur fractionnaire
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4.4.2.2 Invariance sous changement de groupe

Nous consgdérons maintenant que le moment dinertie, la charge et la congtante du
temps de la boucle du courant sont tous a lafoisincertains.

Dans ce cas, il e impossble de trouver un compensateur qui confére au systéme
incertain un transfert sous la forme (4.02). Donc, sdlon le paragraphe (4.2.3), il faut choisir un
groupe de transformations bien adapté a I'application choise ce qui permet davoir des
réponses invariantes.

Pour cette gpplication, nous choisissons comme groupe de transformetions :
L

S, = 8 +tu (Tbc - Tch) (4.29)
09

Le probléme de minimisation portedorssurt , u et m

Dautres groupes de transformations peuvent ére utilists [28], nous citons par
exemple:

S| = 1+] 1(Tbc - Tbco ) +| Z(Tbc - Tbco)2 (4'30)

Le choix du groupe de transformations et une éape trés importante qui dépend de
I'application du contrdle diffusf pseudo-invariant.

D'prés les figures (4.13.a, b et c), nous constatons que la forme de la réponse reste
globdement conservée aux changements de fréquence prés. On note que l'dgorithme de
résolution influe sur laqudité du controle diffusf pseudo-invariant.

La figure (4.14) présente la réponse fréquentidle dans le plan de Bode du
compensateur pseudo-invariant dont la représentation diffusve m est solution du probléme de
minimisation (Eq.4.17) et cdle du compensateur obtenu andytiquement.

vitesse (radfz)
vitesse (radis)

temps (zec) o 5 10 15 20 25 a0
Temps (zec)

@ (b)
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Figure 4.13 : Réponse indicielle du systeme avec le compensateur K, (p) avec | =[J, Ty
et L=[0.1, 1] [0.01, 0.1]
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Figure 4.14 : Réponse fréquentielle du compensateur K.(p) dansle casd'invariance stricte
(S1) et I'invariance non stricte (NSH)

4.5 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté un nouveau concept du contrdle robuste dit
pseudo-invariant basé sur la représentation diffusive. La propriété fondamentale de ce
contréle est d avoir, dans le domaine d'incertitude des parametres incertains, des réponses
indicielles (fréquentielles) invariantes sous changement d échelle de temps (fréquence) ou
sous changement de groupe de transformations.
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Nous avons appliqué ce contréle a la commande d’ un moteur a C.C. dont I’ incertitude
est portée sur le moment d'inertie, la charge et la constante de temps de la boucle de courant.
Le bon choix du groupe de transformations, permet d augmenter le degré d invariance de la
réponse.

La comparaison avec la commande classique a montré |’ efficacité du contréle diffusif
pseudo-invariant.
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Conclusion Générale

Le but de cette é&ude est d'appliquer lareprésentation diffusive en contréle.

La premiere application concerne le contréle dun bras flexible articulé (avec ou sans
trandation verticde) au niveau d'une de ses extrémités et libre au niveau de l'autre. Le
principe du contrle utilis® consste a supprimer le comportement vibratoire du bras en
absorbant les ondes réfléchissantes au niveau des frontieres par une impédance convenable.
Ce controle fat apparditre des opérateurs pseudo-différentidls ; en l'occurrence des
intégrateurs et dérivateurs fractionnaires. La représentation diffusive permet de rédiser ces
opérateurs de fagon non héréditaire e permet dobtenir un systeme augmenté sous la forme

abgraite O%:LX ol L et un géndaeur infinittsma dun semi-groupe. Aind le retour

fractionnaire effectué permet de rédiser les conditions absorbantes considérées, sans avoir
recourt & aucune expression convolutive dans I'équation d'éat globale.

La fonctionnelle dénergie globade et non croissante dans le temps. Elle présente une
fonction de Lygpunov ce qui a mis en évidence la dabilité du systeme globad. La naure
globde passve du syseme bouclé confere auss au contrle une nature robuste
inconditionnelle,

L'approximation numérique du systeme conddéré a éé basée sur I'approche modae
qui est la plus convenable & la moddisation dynamique des structures vibrantes. Les résultats
obtenus montrent que la stabilisation du bras dans les deux cas est ateinte magré la présence
des petites oscillations de basses fréquences.

La deuxieme application a é&é consacrée au contrble des systémes incertains par le
contrble diffusf pseudo-invariant et son agpplication au contrdle du moteur a courant continu.
La propriété fondamentale de ce controle est de conserver autant que possible et sur tout le
domaine d'incertitude, les caractéristiques dynamiques imposées par le contrdle du systeme
nomina par les gpproches classques, ceci a un changement de temps (ou de fréquence) prés.
Lagtabilité du systeme et garantie par andogie de forme avec le systeme nomindl.

La formulation du contrfle pseudo-invariant par la représentation diffusve a permis
davoir des transferts en boucle fermée invariants sous changement de fréquence utilisant des
compensateurs pseudo-différentiels. Le probleme de contréle diffusf pseudo-invariant et
dors traduit par la minimisstion dune fonctionnelle imposée a la représentation diffusive du
compensateur.

La amplicité du modée du moteur a courant continu a permis davoir l'invariance sous
changement de fréguence dans le cas ou le moment dinertie du moteur et la charge sont
incertains. Dans le cas ou la congtante de temps et la boucle de courant sont auss incertaines,
I'invariance est obtenue sous groupe de transformations.

La comparaison avec les réaultats du contrble par des compensateurs classques a
montré clairement I’ efficacité de cette gpproche.
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