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Résumé 

Depuis plusieurs années à nos jours, les paliers à gaz sont utilisés avec succès sur une large gamme de turbo-

machines. Certains de ces systèmes sont utilisés dans des environnements de contrôle de l’environnement par gaz 

réfrigérant. Dans ce travail, nous présentons un modèle théorique et numérique qui tient compte de la transition 

du lubrifiant vapeur / liquide, la transition de l’écoulement laminaire / turbulent et les variations 3D de la viscosité 

et de la température dans le fluide et les solides pour les deux situations statiques et dynamiques. Ce modèle 

comporte : la résolution de l'équation de Reynolds généralisée pour les fluides compressibles à viscosité variable 

en 3D, la description des effets de la turbulence en utilisant l'approche phénoménologique de Elrod, en utilisant 

un champ de viscosité turbulente 3D, la résolution de l’équation d’état non linéaire du lubrifiant, capable de 

décrire la transition vapeur / liquide et une approche thermique local afin d'obtenir une estimation 3D de la 

température du fluide, grâce à l'équation d'énergie pour film mince. La prise en compte également des effets 

thermiques dans les solides. Dans cette étude, nous avons montré l'importance d'une description précise des 

paramètres du film fluide, dont les variations influencent largement le comportement du palier. Parmi les 

principales théories, il y a: lubrifiant compressible, avec un comportement non-linéaire près de la transition 

vapeur / liquide, la transition vapeur / liquide et le calcul des paramètres équivalents du mélange, un écoulement 

turbulent du fluide pour le palier GFB à grande vitesse en utilisant un modèle 3D de la viscosité turbulente, un 

comportement 3D pour la viscosité, en particulier les variations inter-films (dépendant de la température), et un 

comportement 3D pour la température, en particulier dans le sens transversal du film afin d'être compatible avec 

la viscosité, mais également dans la direction axiale afin de tenir en compte du gradient de température potentiel 

qui modifie considérablement le profil 3D de la température du palier. Ces deux comportements statiques et 

dynamiques du palier compliant GFB sont analysés. 

 

Mots-clés : palier à gaz, écoulement diphasique, turbulence, THD 

 

Abstract 

For years now, gas bearings are successfully used over a large panel of turbo-machineries. Some of these 

systems are bound to be run in controlled environments such as refrigerating gas. In this work we present a 

theoretical and numerical model which takes into account the vapor/liquid lubricant transition, the 

laminar/turbulent flow transition and both temperature and viscosity 3D variations in the fluid and the solids for 

both static and dynamic situations. This model involves: the resolution of the generalized Reynolds equation for 

compressible fluids with 3D variable viscosity, the description of the turbulence effects by the phenomenological 

approach of Elrod, using a 3D eddy viscosity field, the resolution of a non-linear equation of state for the lubricant, 

able to describe the vapor/liquid transition and a local thermal approach to obtain a 3D estimation of the fluid 

temperature, thanks to the thin-film energy equation. The thermal effects in solids are also taken into account. In 

this study, we showed the importance of an accurate description of the film parameters, which variations largely 

influence the bearing behaviour. Among the principal theories, there are: compressible lubricant, with an 

appropriate non-linear behaviour when close to the vapor/liquid transition, vapor/liquid transition and 

calculation of the mixture equivalent parameters, turbulent flow for high-speed GFBs with a 3D eddy viscosity 

mode, a 3D behaviour for viscosity, particularly the cross-film variations, (temperature dependent)and a 3D 

behaviour for temperature, particularly in cross-film direction in order to be consistent with viscosity, but also in 

the axial direction in order to account for potential temperature gradient which considerably modifies the bearing 

3D temperature profile. Both static and dynamic behaviours of GFBs are analysed. 

 

 

Keywords : Gas bearing, two phase flow, turbulence, THD
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 ملخص
 في تستعمل نظمةالأ من هذه بعض. آلات توربو من كبيرة مجموعة على بنجاح الغاز محامل تستخدم هذا، يونا الي القدم مند

 غاز من التشحيم ائعم تحول الاعتبار بعين يأخذ عددي و نظري نقدم نموذج العمل هذا في. التبريد بغاز البيئة مراقبة أنظمة

 مائع التشحيم حرارة ودرجة المائع للزوجة أبعاد بثلاث وتغير مضطرب الى صفحي من التشحيم مائع تدفق إنتقال سائل، الى

 القابلة للموائع ولدزلرين العامة للمعادلة حل النمودج هذا ويتضمن .الديناميكية و الساكنة الحالات من لكل الصلبة والمواد

 مجال مإستخدا الظواهرلآلرود، نهج باستخدام دفقالت إضطراب أثار وصف أبعاد بثلاث متغيرة لزوجة ذات للإنضغاط

 غاز إلى من قالالإنت وصف على قادرة التشحيم، الخطية لموائع الغير الحالة معادلة حل أبعاد، بثلاث المضطربة اللزوجة

 .قة رقيقةلطب قةالطا معادلة بفضل أبعاد، المائع بثلاث حرارة تقريبية لدرجة قيمة على للحصول محلي وتقريب حراري سائل

 وصف وجود أهمية ةالدراس هذه في أظهرنا لقد. الاعتبار الدراسة بعين هذه في الصلبة المواد في الحرارية التأثيرات تؤخذ

 النظريات ينب ومن. للحامل الوظيفي السلوك علي كبير بشكل يؤثر الخاصيات هذه تغير التشحيم، مائع سمك لخاصيات دقيق

 من ائل، الإنتقالس إلى غاز من الإنتقال منطقة مقربة على خطي غير سلوك مع للإنظغاط، قابل مالتشحي مائع: نكر الرئيسية،

  عاليةال السرعة ذو المرن تشحيم الحامل لمائع مضطرب تدفق للمركب،  التقريبية الخاصيات وحساب سائل إلى غاز

  التشحيم ائعم شريط بين تغيرات سيما ولا ،للزوجة أبعاد بثلاث سلوك أبعاد، بثلاث المضطربة للزوجة نموذج بإستعمال

 متوافقة تكونل التشحيم مائع لشريط العرضي الاتجاه في سيما ولا أبعاد، بثلاث حراري ، وسلوك(الحرارة بدرجة مرتبطة)

 جةدر منحى من تغير كثيرا المحتملة التي الحرارة درجة في التدرج لتمثيل المحوري الاتجاه في أيضا ولكن اللزوجة، مع

.المرن للحامل الديناميكية و الساكنة الحالتين كلتا سلوك تحليل سيتم .الحامل حرارة  

 

الترموهيدروديناميك مضطرب، تدفق بمرحلتين، تدفق غازية، محامل :البحث كلمات  
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𝑡𝑜𝑙𝜌 : Critère de convergence de la masse volumique. 

𝑢, 𝑣, 𝑤 [m.s-1] : Composantes du vecteur vitesse circonférentielle, radiale et axiale.  

𝑈1, 𝑉1,𝑊1 [m.s-1] : Vitesse de la première surface du contact. 

𝑈2, 𝑉2,𝑊2 [m.s-1] : Vitesse de la deuxième surface du contact. 

𝑊 [N] : Charge supporté par le palier. 

𝑊𝑖 [N] : Charge supporté par chaque lobe. 

𝑊𝑟 ,𝑊𝑡 [N] : Composantes de la charge 𝑊 dans le repère (𝑟, 𝑡) 
𝑊𝑟𝑖 ,𝑊𝑡𝑖  [N] : Composantes de la charge 𝑊𝑖 dans le repère (𝑟𝑖, 𝑡𝑖) 

𝑦+ [-] : Distance du mur sans dimension. 
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Lettres grecques : 

 

𝛼 [K-1] Coefficient de dilatation thermique à pression constante. 

𝛼𝑓 [m2.s-1] Diffusivité thermique du fluide. 

𝛼𝑖 [-] : Coefficient d’asymétrie. 

𝛼𝑡 [-] : Compliance de la feuille ondulée. 

𝛼𝑣 [-] : Taux de vapeur dans le mélange. 

𝛽𝑖 [rd] : Amplitude circonférentielle pour chaque lobe. 

𝛾 [Hz] : Fréquence. 

𝛾𝑎𝑑 [-] : Index adiabatique. 

𝛾𝑐 [Hz] : Fréquence critique. 

𝛾𝑖 [rd] : Amplitude circonférentielle de chaque rainure. 

𝛿𝑙 [m] : Echelle de longueur visqueuse. 

𝜀𝑏 [-] : Excentricité relative du palier. 

𝜀𝑖 [-] : Excentricité relative du lobe. 

𝜃 [rd] : Coordonnée circonférentielle. 

𝜃𝐿𝑖 [rd] : Coordonnées angulaire du début de lobe. 

𝜃𝑠 [rd] : Abscisse de fin de l’arc actif. 

𝜗[cSt] : Viscosité cinématique. 

𝜅 [-] : Constante de VON KARMAN. 

𝜆 [-] : Pourcentage du fluide recyclé. 

𝜇 [Pa.s] : Viscosité dynamique moléculaire. 

𝜇𝑑 [Pa.s] : Diffusivité thermique turbulente. 

𝜌 [kg.m-3] : Masse volumique du fluide. 

𝜏 [Pa] : Contrainte de cisaillement. 

𝜐 [-] Coefficient de POISSON. 

Φ [N.m] : Taux de chaleur par dissipation. 
𝜙 [rd] : Angle de calage pour le palier. 

𝜙𝑒 [rd] : Angle de calage pour chaque lobe. 

𝜓𝑖 [rd] : Position ligne des centres par rapport à la ligne de la charge. 

Ω [tr/mn] : Vitesse de rotation de l’arbre.  

Ω𝑐 [tr/mn] : Vitesse critique de rotation. 

𝜔𝑎 [-] : Facteur de relaxation pour calcul température de l’arbre. 

𝜔𝑐 [-] : Facteur de relaxation pour calcul température du coussinet. 
𝜔𝑡 [ ] Déformation élastique de la feuille ondulée. 

𝜔𝜌 [-] : Coefficient dans l’équation d’état de PENG-ROBINSON. 

 
 
Indices, Exposants : 

 

.∗ Exposant des valeurs équivalentes (laminaire + turbulent). 

.𝑡 Exposant pour régime turbulent. 

.0 Indice pour valeur de référence (à l’alimentation). 

.ℓ Indice pour la phase liquide. 

.𝓋 Indice pour la phase vapeur. 

. ̃ Grandeurs sans dimension. 

. ̇ Dérivée première. 

.′ Valeur fluctuante. 

. ̅ Valeur moyenne. 
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Nombres sans dimension : 

 

𝑁𝑑 =
𝜇0(𝑅𝑎Ω)

2

𝑘0𝑇0
 Nombre de dissipation. 

𝑃𝑒 =
𝜌0𝑐𝑝Ω𝐶𝐿

2

𝑘0
 Nombre de PECLET. 

𝑃𝑟𝑡 =
𝜇𝑡

𝜇𝑑
 Nombre de PRANDL 

Λ =
𝜇0Ω

𝑝0
(
𝑅𝑎
𝐶𝐿
)
2

 Nombre de compressibilité 

ℜ𝑙 =
𝜌 𝑅𝑎Ω ℎ

𝜇
 Nombre de REYNOLDS local 

𝒯𝑎𝑙 = ℜ𝑙√
ℎ

𝑅𝑎
 Nombre de TAYLOR local 

𝐻𝑠 =
𝜇𝑈

𝑝
 Nombre de Hersey 

 

Repères : 

 

(𝑟𝑖, 𝑡𝑖, 𝑧) : Repère intermédiaire. 

(𝑟, 𝑡, 𝑧) : Repère intermédiaire. 

(𝑟, 𝜃, 𝑧) : Coordonnées cylindriques 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) : Coordonnées cartésiennes (x colinéaire a la direction de la charge 𝑊).  

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑧) : Repère intermédiaire (xi dans la direction de la charge de chaque lobe 𝑊𝑖) 
 

Sigles : 

 

THD : ThermoHydroDynamique 

GRE : General Reynolds Equation 

GFB : Gas Foil bearing 

ACM Air Cycle Machine 

CFD Computational Fluid Dynamics 
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Introduction 
 

 

 

La lubrification à gaz et plus spécialement à air est un sujet qui a connu un premier essor 

dans les années 50 et 60 quand elle était utilisée pour la réalisation des guidages des gyroscopes 

[CON69]. Les paliers aérodynamiques fonctionnent sur les mêmes principes que ceux lubrifiés 

à huile. Leur particularité vient de la très faible viscosité du gaz, à la fois avantage et 

inconvénient à laquelle s’ajoute la compressibilité. La lubrification à l’aide d’un gaz permet de 

limiter la puissance dissipée par frottement fluide. En effet, la viscosité dynamique du gaz est 

environ 100 fois plus faible qu’une huile peu visqueuse.  

 

      En 1902, STRIBECK, après avoir réalisé de nombreuses expériences sur différents types 

de contacts lubrifiés, décrit ce qui deviendra par la suite un invariant des problématiques de 

lubrification. Il représente l’évolution qualitative du coefficient de  frottement en fonction de 

l’épaisseur de film, proportionnelle au ratio 
𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑡é ∙ 𝑉𝑖𝑡𝑒𝑠𝑠𝑒

𝐶ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒
,  sur  une courbe portant désormais 

son nom (figure 1). Notre étude s’inscrit dans la zone de lubrification établie : la lubrification 

aérodynamique. Cela signifie que l’épaisseur du film est grande devant la rugosité des surfaces 

et l’alimentation est suffisante pour qu’il y ait séparation totale des surfaces. Le lubrifiant se 

définit par sa viscosité qui dépend de la vitesse, de la charge et de la température de 

fonctionnement. 

Lubrification limite

Lubrification mixte

Lubrification

hydrodynamique

ba 

cb 

c

a
b

c

f

pUH s /
 

Figure 1 : Courbe de STRIBECK. Évolution du coefficient de frottement en fonction du nombre de 

Hersey Hs qui permet l’identification de trois régimes de lubrification 
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La réduction des masses et volumes embarqués ‘’machines de grande précision et de 

petite taille’’ est une question centrale dans le domaine des transports, en particulier dans le 

secteur aéronautique, un guidage aérodynamique semble mieux adapté que des éléments 

technologiques classiques qui ne permettent plus de répondre à certaines exigences, dont entre 

autres, la durée de vie. Il est à l’heure actuelle possible d’améliorer les performances des 

turbomachines, notamment en augmentant les vitesses de rotation et en diminuant le diamètre 

des arbres avec de très faibles jeux. De cette façon, il est alors possible de concevoir des 

turbomachines qui seront à la fois plus compactes et plus efficaces. 

 

      Les machines pour recycler l’air font parties des turbomachines à haute vitesse et sont 

des éléments centraux du système de contrôle de l’environnement de l’avion (figure 2). De nos 

jours, la plupart des systèmes de contrôle de l’environnement installés sur les avions civils et 

militaires utilisent des paliers à feuilles. Ce système est celui qui est responsable du contrôle du 

refroidissement, du chauffage et de la mise en pression au sein de l’appareil. La solution la plus 

appropriée au fonctionnement de ces turbomachines est la lubrification de ces paliers par ce 

même gaz.  

 

Figure 2 : Pack de conditionnement d’air. 

 

      La structure déformable du palier à feuilles est constituée d’un empilage de feuilles 

lisses et ondulées (raidisseurs), figure 3. Parmi les technologies employées avec succès, l’une 

d’elles se démarque par des résultats particulièrement intéressants et par une modélisation 

‘’simple’’. Il s’agit de la technologie des paliers à empilage de feuilles de type MITI comme le 

montre la figure (3), [HES82]. De nombreuses études numériques et expérimentales se sont 

intéressées aux caractéristiques statiques et dynamiques de ce type de paliers [HES83], [IOR95], 

[DEL97B], [DEL98], [DEL99], [SUR79].  
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Figure 3 : Schématisation d’un palier à feuilles MITI. 

 

 

      En comparaison avec des paliers lubrifiés à l’huile, les paliers à feuilles sont capables 

de travailler à des températures plus extrêmes (depuis les milieux cryogéniques jusqu’à 700˚C 

[DEL97A]) En revanche, la mauvaise gestion des aspects thermiques des paliers à feuilles est 

l’un des deux facteurs de base qui limitent les performances des paliers à feuilles [DYK06]. 

 

      Les modèles de lubrifiants actuels ont été développés en faisant les hypothèses de fluides 

isothermes et iso-visqueux. Les paliers à feuilles lubrifiés à l’aide d’un gaz réfrigérant 

nécessitent le développement d’un modèle THD (Thermo-HydroDynamique), ce modèle est à 

la fois théorique et numérique. 

 

      Afin de pallier la diminution du diamètre et de travailler à iso-performances, les 

machines tournantes modernes sont donc obligées de fonctionner à des vitesses plus élevées, 

pour lesquelles les roulements rencontrent des problèmes liés au régime dynamique. En effet, 

l’augmentation de la vitesse de rotation est accompagnée par l’augmentation très importante 

des charges dynamiques. De plus, étant soumis à des réductions de poids, les rotors fonctionnent 

souvent en régime sur-critique. Les roulements, ayant des capacités d’amortissement presque 

nulles, supportent mal les charges dynamiques et ont alors une durée de vie limitée. Le palier à 

air ou gaz est donc un candidat pour son remplacement. De plus, la conception des machines 

tournantes devient plus simple parce que l’absence d’un lubrifiant polluant et la disponibilité 

quasi-permanente du gaz éliminent la nécessité d’un système d’alimentation et des étanchéités 

dont la fiabilité et la durée de vie sont des problèmes permanents. Le comportement dynamique 

est donc reconnu comme étant essentiel pour l’intégration des paliers à gaz dans les machines 

tournantes.  A cause de l’importance accordée dans ce travail aux aspects dynamiques, il est 

opportun d’expliquer plus en détail les grandes lignes qui gouvernent le comportement 

dynamique des paliers à gaz et leur stabilité. 
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      Les paliers non cylindriques à lobes discontinus, à précharge géométrique, ont été 

développés pour remédier aux problèmes de stabilité des paliers lisses. L’étude des 

caractéristiques statiques et dynamiques des paliers à lobes est analogue à celle des paliers 

lisses. Cependant, un grand nombre de paramètres intervient dans la définition géométrique du 

palier. La capacité de charge et la stabilité du palier ne dépendent plus seulement de 

l’excentricité relative du palier et du nombre de compressibilité mais également du nombre de 

lobes, de leur amplitude, de la précharge géométrique relative et de l’asymétrie (figure 4).  
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Figure 4 : Schématisation d'un palier à trois lobes asymétriques. 

 

Les courbes de stabilité de ce type de paliers sont élaborées à partir d’une approche 

linéaire du comportement du palier autour de sa position d’équilibre, [KLI86], [FRE90]. Elles 

montrent de façon générale que, pour les fortes charges, le palier est généralement toujours 

suffisamment stable et le choix des paramètres géométriques dépend alors de la capacité de 

charge souhaitée. Dans le cas de faibles charges, la précharge géométrique est notamment 

adaptée pour obtenir le niveau de stabilité souhaité [STE91].  

 

      Après avoir mentionné les avantages de la lubrification à gaz, il est nécessaire de 

souligner les difficultés liées à sa mise en œuvre et les problèmes soulevés par l’intégration des 

paliers à gaz dans les machines tournantes. Les machines fonctionnant avec des paliers à gaz 

sont donc de conception plus simple mais, comme la viscosité du gaz est très faible, pour 

générer des pressions suffisantes dans le film à gaz, elles doivent fonctionner à des vitesses de 

rotation élevées et avec des jeux de l’ordre de quelques dizaines de μm. Ceci met en exergue 
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les problèmes de fabrication car le respect des tolérances dimensionnelles et de forme est 

souvent un aspect crucial. 

       

La faible viscosité du gaz est aussi responsable de la capacité de charge réduite et du 

faible amortissement qui caractérisent les paliers à gaz. La capacité de charge va limiter d’abord 

la taille des machines tournantes susceptibles d’utiliser des paliers à gaz. 

 

      Un inconvénient lié à l’utilisation des gaz comme lubrifiants est le fait que l’onctuosité 

inhérente à un lubrifiant liquide comme par exemple l’huile est maintenant absente et le contact 

qui a lieu au démarrage et à l’arrêt est caractérisé par un régime de frottement sec et/ou mixte 

pouvant mener à une usure rapide. Ainsi, les paliers aérodynamiques sont réalisés à partir d’un 

matériau comme le graphite, le bronze, la céramique ou sont protégés par un revêtement à faible 

coefficient de frottement pour limiter l’usure du palier durant les phases transitoires du 

démarrage et de l’arrêt.  

  

      Le travail présenté dans ce mémoire de thèse s’inscrit dans la continuité des travaux 

réalisés par Mathieu GARCIA [GAR12]. Cette thèse réalisée au Laboratoire de Mécanique des 

Contacts et des Structures - INSA de Lyon a permis de mettre au point des algorithmes 

numériques pour l’analyse ThermoHydrodynamique de paliers rigides lubrifiés par un fluide 

réfrigérant. Le présent travail vise à compléter cette analyse THD en hypothèse adiabatique par 

la prise en compte des effets thermiques dans les solides, la déformation des feuilles et une 

étude dynamique en calculant les coefficients dynamiques et la masse critique.  
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Etat de l’art 
 

Ce premier chapitre est dédié à une étude bibliographique 

ayant pour objectif la présentation des différentes études 

théoriques et expérimentales, relatives à la modélisation de la 

lubrification et des effets thermiques dans les paliers à 

feuilles. Nous présenterons aussi les objectifs de notre travail.  
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1.1. Introduction 

Les paliers Hydrodynamiques sont largement utilisés depuis des temps immémoriaux 

comme des éléments de machine. Les premières étapes de la compréhension du phénomène de 

lubrification datent du19ème siècle avec les travaux de HIRN [HIR54] en 1854. Ensuite, en 1883, 

deux investigations expérimentales menées par BEAUCHAMP TOWER [TOW83] en Angleterre et 

PETROV [PET83] en Russie mirent en évidence le fait que les surfaces rigides des solides en 

contact dans un palier hydrodynamique étaient complètement séparées par un film fluide. Ainsi, 

il a été établi que les forces de frottement dans de tels mécanismes sont gouvernées par les effets 

hydrodynamiques et non pas par le contact direct entre les solides. C’est à partir des travaux de 

TOWER qu’OSBORNE REYNOLDS définit le phénomène fondamental de portance 

hydrodynamique. En 1886, REYNOLDS [REY86] établit sa fameuse équation qui est désormais 

la base de toutes les théories actuelles de la lubrification, dont la formulation mathématique 

s’appuie sur les équations de NAVIER-STOKES. Elle exprime la relation entre la pression à 

l’intérieur du film lubrifiant, la géométrie et la cinématique des parties en mouvement. La 

solution de cette équation, basée sur la théorie des écoulements visqueux laminaires, confirme 

les observations antérieures de TOWER et PETROV. Cette équation, qui constitue un support 

théorique pour les résultats expérimentaux de TOWER, est devenue la base de la théorie de la 

lubrification hydrodynamique moderne. Au début du 20ème siècle, MICHELL [MIC05] et 

KINGSBURY [KIN97] firent un premier pas vers la compréhension du phénomène de 

lubrification dans les paliers hydrodynamiques. Depuis plus d’un siècle, de nombreuses 

améliorations lui ont été apportées, aussi bien par des études théoriques que par des études 

expérimentales. Des travaux présentent ces améliorations, notamment l’étude des phénomènes 

thermiques, des déformations des surfaces, des états de surfaces ou encore les défauts de 

fonctionnement comme le mésalignement ou l’usure. 

 

 

1.2. Lubrification hydrodynamique des paliers à feuilles 

Le travail théorique de REYNOLDS [REY86] est considéré comme la base de la théorie 

de la lubrification hydrodynamique travail à partir duquel REYNOLDS obtient par un 

raisonnement heuristique l’équation qui porte son nom. L’idée de ce travail est d’utiliser 

l’hypothèse de film mince (c’est-à-dire que la distance séparant les deux surfaces entre 

lesquelles circule le fluide est très petite devant les dimensions des surfaces) pour simplifier les 

équations de NAVIER-STOKES en négligeant les variations de la pression dans la direction 

transverse aux deux surfaces, ainsi que certains termes dans l’équation de l’hydrodynamique. 

 

De nombreuses améliorations ont été apportées aux travaux de REYNOLDS, les 

recherches scientifiques se concentrent sur le développement de modèles analytiques puisque 

les ordinateurs n’existaient pas encore. Résoudre l’équation de REYNOLDS et ses conditions aux 

limites ne peut être réalisée analytiquement. Par conséquent, elle peut se faire en utilisant des 

hypothèses simplificatrices. 
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En 1904, SOMMERFELD [SOM04] utilise un changement de variables judicieux et 

présente une solution analytique à l’équation de REYNOLDS dans le cas du palier infiniment 

long 𝜕𝑝 𝜕𝑧 = 0⁄ . Cependant, les conditions aux limites proposées ne tiennent pas compte de la 

rupture du film dans le palier, la pression ainsi obtenue est négative dans la zone divergente. 

Ces conditions aux limites ne sont valables que pour les paliers fonctionnant à de très faibles 

charges ou avec des pressions d’alimentation très élevées [FRE90]. 

 

En 1914, GÜMBEL [GUM14] stipule que l’huile se rompt lorsque sa pression devient 

négative, en prenant comme référence la pression ambiante et non le zéro absolu. Pour prendre 

en compte la rupture de film, GÜMBEL néglige donc lors de la résolution de l’équation de 

REYNOLDS les pressions en deçà de la pression atmosphérique. Autrement dit : p = pamb lorsque 

p<pamb. En négligeant les pressions négatives, la solution finale de GÜMBEL représente la moitié 

de celle de SOMMERFIELD. C’est la raison pour laquelle la condition de GÜMBEL est 

communément désignée par le vocable Demi-SOMMERFELD. En procédant ainsi, GÜMBEL 

introduit une discontinuité dans le débit. Bien que physiquement inacceptable, ceci n’a pas 

empêché son application fréquente dans les modélisations. 

 

SWIFT [SWI32] puis STIEBER [STI33] présentent indépendamment, des conditions aux 

limites à la sortie du film plus représentatives de la réalité. Ils écrivent que dans la zone 

divergente du palier le film se rompt le long d’une frontière déterminée par les conditions 

supplémentaires suivantes : le long de la frontière, la pression prend la valeur de la pression 

saturante du fluide et le gradient de pression s’annule. Ces conditions qui respectent la 

continuité du débit à la sortie du film, sont dites conditions aux limites de REYNOLDS et sont 

universellement utilisées aujourd’hui pour le calcul des paliers soumis à des charges constantes. 

Une méthode numérique de résolution de l’équation de REYNOLDS utilisant ces conditions, a 

été proposée par CHRISTOPHERSON [CHR 41].  

 

 

1.2.1. Approximation palier court 

Lorsque le rapport 𝐿/𝐷 de la longueur au diamètre du palier est faible, on peut négliger 

le gradient de pression circonférentiel devant le gradient de pression axial. Cette hypothèse 

émise pour la première fois de MICHELL [MIC29] a été reprise et développée par OCVIRK et 

DUBOIS [OCV53]. Elle est entièrement justifiée pour les paliers dont le rapport 𝐿/𝐷 est inférieur 

ou égal à 1/4, alors que la plupart des paliers utilisés aujourd’hui dans l’industrie  sont sous 

cette limite, en raison des problèmes de défaut d’alignement. En pratique cette hypothèse est 

encore utilisée pour des rapports 𝐿/𝐷 de 0,5 car l’erreur commise reste faible sur le couple et 

le débit, elle est d’un ordre de grandeur acceptable sur la charge mais très importante sur la 

valeur du maximum de pression dans le film. Ces erreurs diminuent lorsque l’excentricité 

décroît. 

 

Ces modèles analytiques simplifiés qui utilisent l’approximation du palier court et long 

étaient très populaires et sont encore utilisés dans certains travaux théoriques récents. BROWN 

et al. [BRO00], YANG et al. [YAN01], KEOGH et KHONSARI [KEO01], TAYLOR [TAY04] et SONG 

et al. [SON05] ont utilisé l’approximation du palier court pour leurs œuvres, tandis que DENG 
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et BROWN [DEN08] et WANG et KHONSARI [WAN08] ont appliqué l’approximation du palier 

long. RAISON et NARANG [REA82] ont combiné les deux méthodes au moyen d’une technique 

de pression moyenne afin d’obtenir des résultats qui seraient valables pour toute la gamme de 

largeurs de palier. Des approches similaires ont été faites par RAO et al [RAO00], [RAO01] 

concernant le problème dynamique. 

 

Avec une telle approximation on peut trouver une solution analytique simplifiée. 

Malheureusement, les approches purement analytiques manquent souvent de précision dans de 

nombreuses applications et leur utilisation implique souvent une simplification excessive du 

problème. Cela est particulièrement vrai pour traiter des problèmes assez complexes tels que la 

rupture du film et la prise en considération des conditions d’alimentation en lubrifiant. 

 

 

1.2.2. Nécessité des méthodes numériques 

Comme nous l’avons vu précédemment, le problème de la lubrification 

hydrodynamique doit être formulé de manière approchée afin d’obtenir une solution purement 

analytique. Dans certains cas, ces approximations sont justifiées et donnent des résultats 

satisfaisants. Toutefois, des phénomènes complexes tels que la rupture du film lubrifiant ou des 

effets thermiques ne peuvent pas être décrits avec précision. Avec le développement des 

ordinateurs et des outils numériques, les scientifiques commencent à utiliser des méthodes 

numériques sur ordinateur afin de résoudre ce type de problèmes. 

 

Les premiers modèles informatiques sont développés par RAIMONDI et BOYD [RAI58] 

et PINKUS [PIN58], bien que les méthodes numériques aient été utilisées auparavant par exemple 

dans CHRISTOPHERSON [CHR41]. Après ces travaux pionniers, les auteurs tentent de décrire la 

réalité aussi précisément que possible, en gardant à l’esprit moins de simplifications ce qui 

signifie généralement des coûts de calcul plus élevés. Les progrès dans les capacités de calcul 

par l’informatique vont enfin permettre aux auteurs d’ajouter le comportement thermique, 

élastique et dynamique du problème de lubrification hydrodynamique. 

 

 

1.2.3. Equation de Reynolds Généralisée (GRE) 

Lorsque DOWSON, en 1962, publie un document introduisant une forme généralisée de 

l’équation de REYNOLDS, il explique que son travail vient du manque d’une théorie générale en 

lubrification en film mince lorsque les paramètres du fluide sont soumis à une forte variation 

suivant l’épaisseur du film [DOW62]. 

 

DOWSON [DOW62] présente en 1962 un travail qui représente une avancée considérable 

dans l’étude des phénomènes thermiques. Il modifie l’équation de REYNOLDS classique afin de 

prendre en compte les variations de viscosité et de masse volumique à travers l’épaisseur du 

film fluide. La solution simultanée de cette équation et l’équation de l’énergie en prenant 

compte des conditions aux limites constitue le modèle ThermoHydroDynamique (THD). C’est 

l’équation de Reynolds généralisée qui, couplée avec l’équation de l’énergie par l’intermédiaire 
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de la viscosité et la masse volumique du lubrifiant, permet l’étude locale des phénomènes 

thermiques en lubrification hydrodynamique. 

 

 

1.2.4. Modèle de Reynolds  

Le modèle de REYNOLDS est basé sur l’équation de REYNOLDS dans les conditions SWIFT 

STIEBER (à la fois la pression et le gradient de pression sont mis à zéro à la limite de rupture), 

résolu en utilisant l’algorithme développé par CHRISTOPHERSON [CHR41]. Cet algorithme 

utilise une discrétisation en différences finies et le processus itératif de GAUSS-SEIDEL. Aux 

nœuds localisés à l’intérieur de la région de rupture du film, la pression est réglée à la pression 

de référence à chaque itération jusqu’à ce que la convergence soit atteinte. 

 

Ce modèle a été très populaire au cours des dernières décennies et il est encore utilisé 

dans certains travaux récents, c’est un modèle numérique simple capable de donner des résultats 

satisfaisants concernant le profil de la pression dans les paliers lisses [KHO86], [BON86], et 

également utilisé pour les paliers à patins [KNI90], [FIL97]. 

 

Récemment, plusieurs auteurs ont utilisé les conditions de REYNOLDS dans leurs 

modèles [BRI03], [SIR04] et [MAJ04]. Malheureusement, ce modèle général ne donne pas de 

bons résultats concernant le débit ou la conservation de la masse dans un lubrifiant à deux 

phases, le point critique étant l’interface liquide-gaz. 

 

 

1.3. Effet thermiques 

Le modèle isotherme, qui fût utilisé durant de nombreuses années, ne donne de bons 

résultats que dans des cas simples, pour lesquels l’énergie dissipée est faible et l’augmentation 

de température est trop faible pour induire une variation de la viscosité du lubrifiant. Cette 

observation, mise en évidence par des études expérimentales, conduit naturellement à étudier 

les phénomènes thermiques. 

 

L’importance des effets thermiques en lubrification hydrodynamique a été mise en 

évidence dès les premières études scientifiques, cependant la prise en compte de ces effets pour 

le calcul des mécanismes est récente. Cependant, grâce aux progrès réalisés récemment, on 

commence aujourd’hui à résoudre dans la plupart des cas, les équations qui régissent les 

phénomènes thermiques en lubrification. 

 

La possibilité d’utiliser de l’air et plus généralement des gaz comme lubrifiant a été mise 

en évidence par HIRN avant 1854 [HIR54], l’importance de ces effets a surgi au moment où 

KINGSBURY [KIN33] a réalisé une étude expérimentale et théorique dans laquelle il a conclu 

que les effets thermiques étaient responsables des écarts importants entre les observations 

expérimentales et les prédictions théoriques pour la capacité de charge des paliers. 

La gestion thermique est nécessaire lors de la conception des applications à haute 

température utilisant GFB (Gaz Foil Bearing), tels que les moteurs à turbine à gaz [DYK04]. 

HORI et KATO [HOR08] expliquent que la production de chaleur dans le film lubrifiant et 
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l’élévation de température associée sont les facteurs les plus importants dans les paliers lisses, 

en particulier pour des vitesses de rotation élevées parce que la perte de puissance est presque 

entièrement convertie en chaleur. 

 

L’augmentation de la température moyenne ainsi que la pression maximale dans le 

palier peut être très préjudiciable sur les propriétés statiques tels que la capacité de charge, 

l’épaisseur minimale du film, etc. [MA96]. Cette augmentation de la température génère aussi 

des déformations de l’arbre, des feuilles et du coussinet. En outre, dans le cas particulier de 

l’écoulement à deux phases, la pression de vapeur dépend fortement de la température locale 

du lubrifiant. 

   

 

1.3.1. Etude thermique du film lubrifiant 

1.3.1.1. Modèle thermique global 

La première consiste à évaluer, à partir de la théorie isotherme, l’énergie dissipée dans 

le film, ce qui permet de calculer une température moyenne de fonctionnement ; c’est la 

méthode communément utilisée pour le calcul des caractéristiques d’un mécanisme [SWI37]. 

Dans cette théorie simplifiée, le lubrifiant est isovisqueux, la viscosité apparente est estimée de 

la température moyenne à partir d’un bilan énergétique global. Actuellement, l’approche 

isovisqueuse est utilisée avec des résultats acceptables pour un nombre limité de conditions de 

fonctionnement [TAN00] [YU01] [STA01] [STA02] [TAL02] [JOH04] [BOE04]. L’approche 

isovisqueuse est parfois un choix raisonnable lorsqu’elle est utilisée avec d’autres complexités 

théoriques pour lesquelles l’approche THD rendrait le problème presque insolvable ou avec des 

coûts de calcul excessifs. C’est également une option raisonnable dans les études préliminaires 

et de première approche. Toutefois, l’approche isovisqueuse ne fournit pas de réponse 

satisfaisante dans les cas où des prédictions précises sont nécessaires, en particulier lorsque des 

vitesses élevées (GFB) et des charges importantes sont présentes [BOU04]. Dans de telles 

conditions, la grande quantité de chaleur produite par la dissipation visqueuse induit des 

gradients de température qui sont trop élevés pour être négligés. En outre, l’approche 

isovisqueuse pourrait dangereusement sous-estimer les paramètres de performance critiques 

tels que l’excentricité de l’arbre [BOU04]. 

 

 

1.3.1.2. Approche locale du problème thermique  

La seconde consiste à résoudre simultanément dans le film l’équation de l’énergie et 

l’équation de REYNOLDS généralisée qui permet de tenir compte de la variation de viscosité à 

travers l’épaisseur du film. Il faut également tenir compte des transferts de chaleur dans les 

matériaux ainsi que des conditions aux limites qui dépendent de l’implantation du palier dans 

la machine. 

 

En 1949, COPE [COP49] considère que la température et la viscosité ne sont pas 

constantes le long de la direction circonférentielle qui est la direction principale d’écoulement, 

il fait intervenir l’équation de l’énergie sous forme simplifiée pour obtenir la température dans 

le film et par conséquent les variations de viscosité à travers le film. Quelques années plus tard, 
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GUILINGER et SAIBEL [SAI58] ZIENKIEWICZ [ZIE57] et HUNTER et ZIENBIEWICZ [HUN60] sont 

les premiers à présenter une méthode pour résoudre simultanément l’équation de REYNOLDS et 

l’équation d’énergie dans le film. De plus, ces auteurs tiennent compte de façon approchée de 

la variation de température suivant l’épaisseur du film.   

 

DOWSON [DOW62] présente en 1962 un travail qui représente une avancée considérable 

dans l’étude des phénomènes thermiques. Il modifie l’équation de REYNOLDS classique afin de 

prendre en compte les variations de viscosité et de masse volumique à travers l’épaisseur du 

film fluide. C’est l’équation de REYNOLDS généralisée qui, couplée avec l’équation de l’énergie, 

permet l’étude locale des phénomènes thermiques en lubrification hydrodynamique. La 

résolution de ces équations est basée sur des méthodes de calcul numérique (différences finies 

ou éléments finis), ce qui nécessite l’application de conditions aux limites particulières sur la 

température.  

 

Pendant les années 1970, plusieurs auteurs soulignent la nécessité d’un modèle qui tient 

compte de la variation de la température suivant l’épaisseur du film [MCC70] [SEI72]. Dans la 

pratique, la plupart des travaux qui suivent consistent soit à l’amélioration des conditions aux 

limites pour les transferts de chaleur entre le fluide, l’arbre et le coussinet ou la prise en compte 

de plus de phénomènes dans le modèle (comme la rupture du film, la turbulence, les effets 

d’inertie, etc.). Après cela, des auteurs mettent en œuvre une analyse de THD plus complexe 

où les propriétés lubrifiantes sont étudiées dans des conditions de fonctionnement sévères 

[BOU04] et / ou des environnements inhabituels, tels que le gaz cryogénique [BRA87]. 

 

 

1.3.2. Paramètres constants du film lubrifiant  

Le réglage des paramètres du fluide comme étant des constantes, telles que la viscosité, 

la densité ou la chaleur spécifique permet des simplifications importantes dans la résolution des 

équations de la mécanique des films minces. Cependant, lorsque l’on travaille à grande vitesse 

de rotation (GFB), il a été démontré par CHUN [CHU04] que la variabilité de la densité, de la 

viscosité et de la chaleur spécifique étaient obligatoires afin de prédire avec précision la charge 

et la perte de puissance par frottement. SHARMA et al. [SHA03] ont trouvé dans leur étude d’un 

palier lisse hybride que les variations de la viscosité due à l’élévation de température ont une 

influence significative sur les performances statiques et dynamiques du système.  

 

 

1.3.3. Gradient axial de température  

En se référant à la littérature, le gradient thermique axial est généralement faible par 

rapport aux valeurs significatives (gradients de température radiales et circonférentielles) et la 

plupart du temps, une analyse thermique 2D donne des résultats réalistes pour les paliers 

standards. L’analyse thermique 2D est utilisée lorsque l’on traite un problème plus complexe 

comme par exemple le comportement thermique transitoire [FIL97], [KUC00], [TOU03], ou 

lorsque le but de l’étude est de donner une estimation rapide des paramètres paliers [JAN04], 

[WAN11]. 
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 Cependant, SAN ANDRES et KIM [SAN10] en utilisant un modèle thermique 3D pour 

palier à feuilles GFB, dans lequel les calculs sont en bon accord avec les données 

expérimentales, montrent que le gradient thermique axial augmente avec la vitesse de rotation 

de l’arbre et ne peut plus être négligé à très grande vitesse. L’étude d’un gaz réfrigérant comme 

lubrifiant est l’une des causes de l’utilisation d’un modèle 3D qui permet de localiser avec 

précision la phase liquide. 

 

 

1.3.4. Approximation de Couette 

Afin de simplifier le couplage, dû aux termes de pression, entre les équations de 

REYNOLDS (GRE) et de l’énergie, MCCALLION et al [MCC70] propose l’approximation de 

COUETTE, qui consiste à négliger tous les termes de transfert de chaleur par convection associés 

à la pression dans l’équation de l’énergie et en considérant seulement le flux entraîné par 

glissement comme étant responsable du transfert de chaleur par convection. 

 

Bien que cette hypothèse simplifie considérablement le temps et le coût de calcul, les 

résultats obtenus en utilisant cette simplification par exemple le profil du champ de température 

ne sont pas satisfaisants [SAL01]. D’autres auteurs ont également utilisé l’approximation de 

Couette [PIN79] [SMI81] [MA94]. 

 

 

1.3.5. Équations de l’énergie en 3D 

Les simplifications précédentes ne sont pas toujours possibles lorsqu’on traite un 

problème THD avec des phénomènes assez complexes à prendre en compte. Les méthodes 

numériques ainsi que le développement des performances des ordinateurs permettent aux 

scientifiques de mettre en œuvre des modèles THD en 3D afin de ne pas négliger le gradient 

thermique axial [PEN06] [SIN08] [SAN09]. 

 

DOBRICA et FILLON [DOB06] confirment que l’algorithme 3D est obligatoire si l’on veut 

prédire le comportement thermique axial avec précision. MICHAUD et al. [MIC07] constatent 

que l’épaisseur minimale du film est surestimée dans un modèle 2D. En outre, les analyses des 

déformations thermo-élastiques nécessitent la prise en compte des variations de température 

dans les trois directions [FIL08]. 

 

 

1.3.6. Variations thermiques suivant l’épaisseur du film 

L’équation de REYNOLDS généralisée GRE tient compte dans les fonctions intégrales de 

la variation de la viscosité locale à travers l’épaisseur du film. Le but du problème THD est de 

résoudre à la fois l’équation de REYNOLDS généralisée GRE et l’équation de l’énergie dans le 

film lubrifiant itérativement, où les coordonnées radiales apparaissent explicitement et ne 

peuvent pas être ignorées. 

 

Les premiers modèles thermiques ne tiennent pas compte des phénomènes thermiques 

qui se produisent à travers l’épaisseur du film. Ces modèles qui ne tiennent pas compte de la 
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direction radiale, comme ceux de KNIGHT et BARRET [KNI83] ou GUPTA et al [GUP90], sont 

intéressants en raison de leur simplicité, mais révèlent une précision insuffisante pour de 

nombreuses applications pratiques. Dans leur étude théorique, RAJALINGHAM et al [RAJ94] ont 

mis en évidence l’importance de considérer les phénomènes thermiques qui se produisent à 

travers l’épaisseur du lubrifiant. 

 

HANSEN et TONNESEN présentent en 1984 avec LUND [LUN84A] [LUN84B] une étude 

théorique sur les effets thermiques dans les paliers. La variation de la viscosité dans le film est 

évaluée par un polynôme d’ordre quatre ce qui permet de trouver une solution approchée de 

l’équation de l’énergie. Ils observent une bonne corrélation entre leurs travaux et leurs 

précédentes expérimentations [TON81] pour la température et la pression.  

 

KHONSARI et BEAMAN [KHO86] publient en 1986 une étude THD dans laquelle ils 

tiennent compte de la cavitation et du mélange de fluide dans la rainure. Deux types de 

conditions aux limites sont étudiées, arbre isotherme et surface intérieure du coussinet 

adiabatique. Ils montrent que les gradients de température suivant l’épaisseur du film sont 

beaucoup plus importants que ceux que l’on peut observer suivant la direction circonférentielle.  

 

VIJAYARAGHAVAN [VIJ96] développe une méthode où les propriétés à travers 

l’épaisseur du film, telles que la viscosité, sont déterminées uniquement en certains points. 

Leurs distributions à travers l’épaisseur du film ont été exprimées par des polynômes de 

LEGENDRE, qui donnent une bonne corrélation de la température avec les données 

expérimentales. 

 

Plus récemment, GANDJALIKHAN et MOAYERI [GAN02] ont proposé une étude THD 

tridimensionnelle de palier comportant une rainure d’alimentation axiale, de dimension finie et 

fonctionnant en régime laminaire établi. Ils utilisent une méthode basée sur la technique CFD, 

en résolvant l’équation de Navier-Stokes complète ainsi que l’équation de l’énergie et en 

considérant les transferts thermiques à travers le coussinet et l’arbre. Ils tiennent compte 

également du phénomène de cavitation grâce à un modèle tridimensionnel qui donne un 

mélange homogène équivalent au lieu de proportions locales de fluide et de gaz. Les vitesses, 

la pression et la température suivant les directions circonférentielle, axiale et suivant l’épaisseur 

du film sont calculées. Ils comparent leurs résultats avec plusieurs résultats expérimentaux de 

la littérature. Ils concluent que le modèle utilisé pour la cavitation donne de bons résultats et 

confirment que la température de l’arbre ne varie que faiblement suivant la direction 

circonférentielle et très peu axialement. Ils montrent également que l’étude bidimensionnelle 

surestime la température maximale et plus largement la pression maximale par rapport à l’étude 

tridimensionnelle. 

 

De toute évidence, les modèles qui traitent les phénomènes qui se produisent à travers 

l’épaisseur du film avec plus de détails (BONCOMPAIN et al, [BON86]; KHONSARI et BEAMAN, 

[KHO86]; MA et TAYLOR, [MA94]; PARANJPE et HAN, [PAR94]; VIJAYARAGHAVAN, [VIJ96]; 

HATAKENAKA et TANAKA, [HAN02]; COSTA et al, [COS03]) montrent une meilleure corrélation 

avec les résultats expérimentaux. Ceci est la raison pour laquelle le modèle que nous proposons 

considère également l’influence de la viscosité à travers l’épaisseur de film. 
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1.3.7. Transfert de chaleur dans le coussinet 

Des travaux expérimentaux ont montré qu’une partie non négligeable de l’énergie 

dissipée à l’intérieur du film lubrifiant est transférée au coussinet. Les expériences élaborées 

par MA et TAYLOR [MA96] sur paliers lisses ont montré que la variation de la température dans 

le film (coussinet) est considérable dans le voisinage de l’emplacement de la température 

maximale pour les conditions de fonctionnement à charge imposée et à grande vitesse de 

rotation. C’est la raison pour laquelle de nombreux auteurs utilisent l’équation de LAPLACE à 

1D, 2D ou même 3D pour décrire le transfert de chaleur par conduction à l’intérieur du 

coussinet.  

 

L’approche la plus utilisée est la résolution de l’équation de LAPLACE en 2D (direction 

radiale et circonférentielle), où la température est considérée indépendante de la direction 

axiale. L’utilisation du modèle 2D est justifié par des travaux expérimentaux qui montrent que 

le gradient de température axiale est négligeable dans la plupart des cas. Ainsi une approche 

3D est nécessaire seulement dans des cas spécifiques comme celui d’une géométrie non 

symétrique ou pour des paliers mésalignés. 

 

Dans un palier à feuilles (GFB), la structure est beaucoup plus complexe que dans les 

paliers lisses. L’augmentation de la température peut engendrer des dilatations thermiques des 

éléments d’appui et changer l’élasticité de la feuille ondulée ce qui affecte les performances du 

palier [SIM08] ainsi que les coefficients dynamiques du palier [SAN11]. Par conséquent, pour 

un calcul précis de la température du film lubrifiant, nous utilisons un modèle de transfert de 

chaleur pour le coussinet. Comme le transfert de chaleur le long de la direction axiale est 

nettement inférieur à celui de la direction radiale et circonférentielle, la conduction thermique 

dans la direction axiale est ignorée afin de simplifier les calculs.  

 

 

1.3.8. Transfert de chaleur dans l’arbre 

L’étude expérimentale réalisée par DOWSON, et al [DOW66] a mis en évidence les 

transferts de chaleur dus à l’écoulement du fluide ainsi que la faible variation circonférentielle 

de température dans l’arbre à cause de sa grande vitesse de rotation ce qui justifie l’hypothèse 

d’un arbre isothermique considérée par de nombreux auteurs.  

 

Certains d’entre eux ont imposé une température pour l’arbre comme GUPTA et al, 

[GUP90]; KNIGHT et GHADIMI, [KNI92], tandis que d’autres ont obtenu la température de l’arbre 

en l’égalant à la température moyenne de la surface du coussinet [SAF74] [GET90], ou par le 

biais de la résolution de l’équation de la chaleur 1D [LEE10] ou 2D  [BON86] [FEN13]. C’est 

cette dernière démarche que nous avons utilisée, en considérant que la variation de la 

température suivant la direction circonférentielle est négligée à cause de la grande vitesse de 

rotation de l’arbre.  
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1.3.9. Conditions aux limites 

1.3.9.1. Continuité à l’interface film- coussinet et film-arbre 

A la place d’une condition de type adiabatique, c’est DOWSON qui publie en 1964 avec 

HUDSON [DOW64] un travail sur un blochet dans lequel ils imposent une condition d’égalité de 

flux thermique à l’interface film/coussinet. Ceci implique la résolution de l’équation de la 

chaleur, dite équation de LAPLACE, dans le coussinet. De plus, il faut imposer de nouvelles 

conditions sur les autres frontières du coussinet. Le problème ThermoHydroDynamique ainsi 

posé n’admet plus de solution analytique. 

 

DOWSON, HUDSON, HUNTER et MARCH [DOW66] effectuent deux ans plus tard une 

étude expérimentale (rainure le long de la ligne de charge) dans laquelle ils mesurent pour la 

première fois le champ de pression et les champs de température dans le coussinet et l’arbre. 

Cette étude a mis en évidence les transferts de chaleur dus à l’écoulement du fluide ainsi que la 

faible variation circonférentielle de température dans l’arbre.  

 

FITZGERALD et NEAL [FIT92] réalisent une série de mesures expérimentales sur palier à 

deux rainures circonférentielles, ils concluent que le flux thermique à travers le coussinet et 

l’arbre est loin d’être négligeable pour une large gamme de conditions de fonctionnement, ce 

qui rend les approches isotherme et adiabatique imprécises et irréalistes dans de nombreuses 

situations. Nous considérerons la mise en continuité du flux thermique à l’interface film-

coussinet et film-arbre en utilisant l’équation de FOURIER [BON86]. 

 

 

1.3.9.2. Recirculation du lubrifiant 

Traditionnellement, l’analyse des performances des paliers hydrodynamiques est basée 

sur la résolution numérique de l’équation de REYNOLDS et de l’équation de l’énergie simplifiée 

[FRE90].  Si de nombreuses recherches ont été réalisées sur les performances et la définition 

géométrique des paliers en utilisant les équations de base de la mécanique des films minces 

visqueux [FRE90], très peu d’entre elles traitent du mécanisme particulier de l’écoulement dans 

les zones d’alimentation où il y a mélange entre le fluide frais et le fluide recyclé, et encore 

moins de leur dimensionnement. 

 

Pour décrire le comportement ThermoHydroDynamique de ces paliers, les équations de 

la mécanique des films minces visqueux doivent être résolues pour des conditions aux limites 

réalistes. La distribution réelle de la température dans la section d’entrée du palier est très 

difficile à connaître, parce qu’elle dépend du mélange entre le fluide recyclé et le fluide frais 

d’alimentation, qui a lieu dans la zone d’alimentation [BON85] [BOU87]. Dû à la profondeur de 

cette zone, l’équation de REYNOLDS n’est plus applicable et il faudrait utiliser une modélisation 

avec les équations de NAVIER-STOKES.   

 

Ainsi, la distribution de température dans la section d’entrée du palier est obtenue en 

résolvant l’équation de conservation du débit et l’équation de conservation du flux thermique, 

si on néglige les échanges au niveau des parois [SMA66]. Certains auteurs déterminent la 

température à la section d’entrée du palier en utilisant des profils uniformes de température ou 
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non uniformes, en appliquant la conservation du flux de chaleur et des conditions aux limites 

afin d’éliminer les discontinuités [KHO86] [HES86] [MA92]. 

 

MITSUI, HORI et TANAKA [MIT83] réalisent une étude théorique et expérimentale du 

refroidissement du fluide au niveau de la rainure d’alimentation. Ils mesurent les températures 

aux surfaces du coussinet et de l’arbre, ainsi que les températures d’entrée et de sortie du film. 

Ils introduisent alors un coefficient de mélange obtenu expérimentalement qui varie entre 0.4 

et 0.8 qui peut être utilisé dans les calculs THD pour prédire la température d’entrée du fluide 

au niveau de la rainure. 

 

HESHMAT et PINKUS [HES86] ont réalisé une série de tests approfondis dont ils dérivent 

un ensemble d’équations empiriques et un coefficient de mélange (formule empirique) pour 

estimer la température d’entrée pour les deux types de paliers, butée et paliers lisses. 

 

BONCOMPAIN [BON84] et BONCOMPAIN et al [BON86] proposent un profil non uniforme 

de la température dans la section d’entrée. Afin d’éliminer les discontinuités, ils choisissent une 

variation parabolique (polynôme du troisième degré) selon l’épaisseur du film. La conservation 

du flux de chaleur et les conditions aux limites en température aux surfaces de l’arbre et du 

coussinet permettent d’obtenir un système de trois équations qui après résolution donne la 

température de la section d’entrée. 

 

L’utilisation d’un profil non uniforme qui représente la variation suivant la direction 

radiale de la température à la section d’entrée au lieu d’un profil uniforme empêche les 

discontinuités de la température au niveau des interfaces [BON84].  MISTRY et al [MIS93] et 

plus tard COSTA [COS00], constatent que l’utilisation d’un profil de température non uniforme 

dans la section d’entrée a peu d’effets sur la température maximale. L’utilisation de profils 

uniformes peut être responsable de la faible corrélation de température dans la section d’entrée 

avec l’expérience. MISTRY et al [MIS93] a constaté que le profil de température choisi pour la 

section d’entrée peut affecter légèrement l’emplacement de la température maximale dans le 

coussinet. 

 

CHUN et HA [CHU01] ont analysé l’effet de la recirculation du fluide dans les rainures 

pour un écoulement turbulent se produisant dans les paliers lisses qui tournent à grande vitesse. 

Ils concluent que l’effet de la recirculation doit être inclus dans l’analyse.  

 

 

1.4. Equation d’état  

Les équations d’état sont au centre de la thermodynamique des fluides. Depuis de 

nombreuses décennies, des générations de scientifiques se succèdent, tentant d’en créer de 

nouvelles ou d’améliorer celles déjà existantes. L’histoire des équations d’état [LEV02] 

commence véritablement en 1962, lorsque BOYLE, suite à ses expériences sur l’élasticité de 

l’air, propose la forme hyperbolique des isothermes dans le plan (𝑝, 𝑣). Ce résultat sera 

d’ailleurs confirmé par MARIOTTE. En février 1981, GAY-LUSSAC démontre expérimentalement 

qu’à pression 𝑝 constante, le volume 𝑣 d’un gaz dépend linéairement de la température 𝑇. Ces 
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deux découvertes vont permettre d’établir une loi fondatrice de la thermodynamique connue 

sous le nom d’équation d’état des gaz parfaits et qui relie la pression 𝑝 d’un gaz au volume 𝑣 

qu’il occupe, à sa température 𝑇 et à sa quantité de matière. Cependant, cette équation d’état 

révèle assez rapidement ses limites. Au milieu du XIXème siècle, REGNAULT montre que les gaz 

s’éloignent du comportement prédit par l’équation des gaz parfaits quand ils sont soumis à 

certaines conditions de température et de pression. Il devient alors rapidement certain que cette 

loi est un cas limite uniquement valable à haute température et faible pression. De plus, elle ne 

permet pas de représenter les liquides, ni les transitions de phases.   

 

Le 14 juin 1873, le Hollandais VAN der WAALS expose son travail de thèse sur la 

continuité des états liquide et gazeux [VAN73]. Il présente notamment une nouvelle équation 

d’état qui est une version modifiée de la loi des gaz parfaits et qui prend en compte les 

attractions que les molécules d’un fluide exercent les unes sur les autres. En particulier, cette 

équation est capable de représenter l’état liquide, ainsi que les transitions liquide/gaz [BON64]. 

Dans ces approches, on suppose que les molécules du fluide sont des sphères dures. Cette 

équation possède par ailleurs, la particularité de pouvoir être exprimée comme un polynôme de 

degré 3 du volume 𝑣. Si l’on se fixe la température, la pression et la quantité de matière du 

fluide, son volume est obtenu par résolution de l’équation polynomiale de degré 3. C’est pour 

cette raison que l’équation de VAN der WAALS est appelée équation d’état cubique.  

 

Plus généralement, les équations d’état appelées cubique regroupent toutes les équations 

d’état qui sont sous forme polynomiale d’ordre 3. La densité est l’inconnue et la pression est 

l’un des paramètres. L’équation de VAN DER WAALS appartient à cette catégorie, en fait c’est 

la première de son genre. Plusieurs formes d’équations d’état permettent de décrire le 

comportement des fluides, mais certaines d’entre elles sont plus appropriées pour décrire le gaz 

réfrigérant.  

 

En 1976, PENG et ROBINSON [PEN76] proposent une nouvelle équation en modifiant la 

dépendance en volume de la partie attractive. Ces changements permettent d’améliorer le calcul 

des volumes de liquide et d’obtenir de meilleures représentations de l’équilibre liquide/vapeur 

que l’équation de REDLICH-KWONG-SOAVE pour de nombreux mélanges. L’équation de PENG 

et ROBINSON, avec l’équation de REDLICH-KWONG-SOAVE, fait indiscutablement partie des 

équations d’état cubiques les plus populaires. Elle est très répandue dans le monde de la 

recherche et de l’industrie et offre généralement une très bonne précision. Nous avons choisi 

l’équation de PENG-ROBINSON modifiée [PEN76] qui donne les meilleurs résultats en termes de 

précision et adéquation au modèle numérique dans notre étude [GAR12]. 

 

 

1.5. Les principales caractéristiques de la turbulence 

Dans ce paragraphe, nous présentons les principales caractéristiques de la turbulence, 

les modèles simples utilisés en lubrification, la définition et la modélisation de la zone de 

transition. De nombreux ouvrages traitent de la turbulence. On peut citer certains ouvrages 

intéressants [HIN59] [SCHI93] [WIL94]. 
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La turbulence est un phénomène irrégulier dans l’espace et dans le temps. Elle diffuse 

de façon importante des quantités comme la température, la quantité de mouvement. La 

turbulence est un phénomène tridimensionnel où existent des tourbillons d’échelles de plus en 

plus fines. Des macros tourbillons et des tourbillons de plus petites dimensions peuvent être 

dégagés dans un écoulement turbulent. 

 

En turbulent, les variables peuvent être décomposées en une valeur moyenne et une 

partie fluctuante 

 

 

1.5.1. Modèles de turbulence 

Dans le cadre des films minces, plusieurs modèles ont été développés. Seuls les modèles 

dits à "0 équation", c’est-à-dire qui n’introduisent pas d’équation différentielle supplémentaire, 

seront présentés. Ils sont plus faciles à mettre en œuvre et leur efficacité a été démontrée dans 

de nombreuses études. 

 

 

1.5.1.1. Modèle de Constantinescu 

CONSTANTINESCU [CON59] est le premier auteur à proposer un modèle de turbulence 

pour les problèmes de lubrification. Sa théorie est basée sur le modèle de longueur de mélange 

de PRANDTL. Selon PRANDTL la viscosité turbulente peut être considérée comme une fonction 

de la longueur de mélange et du gradient de la vitesse suivant l’épaisseur du film. La longueur 

de mélange est analogue au libre parcours moyen de la théorie cinétique des gaz, elle est 

proportionnelle à la distance à la paroi.  

 

En supposant que l’écoulement comporte trois couches, deux couches laminaires près 

des parois où la viscosité turbulente est négligée devant la viscosité dynamique et une couche 

turbulente où la viscosité turbulente est prépondérante, CONSTANTINESCU a pu exprimer le 

champ des vitesses dans le film. 

 

 

1.5.1.2. Modèle de Ng, Pan et Elrod 

 NG et PAN [NG64], [NG65] propose d’utiliser la formulation de REICHARDT [REI51] 

avec le taux de cisaillement local et avec deux coefficients. Ils linéarisent ensuite la viscosité 

turbulente en supposant que l’écoulement est un écoulement de COUETTE dominant. Cette 

hypothèse a été retenue principalement dans le but d’étudier des paliers hydrodynamiques. 

 

 En 1967, ELROD et NG [ELR67] étendent aux écoulements de POISEUILLE et mixtes. La 

viscosité turbulente ne dépend plus uniquement du nombre de REYNOLDS mais aussi des 

gradients de pression. 

 

 En intégrant les composantes de la vitesse suivant l’épaisseur, CONSTANTINESCU 

[CON73] obtient des coefficients qui dépendent du nombre de REYNOLDS. Ces coefficients 

traduisent la moyenne de la viscosité turbulente suivant l’épaisseur. 
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1.5.1.3. Modèle de Hirs (Bulk flow theory) 

En 1973, HIRS [HIR73] propose de modéliser la turbulence dans les films minces en 

s’appuyant sur des caractéristiques globales de l’écoulement. Sa méthode est basée sur des 

observations expérimentales de BLASIUS. Dans le cas d’un écoulement de POISEUILLE en 

conduite, BLASIUS montre que le taux de cisaillement sur la paroi inférieure est une fonction de 

la vitesse moyenne d’écoulement. Le principal avantage de cette modélisation est qu’elle ne 

nécessite aucun calcul sur le profil de vitesse. 

 

La théorie de HIRS est intéressante car elle repose sur des constantes expérimentales 

faciles à mesurer. Cependant, elle ne fait intervenir que des vitesses moyennes qui ne permettent 

pas de remonter aux champs des vitesses dans le fluide.  

 

 

1.5.1.4. Choix d’un modèle 

Le film fluide séparant les faces d’une GFB est le siège d’un écoulement de COUETTE 

circonférentiel et d’un écoulement de POISEUILLE radial. Le modèle de HIRS permet de traiter 

ce genre de problème mais est inadapté au calcul du champ de température. L’utilisation du 

modèle D’ELROD et NG permet de représenter la turbulence dans les deux équations de l’énergie 

en 3D et GRE. Il s’impose donc. 

 

 

1.5.2. Modélisation de la transition laminaire turbulent 

 La plupart des mécanismes lubrifiés opèrent en régime laminaire. Cependant, pour des 

applications spécifiques, l’augmentation des vitesses conduit à un régime d’écoulement non 

laminaire. En fait, le passage d’un régime laminaire à un régime turbulent ne s’effectue pas 

brutalement, une zone de transition entre le laminaire et le turbulent existe. Beaucoup d’études 

ont été effectuées sur cette zone en lubrification et deux approches ont été considérées. Une 

première approche est de caractériser cette zone par un nombre de REYNOLDS minimum et un 

nombre de REYNOLDS maximum ; elle est beaucoup utilisée en lubrification car sa mise en 

œuvre dans les calculs est aisée. Par contre, les valeurs données à ces bornes diffèrent suivant 

le type de mécanisme étudié et aussi les auteurs. FRENE [FRE78] a utilisé pour caractériser cette 

zone les tourbillons de TAYLOR. Les tourbillons de TAYLOR forment des tores régulièrement 

superposés suivant la direction des génératrices de l’arbre et du coussinet, l’apparition de ces 

tourbillons est liée aux forces d’inertie engendrées par la rotation de l’arbre. 

 

 En lubrification, Taylor [TAY23], DI PRIMA [DI63] ont étudié l’écoulement entre deux 

cylindres coaxiaux. En 1972, DI PRIMA et STUART [DI72] par une théorie de stabilité non locale 

étudient le cas de cylindres excentrés.  

 

 

1.6. Méthodes numériques  

En vue du passage d'un problème exact (continu) au problème approche (discret), on 

dispose de plusieurs techniques concurrentes : les différences finies, les éléments finis et les 
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volumes finis. Chacune de ces trois méthodes correspond à une formulation différente des 

équations de la physique :  

- loi de conservation et calcul des flux pour la méthode des volumes finis (MVF). 

- minimisation de l'énergie ou principe des travaux virtuels pour les éléments finis (MEF) 

- équilibre des forces en chaque point pour les différences finies (MDF) 

 

Ces méthodes numériques communément utilisées pour la résolution des équations de 

REYNOLDS et d’énergie. 

 

 

1.6.1. Méthode des volumes finis 

La technique des Volumes Finis, sur laquelle la plupart des codes commerciaux 

reposent, est tout particulièrement adaptée à la mécanique des fluides car cette technique est 

basée sur des bilans de flux sur les surfaces des volumes. 

 

La méthode des volumes finis intègre, sur des volumes élémentaires de forme simple, 

les équations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de manière naturelle 

des formulations discrètes conservatives et est donc particulièrement adaptée aux équations de 

la mécanique des fluides : équation de conservation de la masse, équation de conservation de 

la quantité de mouvement, équation de conservation de l'énergie. Sa mise en œuvre est simple 

si les volumes élémentaires sont des rectangles (ou des parallélépipèdes rectangles en 

dimension 3). Cependant la méthode des volumes finis permet d’utiliser des volumes 

élémentaires de forme quelconque, donc de traiter des géométries complexes, ce qui est un 

avantage sur les différences finies. Il existe une grande variété de méthodes selon le choix de la 

géométrie des volumes élémentaires et des formules de calcul des flux. Par contre, on dispose 

de peu de résultats théoriques de convergence.  

 

Récemment, la méthode de volume fini (MVF) a également gagné en popularité dans le 

domaine de la tribologie [SCH87] [VER95] [DUR08] [AUS09] [MIN11] [XIO12] [WOL13] 

[DAN16]. 

 

 

1.6.2. Méthode des éléments finis  

La méthode des éléments finis est largement utilisée aujourd’hui pour analyser le 

comportement des systèmes physiques décrits par une équation aux dérivées partielles. 

Lorsqu’il existe de brusques variations de géométrie, on peut utiliser une discrétisation à mailles 

variables mais on perd alors beaucoup dans la simplicité de mise en œuvre [BOU85]. Par contre, 

la méthode des éléments finis convient très bien à ce type de problème. L’application à la 

lubrification des techniques de résolution par éléments finis, apparaît au milieu des années 1960 

[TAN66]. Deux formulations se distinguent : une approche de type ‘variationel’ et une de type 

projectif.  

 

La première ‘variationel’ est utilisée pour des problèmes où une grandeur physique doit 

être rendue extrémale (minimale ou maximale) comme par exemple l’énergie de déformation 
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en élasticité ou l’énergie totale pour un fluide incompressible. En 1959 HAYS utilise cette 

méthode à l’étude d’un patin de REYLEIGH. ARGYRIS et SCHARPE ainsi que REDDY [RED69] 

l’utilisent pour le calcul d’un palier lubrifié en régime incompressible. OH et HUEBNER [OH73] 

présentent la première étude d’un palier élastique. C’est également l’approche utilisée par 

GOENKA [GOE84A], [GOE84B], KUCINSCHI [KUC 00].  

 

La formulation de type projectif ou approche de GALERKIN, est basée sur le théorème 

propre aux espaces de HILBERT qui dit que dans un tel espace seul le vecteur nul est orthogonal 

à tous les vecteurs de l’espace. Cette dernière approche a été utilisée par des nombreux 

chercheurs dont RHODE et OH [RHO75], BOU-SAID [BOU85], MCIVOR et FENNER [MCI88], 

[MCI89], HUITRIC [HUI93] pour des joints à faces radiales, ABSI [ABS94] pour des paliers à 

chevrons et GUINES [GUI94] pour des paliers lisses en régime dynamique.  

 

 

1.6.3. Méthode des différences finies 

La méthode des différences finies MDF a été l’une des premières méthodes utilisées 

pour résoudre les problèmes de lubrification hydrodynamique. Cette méthode repose sur des 

principes simples et permet de résoudre des problèmes HD ou THD complexes d’une manière 

efficace et précise comparable à d’autres méthodes. D’ailleurs, il n’y a pas de doute que MDF 

est très pratique lorsqu’on travaille avec des géométries simples. Enfin, MDF est relativement 

facile à mettre en œuvre. Par conséquent, un grand nombre d’études récentes utilisent MDF 

pour résoudre les problèmes HD ou THD [CHA02] [BOU03] [BRU05] et [AHM10]. 

 

En 1972, NICOLAS [NIC72] compare ces deux méthodes avec les résultats analytiques 

exacts et tire les conclusions que la méthode des différences finies est bien adaptée, de par sa 

simplicité de mise en œuvre, aux problèmes à géométrie simple où on peut utiliser un pas de 

discrétisation constant. Cette méthode perd la facilité de mise en œuvre quand on veut utiliser 

un pas de discrétisation variable. En revanche, la méthode des éléments finis présente la même 

difficulté pour une discrétisation à pas constant où variable et présente les avantages d’inclure 

les conditions aux limites sur les dérivées de la pression dans la fonctionnelle et donne, en 

général, des résultats plus précis que la méthode des différences finies. 

 

Toutes ces raisons, ainsi que l’expertise accumulée par les chercheurs ont conduit au 

choix de la méthode MDF pour le présent travail. 

 

 

1.7. Modèles de déformation de la feuille ondulée et coefficients 

dynamiques des paliers à feuilles 

Le terme ‘’palier à feuilles’’ a été inventé par BLOK et Van ROSSUM [BLO53]. Ils 

constatent qu’une épaisseur de film plus grande d’un palier à feuilles peut améliorer la fiabilité 

opérationnelle et fournir une solution pour les problèmes liés à la dilatation thermique de l’arbre 

et du palier. Après les essais réalisés par LICHT et CALIF [LIC70] sur des paliers à feuilles, ils 

concluent que les paliers à feuilles sont recommandés pour les turbomachines qui tournent à 

grande vitesse. 
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L’expérience a prouvé, depuis la fin des années 1960 que les paliers à feuilles sont 

beaucoup plus fiables que les roulements à billes utilisés précédemment dans les machines 

ACM (Air Cycle Machine). Ainsi, les paliers à feuilles ont été utilisés presque dans tous les 

nouveaux ACM, pour les avions civils et militaires [AGR97].  

 

La structure souple est formée d’une feuille lisse et d’une feuille ondulée. L’essentiel 

des travaux portent sur la modélisation de la feuille ondulée dont le comportement est 

complexe. 

 

 

1.7.1. Modèle ressort/amortisseur  

Les premières approches ont consisté à définir les bumps (ondulations) comme des 

ressorts indépendants. Afin d’illustrer ces propos nous pouvons citer les premiers modèles de 

HESHMAT et al. [HES83] utilisant alors cette méthode simple qui négligeant les frottements. 

Dans ce modèle simple, le déplacement élastique est proportionnel à la différence de pression 

locale, à un coefficient de conformité structurelle qui dépend du matériau de la feuille et son 

épaisseur et à la configuration géométrique. IORDANOFF [IOR99] détermine quant à lui les 

raideurs pour les bumps ayant soit deux extrémités libres (avec frottement), soit une extrémité 

soudée et une libre (avec frottement). La raideur du premier bump est donc différente de celle 

des autres bumps. Par la suite, d’autres modèles furent développés avec amortisseurs et/ou une 

variation temporelle des coefficients et/ou la considération d’une interdépendance des ressorts 

entre eux [LEL07], [FEN10]. 

        

PENG et CARPINO [PEN93] [PEN94] présentent une formulation par différences finies 

pour calculer les coefficients de rigidité et d’amortissement linéarisés pour palier à feuilles. Le 

lubrifiant est considéré comme un gaz parfait, le comportement du fluide ainsi que le modèle 

de prise en compte de l’amortissement structurel sont insérés dans l’équation de REYNOLDS. La 

méthode de perturbation est utilisée pour obtenir les équations des coefficients dynamiques 

linéarisés. Dans cette étude analytique ils ont montré que l’amortissement dans les paliers à air 

augmente lorsque le film d’air se raidit. Ils ont remarqué que lorsque le film d’air est souple, la 

charge est faible ou la vitesse de rotation est peu élevée, les paliers rigides offrent plus 

d’amortissement que les paliers à feuilles. Par contre, pour des charges et des vitesses de 

rotation élevées, quand le film d’air est raide, les paliers à feuilles fournissent plus 

d’amortissement que leurs homologues rigides grâce à l’amortissement généré par le frottement 

entre les feuilles de la structure déformable.  

 

Ces approches ont tendance à sous-estimer la raideur de la structure totale et son 

amortissement. Par ailleurs, la rigidité est souvent considérée constante ou du moins le 

comportement est considéré réversible. De plus ces types de modèle ne permettent pas de 

prendre en compte les effets de bord qui ont leur importance dans un palier de longueur finie 

(pression atmosphérique aux extrémités). 
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Ces modèles simples sont couramment utilisés de nos jours et restent intéressants en 

termes de temps de calcul pour une première approche, particulièrement lorsque l’objectif est 

de travailler sur les autres composants du palier [SAN10] ou sur le comportement statique du 

rotor [KIM09]. 

 

 

1.7.2. Modèle poutre courbe et droite 

Les modèles de type ressorts n’étant pas suffisamment proches de la réalité quant à la 

déformation de la structure, de nouveaux travaux ont été développés. 

 

Le modèle de WALOWIT et ANNO [WAL75] qui modélise un bump comme une poutre 

courbe isolée a été amélioré par KU et HESHMAT [KU92]. Cette nouvelle modélisation prend en 

compte les plaques qui composent la feuille ondulée comme des poutres droites. Ainsi ils 

peuvent considérer l’interaction entre les poutres courbes et le frottement sec des feuilles entre 

elles. Ce type de modèle, montre une grande fiabilité quant à l’évaluation de la capacité de 

charge et permet de visualiser le phénomène de whirl [IOR08]. Il est aussi couramment utilisé 

dans les récents travaux comme [PAR08] [WAL02] pour des caractérisations à vitesse élevée 

ou pour d’autre fluide que l’air. 

 

La rigidité est surévaluée et malgré la prise en compte du frottement sec la structure se 

comporte de manière réversible (phénomène d’hystérésis). De plus, comme pour les ressorts on 

ne peut tenir compte des effets de bord. Cependant, ce modèle a montré l’importance des 

phénomènes d’interaction entre les différents éléments de la feuille ondulée. 

 

 

1.7.3. Modèle coque et plaque 

Dès 1994, M. CARPINO modélise le bump comme une coque mince isolée et démontre 

l’importance des effets de membrane et de flexion sur le comportement du rotor en statique 

[CAR94A], [CAR94B], [CAR94C]. Récemment, de nouveaux travaux sur un modèle 3D 

considérant la feuille ondulée comme une série de coques et de plaques avec prise en compte 

du frottement sec a été développe par D.H. LEE pour l’étude statique du comportement du rotor 

[LEE08]. Grâce à une approche variationnelle et la MEF, la structure flexible a été modélisée 

comme une structure mince soumise à la pression d’un fluide compressible, laminaire isotherme 

[BAR11] [BAR13].  

 

Ce modèle est pertinent pour l’évaluation de la déformée de la structure, cependant il 

présente des inconvénients majeurs. En effet, l’hypothèse de petits déplacements implique une 

matrice de rigidité constante ignorant ainsi les effets de flambage des structures minces et sur 

évaluant la souplesse de la structure. De plus, les effets de membrane et de flexion ne sont pas 

couplés et les possibles effets de cisaillement de la structure sont négligés. En effet, le 

découplage des phénomènes influe grandement sur le comportement de la coque. 
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1.8. Conclusion 

Nous avons montré dans ce chapitre l’importance d’une description précise des paramètres 

du film, dont les variations influencent le comportement du palier. Parmi les principaux 

modèles qui ont été utilisées dans ce présent travail, nous pouvons citer : 

- Dans une première approche nous avons choisi le modèle simple de HESHMAT [HES83] 

pour modéliser le comportement des feuilles. Ce modèle ne tient pas compte de la 

déformation thermique des bumps et de la feuille supérieure. Néanmoins LEE et al 

[LEE10] utilisant un modèle plus complexe qui inclut l’effet thermique sur les bumps et 

la feuille supérieure montrent que la variation maximale de la température entre la 

feuille supérieure et la surface supérieure du coussinet est de 10%. 

- Le champ de pression dans les paliers à feuilles s’obtient en résolvant l’équation de 

REYNOLDS généralisée [DOW62] en régime permanant, pour des fluides turbulents, 

compressibles et avec une viscosité qui varie à travers l’épaisseur de film. Les 

conditions aux limites imposées pour la pression sont : la valeur de la pression connue 

à chaque extrémité du palier et au niveau de la gorge d’alimentation éventuelle, nous 

ramenons les dépressions à la pression ambiante (REYNOLDS). 

- Lorsque la pression est suffisamment proche de la pression de vapeur saturante, qui est 

la pression pour laquelle la transition liquide/vapeur se produit, la loi des gaz parfait 

n’est plus valable. Le fluide réfrigérant compressible est d’écrit par une loi de 

comportement non-linéaire appropriée, au voisinage de la transition liquide/vapeur. 

Nous avons choisi l’équation d’état de PENG-ROBINSON modifiée [PEN76] qui est 

l’équation d’état la mieux adapté à ce modèle. 

- Nous utilisons la formule de CLAPEYRON pour prédire la pression de vapeur saturante, 

la transition liquide/vapeur et le calcul des paramètres équivalents du mélange. 

- Nous avons également intégré un modèle de mélange liquide/vapeur à notre modèle 

[ODY03]. Une transition sinusoïdale, fonction de la pression locale, de la pression de 

vapeur saturante et de la vitesse du son minimale dans le mélange permet de décrire les 

valeurs des paramètres équivalents du mélange.  

- Un écoulement turbulent pour les paliers à feuilles à haute vitesse, avec un modèle de 

viscosité tourbillonnaire tridimensionnelle calculé grâce à une version modifiée de la 

formule empirique de REICHARDT. Les coefficients empiriques sont basés sur les 

mesures des contraintes de cisaillement et des vitesses dans un conduit [REI51] et 

adaptées aux données expérimentales [Ng64]. Ce modèle donne de bons résultats 

prédictifs pour les paliers et fourni un modèle 3D de la viscosité tourbillonnaire. En cela, 

il tient compte de la turbulence dans les équations de REYNOLDS et de l’énergie. 

- Un comportement tridimensionnel de la température, en particulier concernant les 

variations selon l’épaisseur de film afin d’être cohérent avec le modèle de viscosité 

(moléculaire et tourbillonnaire), mais également dans la direction axiale, afin de prendre 

en compte les gradients de température potentiels, qui modifient considérablement le 

champ de température tridimensionnel du palier. 

- Le modèle inclus la variation de la température dans le coussinet et l’arbre. La 

température dans le coussinet est calculée par résolution de l’équation de LAPLACE en 

négligeant la variation suivant la direction axiale. La température de l’arbre est obtenue 
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par résolution de l’équation de LAPLACE en négligeant la variation suivant la direction 

circonférentielle. 
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Modèles théoriques 
 

 

Dans ce second chapitre, nous présentons les équations utiles 

pour résoudre le problème THD en statique et en dynamique 

linéaire ainsi que les méthodes de résolution numérique. 
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2.1. Introduction 

Le présent chapitre décrit les modèles théoriques qui ont été utilisés pour l’analyse 

statique et dynamique des paliers à feuilles lubrifiés par un fluide réfrigérant.  

Les principaux objectifs des modèles théoriques sont : 

- Développer un code de calcul qui pourrait constituer le noyau d’un futur outil de 

conception de palier qui fournissant des résultats théoriques fiables dans un laps de 

temps compatible avec les exigences de conception. A partir des données géométriques 

du palier (diamètre, jeu, largeur, les dimensions et positions des rainures), les conditions 

de fonctionnement (vitesse, la charge / excentricité), le modèle devrait fournir une 

estimation des caractéristiques statiques et dynamiques tels que, champ de pression, 

champ de température, débits, le couple de frottement sur l’arbre et le coussinet, perte 

de puissance, coefficients de raideur et d’amortissement et la carte de stabilité du palier. 

- Mise en œuvre d’une approche thermo-hydrodynamique basée sur la résolution de 

l’équation de REYNOLDS généralisée et l’équation de l’énergie ainsi que la résolution 

des équations de LAPLACE pour le coussinet et l’arbre. 

- Calcul de la densité du fluide dans les trois zones (gaz, liquide, transition) en utilisant 

l’équation d’état de PENG-ROBINSON. 

- Prise en compte des conditions aux limites en pression et température dans les rainures 

d’alimentation. 

- Prise en compte de l’effet de la turbulence, par calcul de la viscosité et la conductivité 

turbulente. 

 

 

2.2. Palier en régime THD turbulent 

2.2.1. Portance hydrodynamique 

Un palier est un ensemble rotor - coussinet. Le coussinet soutient le rotor en compensant 

sa masse et ses vibrations pour tous les mouvements radiaux (Figure 2.1 (b)). Entre l’arbre et 

le coussinet de type cylindrique non coaxiaux (Figure 2.1 (a)), le jeu diamétral rempli de 

lubrifiant donne lieu à une possible génération de pression et ainsi de portance. Lorsque 

certaines conditions de fonctionnement (vitesse de rotation, jeu radial, viscosité, charge 

supportée, etc.) sont réunies, l’axe de l’arbre est excentré par rapport à celui du coussinet, créant 

un espace convergent-divergent, l’arbre est alors en sustentation (portance aérodynamique). Le 

film de lubrifiant dans le convergent est de l’ordre de 3 à 10 µm et il possède en général une 

pression suffisante pour supporter le poids du rotor ainsi que toutes les sollicitations extérieures. 

Les forces générées dans le film permettent au rotor de se maintenir dans sa position d’équilibre, 

en fonctionnement permanent. Le champ de pression peut être obtenu à partir de la résolution 

de l’équation des films minces visqueux [BOU85]. 
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(a)                                                                                 (b)





Figure 2. 1: Schéma d’un palier cylindrique. 

 

 

 

2.2.2. Equation de Reynolds généralisée 

L’équation des films minces visqueux (ou équation de REYNOLDS) est déduite des 

équations de NAVIER-STOKES et de continuité. La forme particulière en film mince du domaine 

occupé par le fluide lubrifiant permet d’obtenir une équation aux dérivées partielles du second 

ordre dont l’inconnue principale est pression. 

 

On considère les hypothèses simplificatrices suivantes : 

i. Le domaine fluide est continu avec un comportement Newtonien; 

ii. Les forces de volume et d’inertie sont négligeables en comparaison avec les forces de 

pression et de viscosité ; 

iii. Le coussinet et l’arbre sont parfaitement cylindriques, homogènes et alignés; 

iv. La pression hydrodynamique est constante à travers l’épaisseur du film (mécanique des 

films minces visqueux) ; 

v. L’effet de la courbure de palier est négligé (CL<<Rc); 

vi. Pas de glissement entre le fluide et les interfaces solides; 

vii. Le régime d’écoulement est complètement hydrodynamique, pas de contact entre les 

surfaces; 

viii. Les surfaces sont considérées parfaitement lisses, on néglige la rugosité; 

ix. Sous l’action de la pression hydrodynamique l’arbre et le fourreau sont considérés non-

déformables.  

 

Considérons l’écoulement du fluide entre deux surfaces parallèles comme le montre la 

figure (2.2). La surface inférieure se déplace à une vitesse U1 et la surface supérieure à une 

vitesse U2. 
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Figure 2. 2 : Système d’axes et cinématique du contact. 
 

 

Compte tenu de ces hypothèses, l’équilibre d’un élément fluide infiniment petit, de 

dimension (dx, dy, dz), est représenté sur la figure (2.3). 

x

y

z

dzdxyx

dx

dy

dz

p dy dz

dzdydx
x

p
p 














dzdxdy
y

xy

yx 


















 

Figure 2. 3 : Equilibre d’un élément du fluide. 
 

 

L’écriture de l’équation d’équilibre des forces en présence suivant x de l’élément 

infiniment petit permet d’obtenir : 

 

𝑝 𝑑𝑦 𝑑𝑧 − (𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑑𝑥) 𝑑𝑦 𝑑𝑧 − 𝜏𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑧 + (𝜏𝑥𝑦 +

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
𝑑𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑧 = 0 

 

ce qui donne : 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
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On obtient une équation similaire en z, et la variation de pression suivant y est quasi 

nulle suite à l’hypothèse (iv) ce qui donne : 

 

{
  
 

  
 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
=
𝜕

𝜕𝑦
(𝜇∗

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)

𝜕𝑝

𝜕𝑦
≈ 0                   

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=
𝜕

𝜕𝑦
(𝜇∗

𝜕𝑤

𝜕𝑦
)

 (2.1) 

 

Il est commode d’appliquer aux équations du système une transformation qui permet 

d’adimensionner les différentes grandeurs qui apparaissent dans les équations et qui transforme 

le domaine occupé par le film en un parallélépipède rectangle (figure 2.4).  

 



z~

y~

1

0

0,5
2

-0,5

i i

 

Figure 2. 4 : Palier développé dans son repère adimensionné. 
 

 

Le système de coordonnées qui définit le domaine de référence normalisé est représenté 

par le repère (𝑂, 𝜃, 𝑦,̃ 𝑧̃). 

 

avec :                                       {

 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋                 
0 ≤ 𝑦̃ ≤ 1                   
 −1/2 ≤ 𝑧̃ ≤ 1/2       

 (2.2) 

 

Les coordonnées du domaine de référence ainsi que les variables non-dimensionnelles 

sont obtenues par la transformation suivante : 

 

𝑥 = 𝑅𝑎𝜃,    𝑦 = ℎ 𝑦̃ = 𝐶𝐿ℎ̃(𝜃)𝑦̃,      𝑧 = 𝐿 𝑧̃ 
𝑝 = 𝑝0𝑝,    𝜌 = 𝜌0𝜌̃,    𝜇∗ = 𝜇0𝜇

∗ 

𝑢 = 𝑅𝑎 Ω 𝑢̃,   𝑣 = 𝐶𝐿 Ω 𝑣̃,    𝑤 = 𝑅𝑎 Ω 𝑤̃,     𝑡 = 𝑡̃ Ω⁄  

(2.3) 

 

Dans ces expressions 𝑅𝑎, ℎ, 𝐶𝐿 et 𝐿 sont respectivement le rayon de l’arbre, l’épaisseur 

du film, le jeu d’usinage et la largeur du palier ; 𝑝, 𝜇∗, 𝜌, Ω, (𝑢, 𝑣, 𝑤) et 𝑡 définissent 

respectivement, la pression, la viscosité équivalente, la masse volumique, la vitesse de rotation 

de l’arbre, les composantes du vecteur vitesse dans le film et le temps.    
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La dérivation composée permet de calculer les dérivées en 𝑥̃𝑖 d’une fonction à partir de 

ses dérivées en 𝑥𝑖.  

 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑓(𝜃, 𝑦̃, 𝑧̃] =

𝜕𝑓

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦̃

𝜕𝑦̃

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑓

𝜕𝑧̃

𝜕𝑧̃

𝜕𝑥𝑖
 (2.4) 

 

D’où la transformation qui nous permet de calculer les dérivées d’une fonction en 

variables (𝑥, 𝑦, 𝑧) à partir de ses dérivées en (𝜃, 𝑦̃, 𝑧̃) (Annexe A): 

 

[
 
 
 
 
 
 

 

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧

 

]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
1

𝑅𝑎
−
1

𝑅𝑎

𝑦̃

ℎ̃
 
𝜕ℎ̃

𝜕𝜃
0

0
1

𝐶 ℎ̃
0

0 0
1

𝐿]
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝜃
𝜕

𝜕𝑦̃
𝜕

𝜕𝑧̃]
 
 
 
 
 
 

 (2.5) 

 

Il  est  alors possible d’écrire  les  expressions des  composantes  suivant  θ (𝑥 = 𝑅𝑎𝜃) 

et 𝑦̃ de la vitesse sans dimension en un point quelconque du fluide en fonction des composantes 

du gradient de pression, du coefficient de compressibilité Λ et des fonctions intégrales de la 

viscosité en ce point : 

 

{
 
 
 

 
 
 𝑢̃ =

ℎ̃2

Λ

𝜕𝑝

𝜕𝜃
(∫

1

𝜇∗
𝑦̃ 𝑑𝑦̃ − 𝑦̃̅ ∫

1

𝜇∗
𝑑𝑦̃

𝑦̃

0

𝑦̃

0

) +
1

𝐹̃0
∫

1

𝜇∗
𝑑𝑦̃

𝑦̃

0

 

𝑣̃ = −
ℎ̃

𝜌̃
∫ [(

𝜕(𝜌̃𝑢̃)

𝜕𝜃
− 𝜌̃

𝑦̃

ℎ̃

𝜕ℎ̃

𝜕𝜃

𝜕𝑢̃

𝜕𝑦̃
) + (

𝑅𝑎
𝐿
)
𝜕(𝜌̃𝑤̃)

𝜕𝑧̃
] 𝑑𝑦̃

𝑦̃

0

𝑤̃ = (
𝑅𝑎
𝐿
)
ℎ̃2

Λ

𝜕𝑝

𝜕𝑧̃
(∫

1

𝜇∗
𝑦̃ 𝑑𝑦̃ − 𝑦̃̅ ∫

1

𝜇∗
𝑑𝑦̃

𝑦̃

0

𝑦̃

0

)                  

 (2.6) 

 

      La loi fondamentale de la mécanique classique concernant la conservation de la masse, 

traduit le fait que la masse d’un système matériel que l’on suit dans son mouvement reste 

constante (figure 2.5). Cette équation peut être décrite par sa forme différentielle suivante : 

 

[𝜌𝑢 +
1

2

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
𝑑𝑥] 𝑑𝑧 + [𝜌𝑤 +

1

2

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
𝑑𝑧] 𝑑𝑥 − [𝜌𝑢 −

1

2

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
𝑑𝑥] 𝑑𝑧

− [𝜌𝑤 −
1

2

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
𝑑𝑧] 𝑑𝑥 

 

Ceci doit égaler le taux de masse ‘’débit massique’’ 

 

−
𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑧 
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après simplification on obtient : 

 

−
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
= 0 

 

Si on en introduit la densité suivant y : 

 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
= 0 (2.7) 

 

ρ est la masse volumique du fluide réfrigérant. 
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Figure 2. 5 : Vitesse et densité d’une masse fluide. 
 

 

L’équation de conservation de la masse (sans dimension) au sein du fluide s’écrit : 

 

𝜕(𝜌̃𝑢̃)

𝜕𝜃
+
𝜌̃

ℎ̃

𝜕𝑣̃

𝜕𝑦̃
+ (

𝑅𝑎
𝐿
)
𝜕(𝜌̃𝑤̃)

𝜕𝑧̃
= 0     (2.8) 

 

où la masse volumique est une fonction 𝜌̃(𝜃, 𝑧̃, 𝑡) du point et du temps, pour notre étude on 

considère que la masse volumique ne varie pas suivant 𝑦̃. 

 

En intégrant cette équation à travers de l’épaisseur du film et en utilisant les expressions 

(2.6) de 𝑢̃ et 𝑤̃, on obtient l’équation de REYNOLDS  généralisée simplifiée GRE [DOW62]: 

 

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌̃ℎ̃3𝐹̃2

𝜕𝑝

𝜕𝜃
) + (

𝑅𝑎
𝐿
)
2 𝜕

𝜕𝑧̃
(𝜌̃ℎ̃3𝐹̃2

𝜕𝑝

𝜕𝑧̃
) = Λ [

𝜕

𝜕𝜃
𝜌̃ℎ̃ (1 −

𝐹̃1

𝐹̃0
) +

𝜕(𝜌̃ℎ̃)

𝜕𝑡̃
] (2.9) 
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avec :  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐹̃0 = ∫

1

𝜇∗
𝑑𝑦̃

1

0

                                                                       

𝐹̃1 = ∫
1

𝜇∗
𝑦̃ 𝑑𝑦̃

1

0

                                                                   

𝐹̃2 = ∫
1

𝜇∗
𝑦̃(𝑦̃ − 𝑦̃̅) 𝑑𝑦̃

1

0

                                                    

𝑦̃̅ = 𝐶𝐿ℎ̃
𝐹̃1

𝐹̃0
                                                                            

Λ =
𝜇0Ω

𝑝0
(
𝑅𝑎
𝐶𝐿
)
2

      Nombre de compressibilité         

 

 (2.10) 

 

Les conditions aux limites pour la pression sont: une pression donnée aux deux 

extrémités et dans la gorge d’alimentation (si elle existe). En ce qui concerne la transition 

liquide / vapeur, il y a une transition claire pour les valeurs physiques telles que la densité, la 

viscosité et la conductivité. Notre modèle assure leur continuité d’une phase à l’autre. Nous 

prenons également en compte dans ce GRE les effets d’écoulement turbulent grâce à une 

viscosité équivalente qui combine la viscosité moléculaire et la viscosité turbulente. 

 

Conditions aux limites  

Suivant la direction axiale  

Le palier est alimenté en gaz réfrigérant les espaces circonférentiels entre les 

lobes appelés ‘’rainures d’alimentation’’ (figure 2.6). 

h

Jeu du palier

Arbre



Coussinet
W

h
max

h
min

be

Rainure 1

Rainure 2

Rainure 3

Rainure

d’alimentation

L

1

2

 

Figure 2. 6 : Palier à lobes (rainures d’alimentation). 

 

 

De façon générale on peut imposer les conditions aux limites sur les pressions:  

 à l’entrée et à la sortie des lobes, au niveau des rainures,  𝑝(𝜃1, 𝑧) = 𝑝(𝜃2, 𝑧) = 𝑝0 

 sur la face à 𝑧 = −𝐿/2, 𝑝(𝜃, 0) = 𝑝𝑎𝑚𝑏  

 sur la face à 𝑧 = +𝐿/2, 𝑝(𝜃, 𝐿) = 𝑝𝑎𝑚𝑏 
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Suivant la direction circonférentielle  

Les conditions aux limites les plus usuelles sont présentées dans ce qui suit.   

 

Conditions de SOMMERFELD :  

SOMMERFELD suppose que le film lubrifiant est continu, il n’y a pas de 

‘’rupture‘’ possible, c’est à dire que la pression reste toujours positive. Cette condition 

est acceptable seulement pour des paliers ayant des pressions d’alimentation ou 

environnantes très élevées (très supérieures à la pression de vapeur saturante) ou pour 

des paliers tournant à faible vitesse, car les pressions dans le film peuvent devenir 

négatives. Le champ de pression obtenu après résolution est conservé sans modification. 

Ce type de condition est présenté graphiquement sur la figure (2.7). 


2

p

0


W



aOO



 

Figure 2. 7 : Illustration de la condition de SOMMERFELD. 

 

 

Conditions de GÜMBEL :  

Cette condition (appelée aussi demi-SOMMERFELD) suppose qu’il y a ‘’rupture’’ 

du film lubrifiant, c’est à dire que la pression peut s’annuler. Elle consiste à négliger, 

dans la solution de SOMMERFELD, les pressions négatives. Elle est représentée 

graphiquement dans la figure (2.8). 

W



O

aO





p

0


2

 

Figure 2. 8 : Illustration de la condition de GÜMBEL. 
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Conditions de REYNOLDS :  

La condition de conservation du débit au travers de la frontière de rupture est 

satisfaite grâce aux conditions aux limites, pour une abscisse circonférentielle donnée 

la pression et son gradient s’annulent. Ce sont les conditions les plus proches de la 

réalité. La figure (2.9) présente graphiquement les trois types de conditions aux limites. 

 2

p

0


O

aO

W



s

s

 

Figure 2. 9 : Illustration de la condition de REYNOLDS. 
 

 

Contrairement à la lubrification hydrodynamique, dans notre étude le gaz ne produit pas 

de phénomènes de cavitation. Ainsi, il peut donc exister des zones où la pression est inférieure 

à la pression ambiante pour des profils rigides. Par contre, dans le cas du coussinet déformable 

ceci est corrigé par le soulèvement des feuilles jusqu’à obtenir l’équilibre des forces sur les 

feuilles supérieures [HES83]. 

 

Nous avons choisi de considérer des conditions d’écoulement de type REYNOLDS.  

 

  

2.2.3. Equation de l'énergie  

La présence de gradients de vitesses provoque l’apparition de contraintes de cisaillement 

au sein du fluide. Ces contraintes sont responsables de la génération de chaleur par dissipation 

visqueuse. Cette chaleur se propage à travers le fluide principalement par conduction et 

convection (transport de chaleur du à un mouvement fluide). L’équation de l’énergie en régime 

permanent régit ces phénomènes dans le domaine fluide (figure 2.10). Elle s’écrit [FRE90]: 

 

𝜌 𝑐𝑝 [𝑢 
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
+
𝜕𝑇

𝜕𝑡
] =

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘𝑓

∗
𝜕𝑇

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘𝑓

∗
𝜕𝑇

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘𝑓

∗
𝜕𝑇

𝜕𝑧
) +

𝑇 𝛼 [𝑢
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑤

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+
𝜕𝑝

𝜕𝑡
] + Φ

 (2.11) 

  

Φ

𝜇∗
= 2 [(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)
2

] + (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
)
2

 (2.12) 
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La signification des différents termes de cette équation est la suivante : 

 

𝜌 𝑐𝑝 [𝑢 
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
+
𝜕𝑇

𝜕𝑡
] Taux de chaleur emmené par convection 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘𝑓

∗
𝜕𝑇

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘𝑓

∗
𝜕𝑇

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘𝑓

∗
𝜕𝑇

𝜕𝑧
) Taux de chaleur emmené par conduction 

Φ 
Production de taux de chaleur par dissipation 

visqueuse 

𝑇 𝛼 [𝑢
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑤

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+
𝜕𝑝

𝜕𝑡
] 

Taux de chaleur développé par compression 

réversible qui est nul dans le cas d’une 

évolution isovolume. 

 

avec, 𝜌𝑐𝑝, 𝑘𝑓
∗ et 𝜇∗  les propriétés physiques du fluide monophasique ou diphasique (le produit 

de la densité et la chaleur spécifique, le coefficient de conduction équivalente et de la viscosité 

dynamique équivalente) et 𝑇 la température du fluide.  

En plus des changements de variables définis en (2.3), on posera : 

 

{
𝑇 = 𝑇0𝑇̃   

𝑘𝑓 = 𝑘0𝑘̃𝑓
     (2.13) 

 

En l’écrivant sous forme adimensionnée, elle devient : 

 

𝑃𝑒  𝜌̃ [𝑢̃
𝜕𝑇̃

𝜕𝜃
+ (

𝑣̃

ℎ̃
−
𝑢̃𝑦̃

ℎ̃

𝜕ℎ̃

𝜕𝜃
)
𝜕𝑇̃

𝜕𝑦̃
+ (

𝑅𝑎
𝐿
) 𝑤̃

𝜕𝑇̃

𝜕𝑧̃
+
𝜕𝑇̃

𝜕𝑡̃
] =

1

ℎ̃2
𝜕

𝜕𝑦̃
(𝑘̃𝑓

∗
𝜕𝑇̃

𝜕𝑦̃
) +

𝑁𝑑𝜇
∗

ℎ̃2
[(
𝜕𝑢̃

𝜕𝑦̃
)
2

+ (
𝜕𝑤̃

𝜕𝑦̃
)
2

] + 𝛼0𝑇0
𝑁𝑑𝛼̃

Λ
𝑇̃ [𝑢̃

𝜕𝑝

𝜕𝜃
+ (
𝑅𝑎
𝐿
) 𝑤̃

𝜕𝑝

𝜕𝑧̃
+
𝜕𝑝

𝜕𝑡̃
]

 (2.14) 

 

où les deux nombres sans dimensions 𝑃𝑒 , 𝑁𝑑 et le coefficient de dilatation thermique sont définis par : 

 

{
  
 

  
 𝑃𝑒 =

𝜌0𝑐𝑝Ω𝐶𝐿
2

𝑘0
                Nombre de Peclet         

𝑁𝑑 =
𝜇0(𝑅𝑎Ω)

2

𝑘0𝑇0
              Nombre de dissipation

𝛼 = −
1

𝜌
(
𝜕𝜌

𝜕𝑇
)
𝑝
                                                            

 (2.15) 

 

Afin d’être en mesure de résoudre l’équation numériquement nous supposons que le 

coefficient de dilatation thermique à pression constante peut être calculé en utilisant la loi des 

gaz parfaits comme une première approximation. Le coefficient de dilatation thermique à 

pression constante est donné par : 

 

𝛼 =
ℳ 𝑝

𝜌 ℛ 𝑇2
 (2.16) 

 

où ℛ la constante des gaz parfaits et ℳ la masse molaire. 

 



Chapitre 2 / Modèles théoriques 

 
 

 
 

41 

La densité en utilisant l’hypothèse de la loi des gaz parfaits s’écrit: 

 

𝜌0 =
ℳ 𝑝0
ℛ 𝑇0

 (2.17) 

 

𝜌0, 𝑝0 et 𝑇0 représentent les valeurs de référence respectivement de la masse volumique, la 

pression et la température. 

L’hypothèse de la loi des gaz parfaits nous permet d’écrire le coefficient de dilatation 

thermique dans la phase vapeur (𝛼 = 0 dans la phase liquide) comme suit : 

 

{
 

 𝛼̃ =
𝑝

𝜌̃ 𝑇̃2

𝛼0 =
1

𝑇0
 

 (2.18) 

 

L’hypothèse des gaz parfaits est valable pour ce cas, elle donne de très bonnes 

approximations loin de la valeur de pression de vapeur. Au voisinage de la zone de transition, 

les conditions de compressibilité deviennent moins importantes en amplitude, car le fluide à un 

comportement liquide. 
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Figure 2. 10 : Domaines de référence utilisés dans les calculs thermiques. 
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2.2.4. Equation de la chaleur dans le coussinet  

L’équation de LAPLACE en régime permanent est une forme particulière de l’équation 

de l’énergie (conduction contenant les termes seulement de diffusion). Les phénomènes 

thermiques au sein du coussinet sont régis par transfert de chaleur par conduction (figure 2.10).  

 

Le corps du coussinet est supposé cylindrique, homogène et isotrope. Dans le domaine 

fluide, le film est mince en comparaison avec le rayon de courbure, le développement de la 

géométrie nous a permis de traiter le problème avec un système de coordonnées cartésiennes. 

Toutefois, pour le coussinet ce n’est pas le même cas si on compare l’épaisseur du coussinet 

avec le rayon de courbure et donc la courbure du coussinet doit être conservée. 

 

Par conséquent, le domaine de référence du coussinet est représenté en coordonnées 

cylindriques. Il vient : 

 

𝜕2𝑇𝑐
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑇𝑐
𝜕𝑟

+
1

𝑟2
𝜕2𝑇𝑐
𝜕𝜃2

+
𝜕2𝑇𝑐
𝜕𝑧2

= 0 (2.19) 

 

où θ et z sont les coordonnées angulaires et axiales (qui coïncident avec celles définies 

précédemment pour le domaine fluide), r est la coordonnée radiale et 𝑇𝑐 la température dans le 

coussinet. 

En tenant compte du fait que le gradient de température dans la direction axiale est 

négligé et en effectuant une transformation sans dimension, on obtient: 

 

𝜕2𝑇̃𝑐
𝜕𝑟̃2

+
1

𝑟̃

𝜕𝑇̃𝑐
𝜕𝑟̃

+
1

𝑟̃2
𝜕2𝑇̃𝑐
𝜕𝜃2

= 0 (2.20) 

avec : 

{
𝑇𝑐 = 𝑇0𝑇̃𝑐                                
𝑟 = 𝑅𝑎𝑟̃         𝑅𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅𝑐  

 

 

𝑅𝑐 : représente le rayon externe du coussinet. 

 

C’est une équation aux dérivées partielles elliptique qui peut être discrétisée par un schéma 

aux différences finies centrées. 

 

 

2.2.5. Equation de la chaleur dans l’arbre  

Au sein de l’arbre, les transferts thermiques sont aussi régis par l’équation de LAPLACE. 

En accord avec les résultats expérimentaux de DOWSON [DOW66], on peut admettre que la 

température de l’arbre 𝑇𝑎 en rotation rapide est indépendante de la coordonnée angulaire θ, dans 

ces conditions, l’équation de la chaleur en régime permanent s’écrit : 

 

𝜕2𝑇𝑎
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑇𝑎
𝜕𝑟

+
𝜕2𝑇𝑎
𝜕𝑧2

= 0     (2.21) 
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L’équation de la chaleur dans l’arbre s’écrit sous la forme sans dimension : 

 

𝜕2𝑇̃𝑎
𝜕𝑟̃2

+
1

𝑟̃

𝜕𝑇̃𝑎
𝜕𝑟̃

+ (
𝑅1
𝐿
)
2 𝜕2𝑇̃𝑎
𝜕𝑧̃2

= 0     (2.22) 

 

avec : 
{
𝑇𝑎 = 𝑇0𝑇̃𝑎                              
𝑟 = 𝑅𝑎𝑟̃          0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅𝑎  

 

 

C’est une équation aux dérivées partielles elliptique qui peut être discrétisée par un schéma aux 

différences finies centrées. 

 

 

2.3. Calcul de la viscosité 

De toutes les propriétés physiques à considérer en lubrification hydrodynamique, la 

viscosité est la plus importante. Dans les systèmes hydrauliques, et d’une manière générale, 

chaque fois qu’un lubrifiant est employé, c’est principalement la viscosité qui conditionne les 

pertes par frottement, le rendement mécanique, la capacité de charge, l’épaisseur du film 

d’huile, et dans beaucoup de cas l’existence de l’usure.  

 

Les variations de température ont un impact direct sur la viscosité du lubrifiant. Pour le 

gaz réfrigérant, nous avons utilisé une formulation explicite de SUTHERLAND qui donne la 

viscosité moléculaire en fonction de la température [SUT93] [RAN10]: 

 

𝜇 = 𝑇̃1.5 ∙
1 + (𝑆𝑢 𝑇0⁄ )

𝑇̃ + (𝑆𝑢 𝑇0⁄ )
     (2.23) 

 

Le nombre de SUTHERLAND Su est une constante qui dépend de la composition du 

lubrifiant, dont la valeur peut être trouvée dans la littérature. 

Cette formulation est valide de 0 à 555°K et donne une bonne approximation à basse pression 

(sous 30 bars l’erreur est inférieure à 10%). 

 

 

2.4. Equation d’état 

La première équation d’état reliant les propriétés macroscopiques d’un système est la 

loi des gaz parfaits. Celle-ci postule que l’énergie d’interaction entre les molécules est nulle. 

De ce fait, son écriture est simple : 

 

𝑝 (
ℳ

𝜌
) = ℛ 𝑇     (2.24) 

 

Dans cette équation, valable pour une mole de gaz, 𝑝 est la pression, 𝑇 la température, 

ℛ la constante des gaz parfaits, ℳ la masse molaire et 𝜌 la masse volumique. L’utilisation de 

cette équation se limite à la phase gazeuse et au domaine des basses pressions. 
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C’est en 1873 que JOHANNES DIDERIK VAN DER WAALS exposa sa célèbre équation 

d’état dans sa thèse intitulée ‘‘de la continuité des états liquides et gazeux’’ [VAN73]. Il proposa 

ainsi la première équation d’état fournissant une description quantitative des phases vapeur et 

liquide. Pour un corps pur, l’équation s’écrit : 

 

𝑝 = 𝑝𝑟𝑒𝑝 − 𝑝𝑎𝑡𝑡 =
ℛ 𝑇

(
ℳ
𝜌 ) − 𝑏𝑤

−
𝑎𝑤

(
ℳ
𝜌 )

2 
    (2.25) 

 

Avec 𝑎𝑤  la pression de cohésion qui représente l’interaction entre les molécules du gaz et 𝑏𝑤 

le covolume qui représente le volume intrinsèque de la molécule, ces deux constantes sont 

obtenues expérimentalement. 

 

L’équation d’état de VAN DER WAALS définie par la relation (2.25), a donc donné 

naissance à de nombreuses autres équations englobées sous l’appellation ‘’équations d’états 

cubiques’’. La plupart de ces modifications consistent, en fait en un raffinement de la partie 

attractive de l’équation d’état de VAN DER WAALS. Signalons que la partie répulsive de 

l’équation fut, elle aussi, sujette à diverses modifications qui pour la plupart donnèrent 

naissance à des équations non-cubiques.  

 

Dans les paliers lubrifiés par un gaz compressible, la pression (calculée par résolution 

de l’équation de REYNOLDS) est liée à la densité, la température et la viscosité. Cette relation 

est souvent décrite par la loi des gaz parfaits. Cependant, lorsque la pression est proche de la 

valeur pour laquelle le fluide change de phase de vapeur à liquide, la loi des gaz parfaits n’est 

plus valide. Par conséquent, nous utilisons une équation d’état non linéaire en mesure de décrire 

la variation de la densité en fonction de la pression et la température, ainsi que le changement 

de phase (vapeur / liquide). 

 

Pour notre cas nous avons choisi l’équation PENG-ROBINSON modifié [PEN76], elle nous 

permet de bien décrire le comportement du gaz réfrigérant, et en termes de précision et 

adéquation au modèle numérique dans notre étude comparative elle a donné les meilleurs 

résultats [GAR12]. 

 

 

2.4.1. Equation d’état de Peng-Robinson modifiée 

L’équation d’état de PENG-ROBINSON est du type cubique elle s’écrit sous forme d’un 

polynôme du 3ème degré où la densité est l’inconnue et la pression est l’un des paramètres 

[PEN76]. Le terme d’attraction a été conçu dans le but de mieux présenter les volumes liquides 

des substances à molécules non sphériques. La forme de cette équation est : 

 

𝑝 =
ℛ 𝑇

(
ℳ
𝜌 ) − 𝐵

−
𝑎𝜌

(
ℳ
𝜌 ) (

ℳ
𝜌 + 𝐵) + 𝐵 (

ℳ
𝜌 − 𝐵)

 
    (2.26) 
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avec : 

{
  
 

  
 
ℛ = 8.314462175                                                                                                 

𝑎𝜌 = 0.457135528921 
ℛ2𝑇𝑐𝑟

2

𝑝𝑐𝑟
[1 + 𝑚𝜌 (1 − (

𝑇

𝑇𝑐𝑟
)
0.5

)]

2

                          

𝑚𝜌 = 0.378893 + 1.4897153 𝜔𝜌 − 0.17131848 𝜔𝜌
2 + 0.0196554 𝜔𝜌

3

𝐵 = 0.0777960739039
ℛ 𝑇𝑐𝑟
𝑝𝑐𝑟

                                                                            

 
    

(2.27) 

 

Afin de pouvoir résoudre l’équation d’état pour obtenir la densité, nous la mettons sous 

une forme polynômiale du 3ème degré qui s’écrit comme suit : 

 

(𝑝 𝐵3 + ℛ 𝑇 𝐵2 − 𝑎𝜌 𝐵) (
𝜌

ℳ
)
3

+ (−3 𝑝 𝐵2 − 2 ℛ 𝑇 𝐵 + 𝑎𝜌) (
𝜌

ℳ
)
2

+ (𝑝 𝐵 − ℛ 𝑇) (
𝜌

ℳ
) + 𝑝 = 0 

    (2.28) 

 

où 𝑝 est la pression, ℛ constante des gaz parfaits, 𝑇 la température locale, 𝐵 et 𝑚𝜌 sont des 

coefficients constants (pour un fluide donné) alors que 𝑎𝜌 est un coefficient qui dépend de la 

température, ℳ la masse molaire, 𝑝𝑐𝑟 la pression critique, 𝑇𝑐𝑟 la température critique et 𝜔𝜌 est 

un facteur qui caractérise le fluide qui peut être trouvé dans REFPROP ou une autre base de 

données de fluide. 

 

 

2.4.2. Formule de Clapeyron 

La formule de CLAPEYRON décrit le comportement thermodynamique d’un gaz, et plus 

précisément sa transition à partir d’une phase vapeur à une phase liquide, ce qui donne une 

relation entre la température et la valeur de la pression de vapeur. L’approximation de DUPRE 

nous permet de prédire la pression de vapeur saturante à une température donnée [LOB01] : 

 

ln(𝑝𝑠𝑎𝑡(𝑇)) = 𝐶1 −
𝐶2
𝑇
− 𝐶3 ln(𝑇)     (2.29) 

 

avec 𝐶1, 𝐶2 et 𝐶3 sont trois constantes pour un gaz donné. Leurs valeurs peuvent être obtenues 

grâce à trois couples température-pression de saturation qui dépendent du gaz (𝑇𝑖 , 𝑝𝑠𝑎𝑡(𝑇𝑖)). La 

résolution de ces trois équations à trois inconnues nous permet de trouver les trois constantes.  

 

 

2.4.3. Modèles de transition Vapeur/Liquide 

Pour un ensemble de conditions de fonctionnement donné, la pression dans les zones à 

basse pression peut se trouver sous la pression de vapeur alors que dans certaines zones de haute 

pression on peut dépasser cette limite. Dans ce cas, une partie du lubrifiant peut passer de la 

phase vapeur à la phase liquide. C’est une difficulté numérique. Les fortes variations de la 

densité sont difficiles à simuler car elles génèrent de fortes perturbations dans le processus 

itératif de résolution. 
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VAN ODYCK a utilisé un modèle de mélange vapeur / liquide [ODY03] pour décrire deux 

phases définies par l’équation (2.30) pour calculer la masse volumique dans la zone de mélange, 

schématisée (figure 2.11) et permettant une implémentation aisée dans un code de calcul. Une 

transition sinusoïdale, fonction de la pression locale, de la pression de vapeur minimale et la 

vitesse du son dans le mélange 𝑐𝑚𝑖𝑛 donne :  

 

𝜌 =

{
 

 
𝜌ℓ          si  𝑝 > 𝑝𝑠𝑎𝑡 + ∆𝑝                    
𝜌𝓋          si  𝑝 < 𝑝𝑠𝑎𝑡 − ∆𝑝                    

𝜌𝓋 + ∆𝜌 [1 + sin (
𝑝 − 𝑝𝑠𝑎𝑡

∆𝜌 𝑐𝑚𝑖𝑛
2 )]          

     (2.30) 

𝜇 =

{
 

 
𝜇ℓ         si  𝑝 > 𝑝𝑠𝑎𝑡 + ∆𝑝                  
𝜇𝓋         si  𝑝 < 𝑝𝑠𝑎𝑡 − ∆𝑝                  

𝜇𝓋 + ∆𝜇 [1 + sin (
𝑝 − 𝑝𝑠𝑎𝑡

∆𝜇 𝑐𝑚𝑖𝑛
2 )]        

       (2.31) 

𝑘𝑓 =

{
 
 

 
 𝑘ℓ        si  𝑝 > 𝑝𝑠𝑎𝑡 + ∆𝑝                  
𝑘𝓋         si  𝑝 < 𝑝𝑠𝑎𝑡 − ∆𝑝                  

𝑘𝓋 + ∆𝑘𝑓 [1 + sin (
𝑝 − 𝑝𝑠𝑎𝑡

∆𝑘𝑓 𝑐𝑚𝑖𝑛
2 )]       

         (2.32) 

 

avec 𝑝𝑠𝑎𝑡 est la pression de vapeur saturante, 𝜌ℓ la masse volumique du liquide, 𝜌𝓋 la masse  

volumique de la vapeur à pression de vapeur saturante. 

 

l

v



p

Vapeur Mélange Liquide

satp

p

2

min

1

cp






 

Figure 2. 11 : Diagramme de phase pour un mélange liquide/vapeur. 
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{
 
 
 

 
 
 ∆𝜌 =

1

2
(𝜌ℓ − 𝜌𝓋)  

∆𝜇 =
1

2
(𝜇ℓ − 𝜇𝓋) 

∆𝑘𝑓 =
1

2
(𝑘ℓ − 𝑘𝓋)

∆𝑝 =
𝜋

2
 𝑐𝑚𝑖𝑛
2  ∆𝜌    

     (2.33) 

 

Il fournit, pour un ratio (𝜌ℓ 𝜌𝓋⁄ ) ≫ 1, une vitesse du son minimale : 

 

𝑐𝑚𝑖𝑛 ≈ 2 𝑐𝓋√
𝜌𝓋
𝜌ℓ

     (2.34) 

 

avec 𝑐𝓋 est la vitesse minimale du son dans la phase vapeur [BOH88]. 

 

𝑐𝓋 = √
𝛾𝑎𝑑 𝑝

𝜌
     (2.35) 

 

La fraction de phase, représentant le taux de vapeur dans le mélange, peut alors être définie : 

 

𝛼𝓋 =
𝜌 − 𝜌𝓋
𝜌ℓ − 𝜌𝓋

     (2.36) 

 

 

2.5. Modélisation de la turbulence dans les films minces  

Le phénomène de turbulence a été analysé dès 1883 par O. REYNOLDS à partir 

d’observations réalisées à l’aide d’un procédé, devenu de nos jours très classique, de 

visualisation par filets colorés de l’écoulement dans des conduites rectilignes de section 

circulaire. L’expérience a été répétée depuis et elle montre que suffisamment loin de l’entrée 

de la conduite et à faible nombre de REYNOLDS, les lignes de courant sont parfaitement 

parallèles à l’axe de la conduite. Dans ce cas, l’écoulement est stationnaire et il est dit 1aminaire. 

A plus grand nombre de REYNOLDS, des instabilités apparaissent sous forme d’ondes, 

l’écoulement est devenu alors instationnaire tout en restant parfaitement organisé, il n’est pas 

encore turbulent. A très grand nombre de REYNOLDS, l’écoulement devient complètement 

irrégulier, il est dit turbulent. La turbulence n’est donc pas une propriété du fluide, mais un 

régime d’écoulement.  

 

Selon HINZE [HIN59]: Un écoulement turbulent est un écoulement irrégulier où la 

vitesse, la pression, la température, etc., varient de façon aléatoire dans le temps et dans 

l’espace. C’est la définition la plus acceptée. 

 

Le calcul des écoulements turbulents relève principalement de la résolution des 

équations de la mécanique des fluides, considérés comme milieux continus, qui permet de 
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décrire l’évolution des champs de vitesse et température. Cependant, pour des problèmes 

complexes, un tel calcul sur ordinateur revient très cher. Ainsi, il devient nécessaire de recourir 

à des techniques permettant de simuler numériquement les écoulements turbulents. La 

technique la plus courante, dans les applications de type industriel, consiste en une description 

statistique de l’écoulement. La vitesse, la température, la pression, etc., sont alors décomposées 

en une composante moyenne et une fluctuation turbulente. Le nouveau système d’équations 

obtenu régit donc le comportement de l’écoulement moyen. Cependant, la non linéarité des 

équations de conservation, gouvernant l’écoulement du fluide, fait apparaître des inconnues 

supplémentaires sous forme de corrélations entre les composantes fluctuantes. La fermeture du 

système est alors réalisée au moyen d’hypothèses reposant principalement sur une 

représentation aussi correcte que possible des propriétés caractéristiques de la turbulence. Ces 

hypothèses forment un modèle de turbulence. 

 

Lorsque le nombre de REYNOLDS d’un écoulement devient élevé, des structures 

tourbillonnaires de différentes tailles apparaissent au sein du fluide. Les particules décrivent 

alors des trajectoires imprévisibles. Pour étudier de tels écoulements, il est alors nécessaire de 

décomposer les grandeurs caractéristiques F en une partie fluctuante 𝑓′ et une valeur moyenne 

𝐹̅. Soit : 

 

𝐹 = 𝑓′ + 𝐹̅ 

 

Les moyennes respectent les règles suivantes : 

 

{
 

 
𝐹 + 𝐺̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐹̅ + 𝐺̅
𝐹𝐺̅̅ ̅̅ = 𝐹̅𝐺̅           
𝜕𝐹̅̅̅̅

𝜕𝜉
=
𝜕𝐹̅

𝜕𝜉
           

 

 

Pour la suite, il est supposé que le milieu est continu, que le fluide est Newtonien et 

incompressible. Donc, dans le cadre de cette étude, seules la pression 𝑝, les composantes de la 

vitesse 𝑢𝑖 et la température 𝑇 présentent une partie fluctuante : 

 

{

𝑝 = 𝑝̅ + 𝑝′  

𝑢𝑖 = 𝑢̅𝑖 + 𝑢𝑖
′

𝑇 = 𝑇̅ + 𝑇′    

     (2.37) 

 

Il faut maintenant mettre les équations de conservation sous une nouvelle forme de façon 

à ne faire intervenir que les valeurs moyennes des grandeurs physiques (2.37). Ceci fera l’objet 

du paragraphe suivant, avant que soient abordés les modèles de turbulence propres à la 

lubrification. 
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2.5.1. Equations de conservation  

2.5.1.1. Equation de conservation de la masse 

Nous avons fait l’hypothèse d’écoulement incompressible pour le modèle turbulent 

comme une première approximation afin de simplifier l’ensemble du modèle THD turbulent. 

Même si cette hypothèse perd les informations concernant le comportement du fluide, la 

validation de nos résultats ainsi que la littérature sur les écoulements turbulents dans GFB 

confirme que l’hypothèse est possible sans être trop préjudiciable. La conservation de la masse, 

pour un fluide incompressible, se traduit par : 

 

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

=
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑖

+
𝜕𝑢𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
= 0 

 

En moyennant cette équation, il vient les deux résultats suivants : 

 

𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 0     (2.38) 

 

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑖
= 0     (2.39) 

 

qui traduisent respectivement la conservation de la masse pour l’écoulement moyen et 

l’écoulement fluctuant. 

 

 

2.5.1.2. Equations de conservation de la quantité de mouvement 

L’introduction de la loi de comportement d’un fluide Newtonien dans les équations de 

conservation de la quantité de mouvement conduit aux équations de NAVIER-STOKES : 

 

𝜌 (
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡
+ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕

𝜕𝑥𝑗
[𝜇 (

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
)]     (2.40) 

 

Afin de décrire l’écoulement turbulent en utilisant un modèle statistique, il faut isoler la 

perturbation de la turbulence qui modifie l’écoulement en moyenne. Ici, les forces de volume 

(pesanteur) ont été négligées. Une fois moyennées, les équations 2.40 prennent la forme 

suivante : 

 

𝜌 (
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑡
+ 𝑢̅𝑗

𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗
) = −

𝜕𝑝̅

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕

𝜕𝑥𝑗
[𝜇 (

𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
) − 𝜌 𝑢𝑖′𝑢𝑗′̅̅ ̅̅ ̅̅ ]     (2.41) 

 

Comme nous pouvons le voir, cette opération nous permet d’isoler l’influence de la 

turbulence à un terme fluctuent unique 𝑢𝑖′𝑢𝑗′̅̅ ̅̅ ̅̅ . Le terme entre crochets représente le tenseur des 

contraintes de cisaillement d’un écoulement turbulent 𝜏𝑖𝑗
 . Le terme complètement à droite est 

le tenseur des tensions de REYNOLDS 𝜏𝑖𝑗
𝑡 . Il introduit 6 inconnues supplémentaires. La résolution 

du problème est alors impossible sans introduire de nouvelles équations. En 1877, BOUSSINESQ 
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propose une relation entre les tensions de REYNOLDS et le gradient des vitesses moyennes 

[HIN59] : 

𝜏𝑖𝑗
𝑡 = −𝜌 𝑢𝑖′𝑢𝑗′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝜇𝑡 (

𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
)     (2.42) 

 

Comme conséquence, la somme des contributions laminaires et turbulentes donne la 

contrainte totale : 

𝜏𝑖𝑗
∗ = 𝜏𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗

𝑡      (2.43) 

 

Grâce à l’approximation de BOUSSINESQ appliquée aux équations de NAVIER pour film 

mince, les relations entre les gradients de pression et des gradients de contrainte de cisaillement 

s’écrivent : 

{
  
 

  
 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
=
𝜕

𝜕𝑦
(𝜇 
𝜕𝑢̅

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇𝑡  

𝜕𝑢̅

𝜕𝑦
)

𝜕𝑝

𝜕𝑦
≈ 0                                               

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=
𝜕

𝜕𝑦
(𝜇 
𝜕𝑤̅

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇𝑡  

𝜕𝑤̅

𝜕𝑦
)

     (2.44) 

 

avec 𝜇 est la viscosité moléculaire, 𝜇𝑡 la viscosité turbulente et 𝜇∗ = 𝜇 + 𝜇𝑡 représente la 

viscosité équivalente. Le problème consiste alors à déterminer l’expression de la viscosité 

turbulente 𝜇𝑡. 

 

 

2.5.1.3. Equation de conservation de l’énergie 

La conservation de l’énergie dans un fluide Newtonien incompressible s’exprime de la 

manière suivante : 

 

𝜌 𝑐𝑝 [𝑢𝑖  
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑇

𝜕𝑡
] =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑘𝑓

 
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
) + 𝜇 

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
)     (2.45) 

 

où 𝜌, 𝑐𝑝 , 𝜇
  et 𝑘𝑓

  sont respectivement la masse volumique, la capacité calorifique, la viscosité 

dynamique et le coefficient de conductivité thermique du fluide. Le membre de gauche 

représente la quantité de chaleur transportée par convection, le premier terme de droite, la 

quantité de chaleur évacuée par conduction et le dernier terme, la quantité de chaleur générée 

par dissipation visqueuse.  

 

L’équation (2.45) doit être moyennée dans le cas d’un écoulement turbulent : 

 

𝜌 𝑐𝑝 [𝑢̅𝑖  
𝜕𝑇̅

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑢𝑖′

𝜕𝑇′

𝜕𝑥𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
+
𝜕𝑇̅

𝜕𝑡
] =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑘𝑓

 
𝜕𝑇̅

𝜕𝑥𝑖
) + Φ     (2.46) 
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Φ : représente la fonction de dissipation : 

 

Φ = 𝜇 [
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

(
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
) +

𝜕𝑢𝑖′

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑢𝑖′

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗′

𝜕𝑥𝑖
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
]     (2.47) 

 

Par analogie avec ce qui a été proposé par BOUSSINESQ pour les équations de NAVIER-

STOKES, il est possible d’introduire un coefficient de diffusivité thermique turbulente [HIN59]: 

 

−𝜌 𝑢𝑖′𝑇′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝜇𝑑
𝜕𝑇̅

𝜕𝑥𝑖
 

 

Ce terme permet de prendre en compte le caractère diffusif de la turbulence qui favorise 

les échanges en raison du mouvement fluctuant. Introduisons le nombre de PRANDTL turbulent 

𝑃𝑟𝑡 qui est le rapport entre la viscosité turbulente 𝜇𝑡 et la diffusivité thermique turbulente 𝜇𝑑: 

 

𝑃𝑟𝑡 =
𝜇𝑡

𝜇𝑑
 

 

L’équation de l’énergie se met alors sous la forme suivante : 

 

𝜌 𝑐𝑝 [𝑢̅𝑖  
𝜕𝑇̅

𝜕𝑥𝑖
+
𝜕𝑇̅

𝜕𝑡
] =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑘𝑓

 (1 +
𝜇𝑡

𝜌 𝑃𝑟𝑡 𝛼𝑓
)
𝜕𝑇̅

𝜕𝑥𝑖
) + Φ     (2.48) 

 

où 𝛼𝑓 est la diffusivité thermique du fluide. Le problème consiste à déterminer le nombre de 

PRANDTL. 

 

La fonction de dissipation Φ (équation 2.47) utilisée dans l’équation de l’énergie 

représente la quantité de chaleur générée par le cisaillement du fluide dû au champ de vitesse 

moyen (premier terme) et au champ de vitesse fluctuant (deuxième terme). Pour résoudre le 

problème, il faut exprimer le second terme de la fonction de dissipation en fonction du champ 

de vitesse moyen. Selon HINZE [HIN59], la fonction de dissipation d’énergie turbulente 𝐸𝑑𝑡 et 

la fonction de création d’énergie turbulente 𝐸𝑐𝑡 s’expriment : 

 

{
 
 

 
 𝐸𝑑𝑡 = −𝜗

𝜕𝑢𝑖′

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑢𝑖′

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕𝑢𝑗′

𝜕𝑥𝑖
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐸𝑐𝑡 = −
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝑢𝑖′𝑢𝑗′̅̅ ̅̅ ̅̅                   

     (2.49) 

 

En tenant compte de l’hypothèse de BOUSSINESQ 2.42 dans l’expression de 𝐸𝑐𝑡 , il vient : 

 

𝐸𝑐𝑡 =
𝜇𝑡

𝜌

𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

(
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
)     (2.50) 
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Lorsque la turbulence est homogène, c’est à dire que l’énergie turbulente est constante dans 

toutes les directions, la création et la dissipation d’énergie s’annulent, soit : 

 

𝐸𝑐𝑡 + 𝐸𝑑𝑡 = 0 

Dans le cas de la lubrification, l’hypothèse de turbulence homogène est généralement 

vérifiée dans directions parallèles aux parois. Cependant, cette hypothèse n’est plus valide 

suivant l’épaisseur du film. En effet, le mouvement turbulent est nul à la paroi. De nombreux 

auteurs ont quand même retenu cette hypothèse afin de simplifier la résolution de l’équation de 

l’énergie [SAF74], [SUG79], [SOU91], [BOU95], [BRU01]. La fonction de dissipation prend 

alors la forme : 

Φ = 𝜇 [
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

(
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
) +

𝐸𝑐𝑡
𝜗
] = 𝜇 (1 +

𝜇𝑡

𝜇
) [
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

(
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
)]     (2.51) 

 

VOHR, dans une discussion sur l’article de SAFAR et SZERI [SAF74], fait remarquer que 

cette hypothèse n’est pas juste. Il propose d’intégrer l’équation de l’énergie suivant l’épaisseur 

afin de conserver la forme simplifiée 2.51 de la fonction de dissipation sans faire l’hypothèse 

de turbulence homogène au travers du film [BRU01]. Cependant, cette formulation globale ne 

permet pas le calcul de la température au travers du film [BRU01]. 

 

2.5.2. Modèle 3D de viscosité turbulente 

Il existe de nombreuses approches en mécanique des fluides. Dans le cadre des films 

fluides minces, il est préférable de s’orienter vers un modèle simple qui ne nécessite pas la 

résolution d’équation de transport (d’énergie cinétique turbulente ou d’une autre grandeur) mais 

se basent uniquement sur des grandeurs locales. NG, ELROD et PAN [NG64] ont proposé une 

expression de la viscosité turbulente basée sur les travaux de REICHARDT [REI51]: 

 

𝜇𝑡 = 𝜅 [𝑦̃+ − 𝛿𝑙 𝑡𝑎𝑛ℎ (
𝑦̃+

𝛿𝑙
)]     (2.52) 

avec :  

{
 
 
 

 
 
 
𝜇∗ = 𝜇 + 𝜇𝑡                             

𝑦+ =
𝑦

𝜗
√
|𝜏|

𝜌
                            

|𝜏| = 𝜇 √(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

    

     (2.53) 

 

où 𝜅 est la constante de KARMAN et vaut 0.4 alors que 𝛿𝑙 est une échelle de longueur visqueuse 

qui vaut 10.7 [NG64].  

 

 

 



Chapitre 2 / Modèles théoriques 

 
 

 
 

53 

 

2.5.3. Modèle de conduction turbulente 

Le terme conducteur dans l’équation d’énergie correspond au transfert de chaleur dû à 

la conductivité du fluide. En cas de régime laminaire, la conductivité est une propriété 

intrinsèque de fluide et le transfert de chaleur par conduction est le résultat du gradient de 

température moyen. En régime turbulent, la fluctuation de vitesse génère un transfert de chaleur 

supplémentaire. 

 

Par conséquent, le terme conducteur turbulent peut être écrit comme la somme des 

termes conducteurs laminaires et turbulents et encore, uniquement en fonction de la température 

moyenne. Si nous fixons que 𝑘𝑓
∗ = 𝑘𝑓 + 𝑘𝑓

𝑡   

 

𝑘𝑓
𝑡 =

𝜇𝑡 𝑘𝑓

𝜌 𝑃𝑟𝑡𝛼𝑓
     (2.54) 

 

où 𝛼𝑓 est la diffusivité de transfert de chaleur: 

 

𝛼𝑓 =
𝑘𝑓

𝜌 𝑐𝑝
     (2.55) 

 

Le nombre de PRANDTL turbulent 𝑃𝑟𝑡 est le rapport entre l’impulsion diffusivité turbulente et 

le transfert de chaleur de diffusivité turbulente. D’après l’analogie REYNOLDS il est souvent 

supposé en lubrification 𝑃𝑟𝑡 = 1 [HIN59]. 

 

 

2.5.4. Transition de l’écoulement laminaire au turbulent 

La transition entre le régime laminaire et turbulent est un phénomène complexe. 

Différents régimes peuvent exister simultanément à différents endroits à l’intérieur du palier. 

 

Certaines formules dans les théories de la turbulence utilisent le nombre de REYNOLDS 

(équation (2.56)) qui est le rapport entre les forces d’inertie et les forces de viscosité.  

Avec ℜ𝑙 nombre de REYNOLDS local sur le diamètre de l’arbre: 

 

ℜ𝑙 =
𝜌 𝑅𝑎Ω ℎ

𝜇
     (2.56) 

 

Fondamentalement, un palier peut être décrit comme un cylindre rotatif (l’arbre) à 

l’intérieur d’un cylindre creux (le coussinet). La théorie dit que pour deux cylindres de ce genre, 

le vortex de TAYLOR peut se développer lorsque le nombre de TAYLOR local 𝒯𝑎𝑙 atteint la valeur 

𝒯𝑎𝑐𝑟, limite entre les régimes vortex de TAYLOR et le régime laminaire. Lorsque 𝒯𝑎𝑙 atteint 

2𝒯𝑎𝑐𝑟, transition entre le régime des tourbillons de TAYLOR et le régime turbulent, l’écoulement 

devient turbulent (figure 2.12). 
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Le nombre de TAYLOR local dépend du rapport entre le nombre de REYNOLDS local et 

l’épaisseur du film sur le rayon du palier. Il peut être écrit sous la forme: 

 

𝒯𝑎𝑙 =
𝜌 𝑅𝑎Ω ℎ

𝜇
√
ℎ

𝑅𝑎
= ℜ𝑙√

ℎ

𝑅𝑎
     (2.57) 

 

Pour le nombre critique TAYLOR, nous choisissons d’utiliser la relation empirique [FRE90]: 

 

𝒯𝑎𝑐𝑟 = 63.3 𝜀𝑖
2 − 38 𝜀𝑖 + 41.2     (2.58) 

 

La valeur 41.2 provient de l’expérimentation (c’est une valeur empirique) et est la valeur 

limite lorsque le rapport de 𝜀𝑖 excentricité est nul. 
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Figure 2. 12 : Photographies vortex de TAYLOR à droite et schéma de principe à gauche 

d'écoulements obtenus dans le système de Couette cylindrique. 

 

Cette théorie suppose que coexistent les trois régimes (laminaire, des vortex de TAYLOR, 

turbulent) en même temps. Lorsque le régime est laminaire, la viscosité turbulente est nulle. 

Quand le régime est turbulent, on calcule la viscosité turbulente grâce à la formule (2.52). Entre 

ces deux situations, on applique une transition sinusoïdale de la viscosité turbulente, en fonction 

du nombre de TAYLOR local: 

 

𝜇𝑡 = 𝜅 [𝑦̃+ − 𝛿𝑙 𝑡𝑎𝑛ℎ (
𝑦̃+

𝛿𝑙
)] sin (

𝒯𝑎𝑙 − 𝒯𝑎𝑐𝑟
𝒯𝑎𝑐𝑟

𝜋

2
)     (2.59) 

 

 

 

2.6. Géométrie des paliers à feuilles 

Le développement des paliers à feuilles a commencé au début des années 70 pour assurer 

le guidage en rotation d’arbres de turbines à gaz. L’un des objectifs de l’époque était de valider 

leur tenue thermomécanique à des températures élevées.  
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Un alésage déformable présente plusieurs avantages, notamment la réduction de 

contraintes de cisaillement dans le fluide par la possibilité d’un jeu plus important et ainsi la 

limitation des pertes de puissance. Il présente aussi une plus grande stabilité et portance 

aérodynamique. 

 

Actuellement, les domaines d’application sont plus étendus mais concernent toujours le 

guidage des arbres tournant à des vitesses de rotation très élevées, supportant des charges 

modérées et soumis à des contraintes thermiques parfois sévères. On distingue deux familles 

de paliers à feuilles (figure 2.13) : 

 

- paliers de type Garett [HES 95],  

- paliers de type MITI [HES 82], [HES 83], [HES 94]. 

 

Feuille ondulée

Feuille supérieure
Fourreau

FourreauFeuille

(a) (b)

Arbre

Arbre

Figure 2. 13 : Schématisation d’un palier à feuilles (a) Garett (b) MITI. 

 

 

Parmi les technologies employées avec succès, l’une d’elles se démarque par des 

résultats particulièrement intéressants et par une modélisation simple. Il s’agit de la technologie 

des paliers à empilage de feuilles de type MITI [HES 82]. De nombreuses études numériques et 

expérimentales s’intéressent aux caractéristiques statiques et dynamiques de ce type de paliers. 

 

Les paliers utilisant la technologie de type MITI ont connu plusieurs variantes. En effet, 

le nombre de lobes, de feuilles supérieures et de feuilles de raidisseurs peut être adapté en 

fonction des performances souhaitées. Ainsi, pour les cas où l’on a une charge statique élevée, 

de direction constante, le palier mono-lobes sera préféré. Par contre, les paliers à trois lobes 

(figure 2.14) sont utilisés pour des mécanismes tournant à de très hautes vitesses et soumis à 

des efforts de balourd. 
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Figure 2. 14 : Schématisation d’un palier à feuilles MITI à trois lobes. 

 

 

 

2.6.1. Géométrie de base d’un palier à lobes 

La figure (2.15) représente la section droite d’un palier à trois lobes où le rotor est 

excentré sous l’effet de la charge statique 𝑊. Le coussinet est constitué de trois lobes 

d’amplitude circonférentielle 𝛽𝑖, de longueur axiale 𝐿, de rayon de courbure 𝑅𝐿 et de centre de 

courbure 𝑂𝐿𝑖. Les centres de courbure 𝑂𝐿𝑖 des lobes sont situés sur un cercle de rayon 𝑎 et de 

centre 𝑂, centre géométrique du palier. Le palier est dit préchargé géométriquement d’une 

valeur 𝑎. Le rôle de cette précharge géométrique est de créer des espaces convergents - 

divergents répartis autour de l’arbre même lorsque celui-ci n’est pas excentré dans le palier.  

L’obtention de l’expression de l’épaisseur de film de gaz dans le palier, impose donc la 

définition des grandeurs suivantes : 

  

- le nombre de lobes 𝑛𝑙,  

- l’amplitude circonférentielle 𝛽𝑖 et axiale 𝐿 des lobes, 

- l’amplitude circonférentielle de la rainure 𝛾𝑖, 

- les rayons 𝑅𝐿 des lobes, 𝑅𝑎 de l’arbre et 𝑅𝑏 du cercle inscrit au coussinet,  

- la précharge géométrique 𝑎, qui correspond à la distance entre le centre géométrique du 

palier et le centre de courbure du lobe considéré,  

- la position des lobes vis-à-vis d’une direction fixe arbitraire (𝑂, 𝑥) (direction de la 

charge) caractérisé par les coordonnées angulaires 𝜃𝐿𝑖 et 𝜓𝑖, où 𝜃𝐿𝑖 positionne le début 

du lobe (𝑖) par rapport à la ligne de la charge et 𝜓𝑖 repère sa ligne des centres en position 

centrée 𝑂𝑖𝑂,  
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Figure 2. 15 : Schématisation d’un palier à lobes. 
 

 

La connaissance de ces grandeurs permet de définir :  

- le jeu radial d’assemblage : 𝐶𝑏 = 𝑅𝑏 − 𝑅𝑎    

- le jeu radial d’usinage : 𝐶𝐿 = 𝑅𝐿 − 𝑅𝑎          

- le coefficient de précharge géométrique sans dimension 𝑚 = 1 − (𝐶𝑏 𝐶𝐿⁄ )       

- l’excentricité relative 𝜀𝑏 = 𝑒𝑏 𝐶𝑏⁄ , avec 𝑒𝑏 distance 𝑂𝑂𝑎 

- l’excentricité relative pour chaque lobe 𝜀𝑖 = 𝑒𝑖 𝐶𝐿⁄ , avec 𝑒𝑖 distance 𝑂𝑖𝑂𝑎 

 

Si 𝑚 = 0 le palier n’est pas préchargé, c’est un palier circulaire, tandis que la valeur 

𝑚 = 1 représente le cas limite où il y a contact permanent entre l’arbre et chacun des lobes. Le 

coefficient d’asymétrie 𝛼𝑖 est donné par : 

 

𝛼𝑖 =
𝜓𝑖 − 𝜃𝐿𝑖
𝛽𝑖

     (2.60) 

 

qui caractérise le rapport de l’amplitude de la région convergente à celle du lobe. Si 𝛼𝑖 = 0.5 

le lobe est symétrique, si 𝛼𝑖 = 1 toute la région est convergente. 

 

Ainsi, nous obtenons l’expression du champ de hauteur sans dimension pour chaque 

lobe (Annexe B) : 

ℎ̃ = 1 + 𝜀𝑖 ∙ cos(𝜃)     (2.61) 
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Déformation mécanique du profil : 

 

Contrairement aux paliers rigides, le champ des hauteurs de film à gaz n’est plus 

indépendant du champ de pressions généré dans le palier. Les différents secteurs vont se 

déformer sous l’effet des efforts hydrodynamiques créés par le convergent. Ce problème de 

déformation élastique doit donc être considéré pour la résolution de l’équation de REYNOLDS.  
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Figure 2. 16 : Segment de la feuille ondulée [HES83]. 
 

 

La variation de l’épaisseur du film sans dimensions qui dépend de l’excentricité 𝜀𝑖 et la 

déformation élastique de la feuille ondulée 𝜔̃𝑡 est donné par (figure 2.16): 

 

ℎ̃ = 1 + 𝜀𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜔̃𝑡     (2.62) 

 

où 𝜔̃𝑡 représente la deformation élastique sans dimension de la feuille ondulée sous une pression 

hydrodynamique. Cette déformation 𝜔̃𝑡 [AND08] dépend de la compliance sans dimension de la feuille 

ondulée 𝛼̃𝑡 et la pression moyenne suivant l’épaisseur du film : 

 

𝜔̃𝑡 = 𝛼̃𝑡(𝑝̃ − 1)     (2.63) 

 

La compliance sans dimension de la feuille ondulée est donnée par [HES83]:   

 

𝛼̃𝑡 =
2 𝑝0 𝑆

𝐶𝐿 𝐸 
(
𝑙

𝑡ℎ
)
3

(1 − 𝜐2)     (2.64) 

 

 

2.6.2. Caractéristiques statique du palier 

Le calcul des caractéristiques statiques du palier c’est-à-dire la portance, le débit de fuite 

dans le palier, le couple résistant et l’élévation de la température se font pour une excentricité 

de fonctionnement et une direction de la charge imposée [FRE90]. Ces différentes 

caractéristiques dépendent bien entendu de la géométrie du palier et des propriétés mécaniques 

de la structure déformable, mais aussi des conditions de fonctionnement. 
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Charge portante et angle de calage : 

 

La position du centre de l’arbre est caractérisée par l’excentricité globale 𝑒𝑏, 𝜀𝑏 =

𝑒𝑏 𝐶𝑏⁄  et l’angle de calage 𝜙 (figure 2.17). La connaissance de ces deux paramètres permet de 

déterminer la position relative de chaque lobe vis-à-vis de l’arbre. Pour chacun des lobes, on 

définit les paramètres suivants : 

 

- l’excentricité pour chaque lobe en variables adimensionnées : 

 

𝜀𝑖 =
𝑒𝑖
𝐶𝐿
= √𝜀𝑐2 +𝑚2 + 2 𝑚 𝜀𝑐 cos(𝜓𝑖 − 𝜙)     (2.65) 
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Figure 2. 17 : Géométrie d’un palier à lobe. 

 

- l’angle 𝜙𝑖 qui caractérise l’angle que fait la ligne des centres du lobe (𝑂𝑖𝑂𝑎) avec la 

droite (𝑂𝑖𝑂) : 

{
 

 sin𝜙𝑖 =
𝜀𝑐
𝜀𝑖
sin(𝜓𝑖 − 𝜙)

cos𝜙𝑖 =
𝜀𝑖
2 − 𝜀𝑐

2 +𝑚2

2 𝑚 𝜀𝑖
 

     (2.66) 

avec : 

𝜀𝑐 =
𝐶𝑏
𝐶𝐿
𝜀𝑏     (2.67) 
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- l’angle 𝜒𝑖 qui caractérise le début du lobe dans le repère local : 

 

𝜒𝑖 = 𝜋 + 𝜃𝐿𝑖 −𝜙𝑖 − 𝜓𝑖     (2.68) 

 

- pour le calcul de l’angle de calage global, on introduit l’angle 𝛿𝑖 que fait la charge 𝑊⃗⃗⃗⃗𝑖 

avec la ligne de charge globale 𝑊⃗⃗⃗⃗ (Figure 2.17) : 

 

𝛿𝑖 = 𝜋 − 𝜒𝑖 + 𝜃𝐿𝑖 − 𝜙𝑒     (2.69) 

 

Comme l’excentricité 𝜀 et l’angle de calage 𝜙 ne sont pas indépendants, ce dernier est 

déterminé de façon itérative selon le processus suivant : 

1) à partir d’une valeur estimé de l’angle de calage 𝜙𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚é on calcule, à partir des relations 

(2.65) et (2.66) l’excentricité relative 𝜀𝑖 et l’angle 𝜙𝑖 relatifs à chaque lobe. 

2) le champ de pression relatif à chaque lobe est ensuite calculé à partir de l’équation de 

REYNOLDS (2.9) écrite pour le régime stationnaire. La variable angulaire 𝜃 appartenant 

à l’intervalle 𝜒𝑖 ≤ 𝜃 ≤ 𝜒𝑖 + 𝛽𝑖. 

3) la charge portante 𝑊̃𝑖 de chaque lobe dans le repère (𝑟𝑖, 𝑡𝑖)  ainsi que sa direction 

caractérisée par l’angle 𝜙𝑒 sont ensuite calculées par intégration du champ de pression. 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑊̃𝑟𝑖 = −𝑊̃𝑖 cos 𝜙𝑒 =∫ ∫ (𝑝̃ − 1) cos 𝜃  𝑑𝜃 𝑑𝑧̃

𝜃2
𝑖

𝜃1
𝑖

1/2

−1/2

      

𝑊̃𝑡𝑖 = 𝑊̃𝑖 sin𝜙𝑒 =∫ ∫ (𝑝 − 1) sin 𝜃  𝑑𝜃 𝑑𝑧̃           
𝜃2
𝑖

𝜃1
𝑖

1/2

−1/2

𝑊̃𝑖 = √𝑊̃𝑟𝑖
2 + 𝑊̃𝑡𝑖

2      

𝜙𝑒 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (−
𝑊̃𝑡𝑖
𝑊̃𝑟𝑖
)

                                                              

     (2.70) 

 

4) la charge globale 𝑊̃ est obtenue en sommant les charges relatives à chacun des lobes. 

Pour le calcul de l’angle de calage global, on utilise l’angle 𝛿𝑖 (équation 2.69). 

on obtient alors en projection sur les axes (𝑟, 𝑡) : 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑊̃𝑟 = 𝑊̃ cos𝜙 = −∑𝑊̃𝑖 cos(𝛿𝑖 − 𝜙𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚é)  

𝑛

𝑖=1

𝑊̃𝑡 = −𝑊̃ sin𝜙 = −∑𝑊̃𝑖 sin(𝛿𝑖 − 𝜙𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚é)

𝑛

𝑖=1

𝜙 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (−
𝑊̃𝑡

𝑊̃𝑟
)                                                 

     (2.71) 

 

Le processus itératif est arrêté lorsque la différence entre l’angle de calage calculé 𝜙 et l’angle 

estimé 𝜙𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚é est inférieure à une valeur fixée à l’avance. 
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Couple de frottement fluide : 

 

Le calcul du couple de frottement fluide s’effectue sur l’une ou l’autre des parois du 

contact (rotor ou coussinet) par intégration de la contrainte de cisaillement. 

 

L’expression de la contrainte de cisaillement correspondante est : 

 

𝜏𝑥𝑦 = 𝜇
∗
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=
𝜇0𝑅𝑎Ω

𝐶𝐿

𝜇∗

ℎ̃

𝜕𝑢̃

𝜕𝑦̃
     (2.72) 

 

Selon que l’on se place à 𝑦 = 0 ou 𝑦 = ℎ, le couple calculé est celui exercé sur le 

coussinet ou sur l’arbre. 

  

{
 
 

 
 𝒞𝑐 = ∫ ∫ 𝑅𝑎𝜏𝑥𝑦(𝑦 = 0)𝑅𝑎 𝑑𝜃 𝑑𝑧     

𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

𝜃2
𝑖

𝜃1
𝑖

𝒞𝑎 = ∫ ∫ 𝑅𝑎𝜏𝑥𝑦(𝑦 = ℎ)𝑅𝑎 𝑑𝜃 𝑑𝑧
𝐿 2⁄

−𝐿 2⁄

𝜃2
𝑖

𝜃1
𝑖

    

     (2.73) 

 

La détermination du couple de frottement fluide est intéressante pour calculer la 

puissance dissipée dans les paliers.  

 

 

Calcul des débits : 

 

De façon générale, les débits à l’intérieur du palier sont calculés à partir des 

composantes 𝑢̃ et 𝑤̃ de la vitesse d’écoulement dans le film. Les expressions des débits dans 

les sens circonférentiel et axial sont les suivantes (figure 2.18) : 
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Figure 2. 18 : Schéma de la rainure d’alimentation. 
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à l’entrée du lobe i 𝑄̃𝐸
𝑖 = ∫ ∫ 𝑢̃(𝜃1

𝑖 , 𝑦̃, 𝑧̃)𝑑𝑦̃ 𝑑𝑧̃
ℎ̃(𝜃1

𝑖 )

0

1/2

−1/2

 (2.74) 

   

à la sortie du lobe i 𝑄̃𝑆
𝑖−1 = ∫ ∫ 𝑢̃(𝜃2

𝑖 , 𝑦̃, 𝑧̃)𝑑𝑦̃ 𝑑𝑧̃
ℎ̃(𝜃2

𝑖−1)

0

1/2

−1/2

 (2.75) 

   

dans la direction 

axiale 
𝑄̃𝐴
𝑖 = 2∫ ∫ 𝑤̃(𝜃, 𝑦̃, 1/2)𝑅𝑎 𝑑𝜃 𝑑𝑦̃

ℎ̃(𝜃)

0

𝜃2
𝑖

𝜃1
𝑖

 (2.76) 

 

Le débit d’alimentation en lubrifiant (l’écoulement du lubrifiant introduit dans le palier 

à travers chaque rainure) est un paramètre de conception important. Le calcul de ce paramètre 

est important non seulement parce qu’il peut aider au choix du système d’alimentation en fluide, 

mais aussi parce qu’il affecte profondément l’efficacité de la lubrification et le refroidissement 

du palier.  

 

 

2.7. Conditions aux limites thermiques 

Dans un palier, il y a production de chaleur à l’intérieur du film par dissipation visqueuse. 

Le problème se pose alors de savoir comment cette chaleur est évacuée du palier. 

Du point de vue de la mécanique des milieux continus, on distingue trois modes de 

transmission de chaleur. 

 la conduction qui obéit à la loi de FOURIER 

 la convection qui obéit à la loi de NEWTON 

 le rayonnement qui obéit à la loi de STEFAN-BOLTZMANN 

 

Une combinaison de ces trois modes de transfert peut avoir lieu simultanément sur les 

différentes interfaces rencontrées dans le palier (figure 2.19). 

Arbre

Continuité du flux de chaleur

Interface film-coussinet

Convection naturelle et radiation

(Coefficient de transfert de chaleur global)

Fluide

Coussinet

Continuité du flux de chaleur

Interface film-arbre

Arbre

Coussinet

Fluide

Convection naturelle

Température à l’entrée du lobe

Recirculation du fluide





Figure 2. 19 : Conditions aux limites utilisées pour la résolution de l’équation de l’énergie. 
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2.7.1. Interface film-coussinet 

Le champ de température dans le domaine fluide 𝑇, et le champ de température au 

niveau du coussinet 𝑇𝑐 possèdent une frontière commune. À cette frontière on applique aux 

températures une condition de continuité du flux de chaleur: 

 

{
 

 
𝑇|𝑦=0 = 𝑇𝑐|𝑟=𝑅𝑎 → 𝑇̃|

𝑦̃=0
= 𝑇̃𝑐|𝑟̃=1

𝑘𝑓
∗
𝜕𝑇

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= −𝑘𝑐
𝜕𝑇𝑐
𝜕𝑟
|
𝑟=𝑅𝑎

→
𝜕𝑇̃

𝜕𝑦̃
|
𝑦̃=0

= −
𝑘𝑐
𝑘𝑓
∗

𝐶𝐿ℎ̃

𝑅𝑎

𝜕𝑇̃𝑐
𝜕𝑟
|
𝑟̃=1

     (2.77) 

 

où 𝑘𝑓
∗, 𝑅𝑎, 𝐶𝐿, ℎ̃ et 𝑘𝑐 sont respectivement le coefficient du conduction équivalent du fluide 

(monophasé ou diphasique), le rayon de l’arbre, le jeu d’usinage, l’épaisseur du film sans 

dimension et le coefficient de conduction du coussinet. 

 

 

2.7.2. Interface coussinet-extérieur 

La surface extérieure du coussinet est en contact avec l’air ambiant et échange avec ce 

dernier de la chaleur. Ce flux de chaleur s’effectue principalement par convection et 

rayonnement. On regroupe alors ces deux phénomènes dans le coefficient global d’échange ℎ𝑐 

et l’on peut écrire sur la surface externe : 

 

𝑘𝑐
𝜕𝑇𝑐
𝜕𝑟
|
𝑟=𝑅𝑐

= −ℎ𝑐 (𝑇𝑐|𝑟=𝑅𝑐 − 𝑇𝑎𝑚𝑏)     (2.78) 

 

Soit sous forme sans dimension : 

 

𝜕𝑇̃𝑐
𝜕𝑟̃
|
𝑟̃=𝑅𝑐 𝑅𝑎⁄

= −
ℎ𝑐  𝑅𝑎
𝑘𝑐

(𝑇̃𝑐|𝑟̃=𝑅𝑐 𝑅𝑎⁄
− 𝑇̃𝑎𝑚𝑏) = −𝐵𝑖𝑐 (𝑇̃𝑐|𝑟̃=𝑅𝑐 𝑅𝑎⁄

− 𝑇̃𝑎𝑚𝑏)     (2.79) 

 

où 𝑘𝑐, ℎ𝑐, 𝑅𝑎, 𝑅𝑐, 𝑇̃𝑎𝑚𝑏, 𝑇̃𝑐|𝑟̃=𝑅𝑐 𝑅𝑎⁄
 et 𝐵𝑖𝑐 sont respectivement le coefficient de conduction du 

coussinet, le coefficient global d’échange que l’on considère comme constant, le rayon de 

l’arbre, le rayon externe du coussinet, la température ambiante sans dimension , la température 

de paroi sans dimension et le dernier terme représente le nombre de BIOT qui  caractérise 

l’échange thermique. 

sur les flasque on écrira : 

 

𝜕𝑇̃𝑐
𝜕𝑧̃
|
𝑧=±1 2⁄

= −
ℎ𝑐  𝐿

𝑘𝑐
(𝑇̃𝑐|𝑧=±1 2⁄

− 𝑇̃𝑎𝑚𝑏)     (2.80) 

 

avec 𝐿  la largeur du palier. 
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2.7.3. Interface film-arbre 

Pour cette interface, la condition la plus réaliste est la condition de continuité du flux de 

chaleur transmis par conduction. Cependant, l’arbre étant en rotation rapide, ce flux est 

indépendant de la coordonnée angulaire θ, on doit donc intégrer le flux de chaleur sortant du 

film sur une couronne de rayon égal au rayon de l’arbre et de largeur 𝑑𝑧, il vient ainsi [BON85] 

[BON86]: 

 

𝑘𝑎
𝜕𝑇𝑎
𝜕𝑟
|
𝑟=𝑅𝑎

2 𝜋 𝑅𝑎 𝑑𝑧 = −𝑘𝑓
∗ 𝑑𝑧 ∫

𝜕𝑇

𝜕𝑦
|
𝑦=ℎ

𝑅𝑎 𝑑𝜃
2𝜋

0

 (2.81) 

 

Ce qui s’écrit encore sous la forme sans dimension : 

 

 

où 𝑘𝑓
∗, 𝑅𝑎, 𝐶𝐿, ℎ̃ et 𝑘𝑎 sont respectivement le coefficient du conduction équivalent du fluide 

(monophasé ou diphasique), le rayon de l’arbre, jeu d’usinage, épaisseur du film sans dimension 

et le coefficient de conduction de l’arbre. 

 

 

2.7.4. Interface arbre-extérieur 

La condition utilisée aux extrémités de l’arbre est du type convection, même si le choix 

de la valeur du coefficient de convection pose quelques problèmes. On écrira alors : 

 

𝑘𝑎
𝜕𝑇𝑎
𝜕𝑧
|
𝑧=±𝐿 2⁄

= −ℎ𝑎 (𝑇𝑎|𝑧=±𝐿 2⁄ − 𝑇𝑎𝑚𝑏)     (2.83) 

 

Soit sous forme sans dimension : 

 

𝜕𝑇̃𝑎
𝜕𝑧̃
|
𝑧=±1 2⁄

= −
ℎ𝑎 𝐿

𝑘𝑎
(𝑇̃𝑎|𝑧=±1 2⁄

− 𝑇̃𝑎𝑚𝑏) = −𝐵𝑖𝑎 (𝑇̃𝑎|𝑧=±1 2⁄
− 𝑇̃𝑎𝑚𝑏)     (2.84) 

 

où 𝑘𝑎, ℎ𝑎, 𝐿, 𝑇̃𝑎𝑚𝑏, 𝑇̃𝑎|𝑧=±1 2⁄
 et 𝐵𝑖𝑎 sont respectivement le coefficient de conduction de l’arbre, 

le coefficient de convection que l’on considère comme constant, la largeur du palier, la 

température ambiante sans dimension , la température de paroi sans dimension et le dernier 

terme représente le nombre de BIOT qui  caractérise l’échange thermique. 

 

 

2.7.5. Température à l’entrée du lobe 

L’alimentation du palier se fait par une rainure axiale débouchante. Une partie du 

lubrifiant entrant dans le film convergent n’est pas évacuée latéralement mais fait le tour du 

palier en s’échauffant et se mélange avec le lubrifiant froid d’alimentation, c’est le phénomène 

𝜕𝑇̃𝑎
𝜕𝑟̃
|
𝑟̃=1

= −
1

2𝜋

𝑅𝑎
𝐶𝐿

𝑘𝑓
∗

𝑘𝑎
∫

1

ℎ̃

𝜕𝑇̃

𝜕𝑦̃
|
𝑦̃=1

 𝑑𝜃
2𝜋

0

 (2.82) 
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de recirculation. La température effective du fluide entrant dans le film convergent est 

généralement supérieure à celle du lubrifiant d’alimentation (figure 2.18).  

 

L’étude de l’écoulement dans la rainure d’alimentation est très complexe. On peut 

cependant la simplifier l’étude pour rendre compte du phénomène de recirculation en écrivant 

au niveau de la rainure d’alimentation qu’il y a conservation du débit et de la quantité de chaleur 

[BON85]. 

 

En supposant qu’une partie du fluide issue du lobe précédent est recyclée, la 

conservation du débit dans la section d’entrée est : 

 

𝑄̃𝐸
𝑖 = 𝜆 𝑄̃𝑆

𝑖−1 + 𝑄0 (2.85) 

 

où λ est un coefficient qui exprime le pourcentage du fluide recyclé et 𝑄0 le débit du fluide 

d’alimentation froid [HES86]. 

 

La conservation du flux de chaleur dans la section d’entrée s’écrit : 

 

𝑄̃𝐸
𝑖 𝑇̃(𝜃1

𝑖 , 𝑦̃, 𝑧̃) = 𝜆 𝑄̃𝑆
𝑖−1𝑇̃(𝜃2

𝑖−1, 𝑦̃, 𝑧̃) + 𝑄0 (2.86) 

 

En remplaçant l’équation (2.85) dans (2.86), la valeur moyenne de la température du 

fluide recyclé est donnée par : 

 

𝑇̃(𝜃1
𝑖 , 𝑦̃, 𝑧̃) = 𝜆

𝑄̃𝑆
𝑖−1

𝑄̃𝐸
𝑖
(𝑇̃(𝜃2

𝑖−1, 𝑦̃, 𝑧̃) − 1) + 1 (2.87) 

 

où 𝑇̃(𝜃1
𝑖 , 𝑦̃, 𝑧̃), 𝑇̃(𝜃2

𝑖−1, 𝑦̃, 𝑧̃) et 𝑇0 sont respectivement les valeurs de la température moyenne 

du fluide à l’entrée, à la sortie et la température d’alimentation. On considère que la température 

est constante à travers l’épaisseur du film et égale à la température moyenne. Une température 

moyenne constante dans la section d’entrée, implique une discontinuité au niveau des interfaces 

film/arbre et film/coussinet. 

 

 

2.8. Modélisation linéaire 

L’analyse dynamique linéaire permet de calculer les matrices de raideur et 

d’amortissement d’un palier de géométrie donnée, pour un point de fonctionnement. A partir 

de ces éléments, il est possible d’établir si le point de fonctionnement en question est stable ou 

non. La méthode présentée est couramment employée dans la littérature, [HES83] [BON89] 

[FRE90]. La position d’équilibre du centre du rotor est perturbée afin d’étudier les petits 

mouvements du système [ABD82]. Les variations des composantes de l’action du fluide sur le 

rotor sont reliées aux composantes de déplacements et de vitesses du centre du rotor. Cette 

analyse permet d’établir les cartes de stabilité en fonction des paramètres du système 

déterminant ainsi leurs valeurs critiques (vitesse, masse,...). 
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Cette méthode n’est valable que sous certaines conditions de fonctionnement et ne 

permet pas d’étudier les comportements non-linéaires comme lors du passage des vitesses 

critiques [ABD82]. En effet, le comportement du film est évalué à l’aide de matrices de rigidité 

et d’amortissement linéaires, masquant définitivement les non linéarités telles que la 

compressibilité du gaz et la déformation de la structure. 

 

 

2.8.1. Coefficients dynamiques 

En se limitant au premier ordre, nous pouvons développer les variations de charge ∆𝑊̃𝑟𝑖 

et ∆𝑊̃𝑡𝑖 en série de TAYLOR et définir les huit coefficients dynamiques (figure 2.20) [ABD82] :  

 

[𝑘̃𝑖] =

[
 
 
 
 (
𝜕𝑊̃𝑟𝑖
𝜕𝜀𝑖

) (
𝜕𝑊̃𝑟𝑖
𝜀𝑖 𝜕𝜙𝑒

) −
𝑊̃𝑡𝑖
𝜀𝑖

(
𝜕𝑊̃𝑡𝑖
𝜕𝜀𝑖

) (
𝜕𝑊̃𝑡𝑖
𝜀𝑖 𝜕𝜙𝑒

) +
𝑊̃𝑟𝑖
𝜀𝑖 ]
 
 
 
 

,     [𝑐̃𝑖] =

[
 
 
 
 (

𝜕𝑊̃𝑟𝑖
𝜕(𝜀𝑖̇ Ω⁄ )

) −2
𝑊̃𝑟𝑖
𝜀𝑖

(
𝜕𝑊̃𝑡𝑖
𝜕(𝜀𝑖̇ Ω⁄ )

) −2
𝑊̃𝑡𝑖
𝜀𝑖 ]
 
 
 
 

 (2.88) 
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Figure 2. 20 : Systèmes de coordonnées. 
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Les coefficients des matrices [𝑘̃𝑖] et [𝑐̃𝑖] correspondent respectivement aux coefficients 

de raideur et d’amortissement du palier à lobes dans le repère (𝑂𝑎, 𝑟𝑖, 𝑡𝑖). Le calcul des 

coefficients dynamiques, donc du champ de pression nécessite l’emploi de méthodes 

numériques. Le calcul numérique des dérivées des composantes des forces hydrodynamiques 

peut alors se faire de la manière suivante : 

 

a- Recherche de la position d’équilibre statique ; celle-ci étant caractérisée par une 

excentricité relative 𝜀0 = 𝜀𝑖 et un angle de calage 𝜙0 = 𝜙𝑒. 

b- Calcul des dérivées 
𝜕𝑊̃𝑟𝑖

𝜕𝜀𝑖
 et 

𝜕𝑊̃𝑡𝑖

𝜕𝜀𝑖
: l’équation est résolue pour deux positions du centre de 

l’arbre définies par : 

{
𝜀𝑖 = 𝜀0 ± Δ𝜀
𝜙0                  

 

 

L’intégration du champ de pression permet de calculer à partir de l’équation de 

REYNOLDS instationnaire (2.9) les composantes adimentionnées 𝑊̃𝑟𝑖 et 𝑊̃𝑡𝑖 de la force 

hydrodynamique pour ces positions. 

 

On en déduit en utilisant les différences finies : 

 

{
 
 

 
 𝜕𝑊̃𝑟𝑖
𝜕𝜀𝑖

=
𝑊̃𝑟𝑖(𝜀0 + Δ𝜀, 𝜙0, 𝜀𝑖̇ = 0) − 𝑊̃𝑟𝑖(𝜀0 − Δ𝜀, 𝜙𝑜 , 𝜀𝑖̇ = 0)

2Δ𝜀𝑖
𝜕𝑊̃𝑡𝑖
𝜕𝜀𝑖

=
𝑊̃𝑡𝑖(𝜀0 + Δ𝜀, 𝜙0, 𝜀𝑖̇ = 0) − 𝑊̃𝑡𝑖(𝜀0 − Δ𝜀, 𝜙𝑜 , 𝜀𝑖̇ = 0)

2Δ𝜀𝑖

 (2.89) 

 

c- Calcul des dérivées 
𝜕𝑊̃𝑟𝑖

 𝜕𝜙𝑒
  et 

𝜕𝑊̃𝑡𝑖

𝜕𝜙𝑒
 le processus est semblable au précédent, mais pour les 

deux positions suivantes : 

{
𝜀𝑖 = 𝜀0              
𝜙𝑒 = 𝜙0 ± ∆𝜙

 

 

Les dérivées sont calculées par : 

 

{
 
 

 
 𝜕𝑊̃𝑟𝑖
𝜕𝜙𝑒

=
𝑊̃𝑟𝑖(𝜀0, 𝜙0 + ∆𝜙, 𝜀𝑖̇ = 0) − 𝑊̃𝑟𝑖(𝜀0, 𝜙𝑜 − ∆𝜙, 𝜀𝑖̇ = 0)

2Δ𝜙𝑒
𝜕𝑊̃𝑡𝑖
𝜕𝜙𝑒

=
𝑊̃𝑡𝑖(𝜀0, 𝜙0 + ∆𝜙, 𝜀𝑖̇ = 0) − 𝑊̃𝑡𝑖(𝜀0, 𝜙𝑜 − ∆𝜙, 𝜀𝑖̇ = 0)

2Δ𝜙𝑒

 (2.90) 

 

d- Calcul des dérivées 
𝜕𝑊̃𝑟𝑖

𝜕(𝜀̇𝑖 Ω⁄ )
 et 

𝜕𝑊̃𝑡𝑖

𝜕(𝜀̇𝑖 Ω⁄ )
. L’équation de REYNOLDS instationnaire est résolue 

dans le cas : 

{

𝜀𝑖 = 𝜀0   
𝜙𝑒 = 𝜙0
𝜀𝑖̇ Ω⁄ ≠ 0

  

 



Chapitre 2 /  Modèles théoriques 

 
 

 
 

68 

On déduit : 

 

{
 
 

 
 𝜕𝑊̃𝑟𝑖
𝜕(𝜀𝑖̇ Ω⁄ )

=
𝑊̃𝑟𝑖(𝜀0, 𝜙0, + 𝜀𝑖̇ Ω⁄ ) − 𝑊̃𝑟𝑖(𝜀0, 𝜙𝑜 , − 𝜀𝑖̇ Ω⁄ )

2(𝜀𝑖̇ Ω⁄ )

𝜕𝑊̃𝑡𝑖
𝜕(𝜀𝑖̇ Ω⁄ )

=
𝑊̃𝑡𝑖(𝜀0, 𝜙0, + 𝜀𝑖̇ Ω⁄ ) − 𝑊̃𝑡𝑖(𝜀0, 𝜙𝑜 , − 𝜀𝑖̇ Ω⁄ )

2(𝜀𝑖̇ Ω⁄ )

 (2.91) 

 

Les coefficients dynamiques de chaque lobe sont calculés dans le repère local 

(𝑂𝑎, 𝑥⃗𝑖, 𝑦⃗𝑖) lié au palier partiel (figure 2.20) en utilisant la matrice de passage [ℝ𝑖]: 

 

[𝐾̃𝑖] = −[ℝ𝑖]
𝑇[𝑘̃𝑖][ℝ𝑖] ,     [𝐶̃𝑖] = −[ℝ𝑖]

𝑇[𝑐̃𝑖][ℝ𝑖] (2.92) 

 

avec : 

[ℝ𝑖] = [
cos𝜙𝑒 −sin𝜙𝑒
sin𝜙𝑒 cos𝜙𝑒

] (2.93) 

 

Il vient : 

 

{
 
 

 
 
𝐾𝑥𝑥𝑖 = 𝑘𝑟𝑟𝑖cos

2𝜙𝑒 + 𝑘𝑡𝑡𝑖sin
2𝜙𝑒 − (𝑘𝑟𝑡𝑖 + 𝑘𝑡𝑟𝑖) sin𝜙𝑒 cos𝜙𝑒

𝐾𝑥𝑦𝑖 = 𝑘𝑟𝑡𝑖cos
2𝜙𝑒 − 𝑘𝑡𝑟𝑖sin

2𝜙𝑒 + (𝑘𝑟𝑟𝑖 + 𝑘𝑡𝑡𝑖) sin 𝜙𝑒 cos𝜙𝑒

𝐾𝑦𝑥𝑖 = 𝑘𝑡𝑟𝑖cos
2𝜙𝑒 − 𝑘𝑟𝑡𝑖sin

2𝜙𝑒 + (𝑘𝑟𝑟𝑖 + 𝑘𝑡𝑡𝑖) sin 𝜙𝑒 cos𝜙𝑒

𝐾𝑦𝑦𝑖 = 𝑘𝑡𝑡𝑖cos
2𝜙𝑒 + 𝑘𝑟𝑟𝑖sin

2𝜙𝑒 + (𝑘𝑟𝑡𝑖 + 𝑘𝑡𝑟𝑖) sin𝜙𝑒 cos𝜙𝑒

 

 

Enfin les matrices de raideur et d’amortissement du palier complet dans le repère global 

(𝑂𝑎, 𝑥⃗, 𝑦⃗) sont ensuite déterminées par superposition et transposition (figure 2.20). 

Ainsi nous obtenons : 

 

[𝐾̃] =∑[ℚ𝑖]
𝑇[𝐾̃𝑖][ℚ𝑖]

𝑛𝑙

𝑖=1

 ,   [𝐶̃] = ∑[ℚ𝑖]
𝑇[𝐶̃𝑖][ℚ𝑖]

𝑛𝑙

𝑖=1

 (2.94) 

 

La matrice de passage [ℚ𝑖] est défini par: 

  

[ℚ𝑖] = [
cos 𝛿𝑖 −sin 𝛿𝑖
sin 𝛿𝑖 cos 𝛿𝑖

] (2.95) 

 

soit: 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐾𝑥𝑥 =∑(𝑘𝑥𝑥𝑖cos

2𝛿𝑖 + 𝑘𝑦𝑦𝑖sin
2𝛿𝑖 − (𝑘𝑥𝑦𝑖 + 𝑘𝑦𝑥𝑖) sin 𝛿𝑖 cos 𝛿𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝐾𝑥𝑦 =∑(𝑘𝑥𝑦𝑖cos
2𝛿𝑖 − 𝑘𝑦𝑥𝑖sin

2𝛿𝑖 + (𝑘𝑥𝑥𝑖 + 𝑘𝑦𝑦𝑖) sin 𝛿𝑖 cos 𝛿𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝐾𝑦𝑥 =∑(𝑘𝑦𝑥𝑖cos
2𝛿𝑖 − 𝑘𝑥𝑦𝑖sin

2𝛿𝑖 + (𝑘𝑥𝑥𝑖 + 𝑘𝑦𝑦𝑖) sin 𝛿𝑖 cos 𝛿𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝐾𝑦𝑦 =∑(𝑘𝑦𝑦𝑖cos
2𝛿𝑖 + 𝑘𝑥𝑥𝑖sin

2𝛿𝑖 + (𝑘𝑥𝑦𝑖 + 𝑘𝑦𝑥𝑖) sin 𝛿𝑖 cos 𝛿𝑖)

𝑛

𝑖=1
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Les coefficients de raideur sont donc interprétés comme des variations des composantes 

de la charge sous l’effet des déplacements de l’arbre. Les coefficients d’amortissement, quant 

à eux, sont reliés aux variations des composantes de la charge sous l’effet des vitesses de 

déplacement de l’arbre.  

 

 

2.8.2. Seuil de stabilité  

Le modèle le plus simple est le plus couramment utilisé pour l’étude de la stabilité  d’une 

position d’équilibre est celui du rotor rigide symétrique (figure 2.21) de masse 2𝑀, et supporté 

symétriquement par deux paliers identiques dont la charge statique est 𝑊⃗⃗⃗⃗. Les équations du 

mouvement de l’arbre à l’intérieur du palier s’écrit : 

 

[𝑀] {
𝑥̈
𝑦̈
} + [𝐶] {

𝑥̇
𝑦̇
} + [𝐾] {

𝑥
𝑦} = {

0
0
} (2.96) 

avec : 

[𝑀] = [
𝑀 0
0 𝑀

] 
est la matrice de masse 
 

[𝐶] = [
𝐶𝑥𝑥 𝐶𝑥𝑦
𝐶𝑦𝑥 𝐶𝑦𝑦

] est la matrice d’amortissement 

[𝐾] = [
𝐾𝑥𝑥 𝐾𝑥𝑦
𝐾𝑦𝑥 𝐾𝑦𝑦

] est la matrice de raideur 

Rotor

Roue

Palier à gaz



L L

WW
W2

M2

 

Figure 2. 21 : Schématisation du palier pour l’étude de la stabilité. 
 

 

Les variables dimensionnées utilisées sont définies par (figure 2.20) : 

 

𝐾𝑖𝑗 =
𝑊

𝐶𝐿
𝐾̃𝑖𝑗 , 𝐶𝑖𝑗 =

𝑊

𝐶𝐿 Ω
𝐶̃𝑖𝑗

𝑀 =
𝑀̃ 𝑊

𝐶𝐿 Ω2
, 𝛾 = 𝛾̃ Ω

 (2.97) 
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La solution de cette équation est cherchée sous la forme d’exponentielles imaginaires, 

[ABD82] [FRE90]. A la limite de la stabilité on peut définir deux équations : 

 

𝑀̃𝑐 =
𝐾̃𝑒𝑞

𝛾̃𝑐2
     (2.98) 

 

avec : 

{
 
 

 
 𝛾̃𝑐

2 =
(𝐾̃𝑥𝑥 − 𝐾̃𝑒𝑞)(𝐾̃𝑦𝑦 − 𝐾̃𝑒𝑞) − 𝐾̃𝑥𝑦𝐾̃𝑦𝑥

𝐶̃𝑥𝑥𝐶̃𝑦𝑦 − 𝐶̃𝑥𝑦𝐶̃𝑦𝑥
       

𝐾̃𝑒𝑞 =
𝐾̃𝑥𝑥𝐶̃𝑦𝑦 + 𝐾̃𝑦𝑦𝐶̃𝑥𝑥 − 𝐾̃𝑥𝑦𝐶̃𝑦𝑥 − 𝐾̃𝑦𝑥𝐶̃𝑥𝑦

𝐶̃𝑥𝑥 + 𝐶̃𝑦𝑦

 (2.99) 

 

Pour un palier donné, les coefficients dynamiques 𝐾̃𝑖𝑗, 𝐶̃𝑖𝑗, la masse critique sans 

dimension 𝑀̃𝑐 et la fréquence critique 𝛾̃𝑐 ne dépendent que de l’excentricité de fonctionnement. 

L’expression de la masse sans dimension permet, pour une masse 𝑀 du rotor, de déterminer la 

vitesse critique de rotation Ω𝑐 au-delà de laquelle il y aura instabilité :  

 

Ω𝑐 = √
𝑀̃𝑐 𝑊

𝑀𝐶𝐿
 (2.100) 

 

Ainsi une valeur de 𝛾𝑐
2  négative obtenue à partir de l’équation (2.99), signifie un 

fonctionnement stable pour toute valeur de la masse du rotor. Par ailleurs, si la masse critique  

est négative pour une valeur de 𝛾𝑐
2  positive, le palier est instable pour toute valeur de la masse 

du rotor [ABD82] [FRE90].  
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Figure 2. 22 : Représentation des raideurs et amortissements apportés d’un palier. 
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Il est donc possible d’évaluer si un point de fonctionnement donné est stable ou non. La 

courbe de variation de la masse critique adimensionnée 𝑀̃𝑐 en fonction de l’excentricité est 

appelée carte de stabilité. 

 

 

2.9. Méthode de résolution et programmation 

Le comportement ThermoHydroDynamique d’un palier en régime permanent, si l’on 

suppose l’arbre et le coussinet indéformable, est déterminé par le système d’équations déjà 

présenté auquel il faut ajouter les conditions aux limites associées : 

1. L’équation de REYNOLDS généralisée (2.9), muni des conditions aux limites, 

2. L’équation de l’énergie des films minces visqueux (2.14), l’équation de la chaleur dans 

le coussinet (2.20) et dans l’arbre (2.22) auxquelles sont attachées les conditions aux 

limites décrites dans le paragraphe (2.7), 

3. La relation (2.62) qui précise la géométrie du film, 

4. La loi de variation de la viscosité en fonction de la température (2.23), 

5. Modèles de viscosité (2.52), (2.59) et de conductivité (2.54) dans le régime turbulent, 

6. Formule de CLAPEYRON (2.29), qui détermine la pression de vapeur saturante pour une 

température donnée,  

7. Modèle de transition vapeur/liquide de VAN ODYCK (2.30), (2.31) et (2.32), 

8. L’équation d’état de PENG-ROBINSON (2.28) qui nous permet de calculer la densité 

volumique en fonction de la pression et la température. 

Les quatre équations aux dérivées partielles sont liées par la température et la pression 

de façon explicite ou implicite de par : 

- la loi de variation de la viscosité moléculaire en fonction de la température, 

- le modèle de variation de la viscosité en régime turbulent, 

- le modèle de conductivité turbulente, 

- l’équation d’état de la masse volumique en fonction de la température et de la pression, 

- le modèle de transition vapeur/liquide. 

 

La solution du problème ThermoHydroDynamique nécessite la résolution simultanée 

de toutes ces équations, compte tenu des conditions aux limites choisies. En régime THD, le 

calcul des coefficients dynamiques et de la masse critique s’effectue par itération sur le champ 

de pression. 

 

Le changement de variables (2.3) transforme le domaine occupé par le film en un 

domaine parallélépipède. Par ailleurs, l’arbre et le coussinet ont des géométries simples. Aussi, 

la méthode des différences finies est bien adaptée à la résolution numérique de ces systèmes 

d’équations. 

 

Le programme développé pour l’étude a été écrit en FORTRAN, un langage largement 

utilisé pour sa simplicité, la rapidité et la capacité de résoudre des problèmes physiques 

complexes avec méthodes numériques.  
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2.9.1. Maillage du film fluide 

Les hauteurs de film étant faibles devant la longueur et la largeur du contact, La 

résolution par différences finies centrées généralement utilisée pour des films minces est 

suffisante, efficace et simple. On découpe le domaine fluide du palier développé en rectangles 

élémentaires, le film lubrifiant est discrétisé à l’aide d’un maillage tridimensionnel comme le 

montre la figure (2.23). 
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Figure 2. 23 : Maillage du film fluide. 

 

 

{
  
 

  
 ∆𝜃𝑖 =

𝛽𝑖
𝑁𝜃 − 1

  

∆𝑦̃ =
1

𝑁𝑦 − 1
   

∆𝑧̃ =
1

𝑁𝑧 − 1
    

 

 

En chaque point du maillage (𝑖, 𝑗, 𝑘), on définit les dérivées des champs de pression, de 

température et de hauteurs en fonction des points précédents et suivants. 

 

 

2.9.2. Équation de Reynolds généralisée 

C’est une équation aux dérivées partielles elliptique, elle est discrétisée à l’aide d’un 

schéma centré (adapté à ce genre d’équations elliptiques) et résolue par la méthode de GAUSS-

SEIDEL avec coefficient de sur-relaxation (Annexe C). La sur-relaxation par expérience nous 

permet soit d’avoir une convergence accélérée dans les cas simples ou pour affiner la solution 

dans des situations plus complexes. La zone active du film est déterminée par la méthode de 

CHRISTOPHERSON [CHR41]. 
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L’erreur relative sur la pression locale est calculée en chaque point et chaque itération comme 

suit : 

 

|𝑝(𝑛) − 𝑝(𝑛−1)|

|𝑝(𝑛)|
≤ 𝑡𝑜𝑙𝑝 (2.101) 

 

avec 𝑛 − 1 et 𝑛 respectivement l’itération précédente et courante.  

 

 

2.9.3. Équation de chaleur dans l’arbre  

Dans l’arbre l’équation aux dérivées partielles elliptique est bidimensionnelle, et les 

symétries permettent de simplifier la résolution à un quart du plan axial de l’arbre (figure 

(2.24)). 
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Figure 2. 24 : Schéma de discrétisation de l’arbre. 

 

 

Cette équation peut être discrétisée par un schéma aux différences finies centrées : 

 

𝑇̃𝑎𝑗𝑎,𝑘 =

[1 +
∆𝑟̃
2 𝑟̃𝑗𝒶

] 𝑇̃𝑎𝑗𝑎+1,𝑘 + [1 −
∆𝑟̃
2 𝑟̃𝑗𝒶

] 𝑇̃𝑎𝑗𝑎−1,𝑘 + (
𝑅𝑎
𝐿 )

2

(
∆𝑟̃
∆𝑧̃)

2

[𝑇̃𝑎𝑗𝑎,𝑘+1 + 𝑇̃𝑎𝑗𝑎,𝑘−1]

2 [1 + (
𝑅𝑎
𝐿 )

2

(
∆𝑟̃
∆𝑧̃)

2

]

 (2.102) 

 

avec : 

 {

𝑟̃𝑗𝑎 = (𝑗𝑎 − 1)∆𝑟̃

∆𝑟̃ =
1

𝑁𝑎 − 1
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Cette équation peut être résolue de façon itérative, par la méthode de relaxations successives: 

 

𝑇̃𝑎𝑗𝑎,𝑘
(𝑛)

= 𝑇̃𝑎𝑗𝑎,𝑘
(𝑛−1)

+ 𝜔𝑎 (𝑇̃𝑎𝑗𝑎,𝑘
(𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙é𝑒)

− 𝑇̃𝑎𝑗𝑎,𝑘
(𝑛−1)

)     (2.103) 

 

où 𝑛 − 1 et 𝑛 se sont respectivement l’itération précédente et courante, tandis que 𝜔𝑎 est le 

facteur de relaxation utilisé pour la résolution de l’équation de LAPLACE. 

Le processus est itéré jusqu’à la convergence en chaque point du maillage que nous 

définissons à l’aide de l’indicateur d’erreur sur 𝑇𝑎 : le test de convergence de la température de 

l’arbre est le suivant : 

|𝑇𝑎 − 𝑇𝑎𝑗𝑎,𝑘| ≤ 𝑡𝑜𝑙𝑇𝑎 (2.104) 

 

 

2.9.4. Équation de chaleur dans le coussinet 

Dans le coussinet, l’équation de la chaleur est tridimensionnelle. Pour ces deux 

équations, on emploie un schéma aux différences finies centrées (figure (2.25)) et la résolution 

se fait par la méthode de GAUSS-SEIDEL avec coefficient de sur-relaxation. 
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Figure 2. 25 : Schéma de discrétisation du coussinet. 
 

 

Cette équation discrétisée par un schéma aux différences finies centrées donne : 

 

𝑇̃𝑐𝑖,𝑗𝑐,𝑘 =

[
1
∆𝑟̃2

+
1

2 𝑟̃𝑗𝑐  ∆𝑟̃
] 𝑇̃𝑐𝑖,𝑗𝑐+1,𝑘 + [

1
∆𝑟̃2

−
1

2 𝑟̃𝑗𝑐 ∆𝑟̃
] 𝑇̃𝑐𝑖,𝑗𝑐−1,𝑘 + (

1
𝑟̃𝑗𝑐∆𝜃

)
2

[𝑇̃𝑐𝑖+1,𝑗𝑐,𝑘 + 𝑇̃𝑐𝑖−1,𝑗𝑐,𝑘]

2 [
1
∆𝑟̃2

+ (
1

𝑟̃𝑗𝑐∆𝜃
)
2

]

 (2.105) 

 

 



Chapitre 2 / Modèles théoriques 

 
 

 
 

75 

avec : 

{

𝑟̃𝑗𝑐 = (𝑗𝑐 − 1)∆𝑟̃ + 1          

∆𝑟̃ =
1

𝑁𝑐 − 1
(
𝑅𝑐
𝑅𝑎
− 1)        

 

 

Cette équation est résolue de façon itérative, par la méthode de relaxations successives: 

 

𝑇̃𝑐𝑖,𝑗𝑐,𝑘
(𝑛)

= 𝑇̃𝑐𝑖,𝑗𝑐,𝑘
(𝑛−1)

+ 𝜔𝑐 (𝑇̃𝑐𝑖,𝑗𝑐,𝑘
(𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙é𝑒)

− 𝑇̃𝑐𝑖,𝑗𝑐,𝑘
(𝑛−1)

) (2.106) 

 

où 𝑛 − 1 et 𝑛 sont respectivement l’itération précédente et courante, tandis que 𝜔𝑐 est le facteur 

de relaxation utilisé pour la résolution de l’équation de LAPLACE. 

 

Le processus d’itération de la température du coussinet est réalisé jusqu’à la 

convergence en chaque point du maillage défini à l’aide d’un indicateur d’erreur 𝑇𝑐 : le test de 

convergence de la température du coussinet est comme suit : 

  

|𝑇𝑐 − 𝑇𝑐𝑖,𝑗𝑐,𝑘| ≤ 𝑡𝑜𝑙𝑇𝑐 
(2.107) 

 

 

2.9.5. Équation de l’énergie dans le film mince 

La résolution de l’équation de l’énergie impose de connaitre le champ de vitesse dans 

le film. Les composantes 𝑢̃, 𝑣̃ et 𝑤̃ de la vitesse sont données par les relations (2.6). Les calculs 

numériques de 𝑢̃ et 𝑤̃ ne posent pas de problèmes particuliers. Par contre, le calcul de la vitesse 

𝑣̃ du fluide dans la direction de l’épaisseur du film est plus délicat. La méthode proposée nous 

permet de calculer la dérivée seconde de 𝑣̃ par rapport à 𝑦̃ : 

 

𝜕2𝑣̃

𝜕𝑦̃2
= −

ℎ̃

𝜌̃

𝜕

𝜕𝑦̃
((
𝜕(𝜌̃𝑢̃)

𝜕𝜃
− 𝜌̃

𝑦̃

ℎ̃

𝜕ℎ̃

𝜕𝜃

𝜕𝑢̃

𝜕𝑦̃
) + (

𝑅𝑎
𝐿
)
𝜕(𝜌̃𝑤̃)

𝜕𝑧̃
) (2.108) 

 

on impose les conditions aux limites : 

 

𝑣̃(𝑦̃ = 0) = 𝑣̃(𝑦̃ = 1) = 0 

 

Le deuxième membre de l’équation (2.108) est connu, il s’agit donc de résoudre un 

problème aux limites. On peut procéder par la méthode des différences finies : 

 

𝑣̃𝑖,𝑗+1,𝑘 − 2𝑣̃𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑣̃𝑖,𝑗−1,𝑘

= −
ℎ̃𝑖
𝜌̃𝑖,𝑘

∆𝑦̃2
𝜕

𝜕𝑦̃
((
𝜕(𝜌̃𝑢̃)

𝜕𝜃
− 𝜌̃

𝑦̃

ℎ̃

𝜕ℎ̃

𝜕𝜃

𝜕𝑢̃

𝜕𝑦̃
) + (

𝑅𝑎
𝐿
)
𝜕(𝜌̃𝑤̃)

𝜕𝑧̃
)

𝑖,𝑗,𝑘

 
(2.109) 

 

C’est un système d’équations qui peut être résolue par la méthode de GAUSS. 
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L’équation d’énergie (2.14) est parabolique, l’algorithme global utilisé dans le présent 

travail pour résoudre l’équation de l’énergie (2.14) est décrit dans l’annexe D. Il a été 

initialement proposé par BONCOMPAIN [BON85]. La température à l’entrée du lobe dans la 

direction circonférentielle est calculée par la relation (2.87). 

 

Le processus de calcul en régime THD itéré jusqu’à convergence sur les températures 

aux interfaces film-coussinet et film-arbre est défini par : 

 

∆𝑇𝑓 ≤ 𝑡𝑜𝑙𝑇 (2.110) 

 

avec : 

{
 
 

 
 ∆𝑇𝑐 = max (𝑇𝑐𝑖,1,𝑘

(𝑛) − 𝑇𝑐𝑖,1,𝑘
(𝑛−1)) 

∆𝑇𝑎 = max(𝑇𝑎𝑁𝑎,𝑘
(𝑛) − 𝑇𝑎𝑁𝑎,𝑘

(𝑛−1))

∆𝑇𝑓 = max(∆𝑇𝑐, ∆𝑇𝑎)             

 

 

 

2.9.6. Équation d’état 

L’équation d’état de PENG-ROBINSON est sous forme d’un polynôme du 3ème ordre. La 

densité est l’inconnue et la pression est l’un des paramètres. La recherche des racines du 

polynôme est effectuée grâce à la méthode de dichotomie. Cette méthode est très pratique pour 

ce type de problème particulier, simple à programmer et elle converge vers la solution très 

rapidement. Dans notre problème, on cherche une solution comprise entre une pression 0 et la 

pression de vapeur, qui est la densité de vapeur 𝜌̃𝓋, et une autre solution entre la pression de 

vapeur et la pression critique, qui est la densité du liquide 𝜌̃ℓ. La pression de saturation est 

calculée en utilisant l’approximation de DUPRE. La démarche de résolution est indiquée dans 

l’annexe E. 

 

Par conséquent, pour un ensemble donné de pression et de température, on peut 

facilement limiter le domaine de la densité afin de trouver la racine correspondante, soit la 

densité de vapeur ou la densité du liquide.  

 

Si 𝑓(ρ̃) = 0 est le polynôme adimensionnel, l’équation d’état est considérée résolue en 

un point lorsque : 

|
𝑓(𝜌̃)

𝜌0
| ≤ 𝑡𝑜𝑙𝜌 

 

Si cette condition est vérifiée la valeur de la densité sans dimension 𝜌̃ est la solution. 

 

 

2.9.7. Viscosité turbulente 

L’un des principaux avantages de la formule que nous avons utilisée pour le modèle de 

la turbulence est qu’il donne directement la valeur de la viscosité turbulente. Par conséquent, 

aucune méthode numérique n’est nécessaire, ce qui permet d’économiser le temps et la 
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mémoire. Toutefois, de par la résolution itérative du problème THD non-linéaire la valeur de 

la viscosité doit être calculée au niveau de chaque nœud à chaque itération. 

 

 

2.10. Algorithme de résolution 

Les différentes équations utilisées pour résoudre un problème THD en statique ou en 

dynamique linéaire ont été présentées, il reste donc à préciser la résolution numérique de ce 

problème en régime turbulent à deux phases pour palier à feuilles. Les calculs peuvent être 

effectués à excentricité imposée (figure 2.26) ou à charge imposée (figure 2.27). La recherche 

de l’angle de calage 𝜙 (figure 2.26) et de l’excentricité 𝜀𝑏 (si la charge est imposée 𝑊) est 

réalisée de manière itérative. 

 

Les différentes méthodes numériques présentées précédemment sont réunies dans un 

algorithme global qui permet la résolution du problème THD pour un palier à feuilles. 

L’organigramme du problème THD à excentricité imposée est présenté sur la figure 2.26. Les 

cases avec trame de fond (bleu) représentent les Subroutines importantes nécessitant la 

résolution d’un système d’équations, à part le calcul des vitesses. 

 

La première étape consiste à lire les fichiers de données concernant les paramètres 

géométriques et de fonctionnement, les maillages. La pression, viscosités, conductivités, 

densité et les températures sont ensuite initialisées. La loi de thermoviscosité du fluide permet 

alors de calculer le champ de viscosité. La résolution de l’équation de REYNOLDS généralisée 

nous permet d’obtenir le champ de pression. Le champ des vitesses du fluide s’exprime alors 

aisément à partir des équations (2.6). Lorsque le régime n’est pas laminaire, on calcule le champ 

de viscosité et conductivité. La température du fluide est ensuite calculée par résolution de 

l’équation de conservation de l’énergie. Ensuite la température dans le coussinet est déterminée 

par résolution de l’équation de LAPLACE. La condition de conservation des débits nous permet 

de calculer la température à l’entrée de chaque lobe en prenant en compte le phénomène de 

recirculation. La résolution de l’équation de LAPLACE permet d’obtenir la température dans 

l’arbre. La densité est obtenue par résolution de l’équation d’état en prenant compte la pression 

de saturation qui nous permet de déterminer l’état du fluide soit vapeur, liquide ou transition, 

afin d’avoir la densité, viscosité et la conductivité dans chaque état. Le test de convergence est 

effectué sur les températures d’interface coussinet/fluide et arbre/fluide. Si la condition de 

convergence est vérifiée on détermine les paramètres globaux sinon on itère pour de nouvelles 

valeurs de températures d’interfaces. 

 

Après la résolution du problème THD qui consiste à trouver la position d’équilibre du 

rotor, la détermination de la température dans le fluide nous permet de déterminer la viscosité. 

La résolution de l’équation de REYNOLDS en régime transitoire nous permet de déterminer la 

charge pour chaque lobe et ainsi de calculer les coefficients dynamiques. 
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Figure 2. 26 : Organigramme de résolution du problème THD à excentricité imposée. 
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Figure 2. 27 : Organigramme de résolution dans le cas d’une charge imposée. 
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2.11. Conclusion 

Le problème ThermoHydroDyamique des paliers à feuilles a été défini en précisant les 

équations de base qui régissent l’écoulement, les transferts de chaleur dans un film fluide mince 

visqueux et les conditions aux limites qui leur sont associées. 

 

Ce chapitre présente les équations de base qui régissent l’écoulement à deux phases. 

Pour cela nous avons utilisé l’équation d’état de PENG-ROBINSON pour obtenir la densité de la 

vapeur ou du liquide. Dans le domaine de transition la densité est calculée par le modèle de 

VAN ODYCK.   

 

Nous avons également mis en place une équation de REYNOLDS généralisée (GRE) en 

régime permanent et transitoire qui tient en compte l’écoulement à deux phases et du modèle 

de turbulence. Toutefois, afin d’obtenir des valeurs réalistes de la pression et de la densité, nous 

avons besoin d’un modèle efficace pour d’autres paramètres locaux. Les variations de 

température obtenues par résolution de l’équation d’énergie 3D influent directement sur la 

densité et la viscosité du fluide. La turbulence affecte la viscosité et la conductivité thermique. 

Le modèle turbulent est directement lié aux autres parties du modèle, et influe sur le champ 

de pression et de la densité, ainsi que les transferts thermiques dans le coussinet et l’arbre. Les 

équations de LAPLACE pour le coussinet et l’arbre donnent respectivement un champ de 

température dans le coussinet et dans l’arbre. L’obtention des principales caractéristiques 

statiques du palier a été abordée.  

 

Les approches linéaires décrites au paragraphe 2.8 ont été utilisées pour déterminer les 

caractéristiques dynamiques et la masse critique pour palier à feuilles à plusieurs secteurs 

lubrifie par un gaz réfrigérant. 
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Résultats et discussions 
 

 

Nous avons détaillé dans le précédent chapitre les 

différents modèles théoriques ainsi que la démarche de 

résolution numérique. Dans ce chapitre, nous allons 

présenter les résultats obtenus et les analyser. 
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3.1. Caractéristiques et conditions de fonctionnement  

Nous avons utilisé deux types de paliers à feuilles (GFB) (figure 3.1) dont les 

caractéristiques et les conditions de fonctionnement sont décrits dans le tableau 1. 

W

e
b

O R
a

R
b

O
a




ht

S

l

 

Figure 3. 1 : Schématisation d’un palier à trois lobes déformables. 
 

 

Tableau 1: Caractéristiques du palier et les conditions de fonctionnements [GAR13] [BAR11]. 

Caractéristiques Valeurs 

Palier G.F.B (1) G.F.B(2) 

Largeur, 𝐿 [mm]…………………………………………….. 27 50 

Diamètre de l’arbre, 2𝑅𝑎 [mm]……………………………... 28 40 

Jeu d’assemblage, 𝐶𝑏 [µm]………………………………….. 90 90 

Nombre de lobes, 𝑛𝑙………………………………………… 3 3 

Excentricité relative, 𝜀𝑏 [-]………………………………...... 0,1-0,9 0,1-0,9 

Vitesse de rotation, 𝛺 [tr/mn]……………………………….. 40 000-180 000 40 000-180 000 

Pré-charge, 𝑚 [-]…………………………………………..... 0,1-0,9 0,1-0,9 

Amplitude angulaire des rainures, 𝛾𝑖 [deg]…………...…….. 10 10 

Coefficients d’échange thermique global, ℎ𝑎 , ℎ𝑐 [W.m-2.K-1]. 80 80 

Conductivité thermique, 𝑘𝑎, 𝑘𝑐 [W.m-1.K-1]………..……….. 36 36 

Epaisseur de la feuille ondulée, 𝑡ℎ [m]……………………… 0,1016 0,1016 

Rayon de la feuille ondulée, 𝑙 [m]…………………………... 1,778 1,778 

Pas de la feuille ondulée, 𝑆 [m]……………………………... 4,572 4,572 

Module de YOUNG, 𝐸 [GPa]………………………………... 200 200 

Coefficient de POISSON, 𝜐 [-]……………………………….. 0,31 0,31 

Lubrifiant 245fa (1,1,1,3,3-Pentafluoropropane) 

Pression d’alimentation, 𝑝0 [MPa]………………………...... 0,1 

Température du lubrifiant à l’alimentation, 𝑇0 [°K]………… 293,15 

Nom…………………………………………………………. R245fa 
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Viscosité, 𝜇 [µPa.s]…………………………………………. 12,3 

Masse molaire, ℳ [g.mol-1]………………………………… 134,05 

Capacité calorifique 𝑐𝑝 [J.kg-1.K-1]…………………………. 976,9 

Conductivité thermique 𝑘0 [W.m-1.K-1]…………………….. 0,012 

Pression critique 𝑝𝑐𝑟 [MPa]………………………………… 3,651 

Température critique 𝑇𝑐𝑟 [°K]………………………………. 427,16 

 

 

3.2. Comportement statique et dynamique du gaz et du palier 

pour des conditions de fonctionnement sévères 

3.2.1. Champs de pression 

Les figures 3.2, 3.5, 3.7 et 3.9 montrent l’évolution du champ de pression qui est 

clairement fonction de la position axiale et circonférentielle. L’emplacement de la zone à haute 

pression est centrée à mi-longueur dans notre cas au second lobe quelles que soient les 

conditions de fonctionnement utilisées. Dans la zone de haute pression, près d’un quart des 

bords d’appui, l’augmentation de la pression est d’au moins 20% inférieure à celle de la pression 

à mi-longueur (figure 3.3). Nous avons pris pour le calcul 180 points dans la direction 

circonférentielle, et 31 points en direction axiale. 

 

(a) 

  
 R : Rigide F : Flexible 

(b) 

  
 R : Rigide F : Flexible 

Figure 3. 2 : (a) Champ de pression G.F.B (1). Chargement 𝟏𝟓 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (R : 𝜀 = 0,85, 𝜙 = 14,79°), (F : 𝜀 = 0,90, 𝜙 = 12,28°). 
(b) Champ de pression G.F.B (1). Chargement 𝟏𝟓 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, 

Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (R : 𝜀 = 0,73, 𝜙 = 20,21°), (F : 𝜀 = 0,81, 𝜙 = 15,6°). 
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(a) Vitesse de rotation 120 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 (b) Vitesse de rotation 180 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

Figure 3. 3 : Pression à mi-longueur  G.F.B (1). Chargement 𝟏𝟓 𝑵, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐  

 

 

Les figures (3.2(a) et 3.2(b)) représentent les champs de pression d’un palier à feuilles 

fonctionnant en régime permanent calculé pour un chargement 15 N, vitesse de rotation de 

l’arbre 120 000 tr/min et 180 000 tr/min et une précharge géométrique 0,2. On observe que 

l’effet de la feuille élastique ondulée conduit à un élargissement de la distribution de pression 

dans la direction circonférentielle et axiale du palier donc une augmentation de la surface de 

haute pression, ainsi qu’une légère réduction de la pression maximale qui conduit à une 

augmentation de l’excentricité. L’augmentation de l’épaisseur de film minimale pour le palier 

flexible explique la diminution de pression maximale lorsque la charge est fixe (figure 3.4). 

L’augmentation de la vitesse entraîne une diminution de l’excentricité. 

 

  
(a) Vitesse de rotation 120 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 (b) Vitesse de rotation 180 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

Figure 3. 4 : Epaisseur du film G.F.B (1). Chargement 𝟏𝟓 𝑵, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐.  

 

 

Sur les figures (3.5(a) et 3.5(b)), nous avons représenté le champ de pression pour une vitesse 

de rotation de 120 000 tr/min et 180 000 tr/min pour deux charges imposées. Une diminution 

de la charge conduit à un élargissement de la zone de haute pression dans la direction 

circonférentielle sur une grande surface et une légère diminution de la valeur de pression 

maximale (figure 3.6). L’augmentation de la vitesse de rotation n’affecte pas cette répartition 

spécifique, mais diminue l’excentricité relative et augmente l’angle de calage. Dans les figures 

(3.7(a), 3.7(b)) l’augmentation de la précharge géométrique conduit à une augmentation de la 

pression maximale à cause de la diminution de l’épaisseur du film mini (figure 3.8). 
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(a) 

  
 Chargement 𝑾 = 𝟓 𝑵 Chargement 𝑾 = 𝟏𝟓 𝑵 

(b) 

  
 Chargement 𝑾 = 𝟓 𝑵 Chargement 𝑾 = 𝟏𝟓 𝑵 

Figure 3. 5 : (a) Champ de pression (Flexible) G.F.B (1), Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, 

Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (𝑊 =  𝟓 𝑵 : 𝜀 = 0,61, 𝜙 = 33,74°),(𝑊 =  𝟏𝟓 𝑵 : 𝜀 = 0,90, 𝜙 = 12,28°). 
(b) Champ de pression (Flexible) G.F.B (1), Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 

𝒎 = 𝟎, 𝟐. (𝑊 =  𝟓 𝑵 : 𝜀 = 0,47, 𝜙 = 48,10°), (𝑊 =  𝟏𝟓 𝑵 : 𝜀 = 0,81,𝜙 = 15,6°). 
 

  
(a) Chargement 𝑾 = 𝟓 𝑵 (b) Chargement 𝑾 = 𝟏𝟓 𝑵 

  

(c) Vitesse de rotation 120 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 (d) Vitesse de rotation 180 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

Figure 3. 6 : Pression à mi-longueur (Flexible) G.F.B (1), Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 
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 (a) 

  
 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟓 

(b) 

  
 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟓 

Figure 3. 7: (a) Champ de pression (Flexible) G.F.B (1). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏. (𝒎 = 𝟎, 𝟐 : 𝜀 = 0,81, 𝜙 = 16,78°), (𝒎 = 𝟎, 𝟓 : 𝜀 = 0,99, 𝜙 = 0,91°). 
(b) Champ de pression (Flexible) G.F.B (1). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏. (𝒎 = 𝟎, 𝟐 : 𝜀 = 0,69, 𝜙 = 25,82°), (𝒎 = 𝟎, 𝟓 : 𝜀 = 0,81, 𝜙 = 08,06°). 

 

  
(a) Vitesse de rotation 120 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 (b) Vitesse de rotation 180 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

Figure 3. 8 : (a) Pression à mi- longueur (Flexible) G.F.B (1). Chargement 𝟏𝟎 𝑵. 

 

Sur les figures (3.9(a) et 3.9(b)), on a représenté le champ de pression pour une vitesse de 

rotation de 120 000 tr/min et 180 000 tr/min respectivement avec une charge de 10 N et une 

précharge 0,2 pour deux paliers différents. En comparant les deux cas, l’effet des dimensions 

géométriques (les dimensions du deuxième palier sont plus importantes que le premier) se 

traduit par une augmentation de la zone de haute pression et une diminution de la pression 

maximale (figure 3.10) lorsque la charge est imposée, ainsi que la contribution des deux autres 

lobes. L’augmentation de la vitesse de rotation entraine la diminution de l’excentricité relative 

et élargit la répartition de la pression. Il est à noter que le troisième devient inactif. 



Chapitre 3 /  Résultats et discussions 

 
 

 
 

87 

(a) 

  
 G.F.B (1) G.F.B (2) 

(b) 

  
 G.F.B (1) G.F.B (2) 

Figure 3. 9: (a) Champ de pression (Flexible). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (G.F.B (1) : 𝜀 = 0,81, 𝜙 = 16,78°), (G.F.B (2) : 𝜀 =
0,25, 𝜙 = 62,88°). (b) Champ de pression (Flexible). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (G.F.B (1) : 𝜀 = 0,69, 𝜙 = 25,82°), (G.F.B (2) : 𝜀 =
0,16, 𝜙 = 61,03°). 

 

  
(a) Vitesse de rotation 120 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 (b) Vitesse de rotation 180 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

Figure 3. 10 : (a) Pression à mi-longueur (Flexible). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐.  
 

 

3.2.2. Les champs de température 

La figure (3.11) représente le champ de température du film et les lignes de courant à 

mi-épaisseur. On peut noter que les bords d’appui sont des zones d’échange de température de 

lubrifiant avec l’environnement extérieur (à la fois à l’entrée et à la sortie du fluide). Cet 

échange a une influence importante sur la température. En raison de la déformation de la 

structure pour une charge fixe, on observe une augmentation de la zone de température 

maximale à la position minimale du film (figure 3.12). 
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 (a) Rigide  (b) Flexible 

Figure 3. 11 : Champ et gradient de température à mi-épaisseur du film, G.F.B (1), Chargement 

𝟏𝟓 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 ( (a) : 𝜀 = 0,85, 𝜙 = 14,79°), 
( (b) : 𝜀 = 0,9, 𝜙 = 12,28°). 

 

 

Figure 3. 12 : Température du film  à mi-épaisseur et à mi-longueur, G.F.B (1), Chargement 

𝟏𝟓 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 
 
 

Le champ de température du film fluide du palier à feuille G.F.B (1) pour les conditions 

de fonctionnement, pour les deux charges 5 N et 15 N, la vitesse de rotation de l’arbre 120 000 

tr/min et 180 000 tr/min et deux valeurs de précharge géométrique 0,2 et 0,5 est représenté sur 

les deux figures suivantes (figures 3.13) et (figure 3.15). Ces deux figures présentent les champs 

de température à mi épaisseur du film lubrifiant respectivement pour deux charges et deux 

précharges. La température du film lubrifiant augmente le long de la direction circonférentielle, 

et la valeur maximale se situe au voisinage de l’épaisseur de film minimale. Ensuite, le gaz est 

aspiré dans la rainure suivante, au début du lobe le gaz aspiré se mélange avec le flux de 

recirculation; ainsi, la température est refroidie près du point 120° dans la direction 

circonférentielle, comme le représentent les quatre figures suivantes. On peut noter que 

l’augmentation de la vitesse et de la charge augmente la température maximale (figure 3.14). 

L’augmentation de la précharge diminue légèrement la température maximale du fluide (figure 

3.15 et figure 3.16). 
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(a) 

  

 Chargement 𝟏𝟓 𝑵 Chargement 𝟓 𝑵 

(b) 

  
 Chargement 𝟏𝟓 𝑵 Chargement 𝟓 𝑵 

Figure 3. 13 : (a) Température à mi-épaisseur du film (Flexible), G.F.B (1), Vitesse de rotation 

𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (b) Température à mi-épaisseur du film (Flexible), 

G.F.B (1), Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 

 

  
(a) Chargement 𝑾 = 𝟓 𝑵 (b) Chargement 𝑾 = 𝟏𝟓 𝑵 

  
(a) Vitesse de rotation 120 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 (b) Vitesse de rotation 180 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

Figure 3. 14 : Température du fluide à mi-épaisseur et à mi-longueur (Flexible) G.F.B(1), 

Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐.  
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(a) 

  
 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟓 

(b) 

  
 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 Précharge m=0,5 

Figure 3. 15 : (a) Température à mi-épaisseur du film (Flexible), G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵, 

Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏. (b) Température à mi-épaisseur du film (Flexible), G.F.B 

(1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏. 

 

 

  
(a) Vitesse de rotation 120 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 (b) Vitesse de rotation 180 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

Figure 3. 16 : Température du fluide à mi-épaisseur et à mi-longueur (Flexible) G.F.B (1). 

Chargement 𝟏𝟎 𝑵. 

 
 

En comparant les deux paliers, l’effet des dimensions géométriques se traduit par une 

augmentation de la température maximale lorsque la charge est imposée.  
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(a) 

  
 G.F.B (1) G.F.B (2) 

(b) 

  
 G.F.B (1) G.F.B (2) 

Figure 3. 17 : (a) Température à mi- épaisseur du film (Flexible). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de 

rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (b) Température à mi- épaisseur du film 

(Flexible). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 

 

  
(a) Vitesse de rotation 120 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 (b) Vitesse de rotation 180 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

Figure 3. 18 : Température du fluide à mi-épaisseur et à mi-longueur (Flexible). Chargement 

𝟏𝟎 𝑵, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐.  
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3.2.3. Le comportement du lubrifiant dans la direction transversale 

Un des objectifs de cette étude est de décrire avec précision les phénomènes liés à la 

dissipation d’énergie et de chaleur. Nous voyons sur la figure (3.19, 3.20, 3.21 et 3.22) que, 

pour tous les cas a testés la distribution de la température à mi-longueur est très complexe et 

que les forts gradients de température radiale apparaissent. Ceci est le résultat de la contrainte 

de cisaillement et de la compressibilité du lubrifiant. 

 

L’écoulement de COUETTE est dominant à proximité de la surface de l’arbre. 

L’écoulement est essentiellement unidirectionnel le long de la direction circonférentielle. Une 

inversion de débit se produit lorsque le gradient de pression est assez fort. D’un point de vue 

physique, nous pouvons observer que la recirculation est susceptible de créer une zone à haute 

température. Ces effets sont plus efficaces avec l’augmentation de la vitesse. On peut établir 

une corrélation entre la variation de la distance sans dimension de la paroi (Distance à partir du 

mur à mi-longueur) (figures 3.23 à 3.26) avec la viscosité turbulente. Ceci est une particularité 

de l’écoulement turbulent en film mince, où une grande partie de l’écoulement est fortement 

affectée par la proximité des parois. 

 

(a) 

  
 R : Rigide F : Flexible 

(b) 

  
 R : Rigide F : Flexible 

Figure 3. 19 : (a) Champ et de gradients de température à mi-longueur, G.F.B (1), Chargement 

𝟏𝟓 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (b) Champ et de gradients de 

température à mi- longueur, G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟓 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, 

Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 
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 (a) 

  
 Chargement 𝟓 𝑵 Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

(b) 

  
 Chargement 𝟓 𝑵 Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

Figure 3. 20 : (a) Champ et de gradients de température à mi- longueur (Flexible), G.F.B (1), 

Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (b) Champ et de gradients de 

température à mi- longueur (Flexible), G.F.B (1), Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, 

Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 
 

(a) 

  
 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟓 

(b) 

  
 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟓 
Figure 3. 21 : (a) Champ et de gradients de température à mi- longueur (Flexible), G.F.B (1), 

Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏. (b) Champ et de gradients de 

température à mi- longueur (Flexible), G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏. 
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(a) 

  
 G.F.B (1) G.F.B (2) 

(b) 

  
 G.F.B (1) G.F.B (2) 

Figure 3. 22 : (a) Champ et de gradients de température à mi- longueur (Flexible). Chargement 

𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (b) Champ et de gradients de 

température à mi- longueur (Flexible). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, 

Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 
 

(a) 

  
 R : Rigide F : Flexible 

(b) 

  
 R : Rigide F : Flexible 

Figure 3. 23 : (a) Distance à partir du mur à mi-longueur (sans dimension), G.F.B (1), 

Chargement 𝟏𝟓 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (b) Distance à 

partir du mur à mi-longueur (sans dimension), G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟓 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 
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(a) 

  
 Chargement 𝟓 𝑵 Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

(b) 

  
 Chargement 𝟓 𝑵 Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

Figure 3. 24 : (a) Distance à partir du mur à mi-longueur (sans dimension) (Flexible), G.F.B (1), 

Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (b) Distance à partir du mur à mi-

longueur (sans dimension) (Flexible), G.F.B (1), Vitesse de rotation 𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, 

Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 
 

(a) 

  
 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟓 

(b) 

  
 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐 Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟓 

Figure 3. 25 : (a) Distance à partir du mur à mi-longueur (sans dimension) (Flexible), G.F.B (1), 

Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏. (b) Distance à partir du mur à mi-

longueur (sans dimension) (Flexible), G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟖𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏. 
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(a) 

  
 G.F.B (1) G.F.B (2) 

(b) 

  
 G.F.B (1) G.F.B (2) 

Figure 3. 26 : (a) Distance à partir du mur à mi-longueur (sans dimension) (Flexible). 

Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. (b) Distance à 

partir du mur à mi-longueur (sans dimension) (Flexible). Chargement 𝟏𝟎 𝑵, Vitesse de rotation 

𝟏𝟐𝟎 𝟎𝟎𝟎 𝒕𝒓/𝒎𝒊𝒏, Précharge 𝒎 = 𝟎, 𝟐. 
 

 

3.2.4. Épaisseur de film minimale 

La Figure (3.27) montre l’évolution de l’épaisseur minimale du film pour différentes 

configurations de palier à feuilles (rigide et déformable) en fonction de la vitesse de rotation. Il 

est à noter que l’épaisseur minimale du film augmente continuellement avec la vitesse de 

rotation. 

 

La Figure (3.27) montre que, pour une charge donnée, l’épaisseur de film minimale dans 

le cas d’une structure rigide est supérieure à celle d’une structure souple, parce que 

l’excentricité relative de la structure rigide est supérieure à celle d’une structure flexible. 

 

 

3.2.5. Débit d’alimentation 

La Figure (3.28) montre une augmentation significative du débit du lubrifiant lorsque 

l’on augmente la vitesse de rotation (augmentation de l’effet de COUETTE) et la charge 

appliquée (augmentation des gradients de pression qui favorisent les fuites de lubrifiant). Nous 

n’observons pas de différences notables entre les cas rigides et flexibles. 
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G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

  
G.F.B (2), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (2), Chargement 𝟒𝟎 𝑵 

Figure 3. 27 : Epaisseur de film minimale en fonction de la  vitesse de rotation de l’arbre, 

précharge m =0,2. 

 

  
G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

  
G.F.B (2), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (2), Chargement 𝟒𝟎 𝑵 

Figure 3. 28 : Débit en fonction de la vitesse de rotation de l’arbre, précharge 𝑚 = 0,2. 
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3.2.6. Couple de frottement 

Le couple de frottement augmente avec l’augmentation de la vitesse de rotation et de la 

charge, comme le montrent la figure (3.29) et la figure (3.30). Ceci est dû à l’augmentation de 

la viscosité du lubrifiant dans le film par augmentation de la température, ce qui augmente la 

contrainte de cisaillement du lubrifiant. Nous notons qu’il n’y a pas de différence entre le palier 

rigide et souple, car l’augmentation de la viscosité est presque négligeable entre ces 2 cas de 

figure. Le couple de frottement sur le coussinet est supérieur à celui de l’arbre parce que, sur la 

surface à proximité de l’arbre, l’écoulement de COUETTE est prédominant. 

 

 

3.2.7. Température maximale du film  

La Figure (3.31) représente la température maximale du film pour différentes valeurs de 

la charge appliquée et pour les deux types de paliers. La température maximale du film 

augmente avec l’augmentation de la vitesse de rotation. On peut constater que l’écart entre les 

deux modèles est généralement faible et reste presque sans variation lorsque l’on augmente la 

vitesse. 

 

  
G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

  
G.F.B (2), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (2), Chargement 𝟒𝟎 𝑵 

Figure 3. 29 : Couple de frottement sur l’arbre en fonction de la vitesse de rotation, précharge 

𝑚 = 0,2. 
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G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

  
G.F.B (2), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (2), Chargement 𝟒𝟎 𝑵 

Figure 3. 30 : Couple de frottement sur le coussinet en fonction de la vitesse de rotation, 

précharge 𝑚 = 0,2. 

  
G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (1), Chargement 𝟏𝟓 𝑵 

  
G.F.B (2), Chargement 𝟏𝟎 𝑵 G.F.B (2), Chargement 𝟒𝟎 𝑵 

Figure 3. 31 : Température maximale du film en fonction de la vitesse de rotation. 
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3.2.8.  Coefficients dynamiques 

Les coefficients dynamiques et la masse critique ont été calculés pour les deux 

géométries de paliers. A titre de comparaison, les calculs ont été effectués pour les deux 

modèles rigides et flexibles. Les variations des coefficients dynamiques et de la masse critique 

en fonction de la vitesse de rotation sont présentées dans les figures (3.32, 3.33, 3.34) et (3.35). 

On peut voir qu’il n’y a pas de différence évidente entre les deux modèles. Ces résultats doivent 

être confirmés par un modèle plus complet comme indiqué dans [BAR13]. 

 

  

  
Figure 3. 32 : Coefficients de raideur pour la palier G.F.B (1) en fonction de l’excentricité 

relative, Vitesse de rotation 80 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛, précharge 𝑚 = 0,4. 
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Figure 3. 33 : Coefficients d’amortissement pour la palier G.F.B (1) en fonction de l’excentricité 

relative, Vitesse de rotation 80 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛, précharge 𝑚 = 0,4. 

 

  

  
Figure 3. 34 : Coefficients raideur pour la palier G.F.B (2) en fonction de l’excentricité relative, 

Vitesse de rotation 80 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛, précharge 𝑚 = 0,4. 
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Figure 3. 35 : Coefficients d’amortissement pour la palier G.F.B (2) en fonction de l’excentricité 

relative, Vitesse de rotation 80 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛, précharge 𝑚 = 0,4. 
 

  
(a) Palier G.F.B (1) (b) Palier G.F.B (2) 

Figure 3. 36 : Masse critique en fonction de l’excentricité relative, Vitesse de rotation 

80 000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛, précharge 𝑚 = 0,4. 
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configurations statiques et dynamiques. Tous les résultats doivent être confirmés par un modèle 

structurel plus complet comme indiqué dans [BAR13]. 
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Conclusion et perspectives 
 

 

 

 

Nous nous sommes intéressés à étudier les paliers à gaz radiaux (GFB) à géométrie 

rigide et déformable. Afin d’étendre le champ d’applications pour les paliers à feuilles à haute 

vitesse (GFB) ainsi que leur fiabilité, nous avons étudié leur comportement dans un gaz 

réfrigérant pour des conditions statiques et dynamiques linéaires. Notre objectif était de 

développer des outils de prédiction du comportement statique et dynamiques de ces paliers. 

Cela fait partie de l’amélioration de la technologie du système de conditionnement 

d’environnement dans les avions.  

 

Le fait que le lubrifiant est un gaz réfrigérant a pour objectif d’éviter un système de 

lubrification externe, qui est plus couteux et plus difficile à maintenir. Élimination de l’huile 

pompes, filtres et réservoirs offre des avantages tels que la réduction de la taille et du poids. 

 

Deux cas sont étudiés dans ce travail cas où le palier est rigide et flexible. Comme ces 

paliers fonctionnent à des vitesses de rotation très élevées on doit prendre en compte les aspects 

thermiques et dynamiques. Dans cette étude, nous avons montré l’importance d’une description 

précise du palier et des paramètres du film, dont les variations influencent le comportement du 

palier. Des phénomènes non-linéaires ont été couplés et surtout l’influence de la température et 

la déformation de la feuille. Parmi les principales théories qui ont été utilisées ici, nous pouvons 

citer : 

- Un lubrifiant compressible, d´écrit par une équation d’état non-linéaire appropriée, au 

voisinage de la transition liquide/vapeur. 

- La transition liquide/vapeur et le calcul des paramètres équivalents du mélange. 

- Un écoulement turbulent pour les paliers à feuilles à vitesse élevées, avec un modèle 

qui permet de calculer la viscosité et la conductivité thermique pour régime turbulent. 

- Un comportement tridimensionnel pour la viscosité en prenant en compte les variations 

selon l’épaisseur du film.  

- Un comportement tridimensionnel de la température dans le film afin d’être cohérent 

avec le modèle de viscosité. 
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- Un comportement thermique du palier complet, nous ne faisons pas (dans cette première 

approche) en négligeant la variation de la température dans les bosses et la feuille 

supérieure.  

- Les approches linéaires ont été utilisées pour déterminer les caractéristiques 

dynamiques et la masse critique pour palier à feuilles à plusieurs secteurs. 

Pour les cas testés, nous avons constaté que la température peut avoir un impact notable 

alors que la déformation de la structure lors de l’utilisation du modèle de HESHMAT a une faible 

influence sur les performances du palier à la fois dans des configurations statiques et 

dynamiques. Tous les résultats doivent être confirmés par un modèle structurel plus complet 

comme indiqué dans [BAR13]. 

 

Perspectives 

Les premières perspectives concernent la poursuite de certains thèmes présentés dans ce 

mémoire. 

 

L’intégration du comportement de la structure flexible qui permet une prédiction précise 

du champ de pression dans le film afin de prédire les zones de contraintes élevées dans la 

structure qui pourrait endommager les feuilles et être la cause de la défaillance du palier dans 

le pire des cas. 

 

Le comportement de THD du film est très susceptible d’avoir une forte influence sur le 

comportement thermique de la structure (les feuilles). L’étape suivante consiste à coupler le 

modèle THD du lubrifiant à un modèle thermique de structure qui est capable d’améliorer les 

conditions limites thermiques, ainsi que de prévoir une carte de la température à des points 

critiques dans la structure. 

 

Etudier l’influence de défauts géométriques circonférentiels comme des ondulations ou 

le mésalignement. 

 

Etudier les phénomènes de frottement sec pendant les phases d’arrêts-démarrages du 

palier afin de mettre au point des revêtements et traitements de surface permettant de satisfaire 

aux exigences de durée de vie des paliers. 

 

La mise en place de la modélisation non linéaire du comportement dynamique des 

paliers aérodynamiques radiaux pour ensuite comparer les résultats obtenus avec l’analyse 

linéaire. 

 

Mise en place d’un modèle de calcul permettant de déterminer le comportement 

dynamique d’une ligne d’arbre. 

 

Mener une campagne expérimentale sur un banc d'essai qui va consister à GFB en cours 

d’exécution dans un environnement proche contenant du gaz réfrigérant. 
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Changement de variables 

géométriques 
 

 

 

Il est commode de faire subir aux équations du système une transformation qui 

adimensionne les différentes grandeurs qui apparaissent dans les équations et qui transforme le 

domaine réel occupé par le film en un parallélépipède (figure A.1). 

 

Ainsi le domaine fluide réel représenté par la figure A.1 (a) se transforme en un 

parallélépipède rectangle comme le montre la figure A.1 (b)  

 


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y~
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                                (a)                                                                                           (b)  

Figure A. 1 : (a) domaine fluide réel, (b) domaine fluide de référence. 

 

Posons le changement de variables géométriques suivant : 

 

{

𝑥 = 𝑅𝑎𝜃   

𝑦 = 𝐶𝐿ℎ̃ 𝑦̃
𝑧 = 𝐿 𝑧̃     

 ou {

𝜃 = 𝑥 𝑅𝑎⁄        

𝑦̃ = 𝑦 (𝐶𝐿ℎ̃)⁄  

𝑧̃ = 𝑧 𝐿⁄           

 (A.1) 
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La dérivation composée permet de calculer les dérivées en variables sans dimension  

(𝜃, 𝑦̃, 𝑧̃) d’une fonction à partir de ses dérivées avec dimension (𝑥, 𝑦, 𝑧) : 

 

[
 
 
 
 
 
 

 

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧

 

]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕𝑦̃

𝜕𝑥

𝜕𝑧̃

𝜕𝑥
𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝑦̃

𝜕𝑦

𝜕𝑧̃

𝜕𝑦
𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝑦̃

𝜕𝑧

𝜕𝑧̃

𝜕𝑧]
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝜃
𝜕

𝜕𝑦̃
𝜕

𝜕𝑧̃]
 
 
 
 
 
 

 (A.2) 

 

Soit de façon compacte, {𝜕𝑥} = [ 𝐽 ] ∙ {𝜕𝑥̃}, [ 𝐽 ] représente la matrice Jacobéenne de la 

transformation. 

 

Compte tenu des relations (A.1), on obtient : 

 

[ 𝐽 ] =

[
 
 
 
 
 
 
1

𝑅𝑎
−
𝑦̃

ℎ̃
 
𝜕ℎ̃

𝜕𝑥
0

0
1

𝐶 ℎ̃
0

0 0
1

𝐿]
 
 
 
 
 
 

 (A.3) 

 

Ainsi : 

{
  
 

  
 
𝜕

𝜕𝑥
=
1

𝑅𝑎

𝜕

𝜕𝜃
−
𝑦̃

ℎ̃
 
𝜕ℎ̃

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦̃
  

𝜕

𝜕𝑦
=
1

𝐶 ℎ̃

𝜕

𝜕𝑦̃
                        

𝜕

𝜕𝑧
=
1

𝐿

𝜕

𝜕𝑧̃
                            

 (A.4) 

 

Soit, en ne faisant intervenir dans les deuxièmes membres que les variables sans 

dimension on obtient : 

 

{
  
 

  
 
𝜕

𝜕𝑥
=
1

𝑅𝑎
(
𝜕

𝜕𝜃
−
𝑦̃

ℎ̃
 
𝜕ℎ̃

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑦̃
)   

𝜕

𝜕𝑦
=
1

𝐶 ℎ̃

𝜕

𝜕𝑦̃
                              

𝜕

𝜕𝑧
=
1

𝐿
(
𝜕

𝜕𝑧̃
−
𝑦̃

ℎ̃
 
𝜕ℎ̃

𝜕𝑧̃

𝜕

𝜕𝑦̃
)        

 (A.5) 
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Modélisations géométriques 
 

Equation géométrique pour un palier à lobe aligné [Nic72] 

L’équation de Reynolds fait intervenir l’épaisseur du film fluide qui est habituellement 

calculée à l’aide d’un développement limité de l’espacement entre les surfaces du contact, c’est-

à-dire entre le coussinet et l’arbre.  

 

Lorsque le torseur des forces extérieures qui agit sur l’arbre, se réduit au point 𝐶0, centre 

de l’arbre dans la section médiane du coussinet, à une force 𝑊 située dans le plan de la section 

médiane du coussinet, et à un moment colinéaire à l’axe de l’arbre, le palier est dit aligné et les 

axes de l’arbre et du coussinet sont parallèles mais leurs centres ne coïncident pas. Toute section 

droite du palier est identique et peut être représentée géométriquement par deux cercles non 

concentriques (figure B.1) 
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
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
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Figure B. 1 : Section droite du palier.
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Considérons une section droite du palier (figure. B.1). Un point 𝑀 appartenant à la 

surface du coussinet sera repéré par la coordonnée angulaire θ. 

  

L’épaisseur du film d’huile est quantifiée dans la direction radiale, fonction des 

variations dans la direction circonférentielle et donnée par : 

  

ℎ = 𝑂𝑖𝑀̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑂𝑖𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅  (B.1) 

 

c’est-à-dire : 

 

ℎ = 𝑅𝐿 − 𝑂𝑖𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅𝑎 + 𝐶𝐿 − 𝑂𝑖𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅  (B.2) 

 

En appliquant la règle des sinus au triangle 𝑂𝑖𝑀
′𝐶0 il vient : 

 

{
 
 

 
 𝑅𝑎
sin 𝜃

=
𝑒𝑖
sin 𝛼

              

𝑂𝑖𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅

sin(𝑂𝑖𝐶0𝑀′̂ )
=

𝑅𝑎
sin 𝜃

 (B.3) 

d’où 

 

{

sin 𝛼 =
𝑒𝑖
𝑅𝑎
sin 𝜃                   

𝑂𝑖𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑅𝑎
sin 𝜃

sin(𝑂𝑖𝐶0𝑀′̂ )

 (B.4) 

 

D’autre part, l’angle 𝑂𝑖𝐶0𝑀′̂  est calculé de la manière suivante : 

 

(𝑂0𝐶0𝑀′̂ ) = 𝜋 − α − (𝜋 − 𝜃) = 𝜃 − 𝛼 (B.5) 

 

A présent, il est possible de trouver la valeur de sin(𝑂𝑖𝐶0𝑀
′̂ ) comme suit :  

 

sin(𝑂𝑖𝐶0𝑀′̂ )= sin(𝜃 − 𝛼) = sin 𝜃  cos 𝛼 − cos 𝜃 sin 𝛼 (B.6) 

 

d’où : 

sin(𝑂𝑖𝐶0𝑀′̂ ) = sin 𝜃 √1 − sin 𝛼2 − cos 𝜃 sin 𝛼 (B.7) 

 

En introduisant l’équation de (A.4) sin 𝛼 dans (A.7), l’expression finale est obtenue : 

 

sin(𝑂𝑖𝐶0𝑀′̂ ) = sin 𝜃  √1 − (
𝑒𝑖
𝑅𝑎
sin 𝜃)

2

−
𝑒𝑖
𝑅𝑎
cos 𝜃 sin 𝜃 (B.8) 

 

En insérant l’équation (A.8) dans l’expression de 𝑂𝑖𝑀
′̅̅ ̅̅ ̅̅  de l’équation (A.4), il vient : 

 

𝑂𝑖𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅𝑎 √1 − (
𝑒𝑖
𝑅𝑎
sin 𝜃)

2

− 𝑒𝑖 cos 𝜃 (B.9) 
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La quantité 𝑒𝑖 𝑅𝑎⁄  est très petite devant l’unité (de l’ordre de 10−3) on peut donc 

négliger le terme (
𝑒𝑖

𝑅𝑎
sin 𝜃)

2

 devant l’unité. 

 

Enfin, l’expression de l’épaisseur du film d’huile dans le palier est donnée par : 

 

ℎ = 𝐶𝐿 + 𝑒𝑖 cos 𝜃 (B.10) 

 

Il vient alors 

 

ℎ̃ = 1 + 𝜀𝑖  cos 𝜃 (B.11) 

 

où l’excentricité relative : 𝜀𝑖 = 𝑒𝑖 𝐶𝐿⁄  varie de 0 à 1.  
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Méthode de résolution de l’équation 

de Reynolds 
 

L’équation de REYNOLDS en régime permanent décrite par l’équation (2.9) s’écrit en 

variables sans dimension : 
 

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌̃ℎ̃3𝐹̃2

𝜕𝑝

𝜕𝜃
) + (

𝑅𝑎
𝐿
)
2 𝜕

𝜕𝑧̃
(𝜌̃ℎ̃3𝐹̃2

𝜕𝑝

𝜕𝑧̃
) = Λ [

𝜕

𝜕𝜃
𝜌̃ℎ̃ (1 −

𝐹̃1

𝐹̃0
) +

𝜕(𝜌̃ℎ̃)

𝜕𝑡̃
] (C.1) 

 

Les dérivées de la pression sont écrites en un point (𝑖, 𝑘) en fonction des valeurs de la 

pression aux points environnants (figure C.1). Leur expression s’écrit ainsi :  

 

{
 

 
𝜕𝑝

𝜕𝜃
=
𝑝𝑖+1,𝑘 − 𝑝𝑖−1,𝑘

2∆𝜃
                   

𝜕2𝑝̃

𝜕𝜃̃2
=
𝑝𝑖+1,𝑘 − 2𝑝𝑖,𝑘 + 𝑝𝑖−1,𝑘

∆𝜃̃2

 {

𝜕𝑝

𝜕𝑧̃
=
𝑝𝑖,𝑘+1 − 𝑝𝑖,𝑘−1

2∆𝑧̃
                   

𝜕2𝑝

𝜕𝑧̃2
=
𝑝𝑖,𝑘+1 − 2𝑝𝑖,𝑘 + 𝑝𝑖,𝑘−1

∆𝑧̃2

 

  


z~

kip ,

kip ,1 kip ,1

1,1  kip 1, kip 1,1  kip

1,1  kip 1, kip 1,1  kip

z~


 

Figure C. 1 : Les pressions autour du point (𝒊, 𝒌) (Molécule de calcul).
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Si on pose : 

 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 𝑆𝑖,𝑘 =

1

2𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘 ∙ (
1
∆𝜃2

+ (
𝑅𝑎
𝐿 )

2 1
∆𝑧̃2

)

                                   

𝐴𝑃𝑖,𝑘 = 𝑆𝑖,𝑘 ∙ [
𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖

3 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘
∆𝜃2

+
1

2∆𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖

3 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘)]           

𝐵𝑃𝑖,𝑘 = 𝑆𝑖,𝑘 ∙ [
𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖

3 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘
∆𝜃2

−
1

2∆𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖

3 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘)]           

𝐶𝑃𝑖,𝑘 = (
𝑅𝑎
𝐿
)
2

𝑆𝑖,𝑘 ∙ [
𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖

3 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘
∆𝑧̃2

+
1

2∆𝑧̃

𝜕

𝜕𝑧̃
(𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖

3 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘)]

𝐷𝑃𝑖,𝑘 = (
𝑅𝑎
𝐿
)
2

𝑆𝑖,𝑘 ∙ [
𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖

3 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘
∆𝑧̃2

−
1

2∆𝑧̃

𝜕

𝜕𝑧̃
(𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ ℎ̃𝑖

3 ∙ 𝐹̃2𝑖,𝑘)]

          

 

 

{
 
 

 
 𝐸𝑃𝑖,𝑘 = −Λ ∙ 𝑆𝑖,𝑘 ∙ [

𝜕

𝜕𝜃
𝜌̃ℎ̃ (1 −

𝐹̃1

𝐹̃0
)]                                              En régime permanent

𝐸𝑃𝑖,𝑘 = −Λ ∙ 𝑆𝑖,𝑘 ∙ [
𝜕

𝜕𝜃
𝜌̃ℎ̃ (1 −

𝐹̃1

𝐹̃0
) + 𝜌̃𝑖,𝑘

𝜕ℎ̃

𝜕𝑡̃
]          En régine transitoire  

  

 

En régime transitoire, pour la dynamique linéaire dans l’expression de  𝐸𝑃𝑖,𝑘 il faut que 

𝜕𝜌̃

𝜕𝑡̃
→ 0, l’expression 

𝜕ℎ̃

𝜕𝑡̃
 est donnée par : 

 

𝜕ℎ̃

𝜕𝑡̃
= 𝜀𝑖̇𝑙 ∙ cos 𝜃 

 

En remplaçant les dérivées de la pression dans l’équation de REYNOLDS on obtient : 

 

𝑝𝑖,𝑘 = 𝐴𝑃𝑖,𝑘 ∙ 𝑝𝑖+1,𝑘 + 𝐵𝑃𝑖,𝑘 ∙ 𝑝𝑖−1,𝑘 + 𝐶𝑃𝑖,𝑘 ∙ 𝑝𝑖,𝑘+1 + 𝐷𝑃𝑖,𝑘 ∙ 𝑝𝑖,𝑘−1 + 𝐸𝑃𝑖,𝑘 (C.2) 

 

La résolution de cette équation donne en utilisant la méthode itérative de GAUSS-SEIDEL 

relaxé : 

 

𝑝𝑖,𝑘
(𝑛)
= 𝑝𝑖,𝑘

(𝑛−1)
+ 𝜔𝑝(𝑝̃𝑖,𝑘

(𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙é𝑒)
− 𝑝𝑖,𝑘

(𝑛−1)
) (C.3) 
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Méthode de résolution de l’équation 

d’énergie 
 

L’équation de l’énergie des films minces visqueux sous forme sans dimension (2.14) 

définie dans la section 2.2.3 s’écrit: 

 

𝑃𝑒 𝜌̃ [𝑢̃
𝜕𝑇̃

𝜕𝜃
+ (

𝑣̃

ℎ̃
−
𝑢̃𝑦̃

ℎ̃

𝜕ℎ̃

𝜕𝜃
)
𝜕𝑇̃

𝜕𝑦̃
+ (

𝑅𝑎
𝐿
) 𝑤̃

𝜕𝑇̃

𝜕𝑧̃
] =

1

ℎ̃2
𝜕

𝜕𝑦̃
(𝑘̃𝑓

∗
𝜕𝑇̃

𝜕𝑦̃
) +

𝑁𝑑𝜇
∗

ℎ̃2
[(
𝜕𝑢̃

𝜕𝑦̃
)
2

+ (
𝜕𝑤̃

𝜕𝑦̃
)
2

] +
𝑁𝑑𝛼̃

Λ
𝑇̃ [𝑢̃

𝜕𝑝

𝜕𝜃
+ (

𝑅𝑎
𝐿
) 𝑤̃

𝜕𝑝

𝜕𝑧̃
]

 (D.1) 

avec: 

{
  
 

  
 𝑃𝑒 =

𝜌0𝑐𝑝Ω𝐶𝐿
2

𝑘0
                Nombre de Peclet         

𝑁𝑑 =
𝜇0(𝑅𝑎Ω)

2

𝑘0𝑇0
              Nombre de dissipation

𝛼̃ =
𝑝

𝜌̃𝑇̃2
                                                                       

 

 

Comme vu précédemment, dans la direction circonférentielle le terme convectif de 

l’équation de l’énergie (transport de chaleur due à un mouvement fluide) est normalement 

dominant, tandis que dans la direction radiale le terme diffusif (transport de chaleur par 

conduction) est normalement dominant. Ceci impose l’utilisation des différences en amont et 

centrées le long de chacune des directions, respectivement. Par conséquent, la version de la 

différence finie des dérivées est la suivante : 

 

{
 

 
𝜕𝑇̃

𝜕𝜃
=
𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇̃𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝜃
𝜕ℎ̃

𝜕𝜃
= −𝜀𝑖𝑙 sin 𝜃         

 

{
 
 

 
 𝜕𝑇̃

𝜕𝑦̃
=
𝑇̃𝑖,𝑗+1,𝑘 − 𝑇̃𝑖,𝑗−1,𝑘

2∆𝑦̃
                  

𝜕2𝑇̃

𝜕𝑦̃2
=
𝑇̃𝑖,𝑗+1,𝑘 − 2𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑇̃𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦̃2

 
𝜕𝑇̃

𝜕𝑧̃
=
𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧̃
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Portons ces expressions dans (D.1) et posons : 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐸𝑁1 =

𝑃𝑒
∆𝜃
 𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ 𝑢̃𝑖,𝑗,𝑘                                         

𝐸𝑁2 =
𝑃𝑒
2∆𝑦̃

 
𝜌̃𝑖,𝑘

ℎ̃𝑖
[𝑣̃𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑢̃𝑖,𝑗,𝑘 ∙ 𝑦̃ ∙ 𝜀𝑖𝑙 sin 𝜃]

𝐸𝑁3 =
𝑘𝑓
∗

(ℎ̃𝑖 ∙ ∆𝑦̃)
2                                                

𝐸𝑁4 = (
𝑅𝑎
𝐿
)
𝑃𝑒
∆𝑧̃
 𝜌̃𝑖,𝑘 ∙ 𝑤̃𝑖,𝑗,𝑘                               

𝐸𝑁5 =
1

2∆𝑦̃ ∙ ℎ̃𝑖
2
(
𝜕𝑘̃𝑓

𝜕𝑦̃
)                                      

 

{
 
 

 
 𝐸𝑁6 =

𝑁𝑑𝜇
∗

ℎ̃2
[(
𝜕𝑢̃

𝜕𝑦̃
)
2

+ (
𝜕𝑤̃

𝜕𝑦̃
)
2

]     

𝐸𝑁7 =
𝑁𝑑𝛼̃

Λ
𝑇̃ [𝑢̃

𝜕𝑝

𝜕𝜃
+ (

𝑅𝑎
𝐿
) 𝑤̃

𝜕𝑝

𝜕𝑧̃
]

 

 

Posons aussi : 

 

{
 
 

 
 
𝐸𝑁8 = −(𝐸𝑁1 + 𝐸𝑁4 + 2𝐸𝑁3 − 𝐸𝑁7)
𝐸𝑁9 = 𝐸𝑁2 − 𝐸𝑁5 − 𝐸𝑁3                       

𝐸𝑁10 = −(𝐸𝑁2 + 𝐸𝑁3 − 𝐸𝑁5)              
𝐸𝑁11 = −𝐸𝑁1                                            
𝐸𝑁12 = −𝐸𝑁4                                            

 

 

Par conséquent, l’équation d’énergie de différences finies peut être réécrite sous la forme: 

 

−𝐸𝑁8 ∙ 𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘 + 𝐸𝑁9 ∙ 𝑇̃𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝐸𝑁10 ∙ 𝑇̃𝑖,𝑗−1,𝑘 + 𝐸𝑁11 ∙ 𝑇̃𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝐸𝑁12 ∙ 𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘−1
+ 𝐸𝑁6 = 0 

(D.2) 

 

Or, d’après cette équation, le calcul de la température 𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘 a besoin des termes suivant 

l’épaisseur du film, la connaissance de la température au niveau des nœuds adjacents 

(𝑇̃𝑖,𝑗−1,𝑘, 𝑇̃𝑖,𝑗+1,𝑘). Il est utile que l’équation (D.2) puisse être manipulée d’une manière telle que 

𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘 soit calculé avec la connaissance explicite de seulement l’une des températures (𝑇̃𝑖,𝑗−1,𝑘 

ou 𝑇̃𝑖,𝑗+1,𝑘). Cela signifie transformer le calcul de l’évolution de la température dans la direction 

radiale d’un problème de valeur limite en un problème de valeur initiale, beaucoup plus simple 

à résoudre.  

 

Si on pose une nouvelle variable 𝑆𝑖,𝑗,𝑘 définie par la différence entre la température du 

nœud (𝑖, 𝑗, 𝑘) et le nœud de la surface intérieure du coussinet (𝑖, 1, 𝑘), défini par : 

 

𝑆̃𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇̃𝑖,1,𝑘 (D.3) 

 

Substituant (D.3) dans l’équation (D.2), il vient : 

 

−𝐸𝑁8 ∙ 𝑆̃𝑖,𝑗,𝑘 + 𝐸𝑁9 ∙ 𝑆̃𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝐸𝑁10 ∙ 𝑆̃𝑖,𝑗−1,𝑘 + 𝐹𝑖,𝑗,𝑘 = 0 (D.4) 

 

 



Annexe D 

 

 

 
 

131 

avec : 

 

𝐹𝑖,𝑗,𝑘 = (−𝐸𝑁8 + 𝐸𝑁9 + 𝐸𝑁10) ∙ 𝑇̃𝑖,1,𝑘 + 𝐸𝑁11 ∙ 𝑇̃𝑖−1,𝑗,𝑘 + 𝐸𝑁12 ∙ 𝑇̃𝑖,𝑗,𝑘−1 + 𝐸𝑁6 (D.5) 

 

On définit alors deux nouvelles variables 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 et 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 de sorte que l’équation (D.4) s’écrive : 

 

𝑆̃𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 ∙ 𝑆̃𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 (D.6) 

 

La relation (D.6) montre alors que connaissant la température au point 𝑗 + 1, on peut 

calculer celle au point 𝑗. Ainsi le problème de recherche de la température suivant l’épaisseur 

du film qui est à l’origine d’un problème aux limites a été transformé en un problème à valeur 

initiale. Les coefficients 𝐴 et 𝐵 contiennent la seconde condition aux limites. Afin de les 

calculer, écrivons la relation (D.6) pour au nœud 𝑗 = 𝑗 − 1 

 

𝑆̃𝑖,𝑗−1,𝑘 = 𝐴𝑖,𝑗−1,𝑘 ∙ 𝑆̃𝑖,𝑗,𝑘 + 𝐵𝑖,𝑗−1,𝑘 (D.7) 

 

On remplace (D.7) dans (D.4), ce qui permet d’éliminer 𝑆̃𝑖,𝑗−1,𝑘 de cette équation qui devient : 

 

𝑆̃𝑖,𝑗,𝑘 =
𝐸𝑁9

𝐸𝑁8 − 𝐸𝑁10 ∙ 𝐴𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑆̃𝑖,𝑗+1,𝑘

⏟                  
𝐴𝑖,𝑗,𝑘

+
𝐸𝑁10 ∙ 𝐵𝑖,𝑗−1,𝑘 + 𝐹𝑖,𝑗,𝑘

𝐸𝑁8 − 𝐸𝑁10 ∙ 𝐴𝑖,𝑗−1,𝑘⏟              
𝐵𝑖,𝑗,𝑘

 
(D.8) 

 

on obtient deux relations de récurrence de (D.6) et (D.8) qui définissent 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 et 𝐵𝑖,𝑗,𝑘 : 

 

{
 
 

 
 𝐴𝑖,𝑗,𝑘 =

𝐸𝑁9
𝐸𝑁8 − 𝐸𝑁10 ∙ 𝐴𝑖,𝑗−1,𝑘

𝐵𝑖,𝑗,𝑘 =
𝐸𝑁10 ∙ 𝐵𝑖,𝑗−1,𝑘 + 𝐹𝑖,𝑗,𝑘

𝐸𝑁8 − 𝐸𝑁10 ∙ 𝐴𝑖,𝑗−1,𝑘

 (D.9) 

 

pour 𝑗 = 1, en tenant compte du changement de variable (D.3), la relation (D.6) s’écrit : 

 

0 = 𝐴𝑖,1,𝑘 ∙ 𝑆̃𝑖,2,𝑘 + 𝐵𝑖,1,𝑘 

 

Une solution de ce système d’équations est : 

 

{
𝐴𝑖,1,𝑘 = 0

𝐵𝑖,1,𝑘 = 0
 (D.10) 

 

Remarque : 

 La résolution de l’équation (D.4) est pour : 

 

{

𝑖 = 2,𝑁𝜃        
𝑗 = 2,𝑁𝑦 − 1

𝑘 = 1, 𝑁𝑧       
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 Pour 𝑘 = 1 (plan de symétrie du palier), l’équation (D.4) ci-dessus n’est plus valable. 

On se sert alors de la symétrie par rapport au plan 𝑧 = 0. Ainsi ; 

 

𝜕𝑇̃𝑖,𝑗,1

𝜕𝑧̃
= 0 

 

Pour cette valeur de 𝑘 = 1, on est ramené à une équation de l’énergie bidimensionnelle 

dans le plan 𝑋𝑂𝑌 que l’on résout par la méthode ci-dessus, seule coefficient 𝐸𝑁12 =

−𝐸𝑁4 = 0 est modifié. 
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Calcul des coefficients de la formule 

de Clapeyron 
 

Pour trois couples pression et température(𝑝1, 𝑇1), (𝑝2, 𝑇2) et (𝑝3, 𝑇3) en remplaçant 

dans la formule de CLAPEYRON (2.29), on obtient le système d’équations suivantes : 

  

{
  
 

  
 ln(𝑝1) = 𝐶1 −

𝐶2
𝑇1
− 𝐶3 ln(𝑇1)

ln(𝑝2) = 𝐶1 −
𝐶2
𝑇2
− 𝐶3 ln(𝑇2)

ln(𝑝3) = 𝐶1 −
𝐶2
𝑇3
− 𝐶3 ln(𝑇3)

 (E.1) 

 

C’est un système d’équations à trois inconnues 𝐶1, 𝐶2 et 𝐶3. 

 

Sous forme matricielle : 

 

[
 
 
 
 
 
 1 −

1

𝑇1
−ln(𝑇1)

1 −
1

𝑇2
−ln(𝑇2)

1 −
1

𝑇3
−ln(𝑇3)]

 
 
 
 
 
 

[
𝐶1
𝐶2
𝐶3

] = [

ln(𝑝1)

ln(𝑝2)

ln(𝑝3)
] (E.2) 

 

Sa matrice associée est : 

[
 
 
 
 
 
 1 −

1

𝑇1
−ln(𝑇1)

1 −
1

𝑇2
−ln(𝑇2)

1 −
1

𝑇3
−ln(𝑇3)]

 
 
 
 
 
 

 (E.3) 
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et  

 

∆=

|

|
1 −

1

𝑇1
−ln(𝑇1)

1 −
1

𝑇2
−ln(𝑇2)

1 −
1

𝑇3
−ln(𝑇3)

|

|

=
ln(𝑇3)

𝑇2
−
ln(𝑇2)

𝑇3
+
1

𝑇1
(ln(𝑇2) − ln(𝑇3)) − ln(𝑇1) (

1

𝑇2
−
1

𝑇3
) 

(E.4) 

 

Le système est donc de CRAMER dont la solution est donnée par : 

 

𝐶1 =
∆1
∆
,   𝐶2 =

∆2
∆
,   𝐶3 =

∆3
∆

 (E.5) 

 

avec : 

 

∆1=

|

|
ln(𝑝1) −

1

𝑇1
−ln(𝑇1)

ln(𝑝2) −
1

𝑇2
−ln(𝑇2)

ln(𝑝3) −
1

𝑇3
−ln(𝑇3)

|

|

= ln(𝑝1) (
ln(𝑇3)

𝑇2
−
ln(𝑇2)

𝑇3
) +

1

𝑇1
(−ln(𝑝2) ∙ ln(𝑇3) − ln(𝑝3) ∙ ln(𝑇2))

− ln(𝑇1) (
ln(𝑝3)

𝑇2
−
ln(𝑝2)

𝑇3
) 

 

∆2= |

1 𝑙𝑛(𝑝1) −𝑙𝑛(𝑇1)

1 𝑙𝑛(𝑝2) −𝑙𝑛(𝑇2)

1 𝑙𝑛(𝑝3) −𝑙𝑛(𝑇3)
|

= (ln(𝑝3) ∙ ln(𝑇2) − ln(𝑝2) ∙ ln(𝑇3)) − ln(𝑝1)(ln(𝑇2) − ln(𝑇3))

− ln(𝑇1)(ln(𝑝3) − ln(𝑝2)) 

 

∆3=

|

|
1 −

1

𝑇1
𝑙𝑛(𝑝1)

1 −
1

𝑇2
𝑙𝑛(𝑝2)

1 −
1

𝑇3
𝑙𝑛(𝑝3)

|

|

= (
𝑙𝑛(𝑝2)

𝑇3
−
𝑙𝑛(𝑝3)

𝑇2
) +

1

𝑇1
(𝑙𝑛(𝑝3) − 𝑙𝑛(𝑝2)) + 𝑙𝑛(𝑝1) (

1

𝑇2
−
1

𝑇3
) 

 

 

 



Annexe E 

 

 

 
 

135 

Après calcul des constantes de la formule de CLAPEYRON, on peut calculer la pression 

de saturation par : 

 

𝑝𝑠𝑎𝑡𝑖,𝑘 = exp(𝐶1 −
𝐶2

𝑇𝑚𝑜𝑦𝑖,𝑘
− 𝐶3 ∙  ln(𝑇𝑚𝑜𝑡𝑖,𝑘)) (E.6) 

 

avec : 

 

𝑇𝑚𝑜𝑦𝑖,𝑘 =
∑ 𝑇𝑖,𝑗,𝑘
𝑁𝑦
𝑗=1

𝑁𝑦
 (E.7) 

 

La pression de saturation en sans dimension s’écrit : 

 

𝑝𝑠𝑎𝑡𝑖,𝑘 =
1

𝑝0
exp(𝐶1 −

1

𝑇0

𝐶2

𝑇̃𝑚𝑜𝑦𝑖,𝑘
− 𝐶3 ∙  (ln(𝑇̃𝑚𝑜𝑡𝑖,𝑘) + ln(𝑇0))) (E.8) 
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