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 عدم عن ناجم لكذو المالية الخيارات نظرية في المعقدة مسائل من الامريكية سعرالخيارات حساب

 طرق بعدة عدديا الحل حساب ميت ولهذا الاروبية الخيارات عكس على,  التحليلي الحل وجود

 .مثلى طريقة [11]في المنشورةبريننشوارتز طريقة في لونتوص

 من نحسن هاته اطروحتنا وفي دلك من انطلاقا النظرية تقديم في المنتهية الفوارق استخدموا اد

 النتائج كل تقارن و المنتهية بالعناصر المرفق اللوغاريتم وفق الحل لبناء دلك و الطريقة هده

 .عليها المحصل
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Résumé 

L'estimation du prix d'une option américaine est l'un des problèmes les plus 

difficiles de la théorie des options. Cette difficulté réside dans le faite que; 

contrairement  à une option européenne; la solution analytique n'existe 

pas. Pour cela, des solutions numériques ont été développées. Une de ces 

méthodes qui nous a semblé  intéressante à  présenter,  à  savoir la 

méthode Brennan-Schwartz détaillé dans Jaillet, Lapeyre et Lambertan.  

L' objectif de notre travail est la présentation de cet méthode pour le cas 

des  éléments finis.  

 

 

Mots-clés : Inéquation Variationnelle Parabolique, Option Américaine, 

méthode Brennan-Schwartz, méthode de sur-relaxation avec projection 

successive . 
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Abstract 

 

 

The estimation value of the american option is one of among problems in 

theorie. Since no explicit form for analytical solution contrary to europeen 

option. For this, a lot of method are developped. We are interesting by 

Brennan-Schwartz approch, how is  detailed in Jaillet, Lambertan et 

Lapeyre. The objectif of this thesis, is to presented this approch for a finite 

element methods. 

 

Keys-words: Parabolic variational inequality, American Option, Brennan-

Schwartz method, Projective successive over relaxation. 
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Introduction

***

Dans les années 1973, les marchés financiers ont connu une dynamique traduite par émer-

gence d’une gamme de produits financiers en l’occurrence les options. Grâce à un modèle

développé du Black-Scholes-Merton [1], qui ont mis la formulation mathématique du mar-

ché pour une action. Les options de base sont les options d’achat et de vente, ou "call" et

"put" de leurs appellations anglos-saxon. On distingue deux types d’option, une option

européenne et une option américaine. L’européenne ne peut être exercé qu’ à l’échéance, à

l’opposé l’américaine peut être exercé pendant toute la durée de vie de l’option et l’option

américaine prédomine.

Suite à la possibilité d’exercer l’option américaine avant l’échéance. Leur évaluation est

formulé comme un problème d’arrêt optimal. Bensoussen [2, 3] et Karatzas [4] ont ap-

prouvé le lien entre une évaluation des options américaines et un problème d’arrêt opti-

mal.

Débutant du postulat qu’il est complexe d’obtenir une solution analytique à ces problèmes

en général, et qu’il est impératif de recourir à une ou plusieurs méthodes numériques pour
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leurs résolutions. De plus, la difficulté dans la solution numérique d’un problème d’éva-

luation de l’option américaine est le domaine non borné. Dans de nombreux ouvrages

en mathématiques modernes et publications sur les méthodes numériques pour la valo-

risation des options, Wilmott et al. (1995) [5], Seydel (2004) [6],[7], et Achdou Pironneau

(2005) [8], ce domaine non borné a été tronqué à un domaine borné puis appliquer les ou-

tils standards de mathématiques numériques sous des conditions aux limites appropriées.

Plusieurs ouvrages utilisent l’approche par différence finies, à titre d’exemple [9],[10] et

[11], et l’approche éléments finis [8],[12] et [13] pour aboutir aux problèmes de complé-

mentarité linéaire.

La résolution numérique des problèmes de complémentarité linéaire, on trouve dans [14]

un algorithme itératif largement utilisé nommé la méthode de sur-relaxation avec pro-

jections successives (PSOR "Projected Successive Over-Relaxation ", appellation anglaise),

aussi dans [9], l’algorithme direct Brennan-Schwartz. Ce dernier, dans sa version origi-

nale Brennan et Schwartz considèrent le problème au frontière libre avec une condition

de Neumann sur l’un des bords. D’après [10], cet algorithme introduit par [9] résout un

système mal posé. Pour cela, ils ont démontré le bon usage de l’algorithme, selon des

propriétés particulières de la solution des problèmes de complémentarité linéaire.

Les contributions de cette thèse sont les suivantes :

• La discrétisation des inéquations variationnelles paraboliques, via la méthode

de θ-schéma par rapport au temps et la méthode des éléments finis (FEM)

pour la discrétisation de l’espace en tenant compte des conditions au bord de

Dirichlet non homogènes contrairement au travaux de L. Feng et al. [13], où
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ils ont implémenté la méthode des éléments finis avec des conditions au bord

Dirichlet homogènes.

• La justification théorique de l’algorithme de Brennan-Schwartz pour l’approche

par éléments finis avec la matrice de poids, ceci a fait l’objet d’une publication

[15], par les mêmes techniques de Jaillet et al. [10].

• La consolidation des résultats théoriques par voie de simulation.

Parmi les motivations de sélection de l’approche éléments finis au lieu de l’approche des

différences finies est due à la caractéristique la plus attirante de la méthode des éléments

finis est sa capacité à gérer les géométries complexes, les conditions aux limites, les opéra-

teurs avec une relative facilité, et l’approximation de l’espace de fonction. Donc, c’est plus

naturel pour appliquer la contrainte d’obstacles dans l’approximation par éléments finis.

Ce présent travail se décompose en cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons certaines propriétés, définitions et termino-

logies. Tout d’abord, nous rappelons les résultats nécessaires du calcul stochastique. Il

serons utilisés dans la formulation du problème (voir chapitre 2). En suite, nous choisis-

sons des espaces de Sobolev bien adapté pour la formulation variationnelle (voir chapitre

3). De plus, nous citons la différence entre une inéquation variationnelle et problème de

complémentarité linéaire et ces propriétés qualitatives pour trouver usage en chapitre 4.

Dans le second chapitre, nous donnons les grands axes, de la jonction entre le problème

stochastique et le problème d’arrêt optimal. Le comportement et les propriétés de la fron-

tière libre associée à une inéquation parabolique est considéré dans la deuxième section.

Et le changement de variable est dans la section suivante, pour simplifier l’étude de la

formulation variationnelle du problème, ainsi que l’existence et l’unicité de la solution et
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quelques propriétés qualitatives à la dernière section.

L’objet du troisième chapitre, consiste à établir une approximation numérique par élé-

ments finis combiné avec la méthode de θ-schéma en passant par la troncature du pro-

blème avec de condition au bord Dirichlet. Par la suite, on introduit la méthode des diffé-

rences finies pour souligner la dissimilitude par rapport à l’approximation par éléments

finis pour le chapitre 4. Suivi d’une étude similaire à celle entreprise dans le cas continu.

Dans le quatrième chapitre, nous proposons les algorithmes de résolutions, Brennan-

Schwartz et sur-relaxation avec projections successives, du problème de complémentarité

linéaire obtenu au chapitre 3. Ainsi nous approuvons la validité de l’algorithme Brennan-

Schwartz pour le choix de la méthode de discrétisation.

Le dernier chapitre, présente des simulations numériques pour divers cas qui consolide

les résultats théoriques du chapitre 3 et 4.

On termine cette thèse en donnant les perspectives comme un prolongement de ce travail.
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Préliminaires

***

1.1 Rappel du calcul stochastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Rappel d’analyse fonctionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 Inéquation variationnelle et complémentarité linéaire . . . . . . . . . . . . . 11

Dans ce chapitre, nous rappelons ci-dessous quelques définitions, théorèmes et termino-

logies classiques du calcul stochastique, de l’analyse fonctionnelle, de l’inéquation varia-

tionnelle et de problème de complémentarité linéaire qui seront utiles dans les chapitres

ultérieurs. Pour les démonstrations et pour plus de détails, nous renvoyons à [16, 17, 18,

2, 19].
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1.1 Rappel du calcul stochastique

1.1.1 Définitions

Soit (Ω,F ,P ) est un espace de probabilité.

Définition 1.1.1

On appelle processus stochastique à temps continu à valeurs dans un espace E muni

d’une tribu E , une famille (Xt)t∈R+ de variables aléatoires sur un espace de probabilité

(Ω,F ,P ) à valeurs dans (E,E).

Définition 1.1.2

Une filtration (Ft)t≥0 est une famille croissante de sous-tribus de F .

Définition 1.1.3

On appelle Ft-mouvement brownien un processus stochastique à valeurs réelles qui vé-

rifie :

— Pour tout t≥ 0, Xt est Ft-mesurable,

— Continuité : P -p.s. la fonction s 7→Xs (ω) est une fonction continue,

— Indépendance des accroissements : si s≤ t,Xt−Xs est indépendant de la tribu

Fs,
— Stationnarité des accroissements : si s≤ t, la loi de Xt−Xs est identique à celle

de Xt−s−X0.
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1.1.2 Terminologies financières

Marché complet

Le théorème suivant nous permet de définir un marché complet.

Théorème 1.1.1 ([20]) Un marché est complet si, et seulement si, il existe une unique probabilité

P∗ 1 sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales.

Les options

Définition 1.1.4

Une option est un contrat transférable qui confère à son détenteur le droit, et non l’obliga-

tion d’acheter appelée Call (où de vendre appelée Put) :

— un actif Xt ( mobilier, immobilier),

— à un prix fixé E,

— pendant une période T .

On distingue deux types d’options :

— Européenne : L’exercice ce fait à la date T ,

— Américaine : L’exercice ce fait à n’import quel moment de [0,T ].
1. Ici P∗ équivalente à P signifie que, pour tout ω ∈ Ω, P∗(ω)> 0.
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Fonction pay-off

Définition 1.1.5 Fonction qui donne la valeur d’un produit à son échéance en fonction de

la valeur de l’actif sous-jacent.

Dans le cas de l’option d’achat, la fonction pay-off Ψ est définie par (voir la figure 1.1)

Ψ(X) = (X−E)+ = max(X−E,0) .

FIGURE 1.1 – La fonction pay-off pour l’option call (achat)

Concernant l’option put (vente) la fonction pay-off Ψ est donnée comme suit (voir la figure

1.2)

Ψ(X) = (E−X)+ = max(E−X,0) .
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FIGURE 1.2 – La fonction pay-off pour l’option put (vente)

1.2 Rappel d’analyse fonctionnelle

Définition 1.2.1

Les espaces de Sobolev avec poids Hα, Vα et Wm,p,α pour α ≥ 0 s’écrivent comme suit,

Hα = L2
(
R, e−α|x|dx

)
,

Vα =
{
f ∈Hα|

∂f

∂x
∈Hα

}
,

Wm,p,α =
{
f ∈ Lp

(
R, e−α|x|dx

)
| pour j ≤m,f (j) ∈ Lp

(
R, e−α|x|dx

)}
.

Noter que Hα = W 0,2,α (R) et Vα = W 1,2,α (R). On note (., .)α le produit scalaire de Hα et

‖.‖α , |.|α les normes respectives de Vα, Hα.

Définition 1.2.2
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SoitX un espace de Banach et a,b∈R avec a< b. AlorsL2 (a,b,X) est l’espace des fonctions

mesurables u définies sur (a,b) tel que la fonction t 7→ ‖u(t, ·)‖X est à carré intégrable.

Définition 1.2.3

Soit Ck(Ω), 0≤ k ≤∞, l’espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre

inférieur ou égal à k existent et sont continues dans Ω, alors Ck0 (Ω), 0 ≤ k ≤ ∞ le sous-

espace vectoriel des fonctions de Ck(Ω), à support compact dans Ω (une fonction de Ck0 (Ω)
s’annule donc au voisinage de ∂Ω dans Ω). L’espace des fonctions test sur Ω est C∞0 (Ω), que

nous noterons également D(Ω).

Puisque notre étude basée sur quelques inégalités algébriques connues, nous voulons en

rappeler quelques-unes ci-dessous.

Lemme 1.2.1 ([18]) Tout produit scalaire satisfait l’inégalité suivante

(x,y) ≤ ‖x‖‖y‖ .

Lemme 1.2.2 ([18]) Pour tout a,b ∈ R+ , on a

a b≤ δa2 + b2

4 δ ,

où δ est une constante positive.

Le lemme 1.2.1 est connu par le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 1.2.2 est

surnommé l’inégalité de Young.
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1.3 Inéquation variationnelle et complémentarité linéaire

Définition 1.3.1 Un problème d’inéquation variationnelle (IV) consiste à trouver u ∈ K
(espace des fonctions admissibles) tel que

a(u,v−u)≥ (f,v−u) , (1.1)

pour tout v ∈ K.

Après avoir discrétisé le problème d’inéquation variationnelle, on s’appuie sur le pro-

blème de complémentarité linéaire afin de résoudre numériquement les inéquations va-

riationnelles.

Définition 1.3.2 Un problème de complémentarité linéaire (PCL) consiste à trouver u pour

tous vecteurs, θ et ϕ de Rm :
Au≥ θ,
u≥ ϕ,

(Au− θ,ϕ−u) = 0,

où A est matrice carrée réelle d’ordre m.

Ce résultat relie les problèmes d’inéquations variationnelles aux problèmes de complé-

mentarité linéaire.

Proposition 1.3.1 ([10]) Soit A une matrice carrée réelle d’ordre m. Pour tous vecteurs u, θ et ϕ

de Rm, les deux systèmes suivants sont équivalents :

(I)


Au≥ θ,
u≥ ϕ,

(Au− θ,ϕ−u) = 0,
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(
I ′
) u≥ ϕ et pour tout vecteur v ≥ ϕ on a :

(Au,v−u)≥ (θ,v−u) .

Pour assurer l’existence et l’unicité de la solution du problème de complémentarité li-

néaire, il est nécessaire que la matrice A soit coercive.

Définition 1.3.3 On dit qu’une matrice A est coercive s’il existe une constante C > 0 telle

que, pour tout vecteur x ∈ Rn,

(A x, x)≥ C |x| , (1.2)

où |x| désignant la norme euclidienne.

Les propriétés de la solution du problème de complémentarité linéaire est donnée ci-

dessous.

Théorème 1.3.1 ([10]) Si la matrice A est coercive, alors pour tous vecteurs θ et ϕ de Rm il existe

un, et un seul, vecteur u vérifiant (I).

Définition 1.3.4 ([21]) Soit le polyèdre suivant

Xb = {x|Ax≥ b} ,

où A est une matrice réelle d’ordre m×n et b∈Rm. Le vecteur x̄∈Xb est appelé plus petit

vecteur de Xb satisfaisant x̄≤ x pour tous x de Xb.

Proposition 1.3.2 ([21])Si la matrice A est coercive et possède des coefficient non diagonaux né-

gatifs ou nuls, la solution de (I) est le plus petit vecteur u vérifiant : Au≥ θ et u≥ ϕ.
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Ce chapitre présente brièvement la théorie du problème de l’option américaine dans le

cas continu. La première section reprend les résultats sur les liens entre les problèmes de

temps d’arrêts et les problèmes d’inéquation parabolique (voir [22, 23, 4]). La deuxième
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section traite la comparaison des options européennes et les options américaines, en met-

tant l’accent sur le concept de la frontière libre (voir [5, 24]). Dans la section trois, cer-

taines transformations sont appliquées au problème d’inéquation parabolique associe à

l’option américaine afin de simplifier les calcules, pour chapitre 3 problème discret, (voir

[5]). Section quatre, la formulation variationnelle avec des espaces de Sobolev correcte-

ment choisis, dans le chapitre 1, nous a permis d’assurer l’existence, l’unicité, la régularité,

la monotonie et la continuité de la solution (voir [19, 25]).

2.1 Formulation du problème

Dans la théorie des options, la détermination de la valeur d’une option américaine ; dans

le modèle de Black-Scholes (voir [1]) ; est modélisé par le problème d’arrêt optimal suivant

(voir [16, 8, 26, 10]) :

U (t,X) = sup
τ∈Ft,T

E∗
[
e−r(τ−t)Ψ

(
Xt,X
τ

)]
, (2.1)

où Ft,T désigne l’ensemble des temps d’arrêt à valeur dans [t,T ], r est une constante repré-

sente le taux d’intérêt, Ψ est la fonction pay-off et le processusXτ est solution de l’équation

différentielle stochastique suivante :

Xt =X, X ∈ R+,

dXs =Xs ((r− q)ds+σdWt) , s > t,
(2.2)

avec, sous la probabilité P∗, (Wt)t≥0, mouvement brownien standard, la volatilité σ et le

dividende q ≥ 0 sont des constantes.

Maintenant, nous considérons que la fonction coût du problème est donnée sous la forme :



Chapitre 2. Problème continu 15

JXt (τ) = E∗
[
e−r(τ−t)Ψ

(
Xt,X
τ

)]
. (2.3)

Le problème d’arrêt optimal est défini alors par :

U (t,X) = sup
τ∈Ft,T

JXt (τ) . (2.4)

La proposition suivante relie le problème d’arrêt optimal et le problème d’inéquation pa-

rabolique. Ce lien a été dégagé par A. Bensoussan et J.-L. Lions dans [3] et [22].

Proposition 2.1.1 ([3]) La fonction U admet des dérivées partielles ∂U
∂t , ∂U∂X , ∂

2U
∂X2 localement bor-

nées sur [0,T [×R+, vérifiant :

∂U

∂t
+ σ2

2 X2 ∂
2U

∂X2 + (r− q)X ∂U

∂X
− rU ≤ 0,

U ≥Ψ,(
∂U

∂t
+ σ2

2 X2 ∂
2U

∂X2 + (r− q)X ∂U

∂X
− rU

)
(U −Ψ) = 0,

(2.5)

pour t ∈ [0,T [ et X ∈ R+, avec la condition final

U (T,X) = Ψ(X) , X ∈ R+.

Alors ∀(t,X) ∈ [0,T [×R+, U (t,X) = sup
τ∈Ft,T

JXt (τ).

La proposition 2.1.1 nous a permis de caractériser la valeur d’une option américaine comme

solution du problème d’inéquation parabolique suivant :
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∂U

∂t
+AU ≤ 0,

U ≥Ψ,(
∂U

∂t
+AU

)
(U −Ψ) = 0,

(2.6)

pour t ∈ [0,T [ et X ∈ R+, avec la condition final

U (T,X) = Ψ(X) , X ∈ R+,

où nous avons posé

A=σ
2

2 X
2 ∂2

∂X2 + (r− q)X ∂

∂X
− r.

2.2 Courbe d’exercice

Dans cette section, on étudie la relation entre la valeur de l’option européenne et celle de

l’option américaine. De plus, décrire le concept et les propriétés de la courbe d’exercice.

Rappelons que, la valeur de l’option américaine est solution de

∂V am

∂t
+ σ2

2 X2 ∂
2V am

∂X2 + (r− q)X ∂V am

∂X
− rV am ≤ 0,

V am ≥Ψ,(
∂V am

∂t
+ σ2

2 X2 ∂
2V am

∂X2 + (r− q)X ∂V am

∂X
− rV am

)
(V am−Ψ) = 0,

(2.7)
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pour t ∈ [0,T [ et X ∈ R+, avec la condition final

V am (T,X) = Ψ(X) , X ∈ R+.

Sachant que, la valeur de l’option européenne est solution de (voir [26])

∂V eu

∂t
+ σ2

2 X2 ∂
2V eu

∂X2 + (r− q)X ∂V eu

∂X
− rV eu = 0, (2.8)

pour t ∈ [0,T [ et X ∈ R+, avec la condition final

V eu (T,X) = Ψ(X) , X ∈ R+.

Vue que l’option américaine peut être exercée à n’importe quel moment de [0,T ], contrai-

rement à l’option européenne ne pouvant être exercée qu’à sa date finale T (voir [26]).

Alors une option américaine ne peut être de valeur inférieure à une option européenne,

comme il est représenté sur la figure 2.1 et 2.2

V am ≥ V eu.

FIGURE 2.1 – Option américaine, option européenne et la fonction pay-off
pour le cas put.
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FIGURE 2.2 – Option américaine, option européenne et la fonction pay-off
pour le cas call.

Remarque 2.2.1 La valeur de l’option américaine d’achat coïncide avec la valeur de l’op-

tion européenne lorsque le dividende est nul (voir la figure 2.3)

FIGURE 2.3 – Option américaine, option européenne et la fonction pay-off
pour le cas call avec q = 0.

Ayant la possibilité d’exercer juste avant de perdre de l’argent, pour une option américaine

on a (voir [24, 6, 26])
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VC (t,X) ≥ (X−E)+ , t ∈ [0,T ) , X ∈ (0,∞) ,

VP (t,X) ≥ (E−X)+ , t ∈ [0,T ) , X ∈ (0,∞) .

Les figures 2.1 et 2.2 montrent une comparaison entre l’option américaine, européenne

et la fonction pay-off dans le cas put et call. Dans le cas de l’option put, la valeur de

l’option américaine put se confond avec celle de la fonction pay-off sur
]
0,Xf(t)

]
, et puis

strictement au dessus qu’elle ne peut pas être à nouveau en contact avec la fonction pay-

off pour X > Xf(t) voir la figure 2.1. Pour l’option call, la valeur de l’option américaine

call est strictement au dessus de la fonction pay-off sur
]
0,Xf(t)

]
et se confondre pour

X > Xf(t) voir la figure 2.2.

Remarque 2.2.2 Cette courbe, contact entre la valeur l’option américaine et la fonction

pay-off, Xf(t) représente la frontière qui sépare le domaine (X,t) en deux parties : d’une

part une zone où U > Ψ (zone on continu) et d’autre part une zone où U = Ψ (zone stop).

Ceci est illustré sur les figures 2.4, 2.5. Bien sûr cette frontière est inconnue, d’où le nom

« problème à frontière libre ». La frontière libre Xf(t) vérifie ces propriétés suivantes voir

[24, 26, 6] :

— continue et dérivable,

— monotone (croissante pour un put, décroissant pour un call),

— pour une option put

lim
t→T

Xf(t) = min
(
E,
r

q
E

)

— pour une option call

lim
t→T

Xf(t) = max
(
E,
r

q
E

)
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FIGURE 2.4 – Représentation de la frontière libre pour l’option de put (vente)
de paramètre E = 1, r = 0.2 et q = 0.15.

FIGURE 2.5 – Représentation de la frontière libre pour l’option call (achat) de
paramètre E = 1, r = 0.2 et q = 0.15.

Nous allons essayer de transformer ce problème à frontière libre en une inéquation varia-

tionnelle qui fait disparaitre l’inconnue supplémentaire. Avant de donner cet formulation

variationnelle nous procédons à un changement de variable.
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2.3 Changement de variable

Le changement de variables nous permet d’obtenir un système d’inéquation parabolique

plus simple à manipuler. Pour cela, nous considérons ce changement de variable suivant

(voir [10, 13, 27, 28]) :

ũ(t,x) = U (T − τ,Eex) ,

ψ (x) = Ψ(Eex) .

Pour,
∂U

∂t
+AU ≤ 0,

U ≥Ψ,(
∂U

∂t
+AU

)
(U −Ψ) = 0,

(2.9)

avec la condition final, pour t ∈ [0,T [ et X ∈ R+

U (T,X) = Ψ(X) , X ∈ R+,

où

A=σ
2

2 X
2 ∂2

∂X2 + (r− q)X ∂

∂X
− r.

En prenant la dérivée de U par rapport à t et par rapport à X avec E 6= 0, on a
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∂U

∂t
(t,x) =−∂ũ

∂t
(t,x) ,

∂U

∂X
(t,x) = ∂ ln(X/E)

∂X

∂ũ

∂x
(t,x) = 1

E
e−x

∂ũ

∂x
(t,x) ,

∂2U

∂X2 (t,x) =− ∂

∂X

(
1
E
e−x

∂ũ

∂x
(t,x)

)
= 1
E2 e

−2x∂ũ

∂x
(t,x) + 1

E2 e
−2x∂ũ

∂x
(t,x) .

Cette transformation nous a conduit à un problème avec condition initial, dont l’opérateur

à des coefficients constants

∂ũ

∂t
−Aũ≥ 0,

ũ≥ ψ,(
∂ũ

∂t
−Aũ

)
(ũ−ψ) = 0,

(2.10)

pour t ∈ (0,T ] et x ∈ R, avec la condition initial

ũ(0,x) = ψ (x) , x ∈ R,

l’opérateur A est définit comme suit

A=σ
2

2
∂2

∂x2 +β
∂

∂x
− r, β = r− q− σ

2

2 .

Cette procédure dans la terminologie financière correspond au log-prices. Les figures 2.6

à 2.9 illustrent la valeur de l’option américaine put et call pour le problème (2.5) avant le

changement de variable et pour le problème log-prices (2.10).
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FIGURE 2.6 – Solution U(t,X) du pro-
blème (2.6) dans le cas put (avant le

changement).

FIGURE 2.7 – Solution u(τ,x) du pro-
blème (2.10) dans le cas put en log-
prix, x = ln

(
X
E

)
(après le change-

ment).
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FIGURE 2.8 – Solution U(t,X) du pro-
blème (2.6) dans le cas call (avant le

changement).

FIGURE 2.9 – Solution u(τ,x) du pro-
blème (2.10) dans le cas call en log-
prix, x = ln

(
X
E

)
(après le change-

ment).
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2.4 Formulation variationnelle

Nous utilisons la formulation variationnelle associée au problème d’inéquation parabo-

lique 2.11 afin de simplifier l’inconnu supplémentaire qui est la frontière libre.

Notations. On note l’ensemble des fonctions admissibles par

Kψ = {v | v ∈ Vα, v ≥ ψ p.p sur R} .

Posons

aα (u,v) = σ2

2

∫ ∂u

∂x

∂v

∂x
e−α|x|dx+ r

∫
uve−α|x|dx

−
∫ (σ2

2 α sgn(x) +β

)
∂u

∂x
ve−α|x|dx.

Alors, on peut écrire, par une intégration par parties pour u,v ∈ D(Ω) que :

(Au,v)α =−aα (u,v) .

Les propriétés de la forme bilinéaire aα (., .) sont caractérisées par la proposition suivante :

Proposition 2.4.1 (voir [24]) La forme bilinéaire aα (., .) définie de Hα×Hα à valeur dans R est

continue, autrement dit :

|aα (u,v)| ≤ C ‖u‖α ‖v‖α ,
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avec C une constante indépendante de u et v. De plus, il existe deux réels strictement positifs ρ et

γ tel que :

a(u,u) +ρ |u|2 ≥ γ ‖u‖2 .

La formulation variationnelle de notre problème est donnée d’après la proposition sui-

vante :

Proposition 2.4.2 (voir [10]) Soit u une fonction L2
(
[0,T ] ;W 2,2,α (R)

)
et
∂u

∂t
∈ L2 ([0,T ] ;Hα)

tel que u ∈ Kψ. On suppose ψ ∈ Vα les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

∂u

∂t
+A(t)u≤ 0,(

∂u

∂t
+A(t)u

)
(ψ−u) = 0,

p.p dans [0,T ]×R, (2.11)

pour tout élément v ∈ Kψ on a :(
∂u

∂t
,v−u

)
α

+aα (u,v−u)≥ 0 p.p dans [0,T ]×R.
(2.12)

2.4.1 Existence et unicité de la solution du problème

Théorème 2.4.1 Soit ψ ∈ Vα, alors il existe une, et une seule, fonction u vérifiant :

u ∈ L2 ([0,T ] ;Vα) et
∂u

∂t
∈ L2 ([0,T ] ;Hα) ,

et le problème (2.12). De plus, la fonction u est dans L∞ ([0,T ] ;Vα) .

Pour assurer l’existence de la solution ; dans théorème 2.4.1 ; P. Jaillet et all [10] utilisent

la méthode dite de pénalisation, et pour assurer l’unicité on fait appelle à la proposition

2.4.1.
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2.4.2 Théorème de régularité

Théorème 2.4.2 (voir [10]) Soit ψ ∈W 2,2,α (R), alors la solution de l’inéquation variationnelle

(2.12) vérifie :

u ∈ L2
(
[0,T ] ;W 2,2,α (R)

)
.

Remarque 2.4.1 Soitψ (x) = (E exp(x)−E)+ (resp.ψ (x) = (E−E exp(x))+ ), etψ ∈W 1,2,α (R)
mais n’est pas dans W 2,2,α (R). Pour que ce théorème soit adapté pour notre cas, on prend

une suite (ψm) d’éléments de W 2,2,α (R) qui converge uniformément vers ψ. Dans ce cas,

la solution associée à ψ ∈ W 1,2,α (R) coïncide avec la solution associée à ψ ∈ W 2,2,α (R)
donné dans le théorème 2.4.2. Pour plus de détails, voir [23].

2.4.3 Monotonie et continuité

Dans ce qui suit, Nous donnons des propriétés qualitatives, sur la dépendance de la so-

lution u de l’inéquation variationnelle par rapport à ψ, qui seront utiles dans le reste de

notre travail.

Lemme 2.4.1 (voir [12]) Si ψ et ψ̂ appartiennent à Vα : ψ ≤ ψ̂, alors les solutions u et û des

inéquations variationnelles associées vérifient : u≤ û ( en particulier ψ ≥ 0⇒ u≥ 0) .

Lemme 2.4.2 (voir [12]) Si ψ et ψ̂ appartiennent à Vα et si ψ− ψ̂ ∈ L∞ (R), alors u− û ∈
L∞ ([0,T ] ;R) et : ‖u− û‖L∞([0,T ];R) ≤

∥∥∥ψ− ψ̂∥∥∥
L∞(R)

.
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Il est intéressant de noter que fondamentalement la finance est un monde discret, et vue

que la solution analytique n’existe pas pour le problème (2.5), il s’agit donc de résoudre le

tout à l’aide des méthodes numériques. Ces méthodes numériques passent par une discré-

tisation. Parmi les méthodes de discrétisations, on distingue la méthode des élément finis
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et différence finies. Ces méthodes requièrent la transformation du problème continu en

un problème discret, d’abord nous procédons à la troncature du problème à un domaine

borné (voir [10]) dans la première section. Dans la section deux, nous utilisons la méthode

θ-schéma combiné avec l’approche des éléments finis, où une discrétisation en temps à

l’aide du θ-schéma avant la discrétisation en espace par la méthode des éléments finis.

On introduit ensuite une discrétisation en utilisant la méthode des différences finies dans

la sections trois. On conclut ce chapitre par des résultats de convergence de la solution

discrète.

3.1 Localisation à domaine borné

Le problème (2.10) est donné sur R, afin de discrétiser ce dernier, on ramène le problème

(2.10) sur un intervalle ]−l,+l[ où l est une constante bien choisit (voir [26]). Et on est

amené à imposé une condition au bord de type de Dirichlet. Cette procédure a été ap-

prouvée par P. Jaillet, B. Lapeyre, D. Lamberton (voir [10], [23]). Ce résultat nous permet,

au lieu de calculer u solution de (2.6) sur R, il suffit de la calculer sur Ω = ]−l,+l[. Ainsi,

nous obtenons un problème d’inéquation parabolique avec une condition au bord de type

Dirichlet s’écrit :

∂u

∂t
−Au≥ 0,

u≥ ψ,(
∂u

∂t
−Au

)
(u−ψ) = 0,

(3.1)

pour t ∈ (0,T ] et x ∈ Ω, avec la condition initial

u(x,0) = ψ (x) , x ∈ Ω,



Chapitre 3. Problème discret 30

avec condition au bord Dirichlet :

u(t,x) = ψ (x) ,x ∈ ∂Ω. (3.2)

Une intégration par parties nous permet d’écrire, pour u,v ∈ D (Ω)

(Au,v) =−a(u,v) .

Posons

a(u,v) = σ2

2

∫ +l

−l

∂u

∂x

∂v

∂x
dx−β

∫ +l

−l

∂u

∂x
vdx+ r

∫ +l

−l
uvdx.

La formulation variationnelle du problème (3.1) peut, alors, être écrite sous forme (voir

[29]) :

Trouver u ∈ L2 ([0,T ],V ),
∂u

∂t
∈ L2 ([0,T ],H) tel que u ∈ Kψ

(
∂u

∂t
,v−u

)
+a(u,v−u)≥ 0, pour tout v ∈ Kψ, (3.3)

avec la condition initiale

u(0,x) = ψ (x) , (3.4)

et

Kψ = {v | v ∈ VΩ, v ≥ ψ sur Ω et u(t,x) = ψ (x) , sur ∂Ω} . (3.5)

3.2 Discrétisation du problème par la méthode des éléments

finis

Pour calculer une solution approchée de (3.3), nous procédons à une discrétisation en

temps à l’aide du θ− schéma et la discrétisation en espace par élément finis.
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3.2.1 Discrétisation en temps

Subdivisions de l’intervalle [0,T ], en N sous intervalle de longueur égale k = T

N
. Posons

ensuite tn = nk, 0≤ n≤N , et un = u(tn). Alors

(
un+1−un

k
,v−uθ,n+1

)
+a

(
uθ,n+1,v−uθ,n+1

)
≥ 0, pour tout v ∈ Kψ, (3.6)

où

uθ,n+1 = θun+1 + (1− θ)un, (3.7)

avec

u0 = ψ.

3.2.2 Discrétisation en espace

Considérons la subdivisions de l’intervalle Ω en m+ 1 sous intervalle de même longueur

h = 2l
m+ 1 . Soit xi = −l+ ih, 0 ≤ i ≤m+ 1, et unh = (u1, . . . ,um)T désigne le vecteur d’ap-

proximation de la solution u(t,x) par rapport à l’instant t et la position x. Soit Vh sous-

espace vectoriel engendré par des fonctions de base à support minimal, c’est-à-dire, elle

doivent être non nulles sur un nombre minimal de sous-intervalle. Cette propriété est vé-

rifiée par les fonctions de base suivantes, appelées fonctions chapeaux, voir la figure (3.1)
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φi (x) =



x−xi−1
h

si x ∈ [xi−1,xi] ,
xi+1−x

h
si x ∈ [xi,xi+1] ,

0 sinon.

, i= 1, · · · ,m. (3.8)

Les fonctions (3.11) sont telles que

φi (xj) = δij =

 1 si i= j,

0 sinon.

FIGURE 3.1 – Fonction de base linéaire.

Pour tout vh ∈ Vh, on a

vh(x) =
m∑
j=1

vjφh,j(x), (3.9)

v′h(x) =
m∑
j=1

vjφ
′
h,j(x), (3.10)
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avec

φ′i (x) =



1
h

si x ∈ [xi−1,xi] ,
−1
h

si ∈ [xi,xi+1] ,

0 sinon.

, i= 1, · · · ,m. (3.11)

Définissons

(uh,vh)h =
∫
Ω

uhvhdx , ∀uh,vh ∈ Vh,

et

|vh|h =
√

(vh,vh)h = |vh|L2(Ω) ,

‖vh‖h =
|vh|2L2(Ω) +

∣∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣∣
L2(Ω)


1
2

.

Nous savons que

|vh|h ≤ ‖vh‖h , ∀vh ∈ Vh.

Selon (3.10), alors (voir [30])

‖vh‖h ≤
C0
h
|vh|h , ∀vh ∈ Vh. (3.12)

Par ailleurs, on approche Kψ définit en (3.5) par

Kh = {vh | vh ∈ Vh, vh ≥ ψh p.p sur Ω et v0 = 0, vm+1 = ψ (−l)} .
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Le problème discret est : trouver u ∈ Kh tel que

(
un+1
h −unh
k

,vh−uθ,n+1
h

)
+ah

(
uθ,n+1
h ,vh−uθ,n+1

h

)
≥ 0, ∀vh ∈ Kh, (3.13)

où

uθ,n+1
h = θun+1

h + (1− θ)unh,

avec

u0
h = ψ.

Nous définissons pour tout uh et vh ∈ Vh

ah (uh,vh) = σ2

2

∫ +l

−l

∂uh
∂x

∂vh
∂x

dx−β
∫ +l

−l

∂uh
∂x

vhdx+ r
∫ +l

−l
uhvhdx,

la forme bilinéaire associée à cet opérateur

Ah=σ
2

2
∂2

∂x2 +β
∂

∂x
− r.

Il est évident, par une intégration par parties, que :

(Ahu,v) =−ah (uh,vh) .
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3.2.3 Forme matricielle

L’inéquation variationnelle parabolique discrète (3.13) est vérifie pour vh = uθ,n+1
h +φi≥ψ,

ce qui donne

(
un+1
h −unh
k

,φi

)
+ah

(
uθ,n+1
h ,φi

)
≥ 0, (3.14)

ou encore (
un+1
h −unh,φi

)
+kah

(
uθ,n+1
h ,φi

)
≥ 0, (3.15)

en utilisant (3.7) et (3.9)-(3.10)

m∑
j=1

[(φj ,φi) +k θah (φj ,φi)] un+1
j −

m∑
j=1

[(φj ,φi) +k (1− θ) ah (φj ,φi)] unj ≥ 0. (3.16)

Posons

Mij = (φj ,φi) ,

Rij = ah (φj ,φi) .

la matrices de rigidité R = (Ri,j) et la matrice masse M = (Mi,j).

Le problème à résoudre, à chaque pas de temps, est donc : trouver un+1
h ∈ Kh

(
(M +k θR)un+1

h − (M−k (1− θ)R)unh,vh−un+1
h

)
≥ 0,∀vh ∈ Kh, (3.17)

avec la condition initial u0
h = ψ.
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Construction des matrices M et R

Le calcul des coefficients des matrices M et R se fait sur chaque intervalle [xi,xi+1].
Les éléments diagonaux de la matrice de rigidité R

Ri,i = ah (φi,φi) = σ2

2

∫ xi+1

xi−1

(
φ′i
)2

(x)dx−β
∫ xi+1

xi−1
φ′iφi (x)dx+ r

∫ xi+1

xi−1
φ2
i (x)dx,

Ri,i = σ2

2

∫ xi

xi−1

(
φ′i
)2

(x)dx−β
∫ xi

xi−1
φ′iφi (x)dx+ r

∫ xi

xi−1
φ2
i (x)dx︸ ︷︷ ︸

I

+ σ2

2

∫ xi+1

xi

(
φ′i
)2

(x)dx−β
∫ xi+1

xi

φ′iφi (x)dx+ r
∫ xi+1

xi

φ2
i (x)dx︸ ︷︷ ︸

II

.

Pour I, nous posons z = x−xi−1

I = σ2

2

∫ h

0

1
h2dz−β

∫ h

0

z

h2dz+ r
∫ h

0

z2

h2dz

= σ2

2h −
β

2 + rh

3 .

Pour II, nous posons z = x−xi

II = σ2

2

∫ h

0

1
h2dz+β

∫ h

0

z

h2dz+ r
∫ h

0

z2

h2dz

= σ2

2h + β

2 + rh

3

Ri,i = I+ II = σ2

h
+ rh

3 .



Chapitre 3. Problème discret 37

Les éléments hors diagonaux de la matrice de rigidité R

Ri,i+1 = ah (φi+1,φi) = σ2

2

∫ xi+1

xi

φ′i+1φ
′
i (x)dx−β

∫ xi+1

xi

φ′i+1φi (x)dx+ r
∫ xi+1

xi

φi+1φi (x)dx.

Nous posons z = x−xi, alors

Ri,i+1 = σ2

2

∫ h

0

(1
h

)(−1
h

)
dz−β

∫ h

0

(1
h

) (
h− z
h

)
dz+ r

∫ h

0

(
z

h

) (
h− z
h

)
dz

= −σ
2

2h −
β

2 + r
h

6 .

De même pour

Ri−1,i = ah (φi,φi−1) = σ2

2

∫ xi

xi−1
φ′iφ

′
i−1 (x)dx−β

∫ xi

xi−1
φ′iφi−1 (x)dx+ r

∫ xi

xi−1
φiφi−1 (x)dx

= −σ
2

2h + β

2 + r
h

6 .

Notations. Soit

a−1 = −σ
2

2h + β

2 + r
h

6 , (3.18)

a0 = σ2

h
+ rh

3 , (3.19)

a1 = −σ
2

2h −
β

2 + r
h

6 . (3.20)
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La matrice de rigidité peut être calculée d’une manière explicite

R =



a−1 a0 a1

a−1 a0 a1
. . . . . . . . .

a−1 a0 a1

a−1 a0 a1


∈ Rm×(m+2)

Nous suivons le même principe du calculer pour déterminer les éléments diagonaux de

la matrice de masse M

Mi,i =
∫ xi+1

xi−1
φ2
i (x)dx= 2h

3 ,

et les éléments hors diagonaux de la matrice de masse M

Mi,i+1 =
∫ xi+1

xi−1
φi+1φi (x)dx= h

6 .

La matrice de masse est

M =h6



1 4 1
1 4 1

. . . . . . . . .

1 4 1
1 4 1


∈ Rm×(m+2)

Nous remarquons que les matrices de rigidité et de masse R et M diffèrent de celles intro-

duites dans le papier de L. Feng, V. Linestsky, J.L. Morales et J. Nocedal [13]. La technique

d’assemblage des matrices de masse et de rigidité sont inespérées dans [31, 32]. Pour le

moment, une fois calculés les matrices de rigidité R et de masse M, il faut les modifier,

pour prendre en considération les conditions aux limites Dirichlet.

Nous devons donc supprimer la première et dernière colonne, conduisant à des matrices
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restreintes Rr et Mr.

Rr =



a0 a1 0 · · · 0

a−1 a0 a1
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . a−1 a0 a1

0 · · · 0 a−1 a0


,Mr =h6



4 1 0 · · · 0

1 4 .
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . 1 4 1
0 · · · 0 1 4


∈ Rm×m.

En utilisant les conditions aux bords de Dirichlet définit en (3.5), nous fixons un vecteur

nul g ∈ Rm, excepté la première composante, g1 = ka−1ψ (−l). Ensuite, pour chaque pas

de temps, nous devons résoudre le système :

(
(Mr +k θRr)un+1

h − (Mr−k (1− θ)Rr)unh +g,vh−un+1
h

)
≥ 0,∀vh ∈ Kh, (3.21)

avec la condition initial u0
h = ψh.

De (3.21) pour unh connu on calcul un+1
h

— Pour θ = 0 il correspond au schéma explicite d’Euler.

(
Mru

n+1
h − (Mr−kRr)unh +g,vh−un+1

h

)
≥ 0,∀vh ∈ Kh. (3.22)

— Pour θ = 1 il correspond au schéma implicite d’ Euler.

(
(Mr +kRr)un+1

h −Mru
n
h +g,vh−un+1

h

)
≥ 0,∀vh ∈ Kh. (3.23)

— Pour θ = 1
2 il correspond au schéma de Crank-Nicolson .

((
Mr + k

2 Rr

)
un+1
h −

(
Mr−

k

2 Rr

)
unh +g,vh−un+1

h

)
≥ 0,∀vh ∈ Kh. (3.24)
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Nous posons B = (Mr +k θRr), est une matrice tridiagonale de taille m×m

B =



b c 0 · · · 0
a b c · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... · · · a b c

0 · · · 0 a b


,

avec

b = a0 k θ+ 4h
6 , (3.25)

c = a+1k θ+ h

6 , (3.26)

a = a−1k θ+ h

6 , (3.27)

et dn = (Mr−k (1− θ)Rr) unh−g ∈ Rmr .

La nouvelle forme d’écriture du problème original (3.1) comme un problème de complé-

mentarité linéaire discrétisée (LCP), en utilisant la proposition 1.3.1, s’écrit :

B un+1
h ≥ dn,

un+1
h ≥ ψh,(

B un+1
h − dn

)(
un+1
h − ψh

)
= 0,

(3.28)

pour n = 0, ..., N .
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Remarque 3.2.1 Les conditions aux bords de Dirichlet sont supposées pour l’option amé-

ricaine "put". On fait la même chose pour l’option "call", en tenant compte de ces modifi-

cations de

Kh = {vh | vh ∈ Vh, vh ≥ ψh p.p sur Ω et v0 = ψ (+l) ,vm+1 = 0} ,

et le vecteur nul g ∈ Rm sauf la dernière composante gm = ka1ψ (+l).

Le problème discret associé aux options européennes, s’écrit :

B un+1
h = dn,

avec u0
h = ψh.

Remarque 3.2.2 On peut remplacer les conditions aux limites de Dirichlet par des condi-

tions aux limites de Neumann suivantes

∂u

∂x
(±l, t) = 0

Les matrices de masse et de rigidité s’écrivent comme suit

R =



a0
2 a1

a−1 a0 a1
. . . . . . . . .

a−1 a0 a1

a−1
a0
2


∈ R(m+2)×(m+2)
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M =h6



2 1
1 4 1

. . . . . . . . .

1 4 1
1 2


∈ R(m+2)×(m+2)

Les entrées de la matrice R sont définis en (3.18), (3.19) et (3.20).

3.3 Discrétisation par la méthode des différences finies

Le but de cet section est de souligner la différence dans la justification de la méthode

de Brennan et Schwartz pour la méthode des éléments finis et celle de différences finies

introduite par P. Jaillet, B. Lapeyre et D. Lambertan [10]. L’approximation de (3.1) par dif-

férences finies consiste à subdiviser les intervalles [0,T ] et Ω en N et m+1 sous intervalles

de longueurs respectives

k = T

N
, h= 2l

m+ 1 .

Posons tn = nk, xi = −l+ ih, et uni = u(tn,xi) pour n = 1, ..., N et i = 1, ..., m. Nous rem-

plaçons par la suite les dérivées partielles par des approximations d’ordre un ou deux en

utilisant la formule de Taylor. Pour des résultats théoriques complet sur l’approximation

par différences finies voir [33, 32, 31]. Nous avons déjà vu comment discrétiser les déri-

vées partielle en temps dans la section précédente. Il nous reste donc l’approximation de

l’opérateur A est donné par (voir [30, 34]), si uh =
(
uih

)
1 ≤ i ≤ m

(Ahuh)i = σ2

2h2

(
ui+1
h −2uih+ui−1

h

)
+ β

2h
(
ui+1
h −ui−1

h

)
+ ruih.
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On procède par récurrence : pour unh donné, on calcule un+1
h en résolvant le problème de

complémentarité linéaire suivant :

un+1
h −unh
k

−Ahun+θ
h ≥ 0,

un+1
h ≥ ψh,(

un+1
h −unh
k

−Ahun+θ
h

)(
un+1
h −ψ

)
= 0,

(3.29)

avec la condition initial

u0
h = ψh (x) , x ∈ Ω,

avec condition au bord Dirichlet :

unh = ψh sur ∂Ω. (3.30)

En posant

Ah =



b̃ c̃ 0 · · · 0

ã b̃ c̃
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . ã b̃ c̃

0 · · · 0 ã b̃


,

avec

ã = −k σ
2

2h2 +β
k

2h, (3.31)

b̃ = 1 + k σ2

h2 + r k, (3.32)

c̃ = −k σ
2

2h2 −β
k

2h. (3.33)
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Si nous utilisons les conditions de Neumann, la matrice a la forme [20]

Ah =



b̃+ ã c̃ 0 · · · 0

ã b̃ c̃
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . ã b̃ c̃

0 · · · 0 ã b̃+ c̃


,

Le problème de complémentarité linéaire à résoudre pour chaque pas du temps est :

(I +k θAh)un+1
h − (I−k (1− θ)Ah)unh +g ≥ 0,

un+1
h ≥ ψh,(

(I +k θAh)un+1
h − (I−k (1− θ)Ah)unh +g

)(
un+1
h −ψ

)
= 0,

(3.34)

avec la condition initial

u0
h = ψh (x) , x ∈ Ω,

où I est la matrice d’identité et g est définit de la même façon que dans la méthode des

éléments finis.

3.4 Convergence de la solution du problème discret

Vue que la solution analytique ne s’offre pas ; pour le problème (3.1) ; alors on se contente

de la solution approchée. C’est pour quoi on va étudier la convergence de la solution

approchée. On remarque que la forme bilinéaire discrète ah (uh,vh) est bornée, c’est-à-dire

|ah (uh,vh)|h ≤ Ca ‖uh‖h ‖vh‖h , pour uh et vh ∈ Vh, (3.35)
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avec Ca = 3
(
σ2 + |β|+ r

)
.

De la définition de ah (uh,vh), et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz on a :

|ah (uh,vh)|h ≤
σ2

2

∣∣∣∣∣∂uh∂x
∣∣∣∣∣
h

∣∣∣∣∣∂vh∂x
∣∣∣∣∣
h

+ |β|
∣∣∣∣∣∂uh∂x

∣∣∣∣∣
h

|vh|h+ r |uh|h |vh|h

≤ 3
(
σ2 + |β|+ r

)
‖uh‖h ‖vh‖h .

On introduit le lemme suivant, il nous permet d’assurer l’existence et l’unicité de la solu-

tion du problème discret.

Lemme 3.4.1 Il existe deux réels strictement positifs ρ et γ tel que :

ah (uh,uh) +ρ |uh|2 ≥ γ ‖uh‖2

Nous reprenons les mêmes techniques que dans [10, 23], pour prouver le lemme 3.4.1.

Preuve. En utilisant la définition de ah (u,u) et r > 0

ah (uh,uh)≥ σ2

2
(
‖uh‖2h−|uh|

2
h

)
−|β|‖uh‖h ‖uh‖h .

En posant µ= |β| et η = σ2

2 > 0, on a :

ah (uh,uh)≥ η‖uh‖2h−µ‖uh‖h ‖uh‖h−η |uh|
2
h .
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D’ou pour tout ρ > 0

ah (uh,uh) +ρ |uh|2h ≥ η‖uh‖
2
h−µ‖uh‖h ‖uh‖h+ (ρ−η) |uh|2h .

Il suffit de choisir γ = η
2 et ρ tel que la forme quadratique

(x,y)→ η

2x
2−µxy+ (ρ−η)y2,

soit positif. On remarque que ce ρ existe car en utilisant la relation classique a.b <
δ

2a
2 +

1
2δ b

2. D’ou
η

2x
2−µxy+ (ρ−η)y2 ≥ η− δµ

2 x2 +
(
ρ−η− µ

2δ

)
y2.

En prenant δ = η

µ
(car β > 0) et ρ assez grand tel que ρ−η− µ

2

2η soit positive. On obtient

η

2x
2−µxy+ (ρ−η)y2 ≥

(
ρ−η− µ

2

2η

)
y2 ≥ 0.

Avant d’annoncer le théorème qui nous assure la convergence de unh vers u, introduit par

[29, 35]. On impose la condition suivante dite la condition de stabilité (voir [30]). Il existe

une constante β1 > 0, telle que :

1− (1− θ) 8 C2
0 C

2
a

σ2
k

h2 ≥ β1 > 0, (3.36)

avec C0 et Ca sont définis en (3.12) et (3.35).
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Ce résultat suivant assure la convergence de unh vers u (voir [29]).

Théorème 3.4.1 ([29]) Si, θ ∈ [0,1] ,pour toush, k −→ 0 et si,
k

h2 −→ 0 (la condition (3.36) est

satisfaite). Alors

unh −→ u, dans L2
(
[0,T ] ,L2 (Ω)

)
.

Remarque 3.4.1 D’après la condition de stabilité (3.36), nous ne pouvons pas assuré que

pour θ ≥ 1
2 , le schéma est inconditionnellement stable contrairement au cas, pour θ = 1

dans (3.36) on peut obtenir des résultats de ce type. Pour les options européennes, selon

le principe de Von Neumann (voir [33]), pour θ ≥ 1
2 le schéma est inconditionnellement

stable. C’est pour quoi, dans la justification de l’algorithme de Brennan-Schwartz du cha-

pitre 4, nous allons considéré le cas θ = 1.
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Ce chapitre est consacré à la résolution numérique du problème de complémentarité li-

néaire issue de la discrétisation par différences finies ou éléments finis. Vu que, la mé-

thode des éléments finis et de différences finies génèrent des matrices tridiagonales et

du faite que la contrainte est imposée, alors ils existent des méthodes efficaces et appro-

priés pour résoudre ce type du problème. Parmi ces méthodes, la méthode de Brennan-

Schwartz et la méthode de sur-relaxation avec projections successives (PSOR "Projected
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Successive Over-Relaxation"). En sus, nous justifions théoriquement l’adaptions de l’algo-

rithme de Brennan-Schwartz au cas de discrétisation par éléments finis dans la première

section. Dans la deuxième section, nous présentons l’algorithme de PSOR, selon [36], a fin

de justifier numériquement la convergence de l’algorithme de Brennan-Schwartz dans le

prochaine chapitre observations numériques.

4.1 Algorithme Brennan-Schwartz

M.J. Brennan and E.S. Schwartz ont introduit un algorithme de résolution des options

américaines put avec conditions aux bords mixtes Dirichlet et Neumann (voir [9]) par

différences finies. P. Jaillet, D. Lembertan et B. Lapeyre ont reformulé le problème avec

des conditions aux bords Dirichlet, puis ils ont donné la justification de cet algorithme

introduit par [9] pour le cas de différences finies.

Nous avons remarqué que lors de la discrétisation soit par la méthode des éléments finis

ou différences finies que le type de matrice qui apparaît est tridiagonale, de la forme :

T =



b1 c1 0 · · · 0
a2 b2 c2 · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... · · · am−1 bm−1 cm−1

0 · · · 0 am bm


.

La proposition 4.1.1 donne un algorithme directe de résolution du PCL de type

Tu ≥ %,

u ≥ ξ,

(Tu −%, u − ξ) = 0,

(4.1)
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dans le cas où les éléments cj de T sont nuls.

Proposition 4.1.1 (voir [10]) Une matrice du type T avec cj = 0 et bj > 0 pour j = 1, ...,m,

alors, pour tous vecteurs ξ et % le PCL suivant :

Tu ≥ %,

u ≥ ξ,

(Tu −%, u − ξ) = 0,

(4.2)

a une solution unique donnée par les équations de récurrence :

u1 = max
{
%1
b1
, ξ1

}
,

uj = max
{

1
bj

(%j−ajuj−1) , ξj
}
, 2≤ j ≤m.

La preuve de ce résultat découle des égalités : (Tu)1 = b1u1 et (Tu)j = bj uj +aj uj−1 (voir

[10]).

Afin de vérifier les hypothèses de la proposition 4.1.1, nous allons procédé à la décom-

posions LU . Dans le papier de S. Ikonnen et J. Toivannan ont combiné, sans justifier, l’al-

gorithme de Brennan-Schwartz avec la décomposions LU (voir [11]) pour un problème

de complémentarité linéaire issu de la discrétisation par différence finies pour l’option

call. Dans ce qui suit, nous justifions cet l’algorithme, dans le cas des éléments finis pour

l’option put.
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Factorisation LU standard et UL

La factorisation standard LU de la matrice A est donné par A = LU , alors pour résoudre

le système Ax = b consiste simplement à résoudre successivement les deux systèmes tri-

angulaires

Ly = b,

U x = y.

Soit la matrice de permutation P avec des 1 sur l’anti-diagonal et des zéros partout ailleurs

P =



1
1

1

1


,

Alors P−1 = P T = P , et soit A2 = PAP

Exemple 4.1.1 Pour

A=


1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , alors A2 =


9 8 7
6 5 4
3 2 1

 ,

Pour le système d’équations, cela implique

Ax= b ⇔ PAPPx= Pb ⇔ A2Px= Pb
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Maintenant, examinons la factorisation LU pour la matrice A2

A2 = PAP = L2U2,

A = PA2P = (PL2)(U2P ) = U3L3,

D’où, en remplaçant A= U3L3 dans le système d’équations Ax= b, nous mène à résoudre

les deux systèmes

U3 y = b,

L3x = y.

Cette dernière est la factorisation UL. Nous allons adopter ce principe pour la matrice B.

Rappelons que,

B =



b c 0 · · · 0
a b c · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... · · · a b c

0 · · · 0 a b


,

avec

b = 2
3 rhk + 4h

6 , (4.3)

c = − 1
2 βk + 1

6 rhk −
1
2 σ

2k, (4.4)

a = 1
2 βk + 1

6 rhk −
1
2 σ

2k. (4.5)
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La décomposions UL de la matrice B pour l’option dite put.

B = UL =



1 c′1 0 · · · 0

0 1 c′2
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . 0 1 c′m−1

0 · · · 0 0 1





b′1 0 0 · · · 0

a′1 b′2
. . . . . . ...

0 . . . . . . 0 0
... . . . a′m−1 b′m−1 0
0 · · · 0 a′m b′m


. (4.6)

Pour déterminer les coefficients a′j , b
′
j et c′m, nous multiplions les deux matrices U et L. En

effectuant un calcule rétrograde simple :

— Dans la dernière ligne donne des équations ci-dessus

b= 1 · b′m alors b′m = b,

a= 1 ·a′m alors a′m = a.

— Dans l’avant dernière ligne donne des équations ci-dessus

c= c′m−1b
′
m alors c′m−1 = c

b′m
,

b= 1 · b′m−1 + c′m−1 ·a′m alors b′m−1 = b− a · c
b′m−1

,

a= 1 ·a′m alors a′m = a.

— Dans la (j + 1) -ème ligne nous obtenons

c= c′m−jb
′
m−j+1 alors c′m−j = c

b′m−j+1
,

b= 1 · b′m−j + c′m−j ·a′m−j+1 alors b′m−1 = b− a · c
b′m−j+1

,
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a= 1 ·a′m−j alors a′m−j = a,

Concernant, le second membre définit par

dn = Munh−g ∈ Rm,

on lui associe le vecteur suivant, pour l’option put, s’écrit :

d̃nm = dnm, d̃ni = dni − d̃ni+1
c

b′i+1
,

qui solution de

Ud̃n = dn.

Maintenant, il est possible de décrire l’algorithme en deux boucles seulement.

Algorithm 1 Brennan-Schwartz pour l’option put
— Pour un vecteur donné dn résoudre Uy = dn

— pour i= 1 à m, calculé

un+1
i = max{(yi−a′iuni−1)/b′i , ψi}

Remarque 4.1.1 Pour le cas de l’option call, nous utilisons la décomposions LU de la

matrice B

B = LU =



1 0 0 · · · 0

a′1 1 . . . . . . ...

0 . . . . . . 0 0
... . . . a′m−1 1 0
0 · · · 0 a′m 1





b′1 c′1 0 · · · 0

0 b′2 c′2
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . 0 b′m−1 c′m−1

0 · · · 0 0 b′m


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De la même façons que précédemment le cas de put mais, le calcule sera progressive. Le

second membre dans le l’option call, s’écrit :

d̃n1 = dn1 , d̃ni = dni − d̃ni−1
c

b′i−1
.

Il aussi est possible de décrire l’algorithme en deux boucles seulement.

Algorithm 2 Brennan-Schwartz pour l’option call
— Pour un vecteur donné dn résoudre Uy = dn

— pour i=m à 1, calculé

un+1
i = max{(yi−a′iuni+1)/b′i , ψi}

Il nous reste à vérifié que b′j > 0, dans les hypothèses de la proposition 4.1.1.

Lemme 4.1.1 Si B est une matrice coercive, les coefficients diagonaux de la matrice L sont

strictement positifs.

Dans la preuve on se restreint au cas de l’option put.

Preuve. Du faite que,

detB = detUdetL,

et que

detU = 1, detL =
m∏
j=1

b′j ,

alors

detB =
m∏
j=1

b′j .

Puisque la matrice B est coercive alors les n mineurs principaux dominants soient stric-

tement positifs, autrement dit que detB > 0, par récurrence sur m on déduit que b′j > 0
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pour j = 1, ...,m.

La proposition suivante est une extension de la proposition 4.1.1, pour tenir en compte de

la frontière libre pour l’option call où put.

Proposition 4.1.2 Assurer que

— B est une matrice tridiagonale et c≤ 0.

— La solution un+1
h de

(I)


B un+1

h ≥ dn,

un+1
h ≥ ψh,(

B un+1
h −dn,ψh−u

)
= 0,

satisfait,
(
un+1
h

)
j

= (ψh)j , pour j = 1,2,3, ...,k et
(
un+1
h

)
j
> (ψh)j pour j = k+

1, ...,m Alors un+1
h est aussi solution de

(
Ĩ
)

(
Ĩ
)


Lun+1
h ≥ d̃n,

un+1
h ≥ ψh,(

Lun+1
h − d̃n,ψh−un+1

h

)
= 0.

Remarque 4.1.2 De la proposition précédente, la segmentation en sous ensemble déter-

mine la frontière libre pour l’option put, c’est-à-dire,

un+1
h = (ψh)j pour j ≤ k, et B un+1

h = dn pour j > k.

Cette condition de segmentation, nous assure que

(
B un+1

h −dn,ψh−u
)

= 0.
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Pour le cas de l’option call, la condition de segmentation

un+1
h = (ψh)j pour j > k, et B un+1

h = dn pour j ≤ k.

Preuve. Puisque c ≤ 0, on aura c′j = c

b′j−1
≤ 0. De la définition du second membre nous

avons donc des constantes positives λj,j+1, ...,λj,m, pour j = 1, ...,m−1 tels que

(
d̃n
)
j

= (dn)j +λj,j+1 (dn)j+1 + · · ·+λj,m (dn)m ,

et (
Lun+1

h

)
j

=
(
B un+1

h

)
j
+λj,j+1

(
B un+1

h

)
j+1

+ · · ·+λj,m
(
B un+1

h

)
m
,

par conséquent, B un+1
h ≥ dn, cela implique Lun+1

h ≥ d̃n. Pour j > k, nous savons que(
un+1
h

)
j
> (ψh)j , alors

(
B un+1

h

)
j

= (dn)j . Cela implique
(
L un+1

h

)
j

=
(
d̃n
)
j
.

Pour assuré la solution de problème de complémentarité linéaire, il est nécessaire que la

matrice soit coercive. Le lemme suivant nous assure, alors, la coercivité de B.

Lemme 4.1.2 Si h <
3σ2k

1 + rk
, alors la matrice B est coercive et pour, x ∈ Rm

Bx ≥ 0 et x 6= 0⇒ x > 0.

Preuve. Nous remarquons que la matrice B n’est pas symétrique, mais nous pouvons

travailler avec sa partie symétrique puisque

P = 1
2
(
B + BT

)
.
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En utilisant,

2〈x,Px〉= 〈x,Bx〉+
〈
x,BTx

〉
= 〈x,Bx〉+ 〈Bx,x〉= 2〈x,Bx〉 .

Nous remarquons aussi que B est définie positive si P est définie positive. Maintenant,

examinons P

P =



b −â
−â b −â

. . . . . . . . .
. . . . . . −â
−â b


,

avec b > 0. Alors

(Px,x) = −â
m∑
i=2
xi−1xi+ b

m∑
i=1
x2
i − â

m−1∑
i=1

xi+1xi

≥ −|â|2

m∑
i=2

(
x2
i−1 +x2

i

)
+

m

b
∑
i=1

x2
i −
|â|
2

m−1∑
i=1

(
x2
i+1 +x2

i

)

≥ (b−2 |â|)
m∑
i=1
x2
i = (b−2 |â|)‖x‖2 .

Dans notre cas, nous avons

â = −h
6 +k

(
σ2

2h −
rh

6

)
,

b = 4h
6 +k

(
σ2

h
+ 2

3 rh
)
.
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Pour que â > 0, soit vérifié il faut

0 <
−h
6 +k

(
σ2

2h −
rh

6

)
0 < −h2 +k

(
3σ2− rh2

)
h2 + rh2k < 3σ2k

h2 <
3σ2 k

1 + rk
.

Avec b−2â= h + r∆th et r > 0, nous obtenons

(Px,x)≥ (b−2 â)‖x‖2 = h(1 + r∆t)‖x‖2 .

Assumons que Bx = dn ≥ 0. Utilisons B = U ·L et déterminer y par Ud̃n = d̃n. Puisque

x 6= 0 on conclue dn 6= 0 et d̃n 6= 0. Nous utilisons la preuve de la proposition 4.1.2 pour

conclure d̃n ≥ 0 et
(
d̃n
)

1
> 0. Puisque, Lx= d̃n ≥ 0, nous avons

L−→x =



b1 0 0 · · · 0
a2 b2 0 · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... · · · am−1 bm−1 0
0 · · · 0 am bm





x1

x2

x3
...

xm


=



y1

y2

y3
...

ym


= d̃n.

Utilisant bi > 0 et ai < 0 nous obtenons xi > 0.

Remarque 4.1.3 Dans la condition h <
3σ2k

1 + rk
, le pas spatiale h doit être suffisamment

petite, Selon le pas du temps k. Dans [10], la condition dans le cas différence finis est

β = r− q− σ
2

2 <
σ2

h
, ou h <

σ2

β
.

Observez que la condition sur h dans [10] est indépendante de pas de temps k.
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La difficulté, en pratique, réside dans la vérification de l’hypothèse de segmentation comme

le montre cet exemple suivant introduit par [10].

Exemple 4.1.2 Soit m= 3 et B =


1 −1 0

−1
2 1 0

0 0 1

, avec d =


0
0
1

 et ψ =


1
2
0

.

Alors, la solution du système
(
Ĩ
)
, selon la proposition 4.1.2, est donné par : u=


1
2
1

, nous

remarquons la condition de segmentation est vérifié u1 = ψ1,u2 = ψ2 et u3 > ψ3 mais elle

n’est pas solution (I).

Le lemme suivant nous assure la justification de l’hypothèse de segmentation pour la

proposition 4.1.2.

Lemme 4.1.3 Soit ψ (x) = max{E−E exp(x) , 0}, l’ensemble

Γ(ψ) =
{
j ∈ Z, ψ (j h)> 0 et (Bψ)j ≥ (Mψ)j

}
,

vérifié cette propriété,

j0 ∈ Γ(ψ) =⇒∀ j ≤ j0, j ∈ Γ(ψ) .

Remarque 4.1.4

— L’ensemble donné dans les travaux de P. Jaillet D. Lamberton et B. Lapeyre

(voir [10, 23]) est

Γ(ψ) =
{
j ∈ Z, ψ (jh)> 0 et ãψ ((j−1)h) + b̃ψ (jh) + c̃ψ ((j+ 1)h)≥ ψ (jh)

}
,

avec ã, b̃ et c̃ les coefficients de la matrice de discrétisation Ah par différence

finies en 3.31, 3.32 et 3.33.
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— Pour l’option call, la propriété que l’ensemble Γ(ψ) est

j0 ∈ Γ(ψ) =⇒∀ j ≥ j0, j ∈ Γ(ψ) .

Preuve. Utilisons

exp((j+ 1)h)− exp((j−1)h) = exp(jh)2sinh(h) ,

exp((j+ 1)h) + exp((j−1)h) = exp(jh)2cosh(h) ,

−exp((j+ 1)h) + 2exp(jh)− exp((j−1)h) = exp(jh)(2−2cosh(h)) .

Sachant que de (4.3)− (4.5), cela implique

f1 = aexp((j−1)h) + bexp(jh) + cexp((j+ 1)h) +

−h6 exp((j−1)h)− 4h
6 exp(jh)− h6 exp((j+ 1)h)

=
(
a− h6

)
exp((j−1)h) +

(
b− 4h

6

)
exp(jh) +

(
c− h6

)
exp((j+ 1)h)

= k exp(jh) h6 r (2cosh(h) + 2) + σ2k

2h2 exp(jh)(2−2cosh(h)) +

−β2 k sinh(h)2exp(jh)

= k exp(jh)
[
σ2

h2 (1− cosh(h))−β sinh(h) + h

3 r (cosh(h) + 1)
]

f2 = a E+ b E+ c E− h6E−
4h
6 E− h6E

= Erhk

f (j) = f2−Ef1 = kE

(
rh+ exp(jh)

[
σ2

h2 (cosh(h)−1) +β sinh(h)− h3 r (cosh(h) + 1)
])
.

Vue que f (j) = f2−Ef1 est une fonction monotone de j de limite Erhk > 0 lorsque,

j→−∞. Avec ψ (x) = max(E−E exp(x) ,0) et ψ̄ (x) = E−E exp(x) . De ce qui précède,
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— Si j0 ∈ Γ(ψ) alors ψ (j0h)> 0 et puisque ψ (x) décroissant, alors

j0 ∈ Γ
(
ψ̄
)

=⇒∀ j ≤ j0, j ∈ Γ
(
ψ̄
)
.

— Si j0 ∈ Γ(ψ) et ψ ((j0 + 1)h) ≥ 0, la monotonie de f (j), implique j ∈ Γ(ψ) , ∀ j
≤ j0.

— Si j0 ∈ Γ(ψ) et ψ ((j0 + 1)h) = (E−E exp((j0 + 1)h)) +R = 0, pour un certain

R > 0, en utilisant c≤ 0 et

0≤
(
a− h6

)
ψj0−1 +

(
b− 4h

6

)
ψj0 +

(
c− h6

)
ψj0+1 = f (j0) +

(
c− h6

)
R,

et alors f (j0) > 0. Maintenant, la monotonie de f (j) implique j ∈ Γ(ψ) , ∀ j
≤ j0.

En utilisant lemme 4.1.3 et la proposition 4.1.3 suivante, nous arrivons à vérifier l’hypo-

thèse de la segmentation de la proposition 4.1.2, ce qui nous assure la validité de l’algo-

rithme de Brennan-Schwartz pour l’approche par élément finis.

Proposition 4.1.3 Les vecteurs u0,u1,u2, ...,uN , suite de solutions du problème complémentarité

linéaire (3.28) vérifient les propriétés suivantes :

— ∀n ∈ {1, ...,N} un ≥ un−1

— Pour chaque entier n, il existe un indice ki tel que

unj = ψj si 1≤ j ≤ ki et unj > ψj si j > ki

Preuve.
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— La première propriété se démontre par récurrence sur n. Il est clair que l’on a,

u1 ≥ u0 = ψ car

Bu1 ≥ d0, (4.7)

u1 ≥ ψ = u0. (4.8)

Supposons que, l’inégalité un ≥ un−1 est acquise. Alors un+1 vérifié :

Bun+1 ≥ dn−1.

Vue que, un solution de

Bun ≥ dn−1.

Et utilisant la définition 1.3.4 et la proposition 1.3.2 : un+1 ≥ un.

— Pour la deuxième assertion, on traite d’abord le cas : n = 1. Puisque ψ est non

nul, on a, par le lemme 4.1.2 , u1
j ≥ 0 pour tout j ∈ {1, ...,m}. Le raisonnement

par absurde, en supposant qu’il existe, un intervalle d’entiers [l1, l2], avec 1 ≤
l1 ≤ l2 ≤m, tel que :

u1
l2 = ψl2 et u1

j > ψj pour j ∈ [l1, l2[ .

Quitte à diminuer l1, on peut supposer que, l1 = 1, ou

u1
l1−1 = ψl1−1. (4.9)

De l’inégalité,
(
Bu1

)
l2
≥
(
d0
)
l2

=
(
Mu0

)
l2

= (Mψ)l2 et de l’égalité u1
l2

= ψl2 , on

déduit :

au1
l2−1 + bψl2 + cu1

l2+1 ≥
h

6ψl2−1 + 4h
6 ψl2 + h

6ψl2+1,
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et puisque, les constantes a et c sont négatives :

aψl2−1 + bψl2 + cψl2+1 ≥
h

6ψl2−1 + 4h
6 ψl2 + h

6ψl2+1. (4.10)

Il en résulte que, λ2 ∈ Γ(ψ), ce qui entraine par le lemme4.1.3 [1, l2] ⊂ Γ(ψ)
et, par conséquent :

(Bψ)j ≥ (Mψ )j pour j ∈ [1, l2] .

Comme pour j ∈ [l1, l2[ on a :
(
Bu1

)
j

= (Mψ )j ,on voit que le vecteur vérifié

(Bψ)j ≥
(
Bu1

)
j

pour j ∈ [l1, l2[. Le vecteur v = ψ− u1 vérifié donc (Bv)j ≥
0 pour j ∈ [l1, l2[, avec, de plus vλ2 = 0 et, si l1 > 1, vl1−1 = 0. On déduit, en

appliquant le lemme 4.1.2 à une matrice extraite de B, que l’on a : vj ≥ 0, pour

j ∈ [l1, l2[. D’où : ψj ≥ u1
j pour j ∈ [l1, l2[ , ce qui est contradictoire. Si maintenant

on suppose que la propriété est vraie à l’ordre n, et si [l1, l2] est intervalle tel

que :

un+1
l2

= ψl2 et un+1
j > ψj pour j ∈ [l1, l2[ ,

alors, on a,

unl2 = ψl2 ,

et par conséquent : unj = ψj pour j ≤ l2 et

aun+1
l2−1 + bψl2 + cun+1

l2+1 ≥
h

6ψl2−1 + 4h
6 ψl2 + h

6ψl2+1,

et puisque a et c sont négatives :

aψl2−1 + bψl2 + cψl2+1 ≥
h

6ψl2−1 + 4h
6 ψl2 + h

6ψl2+1
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Il en résulte que l2 ∈ Γ(ψ), ce qui entraine par le lemme 4.1.3 [1, l2] ⊂ Γ(ψ)
et, par conséquent de :

(Bψ)j ≥ (Mψ)j pour j ∈ [1, l2] .

Comme pour j ∈ [l1, l2[ on a : (Bun)j = (Mψ)j , on voit que le vecteur vérifie

(Bψ)j ≥
(
Bun+1

)
j

pour j ∈ [l1, l2[. Le vecteur v = ψ−un+1 vérifie donc (Bv)j ≥
0 pour j ∈ [l1, l2[, avec, de plus vl2 = 0 et, si l1 > 1, vl1−1 = 0. On déduit, en

appliquant le lemme 10 à une matrice éxtraite de B, que l’on a : vj ≥ 0, pour j

∈ [l1, l2[. D’ou : ψj ≥ un+1
j pour j ∈ [l1, l2[ , ce qui est contradictoire.

4.2 La méthode PSOR

L’algorithme de relaxation, PSOR "Projected Successive Over-Relaxation" est un procédé

itératif qui, introduit par [37] et l’extension de méthode de relaxation pour la résolution

des systèmes linéaires sous la forme :

Av = f ,

où A ∈ Rm×m, v ∈ Rm et f ∈ Rm.

La méthode de relaxation est basée sur la décomposition

A = D−L−U,
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où D, la matrice diagonale, L, matrice triangulaire inférieure stricte et U, matrice triangu-

laire supérieure, alors v est solution de Av = f , si et seulement, si v vérifie

(D/ω−L)v = ((1/ω−1)D + U)v+ f .

Pour des valeurs de ω dans l’intervalle ]0,2[, on introduit la méthode de sur-relaxation

successive (ou méthode SOR pour successive over relaxation) (voir [38, 39] )

1
ω
aiix

n+1
i +

∑
j<i

aijv
n+1
j = fi+

( 1
ω
−1

)
aiiv

n
i −

∑
j>i

aijv
n+1
j , (4.11)

pour tout, i ∈ {1, ...,m}. On peut écrire (4.11), sous la forme vectorielle :

(
I−ωD−1L

)
vn+1 =

[
(1−ω)I +ωD−1U

]
vn+ωD−1f,

d’ou on déduit la matrice d’itération

Gω =
(
I−ωD−1L

)−1 [
(1−ω)I +ωD−1U

]
.

La méthode SOR converge si ([38])

ρ(Gω)< 1, pour ω ∈ ]0,2[ ,

avec ρ(Gω) est le rayon spectral. Du faite que, le paramètre ω influence sur la vitesse de

convergence ( voir [38]), le pas optimal est donné par cet relation :

ωopt = 2
1 +

√
1−ρ(GJacobi)2

,

avec GJacobi = D−1 (A−D) la matrice d’itération de Jacobi (voir [38]).

En utilisant le théorème de Gerschgorin (voir [40]), On peut a priori borner les valeurs
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propres par

ρ(GJacobi)≈max
1
Ai i

∑
j 6=i
|Ai j | .

Nous intéressons maintenant, a appliqué la méthode PSOR, au problème de complémen-

tarité linéaire suivant
B un+1

h ≥ dn,

un+1
h ≥ ψh,(

B un+1
h − dn

)(
un+1
h − ψh

)
= 0,

(4.12)

pour n = 0, ..., N .

Le problème 4.12, est équivalent à (voir [41])

min
{
B un+1

h −dn,un+1
h −ψh

}
= 0,

pour, n = 0, ..., N .

Posons, A = B, v = un+1
h et f = dn, on aura (voir [36])

min
v

{
v−A−1f,v−ψh

}
= 0.

Où encore

v = max
{
A−1f,ψh

}
.

Ce problème peut être résolu par PSOR, ce dernier a été suggéré par Cryer (voir[37]) pour

une discussion détaillée sur la méthode de Cryer voir [14]. Le principe est d’appliquer à

la contrainte de maximisation (4.2) l’algorithme SOR. Alors

∀i ∈ {1, ...,m} , vi = max{yi,(ψh)i} ,

et les yi sont définis par

1
ω
aiiy

n+1
i +

∑
j<i

aijy
n+1
j = fi+

( 1
ω
−1

)
aiiy

n
i −

∑
j>i

aijy
n+1
j .
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L’algorithme de PSOR appliqué à 4.12, pour une itération du temps, est décris par

Algorithm 3 PSOR
for j = 1 to m do

rj = dj−
∑m
i=1Bjiui

uj = uj +ω
rj

Bii

uj = max [uj ,ψj ] ,
end for
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5.1 Évaluation de Brenann-Schwartz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.2 Brennan-Schwartz pour le schéma Crank-Nicolson . . . . . . . . . . . . . . . 80

Ce chapitre est dédié à la mise en œuvre de l’algorithme Brennan-Schwartz appliqué au

problème de complémentarité linéaire issu de la discrétisation des options américaines par

l’approche éléments finis (FE). D’abord, pour évaluer l’algorithme de Brennan-Schwartz

(BS), nous allons testé les valeurs pratiques des deux approches différences finies et élé-

ments finis sur les options américaines. De plus, les performances de l’algorithme de

Brennan-Schwartz sont comparées avec celle, de algorithme itératif robuste, qui est sur-

relaxation successive projetée (PSOR). En suite, nous adoptons l’algorithme Brennan-Schwartz
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pour le schéma Crank-Nicolson combiné avec la méthode des éléments finis, afin de com-

parer les taux de convergence de ce schéma par rapport au temps. Nous testons les diffé-

rents programmes sur plusieurs scénarios d’évaluation des options. Chaque programme

a été codé en MatLab (où Octave ). Les expériences numériques ont été effectuées sur un

ordinateur personnel DELL Intel(R) Core(TM) i5-4200 CPU @1.60 GHz 2.30 GHz.

5.1 Évaluation de Brenann-Schwartz

Dans cette section, nous présentons des expériences numériques de l’algorithme Brennan-

Schwartz. Nous comparons les résultats issues de la discrétisation par les approches, dif-

férences finies de Jaillet et Al. [10] et éléments finis, ainsi que ces performance par rapport

à un autre algorithme PSOR. Les valeurs des paramètres de l’opérateur de Black-scholes

bien choisit (voir [6]) σ = 0.4, q = 0.15, r = 0.2 et le prix d’exercice E = 1.

5.1.1 Comparaison sur les deux approches FE et FD

Nous illustrons une comparaison entre la valeur discrète de l’option américaine par l’ap-

proche différences finies (FD) de [10] et celle par éléments finis (FE) , notre cas, pour les

deux situations de l’option américaine put et call.

Option put

Dans le calcul, nous considérons la valeur d’option américaine put avec les paramètres

définies précédemment. Nous avons utilisé deux approches de discrétisation spatiale :

différences finies (FD) et éléments finis (FE). Nous avons pris le pas du temps k = 0.01 et
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k = 0.001, et l’intervalle spatial [−l; l] = [−2;2] a été divisé en sous-intervalles de longueur

h= 0.01 et h= 0.001.

La figure 5.1, représente les tracés des deux solutions avec k = 0.1 et h = 0.1, c’est-à-dire

avec la grille grossière. Le comportement des solutions est comme prévu et nous n’obser-

vons aucune différence visuelle entre les solutions FD et FE.

FIGURE 5.1 – Les valeurs de l’option américaine put pour les deux approches
FE (en bleu) et FD (en vert) en T = 1 et la fonction pay-off Ψ (en rouge).

Pour montrer la convergence de la solution uh vers la solution exacte inconnue u, lorsque

h→ 0 (pas de discrétisation temporelle ou spatiale) pour les deux approches FE et DF,

nous avons calculé l’erreur

ε(h) = uref −uh, (5.1)

où uref est la solution de référence pour un pas de discrétisation très fine h= 0.001.

L’erreur d’approximation spatiale (5.1) de deux approches FE et FD sont représenté sur la

figure 5.2. L’erreur maximale de la solution avec FE est nettement plus petite que l’erreur

de solution avec FD. L’erreur est nulle dans la partie gauche de la figure 5.2 n’est pas
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surprenant, puisque les solutions coïncident avec l’obstacle pour les deux approche. La

différence entre solution avec l’approche FE et celle avec FD pour h= 0.001 et k = 0.01 est

de 8.20× 10−8, de même que pour les deux solutions avec k = 0.001. Ceci confirme que

pour un pas de discrétisation spatiale très fine la méthode FE et FD génèrent des résultats

très similaires.

FIGURE 5.2 – Les erreurs d’approximation spatiale pour les deux approches
FE et FD pour un pas discrétisation temporelle fixe k = 0.001.

Pour l’approximation temporelle, l’allure de la courbe de l’erreur (5.1) des deux approches

FE et FD est presque le même. La différence maximale observée avec degré de discrétisa-

tion k = 0.01 et k = 0.001 est d’ordre 2.52×10−4 (voir la figure 5.3).
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FIGURE 5.3 – Les erreurs d’approximation temporelle pour les approches FE
et FD pour un pas de discrétisation spatiale fixe h= 0.001.

Nous remarquons que l’erreur globale est clairement dominée par l’erreur causée par la

discrétisation en temps issu du schéma implicite.

Option call

Nous reprenons la même procédure que dans le cas put. Avec les mêmes valeurs des

paramètres.
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FIGURE 5.4 – Les valeurs de l’option américaine call pour les deux approches
FE (en bleu) et FD (en vert) en T = 1 et la fonction pay-off Ψ (en rouge).

• La différence entre solutions FE et FD avec h = 0.001 et k = 0.01 est de 4.72×
10−8, de même que pour les deux solutions avec k = 0.01. Cela aussi confirme

que pour un pas de discrétisation spatiale très fine la méthode FE et FD gé-

nèrent des résultats identiques.

• La figure 5.4, montre la valeur de l’option américaine call approchée par FE et

FD avec k = 0.1 et h= 0.1, c’est-à-dire sur la grille grossière.

• Dans la figure 5.5, nous présentons la différence des solutions FE et FD avec

h= 0.01 et k = 0.01 à la solution de référence avec k = 0.01. L’erreur maximale

de la solution avec FE est nettement plus petite que l’erreur de solution avec

FD. L’erreur est zéro dans la partie droite de la figure 5.5, puisque les solutions

coïncident avec l’obstacle.

• La différence maximale observée entre les solutions avec k = 0.01 et k = 0.001
est de l’ordre 2.58× 10−4. Comme dans le cas précédent l’erreur causée par la

discrétisation en temps domine l’erreur global donné en figure 5.6.
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FIGURE 5.5 – Les erreurs d’approximation spatiale pour les approches FE et
FD avec un pas de discrétisation temporelle fixe k = 0.001.

FIGURE 5.6 – Les erreurs d’approximation temporelle pour les approches FE
et FD avec h= 0.001 fixe.

5.1.2 Comparaison avec PSOR

Pour compléter l’évaluation de l’algorithme Brennan-Schwartz (BS), nous allons comparé

ce dernier avec un autre algorithme adapté à ce genre de problème de complémentarité

linéaire qui est PSOR. Pour cela, nous présentons l’analyse de la performance de chacune
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des méthodes. Le paramètre de tolérance est choisie une fois 10−8 et après 10−4. Ceci

est dû au fait que les itérations et la précision du test de convergence dépend du para-

mètre de tolérance. La vitesse d’itération dépend également du paramètre de relaxation

ω. Nous choisissons le paramètre de relaxation optimale. Les deux situations de l’option

américaine sont prises en considération avec les mêmes valeurs de paramètre que dans

les premières expériences numérique.

Option put

La figure 5.7, illustre les graphes des solutions approchées de l’option américaines put

pour les deux algorithmes BS et PSOR avec h= 0.1 et k = 0.1.

FIGURE 5.7 – Les valeurs de l’option américaine put avec les deux solveurs
BS et PSOR.

L’erreur entre les solutions de deux algorithmes BS et celle PSOR pou h = 0.01 et k = 0.01
est de 7.30× 10−7. Le critère d’arrêt pour la méthode PSOR était 10−8. Cela affirme que

les résultats obtenu avec les deux algorithmes sont pratiquement les mêmes. L’erreur est

0 sur la partie gauche de la figure 5.8 car u= ψ sur cette partie.
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FIGURE 5.8 – La différence entre la solution avec BS et celle de PSOR.

Le tableau 5.1 résume la comparaison de la performance des deux algorithmes BS et PSOR.

Le critère d’arrêt pour la méthode PSOR est 10−4. Le tableau comporte les colonnes sui-

vantes :

— M et N définissent le nombre de point de discrétisation par rapport à x et t

respectivement,

— error l’approximation entre la solution de référence calculé par l’algorithme

Brenann-Schwartz (BS) avec h = 0.001 et k = 0.001 et les solutions approchées

pour les deux algorithmes BS et PSOR pour les valeurs de M et N ,

— CPU donne le temps en second pour chaque algorithme,

— ω est le paramètre de relaxation optimal PSOR,

— iter représente le nombre d’itération pour PSOR.
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PSOR BS

M N error CPU ω iter error CPU

10 2 2.35×10−2 0.0064 0.8235 8 2.36×10−2 0.0020

20 5 6.53×10−3 0.0164 0.9516 19 6.53×10−3 0.0028

40 10 2.91×10−3 0.0552 0.9876 38 2.90×10−3 0.0054

80 20 1.46×10−3 0.2247 0.9969 74 1.39×10−3 0.0160

200 50 6.89×10−4 0.9768 0.9995 150 5.34×10−4 0.0843

400 100 4.06×10−4 2.8064 0.9999 237 2.55×10−4 0.3225

TABLE 5.1 – Comparaion des performances de BS et PSOR dans le cas put.

Les résultats de cet expérimentation sont présentés dans le tableau 5.1. Pour l’algorithme

de Brennan-Schwartz, le temps CPU requis augmente linéairement par rapport au nombre

de point de subdivision spatiale et temporelle. Le temps CPU pour la méthode BS sur

chaque paire (M,N) est nettement plus petit que le temps correspondant pour la méthode

PSOR.

Option call

• La figure 5.9 représente les graphes des solutions approchées de l’option Amé-

ricaines call pour les deux algorithmes BS et PSOR avec h= 0.1 et k = 0.1.
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FIGURE 5.9 – Les valeur de l’option américaine call avec les deux solveurs BS
et PSOR.

• L’erreur entre les solutions de deux algorithmes BS et PSOR avec h= 0.01 et k=
0.01 est de 1.18×10−6. Le critère d’arrêt pour la méthode PSOR était 10−8. Cela

affirme que les résultats obtenu avec les deux algorithmes sont pratiquement

les mêmes. Là où l’erreur 0 sur la figure 5.10 reflète u= ψ sur cette partie.

FIGURE 5.10 – La différence de la solution de BS avec celle de PSOR.

• Le tableau 5.2 permet de comparer la performance des deux algorithmes BS et

PSOR dans le cas d’option call.
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PSOR BS

M N error CPU ω iter error CPU

10 2 4.62×10−2 0.0030 0.8235 7 4.62×10−2 0.0024

20 5 7.79×10−3 0.0169 0.9516 19 7.78×10−3 0.0029

40 10 3.38×10−3 0.059 0.9876 40 3.31×10−3 0.0049

80 20 1.61×10−3 0.226 0.9969 78 1.52×10−3 0.0124

200 50 6.50×10−4 1.219 0.9995 151 5.65×10−4 0.0622

400 100 3.48×10−4 2.914 0.9999 206 2.64×10−4 0.2377

TABLE 5.2 – Comparaion des performances de BS et PSOR dans le cas call.

5.2 Brennan-Schwartz pour le schéma Crank-Nicolson

Dans cette section, nous allons adopté l’application de l’algorithme Brennan-Schwartz

pour le schéma de Crank-Nicolson (CN). Vue que, nous avons des résultats théoriques

pour les taux de convergence des deux schémas Crank-Nicolson et Euler implicite que,

nous allons testé. La convergence théorique du schéma Crank-Nicolson est d’ordre 2 en

temps t et le schéma implicite Euler est d’ordre 1. De plus, dans la section précédente,

nous avons remarqué que la convergence de la solution est dominée par la discrétisation

en temps t. Pour cela, nous avons fais appel au schéma de Crank-Nicolson (voir dans la

section 3.2.3, page 39).

• Les figures 5.11 et 5.12 montrent les solutions approchées de l’option amé-

ricaines dans les deux situations put et call avec les deux Schémas Crank-

Nicolson (CN) et Implicite Euler (IME) avec h= 0.1 et k = 0.1.
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FIGURE 5.11 – Les solutions approchées avec les deux schémas CN et IME
pour l’option put.

FIGURE 5.12 – Les solutions approchées avec les schémas CN et IME pour
l’option call.

• L’erreur entre des les valeurs de l’option put où call, calculé avec les deux

schémas implicite d’Euler et Crank-Nicolson est d’ordre ≈ 2.82×10−4 voir les

figures 5.13 et 5.14. Les oscillations sur les figures 5.13 et 5.14 en point 0 sont

causé par le schéma Crank-Nicolson, car ce dernier il est influencé par la non

dérivabilité de la fonction pay-off ψ en 0. Cette erreur nous assure la similitude
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des valeurs obtenus par Crank-Nicolson et implicite d’Euler par l’algorithme

Brennan-Schwartz.

FIGURE 5.13 – La différence en valeur absolue entre la solution approchée par
CN et celle IME dans le cas de l’option put.

FIGURE 5.14 – L’erreur en valeur absolue entre la solution approchée calculé
par CN et celle calculé par IME dans le cas de l’option call.

• La détermination de l’ordre de convergence par rapport à t pour les schémas
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Crank-Nicolson et implicite Euler, repose sur le résultat célèbre d’approxima-

tion pour une certaine subdivision de pas k on suppose que

fexact−f(k) = c0k
p,

c’est-à-dire, la convergence de f(k) vers fexact est d’ordre p. Comme la solution

exact n’est pas connu pour notre cas. Nous allons examiné la variation pour

un pas k et
k

2 , alors

d(k) : = f(k)−f(k2) = c0

(
kp− k

p

2p

)

= c0
2p−1

2p hp = c1k
p

ln(d(k)) = ln(c1) +p ln(k).

Nous remarquons que, la variable ln(d(k)) s’écrit comme une fonction linéaire

en p de coefficient ln(k). La valeur de p peut être estimée par la méthode de

régression linéaire donné par A. Stahel voir [42].

• Pour déterminer l’ordre d’approximation par rapport au temps t, nous pre-

nons ces différentes subdivisions en temps N = 10,20,40,80,160 et 320, et en

fixant la subdivision en espace x, M = 800. Les figures 5.15, 5.16, 5.18 et 5.17

sont les courbes de convergence pour les schémas de Crank-Nicolson (CN) et

implicite Euler (IM) pour l’option put et call . Sont représentées les erreurs en

fonction des subdivisions sur une échelle log/log. L’ordre de convergence dans

les figures 5.15, 5.16, 5.17 et 5.18 représente la pente des droites.
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FIGURE 5.15 – Normes L1, L2 et L∞ de l’erreur en fonction de k pas du temps
issu d’approximation CN pour l’option call.

FIGURE 5.16 – Normes L1, L2 et L∞ de l’erreur en fonction de k pas du temps
issu d’approximation IME pour l’option call.
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FIGURE 5.17 – Normes L1, L2 et L∞ de l’erreur en fonction de k pas du temps
issu l’approximation CN pour l’option Put.

FIGURE 5.18 – Normes L1, L2 et L∞ de l’erreur en fonction de k pas du temps
issu d’approximation IME pour l’option Put.

Les tableaux 5.3 et 5.4 indiquent l’ordre de convergence p dans le cas de l’op-

tion call et put respectivement pour les trois normes L∞, L1 et L2 :

• Pour l’option call est :
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Type Ordre L∞ L1 L2

CN p 2.3788 2.2766 2.3971

IM p 0.9870 0.9755 0.9797

TABLE 5.3 – Ordre de convergence dans le cas de l’option call.

• Pour l’option put est :

Type Ordre L∞ L1 L2

CN p 2.1488 1.5174 1.7683

IM p 0.9537 0.9480 0.9471

TABLE 5.4 – Ordre de convergence dans le cas de l’option put.

Les valeurs de p donné en tableau 5.3 et 5.4 pour le schéma Crank-Nicolson ne

représentent pas réellement le résultat espéré contrairement pour le schéma

implicite Euler, cela est dû sur l’influence de la singularité de la fonction pay-

off ψ en 0 après la première itération, du schéma Crank-Nicolson, en temps t

comme on peut le voir sur les figures 5.19 et 5.20

FIGURE 5.19 – La dérivée de la solution, de l’option call, par rapport à x après
une itération en temps pour Crank-Nicolson.



Chapitre 5. Observations Numériques 87

FIGURE 5.20 – La dérivée de la solution, de l’option put, par rapport à x après
une itération en temps pour Crank-Nicolson.

• Nous remarquons que l’ordre de convergence pour Crank-Nicolson n’est pas

comme on le souhaite sur les figures 5.15 et 5.17. Pour réduire l’influence de

l’irrégularité de la condition initial ψ après le premier pas en temps t, R. Ran-

nacher a introduit une technique dans le cas de l’option européenne call (voir

[43, 44, 11]) qui nous conduit à des taux convergence stable comme on le voit

sur la figure 5.21

FIGURE 5.21 – Normes L1, L2 et L∞ de l’erreur en fonction de k pas du temps
issu d’approximation CN avec Rannacher pour l’option call.
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Avec les taux de convergence qui détermine les pentes des trois droites

Ordre L∞ L1 L2

p 1.9324 1.9387 1.9348

TABLE 5.5 – Ordre de convergence pour l’option call avec Ranncher.

Le procédé de Rannacher [43] pour l’option put n’est pas aussi efficace comme

l’option call tel la figure 5.22 le montre.

FIGURE 5.22 – Normes L1, L2 et L∞ de l’erreur en fonction de k pas du temps
issu d’approximation CN avec Rannacher pour l’option put.

Les pentes des trois droites est donné en tableau 5.6 suivant

Ordre L∞ L1 L2

p 1.3887 1.3603 1.3673

TABLE 5.6 – Ordre de convergence pour l’option put avec Rannacher.

Les résultats obtenus pour les taux de convergence après l’utilisation de Ran-

nacher sont stable et proche de la convergence théorique surtout pour l’option

call, ceci revient à la régularité plus élevée de la solution de l’option améri-

caine call que celle de l’option put voir la remarque 2.2.1. Ainsi, il est plus
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facile d’obtenir un taux de convergence meilleur avec les options américains

call que put.
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Conclusion et perspective

***

L’objectif principal de cette thèse est la justification de l’algorithme de Brennan-Schwartz

pour le problème de complémentarité issu de l’approche éléments finis avec les matrices

de poids, du problèmes de l’option américaine avec condition au bord Dirichlet non ho-

mogène. L’intérêt principal de cette méthode de résolution qui est direct et la prise en

considération de l’obstacle.

De toute évidence, l’absence de la solution analytique a compliqué la comparaison des

résultats numériques. Il apparaît évident que la solution de référence soit considérées avec

un maillage très fine.

Compte tenu des limites de cette étude, nous n’avons pu analyser l’ensemble de ce su-

jet étendu. Cependant, il nous semblerait intéressant, dans l’avenir, d’étaler la méthode
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aux problèmes des options américaines dont les conditions aux limites de Neumann. Une

autre piste de recherche future consistera à l’extrapolation de Richardson afin d’assuré

une meilleure convergence. En fin, adopté les travaux de Jari Toivanen [11] au cas des

éléments finis.
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