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ABSTRACT

In this work we study certain classes of evolution problems. In the first class, we study two
non-local problems, we establish the existence and uniqueness of the strong solution and its
continue dependence on the data. The proofs are based on energy inequalities and on the
density of the range of the operator generated by the considered problem. In the second class,
we investigate an ill-posed problem by using the modified quasi-reversibility method.

Key words : a priori estimate , ultra-hyperbolic equation, nonlocal conditions, ill-posed
problem, reqularization, quasi-solution, quasi-reversibility method.



RESUME

Dans le présent travail on étudie certaines classes de problemes d'évolution. La premiere classe
est consacrée a |'étude de deux problémes aux limites avec des conditions non locales. On
établit des résultats d'existence et d'unicité de la solution forte et sa dépendance continue
par rapport aux données, grace a la méthode des inégalités énergétiques. La deuxieme partie
est consacrée a I'étude d'un probleme mal posé en utilisant la méthode de quasi réversibilité
modifiée.

Mots clés : inégalité énergétique, équation ultra-hyperbolique, conditions non locales,
probleme mal posé, régularisation, méthode de quasi-réversibilite.
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INTRODUCTION

0.1 Problématique

Beaucoup de problemes de la physique-mathématique peuvent étre modélisés par
des équations aux dérivées partielles. Par "modele” nous entendons une équation
qui, jointe a des conditions aux limites s’exprimant sur la frontiere du domaine, ou le
phénomene évolue. Ce type de modélisation est aujourd’hui 'un des themes les plus
importants de la compréhension scientifique, il constitue en effet, la premiere étape d’une
démarche qui est composée en général de trois; la deuxieme est constituée par I’analyse

théorique du probleme, 1’étape finale consistant en 'implémentation numérique.

0.1.1 Equations d’évolution multi-temporelles

Les modeles mathématiques pour un certain nombre de phénomeénes naturels peuvent
étre formulés en termes d’équations multi-temporelles (existence des temps multiples).
La théorie de ce type d’équations est apparue et a commencé a se développer dans les
années cinquante dans les travaux fondamentaux de V.P. MIKHAILOV [63, 64]. Elles
interviennent, par exemple dans la théorie du mouvement Brownien [18], la théorie du
transport [4], la biologie [49], ainsi que dans d’autres phénomeénes physiques.

Des résultats nouveaux sur ’existence et 1'unicité de solution de quelques problemes ultra-
paraboliques ( les problémes paraboliques dans le cas multi-temporel) on été établis par A.
FRIEDMANN [35][35], N.S. GENCEV [39][39], S.G. Pyarkov [71][71], D.R. AKHEMETOV
et al. [5][5] et d’autres auteurs.

Pour le cas ultra-hyperbolique (les probléemes hyperboliques dans le cas multi-temporel)

avec des conditions classiques, les principaux résultats ont été établis dans la série des
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travaux de N.I BRISH et N.I. YURCHUK [15, 16, 17] et H.O. FATTORINI [37][37]. Des
problemes a conditions non locales associées aux équations ultra-hyperboliques ont été
étudiées par F. REBBANI et al. [43, 73, 74][43, 73, 74].

Le cas ultra-parabolique d’ordre supérieur est traité par G.A. ANASTASSIOU [6][6].

Il est important de noter qu’il n’existe pas encore, pour ce type d’équations, une théorie
générale. Ceci est dii a la relative nouveauté de cette démarche et a la complexité des
questions qu’elle souléve. Chaque probléeme nécessite donc un traitement spécifique. Ce

qui souligne I'actualité du sujet que nous traitons dans notre these.

0.1.2 Problemes bien et mal posés et problemes inverses

Le mathématicien confronté a une équation différentielle se pose d’abord la question de
I’existence et 'unicité des solutions, apres ce sont les questions de stabilité qui appa-
raissent.

Dans les mathématiques modernes tous les probléemes peuvent étre classés en deux
catégories problémes bien posés (ou correctement posés) et probléemes mal posés.

Considérons I'équation opérationnelle suivante :
Au = 2, vel, zelZ, (E)

ou U et Z sont des espaces métriques.

On dit que le probleme (E) est bien posé au sens d’ Hadamard si pour tout z € Z la solu-
tion existe ; elle est unique; et elle dépend contintiment du second membre, i.e I'opérateur
A=t est défini sur tout Z et il est continu. Si une de ces trois conditions n’est pas satisfaite
le probleme est dit mal posé.

Cette définition a été introduite dans 'ouvrage célebre d” HADAMARD [46][46] des 1923.
Bien entendu ces notions doivent étre précisées par le choix des espaces dans lesquels les
données et la solution sont considérées.

Dans les dernieres années, des progres considérables ont été établis dans 'analyse des
problemes mal posés vu l'intérét que souleve ce type de problemes. Par exemple dans le
domaine de la physique atmosphérique, la prospection pétroliere, I'imagerie médicale et

autres.
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Quant aux problémes inverses dont la définition nous est donnée par J.B. KELLER [56][56]
"deux problemes sont dits inverses 1'un de 'autre si la formulation de I'un met 'autre
en cause”, on les retrouve dans plusieurs situations, par exemple en reconstituant 1’état
initial d’un systeme a partir de son état final, ou d’une évolution partielle, et également
en cherchant la source d’'un phénomene donné et d’autres.

Une définition plus opérationnelle est qu’un probléme inverse consiste a déterminer les
causes connaissant les effets. Ainsi, ce probleme est I'inverse de celui appelé direct, consis-

tant a déduire les effets, les causes étant connues.

0.1.3 Conditions non locales

Durant les derniéres années, parmis les problemes aux limites non classiques pour les
équations différentielles aux dérivées partielles une place importante est occupée par les
probléemes avec des conditions non locales, en particulier les conditions qui relient les
valeurs des solutions et leurs dérivées en deux ou plusieurs points intérieurs ou frontieres
du domaine considéré. Une définition générale de ces conditions et leur classification ont
été données, en particulier, par NAKHUSHEV dans [66][66].

Dans [29][29] DEZIN a montré pour la premiere fois que pour certaines équations aux
dérivées partielles dans certains domaines, le probleme aux limites n’est correctement
posé que seulement si les conditions utilisées sont non locales. Ce type de conditions
non standard reflete une grande réalité dans la modélisation mathématique de quelques
problémes naturels dans plusieurs domaines comme la biotechnologie [75][75] et la biologie
[67][67].

Ces conditions ont été associées a des problémes paraboliques et hyperboliques [10, 11,
20, 25, 26)[10, 11, 20, 25, 26] et ont été étudiées par plusieurs auteurs. Les principaux

résultats dans 1’étude des problemes non locaux de type :

0 o"u " O Iu(w,t)
LS. Dy) = 24w t) = 3 Py(Dy, t) 08 Qx0T
(875’ ) o (z,t) ; :(Dy, 1) T + f(x,t), (x,t) € Qx[0,T],
du u ,
A(D,) %tZO—I—B(D@) %t:Tchj(x), j=0,1,.....,n—1, x€Q,

ont été établis par B.I. PTASHNYK [50, 69, 70][50, 69,70], L.V. FARDIGOLA [14, 33,
34][14, 33, 34], A. ASHYRALYEV [10, 11][10, 11], V.I. CHESALIN [25, 25][25, 26]. Quant
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aux problemes engendrés par des équations multi-temporelles a conditions aux limites non

locales, ils ont été traités une partie par F. REBBANI et al. [43, 73, 74, 87][43, 73, 74, 87].
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0.2 Contenu de la these

I e but de la présente these est d’étudier certains problemes aux limites pour des
équations opérationnelles de second ordre, elle est composée d’une introduction et

de trois chapitres.

Dans l'introduction, on rappelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle ainsi que les

outils mathématiques nécessaires pour 1’étude des problémes posés.

Le premier chapitre est consacré a I’étude d’un probleme aux limites avec des conditions
non locales. L’étude est basée sur ce qu’on appelle la méthode des inégalités énergétiques.

On considere dans D=]0, T;[x]0, T[ un rectangle borné de R? I’équation suivante :

0*u ou ou

— ; _ 7 ; — 2A Yiad
= G+ sion(l = i) 55+ sign(1 = )5 N

+sign[(1 — | [*) (1 — |pa]?)]Au = f(1),

avec les conditions non locales :

Lu

l#lu = u|t1=0 - :ulu|t1=T1 = @(t2>7 l,uzu = u|t2=0 - M2u‘t2=T2 - ¢(t1)7 (2)

ou A est un opérateur non-borné, p = (i1, p2) est un parametre complexe.

Pour ce probleme, on établit des théoremes d’existence, d'unicité de la solution forte, sa
dépendance continue par rapport aux données (f, ¢, 1) ainsi que sa continuité par rapport
aux parametres py et fio.

Ces résultats sont obtenus grace a la méthode des estimations a priori (méthode des
inégalités énergétiques) qui est une méthode efficace pour 'étude de beaucoup de
problemes de la physique mathématique. Elle résulte des idées introduites par J. LE-
RAY [60][60] et L. GARDING [38][38] et de celles développées dans les travaux de N.I.
YURCHUK [84, 85, 86](84, 85, 86].

Elle est caractérisée de la maniere suivante :
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le probleme posé est reécrit sous la forme opérationnelle :
Lu = (Lu,lqu,lu) = F.

Pour l'opérateur L agissant d’un espace de Banach B dans un espace de Hilbert [E, on

établit une estimation a priori de la forme :
ulls < cl[Lulle, Vu e D(L). (3)

Cette inégalité est obtenue en général par une étude détaillée de la forme obtenue en
multipliant scalairement ’équation (1) par uw ou ses dérivées et une certaine fonction
poids.

On montre ensuite que l'opérateur L admet une fermeture L. La solution de I’équation :
Lu=F, (4)

est appelée solution forte du probléeme considéré.

Par passage a la limite, on prolonge 'estimation (3) aux solutions fortes :
Julle < cllLulle, Vu € D(L). (5)

A partir de (5) on déduit :

1) L’unicité de la solution forte et sa dépendance continue des données quand elle existe ;

1) T'ensemble des images de l'opérateur L, noté R(L) est égal & R(L).

La derniere étape consiste a démontrer I'existence de la solution forte et donc établir la
densité de R(L) dans E.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie dans le domaine D = |0, T;] x ]0,T3[, le probléme

ultra-hyperbolique suivant :

0*u 0%u
A =
ooty @<U+A&ﬁ@ f®),

hyu = Bi(p) uly,_o — Ba(p) uly,_q, = @(t2),

lopu = By (1) U|t2:0 — By(1) u|t2:T2 = (1),

ou A(t) est un opérateur non-borné dépendant de ¢, d’ou la complexité de I’étude qui

nous oblige a faire appel aux opérateurs de régularisation.
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En utilisant la méme démarche, qui se base sur le choix des multiplicateurs, on établit
des résultats d’existence, d’'unicité de la solution forte et sa dépendance continue par

rapport aux données.

Le chapitre trois est consacré a 1’étude d’une classe de problemes mal posés. Cette
étude est un prolongement des travaux traités par E.M. AKSEN dans [2, 3][2, 3].

Soient H un espace de Hilbert et u la solution du probléeme :
Lu =07, u(t) + Ai(t1)0, u(t) + As(t1)du(t) + Au(t) = f(t), te D,
u(t,0) = (ty), t €10,T1], (Py)
u(0,t2) = p(t2), t2 €10,T3],

ou f est une fonction de variable t € D et a valeurs dans H. 1 et £ sont des fonctions

définies de [0, T1] et [0, T3] respectivement, a valeurs dans H et vérifient la condition :

A est un opérateur linéaire dans H, non-borné, auto-adjoint, défini positif. A;(t1) et As(t1)
sont deux familles d’opérateurs bornés dans H. Pour x € L((0,73); H) on considere le
probleme de minimisation suivant :

Pour € > 0 donné, déterminer la fonction y telle que :

Flo)= [ luli,t) = x(ta) P dts < e

La solution la plus évidente est de choisir u(711,t2) = x(t2), i.e. F(¢) = 0. Ce qui nous

conduit a ’étude du probleme suivant :

Lu =07, u(t) + Ai(t)0, ult) + As(t1)Op,u(t) + Au(t) = f(t), te D,
u(ts, 0) =(t1), t €0,T1], (P2)
w(Th, ta) = x(t2), t2 €[0,T3].
et prendre u(0,ts) = p(t2).
Un tel probleme n’est pas bien posé au sens d’Hadamard. Plusieurs méthodes ont été
proposées pour traiter ce type de problemes, on retrouve la méthode de quasi-réversibilité

(M.Q.R) proposée par LIONS et LATTES [61][61], la méthode de la valeur aux limites
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auxiliaire (Q.B.V method) dans les travaux de SHOWALTER [76][76] et G.W. CLARK
[27][27], la procédure iterative introduite par V.A. KozLov et V.G. MAZ’YA [57][57] et
la méthode de quasi-solution (Q.S.-method) de TIKHONOV [78][78].

Dans la méthode de quasi-réversibilité, 'idée principale consiste a remplacer I'opérateur
A dans (P,) par A. = g.(A). LATTES et LIONS ont proposé g.(A4) = A — A%, ce qui
leur a permis de construire une régularisation et de neutraliser le caractere mal posé du
probléme. On remarque ici que le terme correcteur €A? est d’ordre deux, ce qui induit
une difficulté sérieuse pour 'implémentation numérique.

Dans notre travail, on propose une perturbation basée sur 'approximation de Yosida
g-(A) = A(I +A)~!, lavantage de cette perturbation est qu’elle nous permet de passer
a un probleme ou le coefficient opératoriel est borné, ce qui facilite I’étude de probleme
perturbé, et donne de meilleurs résultats de convergence par rapport a ceux de LATTES

et LIONS.
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0.3 Rappels
0.3.1 Opérateurs linéaires

On désigne par :
E et F des espaces de Banach.

Z(E, F) espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de £ dans F, muni de la norme

e Az
1Al = U0 7,

Z(F) espace vectoriel des opérateurs linéaires continus dans F .
H : espace de Hilbert.

Opérateurs bornés

Théoréme 0.3.1 [Banach-Steinhaus].
Soient (A;)ier une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et

continus de E dans F. On suppose que
sup |Aiz|l g py <00,  Vz € E.
iel
Alors
sup || Ail| 4 g,y < o0
el

Théoréme 0.3.2 Soit A un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F. Alors A~}

est continu de F' dans E.

Théoréme 0.3.3 Soit A un opérateur linéaire continu de E dans F. A~ existe et est

continu si et seuleument si il existe une constante m > 0 tel que :
[Az]| = m |z, Ve €E

Théoréme 0.3.4 [Théoréme du graphe fermé| Soit A un opérateur linéaire de E

dans F. Supposons que le graphe de A est fermé dans E x F. Alors A est continu.
Opérateurs linéaires non-bornés.

Définition 0.3.1 On appelle opérateur linéaire non-borné de E dans F' toute application
linéaire A définie sur un sous-espace vectoriel D(A) C E, a valeurs dans F. D(A) est le

domaine de A.
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Définition 0.3.2 On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans
E x F.

Remarque L’opérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son

domaine D(A) muni de la norme du graphe dans F.

Théoréme 0.3.5 Si l'opérateur fermé A est défini sur tout l'espace E, alors il est borné.

Définition 0.3.3 On dit que A est fermable s’il admet un prolongement fermé. Autre-

ment dit A est fermable si l’adhérence G(A) de son graphe est un graphe. L’opérateur

fermé A dont le graphe G(A) = G(A) est appelé fermeture de A.

Définition 0.3.4 Soit A un opérateur non-borné a domaine dense. On va définir un

opérateur non-borné A* : D(A*) C E* — F * comme suit. On pose
D(A*) ={v e F*; ¢ >0 tel que |(v, Au)| < c||lu|]| Yu € D(A)}.
Etant donné v € D(A*), on considére l'application g : D(A) — R définie par :
g(u) = (v, Au) , u € D(A).

La fonctionnelle g peut étre prolongée de fagon unique en une application linéaire f : E —
F telle que :
|fw)] < cllul], Vu e E.

Par suite f € E*. On pose : A*v = f.
L’opérateur A* est appelé l'adjoint de A. La relation qui lie A et son adjoint A* est donnée
par :

(v, Au) p p = (A", U) e i, Vu € D(A), Vv € D(AT).

Proposition 0.3.1 Soit A: D(A) C E — F un opérateur non-borné a domaine dense.

Alors A* est fermé i.e. G(A*) est fermé dans F* x E*.

Théoréme 0.3.6 Soit A un opérateur fermé de domaine D(A) dense dans E. Si A admet

un inverse A~ € L(F,E), alors (A*)™" existe et est borné de plus :
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Corollaire 0.3.1 Soit A: D(A) C E — F un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =
E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) D(A)=F

(17) A est borné

(1ii) D(A*) = F*

(iv) A* est borné.

Dans ces conditions on a :

HA”g(E,F) = HA*Hg(F*,E*)

Théoréme 0.3.7 Soit A : D(A) C E — F un opérateur non-borné, fermé, avec D(A)
= FE. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) R(A) est fermé,

(17) R(A*) est fermé,

(i) R(A) = N(A%) *,

(iv) R(A*) =N (A) 1.

Théoréme 0.3.8 Soit A: D(A) C E — F un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =
E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est surjectif,

(1) 1l existe une constante C > 0 telle que :
lo]l < CllA™[, Vv e D(AY),
(i11) N(A*) = {0} et R(A*) est fermé.

Théoréme 0.3.9 Soit A : D(A) C E — F un opérateur non borné, fermé, avec D(A)
= FE. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A* est surjectif,

(1) il existe une constante C' > 0 telle que :
lull < C"[[Aull,  Vu € D(A),

(it) N(A) = {0} et R(A) est fermé.
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Corollaire 0.3.2 Soit A un opérateur non-borné dans E, fermé, avec D(A) = E.
Lopérateur A admet un inverse borné A™' sur E si et seuleument s’il existe deux

constantes ky et ko telles que :
[ull < k1 [[Aull, Vu € D(A),
Jul] < ks [|A™ull, Vu € D(A").
Opérateurs auto-adjoints

Définition 0.3.5 Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur dans H de domaine
dense D(A).On dit que A est auto-adjoint si A* = A .i.e. D(A) = D(A*) et (v, Au) =
(Av,u),Yu,v € D(A).

Proposition 0.3.2 Un opérateur auto-adjoint est fermé.

Proposition 0.3.3 Soit A un opérateur auto-adjoint inversible. Alors A™' est auto-

adjoint.

0.3.2 Opérateurs dépendant d’un parametre

Définition 0.3.6 La fonctiont — A(t) € L(E, F) est simplement continue enty € [0, T
st, pour tout x € H la fonction y(t) = A(t)z est continue en ty i.e. Vo € H, la fonction
ly(t) — y(to)||lr = ||[A(t)x — A(to)x||lr — 0, quand t — to. Et simplement continue sur
[0, 7] si elle lest en tout point de [0,T].

Définition 0.3.7 La fonction t — A(t) € L(E, F) est fortement continue en ty € [0, 7]
st, [|A(t) — A(to)|| o,y = 0. quand t — to. Et fortement continue sur [0,T)] si elle est

en tout point de [0,T].

Lemme 0.3.1 Si l'opérateur A(t) € L(E, F) est simplement continu sur [0,T). Alors il

est uniformément borné par rapport a t.

Définition 0.3.8 L’'opérateur A(t) € L (E,F) est simplement dérivable en to si, pour
tout © € E la fonction y(t) = A(t)x € F est dérivable en ty et simplement dérivable sur
0,77, si elle est en tout point de [0,T].
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Lemme 0.3.2 Soit A(t) un opérateur non-borné. On suppose que A(t) est simplement
continiment dérivable sur son domaine de définition D(A(t)), et B(t) est un opérateur
linéaire borné, simplement continiment dérivable. Alors l'opérateur C(t) = B(t)A(t)

défini sur D(A(t)) est simplement continiment dérivable, et on a :
C'(tyu = B'(t)A(t)u+ B(t)A'(t)u, u € D(A({)), t€]0,T]

Lemme 0.3.3 Soit A(t) un opérateur non-borné. On suppose que A(t) est simplement

contindment dérivable sur D(A(t)), et admet un inverse A~ (t) borné. Alors
(A71(1) = —A@) Ay AL

Lemme 0.3.4 Soit A(t) un opérateur auto-adjoint défini positif, 4 domaine de définition
D(A(t)) indépendant de t et simplement continiment dérivable sur D(A(t)). Alors

lopérateur A%(t), 0 < a < 1, est simplement continiment dérivable sur D(A(t)).

Pour plus de détails sur les opérateurs dépendants d’'un parametre, voir S.G. V.P. KREIN

[55).

0.3.3 Opérateurs de régularisation

Les opérateurs de régularisation sont un outil qui permet de faire correspondre a un
élément d’un espace fonctionnel donné sa régularisée qui est un élément qui possede des
propriétés de régularité plus importante et qui lui est en méme temps "proche” par rap-
port a la norme considérée.

Soit  A(t)un opérateur non-borné, fermé dans H, a domaine de définition D(A)
indépendant de t, dense dans H. Pour cet opérateur on définit la famille d’opérateurs

R.(t))e>0 ayant les propriétés suivantes :
i) Popérateur R.(t) est fortement continu en ¢, et uniformément borné en e,

i1) Vopérateur R.(t) applique H dans D(A),

(

(

(17) Vopérateur R.(t) commute avec A, quand ¢ — 0,
( (

(

iv) Vopérateur R.(t) converge fortement vers I, quand € — 0.

Méthode de prolongement par rapport au parametre
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Théoreme 0.3.10 Soient Ey et Ey deux espaces de Banach et Ly, L1 deux opérateurs

linéaires bornés de Ey dans Ey. Pour tout r € [0, 1], on pose :
L.=1—=r)Ly+rL.
On suppose qu’il existe k > 0 telle que :
[ull g, < k[ Lyullg, ,

ou r € [0,1]. Alors Ly est un isomorphisme entre Ey et Ey si et seulement si Ly est un

isomorhisme entre Ey et Es.

D’autres notions et inégalités seront utilisées telle que I'e inégalité :

2[Re(z,y)| <elaf* +e 7 y?, >0,



Chapitre 1

Probleme aux limites pour une
équation différentielle abstraite avec
conditions aux limites non locales

1.1 Position du probléeme

Soit D =]0, T1[x]0, Tz un rectangle borné R? de variable t = (¢,t,) et soit H un espace
de Hilbert ou la norme et le produit scalaire sont respectivement notés par |.| et (.,.).

On considere dans H 1’équation suivante :

0%u 0 ou

- (1 — |pal?) o + sign(l — | |?) —w
8t18t2+82gn( | 2] )atlJrszgn( "“Hatg 1)

+sign[(1 = |p*)(1 = |p2f*)]Au = f(2),

Lu

ou u et f sont des fonctions de variables t = (t1,%2) € D et a valeurs dans H, u; et po
sont des parametres complexes, avec |u;| # 1, (i = 1,2).
A est un opérateur linéaire, non-borné dans H et a domaine de définition D(A) partout
dense dans H. De plus A est auto-adjoint et vérifie la condition :
Condition (A) :

(Av,v) > colv|?, Vv € D(A), Vt € D,

ou ¢ est une constante positive indépendante de w.

A D’équation (1.1) on associe les conditions aux limites non locales suivantes :

l U= u]t =0 — /Llultl:T = Sp(t2)7
{ . 1 : (1.2)

Lyt = Ulgy—0 — pott]py=1, = Y (t1).
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La fonction 9 (resp. ¢) est définie de [0,T}] (resp. [0, T3]) a valeurs dans H.

Les fonctions ¢ et i vérifient la condition de compatibilité suivante :
©(0) — pap(T2) = (0) — patp(T1). (1.3)

1.2 Espaces fonctionnels

Introduisons tout d’abord certains espaces fonctionnels nécessaires pour l'étude du
probléme considéré.

On définit dans I'espace vectoriel D(A) la norme
july = |Aul,

on obtient I'espace de Hilbert W1

De maniére analogue, on définit dans 'espace D(A'/?) la norme
[ul1y2 = |AY?ul,

on obtient ainsi I'espace de Hilbert W1/2,
Remarques
Les opérateurs A et AY? sont bornés de W' et W'/2 respectivement dans H.

D’apres les propriétés de 'opérateur A on a les inclusions topologiques suivantes :
wlcw?cH.

W1 est partout dense dans W'/2 et dans H.

De plus, on a les inclusions suivantes :
Lo(D; W) € Ly(D; WY?) € Ly(D; H).

On note par HY (D; W) Pespace obtenu en complétant I'espace C*° <E; Wl) par rapport

i, = [ ||
L1 D 32518252

a la norme

2 2 2

2
+ ‘U|1
1

L |ou
oty

ou

e

dt.

1 1
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Soit H'([0, T1] ; W'/2) I’espace obtenu par complétion de I'espace C°([0, T1] ; W'/2 ) par

rapport a la norme
Ty

ol =/ (

0

w/

2 2
+ |w|1/2> dt;.

De maniére analogue on construit 'espace H'([0, T3] ; W*/2?) muni de la norme

Ts

712
lollz = [ (o] + lolt ) dta
0

En complétant I'espace C* (E; W1> par rapport a la norme

lall} = (8 () swp [lu(r, )} + llu (7)1

7=(11,72)€ED

min (|1 — ul?| |1 = |n2f))
(L4 lal) (1 + l2l)

Y

ou f(u) = , on obtient 'espace ]Ei

Notons par E l'espace de Hilbert
E = Ly (D; H) x H' (0, T2); W'2) x H' ([0,3]; W'/2)
composé des éléments F' = (f, ¢, 1) tels que la norme

2 2 2 2
IE" =LA+ llelly + 11l

est finie.

Lo(D; H) est I'espace des fonctions définies de D a valeurs dans H et a carré intégrable,
muni du produit scalaire (.,.) = [(.,.)dt et de la norme correspondante notée par ||.| .
H ([0, Ty]; W1/2) x H ([O, T ;%/1/2) est le sous-espace fermé de

H! ([O,Tg] : W1/2> x H? ([O,Tl] : WI/Q) composé des éléments (p, 1)), vérifiant (1.3).

1.3 Estimation a priori

Soit L, = (L, l,,1ls,) lopérateur engendré par I'équation (1.1) et les conditions aux
limites (1.2), agissant de E}, dans E et & domaine de définition D(L,) = H"" (D; W),

Pour I'opérateur L, on établit le théoreme suivant :
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Théoréme 1.3.1 Pour tout élément uw € HY' (D; W), on a Uinégalité :
2 2
ullly < CHLyulll, (1.4)
ou C' est une constante positive indépendante de u et de p.

Pour démontrer le théoreme 1.3.1 on introduit le lemme suivant :

Lemme 1.3.1 Soient |.| la norme de H (ou de W' ou de W'/2), g une fonction de

variable t € [0,T) a valeurs dans H, p est un nombre compleze de module |u| # 1 et soit

h tel que :
h=g(0) — pg(T). (1.5)
Alors pour |u] < 1, on a
["inégalité : )
1 2 o _ (L4 [u) 2
9(O)* = 5 (14 [ul*) [g(D)* < -7 B[, (1.6)
2 ( ) (1= |uf*)
et pour |p| > 1, on a l'inégalité :
1 2 2 o (L) e
L) gD = 19O < == |h[". (1.7)
(lul” = 1)
Preuve.
Si|p| <1, de (1.5) on a I'inégalité :
g(O)* < |u* (1 +e) |g(T)[* + (L + 7Y A,
11— s : e es
en prenant £ = 5—, on obtient l'inégalité (1.6).
Si |u| > 1, de (1.5) on a I'inégalité :
[l [9(T)]* < (1 +¢) [g(0)[* + (1 +e7") |nf*,
2
-1
en prenant € = |,u|2 , on obtient l'inégalité (1.7). O
"+ 1
Démonstration du théoréeme 1.3.1.
Multipliant scalairement dans H ’équation (1.1) par I'expression
ou ou
At sign (1 o) 2+ sign (1 — ) 22
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ou |’ )
) +|U’1/2)

2
2 . n O U
+ |U‘1/2) + sign (1 — |z ) ETR (‘81&

on obtient :

. 0 [|0u
sign (1 - ’Mz’Q) oty (’{%1

— 2Re(Lu, Mu) — 2 |Mul? (1.8)

Intégrant I'inégalité (1.8) dans les rectangles |0, 71[ % ]0, 7], |71, T1[ X |72, Ta[, |0, 71| X |72, T3]
et |y, T1] x |0, 7o[ respectivement, (0 < 74 <Ti, 0 <7 <T3), on obtient les égalités :

T1 T2 T1

/F(tl,TQ dt1+/F2 Tl,t2>dt1 —2Re// Eu Mu)d
0
Tl T2 T1
+/F(t1, )dt, + /F2 (0,2) dt2—2//|Mu| dt, (1.9)
0
Ty Th
—/F1 tl,TQ dtl /F2 T1,t2> dtz = QRQ// EU MU)dt
T2 T1
T Ty
—/F1 tl,TQ dtl /F2 Tl,tg dtg-Q//’M’U/’ dt (110)
T2 T1
T2 7

—/F1 tl,TQ dt1+/F2 Tl,tg)dtg —2R€// ,CU MU)

T1 T> 7
/F (t1,T0) dt1+/F2 (0, t5) dt —2//|Mu| dt, (1.11)
0
1 T2 T2 T1
/Fl(tl,Tg) dtl —/FQ(Tl,tg) dtg = QRG//(EU, MU)dt
0 07
2 Th
/F1 tlv dtl —/F2 Tl,tg dt2—2//|MU| dt (112)
07

. . ou|? ,
ou F;(t) = sign (1 — |,u3—z'|2) ( B + |u|?/2) , 1=1,2).

On multiplie 'égalité (1.10) par (1 + |pa|*)(1 + |u2]?), (1.11) par J(1 + |po|?) et (1.12)

par 3(1+ |p1|?) puis, on somme les trois égalités obtenues avec ’égalité (1.9), on obtient :

(1 - |N2|2)

T T
1 : 1
5 /F1(t1,7'2)d751+2(1+|M1|2)/F1(t1,7'2)dt1]
0




1.3 Estimation a priori 20

T2 T
1 1
+§ <1 - ’M1|2) O/Fz(ﬁ,t2) dty + 3 (1 + |M2’2) /F2(7'1,t2) dtz]
T2 T1 1 T> Ty
= 2Re//(£u, Mu)dt + 1(1 + |m)?) (1 + \,ug\Q) Re//(ﬁu, Mu)dt
0 0 T2 T1
1 T 11 T2 11
(1+ | o] Re// (Lu, Mu)dt + = (1+ || Re// (Lu, Mu)dt
) 0 7

T1

1
+ [ Fit,0) = S0+ ) Bt )| e
0
T

i) [ [F(e,0) = S0+ ) (E 0, )] dy

T1

+]2 [Fz(o,tg) - ;(1 + |M1|2)F2(T1,t2)] dt,

T

+;(1 + |M2’2)/ {F2(07752) - ;(1 + |M1|2)F2(T17f2)} dts.

T2

Ty Ty T Ty

-2/ / M dt 4 (14 ) (U af) [ [ 100l dr
0 T2 T1
To 1y T2 T3
(1 + | //|Mu| dt+ (14 ol //|Mu| dt] (1.13)
071
On pose
1 9 T1 1 9 T
(1, 1) = = (1 — | 2| ) / Fy(ty, m)dty + - (1 + [ )/ Fi(ty, m)dty |,
2 0 2 T1

jQ(TI,TQ) = ; (]. — |,u1|2> <F2<7—17t2)dt2 -+ ; (]. -+ |/L2|2) /TT2 FQ(Tl,tQ)dt2> s
F3(11,72) = 2Re </ / (Lu, Mu)dt+4(1+|u1 1+|u2 / / (Lu, Mu)d
+; (1—1—\/@ / / (Lu, Mu)dt—i— —i—]/m / / (Lu, Mu)d

Alrm) = [ {FQ(O,tg)—;<1—|—|p1|2) FulT,t2)] d

1 T 1
+§ (1 + |M2’2) /T2 [F2(07t2> 3 (1 + ’M1|2) FQ(T17t2>} dis,
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1 1
Arm) = | [Fl(tl,())—(l—i—mg]Z) Fl(tl,TQ)] dt1+

2
b5 (14 ml?) [

1

T

1
Fl(tl,()) — = 1+ |M2|2 Fl(tl,TQ) dtl,
2

T> Ty

Is(1, ) = {2//|Mu|2dt+;(1—l—]u1|2) (1+]u2|2>//|Mu]2dt

0 0 T2 T1
To 7 T2 Th
+(1+\u1\2)//]Mu]2dt—l—<1+!u212)//|Mu|2dt].
T2 0 0 71

L’égalité (1.13) peut étre écrite sous la forme :
(11, 12) + Io(11,12) = F5(11, T2) + Fu(T1, T2) + I5(11, T2) — Fs(11, T2), (1.14)
comme % est positif, (1.14) devient :
I+ I < I3+ I+ Fs, (1.15)

On minore le membre gauche et on majore le membre droit de (1.15), en utilisant des

estimations élémentaires ainsi que le lemme 1.3.1, on a :

SAGRIEPAGRIES

1 2 . 2 ™ || Ju 2
5(1—“41] )szgn(l—luﬂ ){/0 Oty ""“‘1/2 N dt
1 9 T Ju ? 2
(1 ImP) [ {am T
1=T1

1 2 . 2 ml | du 2
+3 (1= |paf*) sign (1 — |zl ){/0 latl +luli t dty
2=T2

—i—; (14_’“1’2) /TTl {SZ

1

9 .
+ |U|§/2 dtl} )
to=To
d’ou

(11, 72) + A (11, 70) =
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I+ Sy > imin (’1 — ’u1’2

Y

) ([
ol

Revenant au membre droit.

2
+ yu|‘;’/2] dt1> : (1.16)
to=7o

on a :

1 2 o [T T2
Iy < S+ YA+l [ [ 21, M) at (1.17)
Pour majorer les termes .#; et .Z5, considerons les deux cas suivants :

(i) |pof <1,

2 2

ou

- ; (1 + |M2|2> o

A= (5

+ |Uﬁ/2‘t2:0 B ; (1 + ‘M2|2) ’uﬁ/Q‘tsz) i

ta=0 to=T5

2

u
ot

1 ou

—5 (14 |nf?) 5

o (14 bl [ (

1

| |

to=0 to=T>

+ |U|$/2‘t2=0 B ; (1 + |M2|2) |u|?/2’t2=T2> -

En utilisant I'inégalité (1.6) du lemme 1.3.1, il vient :

2
1+ ‘M2‘2 (| Ou ou )
JiS YR - Yl +(u|, o — ul, dt
4 = 1 — ’#2’2 0 8t1 t9=0 H2 8t1 s ’tQ—O H2 ’tQ—TQ 1/2 1
(1) T (|2 o ol )
2 1112 o — M2 A u — o u
2 H1 1— |,u2|2 - ot o H2 oty . to=0 — M2 Ulg, 1, 12 1
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d’apres les conditions (1.2) on obtient :

Lt lpal* [y L
s () P [ (0 )+ [ (0 10F ) def129)
- ]
1+ |p
< (1 f) L g
— M2
(i) o] > 1.

En utilisant I'inégalité (1.7) du lemme 1.3.1, on obtient :

1+ |M2|

Atnom) < (14 Il LR (1.19)
De (1.18) et (1.19) il en résulte que pour |us| # 1,

Iu(11,72) < (1 + ‘M1|2) m 15 - (1.20)
D’une maniere similaire, on obtient la majoration :

Amer) < (1) P 9], (121)

— |
En sommant les inégalités (1.20) et (1.21) membre & membre on obtient :

1l + N1yl

af*])°

Ii(r,m) + I5(r, ) < (14 ) (1+ |paf) (1.22)

min(’l — ||

En combinant les inégalités (1.16), (1.17) et (1.22), il résulte :

imin (‘1 — |,

2 o || ou |’ o || ou|? 2
| f12] D (/0 [8152 dts +/0 ot + uli /g dt
to=To

< (1) (U bal?) [ [ 10w Ml

(3 + N1)
min(|1 — )

2
+ |U|1/2]

t1=T71

+ (14 ) (14 )

En utilisant 1’e-inégalité on obtient :

2
i (1= ) [ |5

~
[\

{9
dtz-l-/o [au

2
+ |U’1/2]

t1=71
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“

< (11 P) (1+ 1P (21 + ) /0 C L e

+ (14 | l) (14 |pl?) ( /TQ/Tl i dt+ /TQ/Tl

Lyowll? + |1, ull?
+ (1 + |u1|2) (1 + |uz|2) mmglﬂiullj; |7| MuiQ).

Oty

(1.24)

Divisant I'inégalité (1.24) par (1 + |,u1|2) (1 + |,u2|2> , et choisissant :

. 8 (1 + |M1|2) (21 + |M2’2) T37i7 (=12,

min(|1 — | zl))

on obtient :

B(w) (7 [|oul’ 72 || Ou |”
4(/0 Hat it | [|8t

8 (1+1ml?) (1+ ) (11 + 1) /TQ/leu’ "
min (‘1 — |l |z ‘

Ts Ty T Ty
a RS T

(UL all? + [1l13)
min(|1 — |ul*|, |1 = |f*])

2
+ |U|1/2

ta=T2

8252

(1.25)

Pour majorer le terme

Ty Ty Ts T
sl L s e S L

on integre 'inégalité (1.25) par rapport a 7; de 0 a T}, (i = 1,2) puis, on divise par 1175

dt—l—

8t1

Gtg

on obtient :

dt+

Ts Ty Ts T
wh Ll e L

8(1+|N1|)(1+|M2| (11 +Ty) (/Tl/Tz Cul?di

min (|1 — [ |* 2] \

T2 T1 T2 Tl
S e e sh b L s

8t2

8t1 8752
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(s ull} + ML)

; : (1.26)
mln(‘l — |l |2]*))
d’ou, il vient :
TQ T1 T2 Tl
dul’ / /
8T2 / / % = 8T1 5%
8(1+|M1| ) <1+|M2| T1+T2 Ty
, / / | £l dt
min (’1 — | * | 2] ’
(Hzmuul + [lull3)
' - - (1.27)
min(|1 = ||, [1 = |u2l])
En utilisant I'inégalité (1.27), l'estimation (1.25) devient :
B [ = [|ou]” | 2
e /0 % + |u|1/2 dt, +/ + |U|1/2 dtq
t1=71 la=T2
16 (1+ |pa|*) (1+ (T +Ts) (7
10 (Hlml) (1 fl’) (7 2(// |Cuf* dt
min (|1 = ]|, 1= 2l?))
2 (W ll? + ll3)
. - - (1.28)
min(|1 — | mal?))
Multipliant (1.28) par
4min (’1 — |, |M2|2D
(14 L) (1+ [paf?)
on obtient :
T || Ou 2 Ti || Qu 2
2 2 2
B(1) (/0 % + |U‘1/2]t . dt, —|—/0 ”81& + |U’1/2]t . dtl)
ot 2 2 2
< 64(T1+T2)/0 /0 (Cuf? dt + 8 ([l + 1Lull?) (1.29)

Le membre droit de (1.29) ne dépend pas de 7, donc en passant au sup sur 7 € D, on
obtient ainsi I'inégalité (1.4), ou C' = 64(T} + 15 + 1).

Ce qui acheve la démonstration du théoréme 1.3.1.
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1.3.1 Fermeture de 'opérateur L,

Proposition 1.3.1 L’opérateur L, admet une fermeture de domaine de définition

D(fu) = D(Lu)-

Preuve. Soit (u,), .y une suite de D(L,) telle que :

u, — 0 dans EL et Lyu, = F = (vi,1,v¢1) dans E, quand n — oo.

On montre que F' = (0,0, 0).

Comme les opérateurs [y, et Iy, sont continus, on a alors :
Lipun — 0 et ly,u, — 0, quand n — oo,

ce qui entraine que ¢ = 7 = 0.
Il reste a montrer que v; = 0.
Soit w un élément de C°(D; W), on a :

Ty pI1

(v, w) = /(vl,w)dt = lim (L, w)dt =
D

n—oo Jo 0

Jim 0T2 /OT1 <un, 8?12;0752 — Mw + sign [(1 — \,uZ\Z) (1 — |u1|2)} Aw) dt =0,

ow o\ Ow
2 4 sign (1 - ey
o, T sion (1= 1ml) 5
Donc (vy, w) = 0, pour tout w € C§°(D; W), qui est dense dans Lo(D; H), ce qui implique

ou Mw = sign (1 — |p,2|2)

que v; = 0.
D’ou l'opérateur L, est fermable, ce qui acheve la démonstration de la proposition 1.3.1.

O

Comme les fonctions w € D(L,) sont des limites des fonctions u,, € D(L,), alors on

peut prolonger I'inégalité (1.4) aux solutions fortes par passage a la limite, soit

2
3

Nl < || u

Vu € D(L,). (K)

D’ou on déduit :
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Corollaire 1.3.1 La solution forte du probléeme (1.1)-(1.2) quand elle eziste est unique

et dépend continument du second membre F' € E.

Preuve. L’unicité de la solution est die a l'inégalité (K).
Pour la dépendance continue de la solution forte des F' € [E, on suppose qu’il existe une
solution forte u = (fu )_1 F du probléeme L,u = F et si de plus @ = (TM )_1 F est une
autre solution du méme probleme, avec second membre F,ona:

2

=@} < C||Tw w-a)|| = c||F-F|

ce qui signifie qu'une faible variation du second membre F' n’entraine qu’une faible varia-

tion de la solution. O

Corollaire 1.3.2 L’opérateur L, admet un inverse borné sur son image R(L,).

Corollaire 1.3.3 L’ensemble R(L,) est fermé dans E et R(L,) = R(L,).

Preuve. D’apreés la définition de L, on a R(L,) C R(L,,).
On établit I'inclusion inverse.

Soit F' € R(Ly,), alors il existe une suite (u,) € E}, telle que :

|| Lyun — F||| = 0, quand n — oo.

|[Jup — uq|H1 < \/5H|Luup - Lu“q)”l , quand pet g — oo.

Ainsi u,, converge vers un élément u € E}, et L, u = F. O
Ce corollaire nous permet d’affirmer que pour établir I'existence de la solution forte du

probleme (1.1)-(1.2), il suffit de démontrer la densité de I'ensemble R(L,) dans E.
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1.4 Existence de la solution forte

Théoréme 1.4.1 L’ensemble R(L,) est dense dans E.

Preuve. Soit V' = (v,¢1,%1) un élément orthogonal a R(L,), alors pour tout u €
HYY(D;W') on a:
<Luu7 V>E = <[’uv U) + <lu1uv (p1>1 + <lu2u7w1>1 = 0.

On démontre que V' = (0,0,0).
Comme [,,, [,, sont indépendants et les ensembles des images de ces opérateurs sont
partout denses dans les espaces correspondants, alors pour démontrer que V' = (0,0, 0),

il suffit de démontrer le lemme suivant :
Lemme 1.4.1 Si pour tout v € Ly(D; H), on a
(Lu,v) =0, Yue Hy'(D;W) = {u e HW''(D;WY) i l,u=0, l,u= 0} :
Alors v = 0.
Preuve. on a

(Lu,v) = < ;;; + Mu -+ sign [(1= |ual”) (1 = lm[*)| A, > —0,  (130)

on pose §; = (1 - mi\z) , (1=1,2) et

0?h D?Ah

p— A p—
VT otot,  0t0ty

Ah = w,

ou h peut étre considéré comme une fonction arbitraire de ﬁé H(D; W) avec
Hy' (D; W) = {ue HYN(D; W) < lyyu =0, l,u =0}
et w est la solution du probléme :

02w B
Ot10ty

v, (1.31)

L w =i w]y g — wl, g, =0, (1.32)

L, w =Tz w|t2:0 — w|tQ:0 =0.
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2

En remplacant v par A prapry dans (1.30), on a :
02 , 0 , ou 0%h
<8t1(};t2 + sign (02) az + sign (01) — o + sign (0102) Au A@ Pon, > =0, Yu € Hy'(D;Wh).
(1.33)
D’apres les égalités :
0%u 0?h 0*u  0?h
= (A0, ——— 1.34
<8t18t2’ 8t18t2> ( 8t18t2’8t18t2>’ (134)
ou 0°h o (ou . Oh Pu 0%h
<Slgn(52)at1 81&1{%2) " ot (aza Slgn<52)Aatl> B (atlatg’swnw?)AatlatQ) ’
(1.35)
ou 0’h 9 [ ou oh 0?u 0?h
. gn(0) A ) = (2 sign(s))A
(Szgn((sl)atm 8t18t2> ot (8152 sign(0,) 61%2) (atlatz’szgn(dl) 81518152) ’
(1.36)
0?h 0 oh
(szgn(5152)Au A8t18t2> o, <Au szgn(5152)A8t1>
9 8 ,sign(0102)Ah | + u sign(0162)Ah |, (1.37)
ot \“ary 1900 Adtiory 19010 |
on obtient :
0%u , Ou , ou 0?h
<6t18t2 + sign (d) T + sign (01) — Py + sign (0102) Au A8t18t2>
T
Pu  O’h
_ Ay g
// ( 8t18t2’8t18t2> a+
0 0
Ty to=T5 Ty to=Ts
ou oh oh
— A— A A
—I—O/ <at1,szgn(52) 8t1> - dt1—|—0/< u, sign(6107) 8251) - dt,
Ty t1=T1 1> =T
ou oh ou
— 01)A— dty — A— 0109)Ah dt
+0/ <8t2,szgn( 1) 8t2> " 2 0/ ( ot , 8ign(0102) ) . 2
Ty Th T> T
0u 0?h
- A—— d2) dt — gn (6 dt
0/0/< ooty 1m0 5 &52) //( at10t2 - signf 1)(‘9t18t2>
T Ty )
+0/0/ (Am,swn(élég)Ah) dt = 0. (1.38)
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Comme u € Hy' (D; W1) et h € Hy'(D; W), alors on a :

U’|t1:0 =t u|t1:T1 ’ u|t2:0 = M2 u‘tQZTQ
H’l h'|t1 =0 h|t1 =Ty /JQ h|t2 =0 — h'|t2 =T5"

d’ou
to=T5

ou L Oh

ou oh (9u Oh
A"
((‘%1 sign(d2) A 3?51) . < , sign(d2) >

t2=0
8h ou Oh
, sign(da) A ) - (/1/2 — , sign(dg) A — )
( Ot ) |,,—m, Ot |, Ot1|,, .
8h Ju Oh
, sign(da) A ) ( , sign(0g)ig A — )
( Ot ) |,,—n Ot |, _p, ot1|,, .
ou oh ou 0
il
((9151 sign(dz)A 3751) . (8251 sign(dz) 3751) :TQ;
il résulte : _—
ou oh\|*
<(’9t1 szgn(ég)Aatl> B = 0. (1.39)
Par un calcul similaire on obtient :
<Au sign(0162) A (9h> =0, (1.40)
o), .
ou on\ |~
- = 1.41
(am sign(hi)4 8t2> Y (14
a to=To
A— sign(6162) Ah = 0. (1.42)
ot t2 t2=0
Alors de (1.38)-(1.42) il vient :
T T
0*h oh . oh . 1,1 1
— J 0)—— d109)Ah | = 0. Hy (D;
//( 8t18t2 3601, sign( 2>01 sign( 1)0152 + sign(0192) ) 0. Vue Hy (D;W?)
(1.43)
2
Comme u € H"'(D; W) alors 'ensemble Aat gt } est dense dans Ly(D; H), ce qui
1017

nous permet de déduire a partir de (1.43) :

0*h

atlatQ Szgn(§1>

Oh
— sign(02) 5

gh + sign(0162)Ah = 0 (1.44)
ta
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Soit Z# I'opérateur engendré par I'équation

~ 0%u
Lo =55,

szgn(él)a— + sign(0102) Au, (1.45)

— sign(02) 5~ 5
()

8151
et les conditions aux limites suivantes :

lmu = U1 U|t1:0 - u|t1=T1 = 90(252)7 (146)

ot = B8l =y, = V(8)

et [E; est 'espace de Hilbert
E, = Ly(D, H) x H([0,Ty] ,W") x H'([0, T3], W)

o HY([0,T1], W) x HY[0,Ty], W) est le sous-espace fermé de H'([0,Ty],W?') x
HY([0,T1], W) composé des éléments (p, ) vérifiant la condition :

f2p(0) — o(Ta) =y (0) — 9 (Th).

Pour Vopérateur L, = (£, 1,,,1,,) de domaine de définition D(L,,) = H“'(D; W) agissant

de ]E}L dans Eq, on établit le lemme suivant :
Lemme 1.4.2 Pour tout élément uw € HY(D; W) on a Uestimation :

lulll, < Cy || L], v we B (D), (1.47)

ou C7 est une constante positive indépendante de u et de p.

Preuve. Multipliant scalairement dans H ’équation (1.45) par I'expression

Myu = —sign (1 _ ’M2|2> SZ — sign (1 - |M1’2> gz’

Puis intégrant I’égalité obtenue dans les rectangles |0, 71 x |0, 7o[, |71, T1[ X |72, T3], |0, 71 [ X

|72, To[ et |, T1] X |0, 72| respectivement, on obtient les quatre égalités suivantes

T1 T2

—/F1 t1,7'2 dtl /FQ Tl,tg) dtl = 2Re// ﬁu M1U,)d

T1 T2
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Ty Ty
+/F1 1, Ty) dt1+/F2 Ty, ts) dts = 2Re// (Lu, Myu)dt

T2 T1
Ty Ty
+/F1 £1,0) dt; + /F2 (0, t5) dts —2//]M1u| dt, (1.49)

T2 T1

o m

+/F1 tl,TQ dtl _/F2 Tl,tQ) dtg = ZRQ// Eu Mlu)d

T T 7

0

T2 Ty

—/F1 t177'2 dtl —|—/F2 Tl,tg) dtg = QRG// LU M1U>d
07

T2 Th

/F1 tl, dtl +/F2 Tl,tg dtQ —2//|M1U| dt (151)

0 M
Multipliant (1.48) par (1] ") (1| [?), (1.50) par 5(1+|ua[?) et (151) par & (1+|uf?),

en sommant les quatre égalités obtenues, on obtient :

1 1
5 (1 — ’/,LQl ) (1+ ’/Ll /F1 t1,7—2 dt1+/F1 tl,Tg) dtl]
+1(1—y %) 1(1+| F)fF(T to) dt +/2F(T to) dt
9 241 5 M2021,22 2\T1, l2) Gl
1 T2 T1 T> Ty
= S+l P) (1 + P Re// (Zu, Mlu)dt+2Re// (Lu, Myu)dt
T2 T1
Tz 7y T2 Ty
(1 + |l Re// (Cu, Myw)dt + (1+ | Re// (Lu, Myu)dt
0 7

1
L) [ (0802 = 20+ i) 1)
0

+/ {(Fl(“@) - ;ﬂ + !u2!2)<F1(t1,0)] dt,
+;(1+Iu2|2)0/ [FQ(Tl,tz)_;(1+|M1|2)F2(0’t2)} i,
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Ts
v/ {FQ(Tl,tQ) - ;(1+ PV (0, 1) dto.
T2
1 T2 T1 Ty Ty
—5 0+ ) (1+ ) Re//|M1u|dt—//|M1u]dt
00 T2 T1
1 , Ty 11 1 1o T1
S+ | )//|M1u]dt—§(1+]u2|2)//|M1u|dt.
T 0 0 71

Puis, en utilisant des techniques analogues a celles utilisées pour démontrer le théoreme
1.3.1 on établit l'inégalité (1.47).

On revient & (1.44), de (1.47) on déduit que h = 0 d’ott v = 0.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.4.1. [

D’ot le corollaire suivant :
Corollaire 1.4.1 Pour tout élément F = (f,p,v) € B, il existe une seule solution forte

du probléme (1.1)-(1.2) et est vérifié l'inégalité suivante :

llulll; < ClILuulll, Yu € HY(D;WH), (1.52)

ou C' est une constante positive indépendante de u et de p.
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1.5 Continuité de la solution par rapport aux pa-
rametres

Soit pt, = (f1n, f2n) une suite convergente vers /% = (/81,/82> avec |pi,| # 1, pour tout

| # 1, (i=1,2).

Soit E! 'espace obtenu en complétant 1’espace C*°(D; W) par rapport a la norme

Tl 8u 2 T2 8u 2
2 2
a2 = sup [/ ( b +|u|1/2) it | (‘a +\u|1/2> dtzl.
to=To 0 t1=T71

SN | -1
Théoréme 1.5.1 Soit (pi1n, flon) — (,181,,1?2>, alors (LM) — (Lo) au sens de la

m

n et

n—00
convergence szmple.

Preuve. Pour démontrer ce théoreme, il suffit d’établir les propriétés suivantes :
i)

Sup H(L“">_1H$(E,E1) < o0

if)
_ -1
(ITM) g (Lfi) dans un espace .# dense dans E.

D’apres I'inégalité (KC) pour lopérateur L, on a I'estimation : :
2 —_— 2
e} < C||| ]| . vueD(@,). (1.53)

Comme la constante C' ne dépend pas de p,, et la norme de Elﬂ est minorée par la norme

de E! avec une constante qui ne dépend pas de p,, alors & partir de (1.53) on obtient :

el < € ||Toe [ . vue D

sin) s (1.54)

ou C” est une constante positive indépendante de u et de fi,,.

Posant .# = R(Lﬁ) Pour FFe .#, on a:

(Tn)  F = (1) FeDT,)

De l'inégalité (1.54) on déduit :

=) r=(m) s

2
<

El

-1
F—LM(LO> F|| , (1.55)
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-1
Posant (Lo) F = h. Alors pour n suffisamment grand, on a :

m
1 N1 2 o 2
‘H(L“) F— (L) F||| <C"||[Loh =T, h
12 Bl M El
Y 2 2 0 2 2
< Oy = pan| [0l le= + |2 — p2n| [P ]=1]- (1.56)

De l'inégalité (1.56) on déduit :

s

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.5.1. O

2
%Oquandﬂln%/}b)l et ,u2n_>/?2 VE € A .

El



Chapitre 2

Etude d’une classe d’équations
d’évolution multi-temporelles avec
conditions aux limites non locales

2.1 Position du probleme

Soit D =]0, T1[x]0, Tz un rectangle borné R? de variable t = (¢,t,) et soit H un espace
de Hilbert, ou la norme et le produit scalaire sont respectivement notés par |.| et (.,.).

On considere dans H le probleme aux limites suivant :

d%u 9%u
g +A0 (g0 ) = 110, 2.1)

{ llﬂu = Bl(:u)u ‘t1=0 _BQ(M)U ‘t1=T1: gp(tQ)a la € [07T2]?

lyuu = Bi(p)u [t,=0 —=Ba(p)u [r,=m,= ¥ (t1), ¢ € [0, T3],
ou u et f sont des fonctions de variable ¢ = (t1,t3) € D et a valeurs dans H, A est un

,CAU

(2.2)

parametre réel positif.
A(t) est un opérateur linéaire dans H, non-borné, a domaine de définition D(A)
indépendant de ¢ partout dense dans H. De plus, opérateur A(t) et auto-adjoint et
vérifie la condition :
Condition (A;)

(A(t)u,u) > colu|®>, Yu € D(A), VteD,

ou ¢y est une constante positive indépendante de u et de t.

Bi(p) et By(p) sont deux familles d’opérateurs bornés dans H, dépendant d’un parametre

complexe p. D(A) est invariant par ses opérateurs i.e. B;(u)(D(A)) € D(A). De plus les
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opérateurs B;(u) (i = 1,2) vérifient une des conditions suivantes :

Condition (B;) L’opérateur B; (i) admet un inverse borné By * (i) dans H, tel que :
ar = || By (1) Ba (1) Iy exp(3C(Th + T)) < 1,

Condition (B;) L’opérateur By(u) admet un inverse borné By *(p) dans H, tel que :
ag = || By (1) Br(p) I (s exp(3C(T1 + Ti)) < 1,

ou C' est une constante positive dépendante de A(t) et de ces dérivées.
¢ et 1) sont des fonctions définies de [0, Ts] et [0, T7] respectivement, a valeurs dans H et

vérifient la condition :

By (1)p(0) = By(p)o(To) = Bi(p)v(0) — Ba(p)(T1). (2.3)

2.2 Espaces fonctionnels

Pour I’étude du probleme considéré, on introduit les espaces fonctionnels suivants :

On définit sur 'ensemble D(A) la norme :
uy = |A(0)ul,

on obtient ainsi I’espace de Hilbert W1,

De maniére analogue, on définit sur D(A'/?) la norme
[ul1/2 = [AY2(0)ul,

on obtient 'espace de Hilbert W1/2.

Remarques.

Les opérateurs A(0) et A(t) (resp. AY2(0) et AY2(t)) sont bornés de W' (resp. W1/2)
dans H. i.e. A(0) et A(t) € L(W?; H) (vesp. AY?(0) et AV2(t) € L(WV/2, H)).

D’apres les propriétés de 'opérateur A(t) on a les inclutions topologiques suivantes :
wtcwl?cH.

De plus W' est partout dense dans W'/2 et dans H.



2.2 Espaces fonctionnels 38

On note par HY'(D;W?') T'espace obtenu en complétant C(D, W) par rapport a
la norme ,
ou

lull?y = [ GATH )
L1 7 87510752 8751 1 !

1 |
Soit H“(D; H) T'espace de Hilbert obtenu en complétant C*°(D; H) par rapport a la

ol = | O f C
L 81518152

Soit H'([0, T1]; W'/?) I'espace obtenu en complétant C*([0, T1]; W'/2), par rapport a la

ou

e

1

norme

%
oty

norme
Ty

ol = [ (|

De maniére analogue on construit 'espace H'([0, T3]; W*'/?) muni de la norme

/12

712 712
LA+ N2y ]1> dt.

Ts )
leliz = / (|
0

En complétant 1'espace C°°(D; W) par rapport & la norme

/2 /2
L+ Al + A \1) dty.
2

2 2 2
02 02
Il = el P e e [
)\+ 1 8t16t2 oo, 7 (oot
+ sup <||u<ﬁ,.>u§+||u<.,72>u%>],
7=(11,72)ED

(ai(1 — o))

(1 + )t + 1B (i) %)
(B1) ou (By), on obtient I'espace E,

ou 0;(p) =

, (i=1, 2), selon que soit satisfaite la condition

On note par E I'espace de Hilbert :
Ly(D; H) x H'([0,Ty); WY?) x H'([0,T,]; W'/?)
composé des éléments F = (f, p, 1) tels que la norme

IFIE = W1+ llells + 1lls

est finie, ou le symbole ||.|| désigne la norme de Ly(D; H).
HY([0, To]; W2) x HY([0,Ty]; W'/2) est le sous-espace fermé de H'([0,Ty]; W'/?) x
H'([0,T3); W/2) composé des éléments (¢,)) vérifiant (2.3).
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Proposition 2.2.1 [17] Sila fonction D 5t — A(t) € L(W?'; H) est continue par rap-
port a la topologie de la convergence simple dans L(W?; H), alors il existe des constantes

positives ¢y et ¢y telles que :

alulp <Al < eoluly, Yue Wl (2.4)
Value < AP0l < JGluly, Yue W2 (25)

Proposition 2.2.2 Si la fonction D > t — A(t) € LW, H) posséde des dérivées
bornées par rapport a t; et ty au sens de la topologie de la convergence simple dans

L(W?' H), alors on a les estimations :

QA2 OA(t)
Hé,,A@) vel <o 284 a=1), (2.
i Z(H) t Z(H)
\ o VS
ol = fO mdé’
A A 1/2
De plus, les opérateurs 0 (t)A(t) Le 94(1) A(t)™Y2 sont uniformément bornés.

ot;

Preuve. Pour la démonstration de (2.6) voir ([55], Lemme 1.9, page 186).
0A(t)
ti
D’apres le principe de la borne uniforme on a :

On démontre que A(t)™" est uniformément borné.

|8A(t) <, (i=12), (2.7)
D ot LW H)
de (2.4) et (2.7) on obtient :
aA(wAfl(t) <dc', VteD, (i=1,2), (2.8)
at 71
i Z(H)
d’ou
sup ‘aA(t)Al(t)H <det<oo, (i=1,2). (2.9)
D |l O ()

Montrons que la fonction D >t — AY%(t) € L(W'/?, H) admet des dérivées bornées par
rapport a t, et to.
En effet :

DA(t)

A(t)~1?
(t)" v ot

At)™

OA(t)\/?
ot;

|
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On pose v = A(t)*?u, on obtient :
DA(t)'/?
|(§t)u < Sdet ‘A(t)l/zu ., (i=1,2), YeueW? (2.11)
de (2.5) on a :
DA(t)"/?
‘égu < St . VueW (i=12),  (212)
de l'inégalité (2.12) on obtient :
DAV2(¢
H() <b, (i=1,2), b=20d"te, (2.13)
atz L(W1/2 H)
d’ou
OAV2(t
sup |() <b; < o0, (1=1,2). (2.14)
D 8tl ﬁ(W1/2,H)
De (2.9) et (2.6), on déduit que :
OAY2(t
sup ‘()A 1/2(25)H < 00
B ot; 2
0

2.3 Estimation a priori

Pour établir ’estimation a priori recherchée, on introduit la condition suivante :

Condition (A»)
(1) A(tl, TQ) = A(tl, 0), tl S [0, Tﬂ,
(2)  A(Ti,t2) = A(0,ts), tz €[0,T3);

(4) TéBz‘(#)U = Bi(p)
(5)  Bj(u)Bs—j(p)u = Bs—j(0)Bj(p)u, (i =1,2), u€ DA).

akA t ’O akA t ,O .
1 1
L k
95 A(0, t2) 31‘?9(2;@)“7 (i=1,2), (k= 0,1), u € D(A):
2

Pour 'opérateur Ly, = (L, l,,l2,) engendré par I'équation (2.1) et les conditions aux

limites (2.2), agissant de E, = dans E et & domaine de définition D(Ly ) = H"(D; W) C

E, ,, on établit le théoreme suivant :
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Théoréme 2.3.1 On suppose que la fonction D > t — A(t) € LOW?; H) admet des
dérivées bornées par rapport a ti et ty au sens de la topologie de la convergence simple
de L(W': H) et soient réalisées les conditions (A;), (Az) et (By) ou (Bs). Alors on a
[’estimation :

llullli < SIILagulll?, Yu e HY(D;WH), (2.15)

ou S est une constante positive independante de X, u et de u.
Pour démontrer le théoreme 2.3.1, on introduit les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 [Lemme de Gronwall].
(P1) Soient v(t) et F(t) deuz fonctions non negatives, intégrables sur |0, T, telles que

la fonction F(t) est non-décroissante. Alors de l'inégalité :
t
v(t) < 03/ v(T)dr + F(t), c3 >0, (I1)
0

découle Uestimation :

v(t) < exp(est)F(t), Vt€]0,T].

(P2) Soient w(t) et G(t) deux fonctions non negatives, intégrables sur |0, T, telles que

la fonction G(t) est non-décroissante. Alors de l'inégalité :
T
wit) < e [ w(r)dr + Glt), (12)
t

on déduit :

w(t) <exp(es(T —1t))G(t), Vte€]o,T].

Lemme 2.3.2 [Lemme de Gronwall généralisé].

(H1) Soient v(ty,ts) et F(ty,ts) deuzx fonctions non négatives, intégrables sur D, telles
que la fonction F(t1,ts) est non décroissante par rapport aux variables t; et to. Alors de
l'inégalité :

t1

U(tl,t2> S C3 {/U(T17t2) dTl + jU(tl,Tg) dTQ} —+ F(tl,t2>7 (C3 Z 0), (216)

0

se déduit ['estimation :

U(tl,tg) S exXp (203(t1 + t2)>F(t1,t2), V(tl, tg) € D. (217)
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(H2) Soient w(ty,ts) et G(t1,ta) deux fonctions non négatives, intégrables sur D, telles

que la fonction G(t1,t) est non décroissante par rapport aux variables ty et to. Alors de

l'inégalité
T1 T2
U)(tl,tg) S C3 {/U}(Tl,tz) d7'1 + /w(tl,Tg) dTQ} + G(tl,tg) y (Cg Z O), (218)
t1 to
découle l’estimation :
’LU(tl,tQ) S exXp <203(T1 + T2 — tl — t2)>G<t1,t2), V(t]_,tQ) eD. (219)

Preuve. Démontrons (#1) et d’une maniére analogue nous établissons (#2).

Réecrivons 'inégalité (2.16) sous la forme :
v<c3Ju+ F, (2.20)

ou J est 'opérateur intégral

t1

to
T(0)(t, t2) = /v(n,tg)dﬁ n /v(tl,@)d@.
0 0

En appliquant Popérateur J a l'inégalité (2.20) et en multipliant le résultat obtenu par
c3, on obtient :

csJv < C§J2v + c3JF,

ce qui donne :

v< ] +c3JF + F. (2.21)

En réitérant cette opération n fois, on obtient :
k=n
v < T+ A JRE. (2.22)
k=0
La fonction F'(t1,t3) est non négative et non décroissante par rapport aux variables ¢; et

ta, ce qui nous permet d’avoir I'estimation :

k=n
(ty + to)FF(ty, t
ST ETEF) (t,te) < ZC?’ Lt 2> (h,t2) (2.23)

cg+12n+1 (tl + tQ)nJrl |v|oo
(n+1)!

AT () (), 1,) < (2.24)
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En combinant (2.22)-(2.24) on obtient l'inégalité :

k=n k(tl +t2)kF(t1,t2) N cg+l2n+1(t1 _|_t2)n+1‘vyoo

c
V(ty, ts) < ];) : .y (n+1) (229)
On a :
3 T2M T () 4 1) vl — 0 quand n — oo,
(n+ 1)

et

kf Al tifF(tl’tQ) — exp (Cs(h + t2)>F (t1,t2) quand n — oo,

k=0 )
par passage & la limite quand n — oo dans (2.25), on obtient 'inégalité (2.17). U

Lemme 2.3.3 [25] Soit|.| la norme dans H ou dans W*, (s = (1, 3)), soit g une fonction

de la variable t € [0,T] a valeurs dans H et soit

h = By(11)g(0) — Ba(p)g(T).

Alors si la condition (By) est réalisée, on a :

(1 +a)l B (W%

1 .
S+ a)|gO)* = 1B (1) Ba( i)y |9 (T < — P, (2.26)
2 (1 Oél)
et si la condition (Bs) est satisfaite on a :
1 . (1+ a2)[| By (1)1
5L+ o) lg(T)* = 1By (1) By (1) Izl (0)* < npP. (221)

2 (1 — OZQ)

Démonstration du théoréme 2.3.1. Multipliant scalairement dans H 1’équation (2.1)

par l'expression :

ou  Ou ou  Ou

on obtient :
B) B
871(F2(t1,t2)) + %(Fﬂhb)) = g(1), (2.28)
ol
ou? oul? ou?
Fi(ty,t + A" Lo A2 1\ |A A A—
1(t1,t2) = ot ‘ ‘ + ‘ 8751 + A u| + ot |
ou ou ou|?
Fy(ty, t - AV 2y|" 1 oN AV =] £ \|A A A—
2t ) = |5 +\ *+ ‘ o, | AU A AZE]
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1/2

A
g(t) = 2Re (Lyu, Mu)+ 2Re(8at
1

DAY? du ey
oty ot ok

1/2

u, AY?u) + QARe(gA
t

0A Ou | Ou
el P
Oty Oty (‘%1)

u, Au)

+4ARe( 207 Re(

u, AY?u) + ZARe(gA
2

A du Ou
2
)+ 2X Re(go A5))

-1—2.7%(3(8184
2

OAV Du )00
ot Oty Oty

u, Au)

+4A\Re(

En intégrant l'identité (2.28) dans le rectangle D, = |0, 74| x |0, 73] C D on obtient :
/F1<T1,t2) dtl +/F2(T1,t2) dtl = //g(t)dt+ /Fl(tl,O) dtl + /FQ(O,tQ) dtg (229)
0 0 00 0 0

En utilisant les estimations (2.6) ainsi que quelques inégalités élémentaires, on obtient :

T1 T2

/F1 tl,TQ dt1+/F2 Tl,tg)dtl <2//| ﬁ)\u MU)|dt

+O// (Fi(ty,ta) + Fy(ty,t2)) dt+/F1 t1,0) dty + /FQ (0, ts) dts, (2.30)
OA(t
ol C = max(q, ), 4 = 26+ 1) ||<>A-1<t>H i=12)
ot; 21

En répétant les mémes opérations dans les rectangles : |1y, T1[ X |12, To[, |0, 71| X |72, T3[

et |7, T1[ x |0, 72| respectivement, on obtient les trois inégalités suivantes :

T Th
—/F1 t1,7'2 dtl /F2 Tl,tg)dtg < 2//‘ ;C)\U MU)‘dt
T Ty
+C// (Fi(t1,ts) + Fa(ty, 1)) dt—/F1 1, Ty) dty — /F2 Ty, ts) dis, (2.31)
T2 T1
1 T ™y

/F(tl,TQ dt1+/F2 Thtg)dtg <2//| LAU MU)|dt

0
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To 7

+C// (Fi(t1,2) + Fa(ty, 1)) dt+/F1 t,7s) dt1+/F2 (0, £2) dts, (2.32)
T2 Th
/F1 t,7s) dt1+/F2 Ty, ty) dis < 2//| (Lo, Mu)|dt
0 71
T2 Th
+C// Fi(ti,ts) + Fa(ty, 1)) dt+/F1 £,0 dt1+/F2 T, t2) dbs. (2.33)
0 7T

Dans ce qui suit, on suppose que la condition (B;) est réalisée, (le cas ou By est réalisée
est traité par la méme méthodologie).

Appliquant (1) du lemme 2.3.2 a I'inégalité (2.30) on obtient :

T1 T2 T T2
/ Fi(ty,m) dty + / Fy(r1,ta) dty < exp(2C(T + Ty)) / / 2 |(Lau, Mu)|dt
0 0 LO O
Tl ) ]
+/F1(t1,0)dt1+ /FQ(o,tQ) dts | . (2.34)
0 0 i

On revient a I'inégalité (2.32). On fixe la variable 7, et on considére le membre gauche
(2.32) comme étant une fonction d’une seule variable 7. Apres 'application du lemme de

Gronwall, on obtient :

T1 T3
—eXp(OT1>A Fl(tl,TQ) dtl +/ FQ(Tl,tQ) dtQ S
T2

Ty 1 T> 71
exp(CT}) l/ /0 2\(1zw,Mu)\dt+c/ /0 (Fi(t1,15)) di
Ts T1
+ / Fz(o,tQ)dtQ]— /0 Fi(th, To) dty. (2.35)

De maniere analogue, en appliquant le lemme de Gronwall & 'inégalité (2.33), on obtient :

/Fl(tl,Tg) dtl — eXp(CTg)/FQ(Tl,tQ) dtg S
0

T2 Th T2 Th

//2 (Lou, Mu)|dt + O//FQ(tl,tg)dt

0 71 0 71

exp(CTy)

T T2
+/F1(t1,0) dt1] —/FQ(TI,tQ) dts. (2.36)
0
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Multipliant (2.34) par § (1 + a1)” exp C(Ty +Ty), (2.35) par s(1+ay)oq(exp CTr) , (2.36)
par 3(1 + oq)a; exp(CTh) et (2.31) par af puis, sommant les quatre inégalités obtenues.

Apres I'application de quelques estimations élémentaires, on trouve :

1

1 (1+a1) (1— ) exp(C(T; +T3) UO Fy(t1, ) dty + /0 Fy(m, t) dtg]

Ty T
Fi(ti,m2) dt: + exp(O(T2))/ Fy(1,t2) dt2‘|

T2

—|—;oz1(1 + ) [exp(C(Tl))/

T1

<

T1 T2
—af [/ Fi(t1,72) dt +/ Fy(7,to) dty
T T2

1

1 9 T Ty
71+ a) exp(3C(T1—|—T2))/ / 2 |(Lau, Mu)|dt
0 0

1 T2 7 T2 11
+§Oé1(1+041)CGXP<C(T1 +17)) [/72 /0 Fl(t17t2)dt+/0 /T1 FQ(t17t2)dt‘|

9 Ty pIh
—i—ole'/ / (Fl (tl, tz) + Fg(tl, tg))dt
T2 T1

T1

1 T1 1
+1(1+a1)Qexp(3C’(T1+T2))/O (Fy(t1, 0)dt, — §a1(1+a1)exp(CTz)/0 (F\(t1, To)dt,

T Ty

(Fl(tl, O)dtl - Oé%/ (Fl(tl,Tg)dtl

T1

—1—;()(1(1 + a1) exp(C(Th + T2)) /

T1

T2

1 T2 1
1+ 012 exp(3C(Ti + 1)) /O (Fa(0,t2)dtz = Son(1+ ar) exp(CTh) /O (Fy(Th, bs)dts

1 Ts T
i1+ a)exp(C(T + B)) [ (Fa(0,t)dtz = o [ “(R(Ty,t)dta. (237)
On pose
1 71 T2
&(11,72) = 1 (1+a1) (1 —ar)exp(C(Th + 1)) [/0 Fy(ty, ) dty + /0 Fy(71,t5) dtz}

+;a1(1 + aq) [exp(C’(Tl))/:1 Fi(ty1, 1) dty + exp(C(T?)) /;2 FQ(TlJQ)dtQ]

9 T1 T2
—Qq [/ Fl(tl,’?'2> dtl +/ FQ(Tl,t2> dtg] s
T T2

1

_1
4

1 T2 rm T2 11
@(573(7'1, 7'2) = 50&1(1 + 011)0 exp(C’(T1 + TQ)) [/ A Fl(tl, tg)dt -+ /0 / Fg(tl, tg)dt‘|

9 Ts T
&=-(1+a) eXp(BC(Tl—l—Tg))/O /0 2 |(Lau, Mu)|dt,

, T Th
—1—0410/ / (Fi(t1,t2) + Fo(ty, t2))dt,
T2 T1
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T1

1 T1 1
(994(7'1,7'2) = 1(14‘041)2 eXp(3C(T1—|—T2))/0 (Fl(tl,O)dt1—§Oé1(1+Oél)eXp(CTg)/O (Fl(tl,Tg)dtl

T1 Tl

(Fy(t1,0)dt, — o / (F\(ty, T)dt,

T1

+;a1(1 + o) exp(C(Ty + T2))/

T1

et

T2

1 1 T2
&(n,m2) = 7(1+01)* exp(3C(Ti+T3)) / (Fa(0, t2)dtz— 501 (14an) exp(CTh) /0 (Fy(Th, t2)dts

0

Ts 1>

(Fg(O,tg)dtQ - OK%/ (Fl(T17t2)dt2.

T2

—i—;al(l + 1) exp(C(T + T3)) /

T2

Alors, l'inégalité (2.37) devient :
E1(T1, 7o) < & + E3(T1, )

+E4 (1, 2) + E5(71, T2). (&)

On minore le membre gauche de l'inégalité (&) et on majore le membre droit en utilisant

les lemmes 2.3.2 et 2.3.3 et en tenant compte de :
expC(Ty +T5) > 1,expC(Th) > 1,exp C(T1) > 1

1 1 1
5041(1 +ay) —al = §oz1(1 —aq), 5(1 —a1) > a,

on obtient :

1 T1 T2
(1, 2) > 1(1-#@1)(1—061) [/ Fl(t1,7'2)dt1+/ F2(7'1,752)d752}
0 0

1 T1 T
+§O(1(1 —Ozl> / Fl(tl,TQ) dt1—|—/ FQ(Tl,tQ) dtQ .
T T2

1
D’ou

1 Ty Ts
gl(Tl,Tg) Z 50[1(1 — O[l) [/) Fl(tl,Tg) dtl + /0 F2(7-17t2) dtg] (238)

Revenant au membre droit de 'inégalité (&), on a :

&1, 1) < ;al(l + a1)Cexp(C(Ty + Ty)) [/52 /OTI Fi(ty,ta)dt + /OTz /TlTl FQ(t17t2)dt]
(2.39)
L 1tan) [;(1 ) exp(3C(T + 1) [ (Fi(t, 0)dts -y [ Tl(Fl(tl,TQ)dtl}

T1 Tl

(Fy(t1,0)dt; — o /

T1

tay ll (1+ @) exp(3C(T; +T3)) [

T1

(Fy(t, Tg)dtll . (2.40)
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En utilisant quelques inégalités élémentaires, la condition (\A2), ainsi que l'inégalité (2.26)
du lemme 2.3.3, on obtient :

1

S0+ ) {1(1 + 1) exp(3C(T, + o)) (Fi(t1,0) — an (Fi(t, Tg)]

2
— 5 (1 @) exp(30(Ts + Ta)) [ 51+ a)(Fltr,0) = 1B 1) Blon) sy (Fr 11, )

< exp(3C(Th + 1))

(Fouf o L] () (2.41)

1—061
et

o [;u + 1) exp(3C(Ty + To))(Fi(t, 0) — an (Fi(ta, B)} .

= expBO(T: + ) [+ a)(Fy(61,0) = B () Ba(w) s (i1 T2)

(1 +Oél)
(]_ — Oél)

2

< 2exp(3C(Ty + Ty))as |BT ), D). (2.42)

De (2.41) et (2.42), on a :

1+0412 -1
MHB

8 J—r 33 HBl_l(“)H;(H) /TTI P(i)dty. (2.43)

De maniere analogue on obtient la majoration :

Ey(11, 1) < exp(3C(Th + T3))

+2exp(3C(Ty + 1))

1 + aq 2 1
((1 - al)) HB

m Ll /TTQ P(p)dts, (2.44)

(505(7'1,7'2) S exp(3C(T1 + TQ))

+2 exp(SC(T1 + Tg))al
ou

712
’

2 ,12 712
+ A0, 1) + X |A(0, 1) + AA, t2)P]” + A |A(0, 12) ¢

L) = |

= [+ A0 82) 2]+ A[A©, 802 | " + A, £2)0l? + X2 [A(0, 1) |

En combinant les inégalités (2.38), (2.39), (2.43) et (2.44) on obtient :

1 1 T T
50&1(1-&1) [/{) Fl(t1,7'2 dt1+/ Fg Tl,tg) dtg Z(1+oz1 7’]/ / 2| ,C)\U MU)|dt

+((11t(211))2 HBfl(u)H;H) n(/0 ) dty +/ p)dts)
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1 Ty Ty T pT1
+§Oé1(1 + 061)07] / /0 Fl(tl, tg)dt + /0 / Fg(tl, tg)dt s (245)
T2 T1

ou n =exp3C (T + 1y).

Pour majorer le terme :

1 Ts Ty T T
+5an(l+a)Cr V [ R, )t +/0 / Fg(tl,tg)dt] ,
T2 T1
on considére tout d’abord le cas :
) 1
0 <o < lie, 5(1—1—041) < (1—ay).
Alors, de l'inégalité (2.45) on a :

1

9 T Ty
<5 +a’n [ [T 20(Lxu, Mu)dt
0 0

r20 O o ([ T+ [ o)

T

T1 T2
011(]_—0(1) [/0 Fl(tl,Tz) dtl +/0 FQ(Tl,tQ) dtz

T Ty 11
+207”]C¥1(1 — Oél) [/ 0 F1<t1, tg)dt + /0 FQ(tl, tz)dt] . (246)
T2 T1

On remarque que l'inégalité (2.46) vérifie la condition (H2) du lemme 2.3.2; avec
Ty Ty
’U)(Tl,TQ) 2061(1—061) [/0 Fl(tth) dt1+‘/0 FQ(Tl,tQ) dt2‘|

et
1 9 Tz Ty
5(1—1—&1) 77/ / 2 [(Lyu, Mu)|dt,

oL+
1_6;11 5w, (/0 vt + [ 1 dtg)

d’otu, par application du lemme 2.3.2, on obtient :

G(Tl, 7'2) =

T1 T2 ]_ 2 T2 Tl
a1(1—a1)/0 Fl(tl,Tg)dtlJr/O Fy(ri,to) dta| v |5 (1+a) ”/o /0 2 |(Lau, Mu)|dt

+2m | B H?H) 7 (/0 ¥)dt, +/ dt2>] , (2.47)
ou v = exp(4Cn(Th + 1T3)).

En appliquant a (2.47) 1'e-inégalité, on obtient :

T T>
061(1 —Oél) [/0 F1<t1,7'2) dtl +/0 FQ(Tl,tQ) dtg]
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9 1 4 9 T Ts T Ty
v(1+a)’n (67 + 50 Ll +61/0 /0 Fl(t)dt+52/0 [ Rty

2
By (u)
+2V<1 + 011)2 T}HHP%(H) (/ dtl —f‘/ dtg) . (248)
(1—0[1)
Intégrant linégalité (2.48) par rapport a 7; de 0 a 7T;, et choisissons ¢ =

Oél(]_ — (1/1)
2v (1 -+ Oé1>2 77T37i

T1 T2 Tl T2
7(1,1 1—(1/1/ F1 dt+—a1 1—0[1/ /

2 2v (1 + 061)2 U(Tl + TQ)

, (1 = 1,2) puis, divisant par 7175, on obtient :

<v(l Lyul)?
(1 o) = ST e
Ty T> T T2
+27T‘2041 1—041 / F1 dt+—a1 1—041 / /
|2

+2v (1 + al) n———

(/r dt1+/F dt2).
1—0&1

ce qui donne :

T T> T T2
27172&1 1-0(1/ Fl dt—i-ﬁal 1—051/ /

2v (1 + 041)2 T](Tl + Tg)
061(1 — Oél)

(1 - oq) (/ )t + / p)dts > (2.49)

En utilisant I’estimation (2.49), (2.48) devient :

<v(l+ar)y 1Ll

+2v (14 o) p——2E

T1 T2
&1(1—@1) l/{] Fl(tlaTZ)dtl_'_/o Fg(Tl,tg) dtz]

<arpra) gy |B W, )%
- @1(1 — CYl) Z(H)
T
[HEW||2+/ I( dt1+/ dtzl. (2.50)
0

En vertu de (2.4) et (2.5) on a :

T1 T2
min(1, cf) (||U(-772)||%+ ||U(le)||?> S/O Fi(t1, ) dty +/0 Fy(my, ) dtz,  (2.51)
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/O P)dty +/ o)ty < max(1, ) (|| laull? + [lau]?): (2.52)

D’apres (2.51) et (2.52), (2.50) devient :

a?(1—oay)?
OO (sl + (1)
() (14 [Br(w) )
< Sy [1xull® + ll? + llapll?] (2.53)

max(1, c3)
min(1,c?)’
Multipliant a présent I’équation (2.1) par VA, d’apres les propriétés de la norme, on a :

ou Sl = 4V27]2(T1 -+ TQ)

2
+ )2

2
+ 23

2

2
Ou_ " _9x (1Auf® + | Loul?)

8t1 8t2

0%u
0 t1 0 to

0%u

A
0ty 0ty

A1/2

!

En utilisant les estimations (2.4) et (2.5) on obtient :

2 2

o 0%u Pu |
(1 21 A2 31A dt
min(1, ¢ //( ‘8t18t2 A e 1/2+A Ot 0t 1)
T T»
< 2/\// (|Aul® + | Lrul?) dt. (2.54)
0 0

Majorant le premier terme du second membre de I'inégalité (2.54) grace au second membre

2
)dt
1

de l'inégalité (2.49), on obtient :

T Ts 2

a?(1 — ay)? // ( ‘ | 0% .| 0%
(1—|—041 1+HBI Z( 6t18t2 8t18t2 1/2 6t18t2
< 40MA(T) + T + 1)M (Lol + Nl + lizull?] (2.55)
! 2+ min(1, ¢?) AU ! 2 '
En combinant les inégalités (2.53) et (2.55) on obtient :
7 T2 ‘ 2 ? 3|_Ou 2]dt
0t 0ty Ot 0ty], 0t1 0ty
+ ||u<.,rz>||? + llulr, )Y < So [ILxull® + e} + laull?] (2.56)

1,c3)
1S, = 8u2n2(T T2max(7,2‘
ot 22 vir (i + 1) min(1, ¢?)
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En passant au sup par rapport a 7 € D, on obtient 'estimation a priori (2.15).
On considere a présent le cas (% <a< 1). En utilisant le changement de variables
b = (1;a), le fait que % < «a < 1 implique que 0 < 3 < %, ce qui entraine que

Va:0<a<lona:

[l < Sl Laull?, Yu e HY(D;WH),

1,c3)
NS = 390202(T - T 21]“6”‘(7’2_
ou v (T + 1) min(1, ¢?)

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.3.1. O
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2.3.1 Fermeture de 'opérateur L, ,

L’opérateur Ly, admet une fermeture de domaine de définition D(Ly ,) = D(Ly ).
Comme les fonctions wu € D(Ly,,) sont des limites des fonctions u,, € D(Ly,,), alors on

peut prolonger 'inégalité (2.15) aux solutions fortes par passage a la limite, soit

2 —_— 2
[l llff < S || Zns uf|

Vu e D(Ly,). ()
D’ou on déduit :

Corollaire 2.3.1 La solution forte du probléme (2.1)-(2.2) quand elle existe est unique

et dépend continument du second membre F' € E.

Corollaire 2.3.2 L’opérateur Ly, admet un inverse borné sur son image R(Ly, ).

Corollaire 2.3.3 L’ensemble R(Ly, ) est fermé dans E et R(Ly ) = R(Lx, ).

Ce corollaire nous permet d’affirmer que pour établir I'existence de la solution forte du

probleme (2.1)-(2.2), il suffit de démontrer la densité de 'ensemble R(L) ,) dans E.
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2.4 Résolubilité du probléeme

Pour établir la densité de R(L,,) dans E, on introduit les opérateurs de régularisation
suivants :
On pose A.(t) = (I +cA(t)). Dans la proprosition suivante, on cite quelques propriétés
de A.(1) :

Proposition 2.4.1 [19]

P1) (A.()u,u) > (1 +ec) [ul*, Yue D(A), Vte D;

P2) lim A (t)v =v, quand e — 0, Vv € H,;

P3) A DI < 1;

P4) ||leAA || = ||(I — AZY)v]| =0, quande — 0, Vv € H;

P5) AZL(t) est auto-adjoint et commute avec A(t).

On introduit aussi la condition :

Condition (A3) D>t A(t) € L(W'; H) admet des dérivées mixtes

O?A(t) ot O?A(t)

COPA(L) D*A(t)
TS D0l telles que : atlﬁtgA (t) et

et SraE A™Yt) € Ly(D; L(H)).

Théoréme 2.4.1 Sous les conditions du théoréme 2.3.1 et la condition (A3), l’ensemble

R(Lx,) est dense dans E.

Preuve. Soit V = (v, ¢, x) un élément orthogonal a R(L, ,), alors on a :
(L)\,“u, V>E = <£)\U, U> -+ (llﬂu,@ + <12MU, X> = 0, Yu € HI’I(D, Wl)

On démontre que V = (0,0, 0).
Comme les opérateurs [y, et [, sont indépendants et leurs ensembles d’images sont denses
dans les espaces correspondants, alors, il suffit de démontrer que si pour tout élément
ve LyD;H) on a:

(Lyu,v) =0, Yue Hy'(D;Wh),

alors v = 0, ot Hy''(D; W) = {u e HYY(D; W)+ lju =0, lyu= O}.

On Commence par traiter le cas A = 0, puis, on établit la densité dans le cas général.
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Premieére étape A = 0.

82
Soit Lo = L + A(t) V'opérateur correpondant a la valeur A = 0 et soit v € Ly(D; H),
1012
tel qu’on ait :
0%u 1,1 1
(Lou,v) = ( + A(t)u,v) =0, Yu € Hy (D; W+), (2.57)
Ot10t,

On pose w = AZ'v et h = A.u. Aprés substitution dans (2.57), on obtient :

(L% _9 (Bih) — 9 (B3.h),w) = —(h, (AAZ' + Bo. AZ1)v) (2.58)
0ty Ot 1 T gy, e T AL LA 0e e )Y/ '
avec
DA() ., _ PAR)
Bi(t) =e7—A =1,2 Bi(t) = A .
zs(t) € at3_i £ (t)7 (Z ) )7 Oe(t) € 01518252 e (t)
RESH

désigne le symbole de I'adjoint et h peut étre considéré comme une fonction arbitraire
de Hy''(D; H), ol
Hy'(D; H) = {U € HY'(D; H) : Bi(p)u |t,=0 —Ba(p)u |t,=1,= 0,
By(p)u |ry=0 —Ba(p)u |ty=1,= 0}-
Remarque
Les opérateurs B (t) € Z(H), (i=1,2). En effet :

0A

DA
B} = || B = |le Al = AN = AT
1820 = WBeln = e A =[gemata -4
A
gHaAl |(1=A,,. <C (i=12) (2.59)
Ots_; () Z(H)

L’équation (2.58) nous conduit a I’étude des opérateurs L et £ définis par :

D(L') = Hy'(D; H),

. 2
Fru — ou a , .

5 (2.60)
- A S
DtL0t 82&1( i) atQ(

Bj.u).
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et
D(E) = E(%J(D; H) = {u S HLl(D; H) : BT(M)U |t1=0 _B;(M)u |t1=T1: 0,
B{ (1)1 im0 = B3 ()1 | = 0. (2.61)
~ 0%u ou ou
Lu = B € B €, )
R T TR TR T
On montre que :
(L'v,u) = (v, Lu), Yue Hy'(D;H), Yo e Hy'(D;H). (2.62)
En effet, pour tout v € H&’l(D,H) et u € ﬁé’l(D, H),ona:
=T Ty ou =Tz
(L'v,u) = (v, Lu) +/ — Bj.v,u) dty — / (v, = + Ba.u) dt;,  (2.63)
Oty Lo ] o o
d’aprés la définition de Hy''(D, H) et Hy* (D, H), on a :
B; (M) U |t1=0: BI (:u) u |t1=T17 B>2k (/J) u |t2=0: Biﬁ (M) u ’t2=T27 (2 64)
By (1) v |ty=0= B2 (1) v [1,=m:, By (1) v [t=0= B2 (1) v |t,=1; -
En tenant compte de (2.64), on a :
<3U — BjLv, u) =
Oto —
v * * —1 px
<8t — Bj.v) ,(By (1) Bs (1) u|t1:O
2 t1=T
t1 1
. v .
= BQ(M)‘BI ( )(7_‘816 ) 7u|t1:0 5
Oty .
d’apres la condition(.42) et (2.64), on obtient :
v v
B B! Bjv = By :
B ) (G Bi)| = (G B
ce qui donne
v v
— — Bj Biv 2.
(3752 1€U7u> =T} <(8t2 a )t1*0 7 U|t1_0> 7 (265)

d’ou

v . h=
(%‘BR ’ )
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Par un calcul similaire, on montre que :

ou
<v, a—tl + B2€U>

A partir de (2.65) et (2.66), on déduit I’égalité (2.62).

to=To
—0. (2.66)

to=0

On revient a (2.58), d’apres (2.62) 1’équation (2.58) signifie que pour tout & # 0, w est la
solution faible du probleme

~ 0*w 0 0
_ 0w g B, L e (BAT s AAT
Lw = g5, T Diegp v Begpw (BoA:™ + AA ),

hyw = B(i)w |n=o —Bf (1w [1,-1,= 0, (2.67)

l~2ﬂw = B;(:u)w ‘t2=0 _BT(ILL)/LU ’t2:T2: 07
avec v € Lo(D; H).
2.4.1 Opérateurs L et L’
Soit Eq lespace de Hilbert Ly(D; H) x H([0, T»]; H)x H ([0, T1]; H) composé des éléments
F = (f, v, 1) tels que la norme

HIFI= = IA1% + llelly + 917 est finie,

ot H'([0, Ty); H)x H'([0, Ty); H) est le sous-espace fermé de H' ([0, Ty); H)x H'([0,T}]; H)

composé des éléments (p, 1)) tels que :

B3 (p)e(0) — B (n)e(Ta) = B3 (1)y(0) — By () (Th),

et H'([0,T1]; H) est 'espace obtenu par complétion de Pespace C*([0,T]; H) par rapport
a la norme

11 = N1 + [l

De manicre analogue, on construit Uespace H' ([0, T3]; H).
Pour l'opérateur L = (L, ilﬂ, Z;u) agissant de H'(D; H) dans Ey, on établit les résultats

suivants :

Proposition 2.4.2 Pour tout élément u € HY(D; H) on a :

) || 2| < Kol (2.68)
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(it) Julli, < Ks (2.69)
ou K1 et Ky sont des constantes positives indépendantes de .
Preuve.
(1) D’aprés (2.59) et par une estimation de la norme de Lu dans H on a :
du ou | o° du ou ]’
= +B € B e < €N, e
‘ ‘ |8t18t2 TP I Hat18t2 +‘ Bt | |7 ot ]
Pu [ |oul® |oul
< 4max(1,C? —| 4| 2
< amax(1,€?) || [ |2 4
ce qui donne
<2
|Cu||” < 4max(1,C?) [lull},, Vue H''(D; H). (2.70)

En vertu de 'inégalité (2.70) et de la continuité des opérateurs Iy, et Iy, de H“'(D;H)
dans H'([0,T3]; H) et H'([0,T}]; H) respectivement, on obtient I’estimation (2.68).

(i7) Pour démontrer I'inégalité (2.69), on multiplie scalairement 'équation Lu par a— +
t
6?:2’ on obtient :
o [oul" 0 |oul| O%u  du  Ou
— = + 5|5 | =2Re| =—%— =+ =—
Oty |0ty Oty |0ty O0t10ty” Ot1 Oty
ou ou Ou  Ou
9Re (B S8 _ g, 2% o0 U
* e( ot oty o +8t2>
ou  Ou
2Re | L 2.71
+21e ( U, 8 0t2> ( )

En intégrant I’égalité (2.71) dans les rectangles |0, 7y x |0, 7], |71, T1[ X |72, I3[, ]0, 1] X
|72, To[ et |11, T1[ X |0, 72| respectivement, et en appliquant la proposition 2.2.2 on obtient
les inégalités :

T1 T2

/F(tl,TQ dt1+/F2T1,t2>dt1<2//‘ ’dt

T1 T2

+(J// Fi(ty,ta) + Fa(tq,t2)) dt+/F1 t1,0)dt; + /F2 (0, o) dts.

Ty T

—/F1 tl,TQ dtl—/FQTl,tQ dt2<2//| |dt

T2 T1
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To T

+C// (Fy(t, 1) + Fo(t, 1)) dt—/F1 1, T) dty — /F2 Ty, t) dis,
T™ T1

T 7

_/Fl tl,TQ dt1+/F2 7'1,t2)dt2<2//|2 ‘dt

To 7

+C// (Fy(t1, ta) + Fa(t, ta)) dt—/F1 0, Ty) dt1+/F2 (0, t2) dts,

T2 T}
/F1 t,7s) dtl—/FQ T, b) dts <2//\ 1) dt
0 7
T2 T}
+C// (Fi(th,ts) + Fa(tr, ) dt+/F1 t1,0) dty —/F2 Ty, ts) dis,
0 7
ou

8u ou )

1
o5 | (i=1,2) et 2(t) = <£u ot 8152

Ensuite, en utilisant des techniques analogues a celles utilisées pour avoir ’estimation

(2.15), on obtient l'inégalité :

ou||?

Oto

16 exp(16C exp(3C (T} + T2))(Ty + To) ) (T + T5)?
01(1) ‘

Par des techniques similaires, on établit 'inégalité :

Jul? < (H

401+ HBQ<M>B;1<M>H$(H (4[| Br ) ) (T + To)?

<5

] -

OflS3Z

—~ 12 —~ 2
o]l ).

ou Sy = 1 p)
HBz(u)Bl‘l(u) eun 1™ HBz w) B! M)Hﬂm 2
En estimant la norme de Lu dans Ly(D, H) on a :
u |
] <ot <o (el |5l )

En combinant les inégalités (2.72)-(2.74), on obtient l'inégalité (2.69),

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.4.2.

Proposition 2.4.3 L’opérateur L est un isomorphisme de H"'(D; H) dans E,.

(2.72)

(2.73)

(2.74)
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Preuve. D’aprés les inégalités (2.68) et (2.69), on déduit que lopérateur L est un
isomorphisme de H'(D; H) dans le sous-espace fermé R(L) = L (H"(D; H)). Il nous

reste & montrer que R(L) = Eq. Pour cela, on introduit la famille d’opérateurs ([77)76[0, =

(Z,, l;, l;) définie par :
D(L,) = H*(D, H),
~ 0*u ou ou (2.75)
Luw=——F-+7B Bu = By.— =,
M G, P e Bu = B By
On considére tout d’abord le cas v = 0, et on montre que R(Lgy) = E,.

Par une procédure d’intégration simple, on montre que la solution du probleme :

0*u ~

= f(t
lluu = B;(M)U ‘t1=0 _BT(M)U ‘t1=T1: @(t2) ’
loutt = By ()t 1m0 — B} (1) ty—1,= ¥ (t1)

est donnée par I'expression :

Lou=

(2.76)

to t1

u(t) = (B3(u) = Bi() ™ (8(ta) + $(t) = Bs(w)(0) + Bi(w)i(T)) + [ [ J(r)dr

+mmx@mw8mm*(77ﬂﬂw+ffﬂﬂw+BmMEmo—mm»Jffﬂﬂm

Ce qui prouve que R(ITO) = [Ey. D’owl, on en déduit que Popérateur Lo = (ENO, l;;, l;) est
un isomorphisme de H*'(D; H) dans E.
Passant maintenant au cas général. On a :

Ly = Loy + (= 70)(L1 — Lo) avec (L — Lo) = (B, Iy, la,). 70, 7 € [0,1].
En vertu de la continuité des opérateurs B, lAl; et l;;, on a :
= Low|* < Kl vue B s ). (277)
Pour continuer la démonstration, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 2.4.1 Pour tout élément w € HYY(D; H) on a :
2

el < Ko [[Zou[", u e HY(D; H), (2.78)

ou K4 est une constante positive indépendante de u et de 7.
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Preuve. A partir de (2.69) on a :
5 — 2
Ve, Julfy < KLy

On pose h(vy) = ueHll’Ill{D;H) llully 1

, Yue H"Y(D;H). (2.79)

Tou

, et on montre que h est continue sur [0, 1].

Soit€>0et0:\/%S.Pour”yo,’ye[(),l] tel que |[vo —y| <o, on a:

12l = [ Zwe

Il 17

=10 = [ 1w = Lou|

<o

—~ —~ 5
|Lu = Loul|| < ——=/Ks |[ull,, = Jull,, ,
\/73 1,1 1,1

ce qui implique :

w1l 15wl 2.50)
[ T PP T

Par passage a I'inf sur H%'(D; H) dans (2.81), on obtient |h(y) — h(y0)| < . Alors h est

1
VK,

continue sur [0, 1], donc elle admet une borne inf, on désigne cette borne par on
trouve (2.79). O
On revient a I’équation

Lyu=F. (%)

On suppose maintenant que R(L.,) = Eq et on montre que R(L,) = E, pour certains
au voisinage de 7.

L’équation (§) peut étre écrite sous la forme :

Lyu= Lyu+ (v =) (L1 — Lo)u = F. (2.81)

En appliquant 1'opérateur (L.,)~!

aux deux membres de I’équation (2.82) on obtient :
-1~ — -1
ut (v=10) (Ly) (L1 = Loju=(Ly,) F. (2.82)

De (2.79) et (2.78), on a :

(@) F| < VR,
< VE|E = Lol < VE sl = Kl (289)

[(2) ™ (B~ Eopu
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on note par
-1

T == (L) (Li—Lo). et g= (L) F

alors I’équation (2.83) devient :

u+Tu=g. (2.84)

Soit v € [0, 1] tel que |70—7|§p<Ki5,ona:

[Tl = sup [[Tull,, =7 =l

lJully, <1

-1 — _
(L) (L1 - LO)UHl (Sl Ks <1

d’ou opérateur (I + T) est inversible, et la solution de 1’équation (2.85) est donnée par

la série de Neumann :
o0

u=">» (-1)"T"g. (2.85)

n=0

Ce qui prouve que R(I;) =Eo, Vvy: -7 <p< %5

On pose 79 = 0, comme on a déja démontré que R(ZTO) = Ey, on aura donc R([;) =
Eop, Vy:0<vy<p.

Prenant ensuite vy = p par la méme procédure, on obtient R([Tv) =Ky, Vy:0<vy<2p.
En avancant de cette maniere et apres un nombre fini de pas, on arrive a établir 1’égalité

R(L,) = Ey pour tout v € [0, 1].

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.4.3. 0
Proposition 2.4.4 L'opérateur L = L est fermé dans la topologie de Lo(D; H).
Preuve. Soit (u,) C D(L) = Hy' (D, H) telle que :

u, — u dans Ly(D; H), Lu, —> f dans Ly(D; H), n — oc.

De (2.69) on déduit que (u,) est une suite de Cauchy dans H™'(D; H), alors u, —
v dans H“'(D; H). Comme Hy'(D; H) est un sous-espace fermé de H-'(D, H), alors
v € Hy'(D, H). La convergence de u, — u dans H"*(D; H) entraine u, —» v dans
Ly(D; H), comme on a la convergence u,, —» u dans Lo(D; H), alors u = v, et le fait que
Poperateur L est borné de HY'(D, H) dans Ly(D; H) entraine que Lu = f. O
Soit I'opérateur L' = L.

D’aprés les propositions précédentes il s’ensuit que Popérateur L' = £ est continu de
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Hy'(D; H) dans Ly(D; H).

De plus, d’apres les propriétés des opérateurs a image fermée on a :

N(L') = R(L): = Lo(D: H)* = {0}

R(L')=R(L") = N(L)" = {0} = Lyo(D; H).

D’ott on en déduit que Popérateur L' est un isomorphisme de Hy''(D; H) dans Ly(D; H).
Définition 2.4.1 On note par L le prolongement faible de l'opérateur £ défini par :
<£~’u,v> = <u,ﬁv> = (u,f), Yue Hy'(D,H) etlv=fe Ly(D,H). (2.86)

Proposition 2.4.5 Le prolongement faible de l’opémteurﬁ coincide avec le prolongement

fort : (CA), =L

Preuve. On montre que

D(L) =D(L) et Lu= Lu, YueDL).

~ -~

Il est clair que D(L) C D(L).

En vertu du théoreme de Banach sur les opérateurs a image fermée, on déduit que
A _1 A -~

I'opérateur ([,) est défini sur le sous-espace fermé R(L) = N'(L')* et est continu.

On a :
(i) N(£)=R(L)*: ={0},
(1) N(L') ={0}.

Dou R(L) = Lo (D,H). Alors pour tout f € Ly(D,H), il existe une solution de
I’équation Lu = f. Soit v la solution de 1’ équation Lu = f pour un élément f fixé,
on montre que u = v.

A partir de (2.86) et (2.62), on a :
<z, ﬁu> <Z’z,u>
<Z,Zv> = (L2, U>

d’oul on obtient <£~’z, v — u> =0, VYze Hy'(D;H), ce qui signifie que w = v —u est la

=z f), Vze Hy'(D;H),

= (
=(z,f), Vz€Hy'(D;H),

solution faible de I’équation homogene Lu = 0. D’apreés Punicité de la solution faible on
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obtient u = v. Donc u =v € Hy'(D; H) et Lu= Lu = f.
Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.4.5. 0

Cette derniere proposition affirme que la solution du probléme (2.67) coincide avec la
solution forte. D’ott w € HY(D; H) N Ly(D, W) et vérifie (2.67) au sens fort, d’ott
D(L) = Hy'(D; H),
92w ow ow (2.87)

Lw = atlatg + Blsa + B268 + Aw = Bosw = f

En utilisant des techniques similaires a celles utilisées pour avoir l'estimation (2.15) on

établit 'estimation :
|AZw|)? < K| Boew|?, Vw € Hy''(D; H). (2.88)
De (2.88) et (A;), il vient :
1., 1 K
lw[* < = A2w||* < =2 Boew|>. (2.89)
Co Co
En remplagant w par A-'v dans (2.89) on obtient :
K
1A 0l* < == || Bo- A o> (2.90)
Co

On a:

1AZ ol = Jlol?

*A N\ [ PA N\

(a at2A51> Aslv‘:H(I_Afl) (atlatQA 1) Ao
PA N\,

{H([ A )(atl%A ) (470 — )

N PA N\
+H(I—A51) ((%%A 1) v

Passant a la limite dans (2.90), quand ¢ — 0 , on obtient v = 0.

D’ott R(Ly ,) = E, pour A = 0. O

quand ¢ — 0

et

Jpo:to] =

} — 0, quande — 0.

Deuxieme étape \ # 0.

On Considere maintenant le cas A # 0. On commenge par introduire le lemme suivant :
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Lemme 2.4.2 ]| existe une constante positive K indépendante de u, telle que :

(L = Logulll < Ellfullls, (2.91)

52
Ot10ty’
et ly, de D(Ly,) dans Lo(D, H), H'([0,T], H), etH'([0, T3], H) respectivement.

La démonstration du lemme est basée sur la continuité des opérateurs B = A Iy

©w

On suppose qu’on a montré que R(Ly, ) = E et on montre que R(L, ,) = E pour les A
au voisinage de Ag.

L’équation Ly ,u = F' peut étre écrite :
Loy = (Lagy + (A= X0) (L1 — Loy))u = F, (2.92)

par application de l'opérateur (L, )", on obtient :

u+ <>‘ - AO)(LAo,u)_l(LLu - LO,#)“ - (L/\o,u)_IE (2-93)

De (2.15) et (2.91) on a :
1(Zre) " Flll < VSIIEN,

et

I1(Zrge) ™ (Lau = Logullly < VSI(Lru = Logulll < mlfull]s,

ott m = kv/S.
Soit [A — Ao| < p < . Posons ¢ = (A — Xo)(Tng) ™ (L — Log) et h= (L)' F,
(2.93) devient

u+ Cu = h. (2.94)

[ Aw|[2
Comme [[¢]| = sup e
ueD(Le,) 11U

u=>3°,(—C)"h est donc la solution de I’équation (2.94).

n=0

< 1, (I + ) est inversible est la série de Neumann

Dot R(Ly,) =E pour |]A —X| < p < ;L,

Ensuite on pose A = p, on procede de la méme maniere, on obtient R(L,,) = E pour
0 < X < 2p. En avancant de cette maniere et apres un nombre fini de pas on arrive a
établir Pégalité R(Ly ) = E pour tout A > 0. Ce qui achéve la démonstration du théoréme
24.1. OJ

D’ou le corollaire suivant :
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Corollaire 2.4.1 Pour tout élément F = (f,¢,1) € E il existe une solution forte unique

w=(Ly,) ' F = (Ly,)F du probléme (2.1)-(2.2) vérifiant lestimation :
llulllt < SHFII,

ou S est une constante positive indépendante de A\, p et u.

2.5 Continuité de la solution par rapport aux pa-
rametres

Soit E! I'espace obtenu en complétant 1'espace C*°(D, W) par rapport a la norme

T (| oul? 7 (| oul?
{ (‘atl +|u|§/2) dt1+g (’% +|u|§/2) dt2]
t1=71

E est 'espace de Hilbert composé des éléments F' = (f, p, 1) tels que

2
[|ullly = sup
T€D

to=T1o

IEIE = 11 + llells + 1117 est finie,
ol
T
Il = [ (0P + ) dn
0

T> 9
el = [ (19 +1ol) dts
0

Théoréme 2.5.1 Soit réalisée les conditions du théoréme 2.4.1 et soit (fn, \n) —

(10, Ao) -
Alors

(L)\n:,ufn>71 — (L)\O,/J«())il’

au sens de la convergence simple.

Preuve. On montre que

i) s%p H(L’\””‘")ilH,s,ﬂ(E,El) < 00,

i) (L, )" = (Lagu) ' dans un sous-espace Z dense dans F.
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D’apres l'estimation (), on a :

MellZ <8 |[Brmtl|. ¥ue DT,

Comme la suite (u,,\,) converge vers (L, Ag) on peut choisir des constantes

dépendantes de pg et A\g et 12 et n3 qui dépendent de A\ telles que :

2 2 S
mllullizs < lllullly » Yu € D(La, pu,)-

2 2 2
me [[EIT < IFllg <nsllIFI™, VFeE.

La constante S ne dépend pas de pu, et de \,, alors, on obtient :

s < 2 Ty =8 [Tl vae DT o)
et donc sup H(LAnvﬂn)_IHg(E 1) 05 fini.

On pose & =R(Ly, ) et soit '€ 2, on a :
(L>\n:,un>_1F - (LAO,,UO)_lF S D(LAnvan)7
de 'inégalité (2.95), on obtient :

@) F = (o) [, < 8 [F ~ @) (T F[ (2.96)

On pose (Lyy o) 'F=h,ona:

2

9*h
Ot10t,

|[Trosah = @reB [ < 20100 = Aol

1B () = Bulo) || Pl o], + 1Bin) — Balu) 2y || oy s

1] (2.97)

1B (1tm) = Bulg1o) Py | Bl + 1B2ttn) = Batio) 12y || leyr,

Pour tout F' € 2, le membre droit de Iinégalité (2.97) tend vers zéro quand n —
oo, VF € &.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.5.1. O



Chapitre 3

Méthode de quasi-réversibilité pour
un probleme d’evolution mal posé

3.1 Position du probleme

Soit D = Dy x D, (D; =]0,T;[, (i = 1,2)) un rectangle borné de R? de variable t = (1, t)
et soit H un espace de Hilbert, ou la norme et le produit scalaire sont respectivement
notés par |.| et (.,.).
Soit u la solution du probleme :
Lu = 0F,u(t) + Ay (t)0hu(t) + As(t)du(t) + Au(t) = f(t), te D,
u(ty,0) = (ty), t €[0,T1], (IVP)
u(0,t2) = &(t2), t2 €[0,T3],
ou f est une fonction de variable ¢t € D et a valeurs dans H, ¢ et £ sont des fonctions

définies de [0, 7] et [0, T3] respectivement, a valeurs dans H et vérifient la condition :

A est un opérateur linéaire dans H, non-borné, auto-adjoint, défini positif et & domaine
de définition D(A) partout dense dans H.

Aq(t1) et As(ty) sont deux familles d’opérateurs bornés dans H, vérifiant :

Condition (/1) |Ai(t))x|* <6y |z[>, |Ax(ty)z|” < 6y )z|*, Vo € H,

ou 07 et d, sont des constantes positives indépendantes de t; et de x.

Soit la fonction y; [0, T3] — H, telle que x(0) = ¢(T1).

Considérons le probleme de minimisation suivant :
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pour tout € > 0 trouver la fonction & = &, telle que :

P = [ (T t) — x(t) Pt < = ")

La solution evidente du probleme (F) est de prendre u(7},t2) = x(t2) i.e. F(§) = 0 et
donc le probléeme de minimisation est résolu.

Ce choix nous conduit a I’étude du probleme :
Lu = 07 ,,0(t) + Ay (t1)0,v(t) + Aa(t1)0,v(t) + Av(t) = f(t), te D,
v(t1,0) =¥(t1), 4 €0,T1], (FVP)
v(Ty,te) = x(t2), to € [0, T3].
et prendre v(0,t2) = &(ta).
Mais le probleme (F'V P) n’est pas bien posé au sens d’'Hadamard. Pour vérifier que le
probléme (F'V P) est mal posé , on considére le probléme suivant :
92 u(t) + Ault) = £(2).
u(t1,0) = p(ty), (IVP?)
u(0,t2) = &(t2),
qui est un cas particulier du probleme (IVP), avec A;(t1) et Ay(t;) des opérateurs iden-

tiquement nuls. Ce probleme est bien posé et sa solution est donnée par :

u(tl, tg) == J0(2 t1t2A>¢(O) + /Ot1 J0(2\/ (tl - 81) tgA)wl(sl)dsl

+ [ 12t (ts — 52) AV (s2)dss + Ji ” / " D@yt — 51) (ta — 52) A)f(s1, 52)ds 51,

ou Jy est la fonction de Bessel donnée par :

n=0 (n|)2 7

Par un changement de variables, on peut montrer que la solution formelle du probléme

suivant :

07, v(t) + Av(t) = f(1),
v(t1,0) = Y(t), (FVP’)

v(Th,t2) = x(t2),
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est donnée par :

oty ta) = Jo(2y/= (T — t2) L AY(T}) — /Tl To(2y/= (51 — t1) t2A)0 (s1)ds:

t1

+ /;2 JO(Q\/_ (T — 1) (t2 — s2) A)X/(s2)ds2

_ /Ot2 /tT1 Jo(2y/= (51— t1) (t2 — 53) A) f(51, 52)dsrdso.

Remarquons que pour 0 <t; <51 <Tj, 0< 59 <ty < T,

o n

Jo(2y/= (51— t1) (b — 52) A) = 3

n=0 W

(s1 —t1)" (tg — 89)" — 00, quand A\ — co.

Alors, I'opérateur J0(2\/— (s1 —t1) (ta — s2) A) n’est pas borné. Ce qui implique que la
solution du probleme (FVP’) n’existe que pour des données (f, 1, y) appartenant a une
classe restreinte et on n’a pas la dépendance continue de la solution v par rapport aux
données. D’ott le probleme (FVP’) est mal posé, par conséquent, le probleme (FVP) est

aussi mal posé.

3.2 Méthode de quasi-réversibilité

Introduisons la méthode de quasi-réversiblité qui nous permet de construire une ap-
proximation de la solution du probleme (F'V P). Par approximation nous entendons une

fonction u, vérifiant :
81621t2u6(t) + Al (tl)amus(t) + AQ(t1>at2U€(t) + Aua(t) - f(t)7
Us(tl, 0) = "Lp(tl),

T
f \ue(Tl,tg) — X(t2)|2 dtQ — 0 quand e — 0.
0

3.2.1 Description de la méthode

Soit v, la solution du probleme
07 1, 0=(t) + A1 (t1) 0y, v:(t) + Aa(t1)Opve(t) + Acve(t) = f(t), t €D,
ve(t1,0) = 9(t), 4 €[0,Th], (Pe)
ve(Th,t2) = x(t2), t2 €10,T3],
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ou l'opérateur A est remplacé par la perturbation
A=Al +eA) ' =AJ, e>0.

Puis, on utilise u(0,t2) = v:(0,t3) = &.(t3) comme condition initiale dans le probléeme :
O 1, ue(t) + Ay (t1) Oy us(t) + Ag(t1) O uc(t) + Auc(t) = f(t), te D,
us(t1,0) = ¢(t1), t, €10,T1], (Q.)
u:(0,t9) = &(ta), to €0, T3],

Finalement, on montre que :
Ts
/|u8(T1, ty) — x(t2)|> dty — 0 quand ¢ — 0.
0

Dans la proprosition suivante on cite quelques propriétés de A, :

Proposition 3.2.1 [19] on a :

Je, Ac€ Z(H), || <L Al < ¢ Ve >0y
J.Au= AJ.u, Yue D(A);

li_r)réJeu:u, Yu e H ;

lim A.u = Au, Yu € D(A).
e—0

3.3 Analyse de la méthode

Dans [17] est démontré que le probleme (/V P) admet une solution unique et elle dépend
contintiment des données (f, v, &).

Gréce a la méthode des inégalités énergétiques on établit le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.1 Soit la condition (/1) vérifiée et soient f € Lo(D,H), ¥, ¢/ €
Lo(Dy, H), x, X' € Lao(Dy,H) et w(Th) = x(0). Alors le probléeme (P.) admet une

solution wunique et elle dépend continiment des données (f, 1, x).

Pour établir les résultats de convergence, on introduit la condition :
(o) les opérateurs Aq(m1), Ai(t1), As(s1) et A commute pour tout 71, t1, et s; dans
D;.
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3.3.1 Opérateurs R(t;, 1) et S(t1,7)

Pour définir les opérateurs R et S, on adapte les techniques développées par Akcen dans
2, 3]. Soient les problémes auxiliaires suivants :

Pour h: [0,T5] — H et z € D(A), on considere dans (71,71) x (0,73), (0 <7 <T}) les
problemes bien posés suivants :

02, U(t1,ta) + A1 (t1)0, Uty t2) + AU (t1, t2) = 0,

U(t1,0) = R(0), (%)
U(ry,ta) = h(ts),

O}V (t, o) + Ai(t1)0, V (1, t2) + AV (1, 12) = 0,

V(t1,0) = (t; — 1) Az, ()

V(Tl, tg) =0.
On définit Popérateur linéaire R(t1,71)h(t2) = U(ti,t2), (vesp.(S(t1, )z = V(t1,t2))

comme opérateur résolvant du probleme (Z£), (resp. ()).

Ces opérateurs vérifient certaines conditions citées dans le lemme suivant :
Lemme 3.3.1 [3]

Z1) R(t1,71)h(0) = h(0), 0 <m <Ty;

R (71, 11)h(t2) = h(t2) ;

R(t1,s1)R(s1,71)h(ts) = R(t1,m1)h(t2), 0 <7 <s1 <t <T};
Or, (R(t1, T1)h(t2)) = —R(t1, 71)0s, (R(s1,71)h(t2))] =, 3

P5) Oy, (R(t1,m1)h(t2)) = R(ty, 7)N (t2) — R(t1,71)h(0);

N

2

N

)

)

3)

P4)

)
P6) ? IR (t1, 1) h(te)|* dts < 6 §2|h(t2)|2dt2,
ot 03 = exp((4+25)(T1 +T3)) ;
D7) ?|R(t1,ﬁ)m|2dt2 < 263(t; — 71) ]Al/%f.

Remarque Gréace a la condition (&72) on peut établir la commutativité des opérateurs

R(Ty,t1) et Ay(t1) (resp. As(ty)) pour tout t; € Dy.

Proposition 3.3.1 Soit y(t) la solution du probléeme :
{ 07,1, y(1) + Ar(t)0y(t) + Aa(t1) O y(t) + Ay(t) = f(t),  te D,

W%
y(h,0) = (t), 4 € D, &)
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Alors, on a lidentité :

(915?;252 (R(Th, 1)y (#)) + As(t1) 881 (R(T1, 11)y (1)) + As(tr) 882 (R(Ty, t1)y(t))
= R(T1,t1) f — Ag(t1)S(T1, t1)Y — S(To, 1)y (3.1)

Preuve. Appliquant 'opérateur R(7}, ;) a I’équation du probleme (%), on a :

dy(t)
Ots

d%y(t)
O0t10t,

R ) A ) 2D LR As(t)

R(Th ) 3t1

+R(Th, 1) Ay(t) = R(T1, 1) f(t)

D’apres les propriétés (274) et (£5) du lemme 3.3.1, on obtient :

RAT ) A1) 20 = Ay (00) 2 (R(Ts )y(0) = Asfen) T2
= A (tl)aatl (R(Tv, t1)y(t)) + R(Th, tl)Al(tl)aaSl (R(s1, tl)y(t))|51:t1 ) (3.2)
R(Ty, tl)A2(t1)agg) - Ag(tl)ai (R(Th, t1)y(t)) + As(t1)S(Th, 1), (3.3)

Pyt) 0 dy(t) dy(t1,0)
Ot 0t %(R(Tl’tl) oty + 5T 4) oty

= T R t0) + LR
= 0t,0t, LAY oty ™

d’apres l'identité (£75), on peut écrire :

R(Tl, tl)

(R(s1,t1)y(t))]s,—,) + S(Th, t1)y"  (3.4)

0 0 0?
ajz(R(Thtl)afsl (R(s1,t0)y(1))]5,—,) = R(Thtl)a 2831(( (s1,t)y()ls,—,)
0
~S(T 1) 5 (Rls1 20y ()l ry = ta=0)- (3.5)
En substituant (3.5) dans (3.4), on obtient :

O*y(t) 0> 5?
Ot 0t = Ot,0ts (R(T1,t1)y(t)) +R(T1,t1)at28 1((R(31,t1)y(t))‘81:t1)

R(Ty,t1)

(T, “’51( (S(1, )]sy 1y 1ym0) + ST 1 (3.6)
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en tenant compte de

(R(s1:t0)y(1))],=0 = y(t1,0), 0 (R(s1:11)y(t))l 1,0 = 0,

5o
et de

O (R )y O)]se)) = —Ar () (Rt (0] e, — Au(t)

0810ts SL0Y si=t1/ 1“1 D51 S1,01)Y s1=t1 yit),

I'inégalité (3.6) devient :

R 1) T — T (R, 1)y(0) — RATL 1) A (1) o (R0, 2)y(0)
1,01 0t 0tk 1,01)Y 1, 01)A1lt sy 1,01)Y s1=t
En combinant les inégalités (3.2), (3.3) et (3.7), on trouve l'identité (3.1). O

Etablissons maintenant les résultats de convergences.

Théoréme 3.3.2 Soient les conditions (/1) et (2/2)) vérifiées et soient :

AY2f € Ly(D;H), Ay, AY' € Ly(Dy; H),

(S1)
Ax(ta), AY2xY' € Ly(Dy; H) et p(T1) = x(0),
alors on a :
[ul(Ty,t2) = X' (t2) |7, (pyurry — 0, quand & — 0. (3.8)
De plus, si
Af € LQ(D7H)7 AS/QI/)? A3/2¢/ € L2(D1aH)7
(32)

A3/2X7 AXI € LQ(DQa H) et 77/}(,1—'1) = X(0)7

alors on a lestimation :

2
(T t2) = X (t2) | Ly paiary < €C {IAF O i

2

+ HA3/2¢H12(D1;H) + HAWHZ(DMH) T HAB/%, La(D1;H)

+ HAS/QXH;(DQ;H) + HAX/Hiz(Dz;H)} : (3.9)
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Preuve. Appliquant 'opérateur R(7},t1) respectivement aux équations :
0?v.(t)
Ot 0ty
0*u.(t) Ou.(t)
81518252 atl

D’apres 1'dentité (3.1), on obtient :

Ov.(t)
oty

n AQ(tl)agftf) A (t) = ft),
Ou. (1)
ot

+ Ai(th)

+ Ai(t) + As(t1) + Auc(t) = f(2).

0? 9 9
T € A ar T, e Ay(ty)— T, e
Ot 0ty (R( 17t1)v ) + 1(t1>8t1 (R( 1 t1)1} )+ 2( 1)8t2 (R( 1 tl)v )

FR(T, 0)(Ae — Ao = R(T1, 10 f — As(t1)S(Th, t1)0 — S(Th, 1), (3.10)

0? P P
Ot10t, (R(T1,t1)ue) + A (tl)aftl (R(Th, t1)ue) + A2(t1)872 (R(Th, t1)ue),

- R(Tl, tl)f - Ag(tl)S(Tl, t1)¢ - S(Tl, tl)w/, (311)

On substitue A. — A = —eJ.A? dans (3.10) puis, on pose w. = R(T,t1) (v: —u:), on

obtient :
0w, (1) Owe(t) Owe ()
8t1 8252 0751 8t2

Pour continuer la démonstration du théoreme 3.3.2, on introduit le lemme suivant :

+ Al(tl) + Ag(tl) = €R(T1, tl)JsA2U5. (312)

Lemme 3.3.2 Sous les conditions du théoréme 3.5.2, on a l’estimation :

Ty
2 2
[ul(T1,t2) = X () N1y Dy = / [ul(Th, ta) — X' (t2)|” dty
0

2

< G [eR(T, 1) JAve (1, tQ)HLQ(D;H) . (3.13)

Preuve. Multipliant scalairement dans H I’équation (3.12) par

Ow.  Ow;
M e — >
Y=o o,
on obtient :
0 |we|* 0 |Owe]*
Oty | Oty oty | Oty

Ow, Ow. Ow. Ow. Ow, Ow.
—2Re <A1(t1) atl, atl + (‘3152) — 2Re (Ag(tl) 8t2’ 8t1 + 8t2>



3.3 Analyse de la méthode 76

Ow, N Ow,
oty Oty )

Intégrant I'inégalité (3.14) dans le rectangle (0,71) x (0,72), (0 <7 < Ty et 0 < 1 <Tp),

+2Re <5R(T1, t)J. A%, (3.14)

apres l'utilisation de quelques estimations élémentaires ainsi que la condition (&71), on

obtient : . ) . )
' Owe(t1, T2) i Ow, (11, t2)
— 2 dt /7 dt
/ ot Lt ot 2
0 0
T Ow.(t1,0)” 710w (0,45) [°
_/75 L |dt1—/€’2 dts
oty Ota
0 0
&ug tl t2 8w6(t1 tg) 2
(1 92) 2 // ! — = dt
< (0 i) ([t st
+//‘5R(T1,t1)A2JEv8 2 dt (3.15)
0 0

D’apres les égalités :
Us(tb 0) = us(tla 0) = ¢ (tl) ) UE(Oa t2> = UE(()?t?) = 65 (tQ) ’

on obtient :

we(t1,0) = R(Ty, t1) (ve(tr, t2) — uc(ty, t2))],,—g = 0,

we(0,t2) = R(Ty, t1) (ve(tr, t2) — uc(ty, t2))],,—g = 0,

T1 T2

d’ot, I'inégalité (3.15) devient :
2
M dtg < //’572 Tl,t1>JA Ue(tl,t2>‘ dt

/ oty dty +/
0 0
T1 T2 2
(e i o2) ] ([Pt
0

0
T2
dty + /
0

I'inégalité (3.16) peut étre écrite sous la forme :

80.}8 (’7‘1 N tz)
Oty

8015 (tl, t2) 2
Ot

) dt. (3.16)

On pose

" aws(tl, 7'2) 2

Ow. (11, t2) |
79(71)7—2) :/ atl “ (7—1 2)
0

Oty

Y

79(7'1,7'2) S ) (/ 19(81,7'2)d81 + /’19(7'1,82)d82> + G<7'1,7-2), (317)
0 0
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ou G(1,72) = flfQ’5R(T1,tl)JsAQUe(tl,t2)|2dt et d = ((1 + VO + V) + 2) '
00
Comme les fonctions 9 et G vérifient les conditions du lemme de Gronwall (voir lemme

2.3.2), on obtient :

3 2 T2 2 T1 T2
€ t 9 e 7‘[:
/M i + [ Bue(n, bs) dty < Cy [ [ ER(T, t) A2 o, )b, (3.18)
atl 8t2
0 0 00
oit C) = exp(20(Ty + T3)).
A partir de (3.18), on obtient :
Ty 2 Ty T»
Ow, (1, t
/ w(a:”) dts < Cy [ [|R(T ) A0t )] (3.19)
0 2 00

Soit 77 = T4, d’apres la propriété (£22) du lemme 3.3.1 on a :

w€(T1,t2) = R(Tl, Tl) (Ua(Tl,tQ) — U,E(Tl,tg)) = Ug(Tl’ tg) — Ua(Tl,tg)

= X(t2) —uc(Th,t2), (3.20)

en tenant compte de (3.20), on obtient :

Ty T 1o
2
[T ) = X ()P dts < € [ [ R(T 1) A%, )]
0 00
Ce qui acheve la démonstration du lemme 3.3.2. O

D’apres le lemme 3.3.2, on déduit que pour établir (3.8), il suffit d’estimer le c6té droit
de 'inégalité (3.13).

Pour cela, on multiplie scalairement dans H 1’équation (3.10) par :

ngAQ(a‘?51 (R(Ty, t1)ve) — 88152 (R(Ty, t1)ve)).

Posant R(71,t1)v-(t) = w(t), on a :

oty Oty

2
2Re <8w€ — eJ . A%w,, e J. A%

ow., Ow, ]
Ot10t,

ow, ow,
= —2Re (Al(tl)atl + AQ(tl)Tb7 EJEAQ[

oty Oty

ow, Ow, }>

12Re (R(Tl, B F = As(t)S(T1, 1) — S(Th, b, eJEAQ[%f ‘9;;’;]) NCET
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Utilisant 'identité :
(z,eA%J.y) = (Ve Az, e . Ay) + (e LAYz, e J.A3?y), (3.22)

I’égalité (3.21) peut étre écrite sous la forme :

ow.|> 0 ow. |?
A= A=
8t2 Vel oty | Oty e oty
B ow. |?
- A9t A=
6t1 \/_J tg 8751 eJe Ots
9 > 0 >
—8—tla€JAw6 —i—a—QeJAw6
ow ow ow ow
= —2Re (A A A= - ==
Re( (B 5y Aalt) e A mﬁ)

, ow, Ow,
+2R€ <R(T1,t1)f — Ag(t1)8<T1,t1)1p - S(Tl,tl)w ,€J€A2[ ot — ot ]) . (323)
1 2
Intégrant 1’égalité (3.23) dans (71,77)x (0,72), d’apres les égalités :
we(Th,t2) = R(T\,Ti)v(Th, t2) = ve(Th, t2) = x(t2),
we(t1,0) = (R(T1,t1)ve(t))] ;=0 = ¥ (t1),
on obtient 'inégalité :
%(717 TQ) + %(Tla 7—2) - <%i(,rl) 0) + %(Tla TQ)
+7(11, 72) + Ha(T1, T2), (3.24)
ou
%(7’1,7'2) =
Ty 2 P 2 )
:/ (‘\/_JA (tl,Tg) + ed. AS/zain(tl’Tz) + ’€J€A2w€(t1’7_2)‘ ) dtl
(31
%(7177—2) -
T2 a 2 4o a 2 ) 9
= / VEAT.—w.(11,t2)| + A /2. —w(1,t2)| + ’&4 JEUJE(T]_,tQ)‘ dt,
5 8152 8 2
o 2 2
H,(11,0) = / (\\/EAJ + |e AT | + [eA% ) dt,
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2
) dly.

ow, ow ow
A € . €
o = an o ]> at

T2

HiTm) = [ (Jveas

0

T2 T ow,
%(71,7-2) = 2R€/0 / (Al(tl) atl "‘A2(tl)

2 2
! —i—’eA?’/QJ ' +‘8A2J€X

T2 Th

A7) =2Re | [ (RTL0)£(8) = Aa(t)S(Ta,t0)0(1) = ST, 1) (1),

0 7

ow ow
A? £ 2= )
eJ. [(%1 o, ]) dt

Estimons le c¢oté droit de 1'égalité (3.24).

A partir de la condition (/1) et de application de quelques inégalités élémentaires, on

trouve :
Pr ’ ow, |*
%(7'177'2)4‘«%1(7'1,7'2 < 0/7[( a +‘€J€A3/28t18 )dt
+577 (‘\/_JA‘ ‘ J. A3/ 0 )dt
0 71 a 2 ’

T Th

=1 (’\/EJEAR(TI,tl) 1 + [ 1A R(T 1) ff) dt

07
7o 2 2
+362// (’\/EngS(Tl,tl)qﬁ‘ T | A2 S (T, ) )dt
0 7
7o 2 2
43 / / ('\/EJaAS(Tl,tl)w’ T | A2S (T 1) >dt, (3.25)
07
en utilisant les propriétés (£26) et (Z7) du lemme 3.3.1, on a :
H3(11,72) + (11, 72) < E1(71, T2) + E2(T1, T2), (3.26)
ol
T2 T1 ow 2
& (11, 72) = (‘\/_J A’ ‘6J€A3/28t5 )dt
1
07
T2 11 P 9 2
+6 / / VELAAMRZE we | g leg a3z A28 ) g
) ) Oto Oty
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et

T2 Ty
_ 2 3/2 |2
&y(r1,7) 3530/! (’\/EJEAf‘ + [eg A% )dt
T

+66,05T) / (\\/EJEAAW)w’z + \5J5A3/2A1/2)w]2> dt,

2
)dtl.

T

+685T) / (‘\/EJEAAV%/;’

T1

En tenant compte de 'inégalité (3.26), (3.24) on obtient :

2 I ’€J€A3/2A1/2w/

JO(T1,T2) + H6(T1,T2) < E1(T1, T2) + E3(T1, T2)
—l—jfl(Tl, 0) + %(Tl, 7'2). (327)

Comme on a :

T2

& (11,m2) <0 {/{«%ﬂl(ﬁ,tz) + J5(11, 1) bty + f{%(tl,ﬁ) + %(tlaTQ)}dtl} ;

0
et
éaQ(TlaTQ) + %(7170) + %(TlvTQ) S g2(07T2> + %(070) + %(Tlaj_é)?

de (3.27) on obtient :
%(717 T2) + %(Tlu 7-2)

S 5 {/2{%@'1,&) + :%(7—17t2)}dt2 + /{%(tl,TQ) + %(tl,Tg)}dtl}

+(§2(077—2) +’%(070) +’%(07T2>7 (328>

appliquant le lemme de Gronwall a linégalité (3.28) ainsi que quelques estimations
élémentaires, on obtient :

JO(T1,T2) + H6(T1,T2)
S Cl {£)2(0, TQ) + %(07 0) -+ %(TI,TQ)} . (329)

En remplagant 7, par 0, on obtient :

%(07 7—2) + 4%(07 7—2)
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< C {&5(0,Ty) + 74(0,0) + 245(T1,Ts) } (3.30)
On minore le membre gauche de I'inégalité (3.30) comme suit :
T ,
Q%i(()77—2> +%(077—2> 2 /‘€A2J6w€(tl)7—2)‘ dth
0
d’ou, il vient :
T ,
/‘€A2J£w£(tl,7—2>’ dtl S
0
< C1{&(0,Ty) + 54(0,0) + 4(Th, Ts) } . (3.31)
On integre 'inégalité (3.31) par rapport a 75 de 0 a T, on obtient :
Ty Ty ,
// €A% Jowe (ty, o) dt <
00
< ThC1{&(0,T) + 74(0,0) + H5(T1,Ts) } (3.32)
ou
3/2
£(0.Ty) = 353{”fAJf o+ A1 DH)}
3/2 27
6650 {H\/_A Tl v + A T . H)}
3/2 2
+605Th {H\/_A J @D Lao(DyH + HEA J ¢ La(Dy, H)} ’
27 3/2
H(0,0) {HsA T o |veAry| o+ 4 T o H)} ,
_ 2 3/2
(T, Tz) = {HgA J X La(Do,H) T H\/_AJ X La(Do,H) T HSA Jex! La(Do, H)}
d’ou, on a :
2 2 3/2
R, 1) LA @) |, <3G, {H\/_AJ i —— LA DH)}
3/2 27
+60152(53T1T2 {H\/_A JE@/J Lo(D1,H —f- HZEA 5¢ Lo(Ds H)}
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+60153T1T2{H\/_A3/2J51/1 La(DyH) + H5A2 sw Lo(DyH )}
+OiT {HEA J w Lao(D1,H + H\/_AJE¢ Lao(D1,H + H€A3/2J€¢ Lao(D1,H )}
+C1T {HgA JaX La(Da,H) T H\/_ JEX La(Da,H) T H5A3/2J€X La(Ds, H)} (3.33)

En combinant (3.13) et (3.33) et en utilisant quelques estimations élémentaires, on ob-

tient :

2
|l (Th,t2) — X/(t2)||L2 Do, H) =

6C25,Ty max(1,26,Ty, 2T) (H\/EJEAf y o + 94 £l o
™ ‘\/_J A3/2 Lg(Dl H) T ‘ iQ(Dl,H)
T ‘ VET A2y Lo(D1,H) t ‘ e J A% ;(Dl,H)
T ‘\/_J Aw Lo(D1,H) iQ(Dl H)
+ H&] APx Lo(Dy,H) T H\/_J AX Lo(Dy,H) T HE‘] AYEY! Lo(Ds, H))
En utilisant I'identité
AR = | LA 4 22 [ A 3R] + 2| 1A 0] s =0,1/2,1,

d’apres les propriétés de 'approximation de Yosida, on a :

3/2
H\/_AJngDH)—i_HA JfLQDH)
1/2
<A HA LQ(DH f()’L(DH)—>O, quand € — 0,
_ 3/2 27
Hale) = H\/_A JH’D Lo(Dy,H + HSA E¢ Lo(Dy,H)
<A = AL, 000 HJ A7y (pym — 0, quand € =0,
_ 3/2 27
Ha(e H\/_A Jew Lo(D1,H + HgA Ew Lo(Dy,H)

< %/3 = | Ay HL2 (D1, H —[|J: Aw HLg(Dl,H) — 0, quand e — 0,

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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3/2
Hale H\/_Ajsw Lo(D1,H) T HgA ng Lo(D1,H)
1/2 1/2
< A HA w La(Dut) ‘ J.A w LoD — 0, quand e -0, (3.39)
Hs(e) = H8A2 Al (Dot
< s = |AXI, oy — IT-AXI L, oy iy = 0, quand € — 0, (3.40)
_ 3/2
Hole) = H\/_AJ‘EX Lo(Da,H) +H A JSX Ly(D2,H) —
Hy = HAUQ ! ’ — 0, quand e —» 0.  (3.41)
Lo(D2,H) Lo(D2,H)

En combinant (3.34) et (3.36)-(3.41), on peut conclure :

2
Jue(Th, t2) = X' (E) |7, (po.1r) <

6C265Ty max(1, 20,1y, 2T} ) (4 Hy + Hs + Ky + Hs + Hg) — 0, quand & — (8.42)

On suppose que la condition (32) est satisfaite, a partir de 'identité (3.35), on obtient :

Hie) <e ||Af||ig(D,H) (3.43)

Hale) < e HA3/2 D) (3.44)

Ho(e) + Hae) < e[| a2y oo T EIAYIL 0,y (3.45)
Hy(e) + Hie) < e \\Ag/QX\’L2<D2,H) +e AN, byt - (3.46)

En combinant (3.34) et (3.43)-(3.46), on obtient :
2
[T t2) = X (t2) | Ly 0ty < €C (IAF O L0
+ay

+ HA?)/ZXHLQ(DQ,H) T HAX/Hiz(Dz,H)> )

ou C' = 6C%03T, max(1, 20,11, 2T}). Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.3.2. O

AWy iy + 472

Lo(D1,H) La(D1,H)

Proposition 3.3.2 Soit u. la solution du probléme (Q.), alors on a :

2

1/2 1/2,|?

Lg(Dl H)

at? Lz(Dz,H)
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2 2
[ Ay + X s ) (3.47)

e
La(D1,H)

Preuve. Multipliant scalairement dans H 1’équation (3.11) par

0

0
8t1 oy (R(Thtl)uf) ;

T
(R< 1’t1)u€) + at2

on obtient :
2 N P 2
Oty

9
ot

0 0
R(T, t1)uc(ts, 7)) %
2

67151( ( (R(T1, 71)ue(71,t2))

R(Th,t1)ue) + As(tr) =~ 0

o0, (R(Th, t1)ue),

— _9Re <A1(t1)£1(

o R + 5 (R0

= 2Re (R(T1,t1) f — Ax(t1)S(Th, t1)Y — S(Th, t1)Y"
0 0
[8251 (R(T1,t1)u:) + o (R(T7, tl)us)D (3.48)

En intégrant 'identité (3.48) dans (0,71) x (0,72) et en utilisant quelques estimations

élémentaires, on obtient :
2
0

T1
dt
/0 ot, 2

< 5/ / (‘ R(Th, t1)ue(th, b)) 2) dt

43 [ 7 (IR0 1P + 1 Aa(t) ST 06 + (ST 1)) dt

2

(R(T3, 11 )us(tr, 72))

dt1+/

2

3t2 R(Th Tl>us(T17 t2))

9
|5, (R(T t)ue(ty, 1))

+ /0 ail (R(Th, t1)uc(t, 0) S+ / R(T1, 0)u. (0, £2))| dts, (3.49)
On pose
nl 9 2 2
Z (1, 72) :/0 atl (R(T1, t1)uc(tr, 72))| dt +/ 3252 (R(T1, m1)ue(m1,t2))| dta,

comime on a -

/OT1 /072 ( 8(21 (R(T', t1)us(t1,t2))

/0 ' fl?(tl, Tg)dtl +/0 ’ 5(7'1, tz)dtg,

2

81%2 (R(T1, t1)ue(ty, t2))

2
)dt§
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de (3.49), il vient :
QP(TMTQ) S

5 {/0 fé‘p(tl, Tg)dtl +/0 QP(Tl,tQ)dtQ}

+3/ L (RSP + () ST )0 + (S(T, 1))

2
1 s dt / 2 o
+/0 oty 1, Ot

en appliquant le lemme de Gronwall a (3.50) ainsi que quelques inégalités élémentaires,

2

(R(T},t1)uc(t1,0)) (R(T1,0)u-(0,t3))| dta, (3.50)

on obtient :

Z(m, 1) <

30 [ [T (IRCT, ) 2+ A0S (T )0 + (S (T, )
0 0

T1 2 T2
i) / dt, + /
0 0

En utilisant les propriétés (£26) et (£7) du lemme 3.3.1, il vient :
2

1
/ dt, + /
0

< 30,64 / / ()2 dt + 6C18504T / AV2y] dty + 6C18,T, /0 Tl\
B B

T
G /0 oty Oty

En remplacant 7, par T3 et 75 par T5 et en minorant le c¢dté droit de 1’égalité (3.52) par

0 9
oty - (R(T1,0)uc(0,12))

(R(Th, t)uc(t1,0)) Ot

2dt2) . (3.51)

2

0 dty

o (R(Ty, t1)uc(t1, 72))

R(Tl, T1>U5(7-17 t2))

oty

2

(R(T}, t1)us(t1,0)) dt1+01 /OT2 (R(T1, 0)u(0,15))| dto.  (3.52)

| 9 2
[ |5 (RO T)uc(Ti )],
on obtient :
| 9 2
[ 5 (RO Tu(T )] dre
T
< 3014 dt +60,8,0,T [ |AY2]" dty + 6C10,T,
13// ‘ + 1231/‘ 1@‘ 1+ 131/0‘
il 0 | 9 2
401 [ |5 (ROTL )t 0) 0 [ |5 RT 0.6 da 353
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En utilisant les égalités :
R(Th, Th)uc(Th, t2) = uc(Th, t2),

R(Ty, t1)ue(t1,0) = uc(t1,0) = (t1),

R(Tl, O)US(O, tg) - R(Th O)U6(07 t2)7

il vient : )
‘ Oue (11, t2) <
Ot Lo(D2,H)
2 1/2,|1? 12 ,/||?
3C103 ”f||L2(D,H) +6C10203T3 HA Y Lo(D1,H) +6C105Th HA v Lo(D1,H)
112 |0 ?
+C1 ¢ 113 oy + Ch /0 - (R(T3, 0)0:(0,12))] dta. (3.54)
2
Pour  continuer la  démonstration, on  doit estimer I’expression
2
0 | (R(T1, 0)0:(0, 1)) dlt.
Pour cela on multiplie scalairement dans H 1’équation (3.10) par
0 0
— (R(Th,t1)ve) — = (R(Th,t1)ve)
(‘91&1( (Th, t1)ve) atQ( (T1, t1)ve)
puis on inteégre le résultat obtenu dans (71,7}) x (0,73), on obtient :
hy (11, 7o) 4 ho(T1, 72) = ha(71,0) + ho(T1, 72)
hg(Tl,Tg)+h4(7’1,7’2)+h3(7’1,7’2), (355)
ol
T 2
1] 0
mi(rm) = [ |5 (RO et )| dh
T1 1

Ty 2 2
+/ (‘\/gjaAR(Tl,tl)’Ua(tl,TQ)‘ + ’€J€A3/2R(T1,tl)ve(tth)’ >dt1,

1
2

0 dty

87752 (R(Ty, m1)ve(T1, t2))

T2
h2(7'177'2) :/o

b [ (VERARE, st )]

0 0

is(m1,75) = 2Re /0 " / T <A1(t1)at1 (RTyt)ue(t)) + Aa(t) g (R(T1, 0)0s()

T | APR(Ty, ), m)f) dt,
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0
g (R 0(0) = 51 (R0t

h 7'177'2 = QRG/ / Tl,tl f Ag(t1>S(T1,t1)¢ —S(Tl,tlﬁ/}/,

(R(Th tl)ve) — i (R(Tl, tl)’Ua)> dt

’ 371 Oty

D’apres les égalités :
R(Th, Th)ve(Th, t2) = ve(T1,t2) = x(t2),

R(T, t1)ve(t1,0) = v(t1,0) = (1),

on obtient :

B (71, 0) = /Tl (\W + |VerAg[ + ‘5JEA3/2¢)‘2) dt1,
T1

m(Tm) = [ (WP + [VELa[ + e di

Ona:
h (7'1, O) + hl(Tl, 7'2) < hl(() O) + hl(Tl,Tg) (356)

En utilisant les propriétés (£26) et (£27) du lemme 3.3.1 et quelques estimations

¢élémentaires, on obtient les inégalités :

2 2
0
A3 (11, 72)| < 5/ / (8t1 (Th, t)ve(ta, t2))| + ’%(R(Tl,tl)vg(tl,b)) )dt,
T T2
§ 5 {/ (hl(tl, 7'2) + hg(tl, 7'2)) dtl +/0 (hl(Tl,tQ) —+ hg(Tl,tQ)) dtg} y (357)

Ty
— Tz Ty
hatriom)| < By =30 [ [ 7P de+ 00Ty [ (6420 4 (420 ) dn, (359)
0

a partir de (3.56), (3.57) et (3.58) on obtient :

/T2
0

5 {/T (B (t1,7) + halty, 72)) dtr + /0 (1 (71, £2) + ha(71, 1)) dtg}

1

2

0
R(Ty, t1)ve(T1,t2))| dte < hy(11,72) + ha(T1, T2) <

at, U
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+hs + 11(0,0) + ho(T1, Tb), (3.59)

en utilisant le lemme de Gronwall on obtient :

/T2
0

2

0
dty < hy (71, 72) + he(T1,72) <

% (R(Ty, t1)ve(71,t2))

C (s + h1(0,0) + ha(T3, T) ) (3.60)

ce qui implique

2

Ts 2
dty < 3C103 HfHLQ(D,H)

9 R(To ) (mat)

sup ats

0<m <71 /0

2

+6C,65T) (52 [ZES -

)

2

+C (101 0y + [VEALY

+ |leA*2 g

2
La(D1 ,H))

2
LQ(DQ’H)) , (3.61)

La(D1,H)
2

401 (IX N sy + [VEATX

en utilisant I'identité (3.35), de (3.61) on tire

/T2
0

) + H&‘A3/2J5X

Lo(D2,H

9 (R(T1,0)v:(0,t2))

2
2
pTs dty < 3C103 ||f||L2(D,H)

2

+6C,85T) (52 laveyl} L+

HAl/Qw/

2

LQ(DluH)>
2

41 (101 0,m + 4720

2
L2(D1,H))

? ) . (3.62)

2
+C <||X/||L2(D2,H) + HA1/2X La(D2,H)

En combinant (3.54) et (3.62), on obtient :

Ou, 2
‘ aT(TI;tZ) < 90 (Cy + 1)d3 max(1,28,17, 217) (”ing(D,H) +
2 La(Da,H)
1/2 2 1/2, 1 2
+HA P HA -
1112 1/2 2 2
+ ‘ v Lo(Dy,H) t HA X Lo(Dao, H) + I HLQ(DQ,H)> 5 (3.63)

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.3.2. . 0
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Théoréme 3.3.3 On suppose que les conditions (/1) et (2/2) sont satisfaites et soient :

f € LQ(D7H)7 A1/2¢7A1/21/}/ € LQ(DhH))
(33)

AY2x x' € Ly(Dy, H) et (Ty) = x(0),

Alors, on a :

Aue(Ty, t 2

ugtl’ﬂ —X'(t2) — 0, quande — 0 (3.64)
2

Lo(D2,H)

Preuve. On considere 'espace M C Lo(D, H) x C(]0,T1], H) x C([0, T3], H) défini par
M = {F = (fﬂﬂ,X) : f € LQ(D>H)7 Al/%, Al/Qw/ € L2<D17H)7 Al/QXaX/ € L2<D27H)} :

muni de la norme

2
LZ(DlvH)

2

2 2 1/2
IR = 1F 1 o + A0 bt

+ HA1/2?/1/

A + W)

Soit . le sous-espace vectoriel de M défini par :
M = {F = (f,10,X) : Af € Ly(D; H), A%, A3 € Ly(Dy; H), A¥?x, AY' € Ly(Dy; H)}.

Soit I'opérateur linéaire G, défini de M dans Lo(D; H) par :

ﬁua (Tl s tg)

GglF:(f,Q/J,X)—>G5F: )
Ot

ol u. est la solution du probleme (Q,). Alors a partir de I'inégalité (3.48) on a :

IGF Iy pmry < Coll Fll3s (3.65)

En vertu de (3.65), on déduit que l'opérateur G, est borné.
De (3.9), on déduit :

|G F — X/”iQ(DQ,H) — 0 quand ¢ — 0,
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pour tout F' € .# . De la densité de I'espace .# dans M, on obtient :
2
|G F — X,”LQ(D%H) — 0 quand ¢ — 0,

pour tout F' € M. Ce qui acheve la démonstration du théoreme 3.3.3. |

On considere les problemes suivants :

071, V(1) + Ar(81)00, v (1) + Aa(t1) 002 (t) + A2 (t) = f(2)

vi(t1,0) =0, (P2)
v (Th, t2) = X" (t2),

OF 1, uz () + Ar(t1) 0 ul(t) + Az(t1)0pul(t) + Aul(t) = f*(2),

uk(t,0) =0, (QF)
uz(0,t2) = & (t2) = vZ(0,t2),

ou
Frtite) = [ (F(trs2)dsy + Aslt)o() + 0/ () dsy et X' (1) = [ x(s2)dsa.
0 0
'U:(tl,fQ) = /U5<t1,52)d82 et U:(tl,tg) = /Ue(t1752>d52.
0 0

v et u. sont les solutions des problemes (P;.) et (Q.) respectivement.
Il est clair que v¥, uf sont des solutions des problemes (PF) et (QF) respectivement, et

que les problemes (PZ) et (QF) sont des cas particuliers des problemes (P.) et (Q.)

13
respectivement.

En vertu des théorémes 3.3.2 et 3.3.3 on déduit le résultat suivant :

Théoréme 3.3.4 On suppose que les conditions (<7 1) et (</1) sont vérifiées et soient :
(04) f(? f<t1782)d82€L2(DaH)7waw,ELZ(DlaH)a
S
AYZ 7 x(s2)dsa, X € La(Da, H) et (Th) = x(0).

Alors, on a :

ou* ax*|I?

atQ (letQ) - 87{;2

2
= [luc(Th,t2) = X7, (pyy — 0, quand & — 0.
Lo(Da,H)
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De plus si :
) A [ f(t1,s0)dse € Ly(D, H), A, Ay’ € Lo(Dy, H),
&5
A3/2 (12 y(s9)dsy, Ax € Ly(Dy, H), et 9(Ty) = x(0),
on a:
8u* aX* 2 to 2
€ (Th t2) - — < 680%537_’2 maX(l, 252T1, 2T1) <3 HA/ f(tl, SQ)dSQ
Oty Oty Lo(Da, H) 0 L2(D,H)
2
+305T5 || AU 1y iy + 3T 1A% 2, (o
to 2
3/2 2
7 [“x(eass| AN ) (3.66)



Conclusion et perspectives

e Dans la présente these, on a traité deux classes de problemes bien et mal posés. Dans
la premiere classe on a étudié deux problemes non locaux, vu l'interét de ce type de
problemes dans beaucoup de domaines.

Dans le premier probléeme 'opérateur A est indépendant de la variable ¢, par contre dans le
deuxieme travail 'opérateur A est dépendant de t et les conditions aux limites contiennent
des opérateurs d’ou la complexité de I’étude.

On a montré Defficacité de la méthode des inégalités énergétiques dans I'étude de ces
problemes. Grace aux estimations a priori établies on a pu démontrer des théoremes
d’existence, d’unicité et de stabilité.

Comme perspectives, on se propose d’étudier des problemes d’ordre supérieur, toujours

dans le cas non local, par exemple le probleme :

azm—i-l U 82m+1 U

~ gemtl t + 92m+1y,

fuu + 5# A(tLtQ, ,u) u = f<t17t2>, te D= (O, Tl) X (O,Tg),

A ku .
== =z =0 0<k<m-1, (1=1,2),
otk £=0 otk t=T, == ( )
_ oMy oMy _
hau = Bi(p) G|, _ — Balw) G|, _, = @lt2), 2 €[0T,
My My
by = Ba(u) G|, _, — Baw) G|, _, = ¥(tr), 11 €[0,Th].

ou A(t, pu) est un opérateur linéaire dans H, non-borné, By () et By(j1) sont des opérateurs
dépendant d'un parametre complexe .

Quant a la deuxieme classe, elle comporte 1’étude d’un probleme mal posé. L’approche
utilisée dans cette analyse repose sur la méthode de quasi-réversibilité qui nous a permis
d’établir plusieurs résultats de convergence.

Notre deuxieme objectif sera de déterminer des stratégies de régularisation pour stabiliser
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certains problemes mal posés, par exemple le probleme suivant :

Déterminer la source P sachant que u(t) vérifie :

02 u(t) + Au(t) = P, te D= (0,T1) x (0,Ty)
u(t,0) = ¥(ty), t €0,

w(0,ts) = E(ts),  ta € [0,Ty)

D(u) = u(Th, Ts) = ¢.
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