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Directeur de Thèse : Prof. Rebbani Faouzia U. Annaba

Jury :

Président : Khodja Brahim Prof. U. Annaba
Examinateur : Mazouzi Said Prof. U. Annaba
Examinateur : Aibeche Aissa Prof. U. Sétif
Examinateur : Morsli Mohamed MCA. U. Tizi-Ouzou

Année 2007



 

 ملخص

 

 

في القسم الأول تقوم بدراسة  مسألة ،في هذه الدراسة  نقوم بدراسة قسمين من المسائل   

وحدانية   و وجود بالاعتماد على متراجحات الطاقة نبين  .حدية ذات شروط غير محلية 

   بالنسبة للمعطيات. ه الحل و كذا استقرار

باستعمال طرق تسوية لتحقيق  سيئة الطرح  ما في القسم الثاني نتناول بالدراسة  مسألةأ

.الاستقرار  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ،الاستقرار  ،مسألة عكسية   ،مسألة سيئة الطرح ،متراجحات الطاقة :الكلمات المفتاحية

.التسوية  



Abstract

In this work we study certain classes of evolution problems. In the first class, we study two
non-local problems, we establish the existence and uniqueness of the strong solution and its
continue dependence on the data. The proofs are based on energy inequalities and on the
density of the range of the operator generated by the considered problem. In the second class,
we investigate an ill-posed problem by using the modified quasi-reversibility method.

Key words : a priori estimate , ultra-hyperbolic equation, nonlocal conditions, ill-posed
problem, regularization, quasi-solution, quasi-reversibility method.



Résumé

Dans le présent travail on étudie certaines classes de problèmes d’évolution. La première classe
est consacrée à l’étude de deux problèmes aux limites avec des conditions non locales. On
établit des résultats d’existence et d’unicité de la solution forte et sa dépendance continue
par rapport aux données, grâce à la méthode des inégalités énergétiques. La deuxième partie
est consacrée à l’étude d’un problème mal posé en utilisant la méthode de quasi réversibilité
modifiée.

Mots clés : inégalité énergétique, équation ultra-hyperbolique, conditions non locales,
problème mal posé, régularisation, méthode de quasi-réversibilité.
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Introduction

0.1 Problématique

Beaucoup de problèmes de la physique-mathématique peuvent être modélisés par

des équations aux dérivées partielles. Par ”modèle” nous entendons une équation

qui, jointe à des conditions aux limites s’exprimant sur la frontière du domaine, où le

phénomène évolue. Ce type de modélisation est aujourd’hui l’un des thèmes les plus

importants de la compréhension scientifique, il constitue en effet, la première étape d’une

démarche qui est composée en général de trois ; la deuxième est constituée par l’analyse

théorique du problème, l’étape finale consistant en l’implémentation numérique.

0.1.1 Equations d’évolution multi-temporelles

Les modèles mathématiques pour un certain nombre de phénomènes naturels peuvent

être formulés en termes d’équations multi-temporelles (existence des temps multiples).

La théorie de ce type d’équations est apparue et a commencé à se développer dans les

années cinquante dans les travaux fondamentaux de V.P. Mikhailov [63, 64]. Elles

interviennent, par exemple dans la théorie du mouvement Brownien [18], la théorie du

transport [4], la biologie [49], ainsi que dans d’autres phénomènes physiques.

Des résultats nouveaux sur l’existence et l’unicité de solution de quelques problèmes ultra-

paraboliques ( les problèmes paraboliques dans le cas multi-temporel) on été établis par A.

Friedmann [35][35], N.S. Gencev [39][39], S.G. Pyatkov [71][71], D.R. Akhemetov

et al. [5][5] et d’autres auteurs.

Pour le cas ultra-hyperbolique (les problèmes hyperboliques dans le cas multi-temporel)

avec des conditions classiques, les principaux résultats ont été établis dans la série des
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travaux de N.I Brish et N.I. Yurchuk [15, 16, 17] et H.O. Fattorini [37][37]. Des

problèmes à conditions non locales associées aux équations ultra-hyperboliques ont été

étudiées par F. Rebbani et al. [43, 73, 74][43, 73, 74].

Le cas ultra-parabolique d’ordre supérieur est traité par G.A. Anastassiou [6][6].

Il est important de noter qu’il n’existe pas encore, pour ce type d’équations, une théorie

générale. Ceci est dû à la relative nouveauté de cette démarche et à la complexité des

questions qu’elle soulève. Chaque problème nécessite donc un traitement spécifique. Ce

qui souligne l’actualité du sujet que nous traitons dans notre thèse.

0.1.2 Problèmes bien et mal posés et problèmes inverses

Le mathématicien confronté à une équation différentielle se pose d’abord la question de

l’existence et l’unicité des solutions, après ce sont les questions de stabilité qui appa-

raissent.

Dans les mathématiques modernes tous les problèmes peuvent être classés en deux

catégories problèmes bien posés (ou correctement posés) et problèmes mal posés.

Considérons l’équation opérationnelle suivante :

Au = z, u ∈ U, z ∈ Z, (E)

où U et Z sont des espaces métriques.

On dit que le problème (E) est bien posé au sens d’Hadamard si pour tout z ∈ Z la solu-

tion existe ; elle est unique ; et elle dépend continûment du second membre, i.e l’opérateur

A−1 est défini sur tout Z et il est continu. Si une de ces trois conditions n’est pas satisfaite

le problème est dit mal posé.

Cette définition à été introduite dans l’ouvrage célèbre d’ Hadamard [46][46] dès 1923.

Bien entendu ces notions doivent être précisées par le choix des espaces dans lesquels les

données et la solution sont considérées.

Dans les dernières années, des progrès considérables ont été établis dans l’analyse des

problèmes mal posés vu l’intérêt que soulève ce type de problèmes. Par exemple dans le

domaine de la physique atmosphérique, la prospection pétrolière, l’imagerie médicale et

autres.
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Quant aux problèmes inverses dont la définition nous est donnée par J.B. Keller [56][56]

”deux problèmes sont dits inverses l’un de l’autre si la formulation de l’un met l’autre

en cause”, on les retrouve dans plusieurs situations, par exemple en reconstituant l’état

initial d’un système à partir de son état final, ou d’une évolution partielle, et également

en cherchant la source d’un phénomène donné et d’autres.

Une définition plus opérationnelle est qu’un problème inverse consiste à déterminer les

causes connaissant les effets. Ainsi, ce problème est l’inverse de celui appelé direct, consis-

tant à déduire les effets, les causes étant connues.

0.1.3 Conditions non locales

Durant les dernières années, parmis les problèmes aux limites non classiques pour les

équations différentielles aux dérivées partielles une place importante est occupée par les

problèmes avec des conditions non locales, en particulier les conditions qui relient les

valeurs des solutions et leurs dérivées en deux ou plusieurs points intérieurs ou frontières

du domaine considéré. Une définition générale de ces conditions et leur classification ont

été données, en particulier, par Nakhushev dans [66][66].

Dans [29][29] Dezin a montré pour la première fois que pour certaines équations aux

dérivées partielles dans certains domaines, le problème aux limites n’est correctement

posé que seulement si les conditions utilisées sont non locales. Ce type de conditions

non standard reflète une grande réalité dans la modélisation mathématique de quelques

problèmes naturels dans plusieurs domaines comme la biotechnologie [75][75] et la biologie

[67][67].

Ces conditions ont été associées à des problèmes paraboliques et hyperboliques [10, 11,

20, 25, 26][10, 11, 20, 25, 26] et ont été étudiées par plusieurs auteurs. Les principaux

résultats dans l’étude des problèmes non locaux de type :

L( ∂
∂t
,Dx) = ∂nu

∂tn
(x, t) =

n∑
j=1

Pj(Dx, t)
∂n−ju(x, t)
∂tn−j

+ f(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

A(Dx)
∂ju

∂tj

∣∣∣∣∣
t=0

+B(Dx)
∂ju

∂tj

∣∣∣∣∣
t=T

= ϕj(x), j = 0, 1, ...., n− 1, x ∈ Ω,

ont été établis par B.I. Ptashnyk [50, 69, 70][50, 69,70], L.V. Fardigola [14, 33,

34][14, 33, 34], A. Ashyralyev [10, 11][10, 11], V.I. Chesalin [25, 25][25, 26]. Quant



0.1 Problématique 4

aux problèmes engendrés par des équations multi-temporelles à conditions aux limites non

locales, ils ont été traités une partie par F. Rebbani et al. [43, 73, 74, 87][43, 73, 74, 87].
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0.2 Contenu de la thèse

Le but de la présente thèse est d’étudier certains problèmes aux limites pour des

équations opérationnelles de second ordre, elle est composée d’une introduction et

de trois chapitres.

Dans l’introduction, on rappelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle ainsi que les

outils mathématiques nécessaires pour l’étude des problèmes posés.

Le premier chapitre est consacré à l’étude d’un problème aux limites avec des conditions

non locales. L’étude est basée sur ce qu’on appelle la méthode des inégalités énergétiques.

On considère dans D=]0, T1[×]0, T2[ un rectangle borné de R2 l’équation suivante :

Lu = ∂2u

∂t1∂t2
+ sign(1− |µ2|2) ∂u

∂t1
+ sign(1− |µ1|2) ∂u

∂t2

+sign[(1− |µ1|2)(1− |µ2|2)]Au = f(t),
(1)

avec les conditions non locales :

lµ1u = u|t1=0 − µ1u|t1=T1 = ϕ(t2), lµ2u = u|t2=0 − µ2u|t2=T2 = ψ(t1), (2)

où A est un opérateur non-borné, µ = (µ1, µ2) est un paramètre complexe.

Pour ce problème, on établit des théorèmes d’existence, d’unicité de la solution forte, sa

dépendance continue par rapport aux données (f, ϕ, ψ) ainsi que sa continuité par rapport

aux paramètres µ1 et µ2.

Ces résultats sont obtenus grâce à la méthode des estimations a priori (méthode des

inégalités énergétiques) qui est une méthode efficace pour l’étude de beaucoup de

problèmes de la physique mathématique. Elle résulte des idées introduites par J. Le-

ray [60][60] et L. Garding [38][38] et de celles développées dans les travaux de N.I.

Yurchuk [84, 85, 86][84, 85, 86].

Elle est caractérisée de la manière suivante :
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le problème posé est reécrit sous la forme opérationnelle :

Lu = (Lu, lµ1u, lµ2u) = F.

Pour l’opérateur L agissant d’un espace de Banach B dans un espace de Hilbert E, on

établit une estimation a priori de la forme :

‖u‖B ≤ c‖Lu‖E, ∀u ∈ D(L). (3)

Cette inégalité est obtenue en général par une étude détaillée de la forme obtenue en

multipliant scalairement l’équation (1) par u ou ses dérivées et une certaine fonction

poids.

On montre ensuite que l’opérateur L admet une fermeture L. La solution de l’équation :

Lu = F, (4)

est appelée solution forte du problème considéré.

Par passage à la limite, on prolonge l’estimation (3) aux solutions fortes :

‖u‖B ≤ c‖Lu‖E, ∀u ∈ D(L). (5)

A partir de (5) on déduit :

ı) L’unicité de la solution forte et sa dépendance continue des données quand elle existe ;

ıı) l’ensemble des images de l’opérateur L, noté R(L) est égal à R(L).

La dernière étape consiste à démontrer l’existence de la solution forte et donc établir la

densité de R(L) dans E.

Dans le deuxième chapitre on étudie dans le domaine D = ]0, T1[ × ]0, T2[ , le problème

ultra-hyperbolique suivant :



∂2u

∂t1∂t2
+ A(t)

(
u+ λ

∂2u

∂t1∂t2

)
= f(t),

l1µu = B1(µ) u|t1=0 −B2(µ) u|t1=T1
= ϕ(t2),

l2µu = B1(µ) u|t2=0 −B2(µ) u|t2=T2
= ψ(t1),

où A(t) est un opérateur non-borné dépendant de t, d’où la complexité de l’étude qui

nous oblige à faire appel aux opérateurs de régularisation.
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En utilisant la même démarche, qui se base sur le choix des multiplicateurs, on établit

des résultats d’existence, d’unicité de la solution forte et sa dépendance continue par

rapport aux données.

Le chapitre trois est consacré à l’étude d’une classe de problèmes mal posés. Cette

étude est un prolongement des travaux traités par E.M. Aksen dans [2, 3][2, 3].

Soient H un espace de Hilbert et u la solution du problème :
Lu ≡ ∂2

t1t2u(t) + A1(t1)∂t1u(t) + A2(t1)∂t2u(t) + Au(t) = f(t), t ∈ D,

u(t1, 0) = ψ(t1), t1 ∈ [0, T1],

u(0, t2) = ϕ(t2), t2 ∈ [0, T2],

(P1)

où f est une fonction de variable t ∈ D et à valeurs dans H. ψ et ξ sont des fonctions

définies de [0, T1] et [0, T2] respectivement, à valeurs dans H et vérifient la condition :

ψ(0) = ϕ(0).

A est un opérateur linéaire dans H, non-borné, auto-adjoint, défini positif. A1(t1) et A2(t1)

sont deux familles d’opérateurs bornés dans H. Pour χ ∈ L2((0, T2);H) on considère le

problème de minimisation suivant :

Pour ε > 0 donné, déterminer la fonction χ telle que :

F(ϕ) =
∫ T2

0
|u(T1, t2)− χ(t2)|2 dt2 ≤ ε.

La solution la plus évidente est de choisir u(T1, t2) = χ(t2), i.e. F(ϕ) = 0. Ce qui nous

conduit à l’étude du problème suivant :


Lu ≡ ∂2

t1t2u(t) + A1(t1)∂t1u(t) + A2(t1)∂t2u(t) + Au(t) = f(t), t ∈ D,

u(t1, 0) = ψ(t1), t1 ∈ [0, T1],

u(T1, t2) = χ(t2), t2 ∈ [0, T2].

(P2)

et prendre u(0, t2) = ϕ(t2).

Un tel problème n’est pas bien posé au sens d’Hadamard. Plusieurs méthodes ont été

proposées pour traiter ce type de problèmes, on retrouve la méthode de quasi-réversibilité

(M.Q.R) proposée par Lions et Lattes [61][61], la méthode de la valeur aux limites
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auxiliaire (Q.B.V method) dans les travaux de Showalter [76][76] et G.W. Clark

[27][27], la procédure iterative introduite par V.A. Kozlov et V.G. Maz’ya [57][57] et

la méthode de quasi-solution (Q.S.-method) de Tikhonov [78][78].

Dans la méthode de quasi-réversibilité, l’idée principale consiste à remplacer l’opérateur

A dans (P2) par Aε = gε(A). Lattès et Lions ont proposé gε(A) = A − εA2, ce qui

leur a permis de construire une régularisation et de neutraliser le caractère mal posé du

problème. On remarque ici que le terme correcteur εA2 est d’ordre deux, ce qui induit

une difficulté sérieuse pour l’implémentation numérique.

Dans notre travail, on propose une perturbation basée sur l’approximation de Yosida

gε(A) = A(I + εA)−1, l’avantage de cette perturbation est qu’elle nous permet de passer

à un problème où le coefficient opératoriel est borné, ce qui facilite l’étude de problème

perturbé, et donne de meilleurs résultats de convergence par rapport à ceux de Lattès

et Lions.
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0.3 Rappels

0.3.1 Opérateurs linéaires

On désigne par :

E et F des espaces de Banach.

L (E,F ) espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de E dans F, muni de la norme

‖A‖L (E,F ) = sup
x 6=0

‖Ax‖F
‖x‖E

.

L (E) espace vectoriel des opérateurs linéaires continus dans E .

H : espace de Hilbert.

Opérateurs bornés

Théorème 0.3.1 [Banach-Steinhaus].

Soient (Ai)i∈I une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et

continus de E dans F . On suppose que

sup
i∈I
‖Aix‖L (E,F ) <∞, ∀x ∈ E.

Alors

sup
i∈I
‖Ai‖L (E,F ) <∞.

Théorème 0.3.2 Soit A un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F. Alors A−1

est continu de F dans E.

Théorème 0.3.3 Soit A un opérateur linéaire continu de E dans F . A−1 existe et est

continu si et seuleument si il existe une constante m > 0 tel que :

‖Ax‖ ≥ m ‖x‖ , ∀x ∈ E

Théorème 0.3.4 [Théorème du graphe fermé] Soit A un opérateur linéaire de E

dans F. Supposons que le graphe de A est fermé dans E × F. Alors A est continu.

Opérateurs linéaires non-bornés.

Définition 0.3.1 On appelle opérateur linéaire non-borné de E dans F toute application

linéaire A définie sur un sous-espace vectoriel D(A) ⊂ E, à valeurs dans F. D(A) est le

domaine de A.
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Définition 0.3.2 On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans

E × F.

Remarque L’opérateur fermé A peut être considéré comme un opérateur borné de son

domaine D(A) muni de la norme du graphe dans E.

Théorème 0.3.5 Si l’opérateur fermé A est défini sur tout l’espace E, alors il est borné.

Définition 0.3.3 On dit que A est fermable s’il admet un prolongement fermé. Autre-

ment dit A est fermable si l’adhérence G(A) de son graphe est un graphe. L’opérateur

fermé A dont le graphe G(A) = G(A) est appelé fermeture de A.

Définition 0.3.4 Soit A un opérateur non-borné à domaine dense. On va définir un

opérateur non-borné A∗ : D(A∗) ⊂ E∗ → F ∗ comme suit. On pose

D(A∗) = {v ∈ F ∗; ∃c ≥ 0 tel que |〈v,Au〉| ≤ c ‖u‖ ∀u ∈ D(A)} .

Etant donné v ∈ D(A∗), on considère l’application g : D(A)→ R définie par :

g(u) = 〈v,Au〉 , u ∈ D(A).

La fonctionnelle g peut être prolongée de façon unique en une application linéaire f : E →

F telle que :

|f(u)| ≤ c ‖u‖ , ∀u ∈ E.

Par suite f ∈ E∗. On pose : A∗v = f.

L’opérateur A∗ est appelé l’adjoint de A. La relation qui lie A et son adjoint A∗ est donnée

par :

〈v, Au〉F ∗,F = 〈A∗v, u〉E∗,E , ∀u ∈ D(A), ∀v ∈ D(A∗).

Proposition 0.3.1 Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur non-borné à domaine dense.

Alors A∗ est fermé i.e. G(A∗) est fermé dans F ∗ × E∗.

Théorème 0.3.6 Soit A un opérateur fermé de domaine D(A) dense dans E. Si A admet

un inverse A−1 ∈ L (F,E), alors (A∗)−1 existe et est borné de plus :

(A∗)−1 = (A−1)∗
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Corollaire 0.3.1 Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =

E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) D(A) = E

(ii) A est borné

(iii) D(A∗) = F ∗

(iv) A∗ est borné.

Dans ces conditions on a :

‖A‖L (E,F ) = ‖A∗‖L (F ∗,E∗)

Théorème 0.3.7 Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur non-borné, fermé, avec D(A)

= E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) R(A) est fermé,

(ii) R(A∗) est fermé,

(iii) R(A) = N (A∗) ⊥,

(iv) R(A∗) = N (A) ⊥.

Théorème 0.3.8 Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) =

E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est surjectif,

(ii) il existe une constante C > 0 telle que :

‖v‖ ≤ C ‖A∗v‖ , ∀v ∈ D(A∗),

(iii) N (A∗) = {0} et R(A∗) est fermé.

Théorème 0.3.9 Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur non borné, fermé, avec D(A)

= E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A∗ est surjectif,

(ii) il existe une constante C ′ > 0 telle que :

‖u‖ ≤ C ′ ‖Au‖ , ∀u ∈ D(A),

(iii) N (A) = {0} et R(A) est fermé.
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Corollaire 0.3.2 Soit A un opérateur non-borné dans E, fermé, avec D(A) = E.

L’opérateur A admet un inverse borné A−1 sur E si et seuleument s’il existe deux

constantes k1 et k2 telles que :

‖u‖ ≤ k1 ‖Au‖ , ∀u ∈ D(A),

‖u‖ ≤ k2 ‖A∗u‖ , ∀u ∈ D(A∗).

Opérateurs auto-adjoints

Définition 0.3.5 Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur dans H de domaine

dense D(A).On dit que A est auto-adjoint si A∗ = A .i.e. D(A) = D(A∗) et (v, Au) =

(Av, u), ∀u, v ∈ D(A).

Proposition 0.3.2 Un opérateur auto-adjoint est fermé.

Proposition 0.3.3 Soit A un opérateur auto-adjoint inversible. Alors A−1 est auto-

adjoint.

0.3.2 Opérateurs dépendant d’un paramètre

Définition 0.3.6 La fonction t→ A(t) ∈ L (E,F ) est simplement continue en t0 ∈ [0, T ]

si, pour tout x ∈ H la fonction y(t) = A(t)x est continue en t0 i.e. ∀x ∈ H, la fonction

‖y(t) − y(t0)‖F = ‖A(t)x − A(t0)x‖F → 0, quand t → t0. Et simplement continue sur

[0, T ] si elle l’est en tout point de [0, T ].

Définition 0.3.7 La fonction t→ A(t) ∈ L (E,F ) est fortement continue en t0 ∈ [0, T ]

si, ‖A(t)− A(t0)‖L (E,F ) → 0, quand t → t0. Et fortement continue sur [0, T ] si elle est

en tout point de [0, T ].

Lemme 0.3.1 Si l’opérateur A(t) ∈ L (E,F ) est simplement continu sur [0, T ]. Alors il

est uniformément borné par rapport à t.

Définition 0.3.8 L’opérateur A(t) ∈ L (E,F ) est simplement dérivable en t0 si, pour

tout x ∈ E la fonction y(t) = A(t)x ∈ F est dérivable en t0 et simplement dérivable sur

[0, T ], si elle est en tout point de [0, T ].
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Lemme 0.3.2 Soit A(t) un opérateur non-borné. On suppose que A(t) est simplement

continûment dérivable sur son domaine de définition D(A(t)), et B(t) est un opérateur

linéaire borné, simplement continûment dérivable. Alors l’opérateur C(t) = B(t)A(t)

défini sur D(A(t)) est simplement continûment dérivable, et on a :

C ′(t)u = B′(t)A(t)u+B(t)A′(t)u, u ∈ D(A(t)), t ∈ [0, T ]

Lemme 0.3.3 Soit A(t) un opérateur non-borné. On suppose que A(t) est simplement

continûment dérivable sur D(A(t)), et admet un inverse A−1(t) borné. Alors

(
A−1(t)

)′
= −A(t)−1A(t)′A(t)−1.

Lemme 0.3.4 Soit A(t) un opérateur auto-adjoint défini positif, à domaine de définition

D(A(t)) indépendant de t et simplement continûment dérivable sur D(A(t)). Alors

l′opérateur Aα(t), 0 ≤ α ≤ 1, est simplement continûment dérivable sur D(A(t)).

Pour plus de détails sur les opérateurs dépendants d’un paramètre, voir S.G. V.P. Krein

[55].

0.3.3 Opérateurs de régularisation

Les opérateurs de régularisation sont un outil qui permet de faire correspondre à un

élément d’un espace fonctionnel donné sa régularisée qui est un élément qui possède des

propriétés de régularité plus importante et qui lui est en même temps ”proche” par rap-

port à la norme considérée.

Soit A(t)un opérateur non-borné, fermé dans H, à domaine de définition D(A)

indépendant de t, dense dans H. Pour cet opérateur on définit la famille d’opérateurs

(Rε(t))ε>0 ayant les propriétés suivantes :

(i) l’opérateur Rε(t) est fortement continu en t, et uniformément borné en ε,

(ii) l’opérateur Rε(t) commute avec A, quand ε→ 0,

(ii) l’opérateur Rε(t) applique H dans D(A),

(iv) l’opérateur Rε(t) converge fortement vers I, quand ε→ 0.

Méthode de prolongement par rapport au paramètre
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Théorème 0.3.10 Soient E1 et E2 deux espaces de Banach et L0, L1 deux opérateurs

linéaires bornés de E1 dans E2. Pour tout r ∈ [0, 1], on pose :

Lr = (1− r)L0 + rL1.

On suppose qu’il existe k > 0 telle que :

‖u‖E1
≤ k ‖Lru‖E2

,

où r ∈ [0, 1]. Alors L1 est un isomorphisme entre E1 et E2 si et seulement si L0 est un

isomorhisme entre E1 et E2.

D’autres notions et inégalités seront utilisées telle que l’ε inégalité :

2 |Re(x, y)| ≤ ε |x|2 + ε−1 |y|2 , ε > 0.



Chapitre 1

Problème aux limites pour une
équation différentielle abstraite avec
conditions aux limites non locales

1.1 Position du problème

Soit D =]0, T1[×]0, T2[ un rectangle borné R2 de variable t = (t1, t2) et soit H un espace

de Hilbert où la norme et le produit scalaire sont respectivement notés par |.| et (.,.).

On considère dans H l’équation suivante :

Lu = ∂2u

∂t1∂t2
+ sign(1− |µ2|2) ∂u

∂t1
+ sign(1− |µ1|2) ∂u

∂t2

+sign[(1− |µ1|2)(1− |µ2|2)]Au = f(t),
(1.1)

où u et f sont des fonctions de variables t = (t1, t2) ∈ D et à valeurs dans H, µ1 et µ2

sont des paramètres complexes, avec |µi| 6= 1, (i = 1, 2).

A est un opérateur linéaire, non-borné dans H et à domaine de définition D(A) partout

dense dans H. De plus A est auto-adjoint et vérifie la condition :

Condition (A) :

(Av, v) ≥ c0|v|2, ∀v ∈ D(A), ∀t ∈ D,

où c0 est une constante positive indépendante de u.

A l’équation (1.1) on associe les conditions aux limites non locales suivantes : lµ1u = u|t1=0 − µ1u|t1=T1 = ϕ(t2),

lµ2u = u|t2=0 − µ2u|t2=T2 = ψ(t1).
(1.2)
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La fonction ψ (resp. ϕ) est définie de [0, T1] (resp. [0, T2]) à valeurs dans H.

Les fonctions ϕ et ψ vérifient la condition de compatibilité suivante :

ϕ(0)− µ2ϕ(T2) = ϕ(0)− µ1ψ(T1). (1.3)

1.2 Espaces fonctionnels

Introduisons tout d’abord certains espaces fonctionnels nécessaires pour l’étude du

problème considéré.

On définit dans l’espace vectoriel D(A) la norme

|u|1 = |Au|,

on obtient l’espace de Hilbert W 1.

De manière analogue, on définit dans l’espace D(A1/2) la norme

|u|1/2 = |A1/2u|,

on obtient ainsi l’espace de Hilbert W 1/2.

Remarques

Les opérateurs A et A1/2 sont bornés de W 1 et W 1/2 respectivement dans H.

D’après les propriétés de l’opérateur A on a les inclusions topologiques suivantes :

W 1 ⊂ W 1/2 ⊂ H.

W 1 est partout dense dans W 1/2 et dans H.

De plus, on a les inclusions suivantes :

L2(D;W 1) ⊂ L2(D;W 1/2) ⊂ L2(D;H).

On note par H1,1 (D;W 1) l’espace obtenu en complétant l’espace C∞
(
D;W 1

)
par rapport

à la norme

‖u‖2
1,1 =

∫
D

∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
2

1
+
∣∣∣∣∣ ∂u∂t1

∣∣∣∣∣
2

1
+
∣∣∣∣∣ ∂u∂t2

∣∣∣∣∣
2

1
+ |u|21

 dt.
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Soit H1([0, T1] ;W 1/2) l’espace obtenu par complétion de l’espace C∞([0, T1] ;W 1/2 ) par

rapport à la norme

‖ψ ‖2
1 =

T1∫
0

(∣∣∣ψ′ ∣∣∣2 + |ψ|21/2

)
dt1.

De manière analogue on construit l’espace H1([0, T2] ;W 1/2) muni de la norme

‖ϕ‖2
2 =

T2∫
0

(∣∣∣ϕ′ ∣∣∣2 + |ϕ|21/2

)
dt2.

En complétant l’espace C∞
(
D;W 1

)
par rapport à la norme

‖|u|‖2
1 = (β (µ))2 sup

τ=(τ1,τ2)∈D

[
‖u (τ1, .)‖2

1 + ‖u (., τ2)‖2
1

]
,

où β (µ) =
min

(∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣)(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

) , on obtient l’espace E1
µ.

Notons par E l’espace de Hilbert

E = L2 (D;H)× Ĥ1
(
[0, T2] ;W 1/2

)
× Ĥ1

(
[0, T1] ;W 1/2

)
composé des éléments F = (f, ϕ, ψ) tels que la norme

‖|F |‖2 = ‖f‖2 + ‖ϕ‖2
1 + ‖ψ‖2

2

est finie.

L2(D;H) est l’espace des fonctions définies de D à valeurs dans H et à carré intégrable,

muni du produit scalaire 〈., .〉 =
∫
D

(., .)dt et de la norme correspondante notée par ‖.‖ .

Ĥ1
(
[0, T2] ;W 1/2

)
× Ĥ1

(
[0, T1] ;W 1/2

)
est le sous-espace fermé de

H1
(
[0, T2] ;W 1/2

)
×H1

(
[0, T1] ;W 1/2

)
composé des éléments (ϕ, ψ) , vérifiant (1.3).

1.3 Estimation a priori

Soit Lµ = (L, l1µ, l2µ) l’opérateur engendré par l’équation (1.1) et les conditions aux

limites (1.2), agissant de E1
µ dans E et à domaine de définition D(Lµ) = H1,1 (D;W 1) .

Pour l’opérateur Lµ on établit le théorème suivant :
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Théorème 1.3.1 Pour tout élément u ∈ H1,1 (D;W 1) , on a l’inégalité :

|‖u ‖|21 ≤ C |‖Lµu‖|2 , (1.4)

où C est une constante positive indépendante de u et de µ.

Pour démontrer le théorème 1.3.1 on introduit le lemme suivant :

Lemme 1.3.1 Soient | .| la norme de H (ou de W 1 ou de W 1/2), g une fonction de

variable t ∈ [0, T ] à valeurs dans H, µ est un nombre complexe de module |µ| 6= 1 et soit

h tel que :

h = g(0)− µg(T ). (1.5)

Alors pour |µ| < 1, on a

l’inégalité :

|g(0)|2 − 1
2
(
1 + |µ|2

)
|g(T )|2 ≤ (1 + |µ|2)

(1− |µ|2)
|h|2 , (1.6)

et pour |µ| > 1, on a l’inégalité :

1
2(1 + |µ|2) |g(T )|2 − |g(0)|2 ≤ (1 + |µ|2)

(|µ|2 − 1)
|h|2 . (1.7)

Preuve.

Si |µ| < 1, de (1.5) on a l’inégalité :

|g(0)|2 ≤ |µ|2 (1 + ε) |g(T )|2 + (1 + ε−1) |h|2 ,

en prenant ε = 1− |µ|2

2 |µ|2
, on obtient l’inégalité (1.6).

Si |µ| > 1, de (1.5) on a l’inégalité :

|µ|2 |g(T )|2 ≤ (1 + ε) |g(0)|2 + (1 + ε−1) |h|2 ,

en prenant ε = |µ|
2 − 1

|µ|2 + 1
, on obtient l’inégalité (1.7). �

Démonstration du théorème 1.3.1.

Multipliant scalairement dans H l’équation (1.1) par l’expression

Mu = sign
(
1− |µ2|2

) ∂u
∂t1

+ sign
(
1− |µ1|2

) ∂u
∂t2

,
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on obtient :

sign
(
1− |µ2|2

) ∂

∂t2

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2

+ sign
(
1− |µ2|2

) ∂

∂t2

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


= 2Re(Lu,Mu)− 2 |Mu|2 (1.8)

Intégrant l’inégalité (1.8) dans les rectangles ]0, τ1[×]0, τ2[, ]τ1, T1[×]τ2, T2[, ]0, τ1[×]τ2, T2[

et ]τ1, T1[× ]0, τ2[ respectivement, (0 < τ1 < T1, 0 < τ2 < T2), on obtient les égalités :
τ1∫

0

F1(t1, τ2) dt1 +
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt1 = 2Re
τ2∫

0

τ1∫
0

(Lu,Mu)dt

+
τ1∫

0

F1(t1, 0) dt1 +
τ2∫

0

F2(0, t2) dt2 − 2
τ2∫

0

τ1∫
0

|Mu|2 dt, (1.9)

−
T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1 −
T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2 = 2Re
T2∫
τ2

T1∫
τ1

(Lu,Mu)dt

−
T1∫
τ1

F1(t1, T2) dt1 −
T2∫
τ2

F2(T1, t2) dt2 − 2
T2∫
τ2

T1∫
τ1

|Mu|2 dt, (1.10)

−
τ1∫

0

F1(t1, τ2) dt1 +
T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2 = 2Re
T2∫
τ2

τ1∫
0

(Lu,Mu)dt

−
τ1∫

0

F1(t1, T2) dt1 +
T2∫
τ2

F2(0, t2) dt2 − 2
T2∫
τ2

τ1∫
0

|Mu|2 dt, (1.11)

T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1 −
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt2 = 2Re
τ2∫

0

T1∫
τ1

(Lu,Mu)dt

+
T1∫
τ1

F1(t1, 0) dt1 −
τ2∫

0

F2(T1, t2) dt2 − 2
τ2∫

0

T1∫
τ1

|Mu|2 dt, (1.12)

où Fi(t) = sign
(
1− |µ3−i|2

)∣∣∣∣∣∂u∂ti
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2

 , (i = 1, 2) .

On multiplie l’égalité (1.10) par 1
4(1 + |µ1|2)(1 + |µ2|2), (1.11) par 1

2(1 + |µ2|2) et (1.12)

par 1
2(1 + |µ1|2) puis, on somme les trois égalités obtenues avec l’égalité (1.9), on obtient :

1
2
(
1− |µ2|2

)  τ1∫
0

F1(t1, τ2) dt1 + 1
2(1 + |µ1|2)

T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1


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+1
2
(
1− |µ1|2

)  τ2∫
0

F2(τ1, t2) dt2 + 1
2
(
1 + |µ2|2

) T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2



= 2Re
τ2∫

0

τ1∫
0

(Lu, Mu)dt+ 1
4(1 + |µ1|2)

(
1 + |µ2|2

)
Re

T2∫
τ2

T1∫
τ1

(Lu, Mu)dt

+1
2(1 + |µ2|2)Re

T2∫
τ2

τ1∫
0

(Lu, Mu)dt+ 1
2
(
1 + |µ1|2

)
Re

τ2∫
0

T1∫
τ1

(Lu, Mu)dt

+
τ1∫

0

[
F1(t1, 0)− 1

2(1 + |µ2|2)F1(t1, T2)
]
dt1

+1
2(1 + |µ1|2)

T1∫
τ1

[
F1(t1, 0)− 1

2(1 + |µ2|2)(F1(t1, T2)
]
dt1

+
τ2∫

0

[
F2(0, t2)− 1

2(1 + |µ1|2)F2(T1, t2)
]
dt2

+1
2(1 + |µ2|2)

T2∫
τ2

[
F2(0, t2)− 1

2(1 + |µ1|2)F2(T1, t2)
]
dt2.

−

2
τ2∫

0

τ1∫
0

|Mu|2 dt+ 1
2(1 + |µ1|2)

(
1 + |µ2|2

) T2∫
τ2

T1∫
τ1

|Mu|2 dt

+(1 + |µ1|2)
T2∫
τ2

τ1∫
0

|Mu|2 dt+
(
1 + |µ2|2

) τ2∫
0

T1∫
τ1

|Mu|2 dt

 . (1.13)

On pose

I1(τ1, τ2) = 1
2
(
1− |µ2|2

)(∫ τ1

0
F1(t1, τ2)dt1 + 1

2
(
1 + |µ1|2

) ∫ T1

τ1
F1(t1, τ2)dt1

)
,

I2(τ1, τ2) = 1
2
(
1− |µ1|2

)(
F2(τ1, t2)dt2 + 1

2
(
1 + |µ2|2

) ∫ T2

τ2
F2(τ1, t2)dt2

)
,

I3(τ1, τ2) = 2Re
(∫ τ1

0

∫ τ2

0
(Lu,Mu) dt+ 1

4
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

) ∫ τ1

0

∫ τ2

0
(Lu,Mu) dt

+1
2
(
1 + |µ2|2

) ∫ τ1

0

∫ T2

τ2
(Lu,Mu) dt+ 1

2
(
1 + |µ1|2

) ∫ T1

τ1

∫ τ2

0
(Lu,Mu) dt,

I4(τ1, τ2) =
∫ τ2

0

[
F2(0, t2)− 1

2
(
1 + |µ1|2

)
F2(T1, t2)

]
dt2

+1
2
(
1 + |µ2|2

) ∫ T2

τ2

[
F2(0, t2)− 1

2
(
1 + |µ1|2

)
F2(T1, t2)

]
dt2,
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I5(τ1, τ2) =
∫ τ1

0

[
F1(t1, 0)− 1

2
(
1 + |µ2|2

)
F1(t1, T2)

]
dt1+

+1
2
(
1 + |µ1|2

) ∫ T1

τ1

[
F1(t1, 0)− 1

2
(
1 + |µ2|2

)
F1(t1, T2)

]
dt1,

I6(τ1, τ2) =
2

τ2∫
0

τ1∫
0

|Mu|2 dt+ 1
2(1 + |µ1|2)

(
1 + |µ2|2

) T2∫
τ2

T1∫
τ1

|Mu|2 dt

+(1 + |µ1|2)
T2∫
τ2

τ1∫
0

|Mu|2 dt+
(
1 + |µ2|2

) τ2∫
0

T1∫
τ1

|Mu|2 dt

 .
L’égalité (1.13) peut être écrite sous la forme :

I1(τ1, τ2) + I2(τ1, τ2) = I3(τ1, τ2) + I4(τ1, τ2) + I5(τ1, τ2)−I6(τ1, τ2), (1.14)

comme I6 est positif, (1.14) devient :

I1 + I2 ≤ I3 + I4 + I5, (1.15)

On minore le membre gauche et on majore le membre droit de (1.15), en utilisant des

estimations élémentaires ainsi que le lemme 1.3.1, on a :

I1(τ1, τ2) + I1(τ1, τ2) =

1
2
(
1− |µ1|2

)
sign

(
1− |µ1|2

)
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2

+1
2
(
1 + |µ2|2

) ∫ T2

τ2

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2


+1

2
(
1− |µ2|2

)
sign

(
1− |µ2|2

)
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1

+1
2
(
1 + |µ1|2

) ∫ T1

τ1

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1

 ,
d’où

I1(τ1, τ2) + I1(τ1, τ2) =

1
2
∣∣∣1− |µ1|2

∣∣∣

∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2
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+1
2
(
1 + |µ2|2

) ∫ T2

τ2

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2


+1

2
∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣

∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1

+1
2
(
1 + |µ1|2

) ∫ T1

τ1

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1

 .
Comme 1

2

(
1 + |µi|2

)
≥ 1

2 , (i = 1, 2) il résulte :

I1 + I2 ≥
1
4 min

(∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣)
∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2

+
∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1

 . (1.16)

Revenant au membre droit.

on a :

I3 ≤
1
2(1 + |µ1|2)(1 + |µ2|2)

∫ T1

0

∫ T2

0
2 |(Lu,Mu)| dt. (1.17)

Pour majorer les termes I4 et I5, considèrons les deux cas suivants :

(i) |µ2| < 1,

I4 =
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣∣
t2=0

− 1
2
(
1 + |µ2|2

) ∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣∣
t2=T2

+ |u|21/2

∣∣∣
t2=0
− 1

2
(
1 + |µ2|2

)
|u|21/2

∣∣∣
t2=T2

)
dt1

+1
2
(
1 + |µ1|2

) ∫ T1

τ1

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣∣
t2=0

− 1
2
(
1 + |µ2|2

) ∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣∣
t2=T2

+ |u|21/2

∣∣∣
t2=0
− 1

2
(
1 + |µ2|2

)
|u|21/2

∣∣∣
t2=T2

)
dt1.

En utilisant l’inégalité (1.6) du lemme 1.3.1, il vient :

I4 ≤
1 + |µ2|2

1− |µ2|2
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
t2=0
− µ2

∂u

∂t1

∣∣∣∣∣
t2=T2

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣u|t2=0 − µ2 u|t2=T2

∣∣∣2
1/2

 dt1

+1
2
(
1 + |µ1|2

) 1 + |µ2|2

1− |µ2|2
∫ T1

τ1

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
t2=0
− µ2

∂u

∂t1

∣∣∣∣∣
t2=T2

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣u|t2=0 − µ2 u|t2=T2

∣∣∣2
1/2

 dt1,



1.3 Estimation a priori 23

d’après les conditions (1.2) on obtient :

I4 ≤
(
1 + |µ1|2

) 1 + |µ2|2

1− |µ2|2

[∫ τ1

0

(
|ψ′|2 + |ψ|21/2

)
dt2 +

∫ T1

τ1

(
|ψ′|2 + |ψ|21/2

)
dt2

]
(1.18)

≤
(
1 + |µ1|2

) 1 + |µ2|2

1− |µ2|2
‖ψ‖2

1 .

(ii) |µ2| > 1.

En utilisant l’inégalité (1.7) du lemme 1.3.1, on obtient :

I4(τ1, τ2) ≤
(
1 + |µ1|2

) 1 + |µ2|2

|µ2|2 − 1
‖ψ‖2

1 . (1.19)

De (1.18) et (1.19) il en résulte que pour |µ2| 6= 1,

I4(τ1, τ2) ≤
(
1 + |µ1|2

) 1 + |µ2|2∣∣∣1− |µ2|2
∣∣∣ ‖ψ‖2

1 . (1.20)

D’une manière similaire, on obtient la majoration :

I5(τ1, τ2) ≤
(
1 + |µ2|2

) 1 + |µ1|2∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ ‖ϕ‖2

2 . (1.21)

En sommant les inégalités (1.20) et (1.21) membre à membre on obtient :

I4(τ1, τ2) + I5(τ1, τ2) ≤
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

) ‖lµ1u‖
2
1 + ‖lµ2u‖

2
2

min(
∣∣∣1− |µ1|2

∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2
∣∣∣) . (1.22)

En combinant les inégalités (1.16), (1.17) et (1.22), il résulte :

1
4 min

(∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣)
∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2 +
∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1



≤
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

) ∫ T1

0

∫ T2

0
|(Lu,Mu)|dt

+
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

) (
‖lµ1u‖

2
1 + ‖lµ2u‖

2
2

)
min(

∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣) . (1.23)

En utilisant l’ε-inégalité on obtient :

1
4 min

(∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣)
∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2 +
∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1


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≤
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

)
(ε1 + ε2)

∫ T2

0

∫ T1

0
|Lu|2 dt

+
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

)ε−1
1

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

dt+ ε−1
2

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

dt



+
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

) (
‖lµ1u‖

2
1 + ‖lµ2u‖

2
2

)
min(

∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣) . (1.24)

Divisant l’inégalité (1.24) par
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

)
, et choisissant :

εi =
8
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

)
T3−i

min(
∣∣∣1− |µ1|2

∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2
∣∣∣) , (i = 1, 2) ,

on obtient :

β(µ)
4

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1 +
∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2



≤
8
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

)
(T1 + T2)

min
(∣∣∣1− |µ1|2

∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2
∣∣∣)

∫ T2

0

∫ T1

0
|Lu|2 dt

+β(µ)
8T2

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

dt+ β(µ)
8T1

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

dt

+

(
‖lµ1u‖

2
1 + ‖lµ2u‖

2
2

)
min(

∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣) . (1.25)

Pour majorer le terme

β(µ)
8T2

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

dt+ β(µ)
8T1

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

dt,

on intègre l’inégalité (1.25) par rapport à τi de 0 à Ti, (i = 1, 2) puis, on divise par T1T2

on obtient :

β(µ)
4T2

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

dt+ β(µ)
4T1

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

dt

≤
8
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

)
(T1 + T2)

min
(∣∣∣1− |µ1|2

∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2
∣∣∣)

(∫ T1

0

∫ T2

0
|Lu|2 dt

+β(µ)
8T2

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

dt+ β(µ)
8T1

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

dt
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+

(
‖lµ1u‖

2
1 + ‖lµ2u‖

2
2

)
min(

∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣) , (1.26)

d’où, il vient :
β(µ)
8T2

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

dt+ β(µ)
8T1

∫ T2

0

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

dt

≤
8
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

)
(T1 + T2)

min
(∣∣∣1− |µ1|2

∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2
∣∣∣)

(∫ T1

0

∫ T2

0
|£u|2 dt

+

(
‖lµ1u‖

2
1 + ‖lµ2u‖

2
2

)
min(

∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣) . (1.27)

En utilisant l’inégalité (1.27), l’estimation (1.25) devient :

β(µ)
4

∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2 +
∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1



≤
16
(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

)
(T1 + T2)

min
(∣∣∣1− |µ1|2

∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2
∣∣∣)

(∫ T1

0

∫ T2

0
|Lu|2 dt

+
2
(
‖lµ1u‖

2
1 + ‖lµ2u‖

2
2

)
min(

∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣) . (1.28)

Multipliant (1.28) par
4 min

(∣∣∣1− |µ1|2
∣∣∣ , ∣∣∣1− |µ2|2

∣∣∣)(
1 + |µ1|2

) (
1 + |µ2|2

) ,

on obtient :

β(µ)2

∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2 +
∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1


≤ 64(T1 + T2)

∫ T2

0

∫ T1

0
|Lu|2 dt+ 8

(
‖lµ1u‖

2
1 + ‖lµ2u‖

2
2

)
. (1.29)

Le membre droit de (1.29) ne dépend pas de τ, donc en passant au sup sur τ ∈ D, on

obtient ainsi l’inégalité (1.4), où C = 64(T1 + T2 + 1).

Ce qui achève la démonstration du théorème 1.3.1.
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1.3.1 Fermeture de l’opérateur Lµ

Proposition 1.3.1 L’opérateur Lµ admet une fermeture de domaine de définition

D(Lµ) = D(Lµ).

Preuve. Soit (un)n∈N une suite de D(Lµ) telle que :

un → 0 dans E1
µ et Lµun → F = (v1, ϕ1, ψ1) dans E, quand n→∞.

On montre que F = (0, 0, 0).

Comme les opérateurs l1µ et l2µ sont continus, on a alors :

l1µun → 0 et l2µun → 0, quand n→∞,

ce qui entraine que ϕ1 = ψ1 = 0.

Il reste à montrer que v1 = 0.

Soit w un élément de C∞0 (D;W 1), on a :

〈v1, w〉 =
∫
D

(v1, w)dt = lim
n→∞

∫ T2

0

∫ T1

0
(Lun, w)dt =

lim
n→∞

∫ T2

0

∫ T1

0

(
un,

∂2w

∂t1∂t2
−Mw + sign

[(
1− |µ2|2

) (
1− |µ1|2

)]
Aw

)
dt = 0,

où Mw = sign
(
1− |µ2|2

) ∂w
∂t1

+ sign
(
1− |µ1|2

) ∂w
∂t2

.

Donc 〈v1, w〉 = 0, pour tout w ∈ C∞0 (D;W 1), qui est dense dans L2(D;H), ce qui implique

que v1 = 0.

D’où l’opérateur Lµ est fermable, ce qui achève la démonstration de la proposition 1.3.1.

�

Comme les fonctions u ∈ D(Lµ) sont des limites des fonctions un ∈ D(Lµ), alors on

peut prolonger l’inégalité (1.4) aux solutions fortes par passage à la limite, soit

|‖u ‖|21 ≤ C
∣∣∣∥∥∥Lµ u

∥∥∥∣∣∣2 ; ∀u ∈ D(Lµ). (K)

D’où on déduit :
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Corollaire 1.3.1 La solution forte du problème (1.1)-(1.2) quand elle existe est unique

et dépend continûment du second membre F ∈ E.

Preuve. L’unicité de la solution est dûe à l’inégalité (K).

Pour la dépendance continue de la solution forte des F ∈ E, on suppose qu’il existe une

solution forte u =
(
Lµ

)−1
F du problème Lµu = F et si de plus ũ =

(
Lµ

)−1
F̃ est une

autre solution du même problème, avec second membre F̃ , on a :

|‖u− ũ ‖|21 ≤ C
∣∣∣∥∥∥Lµ (u− ũ)

∥∥∥∣∣∣2 = C
∣∣∣∥∥∥F − F̃∥∥∥∣∣∣2 ,

ce qui signifie qu’une faible variation du second membre F n’entrâıne qu’une faible varia-

tion de la solution. �

Corollaire 1.3.2 L’opérateur Lµ admet un inverse borné sur son image R(Lµ).

Corollaire 1.3.3 L’ensemble R(Lµ) est fermé dans E et R(Lµ) = R(Lµ).

Preuve. D’après la définition de Lµ, on a R(Lµ) ⊂ R(Lµ).

On établit l’inclusion inverse.

Soit F ∈ R(Lµ), alors il existe une suite (un) ∈ E1
µ telle que :

|‖Lµun − F‖| → 0, quand n→∞.

On a :

|‖up − uq‖|1 ≤
√
C |‖Lµup − Lµuq)‖| , quand p et q →∞.

Ainsi un converge vers un élément u ∈ E1
µ et Lµ u = F. �

Ce corollaire nous permet d’affirmer que pour établir l’existence de la solution forte du

problème (1.1)-(1.2), il suffit de démontrer la densité de l’ensemble R(Lµ) dans E.
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1.4 Existence de la solution forte

Théorème 1.4.1 L’ensemble R(Lµ) est dense dans E.

Preuve. Soit V = (v, ϕ1, ψ1) un élément orthogonal à R(Lµ), alors pour tout u ∈

H1,1(D;W 1) on a :

〈Lµu, V 〉E = 〈Lu, v〉+ 〈lµ1u, ϕ1〉1 + 〈lµ2u, ψ1〉1 = 0.

On démontre que V = (0, 0, 0).

Comme lµ1 , lµ2 sont indépendants et les ensembles des images de ces opérateurs sont

partout denses dans les espaces correspondants, alors pour démontrer que V = (0, 0, 0),

il suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme 1.4.1 Si pour tout v ∈ L2(D;H), on a

〈Lu, v〉 = 0, ∀u ∈ H1,1
0 (D;W ) =

{
u ∈ H1,1(D;W 1) : lµ1u = 0, lµ2u = 0

}
.

Alors v = 0.

Preuve. on a

〈Lu, v〉 =
〈

∂2u

∂t1∂t2
+Mu+ sign

[(
1− |µ2|2

) (
1− |µ1|2

)]
Au, v

〉
= 0, (1.30)

on pose δi =
(
1− |µi|2

)
, (i = 1, 2) et

v = A
∂2h

∂t1∂t2
= ∂2Ah

∂t1∂t2
, Ah = w,

où h peut être considéré comme une fonction arbitraire de H̃1,1
0 (D;W 1) avec

H̃1,1
0 (D;W 1) =

{
u ∈ H1,1(D;W 1) : l̃µ1u = 0, l̃µ2u = 0

}
et w est la solution du problème :

∂2w

∂t1∂t2
= v, (1.31)


l̃µ1w = µ1 w|t1=0 − w|t1=T1

= 0,

l̃µ2w = µ2 w|t2=0 − w|t2=0 = 0.
(1.32)
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En remplaçant v par A ∂2h

∂t1∂t2
dans (1.30), on a :

〈
∂2u

∂t1∂t2
+ sign (δ2) ∂u

∂t1
+ sign (δ1) ∂u

∂t2
+ sign (δ1δ2)Au,A ∂2h

∂t1∂t2

〉
= 0, ∀u ∈ H1,1

0 (D;W 1).

(1.33)

D’après les égalités : (
∂2u

∂t1∂t2
, A

∂2h

∂t1∂t2

)
=
(
A

∂2u

∂t1∂t2
,
∂2h

∂t1∂t2

)
, (1.34)

(
sign(δ2) ∂u

∂t1
, A

∂2h

∂t1∂t2

)
= ∂

∂t2

(
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)
−
(

∂2u

∂t1∂t2
, sign(δ2)A ∂2h

∂t1∂t2

)
,

(1.35)(
sign(δ1) ∂u

∂t21
, A

∂2h

∂t1∂t2

)
= ∂

∂t1

(
∂u

∂t2
, sign(δ1)A ∂h

∂t2

)
−
(

∂2u

∂t1∂t2
, sign(δ1)A ∂2h

∂t1∂t2

)
,

(1.36)(
sign(δ1δ2)Au,A ∂2h

∂t1∂t2

)
= ∂

∂t2

(
Au, sign(δ1δ2)A ∂h

∂t1

)

− ∂

∂t1

(
A
∂u

∂t2
, sign(δ1δ2)Ah

)
+
(
A

∂2u

∂t1∂t2
, sign(δ1δ2)Ah

)
, (1.37)

on obtient :〈
∂2u

∂t1∂t2
+ sign (δ2) ∂u

∂t1
+ sign (δ1) ∂u

∂t2
+ sign (δ1δ2)Au,A ∂2h

∂t1∂t2

〉

=
T2∫
0

T1∫
0

(
A

∂2u

∂t1∂t2
,
∂2h

∂t1∂t2

)
dt+

+
T1∫
0

(
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0

dt1 +
T1∫
0

(
Au, sign(δ1δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0

dt1

+
T2∫
0

(
∂u

∂t2
, sign(δ1)A ∂h

∂t2

)∣∣∣∣∣
t1=T1

t1=0

dt2 −
T2∫
0

(
A
∂u

∂t2
, sign(δ1δ2)Ah

)∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0

dt2

−
T2∫
0

T1∫
0

(
A

∂2u

∂t1∂t2
, sign(δ2) ∂2h

∂t1∂t2

)
dt−

T2∫
0

T1∫
0

(
A

∂2u

∂t1∂t2
, sign(δ1) ∂2h

∂t1∂t2

)
dt

+
T2∫
0

T1∫
0

(
A

∂2u

∂t1∂t2
, sign(δ1δ2)Ah

)
dt = 0. (1.38)
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Comme u ∈ H1,1
0 (D;W 1) et h ∈ H̃1,1

0 (D;W 1), alors on a :

u|t1=0 = µ1 u|t1=T1
, u|t2=0 = µ2 u|t2=T2

µ1 h|t1=0 = h|t1=T1
, µ2 h|t2=0 = h|t2=T2

,

d’où (
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0

=
(
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

−
(
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=0

=
(
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

−
(
µ2

∂u

∂t1

∣∣∣∣∣
t2=T2

, sign(δ2)A ∂h

∂t1

∣∣∣∣∣
t2=0

)∣∣∣∣∣
=
(
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

−
(
∂u

∂t1

∣∣∣∣∣
t2=T2

, sign(δ2)µ2A
∂h

∂t1

∣∣∣∣∣
t2=0

)∣∣∣∣∣
=
(
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

−
(
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

,

il résulte : (
∂u

∂t1
, sign(δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0

= 0. (1.39)

Par un calcul similaire on obtient :(
Au, sign(δ1δ2)A ∂h

∂t1

)∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0

= 0, (1.40)

(
∂u

∂t2
, sign(δ1)A ∂h

∂t2

)∣∣∣∣∣
t1=T1

t1=0

= 0, (1.41)

(
A
∂u

∂t2
, sign(δ1δ2)Ah

)∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0

= 0. (1.42)

Alors de (1.38)-(1.42) il vient :
T2∫
0

T1∫
0

(
A

∂2u

∂t1∂t2
,
∂2h

∂t1∂t2
− sign(δ2) ∂h

∂t1
− sign(δ1) ∂h

∂t2
+ sign(δ1δ2)Ah

)
= 0. ∀u ∈ H1,1

0 (D;W 1)

(1.43)

Comme u ∈ H1,1(D;W 1) alors l’ensemble
{
A

∂2u

∂t1∂t2

}
est dense dans L2(D;H), ce qui

nous permet de déduire à partir de (1.43) :

∂2h

∂t1∂t2
− sign(δ2) ∂h

∂t1
− sign(δ1) ∂h

∂t2
+ sign(δ1δ2)Ah = 0 (1.44)
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Soit L̃µ l’opérateur engendré par l’équation

L̃u = ∂2u

∂t1∂t2
− sign(δ2) ∂u

∂t1
− sign(δ1) ∂u

∂t2
+ sign(δ1δ2)Au, (1.45)

et les conditions aux limites suivantes :

l̃µ1u = µ1 u|t1=0 − u|t1=T1
= ϕ(t2),

l̃µ2u = µ2 u|t2=0 − u|t2=T2
= ψ(t1),

(1.46)

et E1 est l’espace de Hilbert

E1 = L2(D,H)× H̃1([0, T1] ,W 1)× H̃1([0, T1] ,W 1)

où H̃1([0, T1] ,W 1) × H̃1([0, T1] ,W 1) est le sous-espace fermé de H1([0, T1] ,W 1) ×

H1([0, T1] ,W 1) composé des éléments (ϕ, ψ) vérifiant la condition :

µ2ϕ(0)− ϕ(T2) = µ1ψ(0)− ψ(T1).

Pour l’opérateur L̃µ = (L̃, l̃µ1 , l̃µ2) de domaine de définitionD(L̃µ) = H1,1(D;W 1) agissant

de E1
µ dans E1, on établit le lemme suivant :

Lemme 1.4.2 Pour tout élément u ∈ H1,1(D;W 1) on a l’estimation :

|‖u‖|1 ≤ C1

∣∣∣∥∥∥L̃µu∥∥∥∣∣∣ , ∀ u ∈ H1,1(D;W 1), (1.47)

où C1 est une constante positive indépendante de u et de µ.

Preuve. Multipliant scalairement dans H l’équation (1.45) par l’expression

M1u = −sign
(
1− |µ2|2

) ∂u
∂t1
− sign

(
1− |µ1|2

) ∂u
∂t2

,

Puis intégrant l’égalité obtenue dans les rectangles ]0, τ1[× ]0, τ2[, ]τ1, T1[× ]τ2, T2[, ]0, τ1[×

]τ2, T2[ et ]τ1, T1[× ]0, τ2[ respectivement, on obtient les quatre égalités suivantes

−
τ1∫

0

F1(t1, τ2) dt1 −
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt1 = 2Re
τ1∫

0

τ2∫
0

(L̃u,M1u)dt

−
τ1∫

0

F1(t1, 0) dt1 −
τ2∫

0

F2(0, t2) dt2 − 2
τ1∫

0

τ2∫
0

|M1u|2 dt, (1.48)
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+
T1∫
τ1

F1(t1, T2) dt1 +
T2∫
τ2

F2(T1, t2) dt2 = 2Re
T2∫
τ2

T1∫
τ1

(L̃u,M1u)dt

+
T1∫
τ1

F1(t1, 0) dt1 +
T2∫
τ2

F2(0, t2) dt2 − 2
T2∫
τ2

T1∫
τ1

|M1u|2 dt, (1.49)

+
τ1∫

0

F1(t1, τ2) dt1 −
T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2 = 2Re
T2∫
τ2

τ1∫
0

(L̃u,M1u)dt

+
τ1∫

0

F1(t1, T2) dt1 −
T2∫
τ2

F2(0, t2) dt2 − 2
T2∫
τ2

τ1∫
0

|M1u|2 dt, (1.50)

−
T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1 +
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt2 = 2Re
τ2∫

0

T1∫
τ1

(L̃u,M1u)dt

−
T1∫
τ1

F1(t1, 0) dt1 +
τ2∫

0

F2(T1, t2) dt2 − 2
τ2∫

0

T1∫
τ1

|M1u|2 dt, (1.51)

Multipliant (1.48) par 1
4(1+|µ1|2)(1+|µ2|2), (1.50) par 1

2(1+|µ1|2) et (1.51) par 1
2(1+|µ1|2),

en sommant les quatre égalités obtenues, on obtient :

1
2
(
1− |µ2|2

) 1
2(1 + |µ1|2)

τ1∫
0

F1(t1, τ2) dt1 +
T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1



+1
2
(
1− |µ1|2

) 1
2
(
1 + |µ2|2

) τ2∫
0

F2(τ1, t2) dt2 +
T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2



= 1
2(1 + |µ1|2)

(
1 + |µ2|2

)
Re

τ2∫
0

τ1∫
0

(L̃u,M1u)dt+ 2Re
T2∫
τ2

T1∫
τ1

(L̃u,M1u)dt

+(1 + |µ1|2)Re
T2∫
τ2

τ1∫
0

(L̃u,M1u)dt+
(
1 + |µ2|2

)
Re

τ2∫
0

T1∫
τ1

(L̃u,M1u)dt

+1
2(1 + |µ1|2)

τ1∫
0

[
(F1(t1, T2)− 1

2(1 + |µ2|2)(F1(t1, 0)
]
dt1

+
T1∫
τ1

[
(F1(t1, T2)− 1

2(1 + |µ2|2)(F1(t1, 0)
]
dt1

+1
2(1 + |µ2|2)

τ2∫
0

[
F2(T1, t2)− 1

2(1 + |µ1|2)F2(0, t2)
]
dt2
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+
T2∫
τ2

[
F2(T1, t2)− 1

2(1 + |µ1|2)F2(0, t2)
]
dt2.

−1
2(1 + |µ1|2)

(
1 + |µ2|2

)
Re

τ2∫
0

τ1∫
0

|M1u| dt−
T2∫
τ2

T1∫
τ1

|M1u| dt

−1
2(1 + |µ1|2)

T2∫
τ2

τ1∫
0

|M1u| dt−
1
2
(
1 + |µ2|2

) τ2∫
0

T1∫
τ1

|M1u| dt.

Puis, en utilisant des techniques analogues à celles utilisées pour démontrer le théorème

1.3.1 on établit l’inégalité (1.47).

On revient à (1.44), de (1.47) on déduit que h = 0 d’où v = 0.

Ce qui achève la démonstration du théorème 1.4.1. �

D’où le corollaire suivant :

Corollaire 1.4.1 Pour tout élément F = (f, ϕ, ψ) ∈ E, il existe une seule solution forte

du problème (1.1)-(1.2) et est vérifié l’inégalité suivante :

|‖u‖|1 ≤ C |‖Lµu‖| , ∀u ∈ H1,1(D;W 1), (1.52)

où C est une constante positive indépendante de u et de µ.
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1.5 Continuité de la solution par rapport aux pa-
ramètres

Soit µn = (µ1n, µ2n) une suite convergente vers 0
µ =

(
0
µ1,

0
µ2

)
avec |µin| 6= 1, pour tout

n et
∣∣∣∣ 0
µi

∣∣∣∣ 6= 1, (i=1,2).

Soit E1 l’espace obtenu en complétant l’espace C∞(D;W 1) par rapport à la norme

‖|u|‖2
E1 = sup

τ∈D

 T1∫
0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1 +
T2∫
0

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2

 .
Théorème 1.5.1 Soit (µ1n, µ2n)→

(
0
µ1,

0
µ2

)
n→∞

, alors
(
Lµn

)−1
→

(
L0
µ

)−1
au sens de la

convergence simple.

Preuve. Pour démontrer ce théorème, il suffit d’établir les propriétés suivantes :

i)

sup
∥∥∥(Lµn)−1

∥∥∥
L (E,E1)

<∞

ii) (
Lµn

)−1
→
(
L0
µ

)−1
dans un espace M dense dans E.

D’après l’inégalité (K) pour l’opérateur Lµn on a l’estimation : :

|‖u‖|21 ≤ C
∣∣∣∥∥∥Lµnu∥∥∥∣∣∣2 , ∀u ∈ D(Lµn). (1.53)

Comme la constante C ne dépend pas de µn et la norme de E1
µn est minorée par la norme

de E1 avec une constante qui ne dépend pas de µn, alors à partir de (1.53) on obtient :

|‖u‖|2E1 ≤ C ′
∣∣∣∥∥∥Lµnu∥∥∥∣∣∣2 , ∀u ∈ D(Lµn) , (1.54)

où C ′ est une constante positive indépendante de u et de µn.

Posant M = R(L0
µ
). Pour F ∈M , on a :

(
Lµn

)−1
F −

(
L0
µ

)−1
F ∈ D(Lµn)

De l’inégalité (1.54) on déduit :∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥(Lµn)−1

F −
(
L0
µ

)−1
F

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
2

E1
≤ C ′

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥F − Lµn

(
L0
µ

)−1
F

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
2

, (1.55)
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Posant
(
L0
µ

)−1
F = h. Alors pour n suffisamment grand, on a :

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥(Lµn)−1

F −
(
L0
µ

)−1
F

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
2

E1
≤ C ′

∣∣∣∣∥∥∥∥L0
µ
h− Lµnh

∥∥∥∥∣∣∣∣2
E1

≤ C ′[
∣∣∣∣ 0
µ1 − µ1n

∣∣∣∣2 ‖h‖2
1|t1=T1 +

∣∣∣∣ 0
µ2 − µ2n

∣∣∣∣2 ‖h‖2
1|t2=T2 ]. (1.56)

De l’inégalité (1.56) on déduit :∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥(Lµn)−1

F −
(
L0
µ

)−1
F

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
2

E1
→ 0 quand µ1n →

0
µ1 et µ2n →

0
µ2 ∀F ∈M .

Ce qui achève la démonstration du théorème 1.5.1. �



Chapitre 2

Etude d’une classe d’équations
d’évolution multi-temporelles avec
conditions aux limites non locales

2.1 Position du problème

Soit D =]0, T1[×]0, T2[ un rectangle borné R2 de variable t = (t1, t2) et soit H un espace

de Hilbert, où la norme et le produit scalaire sont respectivement notés par |.| et (.,.).

On considère dans H le problème aux limites suivant :

Lλu = ∂2u

∂t1∂t2
+ A(t)

(
u+ λ

∂2u

∂t1∂t2

)
= f(t), (2.1)

 l1µu = B1(µ)u |t1=0 −B2(µ)u |t1=T1= ϕ(t2), t2 ∈ [0, T2],

l2µu = B1(µ)u |t2=0 −B2(µ)u |t2=T2= ψ(t1), t1 ∈ [0, T1],
(2.2)

où u et f sont des fonctions de variable t = (t1, t2) ∈ D et à valeurs dans H, λ est un

paramètre réel positif.

A(t) est un opérateur linéaire dans H, non-borné, à domaine de définition D(A)

indépendant de t partout dense dans H. De plus, l’opérateur A(t) et auto-adjoint et

vérifie la condition :

Condition (A1)

(A(t)u, u) ≥ c0|u|2, ∀u ∈ D(A), ∀t ∈ D,

où c0 est une constante positive indépendante de u et de t.

B1(µ) et B2(µ) sont deux familles d’opérateurs bornés dans H, dépendant d’un paramètre

complexe µ. D(A) est invariant par ses opérateurs i.e. Bi(µ)(D(A)) ⊆ D(A). De plus les
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opérateurs Bi(µ) (i = 1, 2) vérifient une des conditions suivantes :

Condition (B1) L’opérateur B1(µ) admet un inverse borné B−1
1 (µ) dans H, tel que :

α1 = ‖B−1
1 (µ)B2(µ)‖2

L (H) exp(3C(T1 + T2)) < 1,

Condition (B2) L’opérateur B2(µ) admet un inverse borné B−1
2 (µ) dans H, tel que :

α2 = ‖B−1
2 (µ)B1(µ)‖2

L (H exp(3C(T1 + T2)) < 1,

où C est une constante positive dépendante de A(t) et de ces dérivées.

ϕ et ψ sont des fonctions définies de [0, T2] et [0, T1] respectivement, à valeurs dans H et

vérifient la condition :

B1(µ)ϕ(0)−B2(µ)ϕ(T2) = B1(µ)ψ(0)−B2(µ)ψ(T1). (2.3)

2.2 Espaces fonctionnels

Pour l’étude du problème considéré, on introduit les espaces fonctionnels suivants :

On définit sur l’ensemble D(A) la norme :

|u|1 = |A(0)u|,

on obtient ainsi l’espace de Hilbert W 1.

De manière analogue, on définit sur D(A1/2) la norme

|u|1/2 = |A1/2(0)u|,

on obtient l’espace de Hilbert W 1/2.

Remarques.

Les opérateurs A(0) et A(t) (resp. A1/2(0) et A1/2(t)) sont bornés de W 1 (resp. W 1/2)

dans H. i.e. A(0) et A(t) ∈ L(W 1;H) (resp. A1/2(0) et A1/2(t) ∈ L(W 1/2;H)).

D’après les propriétés de l’opérateur A(t) on a les inclutions topologiques suivantes :

W 1 ⊂ W 1/2 ⊂ H.

De plus W 1 est partout dense dans W 1/2 et dans H.
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On note par H1,1(D;W 1) l’espace obtenu en complétant C∞(D,W 1) par rapport à

la norme

‖u‖2
1,1 =

∫
D

∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
2

1
+
∣∣∣∣∣ ∂u∂t1

∣∣∣∣∣
2

1
+
∣∣∣∣∣ ∂u∂t2

∣∣∣∣∣
2

1
+ |u|21

 dt.

Soit H1,1(D;H) l’espace de Hilbert obtenu en complétant C∞(D;H) par rapport à la

norme

‖u‖2
1,1 =

∫
D

∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣ ∂u∂t1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣ ∂u∂t2

∣∣∣∣∣
2

+ |u|2
 dt.

Soit H1([0, T1];W 1/2) l’espace obtenu en complétant C∞([0, T1];W 1/2), par rapport à la

norme

‖ψ‖2
1 =

T1∫
0

(∣∣∣ψ′ ∣∣∣2 + |ψ|21
2

+ λ
∣∣∣ψ′∣∣∣21

2
+ λ |ψ|21 + λ2

∣∣∣ψ′ ∣∣∣2
1

)
dt1.

De manière analogue on construit l’espace H1([0, T2];W 1/2) muni de la norme

‖ϕ‖2
2 =

T2∫
0

(∣∣∣ϕ′ ∣∣∣2 + |ϕ|21
2

+ λ
∣∣∣ϕ′∣∣∣21

2
+ λ |ϕ|21 + λ2

∣∣∣ϕ′∣∣∣2
1

)
dt2.

En complétant l’espace C∞(D;W 1) par rapport à la norme

‖|u|‖2
1 = θi(µ)

λ+ 1

∫
D

λ ∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
2

+ λ2
∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
2

1
2

+ λ3
∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
2

1

 dt

+ sup
τ=(τ1,τ2)∈D

(‖u(τ1, .)‖2
2 + ‖u(., τ2)‖2

1)
]
,

où θi(µ) = (αi(1− αi))2

(1 + αi)4(1 + ‖B−1
i (µ)‖2

L (H))
, (i=1, 2), selon que soit satisfaite la condition

(B1) ou (B2), on obtient l’espace E
λ,µ
.

On note par E l’espace de Hilbert :

L2(D;H)× H̃1([0, T2];W 1/2)× H̃1([0, T1];W 1/2)

composé des éléments F = (f, ϕ, ψ) tels que la norme

|‖F‖|2 = ‖f‖2 + ‖ϕ‖2
1 + ‖ψ‖2

2

est finie, où le symbole ‖.‖ désigne la norme de L2(D;H).

H̃1([0, T2];W 1/2) × H̃1([0, T1];W 1/2) est le sous-espace fermé de H1([0, T2];W 1/2) ×

H1([0, T1];W 1/2) composé des éléments (ϕ, ψ) vérifiant (2.3).
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Proposition 2.2.1 [17] Si la fonction D 3 t 7−→ A(t) ∈ L(W 1;H) est continue par rap-

port à la topologie de la convergence simple dans L(W 1;H), alors il existe des constantes

positives c1 et c2 telles que :

c1|u|1 ≤ |A(t)u| ≤ c2|u|1, ∀u ∈ W 1, (2.4)
√
c1 |u|1/2 ≤ |A1/2(t)u| ≤ √

c2 |u|1/2, ∀u ∈ W 1/2. (2.5)

Proposition 2.2.2 Si la fonction D 3 t 7−→ A(t) ∈ L(W 1;H) possède des dérivées

bornées par rapport à t1 et t2 au sens de la topologie de la convergence simple dans

L(W 1;H), alors on a les estimations :∥∥∥∥∥∂A(t)1/2

∂ti
A(t)−1/2

∥∥∥∥∥
L (H)

≤ δ

∥∥∥∥∥∂A(t)
∂ti

A(t)−1
∥∥∥∥∥

L (H)
, (i = 1, 2), (2.6)

où δ =
∫∞

0

√
s

(1 + s)2ds.

De plus, les opérateurs ∂A(t)
∂ti

A(t)−1 et ∂A(t)1/2

∂ti
A(t)−1/2 sont uniformément bornés.

Preuve. Pour la démonstration de (2.6) voir ([55], Lemme 1.9, page 186).

On démontre que ∂A(t)
∂ti

A(t)−1 est uniformément borné.

D’après le principe de la borne uniforme on a :

sup
D

∥∥∥∥∥∂A(t)
∂ti

∥∥∥∥∥
L(W 1,H)

≤ c′i, (i = 1, 2), (2.7)

de (2.4) et (2.7) on obtient :∥∥∥∥∥∂A(t)
∂ti

A−1(t)
∥∥∥∥∥

L (H)
≤ c′ic

−1
1 , ∀t ∈ D, (i = 1, 2), (2.8)

d’où

sup
D

∥∥∥∥∥∂A(t)
∂ti

A−1(t)
∥∥∥∥∥

L (H)
≤ c′ic

−1
1 <∞, (i = 1, 2). (2.9)

Montrons que la fonction D 3 t→ A1/2(t) ∈ L(W 1/2, H) admet des dérivées bornées par

rapport à t1 et t2.

En effet : ∣∣∣∣∣∂A(t)1/2

∂ti
A(t)−1/2v

∣∣∣∣∣ ≤ δ

∥∥∥∥∥∂A(t)
∂ ti

A(t)−1
∥∥∥∥∥

L (H)
|v| , (i = 1, 2). (2.10)
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On pose v = A(t)1/2u, on obtient :∣∣∣∣∣∂A(t)1/2

∂ti
u

∣∣∣∣∣ ≤ δ c′ic
−1
1

∣∣∣A(t)1/2u
∣∣∣ , (i = 1, 2), ∀ ∈ u ∈ W 1/2, (2.11)

de (2.5) on a :∣∣∣∣∣∂A(t)1/2

∂ti
u

∣∣∣∣∣ ≤ δ c′ic
−1
1 c

1/2
2 |u|1/2 , ∀u ∈ W 1/2, (i = 1, 2), (2.12)

de l’inégalité (2.12) on obtient :∥∥∥∥∥∂A1/2(t)
∂ti

∥∥∥∥∥
L(W 1/2,H)

≤ bi, (i = 1, 2), bi = δ ′ic
−1
1 c

1/2
2 , (2.13)

d’où

sup
D

∥∥∥∥∥∂A1/2(t)
∂ti

∥∥∥∥∥
L(W 1/2,H)

≤ bi <∞, (i = 1, 2). (2.14)

De (2.9) et (2.6), on déduit que :

sup
D

∥∥∥∥∥∂A1/2(t)
∂ti

A−1/2(t)
∥∥∥∥∥

L (H)
<∞.

�

2.3 Estimation a priori

Pour établir l’estimation a priori recherchée, on introduit la condition suivante :

Condition (A2)

(1) A(t1, T2) = A(t1, 0), t1 ∈ [0, T1];

(2) A(T1, t2) = A(0, t2), t2 ∈ [0, T2];

(3) ∂kA(t1, 0)
∂tk1

Bi(µ)u = Bi(µ)∂
kA(t1, 0)
∂tk1

u, (i = 1, 2), (k = 0, 1), u ∈ D(A);

(4) ∂kA(0, t2)
∂tk2

Bi(µ)u = Bi(µ)∂
kA(0, t2)
∂tk2

u, (i = 1, 2), (k = 0, 1), u ∈ D(A);

(5) Bj(µ)B3−j(µ)u = B3−j(µ)Bj(µ)u, (j = 1, 2), u ∈ D(A).

Pour l’opérateur Lλ,µ = (Lλ, l1µ, l2µ) engendré par l’équation (2.1) et les conditions aux

limites (2.2), agissant de E
λ,µ

dans E et à domaine de définition D(Lλ,µ) = H1,1(D;W 1) ⊂

E
λ,µ

, on établit le théorème suivant :
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Théorème 2.3.1 On suppose que la fonction D 3 t 7−→ A(t) ∈ L(W 1;H) admet des

dérivées bornées par rapport à t1 et t2 au sens de la topologie de la convergence simple

de L(W 1;H) et soient réalisées les conditions (A1), (A2) et (B1) ou (B2). Alors on a

l’estimation :

|‖u‖|21 ≤ S|‖Lλ,µu‖|2, ∀u ∈ H1,1(D;W 1), (2.15)

où S est une constante positive independante de λ, µ et de u.

Pour démontrer le théorème 2.3.1, on introduit les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 [Lemme de Gronwall].

(P1) Soient v(t) et F (t) deux fonctions non negatives, intégrables sur ]0, T [, telles que

la fonction F (t) est non-décroissante. Alors de l’inégalité :

v(t) ≤ c3

∫ t

0
v(τ)dτ + F (t), c3 > 0, (I1)

découle l’estimation :

v(t) ≤ exp(c3t)F (t), ∀t ∈]0, T [.

(P2) Soient w(t) et G(t) deux fonctions non negatives, intégrables sur ]0, T [, telles que

la fonction G(t) est non-décroissante. Alors de l’inégalité :

w(t) ≤ c3

∫ T

t
w(τ)dτ +G(t), (I2)

on déduit :

w(t) ≤ exp(c3(T − t))G(t), ∀t ∈]0, T [.

Lemme 2.3.2 [Lemme de Gronwall généralisé].

(H1) Soient v(t1, t2) et F (t1, t2) deux fonctions non négatives, intégrables sur D, telles

que la fonction F (t1, t2) est non décroissante par rapport aux variables t1 et t2. Alors de

l’inégalité :

v(t1, t2) ≤ c3


t1∫

0

v(τ1, t2) dτ1 +
t2∫

0

v(t1, τ2) dτ2

+ F (t1, t2) , (c3 ≥ 0), (2.16)

se déduit l’estimation :

v(t1, t2) ≤ exp
(

2c3(t1 + t2)
)
F (t1, t2), ∀(t1, t2) ∈ D. (2.17)
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(H2) Soient w(t1, t2) et G(t1, t2) deux fonctions non négatives, intégrables sur D, telles

que la fonction G(t1, t2) est non décroissante par rapport aux variables t1 et t2. Alors de

l’inégalité

w(t1, t2) ≤ c3


T1∫
t1

w(τ1, t2) dτ1 +
T2∫
t2

w(t1, τ2) dτ2

+G (t1, t2) , (c3 ≥ 0), (2.18)

découle l’estimation :

w(t1, t2) ≤ exp
(

2c3(T1 + T2 − t1 − t2)
)
G(t1, t2), ∀(t1, t2) ∈ D. (2.19)

Preuve. Démontrons (H1) et d’une manière analogue nous établissons (H2).

Réecrivons l’inégalité (2.16) sous la forme :

v ≤ c3Jv + F, (2.20)

où J est l’opérateur intégral

J(v)(t1, t2) =
t1∫

0

v(τ1, t2) dτ1 +
t2∫

0

v(t1, τ2) dτ2.

En appliquant l’opérateur J à l’inégalité (2.20) et en multipliant le résultat obtenu par

c3, on obtient :

c3Jv ≤ c2
3J

2v + c3JF,

ce qui donne :

v ≤ c2
3J

2v + c3JF + F. (2.21)

En réitérant cette opération n fois, on obtient :

v ≤ cn+1
3 Jn+1v +

k=n∑
k=0

ck3J
kF. (2.22)

La fonction F (t1, t2) est non négative et non décroissante par rapport aux variables t1 et

t2, ce qui nous permet d’avoir l’estimation :
k=n∑
k=0

ck3J
k(F )(t1, t2) ≤

k=n∑
k=0

ck3(t1 + t2)kF (t1, t2)
n! . (2.23)

On a :

cn+1
3 Jn+1(v)(t1, t2) ≤ cn+1

3 2n+1(t1 + t2)n+1|v|∞
(n+ 1)! . (2.24)
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En combinant (2.22)-(2.24) on obtient l’inégalité :

v(t1, t2) ≤
k=n∑
k=0

ck3(t1 + t2)kF (t1, t2)
n! + cn+1

3 2n+1(t1 + t2)n+1|v|∞
(n+ 1)! . (2.25)

On a :
cn+1

3 2n+1(t1 + t2)n+1|v|∞
(n+ 1)! −→ 0 quand n −→∞,

et
k=n∑
k=0

ck3(t1 + t2)kF (t1, t2)
n! −→ exp

(
c3(t1 + t2)

)
F (t1, t2) quand n −→∞,

par passage à la limite quand n −→∞ dans (2.25), on obtient l’inégalité (2.17). �

Lemme 2.3.3 [25] Soit |.| la norme dans H ou dans W s, (s = (1, 1
2)), soit g une fonction

de la variable t ∈ [0, T ] à valeurs dans H et soit

h = B1(µ)g(0)−B2(µ)g(T ).

Alors si la condition (B1) est réalisée, on a :

1
2(1 + α1)|g(0)|2 − ‖B−1

1 (µ)B2(µ)‖2
L (H)|g(T )|2 ≤

(1 + α1)‖B−1
1 (µ)‖2

L (H)

(1− α1) |h|2, (2.26)

et si la condition (B2) est satisfaite on a :

1
2(1 + α2)|g(T )|2 − ‖B−1

2 (µ)B1(µ)‖2
L (H)|g(0)|2 ≤

(1 + α2)‖B−1
2 (µ)‖2

L (H)

(1− α2) |h|2. (2.27)

Démonstration du théorème 2.3.1. Multipliant scalairement dans H l’équation (2.1)

par l’expression :

Mu = ∂u

∂t1
+ ∂u

∂t2
+ λA(t)( ∂u

∂t1
+ ∂u

∂t2
),

on obtient :
∂

∂t1
(F2(t1, t2)) + ∂

∂t2
(F2(t1, t2)) = g(t), (2.28)

où

F1(t1, t2) =
∣∣∣∣∣ ∂u∂t1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣A1/2u

∣∣∣2 + 2λ
∣∣∣∣∣A1/2 ∂u

∂t1

∣∣∣∣∣
2

+ λ |Au|2 + λ2
∣∣∣∣∣A ∂u∂t1

∣∣∣∣∣
2

,

F2(t1, t2) =
∣∣∣∣∣ ∂u∂t2

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣A1/2u

∣∣∣2 + 2λ
∣∣∣∣∣A1/2 ∂u

∂t2

∣∣∣∣∣
2

+ λ |Au|2 + λ2
∣∣∣∣∣A ∂u∂t2

∣∣∣∣∣
2

,
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g(t) = 2Re (Lλu, Mu) + 2Re(∂A
1/2

∂t1
u, A1/2u) + 2λRe(∂A

∂t1
u, Au)

+4λRe(∂A
1/2

∂t2

∂u

∂t1
, A1/2 ∂u

∂t1
) + 2λ2 Re(∂A

∂t2

∂u

∂t1
, A

∂u

∂t1
)

+2Re(∂A
1/2

∂t2
u, A1/2u) + 2λRe(∂A

∂t2
u, Au)

+4λRe(∂A
1/2

∂t1

∂u

∂t2
, A1/2 ∂u

∂t2
) + 2λ2 Re(∂A

∂t1

∂u

∂t2
, A

∂ u

∂t2
) ).

En intégrant l’identité (2.28) dans le rectangle Dτ = ]0, τ1[× ]0, τ2[ ⊂ D on obtient :
τ1∫

0

F1(τ1, t2) dt1 +
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt1 =
τ1∫

0

τ2∫
0

g(t)dt+
τ1∫

0

F1(t1, 0) dt1 +
τ2∫

0

F2(0, t2) dt2. (2.29)

En utilisant les estimations (2.6) ainsi que quelques inégalités élémentaires, on obtient :
τ1∫

0

F1(t1, τ2) dt1 +
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt1 ≤ 2
τ1∫

0

τ2∫
0

|(Lλu, Mu)| dt

+C
τ1∫

0

τ2∫
0

(F1(t1, t2) + F2(t1, t2)) dt+
τ1∫

0

F1(t1, 0) dt1 +
τ2∫

0

F2(0, t2) dt2, (2.30)

où C = max(q1, q2), qi = 2(δ + 1)
∥∥∥∥∥∂A(t)
∂ti

A−1(t)
∥∥∥∥∥

L (H)
, (i = 1, 2).

En répétant les mêmes opérations dans les rectangles : ]τ1, T1[ × ]τ2, T2[, ]0, τ1[ × ]τ2, T2[

et ]τ1, T1[× ]0, τ2[ respectivement, on obtient les trois inégalités suivantes :

−
T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1 −
T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2 ≤ 2
T2∫
τ2

T1∫
τ1

|(Lλu, Mu)| dt

+C
T2∫
τ2

T1∫
τ1

(F1(t1, t2) + F2(t1, t2)) dt−
T1∫
τ1

F1(t1, T2) dt1 −
T2∫
τ2

F2(T1, t2) dt2, (2.31)

τ1∫
0

F1(t1, T2) dt1 +
T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2 ≤ 2
T2∫
τ2

τ1∫
0

|(Lλu, Mu)| dt
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+C
T2∫
τ2

τ1∫
0

(F1(t1, t2) + F2(t1, t2)) dt+
τ1∫

0

F1(t1, τ2) dt1 +
T2∫
τ2

F2(0, t2) dt2, (2.32)

T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1 +
τ2∫

0

F2(T1, t2) dt2 ≤ 2
τ2∫

0

T1∫
τ1

|(Lλu, Mu)| dt

+C
τ2∫

0

T1∫
τ1

(F1(t1, t2) + F2(t1, t2)) dt+
T1∫
τ1

F1(t1, 0) dt1 +
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt2. (2.33)

Dans ce qui suit, on suppose que la condition (B1) est réalisée, (le cas où B2 est réalisée

est traité par la même méthodologie).

Appliquant (H1) du lemme 2.3.2 à l’inégalité (2.30) on obtient :
τ1∫

0

F1(t1, τ2) dt1 +
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt1 ≤ exp(2C(T1 + T2))
 τ1∫

0

τ2∫
0

2 |(Lλu, Mu)| dt

+
τ1∫

0

F1(t1, 0) dt1 +
τ2∫

0

F2(0, t2) dt2

 . (2.34)

On revient à l’inégalité (2.32). On fixe la variable τ2 et on considère le membre gauche

(2.32) comme étant une fonction d’une seule variable τ1. Après l’application du lemme de

Gronwall, on obtient :

− exp(CT1)
∫ τ1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

τ2
F2(τ1, t2) dt2 ≤

exp(CT1)
[∫ T2

τ2

∫ τ1

0
2 |(`λu, Mu)| dt+ C

∫ T2

τ2

∫ τ1

0
(F1(t1, t2)) dt

+
∫ T2

τ2
F2(0, t2) dt2

]
−
∫ τ1

0
F1(t1, T2) dt1. (2.35)

De manière analogue, en appliquant le lemme de Gronwall à l’inégalité (2.33), on obtient :
T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1 − exp(CT2)
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt2 ≤

exp(CT2)
 τ2∫

0

T1∫
τ1

2 |(Lλu, Mu)| dt + C

τ2∫
0

T1∫
τ1

F2(t1, t2)dt

+
T1∫
τ1

F1(t1, 0) dt1

− τ2∫
0

F2(T1, t2) dt2. (2.36)
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Multipliant (2.34) par 1
4 (1 + α1)2 expC(T1 +T2), (2.35) par 1

2(1+α1)α1(expCT2) , (2.36)

par 1
2(1 + α1)α1 exp(CT1) et (2.31) par α2

1 puis, sommant les quatre inégalités obtenues.

Après l’application de quelques estimations élémentaires, on trouve :

1
4 (1 + α1) (1− α1) exp(C(T1 + T2))

[∫ τ1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ τ2

0
F2(τ1, t2) dt2

]

+1
2α1(1 + α1)

[
exp(C(T1))

∫ T1

τ1
F1(t1, τ2) dt1 + exp(C(T2))

∫ T2

τ2
F2(τ1, t2) dt2

]

−α2
1

[∫ T1

τ1
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

τ2
F2(τ1, t2) dt2

]
≤

1
4 (1 + α1)2 exp(3C(T1 + T2))

∫ T2

0

∫ T1

0
2 |(Lλu, Mu)| dt

+1
2α1(1 + α1)C exp(C(T1 + T2))

[∫ T2

τ2

∫ τ1

0
F1(t1, t2)dt+

∫ τ2

0

∫ T1

τ1
F2(t1, t2)dt

]

+α2
1C

∫ T2

τ2

∫ T1

τ1
(F1(t1, t2) + F2(t1, t2))dt

+1
4(1 + α1)2 exp(3C(T1 + T2))

∫ τ1

0
(F1(t1, 0)dt1 −

1
2α1(1 + α1) exp(CT2)

∫ τ1

0
(F1(t1, T2)dt1

+1
2α1(1 + α1) exp(C(T1 + T2))

∫ T1

τ1
(F1(t1, 0)dt1 − α2

1

∫ T1

τ1
(F1(t1, T2)dt1

+1
4(1 + α1)2 exp(3C(T1 + T2))

∫ τ2

0
(F2(0, t2)dt2 −

1
2α1(1 + α1) exp(CT1)

∫ τ2

0
(F2(T1, t2)dt2

+1
2α1(1 + α1) exp(C(T1 + T2))

∫ T2

τ2
(F2(0, t2)dt2 − α2

1

∫ T2

τ2
(F1(T1, t2)dt2. (2.37)

On pose

E1(τ1, τ2) = 1
4 (1 + α1) (1− α1) exp(C(T1 + T2))

[∫ τ1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ τ2

0
F2(τ1, t2) dt2

]

+1
2α1(1 + α1)

[
exp(C(T1))

∫ T1

τ1
F1(t1, τ2) dt1 + exp(C(T2))

∫ T2

τ2
F2(τ1, t2) dt2

]

−α2
1

[∫ T1

τ1
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

τ2
F2(τ1, t2) dt2

]
,

E2 = 1
4 (1 + α1)2 exp(3C(T1 + T2))

∫ T2

0

∫ T1

0
2 |(Lλu, Mu)| dt,

E3(τ1, τ2) = 1
2α1(1 + α1)C exp(C(T1 + T2))

[∫ T2

τ2

∫ τ1

0
F1(t1, t2)dt+

∫ τ2

0

∫ T1

τ1
F2(t1, t2)dt

]

+α2
1C

∫ T2

τ2

∫ T1

τ1
(F1(t1, t2) + F2(t1, t2))dt,
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E4(τ1, τ2) = 1
4(1+α1)2 exp(3C(T1+T2))

∫ τ1

0
(F1(t1, 0)dt1−

1
2α1(1+α1) exp(CT2)

∫ τ1

0
(F1(t1, T2)dt1

+1
2α1(1 + α1) exp(C(T1 + T2))

∫ T1

τ1
(F1(t1, 0)dt1 − α2

1

∫ T1

τ1
(F1(t1, T2)dt1,

et

E5(τ1, τ2) = 1
4(1+α1)2 exp(3C(T1+T2))

∫ τ2

0
(F2(0, t2)dt2−

1
2α1(1+α1) exp(CT1)

∫ τ2

0
(F2(T1, t2)dt2

+1
2α1(1 + α1) exp(C(T1 + T2))

∫ T2

τ2
(F2(0, t2)dt2 − α2

1

∫ T2

τ2
(F1(T1, t2)dt2.

Alors, l’inégalité (2.37) devient :

E1(τ1, τ2) ≤ E2 + E3(τ1, τ2)

+E4(τ1, τ2) + E5(τ1, τ2). (E )

On minore le membre gauche de l’inégalité (E ) et on majore le membre droit en utilisant

les lemmes 2.3.2 et 2.3.3 et en tenant compte de :

expC(T1 + T2) > 1, expC(T1) > 1, expC(T1) > 1

1
2α1(1 + α1)− α2

1 = 1
2α1(1− α1), 1

2(1− α1) > α1,

on obtient :

E1(τ1, τ2) ≥ 1
4 (1 + α1) (1− α1)

[∫ τ1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ τ2

0
F2(τ1, t2) dt2

]

+1
2α1(1− α1)

[∫ T1

τ1
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

τ2
F2(τ1, t2) dt2

]
.

D’où

E1(τ1, τ2) ≥ 1
2α1(1− α1)

[∫ T1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

0
F2(τ1, t2) dt2

]
(2.38)

Revenant au membre droit de l’inégalité (E ), on a :

E3(τ1, τ2) ≤ 1
2α1(1 + α1)C exp(C(T1 + T2))

[∫ T2

τ2

∫ T1

0
F1(t1, t2)dt+

∫ T2

0

∫ T1

τ1
F2(t1, t2)dt

]
(2.39)

E4(τ1, τ2) ≤ 1
2(1+α1)

[1
2(1 + α1) exp(3C(T1 + T2))

∫ τ1

0
(F1(t1, 0)dt1 − α1

∫ τ1

0
(F1(t1, T2)dt1

]

+α1

[
1
2(1 + α1) exp(3C(T1 + T2))

∫ T1

τ1
(F1(t1, 0)dt1 − α1

∫ T1

τ1
(F1(t1, T2)dt1

]
. (2.40)
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En utilisant quelques inégalités élémentaires, la condition (A2), ainsi que l’inégalité (2.26)

du lemme 2.3.3, on obtient :

1
2(1 + α1)

[1
2(1 + α1) exp(3C(T1 + T2))(F1(t1, 0)− α1(F1(t1, T2)

]

= 1
2(1 + α1) exp(3C(T1 + T2))

[1
2(1 + α1)(F1(t1, 0)− ‖B−1

1 (µ)B2(µ)‖2
L (H)(F1(t1, T2)

]

≤ exp(3C(T1 + T2))(1 + α1)2

(1− α1)
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

L (H)
Γ(ψ), (2.41)

et

α1

[1
2(1 + α1) exp(3C(T1 + T2))(F1(t1, 0)− α1(F1(t1, T2)

]
.

= α1 exp(3C(T1 + T2))
[1
2(1 + α1)(F1(t1, 0)− ‖B−1

1 (µ)B2(µ)‖2
L (H)(F1(t1, T2)

]
.

≤ 2 exp(3C(T1 + T2))α1
(1 + α1)
(1− α1)

∥∥∥B−1
1 (µ)

∥∥∥2

L (H)
Γ(ψ). (2.42)

De (2.41) et (2.42), on a :

E4(τ1, τ2) ≤ exp(3C(T1 + T2))(1 + α1)2

(1− α1)
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

L (H)

∫ τ1

0
Γ(ψ)dt1

+2 exp(3C(T1 + T2))α1
(1 + α1)
(1− α1)

∥∥∥B−1
1 (µ)

∥∥∥2

L (H)

∫ T1

τ1
Γ(ψ)dt1. (2.43)

De manière analogue on obtient la majoration :

E5(τ1, τ2) ≤ exp(3C(T1 + T2))(1 + α1)2

(1− α1)
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

L(H)

∫ τ2

0
Γ(ϕ)dt2

+2 exp(3C(T1 + T2))α1
(1 + α1)
(1− α1)

∥∥∥B−1
1 (µ)

∥∥∥2

L (H)

∫ T2

τ2
Γ(ϕ)dt2, (2.44)

où

Γ(ψ) =
∣∣∣ψ′ ∣∣∣2 +

∣∣∣A(0, t2)1/2ψ
∣∣∣2 + λ

∣∣∣A(0, t2)1/2ψ
′
∣∣∣2 + λ |A(0, t2)ψ|2 + λ2

∣∣∣A(0, t2)ψ′
∣∣∣2 ,

Γ(ϕ) =
∣∣∣ϕ′ ∣∣∣2 +

∣∣∣A(0, t2)1/2ϕ
∣∣∣2 + λ

∣∣∣A(0, t2)1/2ϕ
′
∣∣∣2 + λ |A(0, t2)ϕ|2 + λ2

∣∣∣A(0, t2)ϕ′
∣∣∣2 .

En combinant les inégalités (2.38), (2.39), (2.43) et (2.44) on obtient :

1
2α1(1−α1)

[∫ T1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

0
F2(τ1, t2) dt2

]
≤ 1

4 (1 + α1)2 η
∫ T2

0

∫ T1

0
2 |(Lλu, Mu)| dt

+(1 + α1)2

(1− α1)
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

L (H)
η(
∫ T1

0
Γ(ψ)dt1 +

∫ T2

0
Γ(ϕ)dt2)
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+1
2α1(1 + α1)Cη

[∫ T2

τ2

∫ T1

0
F1(t1, t2)dt+

∫ T2

0

∫ T1

τ1
F2(t1, t2)dt

]
, (2.45)

où η = exp 3C(T1 + T2).

Pour majorer le terme :

+1
2α1(1 + α1)Cη

[∫ T2

τ2

∫ T1

0
F1(t1, t2)dt+

∫ T2

0

∫ T1

τ1
F2(t1, t2)dt

]
,

on considère tout d’abord le cas :

0 < α1 < 1i.e., 1
2(1 + α1) < (1− α1).

Alors, de l’inégalité (2.45) on a :

α1(1−α1)
[∫ T1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

0
F2(τ1, t2) dt2

]
≤ 1

2 (1 + α1)2 η
∫ T2

0

∫ T1

0
2 |(Lλu, Mu)| dt

+2(1 + α1)2

(1− α1)
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

(H)
η

(∫ T1

0
Γ(ψ)dt1 +

∫ T2

0
Γ(ϕ)dt2

)

+2Cηα1(1− α1)
[∫ T2

τ2

∫ T1

0
F1(t1, t2)dt+

∫ T2

0

∫ T1

τ1
F2(t1, t2)dt

]
. (2.46)

On remarque que l’inégalité (2.46) vérifie la condition (H2) du lemme 2.3.2, avec

w(τ1, τ2) = α1(1− α1)
[∫ T1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

0
F2(τ1, t2) dt2

]

et

G(τ1, τ2) = 1
2 (1 + α1)2 η

∫ T2

0

∫ T1

0
2 |(Lλu, Mu)| dt,

+2(1 + α1)2

(1− α1)
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

(H)
η

(∫ T1

0
Γ(ψ)dt1 +

∫ T2

0
Γ(ϕ)dt2

)
,

d’où, par application du lemme 2.3.2, on obtient :

α1(1−α1)
[∫ T1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

0
F2(τ1, t2) dt2

]
≤ ν

[
1
2 (1 + α1)2 η

∫ T2

0

∫ T1

0
2 |(Lλu, Mu)| dt

+2(1 + α1)2

(1− α1)
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

(H)
η

(∫ T1

0
Γ(ψ)dt1 +

∫ T2

0
Γ(ϕ)dt2

)]
, (2.47)

où ν = exp(4Cη(T1 + T2)).

En appliquant à (2.47) l’ε-inégalité, on obtient :

α1(1− α1)
[∫ T1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

0
F2(τ1, t2) dt2

]
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≤ ν (1 + α1)2 η

[
(ε−1

1 + ε−1
2 ) ‖Lλu‖2 + ε1

∫ T1

0

∫ T2

0
F1(t)dt+ ε2

∫ T1

0

∫ T2

0
F2(t)dt

]

+2ν (1 + α1)2 η

∥∥∥B−1
1 (µ)

∥∥∥2

L (H)

(1− α1)

(∫ T1

0
Γ(ψ)dt1 +

∫ T2

0
Γ(ϕ)dt2

)
. (2.48)

Intégrant l’inégalité (2.48) par rapport à τi de 0 à Ti, et choisissons εi =
α1(1− α1)

2ν (1 + α1)2 ηT3−i
, (i = 1, 2) puis, divisant par T1T2, on obtient :

1
T2
α1(1− α1)

∫ T1

0

∫ T2

0
F1(t)dt+ 1

T1
α1(1− α1)

∫ T1

0

∫ T2

0
F2(t)dt

≤ ν (1 + α1)2 η
2ν (1 + α1)2 η(T1 + T2)

α1(1− α1) ‖Lλu‖2

+ 1
2T2

α1(1− α1)
∫ T1

0

∫ T2

0
F1(t)dt+ 1

2T1
α1(1− α1)

∫ T1

0

∫ T2

0
F2(t)dt

+2ν (1 + α1)2 η

∥∥∥B−1
1 (µ)

∥∥∥2

(H)

(1− α1)

 T1∫
0

Γ(ψ)dt1 +
T2∫
0

Γ(ϕ)dt2

 .
ce qui donne :

1
2T2

α1(1− α1)
∫ T1

0

∫ T2

0
F1(t)dt+ 1

2T1
α1(1− α1)

∫ T1

0

∫ T2

0
F2(t)dt

≤ ν (1 + α1)2 η
2ν (1 + α1)2 η(T1 + T2)

α1(1− α1) ‖Lλu‖2

+2ν (1 + α1)2 η

∥∥∥B−1
1 (µ)

∥∥∥2

L (H)

(1− α1)

(∫ T1

0
Γ(ψ)dt1 +

∫ T2

0
Γ(ϕ)dt2)

)
. (2.49)

En utilisant l’estimation (2.49), (2.48) devient :

α1(1− α1)
[∫ T1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

0
F2(τ1, t2) dt2

]

≤ 4ν2η2 (1 + α1)4

α1(1− α1)(T1 + T2) (1 +
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

L (H)
)×

[
‖Lλu‖2 +

∫ T1

0
Γ(ψ)dt1 +

∫ T2

0
Γ(ϕ)dt2

]
. (2.50)

En vertu de (2.4) et (2.5) on a :

min(1, c2
1)
(
‖u(., τ2)‖2

1 + ‖u(τ1, .)‖2
1

)
≤
∫ T1

0
F1(t1, τ2) dt1 +

∫ T2

0
F2(τ1, t2) dt2, (2.51)
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∫ T1

0
Γ(ψ)dt1 +

∫ T2

0
Γ(ϕ)dt2 ≤ max(1, c2

2)(‖l1µu‖2
1 + ‖l2µu‖2

1). (2.52)

D’après (2.51) et (2.52), (2.50) devient :

α2
1(1− α1)2

(1 + α1)4 (1 +
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

(H)
)

(
‖u(., τ2)‖2

1 + ‖u(τ1, .)‖2
1

)

≤ S1
[
‖Lλu‖2 + ‖l1µu‖2

1 + ‖l2µu‖2
1

]
, (2.53)

où S1 = 4ν2η2(T1 + T2)max(1, c2
2)

min(1, c2
1) .

Multipliant à présent l’équation (2.1) par
√
λ, d’après les propriétés de la norme, on a :

λ

∣∣∣∣∣ ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

+ λ2
∣∣∣∣∣A1/2 ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

+ λ3
∣∣∣∣∣A ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

≤ 2λ
(
|Au|2 + |Lλu|2

)
.

En utilisant les estimations (2.4) et (2.5) on obtient :

min(1, c2
1)

T1∫
0

T2∫
0

λ ∣∣∣∣∣ ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

+ λ2
∣∣∣∣∣A1/2 ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

1/2
+ λ3

∣∣∣∣∣A ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

1

 dt

≤ 2λ
T1∫
0

T2∫
0

(
|Au|2 + |Lλu|2

)
dt. (2.54)

Majorant le premier terme du second membre de l’inégalité (2.54) grâce au second membre

de l’inégalité (2.49), on obtient :

α2
1(1− α1)2

(1 + α1)4 (1 +
∥∥∥B−1

1 (µ)
∥∥∥2

L(H)
)(λ+ 1)

T1∫
0

T2∫
0

λ ∣∣∣∣∣ ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

+ λ2
∣∣∣∣∣ ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

1/2
+ λ3

∣∣∣∣∣ ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

1

 dt.

≤ 4θ2ν2(T1 + T2 + 1)max(1, c2
2)

min(1, c2
1)
[
‖Lλu‖2 + ‖l1µu‖2

1 + ‖l2µu‖2
1

]
. (2.55)

En combinant les inégalités (2.53) et (2.55) on obtient :

θ1(µ)
(1 + λ){

T1∫
0

T2∫
0

[λ
∣∣∣∣∣ ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

+ λ2
∣∣∣∣∣ ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

1/2
+ λ3

∣∣∣∣∣ ∂2u

∂ t1 ∂ t2

∣∣∣∣∣
2

1
]dt

+ ‖u(., τ2)‖2
1 + ‖u(τ1, .)‖2

1

)
} ≤ S2

[
‖Lλu‖2 + ‖l1µu‖2

1 + ‖l2µu‖2
1

]
, (2.56)

où S2 = 8ν2η2(T1 + T2)2 max(1, c2
2)

min(1, c2
1) .
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En passant au sup par rapport à τ ∈ D, on obtient l’estimation a priori (2.15).

On considère à présent le cas
(

1
3 < α < 1

)
. En utilisant le changement de variables

β = (1−α)
2 , le fait que 1

3 < α < 1 implique que 0 < β < 1
3 , ce qui entrâıne que

∀α : 0 < α < 1 on a :

|‖u‖|21 ≤ S|‖Lλ,µu‖|2, ∀u ∈ H1,1(D;W 1),

où S = 32ν2η2(T1 + T2)2 max(1, c2
2)

min(1, c2
1) .

Ce qui achève la démonstration du théorème 2.3.1. �
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2.3.1 Fermeture de l’opérateur Lλ,µ

L’opérateur Lλ,µ admet une fermeture de domaine de définition D(Lλ,µ) = D(Lλ,µ).

Comme les fonctions u ∈ D(Lλ,µ) sont des limites des fonctions un ∈ D(Lλ,µ), alors on

peut prolonger l’inégalité (2.15) aux solutions fortes par passage à la limite, soit

|‖u ‖|21 ≤ S
∣∣∣∥∥∥Lλ,µ u∥∥∥∣∣∣2 ; ∀u ∈ D(Lλ,µ). (S )

D’où on déduit :

Corollaire 2.3.1 La solution forte du problème (2.1)-(2.2) quand elle existe est unique

et dépend continûment du second membre F ∈ E.

Corollaire 2.3.2 L’opérateur Lλ,µ admet un inverse borné sur son image R(Lλ,µ ).

Corollaire 2.3.3 L’ensemble R(Lλ,µ ) est fermé dans E et R(Lλ,µ) = R(Lλ,µ ).

Ce corollaire nous permet d’affirmer que pour établir l’existence de la solution forte du

problème (2.1)-(2.2), il suffit de démontrer la densité de l’ensemble R(Lλ,µ) dans E.
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2.4 Résolubilité du problème

Pour établir la densité de R(Lλ,µ) dans E, on introduit les opérateurs de régularisation

suivants :

On pose Aε(t) = (I + εA(t)). Dans la proprosition suivante, on cite quelques propriétés

de Aε(t) :

Proposition 2.4.1 [19]

P1) (Aε(t)u, u) ≥ (1 + εc0) |u|2 , ∀u ∈ D(A), ∀t ∈ D;

P2) limAε(t)v = v, quand ε→ 0, ∀v ∈ H;

P3) ‖A−1
ε (t)‖ ≤ 1;

P4) ‖εAA−1
ε v‖ = ‖(I − A−1

ε )v‖ → 0, quand ε→ 0, ∀v ∈ H;

P5) A−1
ε (t) est auto-adjoint et commute avec A(t).

On introduit aussi la condition :

Condition (A3) D 3 t 7−→ A(t) ∈ L(W 1;H) admet des dérivées mixtes

∂2A(t)
∂t1∂t2

et ∂
2A(t)
∂t2∂t1

telles que : ∂
2A(t)
∂t1∂t2

A−1(t) et ∂
2A(t)
∂t2∂t1

A−1(t) ∈ L2(D;L(H)).

Théorème 2.4.1 Sous les conditions du théorème 2.3.1 et la condition (A3), l’ensemble

R(Lλ,µ) est dense dans E.

Preuve. Soit V = (v, ξ, χ) un élément orthogonal à R(Lλ,µ), alors on a :

〈Lλ,µu, V 〉E = 〈Lλu, v〉+ 〈l1µu, ξ〉+ 〈l2µu, χ〉 = 0, ∀u ∈ H1,1(D,W 1).

On démontre que V = (0, 0, 0).

Comme les opérateurs l1µ et l2µ sont indépendants et leurs ensembles d’images sont denses

dans les espaces correspondants, alors, il suffit de démontrer que si pour tout élément

v ∈ L2(D;H) on a :

〈Lλu, v〉 = 0, ∀u ∈ H1,1
0 (D;W 1),

alors v = 0, où H1,1
0 (D;W 1) =

{
u ∈ H1,1(D;W 1) : l1µu = 0, l2µu = 0

}
.

On Commençe par traiter le cas λ = 0, puis, on établit la densité dans le cas général.
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Première étape λ = 0.

Soit L0 = ∂2

∂t1∂t2
+A(t) l’opérateur correpondant à la valeur λ = 0 et soit v ∈ L2(D;H),

tel qu’on ait :

〈L0u, v〉 = 〈 ∂2u

∂t1∂t2
+ A(t)u, v〉 = 0, ∀u ∈ H1,1

0 (D;W 1), (2.57)

On pose w = A−1
ε v et h = Aεu. Après substitution dans (2.57), on obtient :

〈 ∂
2h

∂t1∂t2
− ∂

∂t1
(B∗1εh)− ∂

∂t2
(B∗2εh), w〉 = −〈h, (AA−1

ε +B0εA
−1
ε )v〉, (2.58)

avec

B∗iε(t) = ε
∂A(t)
∂t3−i

A−1
ε (t), (i = 1, 2), B∗0ε(t) = ε

∂2 A(t)
∂t1∂t2

A−1
ε (t).

”*” désigne le symbole de l’adjoint et h peut être considéré comme une fonction arbitraire

de H1,1
0 (D;H), où

H1,1
0 (D;H) =

{
u ∈ H1,1(D;H) : B1(µ)u |t1=0 −B2(µ)u |t1=T1= 0,

B1(µ)u |t2=0 −B2(µ)u |t2=T2= 0
}
.

Remarque

Les opérateurs Biε(t) ∈ L (H), (i = 1, 2). En effet :

‖B∗iε‖L (H) = ‖Biε‖L (H) =
∥∥∥∥∥ε ∂A

∂t3−i
A−1
ε

∥∥∥∥∥
L (H)

=
∥∥∥∥∥ ∂A

∂t3−i
A−1(I − A−1

ε )
∥∥∥∥∥

L (H)

≤
∥∥∥∥∥ ∂A

∂t3−i
A−1

∥∥∥∥∥
L (H)

∥∥∥(I − A−1
ε )

∥∥∥
L (H)

≤ C, (i = 1, 2). (2.59)

L’équation (2.58) nous conduit à l’étude des opérateurs L̃ et L̃′ définis par :


D(L̃′) = H1,1

0 (D;H),

L̃′u = ∂2u

∂t1∂t2
− ∂

∂t1
(B∗1εu)− ∂

∂t2
(B∗2εu).

(2.60)
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et 

D(L̃) = H̃1,1
0 (D;H) =

{
u ∈ H1,1(D;H) : B∗1(µ)u |t1=0 −B∗2(µ)u |t1=T1= 0,

B∗1(µ)u |t2=0 −B∗2(µ)u |t2=T2= 0
}
.,

L̃u = ∂2u

∂t1∂t2
+B1ε

∂u

∂t1
+B2ε

∂u

∂t2
,

(2.61)

On montre que :

〈L̃′v, u〉 = 〈v, L̃u〉, ∀u ∈ H̃1,1
0 (D;H), ∀v ∈ H1,1

0 (D;H). (2.62)

En effet, pour tout v ∈ H1,1
0 (D,H) et u ∈ H̃1,1

0 (D,H), on a :

〈L̃′v, u〉 = 〈v, L̃u〉+
T2∫
0

( ∂v
∂t2
−B∗1εv, u)

∣∣∣∣∣
t1=T1

t1=0
dt2 −

T1∫
0

(v, ∂u
∂t1

+B2εu)
∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0
dt1, (2.63)

d’après la définition de H̃1,1
0 (D,H) et H1,1

0 (D,H), on a :

B∗2 (µ)u |t1=0= B∗1 (µ)u |t1=T1 , B∗2 (µ)u |t2=0= B∗1 (µ)u |t2=T2 ,

B1 (µ) v |t1=0= B2 (µ) v |t1=T1 , B1 (µ) v |t2=0= B2 (µ) v |t2=T2 .
(2.64)

En tenant compte de (2.64), on a :

(
∂v

∂t2
−B∗1εv, u

)∣∣∣∣∣
t1=T1

=

=
(

( ∂v
∂t2
−B∗1εv)

∣∣∣∣∣
t1=T1

, (B∗1 (µ))−1 B∗2 (µ) u|t1=0

)

=
(
B2 (µ)B−1

1 (µ) ( ∂v
∂t2
−B∗1εv)

∣∣∣∣∣
t1=T1

, u|t1=0

)
,

d’après la condition(A2) et (2.64), on obtient :

B2 (µ)B−1
1 (µ) ( ∂v

∂t2
−B∗1εv)

∣∣∣∣∣
t1=T1

= ( ∂v
∂t2
−B∗1εv)

∣∣∣∣∣
t1=0

,

ce qui donne (
∂v

∂t2
−B∗1εv, u

)∣∣∣∣∣
t1=T1

=
(

( ∂v
∂t2
−B∗1εv)

∣∣∣∣∣
t1=0

, u|t1=0

)
, (2.65)

d’où (
∂v

∂t2
−B∗1εv, u

)∣∣∣∣∣
t1=T1

t1=0
= 0.



2.4 Résolubilité du problème 57

Par un calcul similaire, on montre que :(
v,
∂u

∂t1
+B2εu

)∣∣∣∣∣
t2=T2

t2=0
= 0. (2.66)

A partir de (2.65) et (2.66), on déduit l’égalité (2.62).

On revient à (2.58), d’après (2.62) l’équation (2.58) signifie que pour tout ε 6= 0, w est la

solution faible du problème
L̃w = ∂2w

∂t1∂t2
+B1ε

∂

∂t1
w +B2ε

∂

∂t2
w = −(B0εA

−1
ε + AA−1

ε )v,

l̃1µw = B∗2(µ)w |t1=0 −B∗1(µ)w |t1=T1= 0,

l̃2µw = B∗2(µ)w |t2=0 −B∗1(µ)w |t2=T2= 0,

(2.67)

avec v ∈ L2(D;H).

2.4.1 Opérateurs L̃ et L̃′

Soit E0 l’espace de Hilbert L2(D;H)×H1([0, T2];H)×H1([0, T1];H) composé des éléments

F = (f, ϕ, ψ) tels que la norme

|‖F‖|2 = ‖f‖2 + ‖ϕ‖2
1 + ‖ψ‖2

1 est finie,

où Ĥ1([0, T2];H)×Ĥ1([0, T1];H) est le sous-espace fermé de H1([0, T2];H)×H1([0, T1];H)

composé des éléments (ϕ, ψ) tels que :

B∗2(µ)ϕ(0)−B∗1(µ)ϕ(T2) = B∗2(µ)ψ(0)−B∗1(µ)ψ(T1),

et H1([0, T1];H) est l’espace obtenu par complétion de l’espace C∞([0, T1];H) par rapport

à la norme

‖ψ‖2
1 = ‖ψ‖2 + ‖ψ′‖2.

De manière analogue, on construit l’espace H1([0, T2];H).

Pour l’opérateur L̃ = (L̃, l̃1µ, l̃2µ) agissant de H1,1(D;H) dans E0, on établit les résultats

suivants :

Proposition 2.4.2 Pour tout élément u ∈ H1,1(D;H) on a :

(i)
∣∣∣∥∥∥L̃u∥∥∥∣∣∣2 ≤ K1 ‖u‖2

1,1 , (2.68)
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(ii) ‖u‖2
1,1 ≤ K2

∣∣∣∥∥∥L̃u∥∥∥∣∣∣2 , (2.69)

où K1 et K2 sont des constantes positives indépendantes de u.

Preuve.

(i) D’après (2.59) et par une estimation de la norme de L̃u dans H on a :
∣∣∣L̃u∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2
+B1ε

∂u

∂t1
+B2ε

∂u

∂t2

∣∣∣∣∣
2

≤
[∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣B1ε

∂u

∂t1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣B2ε

∂u

∂t2

∣∣∣∣∣
]2

≤ 4 max(1, C2)
∣∣∣∣∣ ∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣ ∂u∂t1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣ ∂u∂t2

∣∣∣∣∣
2

+ |u|2
 ,

ce qui donne ∥∥∥L̃u∥∥∥2
≤ 4 max(1, C2) ‖u‖2

1,1 , ∀u ∈ H1,1(D;H). (2.70)

En vertu de l’inégalité (2.70) et de la continuité des opérateurs l̃1µ et l̃2µ de H1,1(D;H)

dans H1([0, T2] ;H) et H1([0, T1] ;H) respectivement, on obtient l’estimation (2.68).

(ii) Pour démontrer l’inégalité (2.69), on multiplie scalairement l’équation L̃u par ∂u

∂t1
+

∂u

∂t2
, on obtient :

∂

∂t1

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ ∂

∂t2

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

= 2Re
(

∂2u

∂t1∂t2
,
∂u

∂t1
+ ∂u

∂t2

)

+2Re
(
−B1ε

∂u

∂t1
−B2ε

∂u

∂t2
,
∂u

∂t1
+ ∂u

∂t2

)

+2Re
(
L̃u, ∂u

∂t1
+ ∂u

∂t2

)
. (2.71)

En intégrant l’égalité (2.71) dans les rectangles ]0, τ1[ × ]0, τ2[, ]τ1, T1[ × ]τ2, T2[, ]0, τ1[ ×

]τ2, T2[ et ]τ1, T1[× ]0, τ2[ respectivement, et en appliquant la proposition 2.2.2 on obtient

les inégalités :

τ1∫
0

F1(t1, τ2) dt1 +
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt1 ≤ 2
τ1∫

0

τ2∫
0

|z(t)| dt

+C
τ1∫

0

τ2∫
0

(F1(t1, t2) + F2(t1, t2)) dt+
τ1∫

0

F1(t1, 0) dt1 +
τ2∫

0

F2(0, t2) dt2.

−
T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1 −
T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2 ≤ 2
T2∫
τ2

T1∫
τ1

|(z(t)| dt
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+C
T2∫
τ2

T1∫
τ1

(F1(t1, t2) + F2(t1, t2)) dt−
T1∫
τ1

F1(t1, T2) dt1 −
T2∫
τ2

F2(T1, t2) dt2,

−
τ1∫

0

F1(t1, τ2) dt1 +
T2∫
τ2

F2(τ1, t2) dt2 ≤ 2
T2∫
τ2

τ1∫
0

|z(t)| dt

+C
T2∫
τ2

τ1∫
0

(F1(t1, t2) + F2(t1, t2)) dt−
τ1∫

0

F1(t1, T2) dt1 +
T2∫
τ2

F2(0, t2) dt2,

T1∫
τ1

F1(t1, τ2) dt1 −
τ2∫

0

F2(τ1, t2) dt2 ≤ 2
τ2∫

0

T1∫
τ1

|(z(t)| dt

+C
τ2∫

0

T1∫
τ1

(F1(t1, t2) + F2(t1, t2)) dt+
T1∫
τ1

F1(t1, 0) dt1 −
τ2∫

0

F2(T1, t2) dt2,

où Fi(t) =
∣∣∣∣∣∂u∂ti

∣∣∣∣∣ , (i = 1, 2) et z(t) =
(
L̃u, ∂u

∂t1
+ ∂u

∂t2

)
.

Ensuite, en utilisant des techniques analogues à celles utilisées pour avoir l’estimation

(2.15), on obtient l’inégalité :∥∥∥∥∥ ∂u∂t1
∥∥∥∥∥

2

+
∥∥∥∥∥ ∂u∂t2

∥∥∥∥∥
2

≤ S3

∥∥∥∣∣∣L̃u∣∣∣∥∥∥2
, (2.72)

où S3 = 16 exp(16C exp(3C(T1 + T2))(T1 + T2))(T1 + T2)2

θ1(µ) .

Par des techniques similaires, on établit l’inégalité :

‖u‖2 ≤ S4

∥∥∥∥∥ ∂u∂t1
∥∥∥∥∥

2

+
∥∥∥∥∥ ∂u∂t2

∥∥∥∥∥
2

+
∥∥∥l̃1µu∥∥∥2

1
+
∥∥∥l̃2µu∥∥∥2

1

 , (2.73)

où S4 =
4(1 +

∥∥∥B2(µ)B−1
1 (µ)

∥∥∥2

L (H)
)4(1 +

∥∥∥B−1
1 (µ)

∥∥∥2

L(H)
)(T1 + T2)2∥∥∥B2(µ)B−1

1 (µ)
∥∥∥4

L (H)
(1−

∥∥∥B2(µ)B−1
1 (µ)

∥∥∥2

L (H)
)2

.

En estimant la norme de L̃u dans L2(D,H) on a :∥∥∥∥∥ ∂2u

∂t1∂t2

∥∥∥∥∥
2

≤ 3
∥∥∥L̃u∥∥∥2

+ 3C2

∥∥∥∥∥ ∂u∂t1
∥∥∥∥∥

2

+
∥∥∥∥∥ ∂u∂t2

∥∥∥∥∥
2
 . (2.74)

En combinant les inégalités (2.72)-(2.74), on obtient l’inégalité (2.69),

où K2 = 3(C2 + 1)(S3 + 1)(S4 + 1).

Ce qui achève la démonstration de la proposition 2.4.2. �

Proposition 2.4.3 L’opérateur L̃ est un isomorphisme de H1,1(D;H) dans E0.
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Preuve. D’après les inégalités (2.68) et (2.69), on déduit que l’opérateur L̃ est un

isomorphisme de H1,1(D;H) dans le sous-espace fermé R(L̃) = L̃ (H1,1(D;H)). Il nous

reste à montrer queR(L̃) = E0. Pour cela, on introduit la famille d’opérateurs (L̃γ)γ∈[0, 1] =

(L̃γ , l̃1µ, l̃2µ) définie par :
D(L̃γ) = H1,1(D, H),

L̃γu = ∂2u

∂t1∂t2
+ γBu , avec Bu = B1ε

∂u

∂t1
+B2ε

∂u

∂t2
,

(2.75)

On considère tout d’abord le cas γ = 0, et on montre que R(L̃0) = E0.

Par une procédure d’intégration simple, on montre que la solution du problème :
L̃0u = ∂2u

∂t1∂t2
= f̃(t),

l̃1µu ≡ B∗2(µ)u |t1=0 −B∗1(µ)u |t1=T1= ϕ̃ (t2) ,

l̃2µu ≡ B∗2(µ)u |t2=0 −B∗1(µ)u |t2=T2= ψ̃ (t1)

(2.76)

est donnée par l’expression :

u(t) = (B∗2(µ)−B∗1(µ))−1
(
ϕ̃(t2) + ψ̃(t1)−B∗2(µ)ψ̃(0) +B∗1(µ)ψ̃(T1)

)
+

t2∫
0

t1∫
0

f̃(τ)dτ

+B∗1(µ)(B∗2(µ)−B∗1(µ))−1

 t2∫
0

T1∫
0

f̃(τ)dτ +
T2∫
0

t1∫
0

f̃(τ)dτ +B∗1(µ)(B∗2(µ)−B∗1(µ))−1
T2∫
0

T1∫
0

f̃(τ)dτ
 .

Ce qui prouve que R(L̃0) = E0. D’où, on en déduit que l’opérateur L̃0 = (L̃0, l̃1µ, l̃2µ) est

un isomorphisme de H1,1(D;H) dans E0.

Passant maintenant au cas général. On a :

L̃γ = L̃γ0 + (γ − γ0)(L̃1 − L̃0) avec (L̃1 − L̃0) = (B, l̃1µ, l̃2µ). γ0, γ ∈ [0, 1] .

En vertu de la continuité des opérateurs B, l̃1µ et l̃2µ, on a :∣∣∣∥∥∥(L̃1 − L̃0)u
∥∥∥∣∣∣2 ≤ K3 ‖u‖2

1,1 , ∀u ∈ H1,1(D;H). (2.77)

Pour continuer la démonstration, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.1 Pour tout élément u ∈ H1,1(D;H) on a :

‖u‖2
1,1 ≤ K4

∣∣∣∥∥∥L̃γu∥∥∥∣∣∣2 , ∀u ∈ H1,1(D;H), (2.78)

où K4 est une constante positive indépendante de u et de γ.
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Preuve. A partir de (2.69) on a :

∀γ ∈ [0, 1] , ‖u‖2
1,1 ≤ K(γ)

∣∣∣∥∥∥L̃γu∥∥∥∣∣∣2 , ∀u ∈ H1,1(D;H). (2.79)

On pose h(γ) = inf
u∈H1,1(D;H)

∣∣∣∥∥∥L̃γu∥∥∥∣∣∣
‖u‖1,1

, et on montre que h est continue sur [0, 1].

Soit ε > 0 et σ = ε√
K3

. Pour γ0, γ ∈ [0, 1] tel que |γ0 − γ| < σ, on a :
∣∣∣∣∣∣∥∥∥L̃γu∥∥∥∣∣∣− ∣∣∣∥∥∥L̃γ0u

∥∥∥∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∥∥∥L̃γu− L̃γ0u
∥∥∥∣∣∣ = |γ0 − γ|

∣∣∣∥∥∥L̃1u− L̃0u
∥∥∥∣∣∣

≤ σ
∣∣∣∥∥∥L̃1u− L̃0u

∥∥∥∣∣∣ ≤ ε√
K3

√
K3 ‖u‖1,1 = ε ‖u‖1,1 ,

ce qui implique : ∣∣∣∥∥∥L̃γ0u
∥∥∥∣∣∣

‖u‖1,1
− ε ≤

∣∣∣∥∥∥L̃γ0u
∥∥∥∣∣∣

‖u‖1,1
≤

∣∣∣∥∥∥L̃γu∥∥∥∣∣∣
‖u‖1,1

+ ε. (2.80)

Par passage à l’inf sur H1,1(D;H) dans (2.81), on obtient |h(γ)− h(γ0)| ≤ ε. Alors h est

continue sur [0, 1], donc elle admet une borne inf, on désigne cette borne par 1√
K4

, on

trouve (2.79). �

On revient à l’équation

L̃γu = F. (F)

On suppose maintenant que R(L̃γ0) = E0 et on montre que R(L̃γ) = E0 pour certains γ

au voisinage de γ0.

L’équation (F) peut être écrite sous la forme :

L̃γu = L̃γ0u+ (γ − γ0)(L̃1 − L̃0)u = F. (2.81)

En appliquant l’opérateur (L̃γ0)−1 aux deux membres de l’équation (2.82) on obtient :

u+ (γ − γ0)
(
L̃γ0

)−1
(L̃1 − L̃0)u =

(
L̃γ0

)−1
F. (2.82)

De (2.79) et (2.78), on a : ∥∥∥∥(L̃γ0

)−1
F
∥∥∥∥

1,1
≤
√
K4 |‖F‖| ,

∥∥∥∥(L̃γ0

)−1
(L̃1 − L̃0)u

∥∥∥∥
1,1
≤
√
K4

∣∣∣∥∥∥(L̃1 − L̃0)u
∥∥∥∣∣∣ ≤ √K4

√
K3 ‖u‖1,1 = K5 ‖u‖1,1 . (2.83)
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on note par

T = (γ − γ0)
(
L̃γ0

)−1
(L̃1 − L̃0), et g =

(
L̃γ0

)−1
F,

alors l’équation (2.83) devient :

u+ T u = g. (2.84)

Soit γ ∈ [0, 1] tel que |γ0 − γ| ≤ ρ < 1
K5
, on a :

‖T ‖ = sup
‖u‖1,1≤1

‖T u‖1,1 = |γ − γ0|
∥∥∥∥(L̃γ0

)−1
(L̃1 − L̃0)u

∥∥∥∥
1,1
≤ |γ − γ0|K5 < 1,

d’où l’opérateur (I + T ) est inversible, et la solution de l’équation (2.85) est donnée par

la série de Neumann :

u =
∞∑
n=0

(−1)nT ng. (2.85)

Ce qui prouve que R(L̃γ) = E0, ∀γ : |γ0 − γ| ≤ ρ < 1
K5
.

On pose γ0 = 0, comme on a déjà démontré que R(L̃0) = E0, on aura donc R(L̃γ) =

E0, ∀γ : 0 < γ ≤ ρ.

Prenant ensuite γ0 = ρ par la même procédure, on obtient R(L̃γ) = E0, ∀γ : 0 < γ ≤ 2ρ.

En avançant de cette manière et après un nombre fini de pas, on arrive à établir l’égalité

R(L̃γ) = E0 pour tout γ ∈ [0, 1].

Ce qui achève la démonstration de la proposition 2.4.3. �

Proposition 2.4.4 L’opérateur L̃ = L̃ est fermé dans la topologie de L2(D;H).

Preuve. Soit (un) ⊂ D(L̃) = H̃1,1
0 (D,H) telle que :

un −→ u dans L2(D;H), L̃un −→ f dans L2(D;H), n −→∞.

De (2.69) on déduit que (un) est une suite de Cauchy dans H1,1(D;H), alors un −→

v dans H1,1(D;H). Comme H̃1,1
0 (D;H) est un sous-espace fermé de H1,1(D,H), alors

v ∈ H̃1,1
0 (D,H). La convergence de un −→ u dans H1,1(D;H) entraine un −→ v dans

L2(D;H), comme on a la convergence un −→ u dans L2(D;H), alors u = v, et le fait que

l’operateur L̃ est borné de H1,1(D,H) dans L2(D;H) entraine que L̃u = f . �

Soit l’opérateur L̃′ = L̃′ .

D’après les propositions précédentes il s’ensuit que l’opérateur L̃′ = L̃′ est continu de
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H1,1
0 (D;H) dans L2(D;H).

De plus, d’après les propriétés des opérateurs à image fermée on a :

N (L̃′) = R(L̃)⊥ = L2(D;H)⊥ = {0} ,
R(L̃ ′) = R(L̃ ′) = N (L̃)⊥ = {0}⊥ = L2(D;H).

D’où on en déduit que l’opérateur L̃′ est un isomorphisme de H1,1
0 (D;H) dans L2(D;H).

Définition 2.4.1 On note par L̂ le prolongement faible de l’opérateur L̃ défini par :

〈
L̃′ u, v

〉
=
〈
u, L̂ v

〉
= 〈u, f 〉 , ∀u ∈ H1,1

0 (D,H) et L̂v = f ∈ L2 (D,H) . (2.86)

Proposition 2.4.5 Le prolongement faible de l’opérateur L̂ coincide avec le prolongement

fort :
(
L̂
)′

= L̃′.

Preuve. On montre que

D(L̃) = D(L̂) et L̃u = L̂u, ∀u ∈ D(L̂).

Il est clair que D(L̃) ⊂ D(L̂).

En vertu du théorème de Banach sur les opérateurs à image fermée, on déduit que

l’opérateur
(
L̂
)−1

est défini sur le sous-espace fermé R(L̂) = N (L̃′)⊥ et est continu.

On a :
(i) N (L̂) = R(L̃′)⊥ = {0} ,
(ii) N (L̃′) = {0} .

D’où R(L̂) = L2 (D,H). Alors pour tout f ∈ L2 (D,H), il existe une solution de

l’équation L̂u = f . Soit v la solution de l’ équation L̃u = f pour un élément f fixé,

on montre que u = v.

A partir de (2.86) et (2.62), on a :〈
z, L̂u

〉
=
〈
L̃′z, u

〉
= 〈z, f〉 , ∀z ∈ H1,1

0 (D;H),〈
z, L̃v

〉
=
〈
L̃′z, v

〉
= 〈z, f〉 , ∀z ∈ H1,1

0 (D;H),

d’où on obtient
〈
L̃′z, v − u

〉
= 0, ∀z ∈ H1,1

0 (D;H), ce qui signifie que w = v− u est la

solution faible de l’équation homogène L̃u = 0. D’après l’unicité de la solution faible on
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obtient u = v. Donc u = v ∈ H1,1
0 (D;H) et L̃u = L̂u = f .

Ce qui achève la démonstration de la proposition 2.4.5. �

Cette dernière proposition affirme que la solution du problème (2.67) coincide avec la

solution forte. D’où w ∈ H1,1(D;H) ∩ L2(D,W 1) et vérifie (2.67) au sens fort, d’où


D(L) = H̃1,1

0 (D;H),

Lw = ∂2w

∂t1∂t2
+B1ε

∂w

∂t1
+B2ε

∂w

∂t2
+ Aw = −B0εw = f.

(2.87)

En utilisant des techniques similaires à celles utilisées pour avoir l’estimation (2.15) on

établit l’estimation :

‖A
1
2w‖2 ≤ K6‖B0εw‖2, ∀w ∈ H̃1,1

0 (D;H). (2.88)

De (2.88) et (A1), il vient :

‖w‖2 ≤ 1
c0
‖A

1
2w‖2 ≤ K6

c0
‖B0εw‖2. (2.89)

En remplaçant w par A−1
ε v dans (2.89) on obtient :

‖A−1
ε v‖2 ≤ K6

c0
‖B0εA

−1
ε v‖2. (2.90)

On a :

‖A−1
ε v‖2 → ‖v‖2 quand ε→ 0

et ∥∥∥B0εA
−1
ε v

∥∥∥ =
∥∥∥∥∥
(
ε
∂2A

∂t1∂t2
A−1
ε

)∗
A−1
ε v

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥(I − A−1

ε

)( ∂2A

∂t1∂t2
A−1

)∗
A−1
ε v

∥∥∥∥∥
≤
{ ∥∥∥∥∥(I − A−1

ε

)( ∂2A

∂t1∂t2
A−1

)∗ (
A−1
ε v − v

)∥∥∥∥∥
+
∥∥∥∥∥(I − A−1

ε

)( ∂2A

∂t2∂t1
A−1

)∗
v

∥∥∥∥∥
}
−→ 0, quandε −→ 0.

Passant à la limite dans (2.90), quand ε −→ 0 , on obtient v = 0.

D’où R(Lλ,µ) = E, pour λ = 0. �

Deuxième étape λ 6= 0.

On Considère maintenant le cas λ 6= 0. On commençe par introduire le lemme suivant :
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Lemme 2.4.2 Il existe une constante positive K indépendante de u, telle que :

‖|(L1,µ − L0,µ)u|‖ ≤ k‖|u|‖1, (2.91)

La démonstration du lemme est basée sur la continuité des opérateurs B ≡ A
∂2

∂t1∂t2
, l1µ

et l2µ de D(Lλ,µ) dans L2(D,H), H1([0, T1], H), etH1([0, T2], H) respectivement.

On suppose qu’on a montré que R(Lλ0,µ) = E et on montre que R(Lλ,µ) = E pour les λ

au voisinage de λ0.

L’équation Lλ,µu = F peut être écrite :

Lλ,µ = (Lλ0,µ + (λ− λ0)(L1,µ − L0,µ))u = F, (2.92)

par application de l’opérateur (Lλ0,µ)−1, on obtient :

u+ (λ− λ0)(Lλ0,µ)−1(L1,µ − L0,µ)u = (Lλ0,µ)−1F. (2.93)

De (2.15) et (2.91) on a :

‖|(Lλ0,µ)−1F |‖1 ≤
√
S‖|F |‖,

et

‖|(Lλ0,µ)−1(L1,µ − L0,µ)u|‖1 ≤
√
S‖|(L1,µ − L0,µ)u|‖ ≤ m‖|u|‖1,

où m = k
√
S.

Soit |λ− λ0| ≤ ρ < 1
m

. Posons ζ = (λ− λ0)(Lλ0,µ)−1 (L1,µ − L0,µ) et ~ = (Lλ0,µ)−1F ,

(2.93) devient

u+ ζu = ~. (2.94)

Comme ||ζ|| = sup
u∈D(Lζ,µ)

|||Λu|‖1

‖|u|‖1
< 1, (I + ζ) est inversible est la série de Neumann

u = ∑∞
n=0(−ζ)n~ est donc la solution de l’équation (2.94).

D’où R(Lλ,µ) = E pour |λ− λ0| ≤ ρ <
1
m
,

Ensuite on pose λ = ρ, on procède de la même manière, on obtient R(Lλ,µ) = E pour

0 ≤ λ ≤ 2ρ. En avançant de cette manière et après un nombre fini de pas on arrive à

établir l’égalitéR(Lλ,µ) = E pour tout λ ≥ 0. Ce qui achève la démonstration du théorème

2.4.1. �

D’où le corollaire suivant :
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Corollaire 2.4.1 Pour tout élément F = (f, ϕ, ψ) ∈ E il existe une solution forte unique

u = (Lλ,µ)−1F = (L−1
λ,µ)F du problème (2.1)-(2.2) vérifiant l’estimation :

|‖u‖|21 ≤ S|‖F‖|2,

où S est une constante positive indépendante de λ, µ et u.

2.5 Continuité de la solution par rapport aux pa-
ramètres

Soit E1 l’espace obtenu en complétant l’espace C∞(D,W 1) par rapport à la norme

‖|u|‖2
1 = sup

τ∈D

∫
0

T1

∣∣∣∣∣ ∂u∂t1
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t2=τ2

dt1 +
∫
0

T2

∣∣∣∣∣ ∂u∂t2
∣∣∣∣∣
2

+ |u|21/2


t1=τ1

dt2


E est l’espace de Hilbert composé des éléments F = (f, ϕ, ψ) tels que

‖|F |‖2
E = ‖f‖2 + ‖ϕ‖2

2 + ‖ψ‖2
1 est finie,

où

‖ψ‖2
1 =

∫
0

T1 (
|ψ′|2 + |ψ|2

)
dt1

‖ϕ‖2
2 =

∫
0

T2 (
|ϕ′|2 + |ϕ|2

)
dt2

Théorème 2.5.1 Soit réalisée les conditions du théorème 2.4.1 et soit (µn, λn) →

(µ0, λ0) .

Alors

(Lλn,µn)−1 → (Lλ0,µ0)−1,

au sens de la convergence simple.

Preuve. On montre que

i) sup
n

∥∥∥(Lλn,µn)−1
∥∥∥

L (E,E1)
<∞,

ii) (Lλn,µn)−1 → (Lλ0,µ0)−1 dans un sous-espace Z dense dans E.
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D’après l’estimation (S ), on a :

‖|u|‖2
1 ≤ S

∥∥∥∣∣∣Lλn,µnu∣∣∣∥∥∥2
, ∀u ∈ D(Lλn,µn).

Comme la suite (µn, λn) converge vers (µ0, λ0) on peut choisir des constantes η1

dépendantes de µ0 et λ0 et η2 et η3 qui dépendent de λ0 telles que :

η1 ‖|u|‖2
E1 ≤ ‖|u|‖2

1 , ∀u ∈ D(Lλn,µn).

η2 ‖|F |‖2 ≤ ‖|F |‖2
E ≤ η3 ‖|F |‖2 , ∀F ∈ E.

La constante S ne dépend pas de µn et de λn, alors, on obtient :

‖|u|‖2
E1 ≤

S

η1η2

∥∥∥∣∣∣Lλn,µnu∣∣∣∥∥∥2

E
, = S ′

∥∥∥∣∣∣Lλn,µnu∣∣∣∥∥∥2

E
, ∀u ∈ D(Lλn,µn). (2.95)

et donc sup
n

∥∥∥(Lλn,µn)−1
∥∥∥

L (E,E1)
est fini.

On pose Z = R(Lλ0,µ0) et soit F ∈ Z , on a :

(Lλn,µn)−1F − (Lλ0,µ0)−1F ∈ D(Lλn,µn),

de l’inégalité (2.95), on obtient :

∥∥∥∣∣∣(Lλn,µn)−1F − (Lλ0,µ0)−1F
∣∣∣∥∥∥2

E1
≤ S ′

∥∥∥∣∣∣F − (Lλn,µn)(Lλ0,µ0)−1F
∣∣∣∥∥∥2

E
, (2.96)

On pose (Lλ0,µ0)−1F = h, on a :

∥∥∥∣∣∣Lλ0,µ0h− (Lλn,µn)h
∣∣∣∥∥∥2

E
≤ 2[|λn − λ0|2

∥∥∥∥∥ ∂2h

∂t1∂t2

∥∥∥∥∥
2

+ ‖B1(µn)−B1(µ0)‖2
L(H)

∥∥∥h|t1=0

∥∥∥2

1
+ ‖B2(µn)−B2(µ0)‖2

L (H)

∥∥∥h|t1=T1

∥∥∥2

1

+ ‖B1(µn)−B1(µ0)‖2
L (H)

∥∥∥h|t2=0

∥∥∥2

1
+ ‖B2(µn)−B2(µ0)‖2

L (H)

∥∥∥h|t2=T2

∥∥∥2

1
] (2.97)

Pour tout F ∈ Z , le membre droit de l’inégalité (2.97) tend vers zéro quand n →

∞,∀F ∈ Z .

Ce qui achève la démonstration du théorème 2.5.1. �



Chapitre 3

Méthode de quasi-réversibilité pour
un problème d’evolution mal posé

3.1 Position du problème

Soit D = D1×D2, (Di =]0, Ti[, (i = 1, 2)) un rectangle borné de R2 de variable t = (t1, t2)

et soit H un espace de Hilbert, où la norme et le produit scalaire sont respectivement

notés par |.| et (.,.).

Soit u la solution du problème :
Lu ≡ ∂2

t1t2u(t) + A1(t1)∂t1u(t) + A2(t1)∂t2u(t) + Au(t) = f(t), t ∈ D,

u(t1, 0) = ψ(t1), t1 ∈ [0, T1],

u(0, t2) = ξ(t2), t2 ∈ [0, T2],

(IV P )

où f est une fonction de variable t ∈ D et à valeurs dans H, ψ et ξ sont des fonctions

définies de [0, T1] et [0, T2] respectivement, à valeurs dans H et vérifient la condition :

ψ(0) = ξ(0).

A est un opérateur linéaire dans H, non-borné, auto-adjoint, défini positif et à domaine

de définition D(A) partout dense dans H.

A1(t1) et A2(t1) sont deux familles d’opérateurs bornés dans H, vérifiant :

Condition (A 1) |A1(t1)x|2 ≤ δ1 |x|2 , |A2(t1)x|2 ≤ δ2 |x|2 , ∀x ∈ H,

où δ1 et δ2 sont des constantes positives indépendantes de t1 et de x.

Soit la fonction χ; [0, T2]→ H, telle que χ(0) = ψ(T1).

Considérons le problème de minimisation suivant :
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pour tout ε > 0 trouver la fonction ξ = ξε telle que :

z(ξε) =
∫ T2

0
|u(T1, t2)− χ(t2)|2 dt2 ≤ ε. (z)

La solution evidente du problème (z) est de prendre u(T1, t2) = χ(t2) i.e. z(ξ) = 0 et

donc le problème de minimisation est résolu.

Ce choix nous conduit à l’étude du problème :
Lu ≡ ∂2

t1t2v(t) + A1(t1)∂t1v(t) + A2(t1)∂t2v(t) + Av(t) = f(t), t ∈ D,

v(t1, 0) = ψ(t1), t1 ∈ [0, T1],

v(T1, t2) = χ(t2), t2 ∈ [0, T2].

(FV P )

et prendre v(0, t2) = ξ(t2).

Mais le problème (FV P ) n’est pas bien posé au sens d’Hadamard. Pour vérifier que le

problème (FV P ) est mal posé , on considère le problème suivant :
∂2
t1t2u(t) + Au(t) = f(t),

u(t1, 0) = ψ(t1),

u(0, t2) = ξ(t2),

(IVP’)

qui est un cas particulier du problème (IVP), avec A1(t1) et A2(t1) des opérateurs iden-

tiquement nuls. Ce problème est bien posé et sa solution est donnée par :

u(t1, t2) = J0(2
√
t1t2A)ψ(0) +

∫ t1

0
J0(2

√
(t1 − s1) t2A)ψ′(s1)ds1

+
∫ t2

0
J0(2

√
t1 (t2 − s2)A)ξ′(s2)ds2 +

∫ t2

0

∫ t1

0
J0(2

√
(t1 − s1) (t2 − s2)A)f(s1, s2)ds1ds2,

où J0 est la fonction de Bessel donnée par :

J0(r) =
∞∑
n=0

(−1)n
(
r
2

)2n

(n!)2 ,

Par un changement de variables, on peut montrer que la solution formelle du problème

suivant : 
∂2
t1t2v(t) + Av(t) = f(t),

v(t1, 0) = ψ(t1),

v(T1, t2) = χ(t2),

(FVP’)
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est donnée par :

v(t1, t2) = J0(2
√
− (T1 − t1) t2A)ψ(T1)−

∫ T1

t1
J0(2

√
− (s1 − t1) t2A)ψ′(s1)ds1

+
∫ t2

0
J0(2

√
− (T1 − t1) (t2 − s2)A)χ′(s2)ds2

−
∫ t2

0

∫ T1

t1
J0(2

√
− (s1 − t1) (t2 − s2)A)f(s1, s2)ds1ds2.

Remarquons que pour 0 ≤ t1 ≤ s1 ≤ T1, 0 ≤ s2 ≤ t2 ≤ T2,

J0(2
√
− (s1 − t1) (t2 − s2)A) =

∞∑
n=0

λn

(n!)2 (s1 − t1)n (t2 − s2)n →∞, quand λ→∞.

Alors, l’opérateur J0(2
√
− (s1 − t1) (t2 − s2)A) n’est pas borné. Ce qui implique que la

solution du problème (FVP’) n’existe que pour des données (f, ψ, χ) appartenant à une

classe restreinte et on n’a pas la dépendance continue de la solution v par rapport aux

données. D’où le problème (FVP’) est mal posé, par conséquent, le problème (FVP) est

aussi mal posé.

3.2 Méthode de quasi-réversibilité

Introduisons la méthode de quasi-réversiblité qui nous permet de construire une ap-

proximation de la solution du problème (FV P ). Par approximation nous entendons une

fonction uε vérifiant :

∂2
t1t2uε(t) + A1(t1)∂t1uε(t) + A2(t1)∂t2uε(t) + Auε(t) = f(t),

uε(t1, 0) = ψ(t1),
T2∫
0
|uε(T1, t2)− χ(t2)|2 dt2 −→ 0 quand ε −→ 0.

3.2.1 Description de la méthode

Soit vε la solution du problème
∂2
t1t2vε(t) + A1(t1)∂t1vε(t) + A2(t1)∂t2vε(t) + Aεvε(t) = f(t), t ∈ D,

vε(t1, 0) = ψ(t1), t1 ∈ [0, T1],

vε(T1, t2) = χ(t2), t2 ∈ [0, T2],

(Pε)
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où l’opérateur A est remplacé par la perturbation

Aε = A(I + εA)−1 = AJε, ε > 0.

Puis, on utilise uε(0, t2) = vε(0, t2) = ξε(t2) comme condition initiale dans le problème :
∂2
t1t2uε(t) + A1(t1)∂t1uε(t) + A2(t1)∂t2uε(t) + Auε(t) = f(t), t ∈ D,

uε(t1, 0) = ψ(t1), t1 ∈ [0, T1],

uε(0, t2) = ξε(t2), t2 ∈ [0, T2],

(Qε)

Finalement, on montre que :
T2∫
0

|uε(T1, t2)− χ(t2)|2 dt2 −→ 0 quand ε −→ 0.

Dans la proprosition suivante on cite quelques propriétés de Aε :

Proposition 3.2.1 [19] on a :

P1) Jε, Aε ∈ L (H), ‖Jε‖ ≤ 1, ‖Aε‖ ≤ 1
ε
∀ε > 0 ;

P2) JεAu = AJεu, ∀u ∈ D(A);

P3) lim
ε→0

Jεu = u, ∀u ∈ H ;

P4) lim
ε→0

Aεu = Au, ∀u ∈ D(A).

3.3 Analyse de la méthode

Dans [17] est démontré que le problème (IV P ) admet une solution unique et elle dépend

continûment des données (f, ψ, ξ).

Grâce à la méthode des inégalités énergétiques on établit le théorème suivant :

Théorème 3.3.1 Soit la condition (A 1) vérifiée et soient f ∈ L2(D,H), ψ, ψ′ ∈

L2(D1, H), χ, χ′ ∈ L2(D2, H) et ψ(T1) = χ(0). Alors le problème (Pε) admet une

solution unique et elle dépend continûment des données (f, ψ, χ).

Pour établir les résultats de convergence, on introduit la condition :

(A2) les opérateurs A1(τ1), A1(t1), A2(s1) et A commute pour tout τ1, t1, et s1 dans

D1.
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3.3.1 Opérateurs R(t1, τ1) et S(t1, τ1)

Pour définir les opérateurs R et S, on adapte les techniques développées par Akcen dans

[2, 3]. Soient les problèmes auxiliaires suivants :

Pour h : [0, T2]→ H et x ∈ D(A), on considère dans (τ1, T1)× (0, T2), (0 ≤ τ1 ≤ T1) les

problèmes bien posés suivants :
∂2
t1t2U(t1, t2) + A1(t1)∂t1U(t1, t2) + AU(t1, t2) = 0,

U(t1, 0) = h(0),

U(τ1, t2) = h(t2),

(R)


∂2
t1t2V (t1, t2) + A1(t1)∂t1V (t1, t2) + AV (t1, t2) = 0,

V (t1, 0) = (t1 − τ1)Ax,

V (τ1, t2) = 0.

(S )

On définit l’opérateur linéaire R(t1, τ1)h(t2) = U(t1, t2), (resp.(S(t1, τ1)x = V (t1, t2))

comme opérateur résolvant du problème (R), (resp. (S )).

Ces opérateurs vérifient certaines conditions citées dans le lemme suivant :

Lemme 3.3.1 [3]

P1) R(t1, τ1)h(0) = h(0), 0 ≤ τ1 ≤ T1 ;

P2) R(τ1, τ1)h(t2) = h(t2) ;

P3) R(t1, s1)R(s1, τ1)h(t2) = R(t1, τ1)h(t2), 0 ≤ τ1 ≤ s1 ≤ t1 ≤ T1 ;

P4) ∂τ1(R(t1, τ1)h(t2)) = −R(t1, τ1)∂s1 (R(s1, τ1)h(t2))|s1=τ1
;

P5) ∂t2(R(t1, τ1)h(t2)) = R(t1, τ1)h′(t2)−R(t1, τ1)h(0);

P6)
T2∫
0
|R(t1, τ1)h(t2)|2 dt2 ≤ δ3

T2∫
0
|h(t2)|2 dt2,

où δ3 = exp((4 + 2δ1)(T1 + T2)) ;

P7)
T2∫
0
|R(t1, τ1)x|2 dt2 ≤ 2δ3(t1 − τ1)

∣∣∣A1/2x
∣∣∣2 .

Remarque Grâce à la condition (A 2) on peut établir la commutativité des opérateurs

R(T1, t1) et A1(t1) (resp. A2(t1)) pour tout t1 ∈ D1.

Proposition 3.3.1 Soit y(t) la solution du problème : ∂2
t1t2y(t) + A1(t1)∂t1y(t) + A2(t1)∂t2y(t) + Ay(t) = f(t), t ∈ D,

y(t1, 0) = ψ(t1), t1 ∈ D1,
(Y )
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Alors, on a l’identité :

∂2

∂t1∂t2
(R(T1, t1)y(t)) + A1(t1) ∂

∂t1
(R(T1, t1)y(t)) + A2(t1) ∂

∂t2
(R(T1, t1)y(t))

= R(T1, t1)f − A2(t1)S(T1, t1)ψ − S(T1, t1)ψ′. (3.1)

Preuve. Appliquant l’opérateur R(T1, t1) à l’équation du problème (Y ), on a :

R(T1, t1)∂
2y(t)
∂t1∂t2

+R(T1, t1)A1(t1)∂y(t)
∂t1

+R(T1, t1)A2(t1)∂y(t)
∂t2

+R(T1, t1)Ay(t) = R(T1, t1)f(t)

D’après les propriétés (P4) et (P5) du lemme 3.3.1, on obtient :

R(T1, t1)A1(t1)∂y(t)
∂t1

= A1(t1) ∂
∂t1

(R(T1, t1)y(t))− A1(t1)∂R(T1, t1)
∂t1

y(t)

= A1(t1) ∂
∂t1

(R(T1, t1)y(t)) +R(T1, t1)A1(t1) ∂

∂s1
(R(s1, t1)y(t))|s1=t1 , (3.2)

R(T1, t1)A2(t1)∂y(t)
∂t2

= A2(t1) ∂
∂t2

(R(T1, t1)y(t)) + A2(t1)S(T1, t1)ψ, (3.3)

R(T1, t1)∂
2y(t)
∂t1∂t2

= ∂

∂t2

(
R(T1, t1)∂y(t)

∂t1

)
+ S(T1, t1)∂y(t1, 0)

∂t1

= ∂2

∂t1∂t2
(R(T1, t1)y(t)) + ∂

∂t2
(R(T1, t1) ∂

∂s1
(R(s1, t1)y(t))|S1=t1) + S(T1, t1)ψ′ (3.4)

d’après l’identité (P5), on peut écrire :

∂

∂t2
(R(T1, t1) ∂

∂s1
(R(s1, t1)y(t))|s1=t1) = R(T1, t1) ∂

2

∂t2
∂s1((R(s1, t1)y(t))|s1=t1)

−S(T1, t1) ∂

∂s1
((R(s1, t1)y(t))|R1=t1,t2=0). (3.5)

En substituant (3.5) dans (3.4), on obtient :

R(T1, t1)∂
2y(t)
∂t1∂t2

= ∂2

∂t1∂t2
(R(T1, t1)y(t)) +R(T1, t1) ∂2

∂t2∂s1
((R(s1, t1)y(t))|s1=t1)

−S(T1, t1) ∂
s1

((S(s1, t1)y(t))|s1=t1,t2=0) + S(T1, t1)ψ′. (3.6)
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en tenant compte de

(R(s1, t1)y(t))|t2=0 = y(t1, 0), ∂

∂s1
(R(s1, t1)y(t))|t2=0 = 0,

et de

∂2

∂s1∂t2
((R(s1, t1)y(t))|s1=t1) = −A1(t1) ∂

∂s1
(R(s1, t1)y(t))|s1=t1 − Ay(t),

l’inégalité (3.6) devient :

R(T1, t1)∂
2y(t)
∂t1∂t2

= ∂2

∂t1∂t2
(R(T1, t1)y(t))−R(T1, t1)A1(t1) ∂

∂s1
(R(s1, t1)y(t))|s1=t1

−R(T1, t1)Ay(t) + S(T1, t1)ψ′. (3.7)

En combinant les inégalités (3.2), (3.3) et (3.7), on trouve l’identité (3.1). �

Etablissons maintenant les résultats de convergences.

Théorème 3.3.2 Soient les conditions (A 1) et (A 2)) vérifiées et soient :

(=1)
A1/2f ∈ L2(D;H), Aψ, Aψ′ ∈ L2(D1;H),

Aχ(t2), A1/2χ′ ∈ L2(D2;H) et ψ(T1) = χ(0),

alors on a :

‖u′ε(T1, t2)− χ′(t2)‖2
L2(D2;H) −→ 0, quand ε −→ 0. (3.8)

De plus, si

(=2)
Af ∈ L2(D;H), A3/2ψ, A3/2ψ′ ∈ L2(D1;H),

A3/2χ, Aχ′ ∈ L2(D2;H) et ψ(T1) = χ(0),

alors on a l’estimation :

‖u′ε(T1, t2)− χ′(t2)‖2
L2(D2;H) ≤ εC

{
‖Af(t)‖2

L2(D;H)

+
∥∥∥A3/2ψ

∥∥∥2

L2(D1;H)
+ ‖Aψ′‖2

L2(D1;H) +
∥∥∥A3/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1;H)

+
∥∥∥A3/2χ

∥∥∥2

L2(D2;H)
+ ‖Aχ′‖2

L2(D2;H)

}
. (3.9)
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Preuve. Appliquant l’opérateur R(T1, t1) respectivement aux équations :

∂2vε(t)
∂t1∂t2

+ A1(t1)∂vε(t)
∂t1

+ A2(t1)∂vε(t)
∂t2

+ Aεvε(t) = f(t),

∂2uε(t)
∂t1∂t2

+ A1(t1)∂uε(t)
∂t1

+ A2(t1)∂uε(t)
∂t2

+ Auε(t) = f(t).

D’après l’dentité (3.1), on obtient :

∂2

∂t1∂t2
(R(T1, t1)vε) + A1(t1) ∂

∂t1
(R(T1, t1)vε) + A2(t1) ∂

∂t2
(R(T1, t1)vε)

+R(T1, t1)(Aε − A)vε = R(T1, t1)f − A2(t1)S(T1, t1)ψ − S(T1, t1)ψ′, (3.10)

∂2

∂t1∂t2
(R(T1, t1)uε) + A1(t1) ∂

∂t1
(R(T1, t1)uε) + A2(t1) ∂

∂t2
(R(T1, t1)uε) ,

= R(T1, t1)f − A2(t1)S(T1, t1)ψ − S(T1, t1)ψ′, (3.11)

On substitue Aε − A = −εJεA2 dans (3.10) puis, on pose ωε = R(T1, t1) (vε − uε) , on

obtient :
∂2ωε(t)
∂t1∂t2

+ A1(t1)∂ωε(t)
∂t1

+ A2(t1)∂ωε(t)
∂t2

= εR(T1, t1)JεA2vε. (3.12)

Pour continuer la démonstration du théorème 3.3.2, on introduit le lemme suivant :

Lemme 3.3.2 Sous les conditions du théorème 3.3.2, on a l’estimation :

‖u′ε(T1, t2)− χ′(t2)‖2
L2(D2;H) =

T2∫
0

|u′ε(T1, t2)− χ′(t2)|2 dt2

≤ C1

∥∥∥εR(T1, t1)JεA2vε(t1, t2)
∥∥∥2

L2(D;H)
. (3.13)

Preuve. Multipliant scalairement dans H l’équation (3.12) par

Mωε = ∂ωε
∂t1

+ ∂ωε
∂t2

,

on obtient :
∂

∂t2

∣∣∣∣∣∂ωε∂t1

∣∣∣∣∣
2

+ ∂

∂t1

∣∣∣∣∣∂ωε∂t2

∣∣∣∣∣
2

=

−2Re
(
A1(t1)∂ωε

∂t1
,
∂ωε
∂t1

+ ∂ωε
∂t2

)
− 2Re

(
A2(t1)∂ωε

∂t2
,
∂ωε
∂t1

+ ∂ωε
∂t2

)
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+2Re
(
εR(T1, t1)JεA2vε,

∂ωε
∂t1

+ ∂ωε
∂t2

)
. (3.14)

Intégrant l’inégalité (3.14) dans le rectangle (0, τ1)× (0, τ2) , (0 ≤ τ1 ≤ T1 et 0 ≤ τ2 ≤ T2),

après l’utilisation de quelques estimations élémentaires ainsi que la condition (A 1), on

obtient :
τ1∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(t1, τ2)
∂t1

∣∣∣∣∣
2

dt1 +
τ2∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(τ1, t2)
∂t2

∣∣∣∣∣
2

dt2

−
τ1∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(t1, 0)
∂t1

∣∣∣∣∣
2

dt1 −
τ2∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(0, t2)
∂t2

∣∣∣∣∣
2

dt2

≤
(

(1 +
√
δ1 +

√
δ2)2 + 2

) τ1∫
0

τ2∫
0

∣∣∣∣∣∂ωε(t1, t2)
∂t1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣∂ωε(t1, t2)

∂t2

∣∣∣∣∣
2
 dt

+
τ1∫

0

τ2∫
0

∣∣∣εR(T1, t1)A2Jεvε
∣∣∣2 dt (3.15)

D’après les égalités :

vε(t1, 0) = uε(t1, 0) = ψ (t1) , vε(0, t2) = uε(0, t2) = ξε (t2) ,

on obtient :

ωε(t1, 0) = R(T1, t1) (vε(t1, t2)− uε(t1, t2))|t2=0 = 0,

ωε(0, t2) = R(T1, t1) (vε(t1, t2)− uε(t1, t2))|t1=0 = 0,

d’où, l’inégalité (3.15) devient :
τ1∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(t1, τ2)
∂t1

∣∣∣∣∣
2

dt1 +
τ2∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(τ1, t2)
∂t2

∣∣∣∣∣
2

dt2 ≤
τ1∫

0

τ2∫
0

∣∣∣εR(T1, t1)JεA2vε(t1, t2)
∣∣∣2 dt

+
(

(1 +
√
δ1 +

√
δ2)2 + 2

) τ1∫
0

τ2∫
0

∣∣∣∣∣∂ωε(t1, t2)
∂t1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣∂ωε(t1, t2)

∂t2

∣∣∣∣∣
2
 dt. (3.16)

On pose

ϑ(τ1, τ2) =
τ1∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(t1, τ2)
∂t1

∣∣∣∣∣
2

dt1 +
τ2∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(τ1, t2)
∂t2

∣∣∣∣∣
2

,

l’inégalité (3.16) peut être écrite sous la forme :

ϑ(τ1, τ2) ≤ δ

 τ1∫
0

ϑ(s1, τ2)ds1 +
τ2∫

0

ϑ(τ1, s2)ds2

+G(τ1, τ2), (3.17)
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où G(τ1, τ2) =
τ1∫
0

τ2∫
0
|εR(T1, t1)JεA2vε(t1, t2)|2 dt et δ =

(
(1 +

√
δ1 +

√
δ2)2 + 2

)
.

Comme les fonctions ϑ et G vérifient les conditions du lemme de Gronwall (voir lemme

2.3.2), on obtient :
τ1∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(t1, τ2)
∂t1

∣∣∣∣∣
2

dt1 +
τ2∫

0

∣∣∣∣∣∂ωε(τ1, t2)
∂t2

∣∣∣∣∣
2

dt2 ≤ C1

τ1∫
0

τ2∫
0

∣∣∣εR(T1, t1)A2Jεvε(t1, t2)
∣∣∣2 dt, (3.18)

où C1 = exp(2δ(T1 + T2)).

A partir de (3.18), on obtient :

T2∫
0

∣∣∣∣∣∂ωε(τ1, t2)
∂t2

∣∣∣∣∣
2

dt2 ≤ C1

T1∫
0

T2∫
0

∣∣∣εR(T1, t1)JεA2vε(t1, t2)
∣∣∣2 dt, (3.19)

Soit τ1 = T1, d’après la propriété (P2) du lemme 3.3.1 on a :

ωε(T1, t2) = R(T1, T1) (vε(T1, t2)− uε(T1, t2)) = vε(T1, t2)− uε(T1, t2)

= χ(t2)− uε(T1, t2), (3.20)

en tenant compte de (3.20), on obtient :

T2∫
0

|u′ε(T1, t2)− χ′(t2)|2 dt2 ≤ C1

T1∫
0

T2∫
0

∣∣∣εR(T1, t1)JεA2vε(t1, t2)
∣∣∣2 dt.

Ce qui achève la démonstration du lemme 3.3.2. �

D’après le lemme 3.3.2, on déduit que pour établir (3.8), il suffit d’estimer le côté droit

de l’inégalité (3.13).

Pour cela, on multiplie scalairement dans H l’équation (3.10) par :

εJεA
2( ∂
∂t1

(R(T1, t1)vε)−
∂

∂t2
(R(T1, t1)vε)).

Posant R(T1, t1)vε(t) = wε(t), on a :

2Re
(
∂2wε
∂t1∂t2

− εJεA2wε, εJεA
2[∂wε
∂t1
− ∂wε
∂t2

]
)

= −2Re
(
A1(t1)∂wε

∂t1
+ A2(t1)∂wε

∂t2
, εJεA

2[∂wε
∂t1
− ∂wε
∂t2

]
)

+2Re
(
R(T1, t1)f − A2(t1)S(T1, t1)ψ − S(T1, t1)ψ′, εJεA2[∂wε

∂t1
− ∂wε
∂t2

]
)
. (3.21)
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Utilisant l’identité :

(x, εA2Jεy) = (
√
εJεAx,

√
εJεAy) + (εJεA3/2x, εJεA

3/2y), (3.22)

l’égalité (3.21) peut être écrite sous la forme :

∂

∂t2

∣∣∣∣∣√εJεA∂wε∂t1

∣∣∣∣∣
2

+ ∂

∂t2

∣∣∣∣∣εJεA3/2∂wε
∂t1

∣∣∣∣∣
2

− ∂

∂t1

∣∣∣∣∣√εJεA∂wε∂t2

∣∣∣∣∣
2

− ∂

∂t1

∣∣∣∣∣εJεA3/2∂wε
∂t2

∣∣∣∣∣
2

− ∂

∂t1

∣∣∣εJεA2wε
∣∣∣2 + ∂

∂t2

∣∣∣εJεA2wε
∣∣∣2

= −2Re
(
A1(t1)∂wε

∂t1
+ A2(t1)∂wε

∂t2
, εJεA

2[∂wε
∂t1
− ∂wε
∂t2

]
)

+2Re
(
R(T1, t1)f − A2(t1)S(T1, t1)ψ − S(T1, t1)ψ′, εJεA2[∂wε

∂t1
− ∂wε
∂t2

]
)
. (3.23)

Intégrant l’égalité (3.23) dans (τ1, T1)× (0, τ2) , d’après les égalités :

wε(T1, t2) = R(T1, T1)vε(T1, t2) = vε(T1, t2) = χ(t2),

wε(t1, 0) = (R(T1, t1)vε(t))|t2=0 = ψ(t1),

on obtient l’inégalité :

H1(τ1, τ2) + H2(τ1, τ2) = H1(τ1, 0) + H2(T1, τ2)

+H3(τ1, τ2) + H4(τ1, τ2), (3.24)

où

H1(τ1, τ2) =

=
T1∫
τ1

∣∣∣∣∣√εJεA ∂

∂t1
wε(t1, τ2)

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣εJεA3/2 ∂

∂t1
wε(t1, τ2)

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣εJεA2wε(t1, τ2)

∣∣∣2
 dt1

H2(τ1, τ2) =

=
τ2∫

0

∣∣∣∣∣√εAJε ∂∂t2wε(τ1, t2)
∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣εA3/2Jε

∂

∂t2
wε(τ1, t2)

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣εA2Jεwε(τ1, t2)

∣∣∣2
 dt2

H1(τ1, 0) =
T1∫
τ1

(∣∣∣√εAJεψ′∣∣∣2 +
∣∣∣εA3/2Jεψ

′
∣∣∣2 +

∣∣∣εA2Jεψ
∣∣∣2) dt1



3.3 Analyse de la méthode 79

H2(T1, τ2) =
τ2∫

0

(∣∣∣√εAJεχ′∣∣∣2 +
∣∣∣εA3/2Jεχ

′
∣∣∣2 +

∣∣∣εA2Jεχ
∣∣∣2) dt2.

H3(τ1, τ2) = 2Re
∫ τ2

0

∫ T1

τ1

(
A1(t1)∂wε

∂t1
+ A2(t1)∂wε

∂t2
, εJεA

2[∂wε
∂t1
− ∂wε
∂t2

]
)
dt

H4(τ1, τ2) = 2Re
τ2∫

0

T1∫
τ1

(R(T1, t1)f(t)− A2(t1)S(T1, t1)ψ(t1)− S(T1, t1)ψ′(t1),

εJεA
2[∂wε
∂t1
− ∂wε
∂t2

]
)
dt.

Estimons le côté droit de l’égalité (3.24).

A partir de la condition (A 1) et de l’application de quelques inégalités élémentaires, on

trouve :

H3(τ1, τ2) + H4(τ1, τ2) ≤ δ

τ2∫
0

T1∫
τ1

∣∣∣∣∣√εJεA∂wε∂t1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣εJεA3/2∂wε

∂t1

∣∣∣∣∣
2
 dt

+δ
τ2∫

0

T1∫
τ1

∣∣∣∣∣√εJεA∂wε∂t2

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣εJεA3/2∂wε

∂t2

∣∣∣∣∣
2
 dt.

+3
τ2∫

0

T1∫
τ1

(∣∣∣√εJεAR(T1, t1)f
∣∣∣2 +

∣∣∣εJεA3/2R(T1, t1)f
∣∣∣2) dt

+3δ2

τ2∫
0

T1∫
τ1

(∣∣∣√εJεAS(T1, t1)ψ
∣∣∣2 +

∣∣∣εJεA3/2S(T1, t1)ψ
∣∣∣2) dt

+3
τ2∫

0

T1∫
τ1

(∣∣∣√εJεAS(T1, t1)ψ′
∣∣∣2 +

∣∣∣εJεA3/2S(T1, t1)ψ′
∣∣∣2) dt, (3.25)

en utilisant les propriétés (P6) et (P7) du lemme 3.3.1, on a :

H3(τ1, τ2) + H4(τ1, τ2) ≤ E1(τ1, τ2) + E2(τ1, τ2), (3.26)

où

E1(τ1, τ2) = δ

τ2∫
0

T1∫
τ1

∣∣∣∣∣√εJεA∂wε∂t1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣εJεA3/2∂wε

∂t1

∣∣∣∣∣
2
 dt

+δ
τ2∫

0

T1∫
τ1

∣∣∣∣∣√εJεAA1/2∂wε
∂t2

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣εJεA3/2A1/2∂wε

∂t2

∣∣∣∣∣
2
 dt,
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et

E2(τ1, τ2) = 3δ3

τ2∫
0

T1∫
τ1

(∣∣∣√εJεAf ∣∣∣2 +
∣∣∣εJεA3/2f

∣∣∣2) dt
+6δ2δ3T1

T1∫
τ1

(∣∣∣√εJεAA1/2)ψ
∣∣∣2 +

∣∣∣εJεA3/2A1/2)ψ
∣∣∣2) dt1

+6δ3T1

T1∫
τ1

(∣∣∣√εJεAA1/2ψ′
∣∣∣2 +

∣∣∣εJεA3/2A1/2ψ′
∣∣∣2) dt1.

En tenant compte de l’inégalité (3.26), (3.24) on obtient :

H1(τ1, τ2) + H2(τ1, τ2) ≤ E1(τ1, τ2) + E2(τ1, τ2)

+H1(τ1, 0) + H2(T1, τ2). (3.27)

Comme on a :

E1(τ1, τ2) ≤ δ


τ2∫

0

{H1(τ1, t2) + H2(τ1, t2)}dt2 +
T1∫
τ1

{H2(t1, τ2) + H2(t1, τ2)}dt1

 ,
et

E2(τ1, τ2) + H1(τ1, 0) + H4(T1, τ2) ≤ E2(0, τ2) + H1(0, 0) + H4(T1, T2),

de (3.27) on obtient :

H1(τ1, τ2) + H2(τ1, τ2)

≤ δ


τ2∫

0

{H1(τ1, t2) + H2(τ1, t2)}dt2 +
T1∫
τ1

{H2(t1, τ2) + H2(t1, τ2)}dt1


+E2(0, τ2) + H1(0, 0) + H2(0, T2), (3.28)

appliquant le lemme de Gronwall à l’inégalité (3.28) ainsi que quelques estimations

élémentaires, on obtient :

H1(τ1, τ2) + H2(τ1, τ2)

≤ C1 {E2(0, τ2) + H1(0, 0) + H2(T1, T2)} . (3.29)

En remplaçant τ1 par 0, on obtient :

H1(0, τ2) + H2(0, τ2)
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≤ C1 {E2(0, T2) + H1(0, 0) + H2(T1, T2)} . (3.30)

On minore le membre gauche de l’inégalité (3.30) comme suit :

H1(0, τ2) + H2(0, τ2) ≥
T1∫
0

∣∣∣εA2Jεwε(t1, τ2)
∣∣∣2 dt1,

d’où, il vient :
T1∫
0

∣∣∣εA2Jεwε(t1, τ2)
∣∣∣2 dt1 ≤

≤ C1 {E2(0, T2) + H1(0, 0) + H2(T1, T2)} . (3.31)

On intègre l’inégalité (3.31) par rapport à τ2 de 0 à T2, on obtient :

T2∫
0

T1∫
0

∣∣∣εA2Jεwε(t1, t2)
∣∣∣2 dt ≤

≤ T2C1 {E2(0, T2) + H1(0, 0) + H2(T1, T2)} , (3.32)

où

E2(0, T2) = 3δ3

{∥∥∥√εAJεf∥∥∥2

L2(D,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεf

∥∥∥2

L2(D,H)

}

+6δ2δ3T1

{∥∥∥√εA3/2Jεψ
∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA2Jεψ

∥∥∥2

L2(D1,H)

}

+6δ3T1

{∥∥∥√εA3/2Jεψ
′
∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA2Jεψ

′
∥∥∥2

L2(D1,H)

}
,

H1(0, 0) =
{∥∥∥εA2Jεψ

∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥√εAJεψ′∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεψ

′
∥∥∥2

L2(D1,H)

}
,

H2(T1, T2) =
{∥∥∥εA2Jεχ

∥∥∥2

L2(D2,H)
+
∥∥∥√εAJεχ′∥∥∥2

L2(D2,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεχ

′
∥∥∥2

L2(D2,H)

}
,

d’où, on a :

∥∥∥εR(T1, t1)JεA2vε(t)
∥∥∥2

L2(D,H)
≤ 3C1δ3T2

{∥∥∥√εAJεf∥∥∥2

L2(D,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεf

∥∥∥2

L2(D,H)

}
+6C1δ2δ3T1T2

{∥∥∥√εA3/2Jεψ
∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA2Jεψ

∥∥∥2

L2(D1,H)

}
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+6C1δ3T1T2

{∥∥∥√εA3/2Jεψ
′
∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA2Jεψ

′
∥∥∥2

L2(D1,H)

}
+C1T2

{∥∥∥εA2Jεψ
∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥√εAJεψ′∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεψ

′
∥∥∥2

L2(D1,H)

}
+C1T2

{∥∥∥εA2Jεχ
∥∥∥2

L2(D2,H)
+
∥∥∥√εAJεχ′∥∥∥2

L2(D2,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεχ

′
∥∥∥2

L2(D2,H)

}
, (3.33)

En combinant (3.13) et (3.33) et en utilisant quelques estimations élémentaires, on ob-

tient :

‖u′ε(T1, t2)− χ′(t2)‖2
L2(D2,H) ≤

6C2
1δ3T2 max(1, 2δ2T1, 2T1)

(∥∥∥√εJεAf∥∥∥2

L2(D,H)
+
∥∥∥εJεA3/2f

∥∥∥2

L2(D,H)

+
∥∥∥√εJεA3/2ψ

∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εJεA2ψ

∥∥∥2

L2(D1,H)

+
∥∥∥√εJεA3/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εJεA2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)

+
∥∥∥√εJεAψ′∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εJεA3/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)

+
∥∥∥εJεA2χ

∥∥∥2

L2(D2,H)
+
∥∥∥√εJεAχ′∥∥∥2

L2(D2,H)
+
∥∥∥εJεA3/2χ′

∥∥∥2

L2(D2,H)

)
. (3.34)

En utilisant l’identité

|Ash|2 = |JεAsh|2 + 2ε
∣∣∣JεAs+ 1

2h
∣∣∣2 + ε2

∣∣∣JεAs+1h
∣∣∣2 , s = 0, 1/2, 1, (3.35)

d’après les propriétés de l’approximation de Yosida, on a :

K1(ε) =
∥∥∥√εAJεf∥∥∥2

L2(D,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεf

∥∥∥2

L2(D,H)

≤ K̃1 =
∥∥∥A1/2f(t)

∥∥∥2

L2(D,H)
−
∥∥∥JεA1/2f(t)

∥∥∥2

L2(D,H)
→ 0, quand ε→ 0, (3.36)

K2(ε) =
∥∥∥√εA3/2Jεψ

∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA2Jεψ

∥∥∥2

L2(D1,H)

≤ K̃2 = ‖Aψ(t1)‖2
L2(D1,H) − ‖JεAψ(t1)‖2

L2(D1,H) → 0, quand ε→ 0, (3.37)

K3(ε) =
∥∥∥√εA3/2Jεψ

′
∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA2Jεψ

′
∥∥∥2

L2(D1,H)

≤ K̃3 = ‖Aψ′‖2
L2(D1,H) − ‖JεAψ

′‖2
L2(D1,H) → 0, quand ε→ 0, (3.38)
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K4(ε) =
∥∥∥√εAJεψ′∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεψ

′
∥∥∥2

L2(D1,H)

≤ K̃4 =
∥∥∥A1/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)
−
∥∥∥JεA1/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)
→ 0, quand ε→ 0, (3.39)

K5(ε) =
∥∥∥εA2Jεχ

∥∥∥2

L2(D2,H)

≤ K̃5 = ‖Aχ‖2
L2(D2,H) − ‖JεAχ‖

2
L2(D2,H) → 0, quand ε→ 0, (3.40)

K6(ε) =
∥∥∥√εAJεχ′∥∥∥2

L2(D2,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεχ

′
∥∥∥2

L2(D2,H)
≤

K̃6 =
∥∥∥A1/2χ′

∥∥∥2

L2(D2,H)
−
∥∥∥JεA1/2χ′

∥∥∥2

L2(D2,H)
→ 0, quand ε→ 0. (3.41)

En combinant (3.34) et (3.36)-(3.41), on peut conclure :

‖u′ε(T1, t2)− χ′(t2)‖2
L2(D2,H) ≤

6C2
1δ3T2 max(1, 2δ2T1, 2T1)(K̃1 + K̃2 + K̃3 + K̃4 + K̃5 + K̃6)→ 0, quand ε→ 0 .(3.42)

On suppose que la condition (=2) est satisfaite, à partir de l’identité (3.35), on obtient :

K1(ε) ≤ ε ‖Af‖2
L2(D,H) (3.43)

K2(ε) ≤ ε
∥∥∥A3/2ψ

∥∥∥2

L2(D1,H)
, (3.44)

K3(ε) + K4(ε) ≤ ε
∥∥∥A3/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)
+ ε ‖Aψ′‖2

L2(D1,H) , (3.45)

K5(ε) + K6(ε) ≤ ε
∥∥∥A3/2χ

∥∥∥2

L2(D2,H)
+ ε ‖Aχ′‖2

L2(D2,H) . (3.46)

En combinant (3.34) et (3.43)-(3.46), on obtient :

‖u′ε(T1, t2)− χ′(t2)‖2
L2(D2,H) ≤ εC

(
‖Af(t)‖2

L2(D,H)

+
∥∥∥A3/2ψ

∥∥∥2

L2(D1,H)
+ ‖Aψ′‖2

L2(D1,H) +
∥∥∥A3/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)

+
∥∥∥A3/2χ

∥∥∥2

L2(D2,H)
+ ‖Aχ′‖2

L2(D2,H)

)
,

où C = 6C2
1δ3T2 max(1, 2δ2T1, 2T1). Ce qui achève la démonstration du théorème 3.3.2. �

Proposition 3.3.2 Soit uε la solution du problème (Qε), alors on a :∥∥∥∥∥∂uε∂t2
(T1, t2)

∥∥∥∥∥
2

L2(D2,H)
≤ C1

(
‖f‖2

L2(D,H) +
∥∥∥A1/2ψ

∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥A1/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)
+
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+
∥∥∥ψ′∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥A1/2χ

∥∥∥2

L2(D2,H)
+ ‖χ′‖2

L2(D2,H)

)
, (3.47)

Preuve. Multipliant scalairement dans H l’équation (3.11) par

∂

∂t1
(R(T1, t1)uε) + ∂

∂t2
(R(T1, t1)uε) ,

on obtient :

∂

∂t2

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, τ2))
∣∣∣∣∣
2

+ ∂

∂t1

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, τ1)uε(τ1, t2))
∣∣∣∣∣
2

= −2Re
(
A1(t1) ∂

∂t1
(R(T1, t1)uε) + A2(t1) ∂

∂t2
(R(T1, t1)uε),[

∂

∂t1
(R(T1, t1)uε) + ∂

∂t2
(R(T1, t1)uε)

])
= 2Re (R(T1, t1)f − A2(t1)S(T1, t1)ψ − S(T1, t1)ψ′ ,[

∂

∂t1
(R(T1, t1)uε) + ∂

∂t2
(R(T1, t1)uε)

])
(3.48)

En intégrant l’identité (3.48) dans (0, τ1) × (0, τ2) et en utilisant quelques estimations

élémentaires, on obtient :
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, τ2))
∣∣∣∣∣
2

dt1 +
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, τ1)uε(τ1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2

≤ δ
∫ τ1

0

∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, t2))
∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, t1)uε(t1, t2))

∣∣∣∣∣
2
 dt

+3
∫ τ1

0

∫ τ2

0

(
|R(T1, t1)f |2 + |A2(t1)S(T1, t1)ψ|2 + |(S(T1, t1)ψ′|2

)
dt

+
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, 0))
∣∣∣∣∣
2

dt1 +
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, 0)uε(0, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2, (3.49)

On pose

Z (τ1, τ2) =
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, τ2))
∣∣∣∣∣
2

dt1 +
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, τ1)uε(τ1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2,

comme on a :
∫ τ1

0

∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, t2))
∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, t1)uε(t1, t2))

∣∣∣∣∣
2
 dt ≤

∫ τ1

0
Z (t1, τ2)dt1 +

∫ τ2

0
Z (τ1, t2)dt2,
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de (3.49), il vient :

Z (τ1, τ2) ≤

δ
{∫ τ1

0
Z (t1, τ2)dt1 +

∫ τ2

0
Z (τ1, t2)dt2

}
+3

∫ τ1

0

∫ τ2

0

(
|R(T1, t1)f |2 + |A2(t1)S(T1, t1)ψ|2 + |(S(T1, t1)ψ′|2

)
dt

+
∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, 0))
∣∣∣∣∣
2

dt1 +
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, 0)uε(0, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2, (3.50)

en appliquant le lemme de Gronwall à (3.50) ainsi que quelques inégalités élémentaires,

on obtient :

Z (τ1, τ2) ≤

+3C1

∫ T1

0

∫ T2

0

(
|R(T1, t1)f |2 + |A2(t1)S(T1, t1)ψ|2 + |(S(T1, t1)ψ′|2

)
dt

+C1

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, 0))
∣∣∣∣∣
2

dt1 +
∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, 0)uε(0, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2

 . (3.51)

En utilisant les propriétés (P6) et (P7) du lemme 3.3.1, il vient :

∫ τ1

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, τ2))
∣∣∣∣∣
2

dt1 +
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, τ1)uε(τ1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2

≤ 3C1δ3

∫ T1

0

∫ T2

0
|f(t)|2 dt+ 6C1δ2δ3T1

∫ T1

0

∣∣∣A1/2ψ
∣∣∣2 dt1 + 6C1δ3T1

∫ T1

0

∣∣∣A1/2ψ′
∣∣∣2 dt1

+C1

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, 0))
∣∣∣∣∣
2

dt1 + C1

∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, 0)uε(0, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2. (3.52)

En remplaçant τ1 par T1 et τ2 par T2 et en minorant le côté droit de l’égalité (3.52) par

∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, T1)uε(T1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2,

on obtient : ∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, T1)uε(T1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2

≤ 3C1δ3

∫ T1

0

∫ T2

0
|f(t)|2 dt+ 6C1δ2δ3T1

∫ T1

0

∣∣∣A1/2ψ
∣∣∣2 dt1 + 6C1δ3T1

∫ T1

0

∣∣∣A1/2ψ′
∣∣∣2 dt1

+C1

∫ T1

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)uε(t1, 0))
∣∣∣∣∣
2

dt1 + C1

∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, 0)uε(0, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2. (3.53)
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En utilisant les égalités :

R(T1, T1)uε(T1, t2) = uε(T1, t2),

R(T1, t1)uε(t1, 0) = uε(t1, 0) = ψ(t1),

R(T1, 0)uε(0, t2) = R(T1, 0)vε(0, t2),

il vient : ∥∥∥∥∥∂uε(T1, t2)
∂t2

∥∥∥∥∥
2

L2(D2,H)
≤

3C1δ3 ‖f‖2
L2(D,H) + 6C1δ2δ3T1

∥∥∥A1/2ψ
∥∥∥2

L2(D1,H)
+ 6C1δ3T1

∥∥∥A1/2ψ′
∥∥∥2

L2(D1,H)

+C1 ‖ψ′‖2
L2(D1,H) + C1

∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, 0)vε(0, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2. (3.54)

Pour continuer la démonstration, on doit estimer l’expression∫ T2
0

∣∣∣ ∂
∂t2

(R(T1, 0)vε(0, t2))
∣∣∣2 dt2.

Pour cela on multiplie scalairement dans H l’équation (3.10) par

∂

∂t1
(R(T1, t1)vε)−

∂

∂t2
(R(T1, t1)vε) ,

puis on intègre le résultat obtenu dans (τ1, T1)× (0, T2) , on obtient :

~1(τ1, τ2) + ~2(τ1, τ2) = ~1(τ1, 0) + ~2(T1, τ2)

~3(τ1, τ2) + ~4(τ1, τ2) + ~3(τ1, τ2), (3.55)

où

~1(τ1, τ2) =
∫ T1

τ1

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)vε(t1, τ2))
∣∣∣∣∣
2

dt1

+
∫ T1

τ1

(∣∣∣√εJεAR(T1, t1)vε(t1, τ2)
∣∣∣2 +

∣∣∣εJεA3/2R(T1, t1)vε(t1, τ2)
∣∣∣2) dt1,

~2(τ1, τ2) =
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, τ1)vε(τ1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2

+
∫ τ2

0

(∣∣∣√εJεAR(T1, t1)vε(τ1, t2)
∣∣∣2 +

∣∣∣εJεA3/2R(T1, t1)vε(τ1, t2)
∣∣∣2) dt2,

~3(τ1, τ2) = 2Re
∫ τ2

0

∫ T1

τ1

(
A1(t1) ∂

∂t1
(R(T1, t1)vε(t)) + A2(t1) ∂

∂t2
(R(T1, t1)vε(t)) ,
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,
∂

∂t1
(R(T1, t1)vε(t))−

∂

∂t2
(R(T1, t1)vε(t))

)
dt,

~4(τ1, τ2) = 2Re
∫ τ2

0

∫ T1

τ1
(R(T1, t1)f − A2(t1)S(T1, t1)ψ − S(T1, t1)ψ′ ,

,
∂

∂t1
(R(T1, t1)vε)−

∂

∂t2
(R(T1, t1)vε)

)
dt.

D’après les égalités :

R(T1, T1)vε(T1, t2) = vε(T1, t2) = χ(t2),

R(T1, t1)vε(t1, 0) = vε(t1, 0) = ψ(t1),

on obtient :

~1(τ1, 0) =
∫ T1

τ1

(
|ψ′|2 +

∣∣∣√εJεAψ∣∣∣2 +
∣∣∣εJεA3/2ψ)

∣∣∣2) dt1,
~1(T1, τ2) =

∫ τ2

0

(
|χ′|2 +

∣∣∣√εJεAχ)
∣∣∣2 +

∣∣∣εJεA3/2χ
∣∣∣2) dt2.

On a :

~1(τ1, 0) + ~1(T1, τ2) ≤ ~1(0, 0) + ~1(T1, T2). (3.56)

En utilisant les propriétés (P6) et (P7) du lemme 3.3.1 et quelques estimations

élémentaires, on obtient les inégalités :

|~3(τ1, τ2)| ≤ δ
∫ τ2

0

∫ T1

τ1

∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)vε(t1, t2))
∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣ ∂∂t1 (R(T1, t1)vε(t1, t2))

∣∣∣∣∣
2
 dt,

≤ δ

{∫ T1

τ1
(~1(t1, τ2) + ~2(t1, τ2)) dt1 +

∫ τ2

0
(~1(τ1, t2) + ~2(τ1, t2)) dt2

}
, (3.57)

|~4(τ1, τ2)| ≤ ~̃5 = 3δ3

∫ T2

0

∫ T1

0
|f |2 dt+ 6C1δ3T1

T1∫
0

(
δ2

∣∣∣A1/2ψ
∣∣∣2 +

∣∣∣A1/2ψ′
∣∣∣2) dt1, (3.58)

à partir de (3.56), (3.57) et (3.58) on obtient :
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, t1)vε(τ1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2 ≤ ~1(τ1, τ2) + ~2(τ1, τ2) ≤

δ

{∫ T1

τ1
(~1(t1, τ2) + ~2(t1, τ2)) dt1 +

∫ τ2

0
(~1(τ1, t2) + ~2(τ1, t2)) dt2

}
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+~̃5 + ~1(0, 0) + ~2(T1, T2), (3.59)

en utilisant le lemme de Gronwall on obtient :
∫ τ2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, t1)vε(τ1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2 ≤ ~1(τ1, τ2) + ~2(τ1, τ2) ≤

C1
(
~̃5 + ~1(0, 0) + ~2(T1, T2)

)
, (3.60)

ce qui implique

sup
0≤τ1≤T1

∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, τ1)vε(τ1, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2 ≤ 3C1δ3 ‖f‖2
L2(D,H)

+6C1δ3T1

(
δ2

∥∥∥A1/2ψ
∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥A1/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)

)
+C1

(
‖ψ′‖2

L2(D1,H) +
∥∥∥√εAJεψ∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεψ

∥∥∥2

L2(D1,H)

)
+C1

(
‖χ′‖2

L2(D2,H) +
∥∥∥√εAJεχ∥∥∥2

L2(D2,H)
+
∥∥∥εA3/2Jεχ

∥∥∥2

L2(D2,H)

)
, (3.61)

en utilisant l’identité (3.35), de (3.61) on tire

∫ T2

0

∣∣∣∣∣ ∂∂t2 (R(T1, 0)vε(0, t2))
∣∣∣∣∣
2

dt2 ≤ 3C1δ3 ‖f‖2
L2(D,H)

+6C1δ3T1

(
δ2

∥∥∥A1/2ψ
∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥A1/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)

)
+C1

(
‖ψ′‖2

L2(D1,H) +
∥∥∥A1/2ψ

∥∥∥2

L2(D1,H)

)
+C1

(
‖χ′‖2

L2(D2,H) +
∥∥∥A1/2χ

∥∥∥2

L2(D2,H)

)
. (3.62)

En combinant (3.54) et (3.62), on obtient :

∥∥∥∥∥∂uε∂t2
(T1, t2)

∥∥∥∥∥
2

L2(D2,H)
≤ 9C1(C1 + 1)δ3 max(1, 2δ2T1, 2T1)

(
‖f‖2

L2(D,H) +

+
∥∥∥A1/2ψ

∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥A1/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)

+
∥∥∥ψ′∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥A1/2χ

∥∥∥2

L2(D2,H)
+ ‖χ′‖2

L2(D2,H)

)
, (3.63)

Ce qui achève la démonstration de la proposition 3.3.2. . �
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Théorème 3.3.3 On suppose que les conditions (A 1) et (A 2) sont satisfaites et soient :

(=3)
f ∈ L2(D,H), A1/2ψ,A1/2ψ′ ∈ L2(D1, H),

A1/2χ, χ′ ∈ L2(D2, H) et ψ(T1) = χ(0),

Alors, on a : ∥∥∥∥∥∂uε(T1, t2)
∂t2

− χ′(t2)
∥∥∥∥∥

2

L2(D2,H)
−→ 0, quand ε −→ 0 (3.64)

Preuve. On considère l’espace M ⊂ L2(D,H)× C([0, T1], H)× C([0, T2], H) défini par

M =
{
F = (f, ψ, χ) : f ∈ L2(D,H), A1/2ψ, A1/2ψ′ ∈ L2(D1, H), A1/2χ, χ′ ∈ L2(D2, H)

}
.

muni de la norme

‖F‖2
M = ‖f‖2

L2(D,H) +
∥∥∥A1/2ψ

∥∥∥2

L2(D1,H)
+
∥∥∥A1/2ψ′

∥∥∥2

L2(D1,H)

+
∥∥∥A1/2χ

∥∥∥2

L2(D2,H)
+ ‖χ′‖2

L2(D2,H)

)
.

Soit M le sous-espace vectoriel de M défini par :

M =
{
F = (f, ψ, χ) : Af ∈ L2(D;H), A3/2ψ, A3/2ψ′ ∈ L2(D1;H), A3/2χ, Aχ′ ∈ L2(D2;H)

}
.

Soit l’opérateur linéaire Gε défini de M dans L2(D;H) par :

Gε : F = (f, ψ, χ) −→ GεF = ∂uε(T1, t2)
∂t2

,

où uε est la solution du problème (Qα). Alors à partir de l’inégalité (3.48) on a :

‖GεF‖2
L2(D2,H) ≤ C2‖F‖2

M . (3.65)

En vertu de (3.65), on déduit que l’opérateur Gε est borné.

De (3.9), on déduit :

‖GεF − χ′‖2
L2(D2,H) −→ 0 quand ε −→ 0,
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pour tout F ∈M . De la densité de l’espace M dans M , on obtient :

‖GεF − χ′‖2
L2(D2,H) −→ 0 quand ε −→ 0,

pour tout F ∈M. Ce qui achève la démonstration du théorème 3.3.3. �

On considère les problèmes suivants :
∂2
t1t2v

∗
ε(t) + A1(t1)∂t1v∗ε(t) + A2(t1)∂t2v∗ε(t) + Aεv

∗
ε(t) = f ∗(t)

v∗ε(t1, 0) = 0,

v∗ε(T1, t2) = χ∗(t2),

(P∗ε )


∂2
t1t2u

∗
ε(t) + A1(t1)∂t1u∗ε(t) + A2(t1)∂t2u∗ε(t) + Au∗ε(t) = f ∗(t),

u∗ε(t1, 0) = 0,

u∗ε(0, t2) = ξ∗ε (t2) = v∗ε(0, t2),

(Q∗ε)

où

f ∗(t1, t2) =
t2∫

0

(f(t1, s2)ds2 + A2(t1)ψ(t1) + ψ′(t1)) ds2 et χ∗(t2) =
t2∫

0

χ(s2)ds2.

v∗ε(t1, t2) =
t2∫

0

vε(t1, s2)ds2 et u∗ε(t1, t2) =
t2∫

0

uε(t1, s2)ds2.

vε et uε sont les solutions des problèmes (Pε) et (Qε) respectivement.

Il est clair que v∗ε , u∗ε sont des solutions des problèmes (P∗ε ) et (Q∗ε) respectivement, et

que les problèmes (P∗ε ) et (Q∗ε) sont des cas particuliers des problèmes (Pε) et (Qε)

respectivement.

En vertu des théorèmes 3.3.2 et 3.3.3 on déduit le résultat suivant :

Théorème 3.3.4 On suppose que les conditions (A 1) et (A 1) sont vérifiées et soient :

(=4)
∫ t2

0 f(t1, s2)ds2 ∈ L2(D,H), ψ, ψ′ ∈ L2(D1, H),

A1/2 ∫ t2
0 χ(s2)ds2, χ ∈ L2(D2, H) et ψ(T1) = χ(0).

Alors, on a :∥∥∥∥∥∂u∗ε∂t2
(T1, t2)− ∂χ

∂t2

∗∥∥∥∥∥
2

L2(D2,H)
= ‖uε(T1, t2)− χ(t2)‖2

L2(D2,H) −→ 0, quand ε −→ 0.
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De plus si :

(=5)
A
∫ t2

0 f(t1, s2)ds2 ∈ L2(D,H), Aψ, Aψ′ ∈ L2(D1, H),

A3/2 ∫ t2
0 χ(s2)ds2, Aχ ∈ L2(D2, H), et ψ(T1) = χ(0),

on a :

∥∥∥∥∥∂u∗ε∂t2
(T1, t2)− ∂χ

∂t2

∗∥∥∥∥∥
2

L2(D2,H)
≤ 6εc2

1δ3T2 max(1, 2δ2T1, 2T1)
(

3
∥∥∥∥A ∫ t2

0
f(t1, s2)ds2

∥∥∥∥2

L2(D,H)

+3δ2T2 ‖Aψ‖2
L2(D1,H) + 3T2 ‖Aψ′‖2

L2(D1,H)∥∥∥∥A3/2
∫ t2

0
χ(s2)ds2

∥∥∥∥2

L2(D2,H)
+ ‖Aχ‖2

L2(D2,H)

)
. (3.66)



Conclusion et perspectives

• Dans la présente thèse, on a traité deux classes de problèmes bien et mal posés. Dans

la première classe on a étudié deux problèmes non locaux, vu l’interêt de ce type de

problèmes dans beaucoup de domaines.

Dans le premier problème l’opérateur A est indépendant de la variable t, par contre dans le

deuxième travail l’opérateur A est dépendant de t et les conditions aux limites contiennent

des opérateurs d’où la complexité de l’étude.

On a montré l’efficacité de la méthode des inégalités énergétiques dans l’étude de ces

problèmes. Grâce aux estimations a priori établies on a pu démontrer des théorèmes

d’existence, d’unicité et de stabilité.

Comme perspectives, on se propose d’étudier des problèmes d’ordre supérieur, toujours

dans le cas non local, par exemple le problème :

`µu = ∂2m+1 u

∂2m+1 t1
+ ∂2m+1 u

∂2m+1 t2
+ δµ A(t1,t2, µ)u = f(t1, t2), t ∈ D = (0, T1)× (0, T2),



∂ku
∂tki

∣∣∣∣
ti=0

= ∂ku
∂tki

∣∣∣∣
ti=Ti

= 0 0 ≤ k ≤ m− 1, (i = 1, 2),

l1µu = B1(µ) ∂mu
∂tm1

∣∣∣
t1=0
−B2(µ) ∂mu

∂tm1

∣∣∣
t1=T1

= ϕ(t2), t2 ∈ [0, T2],

l2µu = B1(µ) ∂mu
∂tm2

∣∣∣
t2=0
−B2(µ) ∂mu

∂tm2

∣∣∣
t2=T2

= ψ(t1), t1 ∈ [0, T1].

où A(t, µ) est un opérateur linéaire dans H, non-borné, B1(µ) et B2(µ) sont des opérateurs

dépendant d’un paramètre complexe µ.

Quant à la deuxième classe, elle comporte l’étude d’un problème mal posé. L’approche

utilisée dans cette analyse repose sur la méthode de quasi-réversibilité qui nous a permis

d’établir plusieurs résultats de convergence.

Notre deuxième objectif sera de déterminer des stratégies de régularisation pour stabiliser
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certains problèmes mal posés, par exemple le problème suivant :

Déterminer la source P sachant que u(t) vérifie :



∂2
t1t2u(t) + Au(t) = P, t ∈ D = (0, T1)× (0, T2)

u(t1, 0) = ψ(t1), t1 ∈ [0, T1]

u(0, t2) = ξ(t2), t2 ∈ [0, T2]

Γ(u) = u(T1, T2) = ϕ.



Bibliographie

[1] S. Agmon, L. Nirenberg, Properties of solutions of ordinary differential equations

in Banach spaces, Comm. Pure Appl. Math., 16 (1963), 121-139.
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