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Résumé/Mots clés

Titre : Etude au séisme des structures élastoplastiques – Cas de l'oscillateur simple.

Résumé : Ce travail de thèse a pour ambition d’apporter quelques éclairages sur le comportement
des structures inélastiques soumises à des sollicitations périodiques de type sismique. L’étude sera
retreinte à un système à un degré de liberté. L’objectif de l’étude est de dégager des zones
comportementales de l’oscillateur reliées à la théorie moderne des systèmes dynamiques non linéaires.
Cette étude s’intéresse donc à une loi de comportement simple élastoplastique dans un cadre
dynamique : on peut ainsi parler de "Rhéologie dynamique" pour caractériser un tel oscillateur
inélastique. Notre première motivation est d’analyser le comportement dynamique d’un oscillateur
avec une technique utilisée dans le domaine des systèmes dynamiques  non réguliers. On procède à
l'étude de la stabilité et de la dynamique d'un oscillateur élastoplastique symétrique non amorti. Cette
étude a permis de lier les propriétés dynamiques (cycle limite…) aux caractéristiques mécaniques
(adaptation, accomodation), et un diagramme de bifurcation est mis en évidence numériquement.
L'étude est enrichie par la suite par l'introduction d'un amortissement visqueux. Enfin, la dynamique
d'un oscillateur élastoplastique parfait amorti et asymétrique, soumis à une excitation extérieure
harmonique, est traitée. L'effet de rochet est ainsi mis en évidence. Ces analyses ont permis de
proposer des recommandations qui peuvent certainement être prises en compte, comme paramètres
supplémentaires, dans la philosophie de conception sismique.

  Mots clés : Dynamique non-linéaire, oscillateur élastoplastique, vibrations, cycle limite, adaptation,
accomodation, effet  de rochet.
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Introduction générale

     Le dimensionnement de structures du génie civil au séisme se base généralement sur une

approche quasi statique équivalente, menée à partir d’une analyse modale élastique

(EUROCODE 8 ou Règlement Parasismique Algérien – RPA 2003 –). La non linéarité

matérielle peut-être prise en compte au travers d’un coefficient global de comportement qui

traduit l’aptitude de la structure à se déformer dans le domaine inélastique. Ce coefficient

cache néanmoins des insuffisances fortes latentes dans la compréhension de ce type de

systèmes. Pour certaines applications, liées  à des formes de bâtiments spécifiques ou en

présence d'irrégularités dans la distribution des inerties et des raideurs notamment, pour les

structures fortement dissymétriques, les hypothèses habituelles de calcul spectral sont

manifestement inadéquates.

    Dans ce cas, moyennant une certaine complexité des modèles, il est nécessaire de faire des

calculs numériques, en passant par un calcul dynamique non linéaire, thème de ce travail.

     La dynamique des systèmes non linéaires est un sujet en réalité difficile lié au caractère

hystérétique de ce type de comportement (qui dépend de l’histoire du matériau). Le sujet de

thèse a pour ambition d’apporter quelques éclairages sur le comportement des structures

inélastiques soumises à des sollicitations périodiques de type sismique. L’étude sera retreinte

à  un  système  à  un  degré  de  liberté.  L’objectif  de  l’étude  est  de  dégager  des  zones

comportementales de l’oscillateur reliées à la théorie moderne des systèmes dynamiques non

linéaires. En particulier, il s’agira de montrer comment l’accommodation qui apparaît pour

certains paramètres du système se traduit en terme de propriétés du système dynamique.

     Cette étude s’intéresse donc à une loi de comportement simple élastoplastique dans un

cadre dynamique : on peut ainsi parler de "Rhéologie dynamique" pour caractériser un tel

oscillateur inélastique.

   Notre première motivation est d’analyser le comportement dynamique d’un oscillateur avec

une technique utilisée dans le domaine des systèmes dynamiques non réguliers (voir

Awrejcewicz et Lamarque, 2003).



Introduction  générale

3

        Ce mémoire est organisé en 4 chapitres suivis d’une conclusion générale :

     Le chapitre I a pour objectif de faire une brève synthèse bibliographique, pour une

meilleure compréhension du thème de la thèse. L’étude bibliographique a été scindée en trois

parties distinctes :

- Partie A: Dynamiques des systèmes non linéaires.

- Partie B: Source des non linéarités en analyse sismique.

- Partie C: Historique des travaux sur les oscillateurs hystérétiques.

     Le travail présenté dans cette thèse étant de nature déterministe, nous n'abordons pas dans

la thèse, le calcul stochastique (probabiliste) qui prend un essor tout particulier ces dernières

années et qui commence à connaître des développements prometteurs dans le domaine

sismique. Le choix retenu dans cette thèse est clairement de se positionner dans un cadre

déterministe, en concentrant la complexité du problème dans la loi de comportement et en

admettant que la sollicitation périodique est déterministe. Dans ce chapitre nous nous

consacrons à la dynamique des systèmes non linéaires déterministes, systèmes dont la non

linéarité est une non linéarité matérielle.

     Le chapitre II traite de stabilité et de dynamique d’un oscillateur élastoplastique parfait

symétrique, non amorti, sollicité par une pulsation harmonique. Ce modèle générique peut

être utile pour comprendre le comportement sismique de structures, et pour montrer

finalement la relation entre des propriétés dynamiques et les propriétés mécaniques, en

utilisant un système à un seul degré de liberté.

     Le chapitre III traite des questions de stabilité et de dynamique d’un oscillateur

élastoplastique parfait symétrique, amorti, sollicité par une pulsation harmonique. La

vibration libre du système amorti est étudiée, et  la stabilité asymptotique du point origine est

montrée dans le nouvel espace des phases. La vibration forcée d'un tel oscillateur est traitée

par approche numérique, en utilisant la méthode de localisation des temps de transition. Une

analyse de stabilité des solutions périodiques est alors proposée, à partir d’une méthode de

perturbations. La frontière entre l’adaptation et l’accomodation est donnée sous une forme

analytique.
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On montrera finalement que le système hystérétique amorti est caractérisé par ses propriétés

dynamiques. Les simulations numériques, basées sur la méthode des temps de transition, vont

confirmer les résultats annoncés théoriquement.

     Le chapitre IV traite de stabilité et de dynamique d’un oscillateur élastoplastique parfait

asymétrique, amorti, sollicité par une pulsation harmonique. La stabilité des cycles limites est

analytiquement examinée avec une approche de perturbation. La frontière entre

l’accomodation et l’effet de rochet  est trouvée et est similaire à celle système symétrique. On

montre aussi que le taux de divergence est fortement lié à l'asymétrie interne de l'oscillateur.

Enfin, nous terminons ce travail par une conclusion générale qui fait le point sur les différents

résultats trouvés, avant d'esquisser des perspectives à envisager par la suite.
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I.1 - Introduction

La compréhension du comportement des structures sous charges dynamiques progresse

rapidement suite au développement des études expérimentales, notamment celles sur table

vibrante (Fumagalli, 1984) et aussi suite au développement du calcul informatique. Le rôle

fondamental de la dissipation d’énergie, fortement reliée à la notion de ductilité (la capacité

de déformation d’un élément de la structure au-delà de sa limite élastique ou sa déformation

inélastique) a été mis en évidence. La dissipation d’énergie, sous chargement cyclique, se

traduit par des boucles d’hystérésis.

I.2 - Enjeu du dimensionnement sismique

     Le dimensionnement de structures du génie civil au séisme se base généralement sur une

approche quasi statique équivalente, menée à partir d’une analyse modale élastique

(EUROCODE 8 ou règlement parasismique Algérien –RPA 2003-). La non linéarité

matérielle peut-être prise en compte au travers d’un coefficient global de comportement qui

traduit l’aptitude de la structure à se déformer dans le domaine inélastique. Ce coefficient

cache néanmoins des insuffisances fortes latentes dans la compréhension de ce type de

systèmes.

   Pour certaines applications, Notamment liées à des formes de bâtiments spécifiques ou en

présence d'irrégularités dans la distribution des inerties et des raideurs, pour les structures

fortement dissymétriques. Les hypothèses habituelles de calcul spectral sont manifestement

inadéquates. Il en est ainsi, par exemple :

- des ouvrages ayant des grandes dimensions en plan, pour lesquelles on ne peut plus

admettre une excitation en phases de tous les points du sol sous la fondation.

- des ouvrages ayant des fondations massives sur un sol déformable. L’hypothèse

d’un encastrement parfait doit alors être abandonnée.

- des ouvrages comportant des dispositifs amortisseurs localisés, dont les matrices

d’amortissement ont une structure qui ne permet plus de supposer que les modes

peuvent être découplés.
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    Dans ces cas, il est possible moyennant certaines complications des modèles, de faire des

calculs représentatifs de la réalité, en passant par un calcul non linéaire explicite du

comportement de la structure étudiée.

     La dynamique des systèmes non linéaires est un sujet en réalité difficile lié au caractère

hystérétique de ce type de comportement (qui dépend de l’histoire du matériau). Le sujet de

thèse a pour ambition d’apporter quelques éclairages sur le comportement des structures

inélastiques soumises à des sollicitations périodiques de type sismique. L’étude sera retreinte

à  un  système  à  un  degré  de  liberté.  L’objectif  de  l’étude  est  de  dégager  des  zones

comportementales de l’oscillateur reliées à la théorie moderne des systèmes dynamiques non

linéaires. En particulier, il s’agira de montrer comment l’accommodation qui apparaît pour

certains paramètres du système se traduit en terme de propriétés du système dynamique.

I.3 - Rhéologie dynamique

     Cette étude s’intéresse donc à une loi de comportement simple élastoplastique dans un

cadre dynamique : on peut ainsi parler de ‘Rhéologie dynamique’ pour caractériser un tel

oscillateur inélastique. On peut rappeler que la  plasticité parfaite est un cas particulier de

plasticité avec écrouissage. En présence d’écrouissage, la force évolue avec l’écoulement

plastique, contrairement au cas plastique parfait où elle reste constante durant l’écoulement

plastique (Lemaitre et al., 1990). Notre première motivation est d’analyser le comportement

dynamique d’un oscillateur avec une technique utilisée dans le domaine des systèmes

dynamiques  non réguliers (voir par exemple Awrejcewicz et Lamarque, 2003). Le modèle

généralement utilisé pour décrire le comportement non linéaire à caractère hystérétique est le

système élastoplastique bilinéaire, qui inclut le système élastoplastique parfait. Ce modèle

peut être utilisé pour la compréhension du comportement au séisme de certaines structures du

génie civil, comme les structures métalliques dont le comportement aux grandes rotations est

inélastique. Il est préférable de réduire la structure à analyser à un nombre fini de degré de

liberté. Plusieurs études ont été faites sur les oscillateurs plastiques à un degré de liberté (voir

par exemple, Challamel, 2005).
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       Ce chapitre a pour objectif de faire une brève synthèse bibliographique, pour une

meilleure compréhension du thème de notre thèse. Pour cela, nous avons préféré diviser

l’étude bibliographique en trois parties distinctes :

- Partie A: Dynamiques des systèmes non linéaires.

- Partie B: Source des non linéarités en analyse sismique.

- Partie C: Historique des travaux sur les oscillateurs hystérétiques.

PARTIE A :

Dynamiques des systèmes non linéaires.

I.4 - Dynamiques non linéaires

I.4.1 - Introduction

      Les systèmes dynamiques n’ont été étudiés en tant que tels que assez tardivement. Ils sont

néanmoins apparus assez tôt dans l’histoire scientifique, puisque l’on peut les reconnaître

dans les premiers travaux de la mécanique donnant lieu à des équations différentielles.

Schématiquement, un tel système est la donnée d’une loi d’évolution qui, à partir de

conditions initiales, détermine le futur d’un phénomène. Le paradigme en est l’équation

différentielle, qui exprime une loi régissant, elle-même, l’évolution temporelle d’un

phénomène convenablement paramétré. Cette loi détermine l’évolution du système lorsque les

paramètres sont connus à un certain instant. Sous cette forme, le système dynamique ne peut

rendre compte que d’une loi déterministe. Le calcul stochastique (linéaire ou non linéaire)

commence à connaître des développements prometteurs dans le domaine sismique car il est

particulièrement bien adapté au caractère aléatoire de l’excitation (Soize, 1988). Il s’agit sans

doute d’une technique d’avenir, mais dont la diffusion demande encore un travail important

de mise au point de méthodes et d’outils de calcul, ainsi qu’une évolution des dispositions

réglementaires. Dans notre thèse nous nous consacrons à la dynamique des systèmes non

linéaires déterministes, systèmes dont la non-linéarité est une non-linéarité matérielle

(phénomènes de plasticité).
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I.4.2 - Historique de la dynamique non linéaire

       Habituellement attribuée à Henri Poincaré, à la suite de ses études sur la stabilité du

système solaire, la dynamique des systèmes non linéaires est donc ancrée dans l’examen des

systèmes Hamiltoniens (conservatifs) constitués de corps en interaction gravitationnelle.

Précédemment, en étudiant les «anomalies» du mouvement de la lune, Urbain Le Verrier

avait suspecté que la présence de termes non linéaires dans les équations du mouvement

étaient susceptibles d’engendrer ce que l’on appelle aujourd’hui une sensibilité aux conditions

initiales (SCI), lorsque trois corps  (le soleil, la terre, la lune) interagissent (Poincaré, 1890), et

qui se réfère à une propriété dynamique qui est le « chaos », des systèmes dits dissipatifs

(Bergé et al, 1984 ; Thompson et al, 1986). Dans son célèbre travail sur le problème des trois

corps, Poincaré introduisit de nombreux concepts qui sont encore aujourd’hui à la base de la

dynamique des systèmes modernes, en particulier de l’étude des systèmes d’équations

différentielles ordinaires (EDO). Poincaré insiste sur le fait que la description d’un système

dynamique doit s’effectuer de manière préférentielle dans un espace, appelé espace des phases

ou espace des états, précédemment introduit par Hamilton. Les coordonnées de cet espace

sont formées par un ensemble complet de variables physiques indépendantes (par exemple,

les positions et moments canoniques de toutes les particules constitutives). Un état du système

est associé de manière biunivoque à un point de l’espace des phases, et l’évolution temporelle

du système engendre une trajectoire (ou orbite) dans l’espace des phases. D’autres

contributions sont ensuite dues à Birkhoff ou Lyapunov, toujours dans le cadre des systèmes

conservatifs pour lesquels le théorème de Liouville, qui stipule qu’un volume de conditions

initiales est conservé au cours du mouvement dans l’espace des phases, est satisfait.

I.4.3 - Dynamique des systèmes non linéaires

         La dynamique des systèmes non linéaires constitue ainsi une branche de connaissance

qui, désormais, n’est plus confinées aux théoriciens et ne peut plus être ignorée de l’ingénieur.

En effet, une des raisons qui doit motiver la connaissance de la dynamique des systèmes (et

de la théorie des instabilités) par l’ingénieur de génie civil et que ce dernier est entraîné à

calculer des solutions à un problème posé (constructions, ouvrages d’art, barrages, réacteurs

chimiques…) mais qu’il est beaucoup moins sensibilisé à s’assurer de la stabilité de ces

solutions  sous  variation  de  conditions  initiales  ou  autres.  En  particulier,  les  phénomènes  de
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bifurcation (qu’il est possible de relier à la théorie des catastrophes pour les systèmes

Hamiltoniens) peuvent s’avérer également catastrophiques au sens usuel du terme. Les

notions reprises de la dynamique des systèmes non linéaires peuvent participer au problème

concret de la maîtrise, par l’ingénieur, des risques d’entraînement du système au-delà de ses

résistances effectives, par exemple en dynamique des structures. De ces points de vue, les

notions introduites par notre thème peuvent participer au problème concret de la maîtrise des

risques sismiques.

   Pour  rappel, nous donnons une comparaison entre systèmes linéaires et systèmes non-

linéaires :

      • Systèmes linéaires

        –  régies par des équations différentielles linéaires

        –  souvent: solutions analytiques (i.e. problèmes solvables)

        –  principe de superposition

        –  beaucoup de lois physiques sont des lois linéaires

        –  même pour des systèmes non-linéaires, l’approximation linéaire est souvent

            valable pour des petites perturbations.

      • Systèmes non-linéaires

        –  régies par des équations différentielles non-linéaires (contenant des termes en x à

            des puissances > 1)

       –   presque jamais des solutions analytiques (recours à l’analyse numérique)

– principe de superposition non valable

– émergence du chaos déterministe.
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I.4.3.1 - Systèmes dissipatifs

Dans cette étude, nous nous intéressons à des systèmes dits dissipatifs, bien que les études

hamiltoniennes (Zaslavsky, 1998) soient toujours par ailleurs d’actualité. Le trait marquant

des systèmes dissipatifs est que sous l’effet de la dissipation, un volume initial de l’espace des

phases tend asymptotiquement vers un objet, de volume nul, appelé attracteur. Il arrive aussi,

très souvent, qu’un système dynamique évoluant à l’origine dans un espace des phases de

dimension infinie finisse, sous l’effet de la dissipation, par évoluer dans un espace des phases

de dimension finie, voire faible (Manneville, 1990). En conséquence, il suffit souvent

d’étudier des modèles mathématiques ou physiques possédant un petit nombre de variables.

Ce fait est crucial pour la pertinence de la dynamique des systèmes à l’étude de phénomènes

régis par des systèmes d’équations différentielles tels ceux rencontrés en dynamique des

structures. Les attracteurs peuvent être des points fixes, des orbites périodiques (cycles

limites), des orbites quasi périodiques ou des attracteurs chaotiques. Les attracteurs

chaotiques sont souvent également appelés attracteurs étranges, une terminologie introduite

par Ruelle et Takens  (Ruelle et Takens, 1971) et (Ruelle, 1980). Le mot « chaotique » se

réfère à une propriété dynamique (Grebogi et al., 1984), d’où la sensibilité aux conditions

initiales (SCI), tandis que le mot « étrange » se réfère à des propriétés fractales. Le premier

attracteur chaotique explicite (bien que le mot chaos n’ait pas été utilisé à l’époque) a été

découvert par Lorenz  (Lorenz, 1963). Un autre attracteur chaotique prototype, plus simple

que celui de Lorenz, est l’attracteur de Rössler (Rössler, 1976). Tous les deux sont engendrés

par  un  système  non  linéaire  de  trois  équations  différentielles  ordinaires  couplées.  La

dimension de l’espace des phases est égale à 3. Les équations de Lorenz ne peuvent être

intégrées analytiquement, une propriété partagée par l’immense majorité des systèmes non

linéaires. La découverte de Lorenz résulte ainsi de l’utilisation d’ordinateurs. On assiste

ensuite à de nombreuses études théoriques, souvent basées sur des expériences numériques,

qui témoignent d’un renouveau des idées de H. Poincaré. Ancrée sur la dynamique

hamiltonienne des interactions gravitationnelles, la dynamique des systèmes non linéaires

s’est dès lors avérée pertinente dans une grande variété de domaines scientifiques (physique,

chimie, biologie, écologie, économie, médecine, génie civil...).
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I.4.3.2 - Nombre de degré de liberté des systèmes dynamiques

Spécifiquement, un système dynamique à temps continu, engendrant un flot, s’écrit

habituellement sous la forme d’un système d’équations différentielles ordinaires (EDO)

couplées :

10 outxFx == eem ,),,( rrrr
&               (I.1)

     avec xr  : vecteur d’état constitué de n  variables dynamiques,

x
r
&  : sa dérivée par rapport à un paramètre t appelé le temps,

m
r  : vecteur des paramètres de contrôle constitué de p paramètres,

F
r

 : champ de vecteur.

L’ensemble { } nixi ..., 1=  est l’ensemble des variables indépendantes (coordonnées)

nécessaires pour décrire le système. Le cardinal de cet ensemble est le nombre de degré de

liberté. La valeur de la variable e  dans l’équation (I.1) peut prendre les valeurs 0 ou 1 :

                   Si e  = 0, alors le champ de vecteurs ne dépend  pas explicitement du temps et le

                   système est dit autonome.

                   Si e  = 1, le champ de vecteurs dépend explicitement du temps, ce qui indique un

                   forçage extérieur, et le système est dit non autonome.

      Mais il est coutumier et utile de déduire un système à temps discret à partir d’un système à

temps continu. En particulier, un système à temps continu à trois dimensions est réduit à un

système à temps discret à deux dimensions (ou  variable) seulement. Les variables d’état sont

toutes les grandeurs physiques qui déterminent l’état instantané du système et qui ne sont pas

constantes  à  priori.  On  les  appelle  aussi  les  variables  dynamiques.  L’état   dynamique  d’un

système est un état instantané, mais c’est un état de mouvement. Il est déterminé par les

valeurs de toutes les variables d’état à cet instant. Dans ce cadre, il apparaît que des

comportements irréguliers ne résultent pas nécessairement de l’interaction entre un grand

nombre de degré de liberté, un seul degré de liberté peut être suffisant (voir Smale, 1967).
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I.4.3.3 - Oscillateurs,  équation de Duffing

    Un système dynamique est donc la donnée d'un vecteur d'état et d'une fonction de

transition. On peut noter que la définition d'un système dynamique se réfère  également à une

frontière entre un « intérieur » et un « extérieur » au système. Cet extérieur qu'on appelle

l'environnement du système, par exemple le cas de la force harmonique découlant du séisme,

et appliquée au système en dynamique des structures. On attend classiquement de la part de

l'environnement un comportement stationnaire (stimulation périodique pour force

harmonique). Si l'action de l'environnement sur le système ne dépend pas du temps, le

système est  dit  autonome. Un système qui consomme de l'énergie au cours du temps est  dit

dissipatif. Pour un recensement préliminaire assez large de comportement dynamiques, nous

prenons l’exemple prototype d’un oscillateur régi par l’équation de Duffing  L’oscillateur de

Duffing fait partie des systèmes modèles qui permettent d’étudier une dynamique non linéaire

(Korsch et al., 1998). Il correspond à une équation différentielle non-linéaire de la forme :

tfxxkx wcos3 =++ &&&                                                          (I.2)

Dans l’équation (I.2), le terme xk&  est le terme de dissipation, 3x  le terme de rappel non

linéaire ( ceci diffère formellement de l’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique

en régime forcé par la présence d’un terme de non linéarité), et tf wcos  le terme de forçage.

Cette équation fut établi par l’ingénieur George DUFFING (Duffing, 1918), dans le but de

modéliser les vibrations forcées d’une machine industrielle. Un grand nombre de tel système

correspondent à une telle modélisation, par exemple en dynamique des structures.

L’équation du second ordre (I.2), peut s’écrire sous la forme d’un système dynamique

constitué d’EDO (Equations Différentielles Ordinaires), du premier ordre :

î
í
ì

+--=

=

tfxkxy
yx

wcos3&

&
  (I.3)

Ce système équivalent de deux équations différentielles du premier ordre, montre que l’on a

affaire à un système non autonome  dans un espace des phases ),( yx .
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  Le système (I.3) peut recevoir une forme autonome :

ï
î

ï
í

ì

=
+--=

=

wz
zfxkyy

yx

&

&

&

cos3   (I.4)

Ce système « autonome », dans  lequel le temps n’apparaît pas explicitement, fait intervenir

trois variables zetyx,  indépendantes. Il correspond à un système à trois degrés de libertés.

La représentation dans l’espace des phases du système )(xy  peut être considérée comme la

projection des trajectoires décrites dans l’espace tridimensionnel ),,( zyx

     La caractérisation topologique de l’oscillateur de Duffing correspond à une structure

topologique qu’on peut synthétiser par une maquette électronique comme suit :

I.4.3.3.1 - La maquette électronique et description schématique

La plaquette réalise les itérations suivantes :

[ ] [ ] [ ] 3xNLxxx ®®®ò®®ò® &&& (I.5)

et on reboucle sur l’entrée de manière à obtenir l’équation différentielle (I.2).

L’entrée peut être excitée par une tension sinusoïdale, correspondant ainsi à un régime

forcé d’oscillations.

             Les tensions intermédiaires correspondant à x  et x&   sont  prélevées, et reportées en X

et Y d’un oscilloscope. On visualise ainsi directement l’orbite dans l’espace des phases

))(),(( txtx &  de l’oscillateur. Cette modélisation en électronique analogique offre

           l’avantage de permettre un contrôle immédiat du terme en x&l . Ce terme, qui

           correspond à la dissipation par les frottements visqueux, est un paramètre clé pour le

           comportement du système :

• Si λ est suffisamment grand, on peut obtenir du chaos de type dissipatif.

•  Si λ est nul, on obtient du chaos de type hamiltonien.
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I.4.3.3.2 -    Circuit électronique

Le schéma du circuit est représenté en Figure I.1, qui est une réalisation en électronique

analogique d’un oscillateur de Duffing (ENS Cachan, 2001).

                (a

    En fonction de la tension d’entrée tVtV wcos)( 0= , on peut aisément établir que l’équation

différentielle satisfaite par la variable x  (homogène à une tension), donnant l’évolution )~( tx

en fonction du temps réduit (
RC
1ettt 00 =ww=~ ) devient alors:

tVxx
td

dx
R
R

td
xd ~cos~~

0
0

3

1
2

2

w
w

ba =+-+                                       (I.6)

 Cette équation (I.6) est formellement analogue à l’équation (I.2) de l’oscillateur de Duffing.

 Ce type d'analogie était très utilisé dans les années soixante (Voir Caughey, 1960).

(a)

Figure I.1 – Réalisation en électronique analogique d’un oscillateur de Duffing

(b) Le quadripôle
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I.4.4 - Analyse d'un portrait de phase

     Considérons un oscillateur possédant un seul degré de liberté (Figure I.2-a-), assujetti à

une trajectoire rectiligne. Le repérage de sa position se fait à l'aide d'une coordonnée (abscisse

x). L'état mécanique de cet oscillateur à un instant donné est complètement déterminé par la

connaissance de sa position et de sa vitesse, elles-mêmes calculables à l'aide de l'équation

différentielle du mouvement et des conditions initiales.

    Cet état mécanique peut être représenté sur un graphe (vitesse, position), appelé "portrait de

phase" dans un espace appelé " espace de phase"  (Leipholz, 1970), (Figure I.2-c-) .

    Dans le cas présent (Figure I.2-a-) le graphe du portrait de phase  est à deux dimensions,

donc facilement observable, mais dans le cas d'un système à deux degrés de liberté, l'espace

des phases serait de dimension 4, et pour un système à trois degrés de liberté, de dimension 6.

La lecture des coordonnées d'un point de l'espace des phases (Figure I.2-c-)  donne

directement la vitesse et la position du mobile. La trajectoire décrite par ce point donne

l'évolution du système au cours du temps (Figure I.2-b-) .
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0x-

0x+

Figure I.2 -  Oscillateur harmonique amorti en vibration libre.
a- Système physique : masse  -ressort
b- Evolution temporelle des oscillations
c- Portrait de phase ),( xx &  de l’oscillateur
       harmonique.

(a)

(b)

(c)

t

x&

x

x
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I.4.5 - Etude des états d’un système dynamique

   On appelle état de mouvement, d’un système dynamique, une solution connue de ce

système différentiel.

    La résolution des équations différentielles est un problème difficile. Fort heureusement, il y

a deux  états de mouvement remarquables très fréquents et relativement faciles à étudier :

- L’état d’équilibre;

- L’état stationnaire.

    Avec la notion d’état d’équilibre et d’état de mouvement, va de paire la notion de stabilité

de ces états. C’est aussi un des problèmes fondamentaux de la dynamique.

I.4.5.1 - Notion de Stabilités

     Nous proposons de systématiser d'avantage les notions de stabilité  et de bifurcations.

 On dit qu’un système dynamique est  asymptotiquement stable par rapport à un état E si toute

solution proche de E tend vers E quand t tend vers l’infini. L’état E est alors un attracteur,

caractérisé par un bassin d’attraction formé de toutes les conditions initiales qui convergent

asymptotiquement vers E.

On distingue deux types de stabilité (Thompson et al., 1986):

- Stabilité linéaire :

     Le test classique de stabilité (dite linéaire) consiste à perturber E par une quantité

infinitésimale Ed  et à examiner l’avenir asymptotique de la perturbation Ed .

- Stabilité non linéaire :

     La stabilité non linéaire est celle conditionnée par la taille de la perturbation initiale.

On distinguera la stabilité asymptotique et la stabilité structurelle (Thompson, 1986), en

omettant un certain nombre de subtilités inutiles dans le présent contexte :

- La stabilité asymptotique : concerne la stabilité d’une solution dans l’espace des

phases quand on perturbe les conditions initiales.

- La stabilité structurelle : concerne la stabilité d’une solution quand on perturbe les

équations du système. Techniquement, on dit qu’un système est structurellement

     stable (robuste) si la solution obtenue en perturbant les équations du système est

               équivalente à la solution non perturbée.
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I.4.5.2 - Notion de bifurcation

    La bifurcation d’un processus de déformation signifie que, à un certain moment critique de

l'histoire de sollicitation du système, plusieurs états de déformations correspondent à un seul

état de contrainte. Cette notion de bifurcation correspond à une analyse de stabilité de

l’équilibre. Un état de bifurcation est un point où la solution des équations mathématiques qui

gouvernent le problème aux limites considérées et l'évolution du système mécanique étudié

(équations d’équilibre, loi de comportement) perdent leur caractère d’unicité. Les notions de

bifurcation de l’équilibre et de perte d’unicité de la solution permettent de décrire, par

exemple, le changement du processus de déformation au cours du mouvement du système en

vibration, pour mieux décrire les propriétés mécaniques liées à cette frontière, qu’on nomme

frontière de bifurcation (Pomeau, 1980). L’apparition d’un mode de bifurcation donné dépend

fortement de la grandeur de l’excitation, des hypothèses sur les propriétés rhéologiques du

matériau considéré, et des conditions aux limites.

I.4.5.3 - Notion de cycle limite

Sous l’effet de non-linéarité, un cycle limite peut être engendré (Leipholz, 1970). Les

cycles limites sont des orbites périodiques stables (Figure I.3).

    Dans  un  espace  des  phases  à  deux  dimensions,  ces  cycles  limites  sont  considérés

comme les seuls attracteurs possibles (Birman et Williams, 1983).
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PARTIE B :

Source des non linéarités

en analyse sismique

I.5 - Dynamique des structures non linéaires

Les non linéarités rencontrées lors de vibrations de structure sont d'origines très diverses

(Awrejcewicz et al., 2003); elles peuvent  être dues soit à la géométrie, soit à la loi de

comportement du matériau, etc.

  On trouve classiquement la classification suivante, des non linéarités caractéristiques en

vibration des structures, en trois grandes familles (Thomas et Thouverez, 2005) :

    - Non linéarités de contact : Elles apparaissent à la jonction entre solides. Elles dépendent

      des phénomènes de contact, de frottement, de jeu au niveau des liaisons entre solides.

   - Non linéarité géométrique : Elles sont liées à l'apparition de grandes amplitudes dans le

     comportement des structures. Comme on se trouve dans le cas de grands déplacements, la

     relation entre la déformation et le déplacement n'est plus linéaire.

   - Non linéarités matérielles : Elles trouvent leur origine dans des dislocations au sein même

     du matériau. La relation entre la contrainte et la déformation n'est plus linéaire. On peut

      citer des lois de comportement inélastiques, viscoélastiques non  linéaires, etc.

   Pour notre cas, l’étude est faite  pour les structures dont la non linéarité est une non linéarité

matérielle avec une loi de comportement inélastique ou élastoplastique parfaite.
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I.5.1 – Lois de comportement non linéaires des structures

      Les lois de comportement non linéaires des matériaux peuvent être présentées par trois

grandes familles de modèles :

      - Modèle viscoélastique non linéaire (Adhikari, 2008) : Adhikari (2008) considère par

         exemple un terme d’amortissement hystérétique sous forme intégrale, qui vient

         généraliser l’amortissement visqueux classiquement introduit.

      - Modèle endochronique (Ahn et al., 2006), (Capechi et al., 2001) et (Sivaselvan et al.,

         2000) :  La terminologie du modèle endochronique n’est pas encore universellement

         reconnue. Généralement ce terme est réservé pour les modèles qui suivent la théorie du

         temps interne de Valanis (Valanis, 1980).

      - Modèle inélastique: dont le modèle le plus élémentaire est le modèle élastoplastique

        parfait. Les modèles élastoplastique avec écrouissage peuvent etre décrits sous une forme

        très concise et sont adaptés au calcul numérique (Capechi et al., 2001), en particulier

        dans le cas de la dynamique des structures

    La frontière entre ces trois domaines est floue, puisque certains modèles inélastiques

peuvent s’écrire sous une formulation endochronique (Erlicher et al., 2005).
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I.5.2. – Le comportement élastoplastique

      Le modèle élastoplastique pour le comportement des matériaux, a été initialement élaboré

à partir de constatations expérimentales relatives au comportement tridimensionnel des

métaux. Les domaines d’application de cette modélisation débordent maintenant ce cadre

puisque l’on résout actuellement, par voies analytiques ou numériques, des problèmes

d’élastoplasticité pour des applications en Mécanique des sols, en calcul des structures, etc.

    Ce schéma de comportement laisse de coté, tout effet de vieillissement et de viscosité du

matériau, cela implique les conséquences suivantes:

        - Découlant classiquement de l’absence de vieillissement, invariance par translation sur

           la variable temps.

        - Par suite d’absence de viscosité, invariance des formules exprimant le comportement

           par homothétie positive effectuée à chaque instant sur la variable temps.

      Il en résulte que le comportement élastoplastique, ne saurait dépendre explicitement ou

implicitement du temps physique. La réponse du matériau à une certaine histoire de

sollicitation ne dépend que de la séquence des évènements de cette histoire. Aussi fera-t-on

usage, pour le comportement élastoplastique, d’un temps, paramètre purement cinématique

monotone croissant en fonction du temps physique (Salençon, 1983) .

      Le choix du modèle inélastique ou  élastoplastique, dans le cas du calcul numérique en

dynamique des structures (Capechi et al., 2001), est motivé par le fait que, dans certains cas,

les systèmes inélastiques peuvent se présenter comme des systèmes linéaires par morceaux

(Awrejcewicz et al., 2003). Les techniques d’investigation des orbites périodiques et de leur

stabilité en sont grandement simplifiées. C’est la direction que nous avons choisie dans notre

étude, en étudiant les oscillateurs à comportement élastoplastique parfait symétrique (Figure

I.4) et asymétrique (Figure I.5).
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Figure I.4 – Comportement élastoplastique parfait symétrique
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I.5.3 - Résumé du comportement cyclique des matériaux

    Il est possible d'observer trois modes de comportement limite dans le comportement

cyclique des matériaux (Mroz  et Zarka, 1978):

    - l'adaptation où la réponse devient purement élastique (Figure I.6)

    - l'accommodation où la déformation plastique est périodique (Figure I.7)

    - le rochet où la déformation plastique progresse constamment, sachant que

      ce phénomène ne survient jamais dans un système élastique (Ahn et al., 2006)(Figure I.8).

     En contrôle de déformation, il y a toujours un état limite périodique. En contrôle de

charge, le rochet peut être produit pour une amplitude de contrainte donnée, même si cette

amplitude, pour une contrainte moyenne faible, conduit à l'adaptation ou à l’accommodation.

    Le  rochet  peut  résulter  de  phénomènes  plastiques  instantanés,  mais  aussi  de  phénomènes

visqueux différés (fluages...).
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PARTIE C :

Historique des travaux sur les oscillateurs
 hystérétiques.

I.6 - Historique des travaux sur les oscillateurs hystérètiques

     Caughey (1960), est sans doute un des pionniers de l’étude analytique de l’oscillateur

élastoplastique, basée sur une méthode asymptotique équivalente, pour approximer la réponse

de cet oscillateur chargé par une fonction harmonique.  Jacobsen (1952) et Tanabashi (1956)

ont été aussi parmi les premiers investigateurs de l’étude de la réponse forcée de l’oscillateur

élastoplastique à une simple impulsion. Néanmoins, Caughey (1960), qui utilisa la méthode

de variation lentes des paramètres, elle meme basée sur les travaux de Kryloff-Bogoliuboff,

est le premier à obtenir la réponse stationnaire pour l’oscillateur hystérétique bilinéaire non

amorti soumis à une pulsation harmonique. Jennings (1963) ou Iwan (1965) ont généralisé les

résultats de Caughey (1960), en considérant des modèles hystérétiques plus complexes et en

ajoutant l’effet d’amortissement : le premier considéra le modèle de Ramberg-Osgood, et le

deuxième étudia un modèle hystérétique appelé modèle hystérétique bilinéaire double. Plus

récemment, l’étude du comportement dynamique des systèmes non linéaires (élastique non

linéaire  ou  élastoplastique),  a  fait  ressortir  des  phénomènes  complexes.  Shaw  et  Holmes

(1983) et leur étude d’un oscillateur linéaire par morceaux soumis à  une pulsation périodique,

ont montré l’existence de mouvements harmoniques, subharmoniques et chaotiques. Miller et

Butler (1988) ont considéré une nouvelle approche pour étudier la réponse à une pulsation

périodique d’un oscillateur élastoplastique parfait à un degré de liberté, et ont ainsi obtenu

une solution quasi exacte. Viennent ensuite les travaux sur les oscillateurs hystérétiques de

Capecchi et Vestroni (1990), montrant les effets des paramètres hystérétiques sur la réponse

du système. Les travaux de Pratap et Mukherje (1994) font apparaître la notion de cycle limite

élastoplastique et son bassin d’attraction. La dynamique de l’oscillateur élastoplastique forcé

et amorti a été  étudiée par Liu et Huang (2004), qui ont obtenu une forme analytique de la

solution exacte de l'état d'équilibre du mouvement. Plus récemment les travaux de Challamel

(2005, 2006 et 2007) sur la dynamique de structures élastoplastiques parfaite ont montré des
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comportements périodiques ou quasi périodiques, ainsi qu’une frontière de bifurcation

séparant l’adaptation et l’accommodation.

     Pour l’oscillateur élastoplastique asymétrique, la modélisation de l’effet de rochet a fait

l’objet de nombreux travaux dans le domaine de la mécanique des matériaux en régime quasi-

statique (voir par exemple Chaboche, 1993). L’étude de ce phénomène en régime dynamique

est plus récente, comme en témoignent les publications de (Ahn et al., 2006), de (Huang et

Kuo, 2006) ou de (Challamel et al., 2007). Cette thèse examine les conditions à remplir par un

simple oscillateur asymétrique pour manifester l’effet de rochet. L’adaptation élastoplastique,

qui peut se définir comme la capacité de l’oscillateur à converger vers un régime élastique

stationnaire est aussi analysée.

I.7 – Conclusion du chapitre I

    Cette thèse aborde des questions de stabilité et de dynamique d'un oscillateur

élastoplastique parfait sollicité par une pulsation harmonique. Une analyse de stabilité des

solutions périodiques est proposée, à partir d'une méthode de perturbations. L'occurrence du

phénomène de rochet est discutée, du point de vue de l'analyse dynamique. Ceci a motivé le

choix et l’organisation des trois parties de ce chapitre d’études bibliographiques. L’analyse

sismique passe par  l’étude (par la dynamique des systèmes non linéaires), au séisme (comme

excitation extérieur) des structures (voir le modèle physique de l’oscillateur choisi comme

modèle) élastoplastiques (loi de comportement).
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II.1- Introduction

      Ce chapitre II traite de stabilité et de dynamique d’un oscillateur élastoplastique parfait

symétrique, non amorti,  sollicité par une pulsation harmonique. Ce modèle générique peut

être utile pour comprendre le comportement sismique de structures de génie civil,

particulièrement dans le cas de l'inélasticité plastique (cas de structures métalliques). En

utilisant des variables internes appropriées, le système hystérétique dynamique peut être écrit

comme un système autonome non régulier. La vibration libre  du système  non linéaire est

simplement réduite à un mouvement périodique. L'oscillateur harmonique forcé peut

présenter des vibrations périodiques ou quasi-périodiques. Un diagramme de bifurcation est

numériquement mis en évidence et des cycles  limites d'elastoplasticité périodiques sont

trouvés pour des paramètres structurels spécifiques. Une frontière de bifurcation sépare les

phénomènes d’adaptation et d’accomodation plastique. Le comportement inélastique des

structures sous l'action des charges cycliques a été récemment analysé. La conception des

structures du génie civil au séisme, est aujourd'hui basée sur le contrôle de la ruine structurelle

(voir Mazzolani et al, 1996; Challamel, 2003; Challamel al, 2005; Challamel et al, 2008;

Challamel, 2008). En conséquence, l'inélasticité est prise en compte dans les codes modernes

du calcul sismique et ce phénomène de non linéarité est clairement mis en place dans les

codes européens (Voir Eurocode8) et  Algérien (RPA 2003). L'une des principales propriétés

qui caractérise le comportement élastoplastique, à long terme, des matériaux sous charges

cycliques est l'adaptation élastique. Le phénomène d'adaptation élastique exprime le fait que

la réponse mécanique du matériau puisse devenir purement élastique. Lorsque le

comportement asymptotique du matériau ne peut être élastique (pas d'adaptation),

l'accomodation plastique ou l'effet de rochet peuvent survenir. Bien sûr, ces deux phénomènes

doivent être évités dans l'optique d'une conception technique fiable. Par exemple, l'existence

de l'adaptation permet d'éviter le phénomène de fatigue sous déformations plastiques, qui

survient suite à un petit nombre de cycles. C'est pourquoi l'apparition de l'adaptation a été

largement étudiée dans le passé. Les théorèmes classiques de l'adaptation, attribués à Koiter

(Koiter, 1960) concernent l'évolution quasi-statique des matériaux élastoplastiques. Les

récents résultats dans ce domaine de la mécanique sont résumés dans le document

bibliographique de (Maier et al, 2000). Très peu de travaux ont été consacrés à la

compréhension de l'adaptation élastique dans un contexte dynamique.
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 Certains théorèmes analogues ont été obtenus par la généralisation du théorème de Koiter

(voir Borino et Polizzotto, 1996). L'objet de notre travail est de relier les principales

propriétés des structures élastoplastiques sous excitation périodique, aux attracteurs

périodiques et au phénomène de bifurcation.

  La dynamique des systèmes inélastiques est néanmoins un domaine de recherche récent,

essentiellement parce que ces systèmes sont des systèmes hystéretiques: très peu de résultats

sont connus  pour de tels systèmes non réguliers (voir Capecchi, 1993). L'étude des

oscillations libres de ces systèmes est disponible dans les livres de références (voir Minorsky,

1947). Dans ce travail, l'inélasticité est limitée à la plasticité, et on traite de la dynamique d'un

oscillateur élastoplastique parfait, sollicité par une pulsation harmonique, domaine dans lequel

les travaux de Caughey (Caughey, 1960) restent pionniers. La réponse dynamique de

l'oscillateur, approchée par une méthode asymptotique (voir Hagedorn,1978), a été également

étudiée pour les lois élastoplastiques hystéretiques générales (voir Jennings, 1964; Iwan, 1965

et Capecchi et al, 1990). Les simulations numériques ont montré des orbites sinusoïdales et

non sinusoïdales, en utilisant la technique des coupes itératives (voir Miller et Butler, 1988).

Les cycles limites ont été aussi mis en évidence (voir Pratap et al, 1994).

Bien que l'étude des problèmes de l'oscillateur élastoplastique sollicité par un mouvement

harmonique ait été étudiée par le passé, la relation ente la théorie de l'adaptation et les

propriétés dynamiques n'a pas été clairement analysée. Cette thèse donne un cadre général

pour établir la théorie de l'adaptation, pour des systèmes elastoplastiques parfaits. En premier

lieu, le système dynamique hystéretique est écrit comme un système non régulier autonome

forcé. Il est démontré que la dimension de l'espace des phases peut être réduite au moyen de

variables adaptées. Les oscillations libres de ce système non linéaire peuvent se réduire à un

mouvement périodique. La vibration forcée de cet oscillateur est  traitée par une approche

numérique. La sensibilité du phénomène d'adaptation aux conditions initiales sera

particulièrement étudiée. Un diagramme de bifurcation, frontière qui sépare l'adaptation de

l'accomodation, est trouvé.
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II.2 -  Analyse de l’oscillateur élastoplastique non amorti

II.2.1 – Description du système

On considère le système à un seul degré de liberté (Figure II.1), système qui se compose

d'une masse M qui est attachée à un ressort élastoplastique de raideur K0. Le système

inélastique est soumis à une force extérieure harmonique F(t) définie par son amplitude F0 et

sa pulsation W.

Cet oscillateur (Figure II.1) se caractérise par sa position U, sa vitesse U&  et  une  variable

interne plastique noté pU , appelée le déplacement plastique.

      La loi incrémentale inélastique (élastoplastique pour ce ressort inélastique) est illustrée en

Figure II.2. Le modèle élastoplastique parfait ne dépend que de deux paramètres: la raideur K0

et la force maximum +F .

yU  est le déplacement initial élastique avec :

0K
FUY

+

= (II.1)

K0, F+ M

F0 cosWt

( )pU,U,U &

Figure II.1 – Système élastoplastique sans amortissement
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      Deux types d’états dynamiques pour l'oscillateur non amorti peuvent être distingués pour

ce système inélastique. (Voir  Pratap et al, 1994 ; Challamel & Pijaudier-Cabot, 2004 ;

Challamel, 2005 ; Challamel & Pijaudier-Cabot, 2006).

  Ces deux états correspondent à:
    1- Etat élastique Ê  (état réversible)

    2 - Etat plastique P̂ (état irréversible) associé à l'évolution du déplacement plastique:

         Cet état plastique, peut être décomposé en deux  sous états +P̂  et -P̂  en fonction  du

         signe du déplacement élastique )( pUU - .

F+

O

 U

-F+

Figure II.2 - Loi incrémentale plastique pour ressort inélastique symétrique

                     (Comportement élastoplastique  parfait)

 K0
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II.2.2 - Equations du mouvement

   Les équations du mouvement pour ce système dynamique peuvent s'écrire :

( ) ( )
( )
( ) UUtFFUMPétat

UUtFFUMPétat

0UtFUUKUMEétat

p

P

pp0

&&&&

&&&&

&&&

==-

==+

==-+

+-

++

;:ˆ
;:ˆ

;:ˆ

 avec ( ) tcosFtF W= 0 (II.2)

Chaque état est défini à partir d’une partition de l’espace des phases ),,( pUUU & :

( ) ( ) ( )( )[ ]
( )
( ) 0UetUUUPétat

0UetUUUPétat

0UUUetUUUouUUUEétat

Yp

Yp

pYpYp

£=-

³=-

£-=-<-

-

+

&

&

&

:ˆ
:ˆ

:ˆ

(II.3)

On reconnaît dans les équations (II.2) et (II.3), un oscillateur linéaire par morceaux (Shaw et

al, 1983). La dimension de l’espace des phases peut-être réduite en introduisant les variables

adéquates. On introduit les variables adimensionnelles suivantes:

( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

Y

p

YY
p U

U
,

U
U,

U
Uu,u,u

&
& (II.4)

La constante de temps du système dynamique est présenté comme suit:

0K
Mt* = (II.5)
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Les nouvelles dérivées temporelles s’effectuent en fonction de la variable t :

*t
t

=t (II.6)

Le nouveau système dynamique, à partir des variables adimensionnelles, peut s'écrire:

( )

uucosf1uPétat

uucosf1uPétat

0ucosfuuuEétat

p0

P0

p0p

&&&&

&&&&

&&&

=wt=-

=wt=+

=wt=-+

-

+

;:ˆ
;:ˆ

;:ˆ

 avec
+

=
F
Ff 0

0   et *tW=w              (II.7)

Les trois états sont définis à partir des espaces de phases )u,u,u( p&  suivants:

( ) ( ) ( )( )[ ]
( )
( ) 0uet1uu:P̂état

0uet1uu:P̂état

0uuuet1uuou1uu:Êétat

p

p

ppp

£=-

³=-

£-=-<-

-

+

&

&

&

 (II.8)

La dimension de l’espace des phases peut être réduite, en introduisant le déplacement

élastique, donné par la variable v  :

puuv -=  (II.9)
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Le nouveau système dynamique équivalent s’écrit :

0vcosf1uPétat

0vcosf1uPétat

uvcosfvuEétat

0

0

0

=wt+=

=wt+-=

=wt+-=

-

+

&&&

&&&

&&&&

;:ˆ
;:ˆ
;:ˆ

 (II.10)

Ces trois états correspondent dans le domaine des phases ),( uv &  à :

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( )
( ) 0uet1vPétat

0uet1vPétat

0uet1vou0uet1vou1vEétat

£-=

³=

³-=£=<

-

+

&

&

&&

:ˆ
:ˆ
:ˆ

           (II.11)
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II.3 – Système dynamique en oscillations libres )0f( 0 =

II.3.1 – Etude analytique

   Le système dynamique, pour les oscillations libres )( 0f0 = ,  est  un  système  autonome  à

deux dimensions dans l’espace des phases associé aux coordonnées )u,v( & .  Le  système

hystéretique est en effet converti en un système autonome, en ajoutant des variables internes.

Cette même procédure est appliquée aux systèmes élastoplastiques (Savi et Pacheco, 1997).

Il a été démontré dans (Pratap et al, 1994) que de tels systèmes s'installent en oscillations

élastiques périodiques avec un déplacement plastique qui n'est pas unique et dépend des

conditions initiales. En d'autres termes, le phénomène d'adaptation est toujours observé pour

l'oscillateur élastoplastique parfait en vibrations libres. Il peut être montré en outre que un

cycle limite élastique est obtenu dans ce cas, en considérant un espace des phases adapté.

La notation suivante est  donnée :

( ) ( )( ) ( )iiii u,vu,v && =tt  (II.12)

Le temps initial 0t  est choisi arbitrairement :

00 =t (II.13)

Une perturbation élastique est considérée:

10 <v (II.14)
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L'équation du mouvement est simplement obtenue à partir de:

( ) ( )
( ) ( )jtt

jtt
--=
-=

sinRu
cosRv

&
    avec

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

+±=

0

0

2
0

2
0

v
u

tana

uvR

&

&

j
(II.15)

A partir des équations du mouvement on peut distinguer les deux cas suivants :

     -  Pour des perturbations suffisamment petites, aucune phase plastique ne se produit:

12
0

2
0 £+ uv &  (II.16)

- Contrairement au cas précédent, pour une perturbation suffisamment grande

( 12
0

2
0 >+ uv & ), le mouvement se compose d'une phase plastique transitoire.

Le temps 1t  nécessaire pour initier cette phase plastique est calculé à partir de:

1

1
0

1

1
0

2
0

2
01

1

0

2
0

2
01

1

0

-+=

=
Þ>

-+-=

-=
Þ<

uvu

v
u

uvu

v
u

&&
&

&&
&

 (II.17)

Les équations (II.17) sont équivalentes à :

( ) ( )

( ) ( )00
10

00
10

10

10

u,vR
cosu

u,vR
cosu

&
&

&
&

=-Þ>

-
=-Þ<

jt

jt
(II.18)
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1t  est calculé comme étant la plus petite solution positive de l'équation (II.18)

trigonométrique.

Au cours de la phase plastique, la solution est calculée à partir de:

1

1

vv
vu

=
-=&&

(II.19)

Le signe de 1v  dépend du signe de la  perturbation initiale 0u& .

L'intégration des équations (II.19) conduit à la solution :

( )
( ) ( ) 111

1

uvu
vv

&& +--=
=

ttt
t

(II.20)

Dans les deux cas ( 11 =v ) ou ( 11 -=v ), il n'est pas difficile de montrer que u&  décroît durant

la  phase plastique, et s'annule pour :

( ) ( ) 0111 =+--= uvu && ttt (II.21)

Le cycle limite élastique est  atteint pour le temps 2t  :

1

1
12 v

u&
+= tt  (II.22)
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Les équations pour le cycle limite sont ainsi obtenues :

( ) ( )
( ) ( )21

21

ttt
ttt
--=
-=

sinvu
cosvv

&
(II.23)

Ces équations peuvent être écrites comme suit :

122 =+ uv & (II.24)

II.3.2 - Simulations numériques – Oscillations libres

  La figure II.3 montre la simulation du mouvement et la convergence asymptotique vers des

cycles limites élastiques pour des perturbations suffisamment larges. Quand l'équation (II.16)

est vérifiée (pour de petites perturbations), seulement une simple stabilité (stabilité au sens de

Liapounov)  du  cycle  limite  est  donnée.  Le  changement  de  comportement  à  l'intérieur  et  en

dehors du cycle limite peut être associé à une semi-stabilité (même si l'origine n'est pas

asymptotiquement stable dans ce cas). Néanmoins, la notion de cycle limite élastique est

différente du cycle limite élastoplastique introduit par (Pratap et al, 1994) et obtenu dans le

plan ).( uu & . En fait, l'équation (II.24) généralise le cycle limite précédent de l'oscillateur

élastoplastique parfait. Une représentation dans l'espace des phases ),( uv &  est  proposée  en

figure II.3, afin de mettre en évidence le cycle limite élastique.
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-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

u&
1=v1-=v 1v =

v

u&

Figure II.3 – Vibrations libres 0f0 =  -  Cycle limite élastique
Dans l'espace des phases ),( uv &
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II.4 -  Oscillations forcées  (f0  ≠ 0)

II.4.1 - Evolution du système dynamique

  L'oscillateur forcé, par une excitation  périodique, peut aussi être étudié de la même manière

dans le domaine des phases avec les coordonnées ( )t,u,v & .

 Les solutions de l'équation (III.10) sont données  pour chacun des sous état ( )-+ PetPE ˆˆ,ˆ

comme montré ci-dessous avec l'évolution du système dynamique.

II.4.1.1 - Résolution de l’état  élastique Ê

     La réponse dynamique pour l'état élastique Ê  est  ainsi obtenue :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) wt
w
w

ttttt

wt
w

ttttt

sin
f

cosuBsinvAu

cosfsinuBcosvAv

iiii

iiii

2
0

2
0

1

1

-
--+--=

-
+-+-=

&&

&

avec
( )

( ) iii

iii

sin
f

uuB

cosfvvA

wt
w
w

wt
w

2
0

2
0

1

1

-
+=

-
-=

&&

(II.25)

III.4.1.2 - Résolution des deux états plastiques -+ PetP ˆˆ

La  solution de l'état +P̂   s'écrit:

( )

( ) ( ) ( ) wt
w

ttt

t

sinfuBu

v

ii
0

1

++--=

=

&&
      avec ( ) iii sinfuuB wt

w
0-= &&  (II.26)
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La  solution de l'état -P̂  s'écrit:

( )

( ) ( ) ( ) wt
w

ttt

t

sinfuBu

v

ii
0

1

++-=

-=

&&
   avec ( ) iii sinfuuB wt

w
0-= &&  (II.27)

Pour retrouver les temps de transition 1+it pour chaque zone (chaque état), pour des

conditions initiales spécifiées, le simulateur détermine ces temps de transition 1+it  en utilisant

simplement la méthode de Newton-Raphson. Ce nouveau temps 1+it  est utilisé pour l'équation

du mouvement dans la nouvelle zone parcourue. Cette méthode est beaucoup plus précise que

les solutions numériques habituelles des équations différentielles ordinaires.
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II.4.2 - Résultats numériques et formes des cycles limites )0f( 0 ¹

 L'étude est menée pour 50.=w . Les conditions initiales sont fixées à ( ) ( )0000 ,u,v =&  et  le

paramètre structurel 0f  a  été varié. Avec ces conditions initiales, la première phase élastique

est caractérisée par:

( ) ( )twt
w

t coscosfv -
-

= 2
0

1
  avec

2
1

=w            (II.28)

Il est facile de montrer analytiquement que:

( ) 3750
8
301 0 .fv =<Þ>"< tt (II.29)

Pour 37500 .f £ , le mouvement dynamique est purement élastique: aucune phase plastique

n'apparaît. Un portrait de phase typique est donné à la figure II.4. Pour ] ]75037500 .;.f Î ,

l'adaptation domine et un régime élastique stationnaire est obtenu, qui dépend des conditions

initiales, ceci est montré en Figure II.5. Cet état peut être appelé courbe limite élastique et doit

être distingué du cycle limite. Pour 375000 .ff c => , l'accomodation plastique est  observée

numériquement. Les trajectoires convergent vers un cycle limite stable, appelé cycle limite

élastoplastique (voir Pratap et al, 1994). Le cycle limite en accomodation est montré à la

Figure II.6. Un régime périodique est atteint après une phase transitoire, comme le montrent

la Figure II.7 et la Figure II.8 pour l'évolution des variables v  et u& . v  et u&  ne sont

manifestement pas des évolutions sinusoïdale. Le cycle limite ne dépend pas des conditions

initiales, ce qui signifie que le bassin d'attraction est l'ensemble de l'espace des phases. A titre

d'exemple, la figure II.6 et la figure II.9 sont deux portraits de phase obtenus avec la même

amplitude 0f  mais avec des conditions initiales différentes. Néanmoins, la valeur moyenne de

u  est fortement dépendante des conditions initiales (figure II.10).
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u  est calculé par intégration des données de u& . cf0  est un paramètre de bifurcation.

Deux régions de comportement sont séparées par ce paramètre critique cf0 : ce paramètre

de bifurcation dynamique est également associé à deux phénomènes distincts qui sont

l'adaptation  élastique et l'accomodation plastique.

 La figure II.11 donne une représentation générale du phénomène de bifurcation à partir de

l'analyse numérique. La frontière entre ces deux phénomènes est montrée dans le plan des

deux paramètres structuraux ( )0f,w . Cette frontière ne dépend pas des conditions

initiales. Il n'est pas inutile de rappeler que w  est  le rapport entre la période fondamentale

du séisme et la période élastique naturelle. De la Figure II.11, on remarque que la valeur

de résonance élastique 1=w  est une valeur critique. L'adaptation dans ce cas n'existe pas.

Un autre point singulier est obtenu quand la valeur de w  tend vers 0 .  Le  paramètre  de

bifurcation 0f  est égal à 1. De ce fait le taux de convergence vers un cycle limite dépend

de la distance du paramètre structural à la frontière de bifurcation. Un mouvement quasi

périodique peut être rencontré dans la zone d'adaptation, comme montré sur la Figure

II.12 (état de vibrations élastiques). Il est généralement obtenu quand la valeur de w  n'est

pas rationnelle (
3
2

=w  cas de la Figure II.12). Pour de petites valeurs de w , les cycles

limites seront non standards (figure II.13). L'évolution de u  est clairement non

sinusoïdale dans ce cas (Figure II.14), comme mentionné dans (Miller et Butler, 1988).
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Figure II.4 – Vibrations élastiques pour ( ) ( )0000 ,u,v =& ; 50.=w ; 37500 .f =
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Figure II.5 – Accomodation - ( ) ( )0000 ,u,v =& , 50.=w , 600 .f =
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Figure II.6  –  Accomodation avec cycle limite
( ) ( )0000 ,u,v =& , 50.=w , .f 10 =
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Figure II.7 – Evolution de u& dans le cas de l'accomodation
( ) ( )0000 ,u,v =& ; 50.=w ; .f 10 =
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Figure II.8 – Evolution de v   dans le cas de l'accomodation
( ) ( )0000 ,u,v =& ; 50.=w ; .f 10 =
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Figure II.9 – Accomodation avec convergence vers un cycle limites
( ) ( )51000 .,u,v =& ; 50.=w ; .f 10 =
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Figure II.10 – Influence des conditions initiales sur le déplacement u
0=V ; 50.=w ; .f 10 =
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Figure II.12 – Courbes limites élastiques quasi-périodiques

( ) ( )0000 ,u,v =& ;
3
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=w ; 300 .f =
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Figure II.13 – Cycles limites non-standards
( ) ( )0000 ,u,v =& ; 050.=w ; 110 .f =
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Figure II.14 – Evolution de u  dans le cas des cycles limites non-standards
( ) ( )0000 ,u,v =& ; 050.=w ; 110 .f =
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II.5 – Conclusions du chapitre II

    Ce chapitre II traite de stabilité et de dynamique d’un oscillateur élastoplastique parfait

symétrique, non amorti,  à un seul degré de liberté sollicité par une pulsation harmonique. En

utilisant des variables internes appropriées, le système hystérétique dynamique peut être écrit

comme un système autonome non régulier. La vibration libre  du système  non linéaire est

simplement réduite à un mouvement périodique (ceci contraste avec la stabilité asymptotique

dans le cas de l'oscillateur amorti). Dans ce cas un cycle limite élastique est mis en évidence.

Ce résultat généralise la conclusion de (Pratap et al, 1994) pour l'oscillateur élastoplastique

parfait.

    Le comportement de l'oscillateur élastoplastique forcé est beaucoup plus compliqué. Ces

modèles peuvent être utiles pour mieux comprendre le comportement dynamique des

structures en acier en zone sismique élevée. Des mouvements périodiques et quasi

périodiques ont été observés  numériquement.  Il apparaît que, l'adaptation élastoplastique est

seulement contrôlée par les paramètres structuraux des termes forcés. Un diagramme de

bifurcation est mis en évidence numériquement et des cycles limites périodiques sont trouvés

pour des paramètres structuraux spécifiques, pour le cas de l'accomodation. Ces cycles limites

sont asymptotiquement stables.  La frontière de bifurcation sépare l'adaptation (courbe limite

élastique qui dépend des conditions initiales) et le phénomène de l'accomodation (cycles

limites stables). En conclusion, nous sommes parvenus à lier les propriétés dynamiques (la

stabilité, et autre attracteur périodique) aux propriétés mécaniques (l'adaptation élastique, et

l'accomodation) en utilisant un système à un seul degré de liberté.

    Cette étude peut être enrichie par l'introduction d'amortissement visqueux comme dans

(Savi et Pacheco, 1997) (voir chapitre III), ainsi qu'un chargement périodique asymétrique

(voir Chapitre IV). Ces paramètres peuvent être facilement  ajoutés dans le modèle et sans

modifier la procédure numérique.
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             III.4.1.2 - Résolution des deux états plastiques -+ PetP ˆˆ 76
     III.4.2 - Organigramme de l’évolution du système dynamique(f0  ≠ 0) 77
     III.4.3 - Temps de transition 1+it      78
     III.4.4 - Résultats numériques et Formes des cycles limites 79
             III.4.4.1 - Adaptation élastoplastique 80
             III.4.4.2 – Accomodation 81
III.5 - Etude générale de la stabilité 85
     III.5.1 - Analyse de la stabilité du cycle limite en adaptation 85
     III.5.2 - Analyse de la stabilité des cycles limites en accomodation 89
             III.5.2.1 - Analyse de la  stabilité des orbites )2,1( -périodiques symétriques 91
             III.5.2.2 - Détermination du coefficient R  pour l’analyse de stabilité 92
III.6 - Méthode de Newton-Raphson 95
III.7 - Conclusions générales du chapitre III 97



Chapitre III     Oscillateur Elastoplastique Symétrique Amorti

60

III.1- Introduction

     Ce chapitre III traite des questions de stabilité et de dynamique d’un oscillateur

élastoplastique parfait symétrique, amorti, sollicité par une pulsation harmonique. Il s'agit

d'étudier l'effet de l'amortissement sur le comportement dynamique de l'oscillateur

élastoplastique. On montre dans la première partie que le système hystérétique s’écrit comme

un système autonome forcé. Il est démontré que la dimension de l'espace des phases peut être

réduite en utilisant des variables adéquates. Ensuite, la vibration libre du système amorti est

étudiée, et  la stabilité asymptotique du point origine est montrée dans le nouvel espace des

phases. La vibration forcée d'un tel oscillateur est traitée par approche numérique, en utilisant

la méthode de localisation des temps de transition (voir Shaw et Holmes, 1983), en calculant

le temps de transition à partir de la méthode de Newton-Raphson. Cette méthode est

considérablement plus précise que les méthodes numériques classiques des systèmes

différentiels ordinaires, la seule approximation étant localisée au niveau de la détermination

des temps de transition. Une analyse de stabilité des solutions périodiques est alors proposée,

à partir d’une méthode de perturbations. La frontière entre l’adaptation et l’accomodation est

donnée sous une forme analytique. Il a été montré que cette frontière correspondait à une

frontière de bifurcation pour le système non-amorti. Elle est mise en évidence dans l’espace

des paramètres structurels reliée à l’alternance entre les deux propriétés mécaniques qui sont

l’adaptation et l’accomodation. Cette même frontière entre adaptation et accomodation est

confrontée au résultat déjà trouvé par Liu et Huang (Liu et Huang, 2004). On montrera

finalement que le système hystérétique amorti est caractérisé par ses propriétés dynamiques.

Les simulations numériques, basée sur la méthode des temps de transition, vont confirmer les

résultats annoncés théoriquement
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III.2- Présentation du problème

III.2.1-  Analyse de l’oscillateur élastoplastique amorti

On considère le système à un seul degré de liberté (Figure III.1), système qui se compose

d'une masse M qui est attachée à un ressort élastoplastique de raideur K0, et avec un

coefficient d’amortissement (nécessairement positif) noté C. Le système inélastique est

soumis à une force extérieure harmonique F(t) définie par son amplitude F0 et sa pulsation W.

      Cet oscillateur (Figure III.1) se caractérise par sa  position U, sa vitesse U&  et une variable

interne plastique noté pU , appelée le déplacement plastique.

      La loi incrémentale inélastique (élastoplastique pour ce ressort inélastique) est illustrée en

Figure III.2. Le modèle élastoplastique parfait ne dépend que de deux paramètres, la raideur

K0 et la force maximum +F .

yU  est le déplacement initial élastique avec :
0K

FU y

+

= (III.1)

C

K0, F+

F0 cos Wt

),,( pUUU &

M

Figure  III.1 - Système élastoplastique avec amortissement
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                     Figure III.2  -  Loi incrémentale plastique pour ressort inélastique symétrique

                                            (Comportement élastoplastique parfait)

III.2.2 - Le système dynamique

      Deux types d’états dynamiques peuvent être distingués pour ce système inélastique.

(Voir aussi Pratap et al, 1994 ; Challamel & Pijaudier-Cabot, 2004 ; Challamel, 2005 ;

Challamel & Pijaudier-Cabot, 2006 ; Challamel & Gilles, 2007).

      Ces deux états correspondent à:

1- Etat élastique Ê  (état réversible)

2 - Etat plastique P̂  (état irréversible) associé à l'évolution du déplacement plastique:

      Cet état plastique, peut être décomposé en deux sous états +P̂  et -P̂  en fonction du signe

du déplacement élastique )( pUU - .

F+

F

U

-F+

O
K0

UY
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III.2.3 - Equations du mouvement

Les équations du mouvement de cet oscillateur élastoplastique amorti peuvent s’écrire :

UU;)t(FFUCUM:P̂état

UU;)t(FFUCUM:P̂état

0U;)t(F)t(CosF)UU(KUCUM:Êétat

P

P

P0P0

&&&&&

&&&&&

&&&&

==++

==++

===-++

--

++

W

              (III.2)

Chaque état est défini à partir d’une partition de l’espace des phases ),,( pUUU & :

( ) ( )( )[ ]

0)()(:ˆ
0)(:ˆ

0)(:ˆ

£=--=-

³=-

£-=-<-

-

+

UetUUUouUUUPétat

UetUUUPétat

UUUetUUUouUUUEétat

yPyP

yP

PyPyP

&

&

&

(III.3)

La dimension de l’espace des phases peut-être réduite en introduisant les variables adéquates.

On introduit les variables adimensionnelles suivantes:

( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

y

P

yy
P U

U
U
U

U
Uuuu ,,,,

&
&     (III.4)

Les nouvelles dérivées temporelles s’effectuent en fonction de la variable t :

*t
t

=t         avec
0

*
K
Mt = (III.5)
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 Les équations de mouvement Eq.(III.2) peuvent donc s'écrire à partir des  variables

adimensionnelles :

( )

uu;)cos(fu
K.M

Cu:P̂état

*tet
F

F
f;uu;)cos(fu

K.M
Cu:P̂état

u;)cos(fuuu
K.M

Cu:Êétat

p

p

pp

&&&&&

&&&&&

&&&&

=wt=-+-

W=w
+

==wt=+++

=wt=-++

0

0
00

0

1

1

0

  (III.6)

Les trois états sont définis à partir des espaces de phases )u,u,u( p&  suivants:

[ ]( ) ( )( )

( )

( ) 01:ˆ

01:ˆ

]011:ˆ

£-=-

³=-

£-=-<-

-

+

uetuuPétat

uetuuPétat

uuuetuuouuuEétat

P

P

PPP

&

&

&

(III.7)

De plus, la dimension de l’espace des phases peut être réduite, en introduisant le déplacement

élastique :

puuv -= (III.8)

Le taux d’amortissement réduit z  peut être aussi introduit :
K.M

C
2

=z             (III.9)

Ainsi, le nouveau système dynamique équivalent s’écrit :

( )

uufuuPétat

uufuuPétat

ufuuuuEétat

p

p

pp

&&&&&

&&&&&

&&&&

==-+

==++

==-++

-

+

;cos12:ˆ
;cos12:ˆ

0;cos2:ˆ

0

0

0

wtz

wtz

wtz

          avec :

0

0

0
0

2 MK
C
K
M

F
F

f

=

=

= +

z

Ww             (III.10)
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Ces trois états correspondent dans le domaine des phases (v, u& ) à :

( )[ ]( ) ( )[ ]
( )
( ) 01

01

01011

£-=

³=

³-=£=<

-

+

uetv:P̂état

uetv:P̂état

uetvouuetvou)v:Êétat

&

&

&&

                         (III.11)
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III.3 - Oscillations libres )0f( 0 =

III.3.1 - Evolution du système dynamique

III.3.1.1 - Résolution de l’état  élastique Ê

   Le système dynamique, pour les oscillations libres, est un système autonome à deux

dimensions dans l’espace des phases associé aux coordonnées ),( uv & .

Les équations du mouvement du système dynamique libre, pour 0f0 = , sont :

)(0012:ˆ
)(0012:ˆ
)(02:ˆ

cvuuPétat

bvuuPétat

auvvuuEétat

==-+

==++

==++

-

+

&&&&

&&&&

&&&&&

z

z

z

   (III.12)

Le temps initial est choisi arbitrairement comme :

00 =t (III.13)

00 =t

La réponse dynamique dans l'état élastique Ê  est obtenue par résolution de (III.12)(a) :

En utilisant la variable puuv -= , l'équation différentielle suivante est obtenue:

02 =++ vvv:Eétat &&&
)

z (III.14)

L'équation caractéristique s’écrit :

( ) ( ) 1121444

012
2222

2

-=-=-=-=

=++

javecj zzzD

zll

qui admit pour racines :

2
2

21 1
2

122
zz

zz
l -±-=

-±-
= j

j
.
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La solution de l’équation (III.14) s’écrit donc en notation réelle :

.)1(sin)1(cos 22
úû
ù

êë
é -+-= - tztztz BAev (III.15)

Dans ce régime, on a la vitesse u&  qui est égale à v&  :

])1sin()1()1cos()1([.)( 2222 tzzztzzzt zt ----+--+-= - ABBAeu&       (III.16)

Les conditions initiales sont choisies  tel que:

)2()0(
)1()0(

00

00

uu
vv
&& ==

==
t
t

                                                                         (III.17)

En remplaçant l’équation (III.17-1) dans l’équation (III.15), on retrouve :    v0  =  A

En remplaçant l’équation (III.17-2) dans (III.16), on obtient:

( ) ( )2
0 1 zz -+-= BAu&

On a à résoudre le système d'équation suivant, pour identifier le couple (A, B):

BAu

Av

)1( 2
0

0

zz -+-=

=

&
(III.18)

Les constantes A, B sont donc obtenues :

2
00

0
1 z

z

-

+
==

vu
BetvA

&
                                                                                          (III.19)
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La réponse dynamique pour l'état élastique E
)

 s'écrit finalement:

( )
ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ -
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ø
ö
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æ --=
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tzztt
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21
21

21

21
21

21

00
0

00
0

sinuvcosueu

)]sin(vu)cos(v[e)(v

&&

&

                                                                                                                                           (III.20)

                  avec :
( )

î
í
ì

==
-=

0, P

P

uuv
uuv

&&&
(III.21)
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III.3.1.2 - Résolution des deux  états  plastiques -+ PetP ˆˆ

 On note 1t le temps nécessaire pour initier cette phase plastique.

 Le temps est déterminé en résolvant 1)( 1 ±=tv   suivant la phase plastique considérée.

012:ˆ
012:ˆ

=+=+

=-=+
-

+

vuuPétat

vuuPétat
&&&&

&&&&

z

z
 (III.22)

Dans le cas plastique, on a deux domaines de phases d'après les  conditions:

( )
( ) 01:ˆ

01:ˆ

£=

³=
-

+

uetvP

uetvP
&

&
        (III.23)

La solution s’écrit donc pour les phases plastiques (en notations réelles) :

( )
zz

ttz

2
1.

2
1.

1
ˆ

1
2

11

1

1 vevuu

vv
Pétat

-÷÷
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 (III.24)

( )
zz

ttz
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III.3.1.3 - Organigramme de calcul des temps de transition

Le schéma de résolution peut etre résumé par le diagramme donné ci-dessous :

1t                              F( 1t )=0

Begin

( ) ( dFحuح( &=

nح ..e

( ) ( ) 1-= FحVح

ni ,1=

( dFdح( =

( )
d
ححFح -=2

حح2 =

Message

Ecrire ( 1t )

Résultats

Fin

d=0

e<-حح 2

Oui

Oui

Non

1t : dernière valeur de la phase élastique, e  =1.10-4, n=40, 50…..
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Pour le système libre, les temps de transition entre chaque phase, notés it , sont détaillés

comme suit :

0t 1t                              élastique

1t 2t                              plastique

Pour 11 ±=v , on voit que )(tu& décroît pendant la phase plastique et s’annule pour :

( ) ( )
zz

t ttz

2
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2
1.0 1

2
11

12 vevuu -÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+®= --&&          (III.26)

Alors la frontière de la phase élastique apparaît pour le temps 2t  obtenu en résolvant

l’équation( III.26) :
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Pour 0=z , on retombe sur la solution de Challamel (Challamel, 2005).

A l’instant 2t  on sort de l’état plastique pour retourner dans un état élastique dont les

équations sont celles obtenues précédemment (III.24 et III.25). On constatera, à partir des

simulations numériques ci-dessous, du fait de l’amortissement, que le système restera dans

son état élastique jusqu’à sa stabilisation. Les conditions initiales de ce nouvel état élastique

sont notées ),( 22 uv &  :
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  (III.28)

Ceci conduit aux solutions suivantes dans cette dernière phase élastique :
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III.3.2 - Organigramme de l’évolution du système dynamique  ( 0f0 = )
                                         (Oscillations libres)

  Etat plastique P̂ P̂  :

Conclusion : On constate,  à  partir  des  simulations  numériques,  qu’en  raison  de  la  présence

d’un amortissement visqueux, le système en vibrations libres restera dans cet état élastique

jusqu’à sa stabilisation.
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Du fait de l’amortissement, le système restera
  dans cet état élastique jusqu’à stabilisation.

itÊ
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III.3.3 - Résultats numériques – Oscillations libres

    Du fait de l’amortissement le système restera dans un état élastique final, jusqu’à sa

stabilisation.  Cela signifie que dans les deux cas (avec ou sans phase plastique intermédiaire),

l'origine est asymptotiquement stable pour le système amorti.

  Ceci est bien illustré sur la Figure III.3, obtenue avec une perturbation conduisant à une

phase plastique transitoire. Cette simulation montre aussi l’existence d’une paroi potentielle

analogique du système élastoplastique.

Figure III.3 - Oscillations libres – stabilité asymptotique au point d’origine ( ) ( )0,0, =uv &

Stabilité asymptotique

du point origine (0,0)

Paroi potentielle
plastique

0t

1t

2t
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III.4 -  Oscillations forcées  (f0  ≠ 0)

III.4.1 - Evolution du système dynamique

  L'oscillateur forcé, par une excitation  périodique, peut aussi être étudié de la même manière

dans le domaine des phases avec les coordonnées ( )t,,uv & .

 Les solutions de l'équation (III.10) sont données  pour chacun des sous états ( )-+ PetPE ˆˆ,ˆ .

   La solution du système élastoplastique forcé se décompose classiquement en une solution

particulière et une solution du système homogène sans second membre.

Les solutions particulières des équations (III.10) sont calculées ci dessous pour chaque état.

III.4.1.1 - Résolution de l’état  élastique Ê

Les équations différentielles qui régissent l'état élastique sont:
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         (III.30)

Les solutions particulières pour l'état Ê  sont données par :
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Ce qui nous donne, finalement en notation réelle pour la solution globale pour l’état

élastique Ê  :

                                                                                                                                           (III.32)

Remarques :

-  Pour 00 =f , on retombe  sur l’équation (III.20) de l’état élastique des oscillations

       libres.

- Pour 0=z , on retrouve la solution de Challamel, (2005), pour le système

élastoplastique non amorti.
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III.4.1.2 - Résolution des deux états plastiques -+ PetP ˆˆ

 La solution particulière est donnée ci-dessous pour les deux états plastiques +P̂  et -P̂  :

            . Etat plastique +P̂  :

( )
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    . Etat plastique -P̂  :
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Ce qui donne comme réponse pour l’état plastique :
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avec it  le temps d'initialisation de la phase plastique.

Lors d'un retour à l’état élastique Ê , les équations sont les mêmes qu’en (III.32) en prenant

pour conditions initiales ),( ii uv &  :
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III.4.2 - Organigramme de l’évolution du système dynamique  (f0  ≠ 0)
                                           (Oscillations forcées)
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(Eq
III.32)

Les équations non linéaires sont résolues
par la méthode de Newton Raphson

pour retrouver les temps de transition 1i+t
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(Eq III.35)

P̂ 1)(v i ±=t

(Eq III.32)
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III.4.3 - Temps de transition 1+it

  Pour retrouver les temps de transition pour chaque zone (chaque état), pour des conditions

initiales spécifiées, le simulateur détermine les temps de transition 1+it en utilisant simplement

la méthode de Newton-Raphson.

L’équation non linéaire à résoudre est donnée par Eq. (III.32), quand l’état initial est

élastique :

1)( 1 =+iv t                        ( III.37)

Cependant l’équation non linéaire à résoudre est donnée par Eq. (III.35), quand l’état initial

est plastique :

0)( 1 =+iu t& (III.38)

Le nouveau temps 1+it  est utilisé pour l’équation de mouvement dans la nouvelle zone

parcourue.
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III.4.4 - Résultats numériques et Formes des cycles limites

    L’analyse numérique est seulement faite pour un taux d’amortissement positif. Toutes les

trajectoires tendent vers des orbites périodiques, qui sont représentés par des ‘cycles limites’

dans l’espace des phases ),( uv & .

  Ces ‘cycles limites’ ne dépendent pas des conditions initiales. En réalité, ces orbites

périodiques sont complètement caractérisées dans l’espace ),,( tuv & .

  Les simulations numériques montrent que ces orbites périodiques sont asymptotiquement

stables pour toutes les perturbations. Ceci caractérise le comportement de l’oscillateur

élastoplastique amorti qui est plus simple par rapport au comportement de l’oscillateur non

amorti qui ne possède pas cette propriété fondamentale (voir Challamel 2005). Tous ces

cycles limites sont des cycles à orbites symétriques (symétrie centrale par rapport au point

d’origine), comme caractérisé par (Luo, 2004) pour d’autres systèmes dynamiques. La

période des cycles limites est égale à
w
p2 . La forme des cycles limites dépend des valeurs des

paramètres structuraux ),,f( 0 zw . L'adaptation est décrite par des cycles limites symétriques

réguliers, tandis que l'accomodation est représentée par des cycles limites symétriques mais

dont la forme est irrégulière. Cela signifie que ces deux phénomènes (liés aux propriétés de

comportement de la structure) peuvent être différenciés par leur simple forme géométrique

dans l'espace des phases réduit )u,v( & . Cette dernière conclusion constitue une propriété

importante liée à l'oscillateur élastoplastique parfait. Ces deux phénomènes sont illustrés pour

l'adaptation élastoplastique en Figure III.4  et pour l'accomodation  en Figure III.5. Dans les

deux cas, les cycles limites sont asymptotiquement stables et les conditions initiales ne portent

pas atteinte à la forme des cycles limites (voir Figure III.6 et Figure III.7). Toutefois, dans les

deux cas la valeur moyenne du déplacement total dans l'espace initial )u,u,u( p &  dépend

fortement des conditions initiales (voir Figure III.8). En conséquence, on confirme que

l'espace des phases initiales )u,u,u( p &  ne  peut  être  associé  à  des  cycles  limites  et  n'est

probablement pas le meilleur choix pour analyser les systèmes plastiques par les outils de la

dynamique des systèmes non linéaires.

On présentera ci dessous les résultats des simulations numériques pour étudier la stabilité de

l’oscillateur élastoplastique parfait, symétrique et amorti. Les résultats des simulations

numériques seront ultérieurement confrontés à ceux d'une étude analytique générale.
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III.4.4.1 - Adaptation élastoplastique

Figure III.4  – Adaptation plastique - 6.0;5.0;1.0);,()( 00,0 ==== foouv wz&
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III.4.4.2 - Accomodation

Figure III.5 – Accommodation avec cycle limite - .1;5.0;1.0;)0,0(),( 000 ==== fuv wz&
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Figure III.6 – Adaptation élastoplastique avec convergence vers un cycle limite
                                    pour différentes conditions initiales ; .1;5.0;1.0 0 === fwz
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Figure III.7 - Accommodation  avec  convergence vers un cycle limite
    pour différentes conditions initiales ; .1;5.0;1.0 0 === fwz
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Figure III.8 - Influence des conditions initiales sur le déplacement total u

pour 15010 0 === f;.;. wz  - 00 =u .
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III.5 - Etude générale de la stabilité

L'étude numérique est maintenant confrontée à une étude générale analytique de la stabilité.

III.5.1 - Analyse de la stabilité du cycle limite en adaptation

Sur la frontière entre l'adaptation et l'accommodation, on peut considérer une phase élastique

et le cycle limite est tangent aux droites 1=v .

Ce qui nous permet de trouver l'équation de frontière du cycle limite dans le domaine de

l’adaptation, qui est obtenu à partir de l’équation (III.32) en ne  considérant que le terme

stationnaire:
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       (III.39)

On remarquera que uetv &  ne dépendent pas des conditions initiales (pour 0¹z , les cycles

limites ne dépendent pas des conditions initiales). Ceci confirme nos simulations numériques

que ce soit en adaptation élastoplastique ( Figure III.6) ou en accomodation (Figure III.7).

Il s'agit d'une ellipse centrée dont l'équation est donnée par:

12

2

2

2

=+
b
u

a
v &
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( ) 2222

0

41 zww +-
=

fa  et wab = (III.40)

L'équation du cycle limite, à la frontière entre l’adaptation et l’accomodation, est obtenue

lorsque  le paramètre a de l'ellipse est égal à l dans l’équation (III.40), c'est-à-dire:

( ) 2222
0 41 zww +-=f          (III.41)
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  La limite de l’équation (III.41) est représentée graphiquement par la Figure III.10.

   Cette frontière entre l’adaptation et l’accomodation a été déjà étudiée par (Liu et Huang,

2004) voir Figure III.11, qui représente le même résultat auquel on aboutit.

   L’équation (III.41) peut être simplifiée comme suit:

       Pour 0=z     on  obtient: ( )2
0 1 w-=f                               (III.42)

    Dans  le  cas  des  systèmes  non  amortis  on  a  retrouvé  ci  dessous  (chapitre  II)  que  l’état

d’adaptation dépend des conditions initiales (voir également  Miller et Butler, 1988 et

Challamel, 2005) contrairement au cas non amorti.
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Figure III.10 – Frontière entre adaptation et accommodation.
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Figure III.11 -  Frontière entre adaptation et accommodation
- Comparaison avec le diagramme de Liu et Huang (2004) .
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III.5.2 - Analyse de la stabilité des cycles limites en accomodation

III.5.2.1 - Analyse de la  stabilité des orbites )2,1( -périodiques symétriques

       Les orbites périodiques peuvent être classées, dans le même esprit  que  Awrejcewicz et

Lamarque (2003) le font pour les systèmes mécaniques avec impacts. Une orbite est appelée

),( kn -périodiques, si elle possède une période nT  avec k  phases plastiques par cycle de

période wp /2=T . Au regard de cette classification, la plupart des simulations montrent des

orbites stables )2,1( -périodiques. Néanmoins, des orbites )n,(1 -périodiques (avec n  plus

grand que 2 ) ont aussi été détectées pour des faibles valeurs de pulsationw . Par exemple, une

orbite (1,2)-périodique est montrée en Figure III.12. La méthodologie est basée sur le fait que

la durée dans chaque phase (une phase élastique et une phase plastique) est exactement égale

à la moitié de la période d'un cycle:

w
pttt =- 002 )(                                                                   (III.43)

0t  est le temps au début de la phase élastique qui suit la phase plastique -P , 1t  est le temps à

la fin de la phase élastique et 2t  est le temps à la fin de la phase plastique +P  (Figure III.12).

La partie suivante est consacrée à l’étude de stabilité des orbites ),( 21 -périodiques.
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Figure III.12 -  Orbites périodiques dans l’espace des phases : état stable stationnaire.
Temps de transition pour cycle limite

+P̂

-P̂

Ê

3τ
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       L’orbite (1,2)-périodique est caractérisée par les temps de transition 33210 et,,, ttttt

(voir Figure III.4). L’analyse de stabilité de l’orbite (1,2)-périodique est similaire à l’analyse

de stabilité développée par Masri & Caughey (Caughey, 1966) pour un système à impact. Le

facteur d’amplification de la perturbation R peut être introduit à partir de :
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Les matrices A   et B   peuvent  être introduites pour la propagation des erreurs:
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Les équations (III.43) et (III.44) conduisent à l’équation scalaire suivante :

02 tt D=D R   avec 13311111 BABAR +=                                              (III.46)

    La valeur de R détermine la stabilité de la solution (Masry et Caughey, 1966). La solution

(1,2) symétrique est asymptotiquement stable si le module de R  est inférieur à l'unité. Si le

module de R  est supérieur à un, la solution est instable. Un phénomène de  bifurcation peut se

produire lorsque le module prend la valeur de l'unité. La détermination du coefficient R  pour

l’analyse de stabilité et les différents coefficients de ce calcul seront présentés dans ce qui

suit.

   La valeur finale de R  peut être finalement simplifiée comme suit:
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p
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sincos*eR            (III.47)

  Il est possible de vérifier numériquement que la stabilité asymptotique prévaut pour ce

système amorti ( 1<R ).
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III.5.2.2 - Détermination du coefficient R  pour l’analyse de stabilité

On détermine la valeur du coefficient d'analyse de stabilité R ,  par la détermination des

valeurs des coefficients 31311111 BetA,B,A  de l'équation (III.45). Le premier coefficient à

déterminer A11 est défini comme suit:

0111 tt D=D A                                                                             (III.48)

Dans le régime élastique l’évolution de v  est régie par l’équation (III.32), et peut s’écrire :
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          Avec
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On utilise l’approche de perturbation suivante:
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La  deuxième équation de (B.4) conduit à la détermination de A11:
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11A est finalement calculé comme suit:

( ) ( )( )01
201

2
1

00
11 1

1

1
ttz

z

wt ttz --
-

+
= -- sine

u

cosf
A

&
                         (III.53)

Tel que 1u&  est le déplacement  à la fin de la phase élastique. 1u&  est  donné  par:
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Il est facile d’étendre ce terme par:
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Le terme 31A  peut être déduit:
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Les termes de l’équation (A.9) sont détaillés ci-dessous :
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Et:

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
--

-
+---+=

¶
¶ --

01
2

201
201

00
0

101 1
1

11 ttz
z

z
ttzwt

t
tt ttz sincosecosf
,u&

                     (III.58)



Chapitre III     Oscillateur Elastoplastique Symétrique Amorti

94

Le même raisonnement peut être appliqué à la détermination de 11B  et 13B  obtenus à partir de

la fonction ( )2112 tt ,,uu && :
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La perturbation conduit à:
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Ces termes sont calculés comme suit :
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Certaines simplifications interviennent, en remarquant que :
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Finalement R est donné comme suit:
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 L'équation (III.64) qui donne la valeur finale de R  est équivalente à l'équation (III.47).
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III.6 - Méthode de Newton-Raphson

   Cette méthode s’applique à des équations du type 0=)x(f , pour lesquelles on peut

calculer la dérivée de f :  f’(x). Soit x1  une valeur approchée de la racine s inconnue.

Posons : x2=x1+h, et cherchons l’accroissement qu’il faut donner à x1, de façon à ce que :

012 =+= )hx(f)x(f                                                                                                       (III.65)

Après développement en série de Taylor à l’ordre 2, on obtient :

0
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Approximativement: 011 =¢+ )x(f.h)x(f                                                                       (III.67)

C’est à dire :
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Plus généralement, la solution :
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Sens de l’approximation :

Si l’on avait fait aucune approximation dans l’écriture de 01 =+ )hx(f , on aurait obtenu,

pour la racine s, l'expression suivante :
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donc :
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Ce qui conduit à la conclusion suivante :

· Si kk cc ¢= ,

x2 est plus proche de s que x1,  et  il  est  du  même  côté  :  x2 est  donc  une  meilleure

approximation. Si la racine est simple, et si f’ conserve un signe constant au voisinage

de la racine, la suite ii xsu -=  est une suite monotone bornée par 0 ; elle converge,

donc l’algorithme converge.

· Si f.f ¢¢ <0,

x1 et  x2 sont de part et d’autre de s : l’approximation x2 peut alors être moins bonne

que x1. Mais si la racine est simple, f(x2) sera de signe contraire à celui de f(x1) : f(x1)

et f(x2) seront alors de même signe et l’algorithme converge.
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III.7 - Conclusions générales du chapitre III

  Ce chapitre III est consacré à la stabilité et à la dynamique d'un oscillateur élastoplastique

parfait symétrique, amorti, à un seul degré de liberté excité harmoniquement. Le système

hystérétique est écrit comme un système autonome non régulier en utilisant des variables

internes appropriées. En vibration libre, la stabilité asymptotique du point origine est

retrouvée dans le nouvel espace des phases. En vibration forcée et pour retrouver les temps de

transition pour chaque zone (chaque état), pour des conditions initiales spécifiées, le

simulateur détermine les temps de transition 1+it en utilisant simplement la méthode de

Newton-Raphson. Pour cette étape on conclut ce qui suit:

•  L’analyse numérique est seulement faite pour un taux d’amortissement positif.

•  Toutes les trajectoires, que ce soit en adaptation élastique ou en accommodation plastique,

tendent vers une orbite périodique considérée comme ‘cycle limite’ dans l’espace des phases

),( uv &  :

              - L’adaptation est décrite par un cycle limite régulier

              - l’accommodation est décrite par des cycles limites non réguliers.

•  Les cycles limites ne dépendent pas des conditions initiales.

•  Le déplacement total u  dépend des conditions initiales. On confirme que l’espace de phase

    initial ),,( uuu p &   ne peut pas être associé à des cycles limites.

•  En réalité, les orbites sont complètement caractérisées dans l’espace ),,( tuv & .

• Les simulations numériques montrent que ces orbites périodiques sont asymptotiquement

  stables pour toutes les perturbations.

•  Tous les cycles limites sont symétriques (symétrie centrale).

• Les formes du cycle limite dépendent des paramètres structuraux ( zw ,,f0 ), ce qui lie les

   propriétés dynamiques du système aux propriétés mécaniques.

Cette étude sera enrichie par l'introduction d'un chargement périodique asymétrique dans le

cas de l'oscillateur élastoplastique parfait (chapitre IV). Ceci ne modifie nullement la

procédure numérique.
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IV.1 - Introduction

Qu'il s'agisse de constructions neuves ou de réévaluation du bâti existant, le calcul de

structure de génie civil, soumises à des sollicitations de type sismique, se doit d'être le plus

prédictif possible au regard des enjeux visant à la définition de critères optimaux de

défaillance. Les progrès effectués ces vingt dernières années dans le domaine du calcul

numérique et de la modélisation des matériaux ont permis de grandement améliorer la qualité

des analyses effectuées. Dans la conception sismique les éléments structuraux avec boucles

d'hystérésis peuvent présenter  une grande forme d'asymétrie due à une asymétrie de

géométrie, des conditions aux limites, ou aux propriétés des matériaux. Cette notion

d'asymétrie est étroitement liée au concept du phénomène de rochet, qui se caractérise par une

évolution sans limite des variables d'état (Lemaitre et Chaboche, 1990). Une telle

accumulation de la déformation (ou déplacement) peut être inacceptable pour la sécurité ou la

fiabilité du comportement de la structure. Une large littérature est consacrée à ce phénomène

dans le domaine de la mécanique des matériaux, en particulier quand la plasticité est

prédominante (Chaboche, 1994). On retrouve aussi une large littérature sur ce phénomène

dans d'autres domaines de la physique (Feynman et al, 1966) par exemple pour les moteurs

moléculaires (Reimann, 2002). L'analyse dynamique du phénomène de rochet élastoplastique

a finalement été peu étudiée. L'étude de ce phénomène en régime dynamique est récente,

comme  en témoigne l'article de (Ahn et al, 2006) qui étudia l'oscillateur élastoplastique

symétrique soumis à une excitation avec double fréquence. La dynamique du modèle de

Bouc-Wen asymétrique a été étudiée numériquement par Song et Kiureghian (2006). Enfin

l'étude sur la stabilité et de la dynamique de l'oscillateur élastoplastique asymétrique est

traitée par Challamel et al (2007) ainsi que Hammouda (2008).

Il est intéressant de noter que la dynamique des oscillateurs élastoplastiques est étroitement

liée à l'étude des systèmes dynamiques non réguliers, en raison du caractère non régulier de la

loi de comportement élastoplastique.
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Afin de poursuivre la recherche sur l'oscillateur élastoplastique à un degré de liberté, nous

abordons dans ce chapitre IV des questions de stabilité et de dynamique de l'oscillateur

élastoplastique parfait asymétrique, amorti, sollicité par une pulsation harmonique. On montre

dans la première partie que le système hystérétique s’écrit comme un système autonome

forcé. La dimension de l'espace des phases peut être réduite en utilisant des variables

adéquates (vitesse, déplacement élastique). On examine les conditions à remplir par ce simple

oscillateur asymétrique pour manifester l'effet de rochet. L'adaptation élastoplastique, qui peut

se définir comme la capacité de l'oscillateur à converger vers un régime élastique stationnaire

sans phases plastiques est aussi analysée. Cette propriété est très importante pour le système

structurel, afin d'en assurer sa pérennité (Challamel, 2005). La vibration forcée d'un tel

oscillateur est analysée par une approche numérique.

  La stabilité de l'évolution périodique de la stabilité est étudiée en utilisant les outils

classiques des systèmes dynamiques non réguliers (Awrejcewicz et Lamarque, 2003). Le

raccordement de chaque solution par contre, est rarement possible de manière analytique,

puisque le temps de transition entre chaque état est obtenu à partir d'une équation

transcendante. La méthode de localisation des temps de transition est alors utilisée (Shaw et

Holmes, 1983), en calculant le temps de transition à partir de la méthode de Newton-Raphson

qui résout ces équations non linéaires.
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IV.2 -  Analyse de l’oscillateur élastoplastique amorti

IV.2.1 – Le système physique

On considère le système physique à un seul degré de liberté (Figure IV.1), système qui se

compose d'une masse M qui est attachée à un ressort élastoplastique, et avec un coefficient

d’amortissement (nécessairement positif) noté C. Le système inélastique est soumis à une

force extérieure harmonique F(t) définie par son amplitude F0 et sa pulsation W.

   Cet oscillateur (Figure IV.1) se caractérise par sa  position U, sa vitesse U&  et une variable

interne plastique noté pU , appelée le déplacement plastique.

      La loi incrémentale inélastique (élastoplastique pour ce ressort inélastique asymétrique)

est illustrée en Figure IV.2. Le modèle élastoplastique parfait asymétrique dépend de trois

paramètres, la raideur K0, la force maximum +F  et la force minimum -F .

yU  est le déplacement initial élastique avec :
0K

FU y

+

=            (IV.1)

C

K0, F+

F0 cos Wt

),,( pUUU &

M

Figure  IV.1 -  Système élastoplastique avec amortissement.

, F-
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F+

F

U

F-

O
K0

UY

Figure IV.2 -  Loi incrémentale plastique pour ressort inélastique,
cas asymétrique : -+ ¹ FF
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IV.2.2 - Le système dynamique

      Deux types d’état peuvent être distingués pour ce système inélastique (voir aussi Pratap et

al., 1994 ; Challamel et al., 2006 ; Challamel et al., 2007). Ces deux états correspondent à un

état réversible Ê  (ou état élastique) et un état irréversible P̂  (ou état élastoplastique), associé

à une évolution du déplacement plastique. L’état plastique P̂  peut lui-même être décomposé

en deux sous-états +P̂  et -P̂ , en fonction du signe du déplacement élastique ( pUU - ).

IV.2.3 - Equations du mouvement

   Les équations du mouvement de cet oscillateur élastoplastique amorti peuvent s’écrire :
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     Cet oscillateur a potentiellement une résistance en traction et en compression qui n’est pas

égale (si -+ ¹ FF ). Chaque état est défini à partir d’une partition de l’espace des phases
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Il s’agit clairement d’un système linéaire par morceaux (système néanmoins non régulier).

Les variables adimensionnelles suivantes peuvent être introduites:
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Les nouvelles dérivées temporelles s’effectuent en fonction de la variable t :

*t
t

=t      avec
0

*

K
Mt =                                               (IV.5)

Le paramètre e  peut aussi être introduit, afin de quantifier l’asymétrie de résistance :

e--=
+

-
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F

e--=
+
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1
F
F

avec 0>e                                               (IV.6)

e  est supposé être positif, induisant une résistance en compression plus grande que celle

en traction. De plus, la dimension de l’espace des phases peut être réduite, en introduisant

le déplacement élastique :

puuv -=                                    (IV.7)

Le  nouvel  espace  des  phases  est  donc  réduit  à ),( uv & . On peut remarquer que le

déplacement élastique n’est rien d’autre que la force associée au système dynamique

adimensionnel. Ainsi, le nouveau système dynamique s’écrit :
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&&&&

&&&&

&&&&&

wtez

wtz

wtz

  avec

0

0

0
0

2 MK
C
K
M

F
F

f

=

=

= +

z
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z  est l’amortissement réduit. La partition de l’espace des phases ),( uv &  est donnée ci-

dessous:

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
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                        (IV.9)
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IV.3 – Equivalence avec un chargement asymétrique

    L’équivalence entre un chargement asymétrique et une résistance asymétrique est

maintenant étudiée. Considérons l’oscillateur élastoplastique parfait symétrique )0( =e ,

sollicité par un chargement composé d'une partie périodique )tcosF( W0  et d'une partie

stationnaire )F( 0D :

( ) ( )
( )
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0

     avec ( ) 00 cos FtFtF D+W=                 (IV.10)

   Chaque état est défini à partir d’une partition de l’espace des phases ),,( pUUU & :
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                                  (IV.11)

    Les variables adimensionnelles introduites précédemment sont maintenant utilisées :
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                                                                                                                                      (IV.12)

Avec les trois états définis par:
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Le changement suivant de variables peut être choisi:
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Sans difficulté, on convertit  l’équation (IV.12) en:
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Avec la définition suivante de chaque état:

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
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                      (IV.16)

 On reconnaît dans (IV.15) et (IV.16), le système d’équations donné par (IV.8) et (IV.9)

avec les nouvelles variables. En d’autres termes, l’examen d’une asymétrie de la force

( )+- ¹ FF  et d’un chargement asymétrique ( )00 ¹DF  est  strictement  équivalent  pour  ce

système structural simple. Pour la suite, le système dynamique initial  (IV.8) et (IV.9) sera

étudié.
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IV.4 – Vibrations forcées

    Les solutions de l’oscillateur périodiquement forcé dont les équations sont données par

(IV.8), sont connues explicitement pour chaque état. Les conditions initiales au début de

chaque état s’écrivent :

).u,v()](u),(v[ iiii && =tt                                                               (IV.17)

La solution pour l’état Ê  est la suivante:
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La  solution de l’état P̂  est la suivante:
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Le raccordement de chaque solution par contre, est rarement possible de manière

analytique, puisque le temps de transition entre chaque état est obtenu à partir d’une équation

transcendante. La méthode de localisation des temps de transition  est alors utilisée (Shaw et

al., 1983), en calculant le temps de transition 1+it  à partir de la méthode de Newton-Raphson.

L’équation non linéaire à résoudre est donnée par (IV.18) quand l’état initial est élastique :

ett --== ++ 1)(1)( 11 ii vouv                                   (IV.20)

Cependant l’équation non linéaire à résoudre est donnée par (IV.19), quand l’état initial est

plastique :

01 =+ )( iu t&                                  (IV.21)

Le nouveau temps 1+it  est utilisé pour l'équation de mouvement dans la nouvelle zone

parcourue.
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IV.5 - Analyse numérique de l'oscillateur périodiquement forcé

       On calcule le temps de transition 1+it  à partir de la méthode de Newton-Raphson. Cette

méthode est considérablement plus précise que les méthodes numériques classiques des

systèmes différentiels ordinaire, la seule approximation étant localisée au niveau de la

détermination des temps de transition. L’analyse numérique montre que toutes les trajectoires

tendent vers une orbite périodique asymptotiquement stable. La période des ces orbites

périodiques est égale à wp /2 . La forme des cycles limites qui apparaissent dans le plan

),( uv & , dépend des valeurs des paramètres structuraux ),,,f( ezw0 . L’adaptation

élastoplastique se traduit par un cycle limite régulier (Figure IV.3), tandis que les orbites

élastoplastiques ont un cycle limite non-régulier dans l'espace des phases. De surcroît, dans le

cas asymétrique )0( ¹e , tous les cycles limites contenant des phases plastiques sont des

cycles asymétriques (sans symétrie centrale par rapport à l’origine). En conséquence de cette

perte de propriété de symétrie, la nature périodique dans l’espace réduit ),( uv &  conduit à la

divergence dans l’espace initial ),,( uuu p & . L’effet de rochet est alors observé dans le cas

asymétrique )0( ¹e  (voir Figure IV.4), tandis que l’accomodation avec des évolutions bornées

est observée dans le cas symétrique )0( =e  (Figure IV.5). En conséquence, la frontière

d’adaptation est aussi une frontière de l’effet de rochet dans le cas asymétrique. Cette

frontière ne dépend pas du paramètre asymétrique, et est donnée par (voir aussi Figure IV.6):

2222
0 41 zww +-= )(f                                          (IV.22)
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Figure IV.6 - Frontière entre l’adaptation élastoplastique et l’effet
de rochet dans l’espace [ ] .0;3.0,2.0,1.0,0);,( 0 >eÎzw f

3.0=z

0=z0=z
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IV.6 - Analyse de stabilité de l'orbite (1,2)-périodique

L’orbite (1,2)-périodique est caractérisée par les temps de transition 0t  , 1t  , 2t  , 3t  et 4t  :

0t  est le temps au début de la phase élastique qui suit la phase plastique -P , 1t  est le temps à

la fin de la phase élastique, 2t  est le temps à la fin de la phase plastique +P , 3t  est le temps

au début de la phase plastique +P , et finalement 4t  est le temps à la fin de cette phase

plastique (voir Figure IV.7). Puisque le mouvement est périodique, on a:

w
p

ttt
2

004 =-)(                                                   (IV.23)

 Pour  retrouver  ces  temps  de  transition  on  aura  à  résoudre  un  système  non  linéaire  de  sept

équations à sept inconnues (Voir Masri et al, 1979, pour le système avec écrouissage) définies

par les équations (IV.18 et IV.19), comme suit:
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&&

&&

                                                   (IV.24)

Les sept inconnues sont ),u,,,u,,( 4332110 ttttt && . Challamel et Gilles (2006) montrent que

ce système n'admet pas forcément de solutions.

   L’analyse de stabilité de l’orbite (1,2)-périodique est similaire à l’analyse de stabilité

développée par (Masri et Caughey, 1966) pour un système à impact. Le facteur

d’amplification R  peut être introduit à partir de :

02 tDtD R¢=         et 24 tDtD R ¢¢=                                            (IV.25)
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L'analyse de stabilité dépend de la valeur de R  :

04 tt D=D R     avec R.RR ¢¢¢=          (IV.26)

L'existence de l'orbite (1,2) périodique n'est pas garantie quelque soit la valeur des paramètres

structuraux ),,,f( 0 ezw .

    L’orbite (1,2)-périodique est asymptotiquement stable si la valeur absolue de R  est  plus

petite que 1. Le calcul de R  peut être obtenu de manière asymptotique (Challamel et al.,

2007) :
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    (IV.27)

Dans le cas du système sans amortissement )( 0=z , le facteur d’amplification se simplifie en:

( )[ ] ( )[ ]0123 coscos tttt --=R                                  (IV.28)

Cette dernière équation (IV.28) montre clairement que la valeur absolue de R  est plus petite

que l’unité, et conduit donc à la stabilité asymptotique de l’orbite (1,2)-périodique.

   Il est possible de vérifier numériquement que la stabilité asymptotique prévaut aussi pour le

système amorti )( 0¹z .
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Figure IV.7 -  Détermination des temps
caractéristiques pour l’orbite (1,2) –périodique :

..;.;.f;. 207506010 0 ==== ewz
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IV.6.1 - Détermination du coefficient R  pour l’analyse de stabilité

Pour le système asymétrique ( 0¹e ),  le facteur d'amplification de la perturbation R  est :

RRR ¢¢¢=                                                               (IV.29)

- Calcul de R¢  :

31131111 ABABR ¢¢+¢¢=¢ (IV.30)

   Le premier coefficient à déterminer 11A¢ est défini comme suit:

                                                     (IV.31)

11A¢  est finalement trouvé:

                                           (IV.32)

1u&  est le déplacement à la fin de la phase élastique.

  Le terme 31A¢  peut être déduit de :

                                       (IV.33)

Le terme de l'équation (IV.33) est détaillé dans ce qui suit:

                               (IV.34)
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et:

              (IV.35)

Le même raisonnement peut être appliqué à la détermination de 11B¢  et 13B¢ ,, et obtenu à partir

de la fonction ( )2112 tt ,,uu && :

et

         (IV.36)

Ces termes sont calculés comme suit :

         (IV.37)

- Calcul de R¢  : 31131111 ABABR ¢¢+¢¢=¢

L'équation (IV.37) est détaillée ci-dessous:

                                 (IV.38)
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   Pour le cas particulier 0=e  et
w
ptt += 02  conduit à la valeur suivante de R¢  (semblable

au cas symétrique du chapitre III, équation III.47) :
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                                 (IV.39)

  Le calcul de R ¢¢  est similaire à celui de R¢ , donné par l'équation (IV.38):

         (IV.40)

Pour les mêmes raisons, le cas particulier de 0=e  conduit aussi au simple résultat:

RR ¢=¢¢                                             (IV.41)

Finalement, pour le cas général ( )0¹e , le facteur d'amplification de la perturbation R :
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      (IV.42)
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IV.6.2 – Taux de divergence de l'effet de rochet

  Lorsque l'effet de rochet prévaut, il est intéressant de quantifier le taux de divergence qui

caractérise l'évolution vers la rupture. Le facteur de divergence u&  (valeur moyenne du taux de

déplacement) est introduit:

                                                        (IV.43)

Dans le cas des orbites (1,2)-périodiques, le taux de divergence peut s'écrire comme:

              (IV.44)

Le calcul intégral peut être décomposé en quatre parties:

     (IV.45)

Dans la phase élastique, l'intégrale peut être facilement simplifiée par:

(IV.46)

   Enfin, la détermination du taux de divergence u&  nécessite seulement le calcul  des deux

intégrales en phase plastique:

( )ò
+

=
T

du
T

u 0

0

1 t

t
tt&&

( ) ( )[ ]042
tt

p
w uuu -=&

( ) ( ) ( ) ( ) úû
ù

êë
é +++= òòòò

4

3

3

2

2

1

1

02
t

t

t

t

t

t

t

t
tttttttt

p
w dudududuu &&&&&

( ) ( ) ( ) ( )etttt
t

t
+-=-=ò 223

3

2

vvdu&( ) ( ) ( ) ( ) etttttt
t

t

t

t
+=-== òò 201

1

0

1

0

vvdvdu && et

( ) ( ) úû
ù

êë
é += òò

4

3

2

12
t

t

t

t
tttt

p
w duduu &&& (IV.47)



Chapitre IV Oscillateur Elastoplastique Asymétrique Amorti

121

  De l'équation  (IV.47), seulement les phases plastiques contrôlent  l'évolution du taux de

divergence u&  donné par l'équation (IV.19). Le calcul conduit au résultat suivant:
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  L'équation (IV.48)  peut être exprimée directement en fonctions  des temps caractéristiques

),,,( 4321 tttt  comme suit:

úû
ù

êë
é wt-wt

p
w

-wt-wt
p
z

w+z
+

t-t
pz
w

e++÷÷
ø

ö
çç
è

æ
w+z

wtw+wtz
-

z
e+

--
pz
w

-

úû
ù

êë
é wt-wt

p
w

-wt-wt
p
z

w+z
+

t-t
pz
w

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
w+z

wtw+wtz
-

z
-

pz
w

-=

t-tz

t-tz

))cos()(cos(
2

))sin()(sin(
4

)(
4

)1(
4

)sin()cos(2
2

11(
4

))cos()(cos(
2

))sin()(sin(
4

)(
44

)sin()cos(2
2
1)1(

4

343422
0

3422
44

0
)34(2

121222
0

1222
22

0
)12(2

f

fe

f

feu&

(IV.49)

  Il est facile de vérifier à partir de l'équation (IV.49) qu'aucun effet de rochet ne survient pour

un système symétrique 0=e ,  avec des valeurs positives du coefficient d'amortissement :

(IV.50)
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    A partir de l'équation (IV.49), qui exprime le taux de divergence u&  en fonction du

paramètre d'asymétrie e , on trace l'évolution de u&  par rapport au paramètre asymétrique e

représenté en (Figure IV.8). Cette dernière figure montre que le taux de divergence du

phénomène de rochet u&  augmente à mesure qu' augmente e  , et la règle de proportionnalité

constitue une bonne approximation pour des valeurs suffisamment petites de e ,

e¥u& (IV.51)

  En outre, un effet de seuil du phénomène de rochet est mis en évidence pour de grandes

valeurs de e  ,  où le facteur de divergence ne dépend plus du paramètre d'asymétrie e  (voir

Figure IV.9). Cet effet de seuil aux coordonnées )uu,( cc && == ee  est lié à la transition entre

l'orbite (1,2) périodique à l'orbite (1,1) périodique et dont le taux de divergence pour cette

dernière orbite, ne dépend pas du paramètre d'asymétrie e  (pour des valeurs suffisamment

grandes).
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IV.6.3 – Comparaison entre la configuration symétrique et asymétrique

   La comparaison entre une configuration symétrique (chapitre III) et l'autre configuration

asymétrique (chapitre IV), illustrée par la Figure IV.10, peut être menée pour deux domaines

de résistances:

- Domaine de résistance symétrique (cas B), qui conduit à la stabilité, que ce soit pour

une symétrie de charge ou de résistance.

-  Domaine de résistance asymétrique (cas A), qui conduit à l'effet du rochet dynamique

lorsque l'adaptation n'est pas atteinte.

   A l’étude d’un tel modèle, où le paramètre e  supposé positif, induit  une résistance en

compression plus grande que celle en traction (Figure IV.10, cas A), on peut retenir qu’une

configuration symétrique est facteur de stabilisation (Figure IV.10, cas B). A l’opposé, une

configuration asymétrique (Figure IV.10, cas A) génère l’effet de rochet dynamique (en

dehors de la zone d’adaptation). Ce principe peut conduire à certaines conclusions peu

intuitives, à savoir que l’augmentation d’un domaine de résistance peut déstabiliser un

système structurel, ce qui est bien sûr, n’est pas vérifié pour un système statique, décrit par les

outils traditionnels de l’analyse limite. Cette propriété additionnelle de symétrie, doit

certainement être prise en compte, comme un paramètre supplémentaire, dans la philosophie

de conception sismique.
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Figure IV.10 – Comparaison de deux domaines de résistances.
Configuration symétrique (cas A) ou asymétrique (cas B)

(en dehors de la zone d'adaptation)

A – Le rochet dynamique B - Accomodation
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IV.7 – Conclusions générales du chapitre IV

   Le chapitre IV est consacré à la stabilité et à la dynamique d'un oscillateur élastoplastique

parfait amorti et asymétrique, soumis à une excitation extérieure harmonique. On montre dans

la première partie que le système hystérétique s’écrit comme un système autonome forcé. La

dimension de l'espace des phases peut être réduite en utilisant des variables adéquates (vitesse

et déplacement élastique). On examine les conditions à remplir par ce simple oscillateur

asymétrique pour manifester l'effet de rochet. L'adaptation élastoplastique, qui peut se définir

comme la capacité de l'oscillateur à converger vers un régime élastique stationnaire sans

phases  plastiques  est  aussi  analysée.  Cette  propriété  est  très  importante  pour  le  système

structurel, afin d'en assurer sa pérennité. La vibration forcée d'un tel oscillateur est analysée

par une approche numérique. La stabilité de l'évolution périodique pour l'oscillateur

périodiquement forcé est étudiée en utilisant les outils classiques des systèmes dynamiques

non réguliers. Le raccordement de chaque solution par contre, est rarement possible de

manière analytique, puisque le temps de transition entre chaque état est obtenu à partir d'une

équation transcendante. La méthode de localisation des temps de transition est alors utilisée,

en calculant le temps de transition à partir de la méthode de Newton-Raphson qui résout ces

équations non linéaires. La frontière entre l'adaptation et le phénomène de rochet dynamique

est obtenue et est similaire à celle du système symétrique. Les orbites avec deux phases

plastiques par cycle sont caractérisées analytiquement. La stabilité des cycles limites est aussi

analytiquement étudiée avec une approche de perturbation. Finalement,  le taux de divergence

(dans le cas de l'effet de rochet dynamique) est lié au paramètre qui caractérise l'asymétrie de

résistance. Cela signifie que le taux de divergence est plus fort pour un oscillateur à forte

asymétrie. A l’étude d’un tel modèle, où le paramètre d'asymétrie supposé positif, induit  une

résistance en compression plus grande que celle en traction, on peut retenir qu’une

configuration symétrique est facteur de stabilisation. A l’opposé, une configuration

asymétrique génère l’effet de rochet dynamique (en dehors de la zone d’adaptation). Ce

principe peut conduire à certaines conclusions peu intuitives, à savoir que l’augmentation

d’un domaine de résistance peut déstabiliser un système structurel, ce qui est bien sûr, n’est

pas vérifié pour un système statique, décrit par les outils traditionnels de l’analyse limite.

Cette propriété additionnelle de symétrie, peut certainement être prise en compte, comme un

paramètre supplémentaire, dans la philosophie de conception sismique
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CONCLUSION GENERALE

Le point de départ de l'ensemble des études présentées dans ce mémoire a eu pour impulsion,

l'enjeu du dimensionnement sismique de structures du génie civil. Le dimensionnement au

séisme se base généralement sur une approche quasi statique équivalente, menée à partir d'une

analyse modale élastique. La non linéarité matérielle peut-être prise en compte au travers d’un

coefficient global  de comportement qui traduit l’aptitude de la structure à se déformer dans le

domaine inélastique. Ce coefficient cache néanmoins des insuffisances fortes latentes dans la

compréhension de ce type de systèmes. Pour certaines applications (en présence

d'irrégularités), les hypothèses habituelles de calcul spectral sont manifestement inadéquates.

Dans ces cas, il est possible moyennant une certaine complexité des modèles, de faire des

calculs représentatifs de la réalité, en passant par un calcul non linéaire. La dynamique des

systèmes non linéaires est un sujet en réalité difficile lié au caractère hystérétique  de ce type

de comportement. Dans ce contexte, nous nous sommes efforcés, dans le cadre de cette thèse,

de nous positionner clairement dans un cadre déterministe, en concentrant la complexité du

problème dans la loi de comportement et en admettant que la sollicitation périodique est

déterministe. Nous nous consacrons à la dynamique des systèmes non linéaires déterministes,

systèmes dont la non linéarité est une non linéarité matérielle. Les notions reprises de la

dynamique des systèmes non linéaires peuvent participer au problème concret de la maîtrise,

par l'ingénieur, des risques d'entraînement du système au-delà de ses résistances effectives,

par exemple en analyse sismique.

Nous avons, dans un premier temps, effectué une recherche bibliographique détaillée pour :

· Présenter la dynamique des systèmes non linéaires;

· Comprendre la source des non linéarités en analyse sismique;

· Donner un historique des travaux sur les oscillateurs hystérétiques.
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La revue bibliographique a mis en évidence que les systèmes dynamiques, sont apparus assez

tôt dans l'histoire scientifique. On peut les reconnaître dans les premiers travaux de la

mécanique donnant lieu à des équations différentielles. Les systèmes dynamiques n'ont été

étudiés en tant que tels qu'assez tardivement. Schématiquement, un tel système est la donnée

d'une loi d'évolution qui, à partir de conditions initiales, détermine le futur d'un phénomène.

La source des non linéarités rencontrées dans le domaine des vibrations des structures, est

d'origine très diverse, classiquement classifiée en trois grandes familles. Notre étude,

s'applique aux structures dont la non linéarité est matérielle, avec une loi de comportement

inélastique, dont le modèle le plus élémentaire est le modèle élastoplastique bilinéaire,  qui

inclut le système élastoplastique parfait. Ce modèle peut être utilisé pour la compréhension du

comportement au séisme de certaines structures du génie civil, comme les structures

métalliques dont le comportement est inélastique. Il est préférable de réduire la structure à

analyser à un nombre fini de degré de liberté. Plusieurs études ont été faites sur les

oscillateurs plastiques à un degré de liberté, dont celle de T.K. Caughey qui reste sans doute

l'un des pionniers de l'étude analytique de l'oscillateur élastoplastique.

L'objectif de l'étude était de dégager des zones comportementales de l'oscillateur reliées à la

théorie moderne des systèmes dynamiques non linéaires. En particulier il s'agissait de montrer

comment les propriétés mécaniques qui apparaissent pour certains paramètres du système se

traduisent en terme de propriétés dynamiques du système lui-même. Ce modèle générique

était utile pour comprendre  le comportement sismique de certaines structures du génie civil.

    En premier lieu, on a procédé à l'étude de la stabilité et de la dynamique d’un oscillateur

élastoplastique parfait symétrique, non amorti, à un seul degré de liberté sollicité par une

pulsation harmonique. En utilisant des variables internes appropriées, le système hystérétique

dynamique est écrit comme un système autonome non régulier. La vibration libre  du système

non linéaire est simplement réduite à un mouvement périodique (ceci contraste avec la

stabilité asymptotique dans le cas de l'oscillateur amorti). Dans ce cas, un cycle limite

élastique est mis en évidence. Ce résultat généralise la conclusion de (Pratap et al, 1994) pour

l'oscillateur élastoplastique parfait.

   Le comportement de l'oscillateur élastoplastique forcé est plus complexe. Des mouvements

périodiques et quasi périodiques ont été observés  numériquement. L'adaptation

élastoplastique est seulement contrôlée par les paramètres structuraux des termes forcés.
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Un diagramme de bifurcation est mis en évidence numériquement et des cycles limites

périodiques sont trouvés pour des paramètres structuraux spécifiques, pour le cas de

l'accomodation. Ces cycles limites sont asymptotiquement stables. La frontière de bifurcation

sépare l'adaptation (courbe limite élastique qui dépend des conditions initiales) et le

phénomène de l'accomodation (cycles limites stables). En conclusion de cette partie, nous

sommes parvenus à lier les propriétés dynamiques (la stabilité, et autre attracteur périodique)

aux propriétés mécaniques (l'adaptation élastique, et l'accomodation) en utilisant ce système à

un seul degré de liberté. Cette étude a été enrichie par la suite par l'introduction d'un

amortissement  visqueux.  Ce  paramètre  peut  être  facilement   ajouté  dans  le  modèle  sans

modifier la procédure numérique.

   Pour l'oscillateur élastoplastique parfait symétrique, amorti, à un seul degré de liberté excité

harmoniquement, le système hystérétique est aussi écrit comme un système autonome non

régulier en utilisant les variables internes appropriées précédemment introduites. En vibration

libre, la stabilité asymptotique du point origine est retrouvée dans le nouvel espace des

phases. Du fait de l’amortissement, le système restera dans un état élastique final, jusqu’à sa

stabilisation.  Cela signifie que dans les deux cas (avec ou sans phase plastique intermédiaire),

l'origine est asymptotiquement stable pour le système amorti. On montre aussi l’existence

d’une paroi potentielle analogique du système élastoplastique dans ce cas là, qui est obtenue

avec une perturbation conduisant à une phase plastique transitoire. En vibration forcée et pour

retrouver les temps de transition pour chaque zone (chaque état), pour des conditions initiales

spécifiées, le simulateur détermine les temps de transition en utilisant simplement la méthode

de Newton Raphson. Pour cette étape, l’analyse numérique est seulement faite pour un taux

d’amortissement positif. Toutes les trajectoires, que ce soit en adaptation élastique ou en

accommodation plastique, tendent vers une orbite périodique considérée comme ‘cycle limite’

dans l’espace des phases réduit ),( uv & , avec pour principaux résultats :

              - L’adaptation est décrite par un cycle limite régulier;

              - l’accommodation est décrite par des cycles limites non réguliers.

On peut dire que ces résultats représentent une des caractéristiques liées à l'oscillateur

élastoplastique symétrique.
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Ces cycles limites ne dépendent pas des conditions initiales. Tandis que le déplacement total,

lui, dépend des conditions initiales. On confirme que l’espace de phase initial ),,( uuu p &  ne

peut pas être associé à des cycles limites. En réalité, les orbites sont complètement

caractérisées dans l’espace réduit ),,( tuv & . Les simulations numériques montrent que ces

orbites périodiques sont asymptotiquement stables pour toutes les perturbations. Tous les

cycles limites sont symétriques (symétrie centrale). Et on déduit que les formes des cycles

limites dépendent des paramètres structuraux dynamiques ( zw ,,f0 ). Ce qui finalement lie les

propriétés dynamiques du système aux propriétés mécaniques, avec une frontière de

bifurcation. Cette étude est enrichie par l'introduction d'un chargement périodique

asymétrique dans le cas de l'oscillateur élastoplastique parfait. La procédure numérique n'est

pas affectée par ce terme asymétrique.

    Enfin, on traite de la stabilité et de la dynamique de l'oscillateur élastoplastique parfait

amorti et asymétrique, soumis à une excitation extérieure harmonique. Il est démontré que la

dimension de l'espace des phases peut être réduite en utilisant les mêmes variables adéquates

(un système autonome forcé). On examine les conditions à remplir par ce simple oscillateur

asymétrique pour manifester l'effet de rochet. L'adaptation élastoplastique, qui peut se définir

comme la capacité de l'oscillateur à converger vers un régime élastique stationnaire sans

phases plastiques est aussi analysée. Cette propriété est très importante pour le système

structurel, afin d'en assurer sa pérennité. La vibration forcée d'un tel oscillateur est analysée

par une approche numérique. L'évolution périodique de la stabilité pour l'oscillateur

périodiquement forcé est étudiée en utilisant les outils classiques des systèmes dynamiques

non réguliers. Le raccordement de chaque solution par contre, est rarement possible de

manière analytique, puisque le temps de transition entre chaque état est obtenu à partir d'une

équation transcendante. La méthode de localisation des temps de transition est alors utilisée,

en calculant le temps de transition à partir de la méthode de Newton-Raphson qui résout ces

équations non linéaires. La frontière entre l'adaptation et le phénomène de rochet dynamique

est obtenue et est similaire à celle du système symétrique. Les orbites avec deux phases

plastiques par cycle sont caractérisées analytiquement. La stabilité des cycles limites est aussi

analytiquement étudiée avec une approche de perturbation à l'aide d'un coefficient

d'amplification de la perturbation. Finalement,  le taux de divergence (dans le cas de l'effet de

rochet dynamique) est lié au paramètre qui caractérise l'asymétrie de résistance. On trouve

que le taux de divergence est plus fort pour un oscillateur à forte asymétrie. A l’étude d’un tel
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modèle, où le paramètre d'asymétrie supposé positif, induit  une résistance en compression

plus grande que celle en traction, on peut retenir qu’une configuration symétrique est facteur

de stabilisation. A l’opposé, une configuration asymétrique génère l’effet de rochet

dynamique (en dehors de la zone d’adaptation). Ce principe peut conduire à certaines

conclusions peu intuitives, à savoir que l’augmentation d’un domaine de résistance peut

déstabiliser un système structurel, ce qui est bien sûr, n’est pas vérifié pour un système

statique, décrit par les outils traditionnels de l’analyse limite. Cette propriété additionnelle de

symétrie, peut certainement être prise en compte, comme un paramètre supplémentaire, dans

la philosophie de conception sismique. Ce thème dont le but avait pour ambition d'apporter

quelques éclairages sur le comportement des structures inélastiques soumises à des

sollicitations périodiques de type sismique a finalement abouti à dégager des zones

comportementales de celles ci  par une rhéologie dynamique.

PERSPECTIVES

Les perspectives suivantes peuvent être envisagées pour prolonger ce travail:

· Concernant le modèle:

- La prise en compte dans le modèle de l'écrouissage plastique et de

      l'endommagement;

- Des sollicitations plus complexes, type bi-sinusoïdales ou bi-harmoniques

ou un cas de séisme réel.

· Pour ce qui est des applications:

- Mettre au point un procédé expérimental pour la validation des résultats

numériques.
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