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RESUME

Dans ce travail, nous étudions la stabilisation d’un probléme mal posé engendré par
une équation différentielle du premier ordre dont, le coefficient est un opérateur non borné.

Nous exposons quelques méthodes de régularisation, avec des résultats sur la convergence et
les estimations d’erreur.

Nous appliquons ensuite I'une des méthodes exposée a la résolution d’un probléme mal posé
pour 'opérateur de Bessel.



ABSTRACT

In this work, we study the stabilizations of the ill-posed
problem which is created by the differential equation of
first order; the coefficient is the unbounded operator in

a Hilbert space.

We expose some methods of regulation with the results
about the convergence and the estimation of error.

Then; we apply one of the exposed methods to the
resolution of the ill-problem posed for the Bessel

operator.
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Introduction

Dans la vie nous avons besoin des moyens scientifiques et techniques pour améliorer les
conditions de notre existence et pour connaitre la nature et ses secrets. L’utilisation efficace
de ces moyens est liée a la résolution de problémes mathématiques. Parfois nous sommes
amenés, dans certaines applications, a traiter de problémes dont les données ne sont définies
que de maniére approchée et il est alors important, en plus de l'existence et 1'unicité, que
la solution soit dépendante de maniére continue de ces données. Les problémes dans lesquels
cette condition n’est pas vérifiée étaient considérés comme sans intérét pratique et Hadamard
a défini au début du 20° siécle les critéres mathématiques pour un probléme d’étre bien posé

par la réalisation des trois condition suivantes :

» La solution existe;
» Cette solution est unique;

» Elle dépend contintiment des données du probléme.

Si 'une au moins de ces conditions n’est pas vérifiée le probléme est dit mal posé. Une classe
importante de problémes mal posés est constituée des problémes inverses ot il s’agit de

remonter & 1’état initial d’un systéme a partir de la connaissance de son état final. Les pro-
grés technologiques du 20° siécle ont mis en avant 'importance pratique de cette classe de
problémes dans différents domaines comme la gravimétrie, I'imagerie médicale, 'ingénierie
pétroliére, ’hydrogéologie, la chimie, le radar, ’acoustique sous-marine, la mécanique quan-

tique, le traitement d’image. Les multiples possibilités d’application ont relancé l'intérét
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théorique pour la notion de probléme mal posé. Les recherches autour de ce théme ont donné

naissance a plusieurs méthodes de régularisation parmi lesquelles :

1) La méthode de Quasi — solution (Q.S) de Tikhonov.
2
3

)
) Convexité logarithmique de L.E Payne, K. Miller et A.S.Carraso.

) Les procédures itératives de V.A .Kozlovet V.G Maz/ya.

4) La technique des C semi — groupes régularisées de 1.V.Mel/nikova, Q.Zheng et
J.Zheng.

5) La méthode de Valeurs quasi — limites(Q.B.V.P) de G.W.Clark et S.F.Oppenheimer.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre nous rappelons des
notions et des résultats de la théorie des opérateurs linéaires et de la théorie des semi-groupes.
Dans le deuxiéme chapitre nous présentons la notion de probléme mal posé, avec quelques

exemples, et aprés on présente trois méthodes de régularisation qui sont :

1) La méthode de Quasi-réversibilité de R.Lattés et L.J.Lions.
2) La méthode de Quasi réversibilité modifiée de F.Rebbani. et N.Boussetila.

3) La méthode des conditions non locales qui est présentée par M. Denche et

K.Bessila .

Dans le troisiéme chapitre nous étudions un probléme mal posé pour I'opérateur de Bessel,

et appliquons la derniére méthode ci-dessus pour sa régularisation.



Chapitre 1

OPERATEURS LINEAIRES ET SEMI
GROUPES

»Soit X un espace vectoriel normé, on note par ||.|| la norme dans cet espace.

Définition 1.0.1 Un opérateur linéaire A de X est une application linéaire définie sur une
variété linéaire de X notée par D (A).
A:D(A)CcXx —X.
Définition 1.0.2 On dit que 'opérateur A est continu en xq € X, si :
lim Az = Ax,.
T—T0

Définition 1.0.3 L’opérateur A est dit continu dans X si, et seulement si A est continu en

chaque point de X.

Définition 1.0.4 L’opérateur A est dit borné, s’il transforme tout ensemble borné de X en

un ensemble borné de X.
Proposition 1.0.1 Si l'opérateur A est borné alors :
de -0 tel que : ||Az|| < c||z||,Yx € D (A).

Proposition 1.0.2 L’opérateur linéaire A est borné si, et seulement si il est continu.
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On note par L (X) l'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus sur X.

» Dans tout ce qui suit, nous désignons par H un espace de Hilbert séparable, on note par

|.| la norme dans cet espace, et (.,.) le produit scalaire correspondant.

Théoréme 1.0.1 (Théoréme de représentation de Riesz — Fréchet) — Etant donné ¢ € H'

( H' lespace dual de H ) il existe f € H unique, tel que :

e (y) = (p,y) = (f,y),Vy € H.

De plus on a :

1= lelu -

1.1 Opérateur fermé-fermeture

Définition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire dans H, on dit que cet opérateur est fermé :
siV{z,} € D(A)

(xp — z ety, —y) = (x € D(A) ety = Ax).
Proposition 1.1.1 Tout opérateur borné, par tout défini est fermé.

Proposition 1.1.2 Soit A et B deux opérateurs linéaires, si A est fermé et B est borné,

alors A+ B est un opérateur fermé.

Définition 1.1.2 On dit que l'opérateur A" est I’extension de l'opérateur A qui est défini sur

H si:
1) D(A) C D(4');
2)WVex € D(A), Ax = A'x.

Définition 1.1.3 On dit que lopérateur linéaire A défini dans H est fermable, s’il posséde

une extension fermeée.

Définition 1.1.4 La plus petite extension fermée d’un opérateur A est appelée fermeture de

A et notée par A.
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1.2  Opérateur Adjoint

Soit A un opérateur linéaire continu tel que D (A) = H.
Soit x € H. On considére la forme linéaire [, (y) = (x, Ay) alors I, € H',Vx € H.
On note [, = A*z.

L’opérateur linéaire A* défini par

(A*z,y) = (z, Ay) .

est appelé adjoint de A et est défini et continu sur D (A*), ou
D(A"Y={ye HVx e D(A),JAy =y* € H,(Ax,y) = (x, A™y)}.

Proposition 1.2.1 Tout opérateur linéaire a domaine dense dans H, admet un opérateur

adjoint fermé.

1.3 Opérateur Auto-Adjoint
Définition 1.3.1 L’opérateur A est dit auto-adjoint si A = A*;c-a-d :
(Az,y) = (z, Ay) ,Va,y € D (A).

Théoréme 1.3.1 Un opérateur linéaire A défini sur H est auto-adjoint, s’il satisfait les

conditions sutvantes :

1) D (A) est dense dans H;
2) D(A*) C D(A);

3Wz,y € D(A), (Ax,y) = (z, Ay) .
Définition 1.3.2 On dit qu’un opérateur auto-adjoint A est positivement défini si :

Vo e H,(Az,x) > o|z|*, ot o)0.
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1.4 Spectre d’un opérateur linéaire

Soit A un opérateur linéaire défini sur 'espace de Hilbert H, fermé et de domaine D (A)
dense dans H. Considérons l'opérateur linéaire (A — AI) défini sur H, ot A est un nombre

complexe quelconque et I 'opérateur identité sur H.

Définition 1.4.1 Le nombre complexe \ est appelé valeur réguliére de ’opérateur linéaire

A, si Uopérateur (A — AI) admet un opérateur inverse borné. Cel opérateur inverse est noté

par R(X).

L’ensemble des valeurs régulieres de l'opérateur A est appelé ensemble résolvant de A et noté
par p(A). Son complémentaire dans C est appelé spectre de A et noté par o (A).

Soit X un nombre complexe appartenant au spectre de A, nous avons alors plusieurs possi-
bilités :

1) L'opérateur R (\) n'existe pas et X est alors appelé valeur propre de lopérateur A.

2) L’opérateur R (\) existe, son domaine de définition est dense dans H, avec D (R (\)) = H.

Dans ce cas, on dit que \ appartient au spectre continu.

3) L’opérateur R (\) existe mais D (R (\)) # H.
Dans ce cas, on dit que X appartient au spectre résiduel.
L ’éventualité (3) ne peut se réaliser dans le cas d’un opérateur auto-adjoint A, car pour tout

A qui n’est pas valeur propre de A :

DR = H.
1.5 Décomposition spectrale d’un opérateur Auto-Adjoint

1.5.1 Décomposition spectrale d’un opérateur borné

Définition 1.5.1 Soit A un opérateur auto-adjoint borné sur un espace de Hilbert H sépa-

rable, { Ex} \cg une fonction opératorielle définie sur R qui vérifie :

1) YA, E\ est une projection orthogonale.



1.5 Décomposition spectrale d’un opérateur Auto-Adjoint

2) Ex=0si A <m.
3) Ex = Iy si A= M.

Avec : m = inf (Az,z) et M = sup (Az,x).

|z|=1 lz|=1

4) E\ est non décroissante

)\<[L$E)\§EM.

5) E\ est continue a droite
Ve e H: lim E,x = F)\x.
p—AT

E)\ est alors appelée fonction spectrale de A. On remarque que cette fonction est une mesure,
M M

c’est pourquoi on peut écrire Axr = /)\dE,\x et on note symboliquement A = /)\dE,\

m m

1.5.2 Décomposition spectrale d’un opérateur non borné

Définition 1.5.2 Soit A un opérateur auto adjoint non borné, on dit que E) est une fonction
spectrale de l'opérateur A, si :

1)VA € R, E, est un projection orthogonale.
2)Wx € H lim Eyr=0e¢t lim (Eyz—z)=0.
A—r—00 A—r+o0
)
)

3) E\ est non décroissante.

4) E\ est continue a droite.

+oo
5)Vx € D(A),Vy € H : (Az,y) = / M (E\z,y) , avec
+oo
D(A)={zeH;|Az|* = / Nd (Eyr,z) existe

“+o0o
Dans ce cas la décomposition spectrale de l'opérateur A et donnée, par : A = / AdE).

—00
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+00
Remarque 1.5.1 Si l'opérateur A est positivement défini; on a : A = / AEy, ou 0)0.

[

Définition 1.5.3 Soit A un opérateur auto adjoint borné et soit

m = |i1|1_f1 (Azx, x),

et
M = sup (Azx,x),

|z|=1
si g est une fonction définie continue sur [a,b] et [m, M| C [a,b] on définit la fonction

opératorielle g (A) par :

g (4) = / 9(\) dE,.

Théoréme 1.5.1 Chaque opérateur adjoint (borné ou mon) posséde une fonction spectrale

unique.

1.6 L’intégrale de Bochner

»Soit B un espace de Banach, muni de la norme ||.||y, f une fonction définie sur I'intervalle

[a, b] & valeurs dans 'espace B, M une mesure définie sur le méme intervalle.

Définition 1.6.1 On dit que f est une fonction simple si elle prend sur [a,b] un nombre fini

de valeurs x; sur D; avec D; C [a,b] et UD; C [a,b].

Définition 1.6.2 On dit que la fonction [ est intégrable au sens de Bochner s’il existe une

suite des fonctions simples f,, tel que :

b
[1.0 - s @llairt —0

On pose alors :
b b

[rwarm= tw_ [ f.0am

n—aoo
a a
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1.7 Rappel sur la théorie des semi-groupes

1.7.1  Semi-groupe fortement continu

Définition 1.7.1 On dit qu’ une famille d’opérateurs linéaires bornés
S(t): B — B,

dépendants du parameétre t > 0, forme un semi-groupe si :

Définition 1.7.2 Un semi groupe (S (t)),s, est dit fortement continu a l’origine si :

li t)x — = .
t_1>n01+HS()x zlly =0, Vo €D

On dit aussi qu’il est de classe Cy.
Définition 1.7.3 On dit que S (t) est fortement continu si : Vo € B Uapplication
t— S(t)x,
est continue.

Théoréme 1.7.1 (de la croissance exponentielle du semi — groupe) —Soite (S (t)),5, un semi-

groupe fortement continu, alors :

dM > 1 et w € R tel quel||S(1)]|y < Mexp(wt) Vt=o. (*)

Remarque 1.7.1 Si (S (t)),>, est un semi-groupe fortement continu a l’origine vérifiant (x)

alors il est fortement continu.

Définition 1.7.4 On dit que le semi-groupe S (t) est borné, si il existe M ) 0, tel que
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IS )l < M, ¥t = 0.

Si M < 1, on dit que S (t) est un semi groupe de contraction.

Définition 1.7.5 Le générateur infinitésimal du semi groupe (S (t)),s, est défini par :

Av= Tim 2T e pay,
¢—0+ ¢
ot
D(A)=qzeB, tel queclir%+ W est finie

Théoréme 1.7.2 Soit (S (t)),s, un semi-groupe fortement continu sur B et soit son géné-

rateur infinitésimal. Alors on a les propriétés suivantes :

(1) D (A) est dense dans B et A est un opérateur fermé.
(2) Pour tout x € B et t >0, on a :

1 t+T1
lim — S(s)xds = S(t) .

t—0+t T t

(3) Pour tout x € B et t >0, on a :

/tS(s)xdseD(A),

et

A/tS(s)wds:S(t)x—x.

(4) Pour tout x € D (A) et t > 0,5 (t)x € D(A), donc S (t)x est dérivable et, on a :
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—S(t)xr = AS(t)z
= S(t) Ax.

(5) Pour tout v € D(A) et t >0,s >0,

S(t)x—S(s)x:/tS(g)Axdgz/tAS(g)xdg.

S

Théoréme 1.7.3  Soient (T (1)),50€t (S (1)),5¢ deux semi-groupes fortement continus de

méme générateur infinitésimal A. Alors S (t) =T (t) pour tout t > 0.

Soit A est une valeur réguliére de I'opérateur linéaire A .

On a:
—+o00

RNz = /exp(—)\t)S(t) xdt.

0

Théoréme 1.7.4 (Hille Yosida) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opéra-
teur fermé A, a domaine D (A)dense dans B, soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

de classe Cy est qu’il existe deux nombre réels M et w, tel que
{AeR:A>w} Cp(A)

et

o
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Exemple : Soit B =L? (R") et A Popérateur de Laplace de domaine
D(A)={V:VelL*R"), AV e L*[R")}

A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction de classe Cy dans L* (R™),

D (A) est dense dans L? (R™) et A est fermé.

Remarque 1.7.2 Si A est un opérateur qui admet un systéme orthonormé complet de fonc-
tions propres (¢n,) associées auz valeurs propres (A,), A, étant de multiplicité r,, alors le
semi-groupe (S (t)),o qui est engendré par A s’exprime, pour tout y dans Uespace de Hilbert

H, par :

Tn

S (t) Yy = Z exp (Ant) Z <y> 907%') Pn; -

i=1
Remarque 1.7.3 L’adjoint A*de A engendre le semi-groupe (S™(t)),>, qui est l'adjoint de

(S())so et est également fortement continu sur le dual H'de H.

Définition 1.7.6  Un semi-groupe (S (t)),>, sur l'espace de Banach B est dit semi-groupe

analytique, si pour t > 0, les opérateurs S (t) sont linéaires continus et vérifient :

(1) S(0) = Is, pour tout t, 7 >0, S(t+71)=5(t)S(7);
(2)Vz € B, lirgiS(t)x = x;
t—
(3)Vz € B, Uapplication : t — S (t) x est analytique sur 10, 00][.

Proposition 1.7.1 Pour qu’un semi-groupe (S (t)),5, soit analytique sur B, il suffit qu’il

soit différentiable et que sa dérivée vérifie
[l
VE€0,T] | DiS (1) uly < e,
pour un certain T > 0.

Définition 1.7.7 Un semi-groupe S (t) de classe Cy sur B est dit compact si l'opérateur

S(t): B — B est compact, (S(t)),., est dit compact si S (t) est compact pour tout t > 0.

Remarque 1.7.4 S5i (S (t)),s, est compact, alors en particulier I est compact et B est de

dimension finie.

Théoréme 1.7.5  Soit (S (t)),, un Co semi-groupe. Si S (t) est compact pour tout t > to,
alors S (t) € L (B) pour tout t > to.
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1.8 Probléme de Cauchy

Soit le probléme suivant :

du
(1) — =Au+f pour t >0,
() at
(2) u(0) =uo,

ol A est un opérateur linéaire, fermé dans 'espace de Banach 9B, de domaine D (A), tel que
D (A) =B, ug et f connus.
Définition 1.8.1 On dit que la fonction u : [0, +oo[ — B est solution classique du probléme

(p) si :

1) u est une fonction continue de [0, +oo| dans B;
2) u est contindment dérivable sur |0, +o0];

3) u veérifie le probleme (P) et u(t) € D (A) pour tout t € |0,400].

1.8.1 Probléme homogéne (f = 0)

Théoréme 1.8.1 Soit (S (1)),5o un Co semi-groupe engendré par l'opérateur A défini sur

l’espace de Banach 8.

Pour tout uw € D(A), le probléeme de Cauchy

d
(1) d—:: = Au pour t > 0,
(2) u(0) = uo,

admet une unique solution u : R™ — D(A) de classe C', défini par u(t) = S(t)u.
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1.8.2 Probléme non homogéne (f # 0)

Théoréme 1.8.2  si f € CH ([0, 400 ,B) (ou f € C (]0,+00[, D (A)))

et ug € D (A) .Alors;

u(t):S(t)u0+/0 S(t—s)f(s)ds,

est une solution du probléme (p) .

Théoréme 1.8.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (S (t)),> -

(1) Si f est contindment différentiable sur [0, +o0], alors le probleme (p) posséde une solution

unique u sur [0, +o0], pour chaque uyg € D (A).

(2) Si f € L'(]0,400[;B), [ est continue sur ]0,+oc[, f(s) € D(A) pour chaque s €
10, +o00[ et Af € L' (]0,+00[;B), alors pour chaque ug € D (A) le probleme (P) a une

solution classique u et une seule sur |0, +o0].

1.9 Opérateurs intégraux et équations intégrales

b
Définition 1.9.1 L’opérateur A qui associe a toute fonctionu € L? [a,b] la fonction / K(t,s)u(s)ds

de L?[c,d] est appelé opérateur intégral de noyau K qui est une fonction définie sur [’espace

L2 ([a, 0]  [c,d)).

Proposition 1.9.1 Soit A est un opérateur intégral de noyau IC, alors A* est l'opérateur de
noyau KC*, ot

K (t,s) =K (s,1).

Corollaire 1.9.1 L’opérateur intégral A de noyau K est auto-adjoint si, et seulement si, le

noyau IC est symétrique :

K(t,s)=K*(t,s) =K (s,t), Y(t,8) € la,b] x [c,d].
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Définition 1.9.2 Si A est un opérateur intégral, 'équation Au = f, ou f € L?(c,d)est

appelée équation intégrale de premiere espéce.

Définition 1.9.3 Si A est un opérateur intégral, I'équation v — Au = f, ot f € L?(c,d) est

appelée équation intégrale de deuxiéme espéce.

Remarque 1.9.1 Les équations intégrales de premiére espéce, qui nous donnent des exemples

de problémes mal posés.

Définition 1.9.4 On dit que A € C est un nombre caractéristique de [’équation de premiere

espece, s’il existe ¢ (t) € L? [a,b], telle que

’ 1
/ K(t,s)gp(s)d:s:xqﬁ(t).

¢ (t) est dite fonction propre associée a A.
Définition 1.9.5 On dit que le noyau K (t,s) de l’équation intégrale de premiére espéce est

fermé si, les fonctions propres de [’équation forment un systéme orthogonal complet dans

L?[a,b].
Théoréme 1.9.1 (théoréme de Picard) L’équation intégrale de premiére espéce

/K(t,sm(s)ds:fm,

dans la quelle f(t) € L*[a,b] et K est symétrique et fermé, admet une solution si, et seule-

ment si la série g A2 f2 converge, ot \, sont les valeurs caractéristiques de [’équation, et
n=1
fn les coefficients de Fourier de f par rapport au systeme des fonctions propres.



Chapitre 2

PROBLEMES MAL POSES ET
METHODES DE RESOLUTION

2.1 Problémes mal posés

Le mathématicien Jacques Hadamard a défini la notion de probléme bien posé pour les
besoins des problémes physiques afin de déterminer quelles conditions aux limites sont les
plus naturelles pour les problémes mathématiques qui traitent des modéles physiques réels.

Ces problémes sont posés sous la forme :
Az = u. (2.1)

Ou A est un opérateur défini sur un espace métrique M, a valeurs dans un autre espace
métrique M, et d’ensemble de définition D (A).

Le probléme (2.1) est dit bien posé (ou correctement posé) sur le couple d’espaces métriques
(9., M1,) si les conditions suivantes sont réalisées :

1) pour tout élément u € 9N, il existe une solution z appartenant a l'espace M, ;

2) la solution est définie de fagon unique;

3) le probléme est stable sur les espaces 9, et M, ; c-a-d : une petite perturbation du second
membre u n’engendre qu'une petite variation de z.

On dit que le probléme (2.1) est mal posé (ou incorrectement posé) si il ne vérifie pas les
trois conditions simultanément.

Exemples 1 : Soit a étudier un systéme d’équations algébriques linéaires de la forme :

Az = u,



2.1 Problémes mal posés 17

ol A:{aij} est une matrice carrée d’éléments a;;, 2 un vecteur inconnu et u est un vecteur
connu.

Pour résoudre ce systéme on étudie son déterminant.

Si det A = 0 alors le systéme est dégénéré et dans ce cas il n’admet aucune solution ou bien la
solution n’est pas unique. Pour n assez grand le calcul du déterminant nécessite un nombre
encore plus grand d’opérations de calcul. L’accumulation des imprécisions peut conduire a
un résultat trés éloigné de la valeur exacte du déterminant.

Exemple 2 : (Probléme de recherche du prolongement analytique d’une fonction)

Soit D un domaine borné et E¥ une courbe appartenant a D et dont la distance a la frontiére
de D est égale a d ) 0. zg un point de cette frontiére. Si f; est une fonction analytique sur D

et € > 0 est fixé, alors la fonction f, définie par

€

Jo= i+

z2—2

est aussi analytique sur D. Sur I’ensemble E nous avons

et donc

Nous avons alors
lim [ f; (2) — f2(2)] =0,
e—0

uniformément par rapport a z sur E. Mais sur D la quantité f; (z) — f2 (z) n’est pas bornée,

car : nous avons :
. €
lim
z=z0 2 — 20

= OQ.

Si nous notons par A l'opérateur qui prolonge la fonction f définie sur E, au domaine D

alors le probléeme
Af =gy,

est mal posé, alors qu’il posséde une solution unique en vertu du théoréme d’unicité des

fonctions analytiques.
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2.1.1 Les problémes inverses

La notion de probléme inverse est relative puisque un probléme est dit inverse par rapport
au probléme direct qui est considéré comme plus naturel. La connaissance de 'état initial
d’un systéme a partir de son état a l'instant 1" est un probléme inverse par rapport au
probléme direct qui est de prévoir ’évolution d’un systéme a partir de données initiales. Plus
généralement dans un probléme inverse on veut retrouver les causes & partir des effets. Ces
derniers sont en général connus par I'observation et la mesure et donc ne sont détermines que
de maniére approchée d’oul I'importance de la dépendance continue pour avoir des solution
fiables.

Les problémes inverses ont beaucoup d’applications dans les sciences de l'ingénier et en
meédecine.

Exemple 3 : Le probléme de la propagation de la chaleur qui est donnée par :

ou 0%u

a(xj):W(x,t) z€[0,1],t€[0,T], (1)
uw(0,t) =u(l,t) =0 0<t<T, (2)
u(z,T) = f(x) 0<z<1 (3)

Le probléme est de trouver la température initiale u (z,0), avec u (z,t) une fonction qui
satisfait ce probléme.

Pour résoudre le probléme ci-dessus, nous appliquons la méthode de séparation des variables.
Soit u (z,t) = X (2) Y (t) .

Si on remplace u (z,t) = X (z)Y (t) dans le probléme précédent, il vient :

Alors
X () = ¢y cos (Azx) + cosin (A\x)

et
Y (t) = by exp (=A%) .
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D’aprés les conditions aux limites on trouve :
X, () = ¢psin (nAx),
et
Y, (t) = brexp (=\*t).
D’ou
= Z foexp (n*7* (T —t)) sin (n7z).

n=>0

D’aprés la condition (3); on a :

Z fo () sin (n7z) |

n>0
d’ou ,
x) = 2/f (x)sin (nmz) dz.
0
Donc

u(x,t) = Z fnexp (—n*m’t) sin (nmz)

n=0

n=0

- /k<x,y>f<y>dy
T

_ /Zexp *7%t) sin (n7z) sin (nmy) f (y) dy

Avec T est un opérateur défini dans L? ([0.1]).

Ceci la formule du probléme inverse comme intégrale de premier espéce.

Comme T a coefficients de exp —n?7? qui est décroissant, ceci implique que ce probléme
inverse est mal posé.

Exemple 4 : Les problémes inverses ont une large utilisation dans les sciences médicales, et
leur résolution est a la base des technologies qui rendent un grand service & I’humanité dans
le domaine de la santé. La plus connue des techniques faisant appel & la notion de probléme

inverse est la tomographie par rayons X utilisée dans les scanners.
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Le domaine d’étude représente une section transversale bidimensionnelle du patient, balayée
par un tube & rayons X, et paramétrisée par le vecteur normal u € R?, et la distance s.

La modélisation du probléme méne a I’équation :

AT (su+tia) = —1 (su+ta) f (su+ ti) At,

dans laquelle 1 est un vecteur unitaire orthogonal & u et f le coefficient d’atténuation.

en faisant tendre At vers 0 nous obtenons I’équation différentielle :

dit] (su+th) = —1 (su+ta) f (su+ta).

Si on note Iy et I; les intensités des rayons X a ’émetteur et au récepteur respectivement,

I'intégration de cette équation différentielle nous donne :

[1 (Sv ll)
— = su + tu) dt.
B =/ S
R
L’intérét médical dans ce probléme est de déterminer le coefficient d’atténuation f connaissant
les deux intensités Iy et [;. Mathématiquement nous avons affaire & un opérateur intégral,
qui engendre un probléme mal posé. Des petites erreurs dans la mesure des intensités I

et I; peuvent donc donner un coefficient d’atténuation loin de la réalité et fausser alors le

diagnostic.

2.2 Méthodes de résolution

Dans cette section, nous présentons quelques méthodes pour régulariser les problémes de la

forme : () + Au(t) = 0, 0(t(T
(FVP)
u(T)=f.

Ou A est un opérateur linéaire, non borné, auto adjoint et positivement défini dans un espace
de Hilbert H, et f € H.
Le probléme est de trouver u(0) = g tel que la fonction w : [0,7] — H vérifie le probléme

présenté ci-dessus.
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Si nous appliquons les méthodes classiques pour résoudre le probléme (F'V P), nous trouvons
u(0) = g = exp(At)u(T).

Cette formule montre qu’'une petite erreur dans les mesures de la valeur finale donne une
valeur initiale trés loin de la réalité donc méme si la solution existe et est unique ce probléme

est mal posé.

2.2.1 Meéthode de Quasi-Réversibilité(Q.R)

Cette méthode a été introduite par R.Lattés et J.Lions (1967), 'opérateur A dans le probléme
(FV P) est remplacé par A, = g, (A) = A — a A%

Apres la perturbation, le probléme inverse (F'V P) devient comme suit :

ul, (t) + Aqug (t) =0 0(t(T
(Pay)
ua (T) = f.
Le probléme est de trouver la valeur initiale u, (0) .
On pose alors u, (0) = &, et on résout le probléme direct
dvg
Wa + Av, =0

Ve (0) = uq (0) = €.

Si v, est la solution du probléme (P;), alors on étudie la convergence |v, (T') — f|. Sous
certaines conditions v, (T') — f quand o — 0, ceci nous permet, pour tout € > 0 donné, de
choisir a de telle sorte que |v, (7)) — f] < e.

La fonction v, (t) sera alors considérée sous certaines conditions comme solution du

probléme (FV P).
Fondements théoriques

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (,) et la norme associ¢e |.|, V' un
autre espace de Hilbert dense dans H, et V' son dual, aprés identification de H et H'(H' le
dual de H ) on a le schéma :

VCcCH=H cV.
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On peut alors construire une telle forme bilinéaire a(u, v) uniformément continue sur V' x V

; cca-d 0 IM ) 0, telle que, Yu,v € V;

la (u, 0)| < M [|ully [lv]]y - (1.1)

Et qui vérifie la propriété de coercivité élargie :
A > 0, > 0 telle que :

a(v,0) + Aolly, > a ol - (1.2)
On va montrer qu’il existe un opérateur A qui est défini par la forme bilinéaire a(u,v) de la

maniére suivante :

(Au,v) = a(u,v).

Soit u € H.
On définit p, application de H dans R.
pu H— R,
v — pu (v) = alu,v)
On remarque que p, € H'.

Car : pour vy,v, € Het a, 6 €R

pu (u1 + Bvo) = a(u, avy + Pfug)
= aa(u,vy) + Ba(u,vs)
= 0Py (Ul) + 5PU(U2) :

D’ou p, est linéaire.

Et pour v e H

|pu (0)] |a(u, v)|

IN

M fully flvlly

IN

Clwlly -

D’ou p, est continue.
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D’aprés le théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet :

dlye H:p, (v) = (y,v),Yv € H.

On définit 'opérateur A de H dans H tel que :

A:H—H

u—> Au=vy

A est linéaire et continu. Donc :
NAu € H : p, (v) = (Au,v) = a(u,v).

Si on résout le probléme (P,,) qui est le probléme (F'V P) avec perturbation a parameétre a
) 0, et pour chaque valeur de o on a une solution approximative wu, (t,€) ( avec £ la valeur
initiale associée ), pour cela il faut poser des conditions sur A, pour le choix d’une bonne
valeur initiale €.

Soit la fonction J (€) = |uq (T, €) — fI°

La valeur initiale refléte la réalité si la solution qui lui correspond est convergente vers 1’état

final, quand t — T'; c-a-d : J () = 0.
Théoréme 2.2.1 Si les conditions (1.1)—(1.2) sont vérifiées, alors §1nl£r(](§) = 0.
€

Théoréme 2.2.2 Siles condition (1.1)—(1.2) sont vérifiées alors le probléme (Py) admet une

solution unique.

Preuve : Soit 'opérateur

7 (u,v) = (Au,v) — a (Au, Av) .
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On a
| (u,v)| = |[(Au,v) — a (Au, Av)]
= |a(u, v) — a (A%, v>|

= |a(u,v) — aa (Au,v)|

< a(u,v)| + a|a (Au, v)|
< Nillully [Jolly + Nz lully (o]l -
< Nz llully (vl

Donc |7 (u,v)| < Nsllully ||lvll,, qui implique que 7 (u,v) est uniformément continue sur
VxV.

D’autre part;

m(u,u) = (Au,u) — a (Au, Au)

a(u,u) — aa(Au, u)

WV

2 2 2
—Alully + B llully — ak [[ully

> —(A+ak) [lully + B lully.

Dot 7 (u, u) + N [[ul|} = B |ull? ,qui implique que 7 est coercive élargie.
D’apré le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet il’existe un opérateur A, ou (A u, v) =
7(u,v), si nous appliquons cet opérateur d’aprés le théoréme 2.2.1 on a

£in}; J () = 0, qui implique que la solution est unique. [ |
S

Théoréme 2.2.3 Si v, est solution du probléeme (Py) alors v, (T') — f, quand o — 0.

Si on applique cette méthode on trouve une difficulté sérieuse pour 'application numérique
a cause du terme correcteur qui est un opérateur d’ordre deux, et aussi le coefficient d’erreur
résultant d’une petite perturbation de la donnée. Ceci incite & chercher une méthode plus
efficace pour la régularisation. Dans la méthode de Y.Huang et Q.Zheng (2005) I'opérateur
A est remplacé par A, = A (] + OzA)il. Cette perturbation donne un probléme bien posé et
sa solution approximative est convergente vers la solution du probléme mal posé (F'V P). Les
résultats de convergence sont meilleurs et avec des conditions plus faibles que celles proposées

dans la premiére approche.
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2.2.2 La méthode de Quasi-Réversibilité Modifiée

La méthode de Quasi-Réversibilité Modifiée est présentée par F.Rebbani et N.Boustila, Elle
consiste a faire une combinaison de la méthode de Quasi-Reversibilité (I’approximation de

Y.Huang et Q.Zheng) avec la méthode des Valeurs Quasi-Limites présentée par Gordon W.
Clark et Seth F. Oppenheimer, pour, donner une méthode optimale pour régulariser le pro-
bléme inverse (F'V P) qui est présente ci dessus. L’idée de cette derniére est de remplacer
lopérateur A par A, = A(l — ozA)fl, et la condition finale par la condition non locale
fu(0) +u(T) = f, ot « > 0,5 > 0, aprés cela nous trouvons une position correcte du
probléme perturbé dans les deux directions du temps, et le deuxiéme avantage réside dans la

possibilité d’établir des résultats meilleurs par rapport aux résultats obtenus précédemment.
Présentation de la méthode

Aprés la perturbation on trouve le probléme approché suivant :

vl (t)+ Agus () =0, 0<t<T

(2.1)
Bus (0) +vo (T) = f,
avec 0 = («, 3).
A partir de ce probléme, nous avons le probléme direct :
u, (t)+ Au, (t) =0, 0<t<T,
(2.2)

s (0) = 05 (0) = (B+5a (1)) f = go.

Dans ce qui suit, nous allons essayer de montrer que la fonction u, (7') est convergente vers
f, us (0) est convergente vers u (0) et u, (t) converge uniformément vers u (t) , quand |o| —

0.

Définition 2.2.1 On appelle solution du probleme (FV P) dans [0,T] une fonction u €
C([0,T]; H)ynC*((0,T); H), telle que pour tout t € (0,T), u(t) € D(A) et (FVP) est

VETifié.

Il est nécessaire de connaitre ’ensemble admissible ou (#'V P) admet une solution. Le

résultat suivant répond a cette question.
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Lemme 2.2.1 Le probléme (FV P) admet une solution si, et seulement si f € C; (A), et

son unique solution est représentée par

w(t) =eT=D4f,

%

ou

“+o0o
Co(A) = {h €H: |h|209 = ‘eeTAh’2 = / eI | Exh|? < —|—oo} ,0 > 0.

~

Théoréme 2.2.4 Pour toute f € H, le probléme (2.1) admet la fonction
Vg = Sa (t> (5 + Soz (T>)_1 f )
comme une solution unique. Cette solution dépend contindiment de f.

Preuve : Soit le probléme

Yo (1) + Aayo (1) =0,  0<t<T (2.3)

Yo (0) = (B + Sa (T))_l /s (2.4)

qui est le probléme de cauchy. Ce probléme admet une solution unique, qui est

Yo (£) = Sa (8) (B+ Sa (T) " f. (2.5)
Comme; on a :

BYs (0) + 4o (T) = f. (2.6)

On déduit que le probléme (2.1) admet une unique solution v,. Pour la dépendance continue

de v, de f, on calcule

00 (5] = [Sa (6) (8 4+ 50 (D) £l < (B¢ )11,
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Nous obtenons le résultat. [ ]

Théoréme 2.2.5 Le probleme (2.2) est bien posé, et sa solution est représentée par

U (t) = S(t)ge = S (t) (B+ Sa (T) " f. (2.7)
De plus .
1 T
ol < (=) " 111 (2.9
B+ e
Théoréme 2.2.6 Pour toute f € H;|u,(T) — f| — 0, quand |o| — 0.

Preuve : Pour montrer que u,(7) converge vers f, quand |o| — 0, il suffit de calculer

lug (T)) — f] 2, et aprés Pestimation on trouve le résultat. [ |
Théoréme 2.2.7 Si f € Cy(A),0 < 8 <1, alors on a
[ug (T) = fI* < 2(c(0) B + &5 (0. T) o®) | 1¢,,- (2.9)
de plus, st 0 > 1; on a :
o (T) = fI* <2 (82 + 5 (0.7) 0®) | /12, (2.10)

onc (0)=(1-60)"70<1 et o0, T)=T"16"2
Preuve : On calcule la norme de la différence entre u,, (T) et f, et 'estimation, nous obtenons

le résultat désiré. [ |

Théoréme 2.2.8 Pour toute f € H; (FV P) admet une solution u si, et seulement si
la fonction F est continue en (0,0). De plus on a u, (t) converge uniformément wvers u(t)

quand |o| — 0,

o

F R xR H, a:((y,ﬂ)._hr((;):{ ua(0)=gg,a¢(0,0)..

Preuve : On suppose que la fonction F est continue en (0,0), |fo| < +o0, et



2.2 Méthodes de résolution 28

Aprés les calculs de |w(t) — u,(t)|, on trouve que
w(t) = ue(t)] < |fo = g6l -

Comme F est continue en (0,0), d’ou |fy — g,| — 0, quand |o| — 0.

D’aprés le théoréme 2.2.6, et comme on a

lim u,(7') = w(T),

lo|—0
alors
w(T) = f,
il en résulte que le probléme (F'V P) admet une solution.
D’un autre coté, on pose que u(t) est une solution du (F'V P), aprés les calculs et 'estimation
de Pexpression |u,, (0) — 1y, (0)|°, nous trouvons que g, — fo, quand || — 0.Ce qui montre

la continuité de la fonction F en (0,0). |

Remarque 2.2.1 Si on suppose que f € Cy (A), alors par ’égalité
e (0) = u (0)* = |ug (T) = fle,
et le théoreme 2.2.6, on a
luy (0) — u (0)]* = 0, quand |o| — 0.

Théoréme 2.2.9 Supposons que f € D (A), soit« = ,0 <7 <1, Uexpression

(I1—=7)ln (%)

lus (T) — f|” peut étre estimée comme suit

AT

Jug (T) — [ < B [ +
(I1—=7)ln <%

) JAFI*.
Preuve : On a
v (1) + Av, (t) = (A — Ay) v, () = ady A%, (1), (2.11)
Si on pose z, (t) = v, (t) — uy (t), alors x, (t) vérifie I'’équation
al (t) + Az, (1) = ad,A%u(t). (2.12)

Appliquons l'opérateur M (t) = et=D4 3 (2.11) — (2.12), nous obtenons
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M (1) v (1) = 0 AM () (1) (2.13)
% (M () 2o (1)) = aJuAZM () v, (2). (2.14)

Multiplions (2.14) par M (t) z, et intégrons le résultat dans (0, 7), nous obtenons apreés les
calculs
Td 2 ’ 2 1 2
— |M (t) z, ()] <2T | Jo A2M () v, (t)| dt + = sup |M () z, (1)|°.
o dt 0 0<t<T
Ce qui implique

E sup | M (t)z, (t)° < 2T/0 | Jo A2M (t) v, (t){th.

0<t<T

Pourt =T on a
T 2
|M (T) 2, (T)]* = |ug (T) — v, (T)]> < 4T/ |aJo A2M (t) v, ()| dt.
0
Cette inégalité implique
T
g (T) — fI? < 8T/ |0 Tu A2 M (8) vy (8)[? dt + 2| Bu, (O (2.15)
0

Donc on prend le produit scalaire de (2.13) avec aJ,A>M (t) v, (t), et en intégrant sur

(0,T) on obtient aprés 'estimation que

T 1 2 1
/ | Ju A2M (t) v, (1) dt < 3 (\@JQAUU (T + ‘OPJQA%% (T)‘ ) < 5o JAfI.
0

Combinons cette inégalité avec (2.15), pour

o= ,0<r < 1.

()

(1—7‘)1n<

. |~

Nous obtenons le résultat.

Théoréme 2.2.10 Supposons que f € D (A) et v > 1, alors |u, (T) — f|* peut étre estimée

comme suit )

T
uo (T) = fIP <2 | | ——=x | +Ta|lAf].

1+In <%>
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Preuve : pour montrer ce théoréme, il suffit d’effectuer des calculs et des estimations. |

Théoréme 2.2.11 Supposons que |Au (0)]* = f,:roo 22 | B\ fI? < o0, i-e; u (0) € D(A),
et que vy > 1. Alors |u, (0) — u (0))* peut étre estimée comme suit

2

T
lug (0) —u(0)? <2 [ | ————< | +Ta||Au(0)].
1+1In (%T)
Preuve :Pour obtenir le résultat, il suffit d’estimer expression |u, (0) — u (0)]. [

2.2.3 Méthode des conditions non locales

Cette méthode est présentée par M. Denche et K.Bessila, et est une variante de la méthode
des Valeurs Quasi Limites qui a la méme idée de perturbation. Dans cette derniére Gordon
W. Clark et Seth F. Oppenheimer on fait une perturbation selon un petit parameétre «, dans
le probléme inverse (F'V P), en ajoutant le terme awu (0) dans la valeur finale.

Dans la suite, nous désignons par A 'opérateur déja défini ci-dessus sur ’espace de Hilbert
H . nous supposons que cet opérateur admet une base orthonormale {@i}i>1 dans H associée
aux valeurs propres {A;};-; tel que 0 ( A1 (Ao ( Az (oo et ZE}IEOO Ai = +o0.

Dans cette méthode, nous perturbons la valeur finale dans le probléme inverse (F'V P) pour
former un probléme non local approximatif selon un petit paramétre o, nous obtenons le

probléme suivant :
u (t) + Au(t) =0 0<t<T

(Pas)
u(T)— o' (0) = f

Nous allons montrer dans ce qui suit que ce dernier probléme est bien posé et sa solution est

convergente dans C' ([0,T], H), si, et seulement si le probléme original (F'V P) a une solution

classique.
+o00o

Ona fe€ Hdonc f= Zbi@i’ avec b; = (f, @;),Vi > 1.
i=1

Le probléme original (F'V P) admet une solution u donnée par :
+o0
u(t) =Y biexp (N (T —t))@;, ¥t €[0,T]. (3.1)
i=1

Et le probléme (p,,) admet une solution sous la forme :
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ua(t)—JrZ biexp (M) e 0,7 (3.2)

< ali +exp (—AT)

Théoréme 2.2.12 Pour chaque f € H, la fonction u, définie par (3.2) est une solution

classique de probléme (pa,), et;on a :

e 01 % ey

vVt e [0,77].

Preuve : Pour montrer que la fonction u, est une solution classique du probléme (p,,) il
faut montrer que :
- Uq (t)est une fonction continue de [0,T] dans H;
- Uq (t)vérifie le probleme (P,,) et u(t) € D (A) pour tout t € [0,T];
- U, (t)est contindment dérivable sur 0,77 .
On a
<X biexp (—Ait)

o (1) = Z o + exp (AT

qui est une somme de fonctions continues, donc u,, (t) est continue de [0,7] dans H.

Nous montrons que u, (t) est contintiment dérivable sur |0, 7| et

+o0 " 4eo !
Z b; exp (—\;t) 5| — Z ( b; exp (—A\;t) @i> .
— al; +exp (=AT) — \a\; +exp (=\T)

Pour cela il faut de montrer que u, (0) est convergente,et la série :

i’i b; exp (—\;t) @./
— \ali +exp (=\T) ‘)

est uniformément convergente.

Soit
" biexp (—Ait)
an (1) =
Uaw, (1) izloz)\ + exp (=\T)
v 0) =)
an < a; +exp (=\T)
D’ou
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et

lim  w,, (0)] = ‘ .
n—s-+o0 ( )’ <Z (aX; + exp (—)\iT))2>

Comme; on a :

e (aer)
(aX; +exp (=AT)* \e(1+mm(3)) )

D’ou

. T > i 5
dim g, (O)’ S ol (D) <;b> o

Car : H est un espace de Hilbert (espace Euclidien de dimension infinie) et {@;},., est une

base orthonormale, pour chaque f dans H, les nombres b; = (f, &;) sont les coefficients de
+o00

Fourier donc g b? est convergente.

=1
n

Donc la série; o+ e)f; (T J,; est convergente.
Soit .
= Nibjexp (—Ait
vl == 2. ol A)T
—~ i +exp (=NT)
Ona:
27,2 _9). 2
Abiexp (Z2M) b sy
(@i +exp (=AT))" — o?
Car :
202 exp (—2Ait) (A2B2,
et
(@i + exp (=NT))*)a’ A
D’ou
A2b? exp (—2\it) < A2p?
(aXi + exp (=AT))* — a?AF
Donc

272 9\ 2
A7b7 exp (—2\:t) < b

]

(X +exp (—AT)* ~ a2’

Comme; on a: lim —’:—E b? ( +o0,
n—s+00 4 - o a? - ?
1= 1=
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Aib; exp (—Ait)
a; +exp (=\T)
Donc u,, € C* ([0 T] H), et

+00 ' 4o !
() = @, = ;
g, (t) (2_: aX; +exp (=\NT) ) ; (a)\i + exp (—=\NT)
B f Aibiexp (—\it) 2.
a; + exp (—=\T)

n
qui implique que Z J;, est uniformément convergente en t.

Comme; on a :

+oo
bi exp (-)\zt)
ta (£) ; )\Za)\i +exp (=NT) "

ce qui nous donne que |Au, (t)| < 0o, qui implique que u, (t) € D (A).

Ceci implique que u, (t) vérifie le probléme (p,,); car :

+oo +oo
Z )\ @i - O,

- i i
— aX; +exp (=\T) + aX; +exp (=\T)

et

+oo +oo +oo
b exp (=N\T) b; b exp (=NT) — a\b;
@, — by @, = %]
Z,Zl a)i +exp (=\T) ° “ 121 a\; +exp (=NT) Z aX; +exp (=\T)

i=1
+oo
= ) bio
i=1
= f.
Donc ugest une solution classique du probléme (p,,)

Soit la fonction u, une solution classique du probléme (p,,)

+o0
b? —2\it
ua () = 3 o (AL
()i +exp (=NT))

N zzl (i + exp (=NT))° car exp ( ) {
Soit
h O‘) = (Oé)\ + exp (_)\T))—l
On a

i
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et :

= (0, pour (T x e.

(o (%) _ a(1+In(L)) —Tax—Texp(—AT)
A3 —h ( ) a(aX+exp (—AT)) (1+1n (L))

3
Q
&
T
IA

IN

IA
AT N N
—_
=]
SN
+
[a—
~__—
~_—
[N}
%
8
S
=N

D’ou le résultat. [ |

Théoréme 2.2.13 Pour chaque f € H,|u, (T) — f| — 0; quand o — 0; c-a-d : u, (T')

converge vers [ dans H.

+oo
Preuve : Soit € ) 0 on choisit un certain N tel que Z b} ( .
i=N+1
On a
400 +o0
b exp (=N\T)
o) —f = g;— > b
va (T) = f ;a)\i+exp(—/\iT) ;
. o —Oébz)\z
—~ a);+exp(=ANT) "
D’ou

—+00

2
—abi\s
N T) — 2 _ QOA; @,
[ta (T) = /1 ;a)\i—l—exp(—)\iT)

& a2b2)\2
B Z (aX; + exp (—\T))?

i=1

N a2b2)\2 &= a?b2\?
_ Z 17N . + Z 17\ 5
(aAi +exp (—=NT)) (i +exp (=\T))

1=1 1=N+1
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Comme; on a

a2)\?<(a)\i + exp (—)\Z-T))2 ,

et
exp (—2MT) ( (aX; 4+ exp (—=\T))%.

D’ou

N
lug (T) — f)? < Zofb?vexp 2\T) + Z b?

i=N—+1

< Zoz%z)\zexp (2ANT) +

On prenant « avec
-1
<2Zb2A2 exp (2); T)) :

on obtient

|ua(T)_f|2§€

D’ou le résultat. [ |

Théoréme 2.2.14 Pour chaque f € H, le probléme (FV P) admet une solution classique
qui est donnée par (3 — 1), si, et seulement si la série u, (0) converge dons H fortement, et

u, converge vers u quand o — 0, dans C* ([0,T],H) .

Preuve : Soit lim u (0) = viet v; € H,

a—:0
+oo
d’ou V1 = Z(Ii@i avec a; = <U1, ®1> 3 \4) 2 1.
i=1
Soit vy un élément dans H, tel que (vg, ¥;) = d; = -, Vi = L
+o00

Soit v (t) = Zdi exp (—\it) @;, Vt € [0, T .
i=1
De la méme maniére que le preuve de théoréme 2.2.12 on peut facilement démontrer que la

fonction v () est une solution du probléme :

u (t)+ Au(t) =0 0

VAN
~
VAN
~

u (0) = v
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Pour ¢ € [0,7], nous avons :

[ua (t) =0 ()] =

Aussi :
et
D’ou
g, (8) =o' (1) =
On a, aussi :

+o0o
b,
Z ( A + eXP(—AiT)) P (=)
+00 b, 2
d; — - —2\it
; ( aA; + exp (—/\iT)) exp )
bi

2

a.
_% oAt
( by a)\i—l—exp(—)\iT)) exp ( it)

bili 2
; el —2)\,1).
. <a i a\; + exp (—)\iT)) exp )

R —\ib;exp (—\it)

ol () = @,

— a); +exp (—AT)

—+00

v (t) = — Z Aid; exp (—=NT') 2;.

i=1

—+00 “+oo
i — _/\zdz _/\zT ;
; aX; +exp (=NT) 221: exp ( )

“+o0o
—b;
— (a/\i—kexp(—)\iT) i )eXp( )

+o0
—b, a
by ! -2 A\t o,
Z ’ (a)\ﬁ—exp(—)\iT) )\,-) exp (—Ait) &

i=1

+o00 b\ 2
; — —2\;t) .
; (a i aA; + exp (—)\iT)) exp( )

o (£) — v (1) f L (0 + i " exp (—20)
a —_ fr— —_— i X - ’i .
A2 al; +exp (—=\T) P

i=1

Comme la suite (A;z)i>lest convergente, il existe M ) 0, tel que \; % ( M, Vi > 1,



2.2 Méthodes de résolution 37

d’on

+o00 b/\ 2
)= <> M| a — —2At).
\u ( ) U( )’ = ; (a + Oé)\i —|-exp (—)\ZT)) eXp( )

Ce qui implique que

[ua (t) = v (O < M |ug, (1) =o' ()]

On a
, i b e
ug, (0) —on]” = ZI: ot eXI; (Z—)\,;T) i — Z_; a;J;
= Y NP
- ; (a)\i +exp (—NT) ai) i

B i’f Aibi e ?
B a\i+exp(=\T) ) 7

i=1
Comme exp (—A;t) ( 1, pour ¢t € [0,T], et \; ) 0.
Alors

Ce qui nous donne

M Jug, () = o' (8)]° < M [, (0) = v

Donc

[ua (£) = v (B < M Jug, (8) =o' (1)]” < M Jug, (0) = v (3.3)

Ce qui implique que u, (t) converge uniformément vers v (t); car : lim0 ul, (0) = vy
a—r

On a donc d’apres le théoréme 2.2.13

D’ou

+00
Aib;
v(t) = Z —y eXp (AT) x exp (—\it) @; (3.4)

i=1

+o00
= Z —biexp (i (T'— 1)) @;
i=1

:u_(t), vVt e [0,77].
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Donc u (t) est une solution classique de probléme (F'V P).
Supposons maintenant que la fonction w (t) qui est donnée par (3.1) est une solution du

probléme (FV P).

+00 s
—\bs T &
, , 2 1Y
B i — E —)\ibi )\i
|ug (0) —u' (0)]° = 21 a\; +exp (—=NT) i1 s

i" —\ibi + aX?bexp \T) + Aibi
aX; +exp (—\T) ‘

i=1

B f a?b; exp (M)
B a; +exp (=NT)

=1

<X a2\ exp (20T
- (a\; + exp (—/\Z-T))2

APA2exp (2ANT) <= a?X4bZexp (20T

exp (—2\T) ol a?)\?

IN

i=1
N
< ) oAb} exp (ANT) + Z 2202 exp (2M\T)
] 1=N+1
Comme u (t) est une solution du probléme (F'V P) alors v’ (t) est uniformément convergente
Vt € [0,7T], ce qui implique pour un certain N ;on a :

Z A2b2 exp (20T

i=N+1

[NRINe

D’ou

|ul, (0) 2 < Z ? A2 exp (4NT) +
Soit a avec .
(2 Z b2\ exp (4 T)) :

nous avons alors

[t (0) =/ (O) < e.
Donc u, (0) converge fortement vers u' (0), et en utilisant (3.3) — (3.4), nous obtenons que
Jua () —u (t)]” <.

Ce qui implique que u, (t) converge vers u (t) dans C* ([0,T], H). |
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Théoréme 2.2.15 Si la fonction u (t) donnée par (3.1) est une solution classique du pro-

bleme (FV P), et ul (t) est une solution du probleme (pa,) pour f = f5 avec |f — f5] { 9,

u(0) —ul (0)| < C (1+1n (%))1

Preuve : Supposer que la fonction u est une solution classique du probléme (F'V P), ud est

alors :

ou C=T(1+|Au(0)]).

la solution du probléme (p,,), avec f = fs avec |f — f5| ( , et

+00 5
b9 exp (—\it)
é i i
t) = @i,
o () 22:1: a; +exp (=\T)

avec b9 = (fs5, @;),Vi > 1.
On a:

De plus

“+o00
bi

[u(0) — uq (0)] = Zbiexp ) @i — )

i=1

)

al; + exp (=NT

B f aX;b; exp (\T) o
a)i +exp (=\T) '

=1

X A\ Zexp (AT)
=7 (aAi +exp (=AT)* )

Comme; on a :

h(\) = (@)X + exp (—)\T))f1 ,

et

T
weh N = (@)

(67
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on obtient :
%
0) — u,, (0 M2 (2N T)
|u( ) (% ( )‘ — (1+ln % ) Z eXp
o T
T
et
+oo b +o0 sz
_ 4 = : . .
’ua (0) —ug (O)| ; aX; +exp (=\NT) 2i ; al; + exp (=\T) ?
B f b — b
- — a\; +exp (— /\T)
B 3 o5
- (1+1n Zb@ Zb
T 5
< _
= o) X'f a
< T X 0
T oa(l+In(3))
D’ou

5 T T
|u(0) —ul (0)| < (1+1—n(§)>|Au(O)\ + a(l—i—ln (%)) X 0.

u(0) —ul (0 T .
‘ ( ) O‘( >‘ S (1 1 (a))

D’ou le résultat. [ ]

Remarque 2.2.2 on a d’aprés le théoréme 2.2.15

|u (0) —u (0)] <c<1n (%))1 pour T ) e™?

Car:siT ) e onaa)%ﬁln%ﬂn%
—= 1+l )14+Ine-
—1+In% )1+ Ine’+In;

— (1+mD) ™ ((mH)™",

lu(0) —u (0)] < C (1+ln (g))_l <C (m (%))_1

Donc
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+o0
Théoréme 2.2.16 Si il existe € € [0,2], tel que z:)\eb2 exp (e\;T') est convergente, alors
=1

\uq (T) — f| tend vers zéro avec lordre afe™2.

Preuve : Soit € € [0, 2] Z Mib? exp (e\;T') est convergente et 3 € [0,2].

i=1
Nous allons fixons le nombre entier 7, et définissons la fonction

ab
gi (a) = 2"
(aX; + exp (=NT))
On a:
400 272)2
a”b; \;
Jua (T) = fI* = Z 2
: (ow\-—kexp(—/\-T))
— o ,8+,6’Z biAT
(aX; 4+ exp ( )\iT))2
_ BZ c)z5172/\2
(aX; +exp (— )\Z»T))2
_ 2 ﬁZbZ)\Q
Soit ag = % alors : g; () = gi () .
On a :
B Bexp (—A\T)
wlon) = 0 (5250
(M)ﬁ
-9
- B exp 2
<(2—5/\ +exp (— /\Z-T)>
<i>5exp(—ﬁ)\iT)
2-8 X\
= 22 exp(—2);T)
(2-8)*
5\ s (2-8)°
(525) A ew(@-aam 25

comme % < 1 pour 5 € [0, 2]
d’ou

B
wien) < (575 ) A (2= HAT).
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Qui implique que

B
g (T') — o 52#% ( > AP exp (2= B)NT) .

Donc

a (1) = 1 < 02 (25

Poure=2—pf,ona0(2—¢(2 Vee0,2],donc0 ( (=

)ﬂ f AP0 exp (2 - B)MT).
93

Donc

luo (T) — f]* < 4e be%xp (eNT)

< Chae?, tel que C) = 42 /\Eb2 exp (e T) .

D’ou le résultat. [ |

Si nous supposons que la série Z )\( ) b2

=1

exp ((e +2) \;T) est convergente, Ve € [0, 2], alors
la série Z A2b? exp (20T est aussi convergente, donc d’aprés le théoréme 2.2.14 la fonction

Z b;exp (A; (T — t)) @; est une solution classique du probléme (FV P).

D’apres la preuve du théoréme 2.2.14, nous avons :
[t () = w (D < M |ug, (8) =o' () < M |ug, (0) = ' ()]

et comme

X 22 exp (20T

e (0) = O = (ax +exp (—\T))?

«

= o>’ Z Mbig; (o) exp (20T,

et d’apres la preuve du théoréme 2.2.16; on a :

B

i ) = OF =t (52

B +oo
) LA e (4= AT,
=1
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Z )\EQ_E)b? exp (2 —e) \T)

i=1

2 _ ¢ (2—e) +oo
€

i, (0) = (O)f < o (

IN

1 2 oo ~
af (—) 4 Z /\52 E)b? exp ((2—¢e) \T)
i=1

€
+oo

< Cha‘e 2, avec Cy = 42 )\Z@_e)bl2 exp ((2 —e) \T).
i=1

D’ou le résultat. [ |

+oo
Corollaire 2.2.1 Si il existe € ) 0, avec Z)\EEH)bf exp ((e +2) \T') convergente alors u,
i=1
converge vers u; quand o — 0, dans C' ([0,T], H), avec 'ordre ae~2.
Remarque 2.2.3 Une variante de cette méthode est appliquée par M. Denche et S. Djez-

zar pour un probleme mal posé dans le cas d’un opérateur a spectre continu. Des résultats

analogues sont obtenus pour la régularisation et la convergence.

» Nous avons vu que la régularisation d’un probléme mal posé se fait par une perturbation
soit dans l'opérateur A soit dans la valeur finale. La premiére apparait dans la méthode
d’approche Quasi-Réversibilité qui nous avons exposée de R.Lattés et J.Lions [10] et dans la
méthode qui développée par F.Rebbani et N.Boussetila dans [23] ou

A, = —piT In (a + e’pTA) , a > 0,p > 1. La seconde approche est développée par G.W.Clark
et S.F.Oppenheimer qui est appelée la méthode des Valeurs quasi-limites dans [9] et la mé-
thode des conditions non locales de M. Denche et K.Bessila [16]. Une autre idée consiste a
conbiner les deux techniques comme il est montré dans le travail de F.Rebbani et N.Boussetila
dans la méthode de Quasi-Réversibilité Modifiée [21] et que nous avons exposé dans ce

mémoire.



Chapitre 3

REGULARISATION D’UN
PROBLEME MAL POSE POUR
[’OPERATEUR DE BESSEL

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode des conditions non locales a la régularisation

d’un probléme mal posé pour 'opérateur de Bessel.

3.1 Position du probléme

Soit le probléme :
2
at_gx2+1au 0(x (1

x Oz’

w(l, ) =0, 0 (

: ()
. Ou Y2
lim 257 (z,t) =0, 3
u(@,T) = [ ()
Il consiste a trouver u (z,0) = g (z) la température initiale. Soit A = 88;2 + 1.2 défini sur

H,[0,1] avec D (A) = {u € H,[0,1],u(1) =0, hH(l) ' () = O} . La résolution du probléme
T—r

(p3) par la méthode de séparation des variables nous conduit a rechercher w (z,t) sous la

forme
Z v (1) o
+oo
Si, on remplace la fonction u (z,t) dans le probléme (p3) par Z v; (t) ¢; (x) ; nous obtenons
n=1

les deux problémes suivants :
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dv;
s — i (1),

*¢;  de;
T T T Aiegi =0,

L

; do; —
wllnox = (z) =0.
Pour le premier probléme nous trouvons v; (t) = C;exp (—\;t) .

L’équation

;. do;
v dx? + dx

+ Nz = 0, (*)

est ’équation de Bessel qui admet la solution :

¢ (z) = ady (\/Xx) + BNy (ﬁm) ,

ol Jy (\/Xa:) et Ny (\/)\_Z[E) , sont les fonctions de Bessel et de Neumann d’ordre zéro, a et (8
sont des constantes.

Pour continuer la résolution, nous avons besoin des propositions suivantes :

Proposition 3.1.1 Si py et ps deux racines distinctes de Jy (x), alors; on a :

1

/xJO (p1x) Jo (uox) dz =0,

0

et
1

1
/ v () do = — 5 ()
0

Proposition 3.1.2 Sous les mémes conditions de la proposition précédente, les racines de
[’équation

CYJ,,([L)—F@’/LJL(ILL):O, a>0,02>20

sont réelles, simples et reparties symétriquement par rapport a zéro. Elles n’ont pas de point

d’accumulation fini.
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D’aprés les conditions aux limites, nous trouvons que § = 0.

D’aprés les propositions ci-dessus, on trouve les valeurs propres de 'opérateur de Bessel v/ \;

Qui sont des racines positives de 1'équation Jy () = 0.

Les fonctions propres associées sont

¢i (7) = o (\/x$> )

ou ) \/5
RN

qui constituent une base orthonormée dans I’espace H, [0, 1].

Q;

Donc .
u(z,t) = Crexp(—Ait) ¢; (z).
=1

Et

+o00

g9(z) =u(z,0) = ZQ‘@ (z).

=1

D’ou

1

C; = / vy () g (z) da.

Comme le probléme est de trouver g (x) = u (z,0), avec f () = u (x,T) connue, nous devons

donc résoudre I'intégrale de premiére espéece

/(@) = /K(:c,i)g(é“) d.
Avec .
K (z,6) = ZfeXp (=\T) ¢; (€) ¢i ().

On peut écrire le probléme (p3) sous la forme intégrale ci-dessus car : ¢; (x) sont des fonctions
qui constituent une bas orthonormée associées aux valeurs propres ;.

D’apres le théoréme de Picard, cette équation intégrale admet une solution si :

+oo
Z exp (2)\ZT) ’fz|2 <OO,
=0
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ou f; sont les coefficients de Fourier de la fonction f.

D’ou .
g(x) = ZfeXP (NT) fidhi () -
i=1
Qui donne
1
gle) = [ K (0.6 1 (€)de.
0
ou

400
K'(2,6) =Y &exp (MT) ¢i (€) i ().

Si on fait une petite perturbation dans la température finale f; on a :
[P =1+,
on obtient une solution perturbée
9’ =g+ d¢exp(A\T),

ce qui signifie que :

19° — g| = exp (NT) | f° = f].
Dans cette derniére formule le coefficient exp (A\;7) peut provoquer une perturbation arbi-
trairement grande dans la température initiale, avec une erreur méme petite dans les mesures
de la température finale.

Pour cela, ce probléme est mal posé.

3.2 Reégularisation du probléme
On peut formuler le probléme précédent de la maniére suivante :

u(t)+Au(t) =0, 0<t<T
(pa)
u(T) = f(x).

A est U'opérateur de Bessel, il est auto adjoint, positivement défini, et admet une base

orthonormeée

.
1) = oy (V)
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de vecteurs propres dans 'espace de Hilbert H, [0, 1], associés aux valeurs propres ;.
Nous allons suivre la méthode des conditions non locales, donc aprés la perturbation nous

obtenons le probléme :

u' (t) + Au(t) =0, 0

/N
~
VAN
~

(Pas)
u(T) —au' (0) = f(x).

D’aprés les théorémes 2.2.12, 2.2.13, 2.2.14, 2.2.15 et 2.2.16 nous obtenons les résultats sui-

vants :

Théoréme 3.2.1 1. Le probléeme (p,,) admet une solution sous la forme :

—+o00

Ug (,t) = Z exp (=) f(x).

— al; +exp (—AT)

+oo

2. Pour toute f = Zbi@- € H,[0,1], la fonction u, (t) est une solution classique de
i=1

probléme (p,,) et; on a :

1 1

2 T 2
/x(ua (z, 1)) dr < o (1 +m (D)) /:Bf(x) dz,

0 0

ou o <el.

3. Pour toute f € H,[0,1],
1

/ 2 (ua (z,T) — f (2)) d,

tend vers zéro ; quand o — 0.

4. Pour chaque f € H,[0,1], le probleme (ps) admet une solution classique

si, et seulement si la série ul, (0) converge dons H, [0,1] fortement, et

/x (g (z,t) — u (z, t))2 dz,

tend vers zéro; quand o — 0, dans C* ([0,T], H, [0, 1]).



Conclusion et perspectives 49

5. Si la fonction
u(z,t) = ZGXP (AN (T =1)) f (2),
i=1

est une solution classique du probleme (py) et

+o0
B exp (—A;t)

=1

1

oul f(;:beqﬁi, et f=fs avec/x(f—f5)2dx<5p0ur5)0

0
est une solution du probleme (pa,), nous avons :

Zx(u(:c,o)ui(a:,o))% §0<1_Hn @))_1

avec C' =T (14 |Au(0)]).

6. Si il existe € € [0,2], telle que la série

+oo
> XD exp (eAT) |
=1

est convergente, alors :
1

/ # (ua (2, T) — f (2)) d,

tend vers zéro; quand o — 0 d’ordre ae 2.
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