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Résumé

Dans ce travail, nous étudions la stabilisation d’un problème mal posé engendré par

une équation différentielle du premier ordre dont, le coefficient est un opérateur non borné.

Nous exposons quelques méthodes de régularisation, avec des résultats sur la convergence et
les estimations d’erreur.

Nous appliquons ensuite l’une des méthodes exposée à la résolution d’un problème mal posé
pour l’opérateur de Bessel.
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ABSTRACT 

 

 

 
 

 

In this work, we study the stabilizations of the ill-posed 

problem which is created by the differential equation of 

first order; the coefficient is the unbounded operator in 

a Hilbert space.  

 

We expose some methods of regulation with the results 

about the convergence and the estimation of error. 

 

Then; we apply one of the exposed methods to the 

resolution of the ill-problem posed for the Bessel 

operator. 
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Introduction

Dans la vie nous avons besoin des moyens scientifiques et techniques pour améliorer les

conditions de notre existence et pour connaître la nature et ses secrets. L’utilisation efficace

de ces moyens est liée à la résolution de problèmes mathématiques. Parfois nous sommes

amenés, dans certaines applications, à traiter de problèmes dont les données ne sont définies

que de manière approchée et il est alors important, en plus de l’existence et l’unicité, que

la solution soit dépendante de manière continue de ces données. Les problèmes dans lesquels

cette condition n’est pas vérifiée étaient considérés comme sans intérêt pratique et Hadamard

a défini au début du 20e siècle les critères mathématiques pour un problème d’être bien posé

par la réalisation des trois condition suivantes :

▶ La solution existe ;

▶ Cette solution est unique ;

▶ Elle dépend continûment des données du problème.

Si l’une au moins de ces conditions n’est pas vérifiée le problème est dit mal posé. Une classe

importante de problèmes mal posés est constituée des problèmes inverses où il s’agit de

remonter à l’état initial d’un système à partir de la connaissance de son état final. Les pro-

grès technologiques du 20e siècle ont mis en avant l’importance pratique de cette classe de

problèmes dans différents domaines comme la gravimétrie, l’imagerie médicale, l’ingénierie

pétrolière, l’hydrogéologie, la chimie, le radar, l’acoustique sous-marine, la mécanique quan-

tique, le traitement d’image. Les multiples possibilités d’application ont relancé l’intérêt



TABLE DES MATIÈRES 2

théorique pour la notion de problème mal posé. Les recherches autour de ce thème ont donné

naissance à plusieurs méthodes de régularisation parmi lesquelles :

1) La méthode de Quasi− solution (Q.S) de Tikhonov.

2) Convexité logarithmique de L.E Payne,K.Miller et A.S.Carraso.

3) Les procédures itératives de V.A.Kozlovet V.G Maz′ya.

4) La technique des C semi− groupes régularisées de I.V.Mel′nikova,Q.Zheng et

J.Zheng.

5) Laméthode de Valeurs quasi− limites(Q.B.V.P) deG.W.Clark et S.F.Oppenheimer.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre nous rappelons des

notions et des résultats de la théorie des opérateurs linéaires et de la théorie des semi-groupes.

Dans le deuxième chapitre nous présentons la notion de problème mal posé, avec quelques

exemples, et après on présente trois méthodes de régularisation qui sont :

1) La méthode de Quasi-réversibilité de R.Lattès et L.J.Lions.

2) La méthode de Quasi réversibilité modifiée de F.Rebbani. et N.Boussetila.

3) La méthode des conditions non locales qui est présentée par M. Denche et

K.Bessila .

Dans le troisième chapitre nous étudions un problème mal posé pour l’opérateur de Bessel,

et appliquons la dernière méthode ci-dessus pour sa régularisation.



Chapitre 1

OPÉRATEURS LINÉAIRES ET SEMI
GROUPES

▶Soit X un espace vectoriel normé, on note par ∥.∥ la norme dans cet espace.

Définition 1.0.1 Un opérateur linéaire A de X est une application linéaire définie sur une

variété linéaire de X notée par D (A).

A : D (A) ⊂ X −→ X.

Définition 1.0.2 On dit que l’opérateur A est continu en x0 ∈ X, si :

lim
x→x0

Ax = Ax0.

Définition 1.0.3 L’opérateur A est dit continu dans X si, et seulement si A est continu en

chaque point de X.

Définition 1.0.4 L’opérateur A est dit borné, s’il transforme tout ensemble borné de X en

un ensemble borné de X.

Proposition 1.0.1 Si l’opérateur A est borné alors :

∃c ≻ 0 tel que : ∥Ax∥ ≤ c ∥x∥ ,∀x ∈ D (A) .

Proposition 1.0.2 L’opérateur linéaire A est borné si, et seulement si il est continu.
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On note par L (X) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus sur X.

▶ Dans tout ce qui suit, nous désignons par H un espace de Hilbert séparable, on note par

|.| la norme dans cet espace, et ⟨., .⟩ le produit scalaire correspondant.

Théorème 1.0.1 (Théorème de représentation de Riesz − Fréchet)−Étant donné φ ∈ H′

( H′ l’espace dual de H ) il existe f ∈ H unique, tel que :

φ (y) = (φ, y) = ⟨f, y⟩ ,∀y ∈ H.

De plus on a :

|f | = |φ|H′ .

1.1 Opérateur fermé-fermeture

Définition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire dans H, on dit que cet opérateur est fermé :

si ∀ {xn} ∈ D (A)

(xn −→ x et yn −→ y) =⇒ (x ∈ D (A) et y = Ax) .

Proposition 1.1.1 Tout opérateur borné, par tout défini est fermé.

Proposition 1.1.2 Soit A et B deux opérateurs linéaires, si A est fermé et B est borné,

alors A+B est un opérateur fermé.

Définition 1.1.2 On dit que l’opérateur A′ est l’extension de l’opérateur A qui est défini sur

H si :

1) D (A) ⊂ D (A′) ;

2)∀x ∈ D (A) , Ax = A′x.

Définition 1.1.3 On dit que l’opérateur linéaire A défini dans H est fermable, s’il possède

une extension fermée.

Définition 1.1.4 La plus petite extension fermée d’un opérateur A est appelée fermeture de

A et notée par Ā.
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1.2 Opérateur Adjoint

Soit A un opérateur linéaire continu tel que D (A) = H.

Soit x ∈ H. On considère la forme linéaire lx (y) = ⟨x,Ay⟩ alors lx ∈ H ′,∀x ∈ H.

On note lx = A∗x.

L’opérateur linéaire A∗ défini par

⟨A∗x, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ .

est appelé adjoint de A et est défini et continu sur D (A∗) , où

D (A∗) = {y ∈ H,∀x ∈ D (A) ,∃A∗y = y∗ ∈ H, ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩} .

Proposition 1.2.1 Tout opérateur linéaire à domaine dense dans H, admet un opérateur

adjoint fermé.

1.3 Opérateur Auto-Adjoint

Définition 1.3.1 L’opérateur A est dit auto-adjoint si A = A∗;c-a-d :

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ ,∀x, y ∈ D (A) .

Théorème 1.3.1 Un opérateur linéaire A défini sur H est auto-adjoint, s’il satisfait les

conditions suivantes :

1) D (A) est dense dans H;

2) D (A∗) ⊂ D (A) ;

3 )∀x , y ∈ D (A) , ⟨Ax, y⟩= ⟨x,Ay⟩ .

Définition 1.3.2 On dit qu’un opérateur auto-adjoint A est positivement défini si :

∀x ∈ H, ⟨Ax, x⟩ ⩾ σ |x|2 , où σ⟩0.
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1.4 Spectre d’un opérateur linéaire

Soit A un opérateur linéaire défini sur l’espace de Hilbert H, fermé et de domaine D (A)

dense dans H. Considérons l’opérateur linéaire (A− λI) défini sur H, où λ est un nombre

complexe quelconque et I l’opérateur identité sur H.

Définition 1.4.1 Le nombre complexe λ est appelé valeur régulière de l’opérateur linéaire

A, si l’opérateur (A− λI) admet un opérateur inverse borné. Cet opérateur inverse est noté

par R (λ) .

L’ensemble des valeurs régulières de l’opérateur A est appelé ensemble résolvant de A et noté

par ρ (A) . Son complémentaire dans C est appelé spectre de A et noté par σ (A) .

Soit λ un nombre complexe appartenant au spectre de A, nous avons alors plusieurs possi-

bilités :

1) L’opérateur R (λ) n’existe pas et λ est alors appelé valeur propre de l’opérateur A.

2) L’opérateur R (λ) existe, son domaine de définition est dense dans H, avec D (R (λ)) = H.

Dans ce cas, on dit que λ appartient au spectre continu.

3) L’opérateur R (λ) existe mais D (R (λ)) ̸= H.

Dans ce cas, on dit que λ appartient au spectre résiduel.

L ’éventualité (3) ne peut se réaliser dans le cas d’un opérateur auto-adjoint A, car pour tout

λ qui n’est pas valeur propre de A :

D (R (λ)) = H.

1.5 Décomposition spectrale d’un opérateur Auto-Adjoint

1.5.1 Décomposition spectrale d’un opérateur borné

Définition 1.5.1 Soit A un opérateur auto-adjoint borné sur un espace de Hilbert H sépa-

rable, {Eλ}λ∈R une fonction opératorielle définie sur R qui vérifie :

1 ) ∀λ,Eλ est une projection orthogonale.
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2 ) Eλ = 0 si λ ≺ m.

3 ) Eλ = IH si λ ≻ M.

Avec : m = inf
|x|=1

⟨Ax, x⟩ et M = sup
|x|=1

⟨Ax, x⟩ .

4) Eλ est non décroissante

λ < µ ⇒ Eλ ≤ Eµ.

5 ) Eλ est continue à droite

∀x ∈ H : lim
µ→λ+

Eµx = Eλx.

Eλ est alors appelée fonction spectrale de A. On remarque que cette fonction est une mesure,

c’est pourquoi on peut écrire Ax =

M∫
m

λdEλx et on note symboliquement A =

M∫
m

λdEλ

1.5.2 Décomposition spectrale d’un opérateur non borné

Définition 1.5.2 Soit A un opérateur auto adjoint non borné, on dit que Eλ est une fonction

spectrale de l’opérateur A, si :

1)∀λ ∈ R, Eλ est un projection orthogonale.

2)∀x ∈ H lim
λ−→−∞

Eλx = 0 et lim
λ−→+∞

(Eλx− x) = 0.

3) Eλ est non décroissante.

4) Eλ est continue à droite.

5)∀x ∈ D (A) ,∀y ∈ H : ⟨Ax, y⟩ =
+∞∫

−∞

λd ⟨Eλx, y⟩ , avec

D (A) =

x ∈ H; |Ax|2 =
+∞∫

−∞

λ2d ⟨Eλx, x⟩ existe

 .

Dans ce cas la décomposition spectrale de l’opérateur A et donnée, par : A =

+∞∫
−∞

λdEλ.



1.6 L’intégrale de Bochner 8

Remarque 1.5.1 Si l’opérateur A est positivement défini ; on a : A =

+∞∫
σ

λdEλ, oŭ σ⟩0.

Définition 1.5.3 Soit A un opérateur auto adjoint borné et soit

m = inf
|x|=1

⟨Ax, x⟩ ,

et

M = sup
|x|=1

⟨Ax, x⟩ ,

si g est une fonction définie continue sur [a, b] et [m,M ] ⊂ [a, b] on définit la fonction

opératorielle g (A) par :

g (A) =

M∫
m

g (λ) dEλ.

Théorème 1.5.1 Chaque opérateur adjoint (borné ou non) possède une fonction spectrale

unique.

1.6 L’intégrale de Bochner

▶Soit B un espace de Banach, muni de la norme ∥.∥B, f une fonction définie sur l’intervalle

[a, b] à valeurs dans l’espace B, M une mesure définie sur le même intervalle.

Définition 1.6.1 On dit que f est une fonction simple si elle prend sur [a, b] un nombre fini

de valeurs xi sur Di avec Di ⊂ [a, b] et ∪Di ⊂ [a, b] .

Définition 1.6.2 On dit que la fonction f est intégrable au sens de Bochner s’il existe une

suite des fonctions simples fn, tel que :

b∫
a

∥fn (t)− f (t)∥B dM −→ 0.

On pose alors :
b∫

a

f (t) dM = lim
n−→∞

b∫
a

fn (t) dM.
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1.7 Rappel sur la théorie des semi-groupes

1.7.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.7.1 On dit qu’ une famille d’opérateurs linéaires bornés

S (t) : B −→ B,

dépendants du paramètre t ⩾ 0, forme un semi-groupe si :

1)S (0) = IB;

2)S (t1 + t2) = S (t1)S (t2) ∀t1, t2 ⩾ 0.

Définition 1.7.2 Un semi groupe (S (t))t⩾0 est dit fortement continu à l’origine si :

lim
t−→0+

∥S (t)x− x∥B = 0, ∀x ∈ B.

On dit aussi qu’il est de classe C0.

Définition 1.7.3 On dit que S (t) est fortement continu si : ∀x ∈ B l’application

t −→ S (t)x,

est continue.

Théorème 1.7.1 (de la croissance exponentielle du semi− groupe)−Soite (S (t))t⩾0 un semi-

groupe fortement continu, alors :

∃M ⩾ 1 et ω ∈ R tel que ∥S (t)∥B ⩽ M exp (ωt) ∀t ⩾ o. (*)

Remarque 1.7.1 Si (S (t))t⩾0 est un semi-groupe fortement continu à l’origine vérifiant (∗) ,

alors il est fortement continu.

Définition 1.7.4 On dit que le semi-groupe S (t) est borné, si il existe M ⟩ 0, tel que
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∥S (t)∥B ⩽ M,∀t ⩾ 0.

Si M ⩽ 1, on dit que S (t) est un semi groupe de contraction.

Définition 1.7.5 Le générateur infinitésimal du semi groupe (S (t))t⩾0 est défini par :

Ax = lim
ζ−→0+

S (ζ)x− x

ζ
,∀x ∈ D (A) ,

où

D (A) =

x ∈ B, tel que lim
ζ−→0+

S (ζ)x− x

ζ
est finie

 .

Théorème 1.7.2 Soit (S (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur B et soit son géné-

rateur infinitésimal. Alors on a les propriétés suivantes :

(1) D (A) est dense dans B et A est un opérateur fermé.

(2) Pour tout x ∈ B et t ≥ 0, on a :

lim
t→0+

1

τ

∫ t+τ

t

S (s)xds = S (t)x.

(3) Pour tout x ∈ B et t ≥ 0, on a :

∫ t

0

S (s)xds ∈ D (A) ,

et

A

∫ t

0

S (s)xds = S (t)x− x.

(4) Pour tout x ∈ D (A) et t ≥ 0, S (t)x ∈ D (A) , donc S (t)x est dérivable et, on a :
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d

dt
S (t)x = AS (t)x

= S (t)Ax.

(5) Pour tout x ∈ D (A) et t ≥ 0, s ≥ 0,

S (t)x− S (s)x =

∫ t

s

S (ς)Axdς =

∫ t

s

AS (ς)xdς.

Théorème 1.7.3 Soient (T (t))t≥0et (S (t))t≥0 deux semi-groupes fortement continus de

même générateur infinitésimal A. Alors S (t) = T (t) pour tout t ≥ 0.

Soit λ est une valeur régulière de l’opérateur linéaire A .

On a :

R (λ)x =

+∞∫
0

exp (−λt)S (t)xdt.

Théorème 1.7.4 (Hille Yosida) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opéra-

teur fermé A, à domaine D (A)dense dans B, soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

de classe C0 est qu’il existe deux nombre réels M et ω, tel que

{λ ∈ R : λ > ω} ⊂ ρ (A)

et

∥R (λ)n∥B ≤ M

(λ− ω)n
, ∀n ∈ N∗,

où

R (λ)n = (λI − A)−n =
1

(n− 1)!

∞∫
0

tn−1e−λtS (t) dt.
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Exemple : Soit B =L2 (Rn) et ∆ l’opérateur de Laplace de domaine

D (∆) =
{
V : V ∈ L2 (Rn) , ∆V ∈ L2 (Rn)

}
∆ est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction de classe C0 dans L2 (Rn),

D (∆) est dense dans L2 (Rn) et ∆ est fermé.

Remarque 1.7.2 Si A est un opérateur qui admet un système orthonormé complet de fonc-

tions propres (φni
) associées aux valeurs propres (λn) , λn étant de multiplicité rn, alors le

semi-groupe (S (t))t≥0 qui est engendré par A s’exprime, pour tout y dans l’espace de Hilbert

H, par :

S (t) y =
∞∑
n=1

exp (λnt)
rn∑
i=1

⟨y, φni
⟩φni

.

Remarque 1.7.3 L’adjoint A∗de A engendre le semi-groupe (S∗ (t))t≥0 qui est l’adjoint de

(S (t))t≥0 et est également fortement continu sur le dual H ′de H.

Définition 1.7.6 Un semi-groupe (S (t))t≥0 sur l’espace de Banach B est dit semi-groupe

analytique, si pour t ≥ 0, les opérateurs S (t) sont linéaires continus et vérifient :

(1) S (0) = IB, pour tout t, τ ≥ 0, S (t+ τ) = S (t)S (τ) ;

(2)∀x ∈ B, lim
t→0+

S (t)x = x;

(3)∀x ∈ B, l’application : t 7−→ S (t)x est analytique sur ]0,∞[ .

Proposition 1.7.1 Pour qu’un semi-groupe (S (t))t≥0 soit analytique sur B, il suffit qu’il

soit différentiable et que sa dérivée vérifie

∀t ∈ ]0, T ] , ∥DtS (t)u∥B ≤ c
∥u∥B
t

,

pour un certain T > 0.

Définition 1.7.7 Un semi-groupe S (t) de classe C0 sur B est dit compact si l’opérateur

S (t) : B −→ B est compact, (S (t))t>0 est dit compact si S (t) est compact pour tout t > 0.

Remarque 1.7.4 Si (S (t))t≥0 est compact, alors en particulier IB est compact et B est de

dimension finie.

Théorème 1.7.5 Soit (S (t))t≥0 un C0 semi-groupe. Si S (t) est compact pour tout t > t0,

alors S (t) ∈ L (B) pour tout t > t0.
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1.8 Problème de Cauchy

Soit le problème suivant :

(p)


(1)

du

dt
= Au+ f pour t > 0,

(2) u (0) = u0,

où A est un opérateur linéaire, fermé dans l’espace de Banach B, de domaine D (A) , tel que

D (A) = B, u0 et f connus.

Définition 1.8.1 On dit que la fonction u : [0,+∞[ −→ B est solution classique du problème

(p) si :

1) u est une fonction continue de [0,+∞[ dans B;

2) u est continûment dérivable sur ]0,+∞[ ;

3) u vèrifie le problème (P ) et u (t) ∈ D (A) pour tout t ∈ ]0,+∞[ .

1.8.1 Problème homogène (f = 0)

Théorème 1.8.1 Soit (S (t))t≥0 un C0 semi-groupe engendré par l’opérateur A défini sur

l’espace de Banach B.

Pour tout u ∈ D(A), le problème de Cauchy
(1)

du

dt
= Au pour t > 0,

(2) u (0) = u0,

admet une unique solution u : R+ −→ D(A) de classe C1, défini par u(t) = S(t)u0.
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1.8.2 Problème non homogène (f ̸= 0)

Théorème 1.8.2 si f ∈ C1 ([0,+∞[ ,B) (où f ∈ C ([0,+∞[ , D (A)))

et u0 ∈ D (A) .Alors ;

u (t) = S (t)u0 +

∫ t

0

S (t− s) f (s) ds,

est une solution du problème (p) .

Théorème 1.8.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe (S (t))t≥0 .

(1) Si f est continûment différentiable sur [0,+∞] , alors le problème (p) possède une solution

unique u sur [0,+∞], pour chaque u0 ∈ D (A) .

(2) Si f ∈ L1 (]0,+∞[ ;B) , f est continue sur ]0,+∞[, f (s) ∈ D (A) pour chaque s ∈

]0,+∞[ et Af ∈ L1 (]0,+∞[ ;B) , alors pour chaque u0 ∈ D (A) le problème (P ) a une

solution classique u et une seule sur ]0,+∞[ .

1.9 Opérateurs intégraux et équations intégrales

Définition 1.9.1 L’opérateur A qui associe à toute fonction u ∈ L2 [a, b] la fonction
b∫

a

K(t, s)u (s) ds

de L2 [c, d] est appelé opérateur intégral de noyau K qui est une fonction définie sur l’espace

L2 ([a, b]× [c, d]) .

Proposition 1.9.1 Soit A est un opérateur intégral de noyau K, alors A∗ est l’opérateur de

noyau K∗, où

K∗ (t, s) = K (s, t) .

Corollaire 1.9.1 L’opérateur intégral A de noyau K est auto-adjoint si, et seulement si, le

noyau K est symétrique :

K (t, s) = K∗ (t, s) = K (s, t) , ∀ (t, s) ∈ [a, b]× [c, d] .
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Définition 1.9.2 Si A est un opérateur intégral, l’équation Au = f, où f ∈ L2 (c, d)est

appelée équation intégrale de première espèce.

Définition 1.9.3 Si A est un opérateur intégral, l’équation u−Au = f, où f ∈ L2 (c, d) est

appelée équation intégrale de deuxième espèce.

Remarque 1.9.1 Les équations intégrales de première espèce, qui nous donnent des exemples

de problèmes mal posés.

Définition 1.9.4 On dit que λ ∈ C est un nombre caractéristique de l’équation de première

espèce, s’il existe ϕ (t) ∈ L2 [a, b] , telle que∫ b

a

K (t, s)φ (s) ds =
1

λ
ϕ (t) .

ϕ (t) est dite fonction propre associée à λ.

Définition 1.9.5 On dit que le noyau K (t, s) de l’équation intégrale de première espèce est

fermé si, les fonctions propres de l’équation forment un système orthogonal complet dans

L2 [a, b] .

Théorème 1.9.1 (théorème de P icard) L’équation intégrale de première espèce∫ b

a

K (t, s)φ (s) ds = f (t) ,

dans la quelle f (t) ∈ L2 [a, b] et K est symétrique et fermé, admet une solution si, et seule-

ment si la série
∞∑
n=1

λ2
nf

2
n converge, où λn sont les valeurs caractéristiques de l’équation, et

fn les coefficients de Fourier de f par rapport au système des fonctions propres.



Chapitre 2

PROBLÈMES MAL POSÉS ET
MÉTHODES DE RESOLUTION

2.1 Problèmes mal posés

Le mathématicien Jacques Hadamard a défini la notion de problème bien posé pour les

besoins des problèmes physiques afin de déterminer quelles conditions aux limites sont les

plus naturelles pour les problèmes mathématiques qui traitent des modèles physiques réels.

Ces problèmes sont posés sous la forme :

Az = u. (2.1)

Où A est un opérateur défini sur un espace métrique M1 à valeurs dans un autre espace

métrique M2, et d’ensemble de définition D (A) .

Le problème (2.1) est dit bien posé (ou correctement posé) sur le couple d’espaces métriques

(M1,M2) si les conditions suivantes sont réalisées :

1) pour tout élément u ∈ M2 il existe une solution z appartenant à l’espace M1 ;

2) la solution est définie de façon unique ;

3) le problème est stable sur les espaces M1 et M2 ; c-à-d : une petite perturbation du second

membre u n’engendre qu’une petite variation de z.

On dit que le problème (2.1) est mal posé (ou incorrectement posé) si il ne vérifie pas les

trois conditions simultanément.

Exemples 1 : Soit à étudier un système d’équations algébriques linéaires de la forme :

Az = u,
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où A={aij} est une matrice carrée d’éléments aij, z un vecteur inconnu et u est un vecteur

connu.

Pour résoudre ce système on étudie son déterminant.

Si detA = 0 alors le système est dégénéré et dans ce cas il n’admet aucune solution ou bien la

solution n’est pas unique. Pour n assez grand le calcul du déterminant nécessite un nombre

encore plus grand d’opérations de calcul. L’accumulation des imprécisions peut conduire à

un résultat très éloigné de la valeur exacte du déterminant.

Exemple 2 : (Problème de recherche du prolongement analytique d’une fonction)

Soit D un domaine borné et E une courbe appartenant à D et dont la distance à la frontière

de D est égale à d ⟩ 0. z0 un point de cette frontière. Si f1 est une fonction analytique sur D

et ϵ ≻ 0 est fixé, alors la fonction f2 définie par

f2 = f1 +
ϵ

z − z0
,

est aussi analytique sur D. Sur l’ensemble E nous avons

f1 (z)− f2 (z) =
ϵ

z − z0
,

et donc

|f1 (z)− f2 (z)| ≤
ϵ

d
.

Nous avons alors

lim
ϵ→0

|f1 (z)− f2 (z)| = 0,

uniformément par rapport à z sur E. Mais sur D la quantité f1 (z)− f2 (z) n’est pas bornée,

car : nous avons :

lim
z→z0

ϵ

z − z0
= ∞.

Si nous notons par A l’opérateur qui prolonge la fonction f définie sur E, au domaine D

alors le problème

Af = g,

est mal posé, alors qu’il possède une solution unique en vertu du théorème d’unicité des

fonctions analytiques.
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2.1.1 Les problèmes inverses

La notion de problème inverse est relative puisque un problème est dit inverse par rapport

au problème direct qui est considèré comme plus naturel. La connaissance de l’état initial

d’un système à partir de son état à l’instant T est un problème inverse par rapport au

problème direct qui est de prévoir l’évolution d’un système à partir de données initiales. Plus

généralement dans un problème inverse on veut retrouver les causes à partir des effets. Ces

derniers sont en général connus par l’observation et la mesure et donc ne sont détermines que

de manière approchée d’où l’importance de la dépendance continue pour avoir des solution

fiables.

Les problèmes inverses ont beaucoup d’applications dans les sciences de l’ingénier et en

médecine.

Exemple 3 : Le problème de la propagation de la chaleur qui est donnée par :

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t) x ∈ [0, 1] , t ∈ [0, T ] , (1)

u (0, t) = u (1, t) = 0 0 ≤ t ≤ T, (2)

u (x, T ) = f (x) 0 ≤ x ≤ 1. (3)

Le problème est de trouver la température initiale u (x, 0) , avec u (x, t) une fonction qui

satisfait ce problème.

Pour résoudre le problème ci-dessus, nous appliquons la méthode de séparation des variables.

Soit u (x, t) = X (x)Y (t) .

Si on remplace u (x, t) = X (x)Y (t) dans le problème précédent, il vient :

X ′′ (x)

X (x)
=

Y ′ (t)

Y (t)
= −λ2.

Alors

X (x) = c1 cos (λx) + c2 sin (λx) ,

et

Y (t) = b1 exp
(
−λ2t

)
.

.
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D’après les conditions aux limites on trouve :

Xn (x) = cn sin (nλx) ,

et

Yn (t) = b1 exp
(
−λ2t

)
.

D’où

u (x, t) =
∑
n⩾0

fn exp
(
n2π2 (T − t)

)
sin (nπx) .

D’après la condition (3) ; on a :

f (x) =
∑
n⩾0

fn (x) sin (nπx) ,

d’où

fn (x) = 2

1∫
0

f (x) sin (nπx) dx.

Donc

u (x, t) =
∑
n⩾0

fn exp
(
−n2π2t

)
sin (nπx)

= 2

1∫
0

∑
n⩾0

exp
(
−n2π2t

)
sin (nπx) sin (nπy) f (y) dy

=

1∫
0

k (x, y) f (y) dy

= T f.

Avec T est un opérateur défini dans L2 ([0.1]).

Ceci la formule du problème inverse comme intégrale de premier espèce.

Comme T a coefficients de exp−n2π2 qui est décroissant, ceci implique que ce problème

inverse est mal posé.

Exemple 4 : Les problèmes inverses ont une large utilisation dans les sciences médicales, et

leur résolution est à la base des technologies qui rendent un grand service à l’humanité dans

le domaine de la santé. La plus connue des techniques faisant appel à la notion de problème

inverse est la tomographie par rayons X utilisée dans les scanners.
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Le domaine d’étude représente une section transversale bidimensionnelle du patient, balayée

par un tube à rayons X, et paramétrisée par le vecteur normal u ∈ R2, et la distance s.

La modélisation du problème mène à l’équation :

∆I (su + tû) = −I (su + tû) f (su + tû)∆t,

dans laquelle û est un vecteur unitaire orthogonal à u et f le coefficient d’atténuation.

en faisant tendre ∆t vers 0 nous obtenons l’équation différentielle :

d

dt
I (su + tû) = −I (su + tû) f (su + tû) .

Si on note I0 et I1 les intensités des rayons X à l’émetteur et au récepteur respectivement,

l’intégration de cette équation différentielle nous donne :

−I1 (s, u)

I0 (s, u)
=

∫
R

f (su + tû) dt.

L’intérêt médical dans ce problème est de déterminer le coefficient d’atténuation f connaissant

les deux intensités I0 et I1. Mathématiquement nous avons affaire à un opérateur intégral,

qui engendre un problème mal posé. Des petites erreurs dans la mesure des intensités I0

et I1 peuvent donc donner un coefficient d’atténuation loin de la réalité et fausser alors le

diagnostic.

2.2 Méthodes de résolution

Dans cette section, nous présentons quelques méthodes pour régulariser les problèmes de la

forme : 
u′ (t) + Au (t) = 0, 0 ⟨ t ⟨ T

u (T ) = f.
(FV P )

Où A est un opérateur linéaire, non borné, auto adjoint et positivement défini dans un espace

de Hilbert H, et f ∈ H.

Le problème est de trouver u(0) = g tel que la fonction u : [0, T ] −→ H vérifie le problème

présenté ci-dessus.
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Si nous appliquons les méthodes classiques pour résoudre le problème (FV P ), nous trouvons

u(0) = g = exp(At)u(T ).

Cette formule montre qu’une petite erreur dans les mesures de la valeur finale donne une

valeur initiale très loin de la réalité donc même si la solution existe et est unique ce problème

est mal posé.

2.2.1 Méthode de Quasi-Réversibilité(Q.R)

Cette méthode a été introduite par R.Lattés et J.Lions (1967), l’opérateur A dans le problème

(FV P ) est remplacé par Aα = gα (A) = A− αA2.

Apres la perturbation, le problème inverse (FV P ) devient comme suit :


u′
α (t) + Aαuα (t) = 0 0 ⟨ t ⟨ T

uα (T ) = f.
(Pα1)

Le problème est de trouver la valeur initiale uα (0) .

On pose alors uα (0) = ξ, et on résout le problème direct
dvα
dt

+ Avα = 0

vα (0) = uα (0) = ξ.

(P1)

Si vα est la solution du problème (P1), alors on étudie la convergence |vα (T )− f | . Sous

certaines conditions vα (T ) → f quand α → 0, ceci nous permet, pour tout ε > 0 donné, de

choisir α de telle sorte que |vα (T )− f | < ε.

La fonction vα (t) sera alors considérée sous certaines conditions comme solution du

problème (FV P ) .

Fondements théoriques

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire ⟨, ⟩ et la norme associée |.|, V un

autre espace de Hilbert dense dans H, et V ′ son dual, après identification de H et H ′(H ′ le

dual de H ) on a le schéma :

V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′.
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On peut alors construire une telle forme bilinéaire a(u, v) uniformément continue sur V × V

; c-a-d : ∃M ⟩ 0, telle que, ∀u, v ∈ V ;

|a (u, v)| ≤ M ∥u∥V ∥v∥V . (1.1)

Et qui vérifie la propriété de coercivité élargie :

∃λ > 0, α > 0 telle que :

a (v, v) + λ ∥v∥2V ≥ α ∥v∥2V . (1.2)

On va montrer qu’il existe un opérateur A qui est défini par la forme bilinéaire a(u, v) de la

manière suivante :

⟨Au, v⟩ = a(u, v).

Soit u ∈ H.

On définit ρu application de H dans R.

ρu : H −→ R.

v −→ ρu (v) = a(u, v)

On remarque que ρu ∈ H ′.

Car : pour v1, v2 ∈ H et α, β ∈ R

ρu (αv1 + βv2) = a(u, αv1 + βv2)

= αa(u, v1) + βa(u, v2)

= αρu (v1) + βρu(v2) .

D’où ρu est linéaire.

Et pour v ∈ H

|ρu (v)| = |a(u, v)|

≤ M ∥u∥V ∥v∥V

≤ C ∥v∥V .

D’où ρu est continue.
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D’après le théorème de représentation de Riesz-Fréchet :

∃!y ∈ H : ρu (v) = (y, v) ,∀v ∈ H.

On définit l’opérateur A de H dans H tel que :

A : H −→ H

u −→ Au = y

A est linéaire et continu. Donc :

∃!Au ∈ H : ρu (v) = ⟨Au, v⟩ = a(u, v).

Si on résout le problème (Pα1) qui est le problème (FV P ) avec perturbation à paramètre α

⟩ 0, et pour chaque valeur de α on a une solution approximative uα (t, ξ) ( avec ξ la valeur

initiale associée ), pour cela il faut poser des conditions sur Aα pour le choix d’une bonne

valeur initiale ξ.

Soit la fonction J (ξ) = |uα (T, ξ)− f |2

La valeur initiale reflète la réalité si la solution qui lui correspond est convergente vers l’état

final, quand t −→ T ; c-a-d : J (ξ) = 0.

Théorème 2.2.1 Si les conditions (1.1)–(1.2) sont vérifiées, alors inf
ξ∈H

J (ξ) = 0.

Théorème 2.2.2 Si les condition (1.1)–(1.2) sont vérifiées alors le problème (P1) admet une

solution unique.

Preuve : Soit l’opérateur

π (u, v) = ⟨Au, v⟩ − α ⟨Au,Av⟩ .
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On a

|π (u, v)| = |⟨Au, v⟩ − α ⟨Au,Av⟩|

=
∣∣a(u, v)− α

〈
A2u, v

〉∣∣
= |a(u, v)− αa ⟨Au, v⟩|

≤ |a(u, v)|+ α |a ⟨Au, v⟩|

≤ N1 ∥u∥V ∥v∥V +N2 ∥u∥V ∥v∥V .

≤ N3 ∥u∥V ∥v∥V

Donc |π (u, v)| ≤ N3 ∥u∥V ∥v∥V , qui implique que π (u, v) est uniformément continue sur

V × V.

D’autre part ;

π (u, u) = ⟨Au, u⟩ − α ⟨Au,Au⟩

= a(u, u)− αa(Au, u)

⩾ −λ ∥u∥2V + β ∥u∥2V − αk ∥u∥2V

⩾ −(λ+ αk) ∥u∥2V + β ∥u∥2V .

D’où π (u, u) + λ′ ∥u∥2V ⩾ β ∥u∥2V ,qui implique que π est coercive élargie.

D’aprè le théorème de représentation de Riesz-Fréchet il’existe un opérateur Aα, où ⟨Aαu, v⟩ =

π(u, v), si nous appliquons cet opérateur d’après le théorème 2.2.1 on a

inf
ξ∈H

J (ξ) = 0, qui implique que la solution est unique. ■

Théorème 2.2.3 Si vα est solution du problème (P1) alors vα (T ) → f , quand α → 0.

Si on applique cette méthode on trouve une difficulté sérieuse pour l’application numérique

à cause du terme correcteur qui est un opérateur d’ordre deux, et aussi le coefficient d’erreur

résultant d’une petite perturbation de la donnée. Ceci incite à chercher une méthode plus

efficace pour la régularisation. Dans la méthode de Y.Huang et Q.Zheng (2005) l’opérateur

A est remplacé par Aα = A (I + αA)−1. Cette perturbation donne un problème bien posé et

sa solution approximative est convergente vers la solution du problème mal posé (FV P ). Les

résultats de convergence sont meilleurs et avec des conditions plus faibles que celles proposées

dans la première approche.



2.2 Méthodes de résolution 25

2.2.2 La méthode de Quasi-Réversibilité Modifiée

La méthode de Quasi-Réversibilité Modifiée est présentée par F.Rebbani et N.Boustila, Elle

consiste à faire une combinaison de la méthode de Quasi-Reversibilité (l’approximation de

Y.Huang et Q.Zheng) avec la méthode des Valeurs Quasi-Limites présentée par Gordon W.

Clark et Seth F. Oppenheimer, pour, donner une méthode optimale pour régulariser le pro-

blème inverse (FV P ) qui est présente ci dessus. L’idée de cette dernière est de remplacer

l’opérateur A par Aα = A (I − αA)−1 , et la condition finale par la condition non locale

βu (0) + u (T ) = f, oŭ α ≻ 0, β ≻ 0, après cela nous trouvons une position correcte du

problème perturbé dans les deux directions du temps, et le deuxième avantage réside dans la

possibilité d’établir des résultats meilleurs par rapport aux résultats obtenus précédemment.

Présentation de la méthode

Après la perturbation on trouve le problème approché suivant :


v′σ (t) + Aαvσ (t) = 0, 0 < t < T

βvσ (0) + vσ (T ) = f,
(2.1)

avec σ = (α, β) .

A partir de ce problème, nous avons le problème direct :


u′
σ (t) + Auσ (t) = 0, 0 < t ≤ T,

uσ (0) = vσ (0) = (β + Sα (T ))
−1 f = gσ.

(2.2)

Dans ce qui suit, nous allons essayer de montrer que la fonction uσ (T ) est convergente vers

f, uσ (0) est convergente vers u (0) et uσ (t) converge uniformément vers u (t) , quand |σ| −→

0.

Définition 2.2.1 On appelle solution du problème (FV P ) dans [0, T ] une fonction u ∈

C ([0, T ] ;H) ∩ C1 ((0, T ) ;H) , telle que pour tout t ∈ (0, T ) , u (t) ∈ D (A) et (FV P ) est

vérifié.

Il est nécessaire de connaître l’ensemble admissible où (FV P ) admet une solution. Le

résultat suivant répond à cette question.
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Lemme 2.2.1 Le problème (FV P ) admet une solution si, et seulement si f ∈ C1 (A) , et

son unique solution est représentée par

u (t) = e(T−t)Af.

oŭ

Cθ (A) =
{
h ∈ H : |h|2Cθ

=
∣∣eθTAh

∣∣2 = ∫ +∞

γ

e2Tθλd |Eλh|2 < +∞
}
, θ ≥ 0.

Théorème 2.2.4 Pour toute f ∈ H, le problème (2.1) admet la fonction

vσ = Sα (t) (β + Sα (T ))
−1 f ,

comme une solution unique. Cette solution dépend continûment de f.

Preuve : Soit le problème

y′σ (t) + Aαyσ (t) = 0, 0 < t ≤ T (2.3)

yσ (0) = (β + Sα (T ))
−1 f, (2.4)

qui est le problème de cauchy. Ce problème admet une solution unique, qui est

yσ (t) = Sα (t) (β + Sα (T ))
−1 f. (2.5)

Comme ; on a :

βyσ (0) + yσ (T ) = f. (2.6)

On déduit que le problème (2 .1 ) admet une unique solution vσ. Pour la dépendance continue

de vσ de f, on calcule

|vσ (t)| =
∣∣Sα (t) (β + Sα (T ))

−1 f
∣∣ ≤ (β + e

−T
α

)−1

|f | .
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Nous obtenons le résultat. ■

Théorème 2.2.5 Le problème (2 .2 ) est bien posé, et sa solution est représentée par

uσ (t) = S(t)gσ = S (t) (β + Sα (T ))
−1 f. (2.7)

De plus

|uσ (t)| ≤
(

1

β + e
−T
α

)T−t
T

|f | . (2.8)

Théorème 2.2.6 Pour toute f ∈ H; |uσ(T )− f | −→ 0, quand |σ| −→ 0.

Preuve : Pour montrer que uσ(T ) converge vers f , quand |σ| −→ 0, il suffit de calculer

|uσ(T )− f | 2, et après l’estimation on trouve le résultat. ■

Théorème 2.2.7 Si f ∈ Cθ (A) , 0 < θ < 1, alors on a

|uσ (T )− f |2 ≤ 2
(
c21 (θ) β

2θ + c22 (θ, T )α
2
)
|f |2C0

. (2.9)

de plus, si θ ≥ 1; on a :

|uσ (T )− f |2 ≤ 2
(
β2 + c22 (θ, T )α

2
)
|f |2C0

, (2.10)

où c1 (θ) = (1− θ)1−θ θθ ≤ 1 et c2 (θ, T ) = T−1θ−2.

Preuve : On calcule la norme de la différence entre uσ (T ) et f , et l’estimation, nous obtenons

le résultat désiré. ■

Théorème 2.2.8 Pour toute f ∈ H; (FV P ) admet une solution u si, et seulement si

la fonction 𭟋 est continue en (0, 0) . De plus on a uσ (t) converge uniformément vers u(t)

quand |σ| → 0,

où

𭟋 : R+ × R+ → H, σ = (α, β) 7−→ 𭟋 (σ) =

{
uσ (0) = gσ, σ ̸= (0, 0) .
u (0) = f0, σ = (0, 0) .

Preuve : On suppose que la fonction 𭟋 est continue en (0, 0) , |f0| < +∞, et

w(t) = S(t)f0.
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Après les calculs de |w(t)− uσ(t)| , on trouve que

|w(t)− uσ(t)| ≤ |f0 − gσ| .

Comme 𭟋 est continue en (0, 0) , d’où |f0 − gσ| → 0, quand |σ| → 0.

D’après le théorème 2.2.6, et comme on a

lim
|σ|→0

uσ(T ) = w(T ),

alors

w(T ) = f,

il en résulte que le problème (FV P ) admet une solution.

D’un autre côté, on pose que u(t) est une solution du (FV P ), après les calculs et l’estimation

de l’expression |uσ1 (0)− uσ2 (0)|
2 , nous trouvons que gσ −→ f0, quand |σ| → 0.Ce qui montre

la continuité de la fonction 𭟋 en (0, 0) . ■

Remarque 2.2.1 Si on suppose que f ∈ C1 (A) , alors par l’égalité

|uσ (0)− u (0)|2 = |uσ (T )− f |2C1

et le théorème 2.2.6, on a

|uσ (0)− u (0)|2 → 0, quand |σ| → 0.

Théorème 2.2.9 Supposons que f ∈ D (A), soit α =
T

(1− r) ln
(

1
β

) , 0 < r < 1, l’expression

|uσ (T )− f |2 peut être estimée comme suit

|uσ (T )− f |2 ≤ β2r |f |2 + 4T

(1− r) ln
(

1
β

) |Af |2 .

Preuve : On a

v′σ (t) + Avσ (t) = (A− Aα) vσ (t) = αJαA
2vσ (t) , (2.11)

Si on pose xσ (t) = vσ (t)− uσ (t) , alors xσ (t) vérifie l’équation

x′
σ (t) + Axσ (t) = αJαA

2u (t) . (2.12)

Appliquons l’opérateur M (t) = e(t−T )A à (2 .11 )− (2 .12 ), nous obtenons
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d

dt
(M (t) vσ (t)) = αJαA

2M (t) vσ (t) , (2.13)

d

dt
(M (t)xσ (t)) = αJαA

2M (t) vσ (t) . (2.14)

Multiplions (2 .14 ) par M (t)xσ et intégrons le résultat dans (0, τ), nous obtenons après les

calculs∫ τ

0

d

dt
|M (t)xσ (t)|2 ≤ 2T

∫ T

0

∣∣αJαA2M (t) vσ (t)
∣∣ dt+ 1

2
sup

0≤t≤T
|M (t)xσ (τ)|2 .

Ce qui implique

1

2
sup

0≤t≤T
|M (t)xσ (t)|2 ≤ 2T

∫ T

0

∣∣αJαA2M (t) vσ (t)
∣∣2 dt.

Pour t = T on a

|M (T )xσ (T )|2 = |uσ (T )− vσ (T )|2 ≤ 4T

∫ T

0

∣∣αJαA2M (t) vσ (t)
∣∣2 dt.

Cette inégalité implique

|uσ (T )− f |2 ≤ 8T

∫ T

0

∣∣αJαA2M (t) vσ (t)
∣∣2 dt+ 2 |βvσ (0)|2 . (2.15)

Donc on prend le produit scalaire de (2.13) avec αJαA
2M (t) vσ (t), et en intégrant sur

(0, T ) on obtient après l’estimation que

∫ T

0

∣∣αJαA2M (t) vσ (t)
∣∣2 dt ≤ 1

2

(
|αJαAvσ (T )|2 +

∣∣∣α2JαA
3
2vσ (T )

∣∣∣2) ≤ 1

2
α |Af |2 .

Combinons cette inégalité avec (2.15 ) , pour

α =
T

(1− r) ln
(

1
β

) , 0 < r < 1.

Nous obtenons le résultat. ■

Théorème 2.2.10 Supposons que f ∈ D (A) et γ ≥ 1, alors |uσ (T )− f |2 peut être estimée

comme suit

|uσ (T )− f |2 ≤ 2

 T

1 + ln
(

γT
β

)
2

+ Tα

 |Af |2 .
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Preuve : pour montrer ce théorème, il suffit d’effectuer des calculs et des estimations. ■

Théorème 2.2.11 Supposons que |Au (0)|2 =
∫ +∞
γ

λ2e2Tλd |Eλf |2 < ∞, i-e ; u (0) ∈ D (A) ,

et que γ ≥ 1. Alors |uσ (0)− u (0)|2 peut être estimée comme suit

|uσ (0)− u (0)|2 ≤ 2

 T

1 + ln
(

γT
β

)
2

+ Tα

 |Au (0)|2 .

Preuve :Pour obtenir le résultat, il suffit d’estimer l’expression |uσ (0)− u (0)|2 . ■

2.2.3 Méthode des conditions non locales

Cette méthode est présentée par M. Denche et K.Bessila, et est une variante de la méthode

des Valeurs Quasi Limites qui a la même idée de perturbation. Dans cette dernière Gordon

W. Clark et Seth F. Oppenheimer on fait une perturbation selon un petit paramètre α, dans

le problème inverse (FV P ) , en ajoutant le terme αu (0) dans la valeur finale.

Dans la suite, nous désignons par A l’opérateur déjà défini ci-dessus sur l’espace de Hilbert

H, nous supposons que cet opérateur admet une base orthonormale {∅i}i⩾1 dans H associée

aux valeurs propres {λi}i⩾1 tel que 0 ⟨ λ1 ⟨ λ2 ⟨ λ3 ⟨........,et lim
i−→+∞

λi = +∞.

Dans cette méthode, nous perturbons la valeur finale dans le problème inverse (FV P ) pour

former un problème non local approximatif selon un petit paramètre α, nous obtenons le

problème suivant : 
u′ (t) + Au (t) = 0 0 ⩽ t ⩽ T

u (T )− αu′ (0) = f
(pα2)

Nous allons montrer dans ce qui suit que ce dernier problème est bien posé et sa solution est

convergente dans C1 ([0, T ] , H) , si, et seulement si le problème original (FV P ) à une solution

classique.

On a f ∈ H donc f =
+∞∑
i=1

bi∅i, avec bi = ⟨f,∅i⟩ ,∀i ⩾ 1.

Le problème original (FV P ) admet une solution u donnée par :

u (t) =
+∞∑
i=1

bi exp (λi (T − t))∅i, ∀t ∈ [0, T ] . (3.1)

Et le problème (pα2) admet une solution sous la forme :
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uα (t) =
+∞∑
i=1

bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i, ∀t ∈ [0, T ] . (3.2)

Théorème 2.2.12 Pour chaque f ∈ H, la fonction uα définie par (3.2) est une solution

classique de problème (pα2) , et ;on a :

|uα (t)| ≤
T

α
(
1 + ln

(
T
α

)) |f | , ∀t ∈ [0, T ] .

Preuve : Pour montrer que la fonction uα est une solution classique du problème (pα2) il

faut montrer que :

- uα (t)est une fonction continue de [0, T ] dans H;

- uα (t)vérifie le problème (Pα2) et u (t) ∈ D (A) pour tout t ∈ [0, T ] ;

- uα (t)est continûment dérivable sur ]0, T [ .

On a

uα (t) =
+∞∑
i=1

bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i,

qui est une somme de fonctions continues, donc uα (t) est continue de [0, T ] dans H.

Nous montrons que uα (t) est continûment dérivable sur ]0, T [ et(
+∞∑
i=1

bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i

)′

=
+∞∑
i=1

(
bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i

)′

.

Pour cela il faut de montrer que uα (0) est convergente,et la série :

+∞∑
i=1

(
bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i

)′

,

est uniformément convergente.

Soit

uαn (t) =
n∑

i=1

bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i.

uαn (0) =
n∑

i=1

bi
αλi + exp (−λiT )

∅i.

D’où

|uαn (0)| =

(
n∑

i=1

b2i
(αλi + exp (−λiT ))

2

) 1
2

,
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et

∣∣∣∣ lim
n−→+∞

uαn (0)

∣∣∣∣ =
(

+∞∑
i=1

b2i
(αλi + exp (−λiT ))

2

) 1
2

.

Comme ; on a :
1

(αλi + exp (−λiT ))
2 ⟨

(
T

α
(
1 + ln

(
T
α

)))2

.

D’où ∣∣∣∣ lim
n−→+∞

uαn (0)

∣∣∣∣ ≤ T

α
(
1 + ln

(
T
α

)) (+∞∑
i=1

b2i

) 1
2

⟨ +∞.

Car : H est un espace de Hilbert (espace Euclidien de dimension infinie) et {∅i}i⩾1 est une

base orthonormale, pour chaque f dans H, les nombres bi = ⟨f,∅i⟩ sont les coefficients de

Fourier donc
+∞∑
i=1

b2i est convergente.

Donc la série
n∑

i=1

bi
αλi + exp (−λiT )

∅i est convergente.

Soit

v (t) = −
+∞∑
i=1

λibi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i.

On a :
λ2
i b

2
i exp (−2λit)

(αλi + exp (−λiT ))
2 ≤ b2i

α2
, ∀i ⩾ 1.

Car :

λ2
i b

2
i exp (−2λit) ⟨λ2

i b
2
i ,

et

(αλi + exp (−λiT ))
2⟩α2λ2

i .

D’où
λ2
i b

2
i exp (−2λit)

(αλi + exp (−λiT ))
2 ≤ λ2

i b
2
i

α2λ2
i

.

Donc
λ2
i b

2
i exp (−2λit)

(αλi + exp (−λiT ))
2 ≤ b2i

α2
.

Comme ; on a : lim
n−→+∞

n∑
i=1

b2i
α2

=
1

α2

+∞∑
i=1

b2i ⟨ +∞,
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qui implique que
n∑

i=1

λibi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i, est uniformément convergente en t.

Donc uα ∈ C1 ([0, T ] , H), et

u′
α (t) =

(
+∞∑
i=1

bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i

)′

=
+∞∑
i=1

(
bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i

)′

= −
+∞∑
i=1

λibi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i.

Comme ; on a :

Auα (t) =
+∞∑
i=1

λi
bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i,

ce qui nous donne que |Auα (t)| ≺ ∞, qui implique que uα (t) ∈ D (A).

Ceci implique que uα (t) vérifie le problème (pα2) ; car :

−
+∞∑
i=1

λibi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i +

+∞∑
i=1

λi
bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i = 0,

et
+∞∑
i=1

bi exp (−λiT )

αλi + exp (−λiT )
∅i − α

+∞∑
i=1

λi
bi

αλi + exp (−λiT )
∅i =

+∞∑
i=1

bi exp (−λiT )− αλibi
αλi + exp (−λiT )

∅i

=
+∞∑
i=1

bi∅i

= f.

Donc uαest une solution classique du problème (pα2) .

Soit la fonction uα une solution classique du problème (pα2)

|uα (t)|2 =
+∞∑
i=1

b2i exp (−2λit)

(αλi + exp (−λiT ))
2

≤
+∞∑
i=1

b2i
(αλi + exp (−λiT ))

2 , car exp (−2λit) ⟨ 1.

Soit

h (λ) = (αλ+ exp (−λT ))−1 .

On a :

sup
λ ⟩ 0

h (λ) = h

(
ln
(
T
α

)
T

)
.
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et :

h′ (λ) = 0 =⇒ λ =
ln
(
T
α

)
T

,

De plus

h (λ)− h

(
ln
(
T
α

)
T

)
=

α
(
1 + ln

(
T
α

))
− Tαλ− T exp (−λT )

α (αλ+ exp (−λT ))
(
1 + ln

(
T
α

)) ⟨ 0, pour α⟨T × e.

D’où

|uα (t)|2 ≤

(
h

(
ln
(
T
α

)
T

))2 +∞∑
i=1

b2i

≤
(
α

T
ln

(
T

α

)
+ exp

(
− ln

(
T

α

)))−2 +∞∑
i=1

b2i

≤

(
α

(
ln
(
T
α

)
+ 1

T

))−2 +∞∑
i=1

b2i

≤

(
T

α
(
1 + ln

(
T
α

)))2 +∞∑
i=1

b2i .

D’où le résultat. ■

Théorème 2.2.13 Pour chaque f ∈ H, |uα (T )− f | −→ 0; quand α −→ 0; c-a-d : uα (T )

converge vers f dans H.

Preuve : Soit ϵ ⟩ 0 on choisit un certain N tel que
+∞∑

i=N+1

b2i ⟨ ϵ
2
.

On a

uα (T )− f =
+∞∑
i=1

bi exp (−λiT )

αλi + exp (−λiT )
∅i −

+∞∑
i=1

bi∅i

=
+∞∑
i=1

−αbiλi

αλi + exp (−λiT )
∅i.

D’où

|uα (T )− f |2 =

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

−αbiλi

αλi + exp (−λiT )
∅i

∣∣∣∣∣
2

=
+∞∑
i=1

α2b2iλ
2
i

(αλi + exp (−λiT ))
2

=
N∑
i=1

α2b2iλ
2
i

(αλi + exp (−λiT ))
2 +

+∞∑
i=N+1

α2b2iλ
2
i

(αλi + exp (−λiT ))
2
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Comme ; on a

α2λ2
i ⟨(αλi + exp (−λiT ))

2 ,

et

exp (−2λiT ) ⟨ (αλi + exp (−λiT ))
2 .

D’où

|uα (T )− f |2 ≤
N∑
i=1

α2b2iλ
2
i exp (2λiT ) +

+∞∑
i=N+1

b2i

≤
N∑
i=1

α2b2iλ
2
i exp (2λiT ) +

ϵ

2
.

On prenant α avec

α2⟨ϵ

(
2

N∑
i=1

b2iλ
2
i exp (2λiT )

)−1

,

on obtient

|uα (T )− f |2 ≤ ϵ

D’où le résultat. ■

Théorème 2.2.14 Pour chaque f ∈ H, le problème (FV P ) admet une solution classique

qui est donnée par (3− 1) , si, et seulement si la série u′
α (0) converge dons H fortement, et

uα converge vers u quand α −→ 0, dans C1 ([0, T ] , H) .

Preuve : Soit lim
α−→0

u′
α (0) = v1et v1 ∈ H,

d’où v1 =
+∞∑
i=1

ai∅i avec ai = ⟨v1,∅i⟩ , ∀i ⩾ 1.

Soit v0 un élément dans H, tel que ⟨v0,∅i⟩ = di = − ai
λi
, ∀i ⩾ 1.

Soit v (t) =
+∞∑
i=1

di exp (−λit)∅i, ∀t ∈ [0, T ] .

De la même manière que le preuve de théorème 2.2.12 on peut facilement démontrer que la

fonction v (t) est une solution du problème :
u′ (t) + Au (t) = 0 0 ⩽ t ⩽ T

u (0) = v0

(p2)
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Pour t ∈ [0, T ] , nous avons :

|uα (t)− v (t)|2 =

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

bi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i −

+∞∑
i=1

di exp (−λiT )∅i

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

(
di −

bi
αλi + exp (−λiT )

)
exp (−λit)∅i

∣∣∣∣∣
2

=
+∞∑
i=1

(
di −

bi
αλi + exp (−λiT )

)2

exp (−2λit)

=
+∞∑
i=1

(
−ai
λi

− bi
αλi + exp (−λiT )

)2

exp (−2λit)

=
+∞∑
i=1

1

λ2
i

(
ai +

biλi

αλi + exp (−λiT )

)2

exp (−2λit) .

Aussi :

u′
α (t) =

+∞∑
i=1

−λibi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i,

et

v′ (t) = −
+∞∑
i=1

λidi exp (−λiT )∅i.

D’où

|u′
α (t)− v′ (t)|2 =

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

−λibi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i −

+∞∑
i=1

−λidi exp (−λiT )∅i

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

λi

(
−bi

αλi + exp (−λiT )
+ di

)
exp (−λit)∅i

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

λi

(
−bi

αλi + exp (−λiT )
− ai

λi

)
exp (−λit)∅i

∣∣∣∣∣
=

+∞∑
i=1

(
ai +

biλi

αλi + exp (−λiT )

)2

exp (−2λit) .

On a, aussi :

|uα (t)− v (t)| =
+∞∑
i=1

1

λ2
i

(
ai +

biλi

αλi + exp (−λiT )

)2

exp (−2λit) .

Comme la suite
(
λ−2
i

)
i⩾1

est convergente, il existe M ⟩ 0, tel que λ−2
i ⟨ M, ∀i ⩾ 1,



2.2 Méthodes de résolution 37

d’où

|uα (t)− v (t)|2 ≤
+∞∑
i=1

M

(
ai +

biλi

αλi + exp (−λiT )

)2

exp (−2λit) .

Ce qui implique que

|uα (t)− v (t)|2 ≤ M |u′
α (t)− v′ (t)|2 .

On a

|u′
α (0)− v1|2 =

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

−λibi
αλi + exp (−λiT )

∅i −
+∞∑
i=1

ai∅i

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

(
−λibi

αλi + exp (−λiT )
− ai

)
∅i

∣∣∣∣∣
2

=
+∞∑
i=1

(
λibi

αλi + exp (−λiT )
+ ai

)2

.

Comme exp (−λit) ⟨ 1, pour t ∈ [0, T ] , et λi ⟩ 0.

Alors

|u′
α (t)− v′ (t)|2 ≤ |u′

α (0)− v1|2 .

Ce qui nous donne

M |u′
α (t)− v′ (t)|2 ≤ M |u′

α (0)− v1|2 .

Donc

|uα (t)− v (t)|2 ≤ M |u′
α (t)− v′ (t)|2 ≤ M |u′

α (0)− v1|2 . (3.3)

Ce qui implique que uα (t) converge uniformément vers v (t) ; car : lim
α−→0

u′
α (0) = v1

On a donc d’après le théorème 2.2.13

v (T ) = f =⇒ ai = −λibi exp (λiT )

D’où

v (t) =
+∞∑
i=1

−λibi
λi

exp (λiT )× exp (−λit)∅i (3.4)

=
+∞∑
i=1

−bi exp (λi (T − t))∅i

= u (t) , ∀t ∈ [0, T ] .
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Donc u (t) est une solution classique de problème (FV P ) .

Supposons maintenant que la fonction u (t) qui est donnée par (3.1) est une solution du

problème (FV P ) .

On a

|u′
α (0)− u′ (0)|2 =

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

−λibi
αλi + exp (−λiT )

∅i −
+∞∑
i=1

−λibi exp (λiT )∅i

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

−λibi + αλ2
i bi exp (λiT ) + λibi

αλi + exp (−λiT )
∅i

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

αλ2
i bi exp (λiT )

αλi + exp (−λiT )
∅i

∣∣∣∣∣
2

=
+∞∑
i=1

α2λ4
i b

2
i exp (2λiT )

(αλi + exp (−λiT ))
2

≤
N∑
i=1

α2λ4
i b

2
i exp (2λiT )

exp (−2λiT )
+

+∞∑
i=N+1

α2λ4
i b

2
i exp (2λiT )

α2λ2
i

≤
N∑
i=1

α2λ4
i b

2
i exp (4λiT ) +

+∞∑
i=N+1

λ2
i b

2
i exp (2λiT )

Comme u (t) est une solution du problème (FV P ) alors u′ (t) est uniformément convergente

∀t ∈ [0, T ] , ce qui implique pour un certain N ;on a :
+∞∑

i=N+1

λ2
i b

2
i exp (2λiT ) ⟨ ϵ

2
.

D’où

|u′
α (0)− u′ (0)|2 ≤

N∑
i=1

α2λ4
i b

2
i exp (4λiT ) +

ϵ

2
.

Soit α avec

α2⟨ϵ

(
2

N∑
i=1

b2iλ
4
i exp (4λiT )

)−1

,

nous avons alors

|u′
α (0)− u′ (0)|2 ≤ ϵ.

Donc u′
α (0) converge fortement vers u′ (0) , et en utilisant (3.3)− (3.4) , nous obtenons que

|uα (t)− u (t)|2 ≤ ϵ.

Ce qui implique que uα (t) converge vers u (t) dans C1 ([0, T ] , H) . ■
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Théorème 2.2.15 Si la fonction u (t) donnée par (3.1) est une solution classique du pro-

blème (FV P ), et uδ
α (t) est une solution du problème (pα2) pour f = fδ avec |f − fδ| ⟨ δ,

alors : ∣∣u (0)− uδ
α (0)

∣∣ ≤ C

(
1 + ln

(
T

δ

))−1

,

où C = T (1 + |Au (0)|) .

Preuve : Supposer que la fonction u est une solution classique du problème (FV P ), uδ
α est

la solution du problème (pα2), avec f = fδ avec |f − fδ| ⟨ δ, et

uδ
α (t) =

+∞∑
i=1

bδi exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
∅i,

avec bδi = ⟨fδ,∅i⟩ , ∀i ⩾ 1.

On a :

∣∣u (0)− uδ
α (0)

∣∣ =
∣∣u (0)− uα (0) + uα (0)− uδ

α (0)
∣∣

≤ |u (0)− uα (0)|+
∣∣uα (0)− uδ

α (0)
∣∣ .

De plus

|u (0)− uα (0)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

bi exp (λiT )∅i −
+∞∑
i=1

bi
αλi + exp (−λiT )

∅i

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

αλibi exp (λiT )

αλi + exp (−λiT )
∅i

∣∣∣∣∣
=

(
+∞∑
i=1

α2λ2
i b

2
i exp (2λiT )

(αλi + exp (−λiT ))
2

) 1
2

.

Comme ; on a :

h (λ) = (αλ+ exp (−λT ))−1 ,

et

sup
λ ⟩ 0

h (λ) =
T

α
(
1 + ln

(
T
α

)) ,
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on obtient :

|u (0)− uα (0)| ≤

 α2

α2

(
1+ln(T

α )
T

)2

+∞∑
i=1

λ2
i b

2
i exp (2λiT )


1
2

≤ T(
1 + ln

(
T
α

)) |Au (0)| ,
et ∣∣uα (0)− uδ

α (0)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

bi
αλi + exp (−λiT )

∅i −
+∞∑
i=1

bδi
αλi + exp (−λiT )

∅i

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

bi − bδi
αλi + exp (−λiT )

∅i

∣∣∣∣∣
≤ T

α
(
1 + ln

(
T
α

)) × ∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

bi∅i −
+∞∑
i=1

bδi∅i

∣∣∣∣∣
≤ T

α
(
1 + ln

(
T
α

)) × ∣∣f − f δ
∣∣

≤ T

α
(
1 + ln

(
T
α

)) × δ.

D’où ∣∣u (0)− uδ
α (0)

∣∣ ≤ T(
1 + ln

(
T
α

)) |Au (0)|+ T

α
(
1 + ln

(
T
α

)) × δ.

Pour α = δ, nous obtenons ∣∣u (0)− uδ
α (0)

∣∣ ≤ T (|Au (0)|+ 1)(
1 + ln

(
T
α

)) .

D’où le résultat. ■

Remarque 2.2.2 on a d’après le théorème 2.2.15∣∣u (0)− uδ
α (0)

∣∣ ≤ C

(
ln

(
1

δ

))−1

, pour T ⟩ e−1

Car : si T ⟩ e−1 on a T
δ
⟩ e−1

δ
=⇒ ln T

δ
⟩ ln e−1

δ

=⇒ 1 + ln T
δ
⟩ 1 + ln e−1

δ

=⇒ 1 + ln T
δ
⟩ 1+ ln e−1 + ln 1

δ

=⇒
(
1 + ln T

δ

)−1 ⟨
(
ln 1

δ

)−1
.

Donc ∣∣u (0)− uδ
α (0)

∣∣ ≤ C

(
1 + ln

(
T

α

))−1

≤ C

(
ln

(
1

δ

))−1

.
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Théorème 2.2.16 Si il existe ϵ ∈ [0, 2] , tel que
+∞∑
i=1

λϵ
ib

2
i exp (ϵλiT ) est convergente, alors

|uα (T )− f | tend vers zéro avec l’ordre αϵϵ−2.

Preuve : Soit ϵ ∈ [0, 2],
+∞∑
i=1

λϵ
ib

2
i exp (ϵλiT ) est convergente et β ∈ [0, 2] .

Nous allons fixons le nombre entier i, et définissons la fonction

gi (α) =
αβ

(αλi + exp (−λiT ))
2 .

On a :

|uα (T )− f |2 =
+∞∑
i=1

α2b2iλ
2
i

(αλi + exp (−λiT ))
2

= α2−β+β

+∞∑
i=1

b2iλ
2
i

(αλi + exp (−λiT ))
2

= α2−β

+∞∑
i=1

αβb2iλ
2
i

(αλi + exp (−λiT ))
2

= α2−β

+∞∑
i=1

b2iλ
2
i gi (α) .

Soit α0 =
β exp(−λiT )

(2−β)λi
, alors : gi (α0) ⩾ gi (α) .

On a :

gi (α0) = gi

(
β exp (−λiT )

(2− β)λi

)

=

(
β exp(−λiT )

(2−β)λi

)β
(

β exp(−λiT )
(2−β)λi

λi + exp (−λiT )
)2

=

(
β

2−β

)β
exp(−βλiT )

λβ
i

22 exp(−2λiT )

(2−β)2

=

(
β

2− β

)β

λ−β
i exp ((2− β)λiT )

(2− β)2

4
,

comme (2−β)2

4
≤ 1 pour β ∈ [0, 2]

d’où

gi (α0) ≤
(

β

2− β

)β

λ−β
i exp ((2− β)λiT ) .
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Qui implique que

|uα (T )− f |2 ≤ α2−β

+∞∑
i=1

b2iλ
2
i

(
β

2− β

)β

λ−β
i exp ((2− β)λiT ) .

Donc

|uα (T )− f |2 ≤ α2−β

(
β

2− β

)β +∞∑
i=1

λ
(2−β)
i b2i exp ((2− β)λiT ) .

Pour ϵ = 2− β, on a 0 ⟨ 2− ϵ ⟨ 2, ∀ ϵ ∈ [0, 2] , donc 0 ⟨
(
2−ϵ
ϵ

)2−ϵ ⟨
(
2
ϵ

)2
.

Donc

|uα (T )− f |2 ≤ 4ϵ−2αϵ

+∞∑
i=1

λϵ
ib

2
i exp (ϵλiT )

≤ C1α
ϵϵ−2, tel que C1 = 4

+∞∑
i=1

λϵ
ib

2
i exp (ϵλiT ) .

D’où le résultat. ■

Si nous supposons que la série
+∞∑
i=1

λ
(ϵ+2)
i b2i exp ((ϵ+ 2)λiT ) est convergente, ∀ϵ ∈ [0, 2] , alors

la série
+∞∑
i=1

λ2
i b

2
i exp (2λiT ) est aussi convergente, donc d’après le théorème 2.2.14 la fonction

u (t) =
+∞∑
i=1

bi exp (λi (T − t))∅i est une solution classique du problème (FV P ) .

D’après la preuve du théorème 2.2.14, nous avons :

|uα (t)− u (t)|2 ≤ M |u′
α (t)− u′ (t)|2 ≤ M |u′

α (0)− u′ (0)|2 .

et comme

|u′
α (0)− u′ (0)|2 =

+∞∑
i=1

α2λ4
i b

2
i exp (2λiT )

(αλi + exp (−λiT ))
2

= α2−β

+∞∑
i=1

λ4
i b

2
i gi (α) exp (2λiT ) ,

et d’après la preuve du théorème 2.2.16 ; on a :

|u′
α (0)− u′ (0)|2 = α2−β

(
β

2− β

)β +∞∑
i=1

λ
(4−β)
i b2i exp ((4− β)λiT ) .
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Pour β = 2− ϵ; on a :

|u′
α (0)− u′ (0)|2 ≤ αϵ

(
2− ϵ

ϵ

)(2−ϵ) +∞∑
i=1

λ
(2−ϵ)
i b2i exp ((2− ϵ)λiT )

≤ αϵ

(
1

ϵ

)2

4
+∞∑
i=1

λ
(2−ϵ)
i b2i exp ((2− ϵ)λiT )

≤ C2α
ϵϵ−2, avec C2 = 4

+∞∑
i=1

λ
(2−ϵ)
i b2i exp ((2− ϵ)λiT ) .

D’où le résultat. ■

Corollaire 2.2.1 Si il existe ϵ ⟩ 0, avec
+∞∑
i=1

λ
(ϵ+2)
i b2i exp ((ϵ+ 2)λiT ) convergente alors uα

converge vers u; quand α −→ 0, dans C1 ([0, T ] , H) , avec l’ordre αϵϵ−2.

Remarque 2.2.3 Une variante de cette méthode est appliquée par M. Denche et S. Djez-

zar pour un problème mal posé dans le cas d’un opérateur à spectre continu. Des résultats

analogues sont obtenus pour la régularisation et la convergence.

▶ Nous avons vu que la régularisation d’un problème mal posé se fait par une perturbation

soit dans l’opérateur A soit dans la valeur finale. La première apparaît dans la méthode

d’approche Quasi-Réversibilité qui nous avons exposée de R.Lattés et J.Lions [10] et dans la

méthode qui développée par F.Rebbani et N.Boussetila dans [23] où

Aα = − 1
pT

ln
(
α + e−pTA

)
, α ≻ 0, p ⩾ 1. La seconde approche est développée par G.W.Clark

et S.F.Oppenheimer qui est appelée la méthode des Valeurs quasi-limites dans [9] et la mé-

thode des conditions non locales de M. Denche et K.Bessila [16]. Une autre idée consiste a

conbiner les deux techniques comme il est montré dans le travail de F.Rebbani et N.Boussetila

dans la méthode de Quasi-Réversibilité Modifiée [21] et que nous avons exposé dans ce

mémoire.



Chapitre 3

RÈGULARISATION D’UN
PROBLÈME MAL POSÉ POUR
L’OPÉRATEUR DE BESSEL

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode des conditions non locales à la régularisation

d’un problème mal posé pour l’opérateur de Bessel.

3.1 Position du problème

Soit le problème : 
∂u
∂t

= ∂2u
∂x2 +

1
x
∂u
∂x
, 0 ⟨ x ⟨ 1

u (1, t) = 0, 0 ⟨ t ⟨ T
lim
x−→0

x∂u
∂x

(x, t) = 0,

u (x, T ) = f (x) .

(p3)

Il consiste à trouver u (x, 0) = g (x) la température initiale. Soit A = ∂2

∂x2 +
1
x

∂
∂x

défini sur

Hx [0, 1] avec D (A) =
{
u ∈ Hx [0, 1] , u (1) = 0, lim

x→0
xu′ (x) = 0

}
. La résolution du problème

(p3) par la méthode de séparation des variables nous conduit à rechercher u (x, t) sous la

forme

u (x, t) =
+∞∑
i=1

vi (t)ϕi (x)

Si, on remplace la fonction u (x, t) dans le problème (p3) par
+∞∑
n=1

vi (t)ϕi (x) ; nous obtenons

les deux problèmes suivants :
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dvi(t)
dt

= −λivi (t) ,


x
d2ϕi

dx2
+

dϕi

dx
+ λixϕi = 0,

ϕi (1) = 0,

lim
x−→0

xdϕi

dx
(x) = 0.

Pour le premier problème nous trouvons vi (t) = Ci exp (−λit) .

L’équation

x
d2ϕi

dx2
+

dϕi

dx
+ λixϕi = 0, (∗)

est l’équation de Bessel qui admet la solution :

ϕi (x) = αJ0

(√
λix
)
+ βN0

(√
λix
)
,

où J0
(√

λix
)

et N0

(√
λix
)
, sont les fonctions de Bessel et de Neumann d’ordre zéro, α et β

sont des constantes.

Pour continuer la résolution, nous avons besoin des propositions suivantes :

Proposition 3.1.1 Si µ1 et µ2 deux racines distinctes de J0 (x) , alors ; on a :

1∫
0

xJ0 (µ1x) J0 (µ2x) dx = 0,

et
1∫

0

xJ2
0 (µ1x) dx = −1

2
J ′
0 (µ1) .

Proposition 3.1.2 Sous les mêmes conditions de la proposition précédente, les racines de

l’équation

αJν (µ) + βµJ ′
ν (µ) = 0, α ≥ 0, β ≥ 0

sont réelles, simples et reparties symétriquement par rapport à zéro. Elles n’ont pas de point

d’accumulation fini.
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D’après les conditions aux limites, nous trouvons que β = 0.

D’après les propositions ci-dessus, on trouve les valeurs propres de l’opérateur de Bessel
√
λi

=ξi, i = 0, 1, ......

Qui sont des racines positives de l’équation J0 (x) = 0.

Les fonctions propres associées sont

ϕi (x) = αiJ0

(√
λix
)
,

où

αi =

√
2

J ′
0

(√
λi

) ,
qui constituent une base orthonormée dans l’espace Hx [0, 1] .

Donc

u (x, t) =
+∞∑
i=1

Ci exp (−λit)ϕi (x) .

Et

g (x) = u (x, 0) =
+∞∑
i=1

Ciϕi (x) .

D’où

Ci =

1∫
0

xϕi (x) g (x) dx.

Comme le problème est de trouver g (x) = u (x, 0) , avec f (x) = u (x, T ) connue, nous devons

donc résoudre l’intégrale de première espèce

f (x) =

1∫
0

K (x, ξ) g (ξ) dξ.

Avec

K (x, ξ) =
+∞∑
i=1

ξ exp (−λiT )ϕi (ξ)ϕi (x) .

On peut écrire le problème (p3) sous la forme intégrale ci-dessus car : ϕi (x) sont des fonctions

qui constituent une bas orthonormée associées aux valeurs propres λi.

D’après le théorème de Picard, cette équation intégrale admet une solution si :

+∞∑
i=0

exp (2λiT ) |fi|2 ⟨∞,
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où fi sont les coefficients de Fourier de la fonction f.

D’où

g (x) =
+∞∑
i=1

ξ exp (λiT ) fiϕi (x) .

Qui donne

g (x) =

1∫
0

K ′ (x, ξ) f (ξ) dξ,

où

K ′ (x, ξ) =
+∞∑
n=1

ξ exp (λiT )ϕi (ξ)ϕi (x) .

Si on fait une petite perturbation dans la température finale f ; on a :

f δ = f + δϕi,

on obtient une solution perturbée

gδ = g + δϕi exp (λiT ) ,

ce qui signifie que : ∣∣gδ − g
∣∣ = exp (λiT )

∣∣f δ − f
∣∣ .

Dans cette dernière formule le coefficient exp (λiT ) peut provoquer une perturbation arbi-

trairement grande dans la température initiale, avec une erreur même petite dans les mesures

de la température finale.

Pour cela, ce problème est mal posé.

3.2 Régularisation du problème

On peut formuler le problème précédent de la manière suivante :


u′ (t) + Au (t) = 0, 0 < t < T

u (T ) = f (x) .
(p4)

A est l’opérateur de Bessel, il est auto adjoint, positivement défini, et admet une base

orthonormée

ϕi (x) =

√
2

J ′
0

(√
λi

)J0 (√λix
)
,
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de vecteurs propres dans l’espace de Hilbert Hx [0, 1] , associés aux valeurs propres λi.

Nous allons suivre la méthode des conditions non locales, donc après la perturbation nous

obtenons le problème : 
u′ (t) + Au (t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T

u (T )− αu′ (0) = f (x) .
(pα3)

D’après les théorèmes 2.2.12, 2.2.13, 2.2.14, 2.2.15 et 2.2.16 nous obtenons les résultats sui-

vants :

Théorème 3.2.1 1. Le problème (pα1) admet une solution sous la forme :

uα (x, t) =
+∞∑
i=1

exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
f (x) .

2. Pour toute f =
+∞∑
i=1

biϕi ∈ Hx [0, 1] , la fonction uα (t) est une solution classique de

problème (pα3) et ; on a :

1∫
0

x (uα (x, t))
2 dx ≤ T

α
(
1 + ln

(
T
α

)) 1∫
0

xf (x)2 dx,

où α ≤ eT.

3. Pour toute f ∈ Hx [0, 1] ,
1∫

0

x (uα (x, T )− f (x))2 dx,

tend vers zéro ; quand α −→ 0.

4. Pour chaque f ∈ Hx [0, 1] , le problème (p4) admet une solution classique

u (t) =
+∞∑
i=1

exp (λi (T − t)) f (x) ,

si, et seulement si la série u′
α (0) converge dons Hx [0, 1] fortement, et

1∫
0

x (uα (x, t)− u (x, t))2 dx,

tend vers zéro ; quand α −→ 0, dans C1 ([0, T ] , Hx [0, 1]) .
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5. Si la fonction

u (x, t) =
+∞∑
i=1

exp (λi (T − t)) f (x) ,

est une solution classique du problème (p4) ,et

uδ
α (x, t) =

+∞∑
i=1

exp (−λit)

αλi + exp (−λiT )
fδ (x) ,

où fδ =
∑
i

bδiϕi, et f = fδ avec
1∫

0

x (f − fδ)
2 dx ⟨ δ pour δ ⟩ 0

est une solution du problème (pα3) , nous avons :

1∫
0

x
(
u (x, 0)− uδ

α (x, 0)
)2

dx ≤ C

(
1 + ln

(
T

δ

))−1

,

avec C = T (1 + |Au (0)|) .

6. Si il existe ϵ ∈ [0, 2] , telle que la série

+∞∑
i=1

λϵ
ib

2
i exp (ϵλiT ) ,

est convergente, alors :
1∫

0

x (uα (x, T )− f (x))2 dx,

tend vers zéro ; quand α −→ 0 d’ordre αϵϵ−2.
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