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Abstract

In this thesis, we present a new method based on Wiener Hermite Expansion and
Perturbation technique or WHEP linked to Homotopy Analysis Method or HAM and it is
called HAM WHEP technique and then apply it for solving a class of differential equation.
Using the Homotopy Perturbation Method linked to WHEP in [6] may lead to divergence,
there is absolutely no guarantee that perturbation methods result in a convergent solution.
This disadvantage is overcome by using the Homotopy Analysis Method (HAM) linked to
WHEP or (HAM WHEP) technique which guarantees the convergence of the solution.

Keywords : Wiener Process, Wiener Hermite Expansion and Perturbation technique,
Homotopy Perturbation Method, Homotopy Analysis Method, HAM WHEP technique,
Langevin Equation, Stochastic differential Equation, Initial and Boundary Value Pro-

blems.



Résumé

Dans cette Theése on présente une nouvelle methode basée sur le développement de
Wiener Hermite et le méthode perturbative oubien WHEP liée a la méthode d’Homotopy
et d’analyse, et I’appliquée pour résoudre une classe d’équation différentielle.
I'utilisation de la méthode WHEP liée a la méthode d’Homotopy et de Perturbation dans
|6] peut conduire a divergence de la solution. cet disaventage est surmonter en utilisant
la méthode WHEP liée a la méthode d’Homotopy et d’analyse qui assure la convergence
de la solution

Mots clés : Processus de Wiener, Développement de Wiener Hermite et la méthode
perturbative, la méthode d’Homotopy et de Perturbation, la méthode d’Homotopy et
d’analyse, 'Equation de Langevin, Equation Différentielle Stochastique, Problem Initial,
Problem aux Limites.
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Liste des of Symboles

v @ variance

U : espérance

W (t) : processus de wiener

dW (t); est la dérivée du mouvement Brownien ,i.e,n(t).

f(t),t > 0 : est un processus stochastique dont les trajectoires sont p.s. continues et il
est adapté a la filtration F}

f € M? :Intégrale d’Tto I(f) existe, et E( [, |f(t)]*dt) < oo
f € M2 : Intégrale d’Tto Ir(f) existe, et E(fOT |f(t)]?dt) < oo

€(t),t > 0 est un processus Ito dont les trajectoires continues p.s et

() = £(0) + [ a(t)dt + [ b(t)dW (t)a.s.

The space M? : se compose de tous les processus stochastiques progressivement
mesurable f(t) tel que E( ;7] f(t)[*dt) < oo

I'espace M2 : se compose de tous les processus stochastiques progressivement mesurable
F(t) tel que B(f, | f(t)[2dt) < oo.

h : un paramétre a régler et de controler la zone de convergence et le taux de

convergence de la série de la solution.

WHEP technique : le développement de Wiener Hermite et la technique de la
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perturbation.

HPM : la Méthode de la Perturbation Homotopique.

HAM : la Méthode de I’Analyse Homotopique.

HAM WHEP technique :la méthode de I’Analyse Homotopique liée au développement
de Wiener Hermite et la technique de la perturbation
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Introdution

[’étude de solutions aléatoires des équations aux dérivées partielles était initié par
Kampe de Fériet en 1955 | 26 | . Dans son étude précieuse sur la théorie des équations
aléatoires , Bharucha - Reid a montré comment un équation de la chaleur stochastique de
type Cauchy peut étre résolu en utilisant la la théorie des intégrales stochastiques | 27 | .
En 1973 , Lo Dato | 28 | a estimé le champ de vitesse stochastique et I’équation de Navier
Stokes et discuté des problémes mathématiques qui lui sont associés . Becus | 29 | introduit
une solution générale au probléme de conduction de chaleur avec un terme source aléatoire
et les conditions initiales et aux limites aléatoires . beaucoup auteurs ont étudié I’équation
de diffusion stochastique sous différents points de vue | 5-11 | . Récemment, M. A. EI -
Tawil utilisé le Wiener L’expansion Hermite avec la théorie de la perturbation ( WHEP
) technique pour résoudre une équation de diffusion non linéaire stochastique perturbée
[ 4] . La technique a ensuite été mis au point pour étre appliqué sur le non- perturbée
équations différentielles a I'aide de la méthode de perturbation lié Homotopy Wiener
Hermite technique développement de perturbation et il est appelé Homotopy WHEP | 3 |.
Cependant, comme mentionné S.J. Liao [ 19 | , la méthode de Perturbation Homotopique
( HPM ) n’est qu’un cas particulier de la méthode d’Analyse Homotopique ( HAM) .
La différence est que , le HPM a di utiliser une assez bonne estimation initiale, mais ce
n’est pas absolument nécessaire pour la méthode HAM . C’est important parce que la
HAM utilise un paramétre de controler pour garantir la convergence de I'approximation
de la série sur un intervalle donné. Ainsi, la méthode d’Analyse Homotopique (HAM )
est plus générale . En 2010, MA El-Tawil et NA Al-Mulla [6] ont utilisé le HPM lié a
la technique WHEP pour résoudre ’équation de diffusion non linéaire stochastique des
pertes non linéaires carrés ou cubes, comme suit,

OU(té?W) _ GQUS;E;W) —eu(t, z;w) + o.n(t,w); (t,x) € (0,00) x (0, L)

u(t,0) =u(t,L) =0, u(0,z)= ¢(x),

(0.1)

ou la viscosité ¢ est une échelle déterministe pour le terme non linéaire. Le terme de
non homogénéité o.n(t) le processus de bruit blanc en temps en produit scalaire par o.
Cependant, la résolution de I’équation de diffusion non linéaire stochastique (0,1) men-
tionnés ci-dessus n’a pas tenue compte de 'influence de l'utilisation de la HPM sur la
convergence de la série de la solution. En fait, il n’y a absolument aucune garantie que les
méthodes de perturbation se traduisent par une solution convergente. Par conséquent, en
utilisant le HPM liée & WHEP dans [6] peut conduire a divergence. Cet inconvénient est
surmonté en utilisant la méthode d’Analyse Homotopique (HAM) litce & WHEP (HAM
WHEP) technique.

Pour cela, I'objectif principal de cette these est de construire et de développer une nouvelle



approche basée sur la méthode d’Analyse Homotopique introduite dans WHEP (HAM
WHEP) technique et ensuite 'appliquée pour résoudre une classe d’équations différen-
tielles stochastiques [7].

En ce sens, pour notre but nous considérons 1’équation stochastique généralisée de dif-
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fusion non linéaire avec des pertes carrés ou cubes eu? or eu® d’intérét est de la forme

suivante,

ou(t, z;w)  ult,z;w)
ot N 0x?
u(t,0) = u(t, L) =0, u(0,z) = ¢(x),

—eu(t,r;w) + o(t).n(t,w); (t,z) € (0,00) x (0, L)

(0.2)

ou la viscosité € est une échelle déterministe pour le terme non linéaire and n = 2, 3.
w € (Q,0,P) est un espace de probabilité 2 comme 1’échantillon espace, o est un o-
algébre des événements () et P est une mesure de probabilité. Le sens physique du terme

2 ou u3. Le terme de non ho-

non linéaire est qu’il existe une perte proportionnelle a
mogénéité o(t).n(t, ) le processus de bruit blanc en temps en produit scalaire par o(t) :

o(t;w) est une partie de temps continu de la force aléatoire.

Plan de la thése

Cette thése est divisé en quatre chapitres. Dans le Chapitre 1, nous rappelons quelques
définitions et propriétés du processus de Wiener (Mouvement brownien). puis nous construi-
sons 'intégrale de Ito stochastique, et nous terminons ce chapitre par la définition et les
propriétés des equations differentielles stochastiques.

Dans le Chapitre 2, nous nous sommes intéressés a I’étude du dévellopement de Wiener
Hermite et technique Perturbation lié¢ a la méthode de la Perturbation Homotopique ou
(Homotopy WHEP). Pour cela, nous étudions le dévellopement de Wiener Hermite et
la technique de la Perturbation ou (WHEP) technique et aprés on est intéressé par la
Méthode de la perturbation Homotopique ou (HPM). Nous terminons cet Chapitre par
I'introduction de la WHEP dans HPM ou la technique de Homotopy WHEP, et ensuite
I’appliqué a une classe de I’équation différentielle.

Chapitre 3, est consacré a ’étude de la méthode Analysis Homotopique ou HAM et
prouver que la technique HPM est un cas particulier de HAM. Pour illustrer 'importance
de T'utilisation de la nouvelle méthode de HAM WHEP, qui est I'un des principaux ob-
jectifs de cette thése, différentes méthodes sont appliquées pour résoudre I’équation de
Langevin comme : HPM, HAM, HAM WHEP.

Dans le Chapitre 4, nous utilisons la technique de HAM WHEP pour résoudre les pro-
blémes de valeurs aux limites d’une classe d’équations différentielles.

Enfin, nous terminons par une conclusion résumant les points les plus importants de cette
these.



Chapitre 1

Notes sur les équations différentielles
stochastiques

1.1 Définition et propriétés de base des processus de Wiener
1.1.1 Définition

Le processus de Wiener ou mouvement Browniain est un processus stochastique W (t)
a valeurs dans R défini pour ¢ € [0, 00| tel que
1) W(0) =0 p.s.
2) les trajectoire de ¢t — W (t) sont p.s. continus.
Pour toute suite finie de temps 0 < t; < ... < t,, et boréliens A;... A, CRon a:

PW(t1) € (A1),..., W (tn) / / (1,0, 21)p(ty — t1, 1, 2)
Aq

n - tn 15 Tn—1; xn)dxl dxn (11)
ou
1 (z=y)*

p(tl,x,xl):\/%exp_ 2t (1.2)

défini pour touts x,y € R et t > 0 est appelée la densité de transition.

1.1.2 Remarque :

Le processus de Wiener W (¢) a la distribution normale de moyenne 0 et variance t.
1.1.3 Proposition

Pour tout 0 < s < t incrément W (t) — W (s) suit la distribution normale de moyenne 0

et de variance t — s.
Preuve. (Voir [24]).

1.1.4 corollaire
Pour tout 0 < s <t I'incrément W (t) — W (s) est indépendant de la tribu engendrée F :
Fs=o{W(r):0<r <s} (1.3)

5



Preuve. (Voir [24]).

1.1.5 Théoréme

Un processus stochastique W(t),t > 0, est un processus de Wiener si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiés :

1) W(0) =0 p.s.

2) les trajectoire de t — W (t) sont continuus.

3) W (t) posséde des incréments statinnaire indépendants.

4) I'incrément W (t) — W (s) a la distribution normale de moyenne 0 et de variance t — s.
Preuve. (Voir [25]).

1.1.6 Théoréme

La variation des trajectoires de W (t) est p.s. infini
Preuve.(Voir [25]).
Le théoréme 1.1.4 a des conséquences importantes pour la théorie de la Intégrante sto-

chastique présenté dans le prochain paragraphe. c’est car une intégrale de la forme

/0 £ (1) (1.4)

ne peut pas étre définie dont les trajectoires sont p.s. continus.
1.1.7 Théorém

Avec la probabilité 1, le processus de Wiener est non-différentiable en tout ¢ > 0.
Preuve.(Voir [25]).

1.2 Calcul d’Intégrale stochastique de Ito

Nous suivrons une construction ressemblant a celle de I'intégrale de Riemann. Premiére
I'intégrale sera définie pour une classe de processus constants par morceaux appelé proces-
sus en escalier aléatoires. Ensuite, il sera étendu a une grande classe par approximation.
Il existe au moins deux différences majeures entre les Riemann et Intégrales Ito. L'un est le
type de convergence. Le rapprochement des intégrale de Riemann convergent dans R, tan-
dis que l'intégrale Tto sera approchée par des séquences de variables aléatoires convergent
dans L?. L’autre différence c’est que les sommes de Riemann approchant l'intégrale d’une
fonction f: [0, 7] — R sont de la forme

[y

n—

f(si)(tiv1 — ) (1.5)

s
Il
=)



ou 0=ty <t <---<ooands; est un point arbitraire [t;,?;11] pour tout ¢. La valeur
de l'intégrale de Riemann ne dépend pas du choix de points s; € [t;,t;11]. Dans le cas

stochastique des sommes d’approximation auront la forme

Z f(si) (W (tiva) — W(ts)) (1.6)

Il s’avere que l'approximation d’une telle limite ne dépend du choix des points intermé-
diaires s; € [t;, tiv1].
1.2.1 Définition

On appel f(t),t > 0 un processus aléatoire en escalier s’il existe une suite finie de nombres

0=ty <ty <---<t, et variables aléatoires de carrées intégrables 19,11, ...,7,_1 tel que
n—1

f(t) = Z MiX[(ti1)—(t:)] (1.7)
i=0

ou 7; is Fy-mesurable pour ¢« = 0,1,...,n — 1. L’ensemble des processus aléatoires en

escaliers sera noté M7, .
On observer que sous I’hypothése 7; est F;, mesurables assure que f(t) soit adapté a
la filtration F}. Sous ’hypothése 7; de carrée intégrables assure que f(t) est de carrée

est un espace vectoriel. tel que af + 8g € M?>

intégrables pour tout ¢. En plus, M? e

step
pour tout f,g € M2, et o, f € R.

1.2.2 Définition

L’intégrale stochastique d’un processus aléatoire en escalier f & Mftep

de la forme (1.7)
est défini par

[ 10t = v ) - wie) 19

1.2.3 Proposition

Pour tout processus aléatoire en escalier f € M, ftep l'integral stochastic I(f) est une variable

aléatoire de carrée intégrable, i.e. I(f) € L?, tel que

E(I(f)*) = E(/Ooo!f(t)Ith) (1.9)

Preuve. Voir [24]
1.2.4 Définition

On note par M? la classe des processus stochastiques f(t),¢ > 0 tel que

E(/OOO F(0)2dt) < oo (1.10)



et qui est une séquence f1, fa,... € M?_ de processus aléatoire en escalier telle que

step
lim B([ 1) - £(0F ) =0 (1.11)
n—oo 0
Dans ce cas, nous dirons que la suite de processus aléatoires en escalier fi, fo,... se

rapproche f € M?2.
1.2.5 Définition
On appel f € L? l'iintegrale Stochastique de Tto ( de 0 & oo) pour f € M? si
lim E(|I(f(t)) — I(fa(t)) =0 (1.12)

n—oo

pour toute suite fi, fa,... € M?>

step des processus aléatoires en escaliers approximatives

f € M?i.e. telle que (1.11) est satisfaite. Nous allons également écrire

/0 " A ) (1.13)

a la place de I(f).
1.2.6 Proposition
Pour tout f € M? liintegrale Stochastique If(t) € L? existe, est unique (comme un

élément dans L?i.e. a 'intérieur de I'égalité. p.s.) et satisfait

E(I(H)P) = B / @) (1.14)

Preuve. Voir [25]
1.2.7 Définition
Pour tout 7' > Onous noterons par M2 I’espace de 'ensemble des processus stochastiques
f(t),t >0 tel que
Xjo,rf € M? (1.15)

I'iintegrale Stochastique de Ito (de 0 a T)) pour f € M2 est définie par

I7(f) = I(xpom[) (1.16)

On écrit .
/0 f()dW (t) (1.17)

a la place de Ir(f).

Les processus pour lesquels lilntégrale stochastique existe ont été définis comme ceux qui
peuvent étre approchée les processus aléatoires en escaliers. Cependant, il ne doit pas
toujours vérifier si vraiment une telle approximation existe. Pour des raisons pratiques,
il est important d’avoir une condition suffisante pour qu'un processus simple ait une

intégrale stochastique. Dans le calcul il y a le résultat bien connu de cette sorte : I'inegrale



de Riemann existe pour certaine fonction sous condition données. Voici un théoréme de
ce genre pour 'intégrale de Ito.

1.2.8. Théoréme

Soit f(t),t > 0 un processus stochastique dont les trajectoires sont p.s. continues adaptées
a la filtration F}. alors

1)f € M?, i.e. the Ito inegral I(f) existe avec

E(/OOO FOPdt) < oo (1.18)

2)f € MZ.i.e. 'integral de Tto Ir(f) exists avec

E(/O F(0)2dE) < oo (1.19)

Preuve.(Voir [25]).
Le théoréme suivant qui fournit une caractérisation des M? et M2 | i.e. une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un processus stochastique f appartenit a M? ot & M2. 1l
implique la notion d’un processus progressivement mesurable.
1.2.9 Définition
un processus stochastique f(),t > 0 est appelée progressivement mesurable si pour tout
t>0

(s,w) — f(s,w) (1.20)

est une fonction mesurable de [0,%] x Q avec la tribu engendrée par o B[0,t] x F' a R. Ici
B[0,t] x F est le produit de la tribu engendrée par o sur [0,¢] x €, c’est a dire la plus
petite tribu engendrée par o contenant tous les ensembles de la forme A x B, ou A C [0, ¢]
est un Borelien B [ F.

1.2.10 Théoréme

1) L’espace M? se compose de tous les processus stochastiques progressivement mesurables
f(t),t >0 tels que

E(/OOO F(1)2dt) < oo (1.21)

2) L’espace M2 se compose de tous les processus stochastiques progressivement mesurables
f(t),t >0 tels que
T
E(/ FOPdL) < o0 (1.22)
0
Preuve.(Voir [24]).

1.2.11 Example
Le processus de Wiener W (t) appartient & M2. Donc the I'integral stochastique

/ WA - %W(T)Q - %T (1.23)



existe.

1.3. Propriétés de l’'intégrale stochastique

Les propriétés de base de Ito intégrante sont résumées dans le théoréme ci-dessous.
1.3.1 Théoréme
Les propriétés suivantes sont valables pour toute f,g € M% and o, 3 € R, and 0 < s < t

1) Linéarité

/0 (af(r) + Bg(r))dW (r) = a / )W (r) + B / oAV () (1.24)
2) Isométrie t
E(] / F(r)dW (r)[?) = B( / () 2dr) (1.25)

3) Propriété de Martingale

E( / F(r)AW ()| F.) = / AW () (1.26)

Preuve.(Voir [25]).

1.4. Différentiel Stochastique et Formule de Ito
1.4.1 Définition

Un processus stochastic £(¢),t > 0 est appelé un processus de Ito s’il a des trajectoires

continus et peut étre représenté comme suit

£(t) = £(0) + /0 a(t)dt + /0 b(t)dW (t)p.s. (1.27)

ol b(t) est un processus appartenant & M2 pour tout 7' > 0 et a(t) un processus adapté

a la filtration F} tel que
T
/ la(#)|dt < oop.s. (1.28)
0

pour tout 7" > 0. La classe de tous les processus adaptés a(t) satisfaisant (1.28) pour
T > 0 sera notée par L. Pour un processus de Ito £(t) il est d'usage d’écrire (1.27)

comme

dE(t) = a(t)dt + b(t)dW (t)p.s. (1.29)

et d’appeler d¢(t) le différentiel stochastique de £(t). Ceci est connu comme la notation
différentielle Ito.
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1.4.2 Example
Le processus de Wiener W(t) satisfait

W(T) = /0 ' AW (¢) (1.30)

Il s’ensuit que le processus de Wiener est un processus de Ito.

1.4.3 Théoréme (Formule de Ito, cas générale )

Soit £(t) un processus de Ito comme ci-dessus (1.29). Supposons que F(t,z) est une
fonction & valeurs réelles avec des dérivées partielles continues Fj (t, z), F.(t,z) et F,, (t,x)
pour tout t > 0 et x € R. Nous supposons également que le processus b(t)F.(t,&(t))
appartient a M?Z pour tout T > 0. Alors F(t,£(t)) est un processus de Ito tel que

AF (4, ()) = (FL(4,6(0) + FL(t, €(8))a(t) + = F (1, E@)6(0)dt + FL (¢, €)W (1)

’ (1.31)
Preuve.(Voir [24]).
1.4.2 Example ( Processus de Ornstein-Uhlenbeck )

Supposons que a > 0 et o € R sont fixés. on définit Y (¢),¢ > 0 une modification adaptée
de l'intégral de Ito

t
Y(t) = U.e_“t/ e dW (s) (1.32)
0
avec des trajectoires p.s continues. Alors Y (t) satisfait

dY (t) = —aY (t)dt + o.dW (s) (1.33)

t
V() = (660 €)= 0. [ e aW(s), F(t,o) = e '
0
1.5. Equations Differentielles Stochastiques

1.5.1 Définition
Soit
dé(t) = f(E@))dt + g(£(2)).dW (t) (1.34)
soumise a la condition initiale £(0) = &.
Un processus de Tto (), > 0 est appelé une solution du probléme de valeur initiale ci-

dessus, si & est une variable aléatoire Fy-mesurable | les f(£(t)) et g(£(t)) appartiennent,

respectivement, a Lk et M2 et

ﬂﬂ:&fAfwmﬁ+Ag@®MWWw (1.34)

pour tout 17" > 0.
L’existence et I'unicité de la solution dans le théoréme ci-dessous ressemble & celle de la

théorie des équations différentielles ordinaires, ou il est également crucial pour la solution
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de I’équation a étre Lipschitzienne et continue.
1.5.1 Théoréme
Supposons que f et g sont des fonctions Lipschitziennes et continues de R vers R,i.e. il

existe une constante C' > 0 telle que pour tout z,y € R

|f(x) = f(y)] < Clz —y|
l9(z) — g(y)| < Clz —y|

En outre, laisser & est une variable aléatoire Fj-mesurables de carré intégrable. Then the

initial value problem

de(t) = f(E(E))dt + g(£(1)).dW (1) (1.35)
£(0) =& (1.36)

soit une solution &, ¢ > 0 dans la classe de processus de Ito. La solution est unique en ce
sens que si 7(t),t > 0 est un autre processus satisfaisant (1.35) et (1.36), alors les deux

processus sont identiques que cela soit,
P(t) =n(t)vt >0) =1 (1.37)

Preuve.(Voir [24]).
pour plus de détails sur les E.D.S voir [24],[25].
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Chapitre 2

La Technique de Homotopie WHEP

2.1 Le Développement de Wiener Hermite et la technique

de la Perturbation

La méthode d’extension Wiener Hermite utilise les polyndmes d’Hermite Wiener qui
sont les éléments d’un ensemble complet de fonctions aléatoires statistiquement orthogo-

naux qui représente 1’étude de la sous-section suivante.
2.1.1 Définition de la fonction aléatoire Idéale

En basant sur la construction de la série, nous utilisons la fonction rialéatoire idéal" n(t)
d’une variable scalaire t. Cela peut étre défini de différentes fagons :
(a) comme la dérivée de la fonction aléatoire de Wiener W (t), or

(b)par les équations des moments

(n(t)) =0 (2.1)
(n(t)n(t)) = 0(t — t2) (2.2)

ol a est un processus Gaussien. L’équivalence de la définition de Wiener (a) est démontrée

par le fait que l'intégrale de n(t), comme suit

W(t):/o n(x")dz’ (2.3)

posséde toutes les propriétés de la fonction de Wiener et il est Gaussien.
Le polynome de Wiener-Hermite H(i)(tl,tz, ..., t;) satisfait a la relation de récurrence

suivante :

HO =1
HY(t) = n(t)
HP(ty,ty) = HY(t))HV (1) — 6(t; — t3)
H® (), ty,t3) = HO(ty, to) HY (ts) — HV (1)0(ty — to) — HO(t)0(t, — t5)  (2.4)

dans lequel n(t) est le processus de bruit blanc avec les propriétés statistiques suivantes
En(t) =0, En(ti)n(ts) = 6(t1 — ts) (2.5)
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ou d(—)est la fonction de Dirac et E désigne 'opérateur moyenne d’ensemble. I.’ensemble

de Wiener-Hermite est un ensemble statistiquement orthogonaux, c’est a dire
EHY HY =0 Vi#j (2.6)
La moyenne des fonctions H s’annule p.s., en particulier
EH® =0 i>1 (2.7)
Chaque fonction aléatoire G(t;w) peut étre étendue de la maniére suivante,
G(t) = GO + / GO (k1) HO (1) dt
R

+//G@)(t;tl,tg)H@)(tl,tQ)dtldtQ+--- (2.8)
®JR

ou les deux premiers termes sont la partie Gaussienne G(t;w). Le reste des termes dans
le développement représentent la partie non Gaussienne de G(t;w).

La moyenne de G(t;w) est,

pe = BG(tw) = GO(1), (2.9)

ol le processus de bruit blanc en temps est n(t;) = HV(t,).

La covariance de G(t;w) est
Cov(G(tw),G(T;w) = E(G(5w) — pa())(G(T;w) — pa(T))
:/G(l)(t;tl)G(l)(T;tl)dtl
R

—|—2//G(2)(t;t1,t2)G(2)(T;tl,tZ)dtldtQ—|—~~ (2.10)
IR

La variance de G(t;w) est

0 = B(G(tw) — pe(t))
/[G (t:t1)] dt1+2// Mt ty, to)2dty dty + - - - (2.11)

La technique WHEP peut étre appliquée sur les systémes linéaires ou non linéaires per-
turbé décrits par des équations différentielles ordinaires ou partielles. La solution peut étre
modifiée en ce sens que d’autres parties de le dévellopement de Wiener Hermite peuvent
étre prises en considérations et ’ordre requis des approximations peuvent toujours étre

faites en fonction de I'outil informatique.
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La solution du premier ordre peut étre obtenue lorsque 1’on considére uniquement la partie

Gaussienne de la solution du processus u(t;w) peut étre étendu comme,

u(t;w) = ul®(t) + / uD () HO () dty. (2.12)

La technique WHEP utilise le dévellopement suivant pour ses noyaux déterministes,
uO(t) = ul(t) + eul? () + 2ul () + -+ i =0,1,--- (2.13)

2.1.2 Example illstratif .( M.A. El-Tawil[6])

En 2010, MA El-Tawil et NA Al-Mulla [6] ont utilisé le HPM lié a la technique de WHEP
pour résoudre ’équation de diffusion non linéaire stochastique des pertes non linéaires

carrés ou cubes, comme suit,

ou(t, z;w)  dult,z;w)
ot B 0z
u(t,0) =u(t,L) =0, u(0,2)=¢(z), (2.14)

—eu"(t,z;w) + on(z,w); (t,x) € (0,00) x (0, L)

ou la viscosité ¢ est une échelle déterministe pour le terme non linéaire. Le terme de
non homogénéité o.n(x) est le processus de bruit blanc en espace en produit scalaire par
0. La solution du premier ordre peut étre obtenue lorsque ’on considére uniquement la

partie Gaussienne de la solution du processus u(t;w) peut étre étendu comme suit,

u(t; w) = u(t, ) + / uM (t, ;) HO (1) day. (2.15)
R
ot u9 (¢, x) and uV (¢, z; 1) sont des noyaux déterministes a évaluer. en remplacant dans

Eq. (2.14) ou n = 2, en prenant les moyennes nécessaires sur I’équation résultante, puis
en utilisant la méthode WHEP on a :

WOt z) = uP (¢t 2) + V(¢ 2) (2.16)
uM (t, ) = uél)(t, T 1) + )\ugl)(t, T; 1) (2.17)

en tant que premiére correction, on obtient les équations déterministes suivantes

ol (t, z) _ &2ul)

ot ox?
ul (t,0) = 0,ul’ (t, L) = 0,u (0, 2) = ¢(x) (2.18)
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Bu(o) (t,x) 32u(0) L
18t - 8:612 - [u(()O)]2 - /0 [u(()l)]zcml
u?(,0) = 0,u (¢, L) = 0,u{(0,2) = 0 (2.19)

0u(()1) (t,z;z1) 82u(()1)

o = 5.2 +0.0(x — x1)
w8, 0;20) = 0,0l (¢, Ly 1) = 0,ul(0, 23 21) = 0 (2.20)
ot ase) _ P o) )

ot 0x? ¢
uM(,0;0) = 0,ul)(t, Ly zy) = 0, (0, 2521) = 0 (2.21)

L’algorithme de la solution est d’évalueru(()l) et ugl) par l'utilisation de la séparation des

variables et le dévellopement de fonction propre, respectivement, et puis en calculant les
deux autres noyaux indépendamment en utilisant le dévellopement de fonction propre.
Les résultats définitifs du premier ordre de la moyennne et de la variance de la premiére

de correction sont respectivement :

pa(t, ) = ul(t, 2) + MO (¢, 2) (2.22)
L L
Varu(t,z) :/ [u[()l)]zdx1+2>\/ uél)ugl)dxl (2.23)
0 0

La technique WHEP peut étre appliquée pour résoudre les équation différentielles or-
dinaires ou partielles. Le dévellopement de Wiener-Hermite peut toujours étre pris en
considérations et 'ordre requis des approximations peut toujours étre fait.

2.1.3 Théoréme

La solution de Eq. (2.14),si elle existe est une série de puissance en A\, ie. u(t,z) =
Yoo Nui(t, ), si on a la série converge .

Preve Utiliser la méthode de Picard qui génére une séquence d’approximations qui

converge vers la solution.
2.2 La méthode de Homotopie et de la Perturbation

Pour illustrer les idées de bases de cette méthode, nous considérons I’équation différentielle
non linéaire suivante :

A(u) — f(u) =0,7€ Q (2.24)
Compte tenu des conditions aux limites de :
—) el (2.25)

ou A est un opérateur différentiel, B un opérateur de limite, f(r) une fonction analytique

connue et [ est la limite du domaine 2.
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L’operator A généralement étre divisée en deux parties L et IV, ou L est linéaire mais N
est non linéaire.

Eq. (2.25) peut donc étre réécrite comme suit :
L(u)+ N(u) — f(r) =0 (2.26)

En utilisant la technique de Homotopie, nous construisons une Homotopie v(r,p) : Q X
[0,1] — R, qui satisfait la relation :

H(v,p) = (1 = p)[L(v) = L(uo)] + p[A(v) = f(r)] = 0,p € [0,1],7 € Q (2.27)

H(v,p) = L(v) — L(uo) + pL(uo) + p[N(v) — f(r)] = 0, (2.28)

ou p € [0,1] est un paramétre que 1’on ajoute et ug est une approximation initiale of Eq.
(2.24), qui satisfait les conditions aux limites. En considérant Eqs. (2.27) et (2.28),nous

aurons

H(v,0) = L(v) — L(ug) =0, (2.29)
H(v,1)=A)— f(r)=0 (2.30)

Le parametre p varie de 0 a 1 et (v, p) de uo(r) & ui(r). En topologie, ¢’est ce qu’on appelle
la déformation, et L(v) — L(ug) and A(v) — f(r) Selon la méthode de Homotopie et de
la Perturbation (HPM), on peut d’abord utiliser le paramétre p comme un parametre
de puissance , et supposer que la solution des équations (2.27) et (2.28) peut étre écrite

comme une série de puissance enp :
v =1vy+pv+pire+ ... (2.31)

Posons p = 1, alors v = lim,,_,; v d’oi1 on trouve la solution approchée de Eq. (2.24).

La combinaison de la méthode de Perturbation et la méthode de Homotopie est appelée
la méthode de homotopie et de la perturbations (HPM),qui est différente de la méthode
de la perturbation traditionnels.

La série (2.31) est convergente pour la plupart des cas. Toutefois, le rayon de la convergence

dépend de I'opérateur non linéaire A(v).
2.3 La méthode de Homotopie WHEP

L’un des principaux inconvénients de la technique WHEP est de résoudre les problémes
de perturbation uniquemaent, donc le probléme doit contenir un petit parameétre. Cet
inconvénient peut étre surmonté a ’aide de la HPM a la place des méthodes de pertur-
bation classiques. Ainsi, en utilisant le dévellopement de Wiener-Hermite et la technique
Homotopie et la Perturbation , ou la méthode Homotopy WHEP peut approximativement

résoudre des équations différentielles stochastiques non linéaire en obtenant la moyenne
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et la variance du processus de la solution.

La méthode Homotopie WHEP fournit un moyen systématique pour résoudre des équa-
tions différentielles stochastiques lorsque la convergence est assurée..

En appliquant cette technique sur 1’équation. (2,14) avec n = 2, On obtient les résultats
suivants :

1. En premier lieu, on applique la méthode du dévellopement de Wiener-Hermite, les

équations suivantes sont obtenus :

Ru®(t 2) = —A\[uO(t, 2)]2 — A, / *[u (¢, 22 )Py (2.32)

Ru(t, ;1) = =200 (t, 2)uD (t, 2, 11) + 00 (2 — 1) (2.33)

S p_ 0 9
OUR_Bt 57

2. On utilise la méthode HPM dans la résolution des équations différentielles non linéaires

(2.32) et (2.33), les fonctions Homotopies sont construites :

Hy = R(v) — R(yo) + plR(y) + A, /O (w)2dzr] = 0 (2.34)
Hy; = R(w) — R(20) + p[R(20) + 2 \vw — 0.0(x — x1)] =0 (2.35)
where
v =u9(t,z)
= ulP(t, x) + pul(t, ) + PP (t,2) + .. (2.36)
and

w=uW(t, ;1)

= u(()l)(t, x;x1) + pugl)(t, x;x1) + pQuéo) (t,x;z1) + ... (2.37)

3. En substituant les équations. (2.36) et (2.37) dans (2.34) et (2.35), puis assimiler les
puissances en p des deux cotés de I'équation, nous obtenons le systéme d’équations itéra-

tives suivantes :

R(u(t,2)) = R(yo(t, ), y0(0, ) = ¢(x),yo(t.0) = yo(t, L) = 0 (2.38)
R(ul" (t, 3, 21)) = R(20(t, 2:21)), 20(0, 23 31) = 20(t, 05 21) = 20(t, L 1) (2.39)

and
R(ugo)(t,x)) = —R(yo) — )\[u(()o)(t,x)]2 — /\./0 [u[()l)(t,x; r1))%dx, (2.40)
R(u(ll)(t, x;11)) = —R(z0) — 2/\.u80) (t, a:)uél)(t, x;x1) + 0.0(x — x1) (2.41)
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and

L
R(ugo)(t,x)) = —2)\.u80)(t,:c)ugl)(t,a:; x) — 2)\./0 u(()l)(t,x; xl)ugl)(t, x;xy)dr;  (2.42)

RV (t, 23 21)) = =220 (t, 2)ulV (¢, 2 1) — 2200 (8, )l (¢, 23 2) (2.43)

Par 'utilisation de notion des fonctions propres [26], et en substituant dans le premier
modele de correction, puis en utilisant les expressions générales de la moyenne et de la

variance, on obtient les résultats pour ¢(x) = x comme dans les Fgures 1-4.

— — — HW-1,0 core .

EEEEEEEI Il.l-l-;.ll Lo ke,

T r....?.___‘_1

d.2 4.4 ¢ LRI -

Fig. 1: Differentes corrections de I'espérance, Homotopy WHEP n=2
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i
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.3 Do Al g4 o1 1.2 1.4

Fig. 2: Differentes corrections de la variance, Homotopy WHEP
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Fig. 3: La Seconde correction de I’espérance, Homotopy WHEP

var-Usecord cor ., x=.5, b=1
0.0275
0.025
0.0225
0.02
0.0175
0.015
0.012%

0.20.40.60.8 1 1.21.4

Fig. 4: La Seconde correction de la variance, Homotopy WHEP

L’utilisation de la méthode de Homotopie et de la Perturbation liée a technique
WHEP pour résoudre les EDS est meilleur par rapport a l'utilisation de la méthode de
Homotopie et de la perturbation seule. Le dévellopement de Wiener-Hermite est connue
a étre convergent, mais ’application de la méthode de Homotopie et de la perturbation
(HPM) peut conduire & des divergences parce que la méthode (HPM) a da utiliser une
assez bonne estimation initiale. cet inconvénient est surmonté en utilisant la méthode
Homotopie et d’Analyse (HAM) qui représente la nouvelle approche et la nouvelle contri-
bution dans cette thése pour résoudre I’équation (2.14) en particulier 'objet de I'étude
dans les chapitres 3 et 4. Les résultats des chapitres 3 et 4 forment une partie éssentielle

du travail |7] publié dans le journal International Journal of Mathematical Analysis.
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Chapitre 3

Résolution d’un probléme de valeur
initiale par la technique de HAM
WHEP technique

3.1 Résolution de 1’équation de Langevin par plusieurs
méthodes : HAM, WHEP et HAM WHEP technique

Cette partie traite I’équation de Langevin en utilisant trois techniques, en particulier :
WHEP, HAM et HAM WHEP technique. Nous considérons I’équation de Langevin pour
n =23,

8u§9t;w) = —eu"(tw) +o(t)n(t,w);t € (0,00)
o (3.1)

ou n(t,w) est le processus de bruit blanc en temps, o(t) est une fonction continue et ¢ est

une constante.
3.1.1 La méthode de I’Analyse Homotopique

La méthode d’analyse homotopique (HAM) initialement proposé par SJ Liao dans
son thése de doctorat [17]. Une approche claire et systématique est exposée sur la tech-
nique de HAM est donnée dans [18]. Ces derniéres années, ce procédé a été utilisée avec
succes pour résoudre de nombreux types de problémes non linéaires en la science et de
I'ingénierie|1, 2, 13, 15, 20]. HAM contient un certain auxiliaire paramétre h, ce qui fournit
un moyen simple pour régler et controler la région de convergence. De plus, par l'inter-
médiaire de la dite A-courbe, une région valable de h peut étre étudié pour obtenir une
convergence de la serie de solution. Il est important de noter que, on a une grande liberté
pour choisir A et L dans HAM. Ainsi, par HAM, solutions analytiques explicites de pro-
blémes non linéaires sont possibles

Pour décrire I'idée de base de la HAM, nous considérons I’équation différentielle suivante,
Nlu(z,t)] =0, (3.2)
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ou N est un opérateur non linéaire, = et t désigne les variables indépendantes, u(z,t) est
une fonction inconnue, respectivement. Au moyen de généraliser la méthode traditionnelle

de Homotopie, S.J. Liao [17] construit la dite : équation de déformation d’ordre zéro,
(1—q)L[V(x,t;q) — up(z,t)] = ghH (x,t) N[V (x,t; q)], (3.3)

ou ¢q € [0,1] est un parameétre intégré, h est le paramétre auxiliaire différent de zéro et
H(z,t) est la fonction auxiliaire non nulle £ est un opérateur linéaire auxiliaire,ug(x,t)
est une estimation initiale de u(x,t) et ¥(z,t; q) est une fonction inconnue.

De toute évidence, lorsque ¢ = 0 et ¢ = 1 tous les deux,
U(x,t;0) = ug(x,t) and W(z,t;1) = u(z,t), (3.4)

détiendront respectivement. ainsi que ¢ augmente a partir de 0 a 1, la solution ¥(z,t; q)
varie de la condition initiale ug(x,t) a la solution wu(z,t).

utilisant le développement de Taylor pour W(zx,t;q) par rapport a g,on a

U(w,tiq) = u(z,t) + > ttm(z,1)q"™, (3.5)
m=1
o 1 0™(,t; q)
_ 1 omV(x,t;q
Um, (.T, t) m| aqm =0 (36)

Si Popérateur linéaire auxiliaire, I’estimation initiale, paramétre auxiliaire A et la fonction

auxiliaire sont si bien choisis, donc la serie (3.3) converge pour ¢ =1 et,

uw(x,t) = ug(z,t) + Z Um(x, 1), (3.7)
m=1
qui est la solution de I'équation d’origine, comme le prouve S.J. Liao [18]. pour H (z,t) = 1
et h = —1, l'equation (3.3) deveint,
qui est principalement utilisé dans la méthode de perturbation Homotopique (HPM) prou-
vant que le HPM est un cas particulier de la méthode de 1’analyse Homotopique(HAM).

Comparaison entre la HAM et HPM peut étre trouvée dans [12, 19]. D’aprés I’équation

(3.6), I’équation qui régit, peut étre déduite de ’équation d’ordre zéro de déformation
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(3.3). définir le vecteur,

Uy = {uo(z, t), ur(z,t), ..., up(x,t)}. (3.9)

Différenciant 1’équation(3.3) m fois par rapport le paramétre intégré ¢ et puis on met ¢ = 0

et finalement en les divisant par m!, nous avons qu’on appelle mth ordre de déformation,

Ll (2, t) = Xmtm—1(x,t)] = RH (2, ) Ry (tm—1), (3.10)
ou
wefr s a1y
“ ] L O IN (et )
Ronlin1) = oy g, (3.12)

Pour tout opérateur non linéaire donné N et le térme R,,(@,,—1) peut étre facilement
exprimée par I’équation (3.12). Ainsi, nous pouvons obtenir ug(z,t), u;(z,t), . ..au moyen
de la résolution de l'équation de déformation d’ordre supérieur linéaire (3.10). le mth

ordre d’approximation de u(x,t) est obtenu par,

u(@,t) = (1) (3.13)

La solution approchée est en fonction de A, qui joue un role nécéssaire et important dans
HAM pour déterminer la convergence de la série de solution. On peut ajuster et controler
la région de convergence (3.13) au moyen du paramétre auxiliare f. Pour obtenir la région
de validité en % nous tracons d’abord qu’on appelle h-courbe de w(z,t), w(z,t)],_, ou
a € [a,b] et ainsi de suite. Selon celles-ci h-courbes, il est facile de découvrir la région
valide A, ce qui correspond a des segments de ligne a peu prés paralléle a ’axe horizontal.
Théoreme

Selon S.J. Liao [18], la série (3.13) converge vers u(x,t),00 u,,(z,t) dont elle est régie par
I'équation de déformation d’ordre élevé (3,10) avec les définitions (3.11) et (3.12), et elle
doit étre la solution exacte de I’équation (3.2).

Preuve. See S.J. Liao [18].

23



3.1.2 Utilisatiuon de WHEP méthode pour résoudre I’équation
de Langevin

At n =21eq.(3.1) devient,

ou(t;w) - |
5~ cU (t;w) + o(t).n(t,w);t € (0,00)
o=t (3.14)

ou n(t,w) est le processus de bruit en temps, o(t) est une fonction continue et £ est une
constante.
Par lapplication de la technique de WHEP a l'eq (3.14) et en prenant les moyennes

nécessaires, nous obtenons les équations suivantes,

8u22(t> = —c[u@ ()] - 5/[u(1)(t; £1)]2dt, (3.15)
% = —2cu (t)u (t;11) + 0 (1)t — ). (3.16)
i) =00+ Wy )i .17

L’application de la technique de perturbation, les noyaux déterministes peuvent étre re-

présentés en approximation du premier ordre en tant que,

uO ) = ul (1) + el (1), (3.18)

uW(t;ty) = ul (t 1) + eul (t:41). (3.19)

(0

La solution cherchée est alors évaluer uo) and u(()l)

puis en calculant les deux autres
noyaux indépendamment. Les résultats définitifs du premier ordre moyen la variance de

la premiére de correction sont respectivement,

pa(t) = u (1) (320)

ol(t) = /[u(l)(t; t1))2dt, (3.21)

24



3.1.3 Utilisation de HAM pour résoudre 1’équation Langevin

Afin de résoudre I’équation. (3.14) par la méthode de HAM, nous choisissons la

premiére approximation,

ug(t) = 1, (3.22)
et 'opérateur linéaire auxiliaire,
oV (t; q
L[V(t;q)] = (;t ), (3.23)
et 'opérateur linéaire auxiliaire,
£[Cl] == 0,

ol ¢; est constante d’intégration. En outre, I'Eq. (3.14) suggére que nous définissons

I’equation suivante,

N[V (t;q)] = %—\f +eU? — o(t).n(t) (3.24)

En utilisant la définition ci-dessus, on construit I’équation de déformation d’ordre zéro
(1= q)£[¥(t;q) — uo(t)] = ghH (1) N[¥(t; q)]. (3.25)
pour H(t) =1, I'éq. (3.25) devient,
(1 — ) £[¥(t; q) — uo(t)] = ghAN[¥(t; q)] (3.26)
et qu’on appelle ’équation de déformation d’ordre mth ,
Ltm(t) = XmUm—1(t)] = ARy (Um-1), (3.27)
avec la condition initiale,
U, (0) = 0, (3.28)
ou

Rm(ﬁm—l) = (um—l)t + 5<um—1)2 - (1 - Xm)a(t)n(t>' (3-29)
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Or, la solution de I’équation (3.27) de déformation d’ordre mth pour m > 1 devient,

t
U (8) = Xomtim 1 () + T / Rt 1)d7 + 1. (3.30)
0

la constante ¢; est déterminée par la condition initiale (3.28).
Prenant les moyennes nécessaires avec o(t) = t, on obtient les résultats suivants lors de

I’obtention a la fois 'approximation du quatriéme ordre pour la moyenne et la variance,

respectivements,
3t + 3R° + h?
Mu:1+ht+(2+h)(h+h2)t+( i 3 i )t3
(h+n*? , 3n*(1+h)
ey
RP(h+h%) o RS RS o RS,
—— T B — 31
AR U R L (3.31)
h 4 h?)? 2h4 (1 + h RS RS
ag(t):( +3 )t3+ (3+ )t5+§t7+§t8. (3.32)

La valide valeur de h qui garantit la convergence de la séries solution se trouve en tragons
la A-courbes obtenues a la fois a partir du quatriéme ordre HAM approximation de la
moyenne et de la variance représenté par les Figures 5 and 6 respectivements. La région

valide de h correspond a des segments de lignes a peu prés paralléle a ’axe horizontal.

e=1

L L L L L L L L Il L L L L Il L L L L [ h
-2.0 -15 -1.0 -0.5

Fig. 5: La h-courbe de ’espérance obtenue par la quatriéme ordre d’approximation HAM WHEP
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e=1
a2(0.)
0.0020 -

0.0015
0.0010 -

0.0005 -

P B “A-‘_‘_m" P S S

-15 -1.0 -05 0.5 10

-2.0

Fig. 6: La h-courbe de la variance obtenue par la quatriéme ordre d’approximation HAM WHEP

3.1.4 Utilisation de HAM WHEP technique pour résoudre
I’équation Langevin

En appliquant la technique de WHEP sur I'exemple proposé par I’équation(3.2), et

en prenant les moyennes nécessaires, nous obtenons les équations suivantes,

t

3“2;(25) = —c[u® @) - 5/[U(1)(Tf; t1))dts, (3:33)
UL _pea® ey (t511) + (1)t — 1) (3.34)

ot

Afin de résoudre les équations (3.33) et (3.34) par la HAM, nous choisissons les approxi-

mations initiales

W)y =1, ul(tt) =t (3.35)

En appliquant la méme approche que dans le paragraphe (3.1.2) avec o(t) = t. La valide
valeur de h qui garantit que la solution soit convergente est obtenue en tracon la hbar-
courbes a partir du sixiéme ordre d’approximation de HAM WHEP de la moyenne et
du cinquiéme ordre d’approximation de HAM WHEP de la variance représentées par les
Figures 7 and 8 respectivements. Comme mentionné S.J. Liao [18], la région valable et
la valide valeur de hbar correspond a des segments de lignes & peu prés paralléles a I'axe
horizontal.
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e=1
a2(0.1)
0.0015 -
0.0010 -
0.0005
L L L L L L L L L L L L L L L L L L N | h
-2.0 -15 -1.0 -05

Fig. 8: La h-courbe de la variance obtenue par la cinquiéme ordre d’approximation HAM WHEP

Maintenant, compte tenu le cas n = 3 et procédant d’une fagon similaire comme dans
le paragraphe 3.1.2 et 3.1.3, les résultats sont obtenus a partir de la h-courbe a la fois
du quatriéme ordre d’approximation de HAM WHEP de la moyenne et de la variance
représenté par les figures 9 et 10 respectivement. La région valide de A correspondent a

des segments de lignes a peu prés paralléles a I’axe horizontal.
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e=1
#u(0.2)
1.0+

ool

08l

26 20

Fig. 9: La h-courbe de ’espérance obtenue par la quatriéme ordre d’approximation HAM WHEP

L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L § h
-15 -1.0 -05 r

e=1
a2(0.0)

0,00030 -
0.00025 -
0.00020 -

0.00015 -

Il I I I I Il I I I I Il I I I I Il I I I I Il I I I I [ h
75 20 _15 _10 ~05 .

Fig. 10: La h-courbe de la variance obtenue par la quatriéme ordre d’approximation HAM WHEP

En ce qui concerne seulement une approximation de premier ordre, on peut noter a la
fois la méthode de HAM et la techniques de HAM WHEP donnent des résultats proches.
La technique de HAM WHEP est alors efficace en raison de ses possibilités de correction.
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Chaptire 4

Résolution d’un probléme aux limites
par la technique de I’Analyse
Homotopique liée a la technique de
developpement de Wiener Hermite et la
Perturbation

Dans ce chapitre, I’équatione stochastique non linéaire de diffusion généralisée des

pertes carrés ou cubic eu? or eu? est résolu par la methode de HAM WHEP comme suit :
ou(t, z;w)  ult,z;w)

ot B dz?
u(t,0) =u(t,L) =0, u(0,z)=¢(z), (4.1)

—eu?(t, x;w) + o(t).n(t,w); (t,z) € (0,00) x (0, L),

ou o(t).n(t,w) est le processus en temps de bruit blanc produit par o(t) : o(t) est la partie
de temps continu de la force aléatoire.
En appliquant la technique de WHEP sur I’équation proposée dans (4.1), et en prenant

les moyennes nécessaires, nous obtenons les équations suivantes,

t

 efuO(t, 2)? — e / (¢, 2 41)]2d,

u(t,0) =uOt, L) =0, u9(0,2) = ¢(x) (4.2)

ouO(t,x)  0*uO(t,x)
ot B O0x?

OuD(t,z;ty)  O*u(t,z;ty)
ot N Ox?
uV(t,0;t) =uV(t, L;ty) =0, uM(0,2:t) =t. (4.3)

— 2eu O (t, 2)uM (t, 2 1)) + o (1)(t — t1),

Afin de résoudre les équations (4.2) et (4.3) par la méthode de HAM, nous choisissons les
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approximations initiales,

WOt z) = o(x), ul(t,zit1) =t, (4.4)

et les opérateurs linéaires auxiliaires,

ouO(t, z; q)
ot ’

ot ’

L1[uO(t, 25 9)] = LoluV(t, 515 )] = (4.5)

avec les propriétés,

£1[Cl] = £2[CQ] = 0. (46)

ol ¢ et ¢y sont des constantes d’intégrations..

les équations (4.2) and (4.3) suggérent que nous définissons les opérateurs non linéaires

ouO(t, z; q) B O*uO(t, )
ot 0z?

t

+ e[u@(t, 2)]? + ¢ /[u“)(t, x;yt)))2dty, (4.7)

N[ (t, ;)] =

uV(t,zsti;q)  PulD(t,ati5q)
ot 0x?
— (1= xa)o(B)6(t — 1), (4.8)

MOt 23 t150)] = + 2eu0 (8, 2)u (75 1)

En utilisant la définition ci-dessus, nous construisons la déformation d’ordre zéro avec
H(t,x) =1, 0on a:

(1 — @) £1[uO(t, 25q) — ul (t, )] = ghN[u@ (¢, 2; )], (4.9)

(1= @) £o[uV(t, 2 t1;q) — ulV(t, 23 t1)] = qhM D (¢, 23t )], (4.10)

et qu’on appelle les équations de déformations d’ordre mth pour m > 1 et on a :

£1[u? — ] = hRO @) ), (4.11)

m—1 m—1
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£xfuly) = Xty L] = BRO(,L),

avec les conditions initiales,

ot,

dtl)

=
s
~~
1
3
L
S~—
I
—~
S
33
S~—
o~
A
@
\/
8
s
+
m
l\D
+
™M
o\

RO@Y ) = () = () + 2600l | — (1= X))o (1)5(t — 1)

m 1

Les solutions des I’équations de déformations d’ordre mth (4.11) et (4.12) sont,

t

D (t,3) = o)+ 1 [ BO@ )i+ e

0

uD(t, 23 t,) = Yt + / RO@Y Ydr + c.
0

On obtient les résultats pour o(t) = ¢ and ¢(z) =

t4
! (t.a) = h(7 +1a*) and w(tx) = hia?,

et ainsi de suite.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

La valide valeur de h qui garantit que la solution soit convergente est obtenue en tracon la

hbar-courbes a partir du cinquiémme ordre d’approximation de HAM WHEP a la fois de

la moyenne de la variance représentées par les Figures 11 and 12 respectivements. Comme

mentionné S.J. Liao [18], la région valable de hbar correspondant a des segments de lignes

a peu pres paralléles & I'axe horizontal.
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O(x)=x=0.5,e=1

1u(0.1)
0.50+

T S S S S RS S I h
-2.0 -15 -10 -0.5

Fig. 11: La h-courbe de D’espérance obtenue par la cinquiéme ordre d’approximation HAM
WHEP

O(x)=x=0.5,e=1
72(0.2)

L L L L L L L L 1 L L L L L
-2.0 -15 16 -05

Fig. 12: La h-courbe de la variance obtenue par la cinquiéme ordre d’approximation HAM WHEP

Maintenant, compte tenu du cas n = 3, I’équation (0.2) d’intérét dans le présent

document devient,
ou(t,z;w)  O®ult, z;w)

ot B Oz
u(t,0) =u(t,L) =0, u(0,z)=¢(z), (4.19)

—eul(t, x;w) + o(t).n(t,w); (t,z) € (0,00) x (0, L),

ou o(t).n(t,w) est le processus en temps de bruit blanc produit par o(t) : o(t) est la partie
de temps continu de la force aléatoire.

En procédant de la méme maniére que précédemment. La valide valeur de A qui garantit
que la solution soit convergente est obtenue en tracon la hbar-courbes a partir du qua-
triemme ordre d’approximation de HAM WHEP 4 la fois de la moyenne de la variance

représentées par les Figures 13 and 14 respectivements. Comme mentionné S.J. Liao [18],
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la région valable de hbar correspondant & des segments de lignes & peu prés paralléles a

l'axe horizontal.

x=0.5,e=1
#u(0.1)
0.60F
055F
L L L L L L L L L L L L h
-25 -20 <15 -1.0 -05

Fig. 13: La h-courbe de l'espérance obtenue par la quatriéme ordre d’approximation

WHEP

#(x)=0.5,e=1
o301

0.00055 -

0.00050

0.00045

0.00040

=20 -15 -1.0 -05

HAM

Fig. 14: La h-courbe de la variance obtenue par la quatriéme ordre d’approximation HAM WHEP
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Conclusion

Cette thése est cosacrée a 1’étude d’une nouvelle approche qu’on appelle la méthode
Homotopie et ’Analyse liée au développement de Wiener Hermite et la Perturbation
et appliquée pour résoudre une certaine classe d’équations différentielles stochastiques.
L’avantage de ctte méthode est de surmanter les diffucltées résultantes de la méthode de
la Homotopie et la perturbation car 1'utlisation des méthodes perbatives peut conduire
a divergence de solution et le choix doit etre bon de de la condition initiale dans la
méthode de Homotpie et de perturbetion pour qu’on puisse garantir la convergence de
la solution. La méthode Homotopie et d’Analyse utilise un paramétre h de controle la
région de convergence de la série de la solution et on a une grande liberté de choisir la
condition initiale ce qui est différent de HPM. La méthode a été applliquée avec succée
sur une certaine classe d’EDS dont nous avons eu la convergence de la série de la solution
les résultats sont interprétés par des courbes . Touts les résultas prouvent I'imporatance
de la nouvelle approche.

Actuellement nous nous somme interrsser par l'application de la nouvelle approche pour

résoudre I'équation de Navier Stokes & une dimenssion .
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Appendice

Les Polynémes de Wiener-Hermite

La méthode de développement de Wiener Hermite WHE utilise Les Polynomes de
Wiener-Hermite dont ils sont des éléments d’un ensemble complet des variables aléa-

toires statistiquement ortogonales. Chaque fonction aléatoire G(t), peut etre développée

en terme des Polynomes de Wiener-Hermite H™ (ty,t,,...,t,) as :
Zg WG (bt .t ) H™ (ty, .o t,)dt™ (B.1)
dt™ = dtldtQ (B.2)
ott GM(t,ty,...,t,) sont les noyaux en fonction de temps t.
Les Polynomes de Wiener-Hermite H™(t,t,,...,t,) satisfait la relation de récurrence
suivante :

H(n) (tla o, ... 7tn) = H(n_l)(tb t27 s atn—l)H(n) (tn)
n—1
=Y CH" (b, t0) St — 1), i > 2,0 > 2 (B.3)

i=1

For example

W (t) = n(t)
(2)@1 ty) = HW (t) HY () — 6(ty — t2)
H® (), t5,t3) = HO(ty, to) HY (ts) — HV (1)0(ty — t5) — HO(t)0(t, —t3)  (B.4)

ou n(t) est processus de Bruit blanc, en particulier on a :

En(t) =0, En(t)n(ts) = 0(t, — ta) (B.5)
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ou 6(—) est la fonction de Dirac, tel que pour toutes fonction f(x) on :,

/fmww—xMx:ﬂw

L’ensemble de Wiener-Hermite est statistiquement orthogonale, i.e.

EHO HD =0 Vi

Propriétés des Polynémes de Wiener-Hermite
H' and H’ sont orthogonales, i.e;

EHD(ty, ty, ... t)HI (ty, ty, ... t;)) =0,Vi #j
La moyenne pour touts les H s’annule, en particulier,

EHO(ty,ty, ..., t;)=0,i>1

EH® (t,,t,)H® )(tg,,zt4 = 0ty — t3)0(ta — t4) + 6(t; — )
EHW () H?(ty, t3) HV (ty) = 6(ty — t2)0(ts — tg) + 5(ty — t3)
EH® (ty,t)H (t3) HO (ty) = 6(ty — t4)0(ty — t3) + 0(ts — ty)
EHW (t)H (t) H(t(3), ta) = 0ty — t3)0(ts — ta) + 0ty — t4)
EHWY(t )H<1>(t2) . HWY(t;) =0, 0dd
EHM (t) HY (t2) HY (3) = 0
EHY (tVHO (t)HO (t5) HY (ty) = 6(ty — t2)d(ts — t4) 4+ 6(t1 — t3)0(ty — t4)

+ 0(ty — t4)0(ty — ts)
EHOH™ =014+ m = odd

t

B( /0 tU(T)n(T)dT): / () En(r)dr = 0

o (1) En(m)n(m)drdr

M[dmmw#;/EmMmmmfdm<mm>

7'2 7'1 —Tg)dTldTQ

(o(T )) dr, whenty — 11

[ L
[ ]
-/
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(B.6)

(B.8)

(B.19)



Les Polynomes de Wiener-Hermite sont symétriques;

HO(ty by, bty o t) = HO(t, b, s -
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Abstract

In this paper, we construct a new method based on the Homotopy
analysis method (HAM) linked to Wiener Hermite expansion
perturbation (WHEP) technique and it is called HAM WHEP and then
apply it to solve the generalized stochastic nonlinear diffusion
equation with square or cubic nonlinear losses by obtaining the
average and variance of the solution process. The aim of applying this
new technique is to overcome the difficulties arising from the
Homotopy perturbation method (HPM). Accordingly, applying HPM
linked to WHEP in [6] may lead to divergence. This disadvantage is
overcome by using the HAM which guarantees the convergence of the
series solution. In this direction, this paper revisits and solves the sto-
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chastic nonlinear diffusion equation in [6] by applying the HAM
WHEP technique. All test problems reveal the accuracy and the
convergence of the suggested method.

Mathematics Subject Classification: 65L05; 34A25; 34B15

Keywords: Stochastic nonlinear diffusion equation; Homotopy analysis
method; Wiener hermite expansion; Homotopy analysis wiener hermite
expansion and perturbation technique

1 Introduction

The mathematical modeling of many real-life phenomena by reason of
random perturbation are not possible by ordinary differential equations, and hence
are often modeled by using stochastic differential equations in order for the model
to become more realistic [16, 22]. Because such differential equations cannot
usually be solved analytically, the study of numerical methods is required and
these must be designed to perform with a certain order of accuracy. Many authors
investigated the stochastic diffusion equation under different views [5, 21].
Recently, M.A. El-Tawil used the Wiener Hermite expansion together with
Perturbation theory (WHEP) technique to solve a perturbed nonlinear stochastic
diffusion equation [4]. The technique has been then developed to be applied on
non-perturbed differential equations using the Homotopy perturbation Method
linked to Wiener Hermite expansion perturbation technique and it is called
Homotopy WHEP [3]. However, as mentioned S.J. Liao [19], Homotopy
perturbation method (HPM) is only a special case of the Homotopy analysis
method (HAM). The difference is that, the HPM had to use a good enough initial
guess, but this is not absolutely necessary for the HAM. This is mainly because
the HAM uses a so-called convergence control parameter & to guarantee the
convergence of approximation series over a given interval of physical parameters.
So, the Homotopy analysis method (HAM) is more general.

In 2010, M.A. El-Tawil and N.A. Al-Mulla [6] used the HPM linked to WHEP
technique to solve the stochastic nonlinear diffusion equation with square or cubic
nonlinear losses, as follows,

aU(té:;a)) _ azug);;“a’)_gu”(t,x;co)+a.n(t;a)); (t:x) e (0,) (0, L), (1)

u(t,0)=u(t,L)=0,u(0,x)=¢(x),

where the viscosity ¢ is a deterministic scale for the nonlinear term. The non
homogeneity term o.n(t) is a time white noise process scaled by o .
However, solving the stochastic nonlinear diffusion equation (1) mentioned
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above did not consider the influence of using the HPM on the convergence of the
series solution. In fact, there is absolutely no guarantee that perturbation methods
result in a convergent solution. Accordingly, using the HPM linked to WHEP in
[6] may lead to divergence. This disadvantage is overcome by using the
Homotopy analysis method (HAM) linked to WHEP (HAM WHEP) technique.

In this direction, this paper revisits and solves the stochastic nonlinear
diffusion equation in [6] by applying the HAM WHEP technique. All test
problems reveal the accuracy and convergence of the suggested new method.

The main aim of this paper is to construct and develop a new approach based
on the Homotopy analysis method introduced in WHEP (HAM WHEP) technique
and then apply it for solving the diffusion equation under square and cubic
nonlinearities and stochastic non-homogenous on a class of differential equations.
Some statistical moments are obtained, mainly the ensemble average and variance
of the solution process with corresponding figures.

In this study, for our aim we consider the generalized stochastic nonlinear

diffusion equation with square or cubic losses eu’oreu’of interest is of the
following form,

8U(té;(;0)) _ azug[);;(;a)) _ wn(t, X a))+ O—(t)_n(t; a)); (t; x) € (O,oo)x (0, L), (2)

u(t,0)=u(t,L)=0,u(0,x)=¢(x),

where = is a deterministic scale for the nonlinear term and n=2,3. w €(Q,0,P)
is a triple probability space with & as the sample space, o is a o -algebra on
events in Q and P is a probability measure. The physical meaning of the
nonlinear term is that there exists a loss proportional to u® or to u®. The non
homogeneity term o(t)n(t,w) is a time white noise process scaled by of(t):

o(t;w) is a continuous time part of the random forcing.

2 The Wiener Hermite Expansion and Perturbation Technique

The application of the Wiener Hermite expansion and perturbation (WHEP)
technique [7, 8, 9, 10, 11, 14, 23] aims at finding a truncated series solution to the
stochastic solution process of stochastic differential equations. The truncated
series is composed of two major parts; the first is the Gaussian part which consists
of the first two terms, while the rest of the series constitute the non-Gaussian part.
In nonlinear cases, there exist always difficulties of solving the resultant set of
deterministic integro-differential equations got from the applications of a set of
comprehensive averages on the stochastic integro-differential equation obtained
after the direct application of WHE.

Due to the completeness of the wiener Hermite set, any random function G(t; )
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can be expanded as follows,

G(t)=G(t)+ [ (t:t, HY(t, )dt, + [ [P (1, t, H P (t, t, )t dt, +.. (3)
R RN
Where the first two terms are the Gaussian part of G(t; ). The rest of the terms in
the expansion represent the non-Gaussian part ofG(t;a)).

The average of G(t;w) is
1 = EG(t;0) =G (t) with EHY(t,)=0,EHY () HY(t,)=6(t, -t,). (4)

where the time white noise process is n(t,)=H®¥(t,).
The covariance of G(t; @) is

Cov(G(t; @), G(r: @) = E(G(t: @) - 1 MG (s ) - 45 (7))

=GPt )6 (mt )t +2[ [GP (6,1, )6 P (wt, 1, it dt, +... (5)

R RR

The variance of G(t;w) is

oé =E(G(t; )~ (1))
= (6Pt ) dt, +2[ [[6@ (. t, ) dtt, + .. (6)

RR

The WHEP technique can be applied on linear or nonlinear perturbed systems
described by ordinary or partial differential equations. The solution can be
modified in the sense that additional parts of the Wiener Hermite expansion can
be taken into considerations and the required order of approximations can always
be made depending on the computing tool.
The first order solution can be obtained when considering only the Gaussian part
of the solution process u(t;@) can be expanded as,

u(t; ) =u(t)+ [u® (et )H Ot )dt, @)

The WHEP technique uses the following expansion for its deterministic
kernels,

U(i)(t):u(()i) +6‘Ul(i) +52u§i) +oi=0L.. (®)
3 Basic idea of Homotopy Analysis Method

The Homotopy analysis method (HAM) initially proposed by S.J. Liao in his
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Ph.D. thesis [17]. A systematic and clear is exposition on the HAM is given in
[18]. In recent years, this method has been successfully employed to solve many
types of nonlinear problems in science and engineering [1, 2, 13, 15, 20]. HAM
contains a certain auxiliary parameter7, which provides with a simple way to
adjust and control the convergence region and rate of convergence of the series
solution. Moreover, by means of the so-called 7 -curve, a valid region of 7 can be
studied to gain a convergent series solution. It is important to note that, one has
great freedom to choose auxiliary objects such as 7z and L in HAM. Thus, through
HAM, explicit analytic solutions of nonlinear problems are possible.

To describe the basic idea of the HAM, we consider the following differential
equation,

Nlu(x,t)]=0, 9)

where N is a nonlinear operator, x and t denotes the independent variables,
u(x,t) iIs an unknown function, respectively. By means of generalizing the

traditional Homotopy method, S.J. Liao [17] construct the so-called zero order
deformation equation,

(- q)Ely (x.t;a)—u, (xt)] = azH (X, N[y (x.t; )] (10)

where g e [0,1] is an embedding parameter, 7 is the nonzero auxiliary parameter
and H(x,t) is the nonzero auxiliary function, £ is an auxiliary linear operator,
U, (x,t) is an initial guess of u(x,t) and w(x,t;q) is an unknown function.
Obviously, when g=0 and g=1 both,

w(x,t;,0)=uy(x,t) and w(x,t;1)=u(x,t), (11)

respectively hold. Thusas q increases from 0 to 1, the solution z//(x,t; q) varies
from the initial guess u,(x,t) to the solutionu(x,t).
Expanding z//(x,t;q) in Taylor series with respect to q, one has,

w(xta)=uy(xt)+>" u (xt)g", (12)
where,
Um(X,t)= iw . (13)
m aq"” 0o

If the auxiliary linear operator, the initial guess, the auxiliary parameter 7 and
the auxiliary function are so properly chosen, then the series (12) converges at
g=1 and,
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u(x,t)=u(x,t)+>"" u,(xt) (14)

which is the solution of the original equation, as proved by S.J. Liao [30]. As
H(x,t)=1 and #=-1, Equation (10) becomes,

(- qEy(xt:9)-u,(x )]+ aN[w(x t;q)] = 0, (15)

which is used mostly in the Homotopy perturbation method (HPM) proving that
the HPM is a special case of the Homotopy analysis method (HAM). Comparison
between the HAM and HPM can be found in [12, 19].

According to equation (13), the governing equation can be deduced from the zero
order deformation equation (10). Define the vector,

u, = {u, (%, t)u, (x,t)....u (x,t)k (16)

Differentiating (10) m times with respect to the embedding parameter q and
then setting g =0 and finally dividing them by m!, we have the so-called mth
order deformation equations,

£fu, (x,t)— z,u,,(x,t)]=7H (X,t)Rm(am—l), (17)
where
o,m<1
Zm:{l,m>l (18)
and
- )1 ™N[p(xtq)]
Rm (U m_l)_ (m _1)| 8q m-1 ‘qzo : (19)

For any given nonlinear operator N and the termR,, (ﬁ m—l) can be easily expressed

by equation (19). So we can obtain u,(x,t),u,(x,t)...by means of solving the
linear high order deformation equation (17). The mth order approximation of
u(x,t) is given by,

u(x,t)= Z:zoum(x,t), (20)

The foregoing approximate solution consist of 7, which is a cornerstone of
the HAM in determining convergence of series solution rapidly. We may adjust
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and control the convergence region and rate of the solution series (20) by means
of the auxiliary parameter /. To obtain valid region of 7, we first plot the so

called h-curves of u(x,t), u,(xt] where a<[a,b] and so on. According to

these 7 -curves, it is easy to discover the valid region of 7, which corresponds to
the line segments nearly parallel to the horizontal axis.

Theorem 3.1 According to S.J. Liao [18], as long as the series (20) converges
tou(x,t), where u_(x,t) is governed by the high-order deformation equation (17)

under the definitions (18) and (19), it is must be the exact solution of equation (9).

4 Solving the Langevin equation using some techniques: HAM,
WHEP and HAM WHEP technique

This section deals with the Langevin equation by using three techniques, in
particular: WHEP, HAM and HAM WHEP technique.
We consider the Langevin equation forn =2,3,

=—au"(t; )+ o(t)n(t; ), t € (0,0),

(21)

where n(t;®) is the time white noise process, o(t) is a continuous function and
& Is aconstant.

4.1 Using WHEP technique for solving the Langevin equation

At n=2,Eq.(21) recasts as,

=—au’(t; @)+ o(thn(t; @) t € (0,0), (22)

where of(t) nft;ew) is the time white noise process scled by «{f): «{t) is a
continuous function and = is a constant.

Applying the WHEP technique on Eq. (22) and taking the necessary averages, we
get the following equations,

augt) W o o[ ot e, (23)
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@) (4-
.@Lg}£):_zaﬁwamﬂxuq)+aayﬂ¢_g) (24
Where,
u(t;0) =u® )+ [ u (GOH ()t (25)

Applying the perturbation technique, the deterministic kernels can be
represented in first order approximation as,

u@t)=ul®(t)+u®(t), (26)
u(l)(t;tl): uél)(t;t1)+éu£1)(t;t1)- (27)

The solution is to evaluate u'® and ul and then computing the other two

kernels independently. The final results of the first order first correction mean and
variance respectively are,

,(t)=u(t), (28)

o2(t)=[[u® (L, )[dt, (29)

4.2 Using HAM for solving the Langevin equation

In order to solve Eg. (22) by the HAM, we choose the initial approximation,

Uo(t) =1, (30)
and the auxiliary linear operator,
owl(t;
Ely(ta)l= f;qX (31)
with the property,
£e]=0, (32)

where ¢, is an integral constant. Furthermore, Eq. (22) suggests that we define
the nonlinear,
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0
N[y (a)l=""+ey* ~oltn(t). (33)
Using the above definition, we construct the zero order deformation equation
(- q)ely (t;q) -, (V)] = aH (N[ (5 q)]. (34)

As H(t)=1, Eq. (34) becomes,

(- q)Ely(t;a)—-uy(t)] = aaN[w(t: q)], (35)
and the so-called mth order deformation equation,
Elu, ()~ 70t 1 (0)] = AR, i), (36)
with the initial condition,
u,(0)=0, (37)
where
Ro (i 1) = (U ), + () = @ 2, o). (38)

Now, the solution of the so-called mth order deformation equation Eq. (36) for
m=>1 becomes,

um(t)z;(mum_l(t)Jrh_[ot Rm(am—l)jf-f-cl, (39)

where the integration constant c, is determined by the initial condition (37).
Taking the necessary averages with a(t)=t, we get the following results when

getting both the fourth order approximation for the mean and the variance
respectively,

rtanen?] s (nen?f o wnt@en)

y =1+ht+(2+n)\n+ )+
12 10 4

3 2 6 6 6
Bent) e B0 B B
9 14 32 81
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2 \2 4 6 6
oi(t)= g +: ) = (§+1)t5 LAY +%t8. (41)

The proper value of 7% which ensures that the approximation solution is
convergent is found from the 7 -curves obtained both from the fourth order HAM
approximation of the mean and the variance shown in Figures 1 and 2
respectively. The valid region of 7# corresponds to the line segments nearly
parallel to the horizontal axis.

W (0.1
1.00 4
S/

yau!
// = |
095 |

- 090

085 [

>

1 1 L
—2.0 —1.35 —1.0 0.5

Figure 1: The 7 -curve of the mean based on the fourth order HAM

approximation
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0.0020 -
0.0015 |- /
/
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00010 -
\ L
\ [
0.0005 )
AN [ S
\\_\ //
1 1 = : ——t—— 7 ! A
-20 —15 -1.0 —-05 0.5 1.0

Figure 2: The f-curve of the variance based on the fourth order HAM
approximation
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4.3 Using HAM WHEP technique for solving the Langevin
equation

Applying the WHEP technique on the proposed example of the Eq. (22),
and taking the necessary averages, we get the following equations,

é’u(

:—g[u ] —g.[ [u tt ]dt (42)
W) a0+ ottt -t,). 43)

In order to solve the Egs. (42) and (43) by the HAM, we choose the initial
approximations

u2(t)=1,u(t;t,) =t. (44)

Applying the same approach as in subsection (4.2) with a(t) =t. The proper value
of 7 is found from the 7% -curves obtained from the sixth order HAM WHEP
approximation of the mean and the fifth order HAM WHEP approximation of the
variance shown in Figures 3 and 4 respectively. The valid region of #
corresponds to the line segments nearly parallel to the horizontal axis.

w0.1)
1.0+

09
08 |

07 F

Figure 3: The 7 -curve of the mean obtained from the sixth order HAM WHEP
approximation
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e=1

rrz,(l'],]l

0.0015
0.0010

S~ 0.0005 -

Figure 4: The 7% -curve of the variance obtained from the fifth order HAM
WHEP approximation

Now, considering the case n=3, and proceeding in a similar manner as in
subsection 4.3, the results are obtained from the 7 -curves both of the fourth order
HAM WHEP approximation of the mean and the variance shown in Figures 5 and
6 respectively. The valid region of 7# corresponds to the line segments nearly
parallel to the horizontal axis.

Hy0.1)
1O+
2k

B 09

08

............... I U R S h
245 5

Figure 5: The 7 -curve of the mean obtained from the fourth order HAM WHEP
approximation
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Figure 6: The 7 -curve of the variance obtained from the fourth order HAM
WHEP approximation

Concerning only a first order approximation, it can be noticed both the HAM
and HAM WHEP techniques give near results. The HAM WHEP technique seems
an efficient one because of its correction possibilities.

5. Solving the Boundary value problem using Homotopy Analysis
Wiener Hermite Expansion and Perturbation technique

In the present paper, for our aim, the HAM WHEP technique is applied to
solve the generalized stochastic nonlinear diffusion equation with square or cubic
losses, su’or su® and it is shown that how one can control the convergence of
approximate solution and make the convergence fast.

At n =2, the equation (2) of interest in this paper becomes,

au(té:;a)) _ 82ug);;(;w)—gu2(t, x;a))+0(t).n(t;0)); (t;x)e (o,oo)x(o, L), (45)

u(t,0)=u(t,L)=0,u(0,x)= ¢(x),

where o(t). n(t;) is the time white noise process scaled by o(t):o(t) is the
continuous time part of the random forcing.

Applying the WHEP technique on the proposed equation in (45), and taking the
necessary averages, we get the following equations,
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au®(t,x) 8t X) [ o B ET O v \P
at = aXZ —E[U (t’X)] —(C,‘J.O [ul(t’x’tl)] dtl’ (46)

u@(t,0)=u(t,L)=0,u(0,x) = p(x)

@) . 2,1 .
it)  PUTNL) gt (et ) ottt
X

u?(t,0,t,)=u(t, L;t,)=0,u?(0,x;t,) =t.

(47)

In order to solve the Equations (46) and (47) by the HAM, we choose the initial
approximations,

u@2(t, x) = p(x),u(t, x;t,) =t, (48)

and the auxiliary linear operators,

] au9(t,x;q)
ot

£,uO(txa) |- 2P xbia) g

£2[u(1)(t,x;tl;q) = p

with the properties,

£1[C1]:£2[C2]:0’ (50)
where ¢, and c, are the integral constants.
Equations (46) and (47) suggests that we define the nonlinear operators,

au© t x: 02y t, X t
N[u(o)(t,x;q)]z ((3'[ Q)_ axg )+8[U(°)(t,x)]2 +‘9,[o [u(l)(t,x;tl)]zdtl, (51)

@ 4 2,.(1) .
M [u(l)(t,x;tlifJ)]: o (t(’;’tl’q)— ou a(tz’x’tl)+Zgu(o)(t,x)u(l)(t,x;tl)
X

— (- 20 )o(t)s(t -t,). (52)

Using the above definition we construct the zero order deformation equation with
H (t,x) =1, we have,

(- q)e,[u (6, x:0) - (t, )] = 4N [u© &, 0)], (53)
(- q)£[ J(t,xt,;q)- ()'O(t,x;t)] th[ (txtl,q)], (54)

and the so-called mth order deformation equations for m >1are,
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—(0),m-
£1 [u (0),m _zmu(O),m—l]= hR(O),m(u( ) lj' (55)

£, Ju®m - 5 u®m]= RO™ (G(l)'m_l) , (56)

with the initial conditions,
u®m(0,x)=1,u®"(0,x;t,)=0, (57)

where,

RO (G(O),m—lj _ (u (0)m-1 )t _ (U (0),m-1 )XX " S(U (0),m-1 )2 + gJ: [U (1)m-1 ]2 i, (58)

R@m (l—j(l),m—l) _ (u (1).m-1 )t _ (U (1)m-1 )xx 4 2y @mt Om-1 (l— P )J(t)5(t _ tl)' (59)

The solutions of the so-called mth order deformation equation (55) and (56) are,

WO (t,x) = g,u "+ RO (G(O)’ml jd T+Cy, (60)
(1),m (¥),m-1 tn@m ;@m-t
O (x) = 2o n[ R0 e, 0
We obtain the results for o(t)=t and ¢(x)=x,
4
u(o)’l(t,x)=h[tz+txz) Ut (t, x) = At (62)

and so on.

The proper value of # which ensures that the approximation solution is converge
is found from the 7%-curves obtained both from the fifth order HAM WHEP
technique approximation of the mean and the variance shown in Figures 7 and 8
respectively. As mentioned S.J. Liao [18], the valid region of 7 corresponds to
the line segments nearly parallel to the horizontal axis.
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Figure 7: The # -curve of the mean obtained from the fifth order HAM WHEP
approximation.
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Figure 8: The # -curve of the variance obtained from the fifth order HAM WHEP
approximation.

Now, considering the case n=3, the equation (2) of interest in this paper
becomes,

6U(tétx;a)) _ 82“5;);;(;”)_5“3@,x;a))+a(t).n(t;a)); (t;x)  (0,00)x (0, L),

u(t,0)=u(t,L)=0,u(0,x) = ¢(x), (63)

where o(t)n(t;) is the time white noise process scaled by o(t): oft) is the
continuous time part of the random forcing.
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Proceeding in the same manner as previously. The proper value of # which
ensures that the approximation solution is convergent is found from the 7 -curves
obtained both from the fourth order HAM WHEP approximation of the mean and
the variance shown in Figures 9 and 10 respectively. The valid region of 7
corresponds to the line segments nearly parallel to the horizontal axis.

d(x)=0.5e=1
1y (0.1)

0.60

h

Figure 9: The 7 -curve of the mean obtained from the fourth order HAM WHEP
approximation
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Figure 10: The 7 -curve of the variance obtained from the fourth order HAM
WHEP approximation.
6 Conclusion

In this paper, the HAM linked to WHEP (HAM WHEP) technique has been
applied to solve the generalized stochastic nonlinear diffusion equation with
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square or cubic nonlinear losses by obtaining the average and variance of the
solution process. It has the advantage to overcome the difficulties arising from the
Homotopy perturbation method (HPM). In fact, The HPM may lead to divergence
because the rate of convergence of the HPM method depends greatly on the initial
approximation which is considered as the main disadvantage of the HPM. The
HAM WHEP contains the auxiliary parameter 7, which provides us with a
convenient way to adjust and control the convergence region of the series
solution. All test problems reveal the accuracy and convergence of the suggested
method.

Acknowledgements. We dedicate this work to Professor Magdy El-Tawil, who
passed away this year.
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