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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a 1’étude d’une classe de modéles auto-
régressifs & coefficients aléatoires, sous différentes hypothéses. Dans la pre-
miere partie, on commence par 1’étude des propriétés probabilistes telles que
la stationnarité et I’existence des solutions stationnaires. Ensuite on fait ’in-
férence statistique dans cette classe de modeéles. Dans la deuxiéme partie, on
se concentre sur la classe de modeles BL-GARCH, qui a été initialement
introduite par Storti & Vitale [46] afin de traiter les effets de levier et le
regroupement des extrémes (volatility clustering). D’abord, on illustre cer-
taines propriétés de modele BL-GARCH (1,2), comme la positivité de la
variance conditionnelle, la stationnarité et la distribution marginale, ensuite
on fait 'inférence statistique dans cette classe, en appliquant la méthode du
maximum de vraisemblance composite pour le modéle BL-GARCH (1,2) en
données de panel, et en étudiant le comportement asymptotique d’estima-
teurs, obtenus pour établir la consistance et la normalité asymptotique.

Mots clés : Modéles RC'A, séries temporelles non linéaires, modéles B -
GARCH, stationnarité, maximum de vraisemblance composite, consistance
forte, normalité asymptotique, données de panel, paramétres de nuisance et
d’intérét.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of a class of random coef-
ficient autoregressive models under different assumptions. In the first part,
we begin by studying the probabilistic properties such as stationary and the
existence of stationary solutions. Then we make statistical inference in this
class of models. In second part we focus on the class of BL-GARCH mo-
dels, which is initially introduced by Storti & Vitale [46] in order to handle
leverage effects and volatility clustering. First we illustrate some properties
of BL-GARCH (1,2) model, like the positivity, stationarity and marginal
distribution, then we study the statistical inference, applying the composite
likelihood on panel of BL-GARC H (1,2) model, and studying the asymptotic
behavior of the estimators, like the consistency property and the asymptotic
normality.

Keywords : RC A Models, nonlinear time series, BL-GARCH models,
statinarity, maximum composite likelihood, strong consistency, asymptotic
normality, panel data, nuisance and interest parameters.
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Introduction générale

L’étude de 'analyse des séries chronologiques est fondamentale quant &
leurs utilisations dans de nombreux domaines tels que I’économie, la finance,
I’économétrie, la biologie, etc.

Les formulations classiques ne sont pas toujours appropriées pour modé-
liser toutes les données des séries chronologiques car les modeéles considérés
sont généralement linéaires & coefficients constants. Dans la plupart des si-
tuations, on ne s’attend pas a ces modéles soient la meilleure classe pour
s’adapter & un ensemble de données réelles, méme si on fait tacitement 1’hy-
pothése que le modeéle linéaire & 1’étude est une bonne approximation de la
réalité physique. Un certain nombre de facteurs ont conduit & une prise en
compte des différentes catégories de modeles non linéaires. Récemment, plu-
sieurs travaux qui traitent les modeles non linéaires des séries chronologiques
ont vu le jour, démontrant ainsi la limitation du champ d’application des
modeles linéaires, en s’intéressant aux modéles non linéaires.

La modélisation des données des séries chronologiques dans certains do-
maines tels que 'hydrologie, la météorologie et la biologie, les coefficients du
modele & I’étude se posent & la suite d’un processus complexes et des actions
qui ont généralement de nombreuses perturbations aléatoires. Ainsi la mo-
délisation des séries financiéres est un probléme complexe. Cette complexité
n’est pas seulement due a la grande variété des séries utilisées, a I'impor-
tance de la fréquence d’observation, ou a la disponibilité d’échantillons de
tres grande taille. Elle tient surtout a l’existence de régularités statistiques
communes (ou faits stylisés) & un trés grand nombre de séries financiéres et
difficiles & reproduire artificiellement & partir de modeéles stochastiques. Dans
un article paru en Mandelbrot (1963) mettait en évidence un ensemble de
telles propriétés. Ces régularités empiriques, vérifiées et complétées depuis
par de nombreux auteurs, apparaissent plus ou moins nettement en fonc-
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

tion de la fréquence d’observation de la série et de sa nature. Alors pour ce
type de séries, les modéles linéaires utilisés auparavant, tels que le processus
ARM A, sont limités car ils ne permettent pas la prise en compte des phéno-
meénes de variabilité de la volatilité en fonction du temps et des mécanismes
d’asymétrie. Les modeles ARM A n’arrivent pas a générer des autocorréla-
tions au carré Francq, C., and Zankoian, J. M. (2010). Ces caractéristiques
sensibles de ces séries favorisent I’émergence de nouvelles formes d’extension
des modeles autorégressifs standards aux modéles autorégressifs a coefficients
aléatoires noté RCA.

L’intérét croissant dans différentes classes de modeéles des séries chrono-
logiques non linéaires est clairement démontré par la littérature des séries
chronologiques au cours de la derniére décennie. Granger et Andersen (1978)
ont introduit la classe désormais familiére de modeéles bilinéaires. Subba Rao
(1970) a traité les modeles autorégressifs a coefficients dépendant du temps
en utilisant la méthode des moindres carrés pondérés pour ’estimation. Tong
(1978) , Tong et Lim (1980) ont examiné les modeéles autorégressifs a seuil,
qui rapprochent les séries chronologiques non linéaire au moyen de différents
modeles autorégressifs linéaires équipés de sous ensembles des données, et
ont discuté de 'estimation et de I’application de ces modéles a différents en-
sembles de données. Ozaki (1980) a étudié le cas d’une autorégression dont les
coefficients sont des fonctions du temps qui se désinteégrent de fagon expo-
nentielle. Les modéles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques
(ARCH) ont été introduits par Engle (1982) et leur extension GARCH
(ARCH généralisés) est due a Bollerslev (1986). Leur caractérisation repose
essentiellement sur le concept de variance conditionnelle.

Cette thése est consacrée aux modeéles autorégressifs a coefficients aléa-
toires qui ont ét¢ initialement introduits , par Andel (1976). Ceci lui a permis
d’examiner les conditions de stationnarité, en démontrant que la fonction de
covariance d’'un modéle RC'A stationnaire remplit les mémes équations de
Yule-Walker comme celle d’un modeéle autorégressif standard.

Robinson (1978) a étudié I'inférence statistique d’un modele RC'A(1) dont
les coefficients varient par individu, et a établit les propriétés asymptotiques
dans cette classe de modeles.

Ensuite ces modeéles ont été étudiés en détail par Nicholls et Quinn (1980)
et Nicholls et Quinn (1982). Ils ont généralisé le travail de Andel , en dérivant
les conditions de stationnarité et de stabilité, pour les modéles autorégressifs

viil



0.1. L’OBJECTIF DE CETTE THESE

a coeflicients aléatoires multivariés. Ainsi ils ont étudié I'inférence statistique
dans cette classe de modeéles, en appliquant la méthode des moindres carrés
ordinaire et celle de maximum de vraisemblance, et en obtenant les propriétés
asymptotiques des estimateurs. Ainsi, d’autres auteurs comprennent Schick
(1996), Tong (1990), et Koul Schick (1996) et Berkes et al. (2009).

Récemment des études ont été menées par Sue et al. (2006), Aue (2006),
Aue et Horvath (2011), Fink et Kreiss (2013) qui ont également examiné
plusieurs autres cas, par exemple, le cas de la non stationnarité, l'instabilité
temporelle des parameétres, et I'estimation par les méthodes de bootsdrap.

On peut distinguer plusieurs types de modeéles autorégressifs a coefficients
aléatoires. La plupart de ces modeéles sont construits selon la structure des
coefficients. Dans cette theése, on s’intéresse a I’étude d’une classe de ces mo-
deles de séries temporelles dont les coefficients varient avec le temps, ensuite
par groupes d’individus. Cette classe de modeéles est générée par I’équation
aux différences stochastiques suivante

p
Y, = Z (A + ) Vi + &

k=1

(Aq, A, ..., A,) sont des réels, (qﬁlt, Bopy +eny Qﬁpt) , sont des variables aléatoires
et les innovations (¢;) est un bruit blanc.

0.1 L’objectif de cette thése

L’objectif principal de cette thése est d’étudier I'une des classes de mo-
deles existentes en séries chronologiques, dite classe de modeéles autorégressifs
a coefficients aléatoires. Notre travail consiste donc en deux contributions aux
modeles RCA :

e Développer les propriétés probabilistes, en établissant les conditions de
stationnarité, d’existence des solutions stationnaires et de stabilité dans cette
classe de modéles.

e Ainsi qu’a faire l'inférence statistique dans cette classe de modéles,
en appliquant certaines méthodes d’estimation, par exemple la méthode des
moindres carrés ordinaire, la méthode du maximum de vraisemblance et la
méthode de vraisemblance composite, et & étudier le comportement asymp-
totique pour établir des bonnes propriétés de ces estimateurs, notamment la
consistance et la normalité asymptotique.

X



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

Par conséquent, la problématique générale de cette these donc porte sur
lanalyse de la non linéarité dans les modéles autorégressifs a coefficients
aléatoires et nous nous interrogeons sur les difficultés dans cette modélisa-
tion non linéaire. Plusieurs questions se posent dans ce cadre. Doit-on garder
les mémes techniques d’éstimation pour avoir des bonnes propriétés d’esti-
mateurs, notamment la consistance et la normalité asymptotique 7 De la
méme manieére, est-ce que la modélisation non linéaire en données de panel
s’interpréte comme en séries chronologiques ? Si la réponse est négative, ce
champ de recherche est-il une voie prometteuse pour ’économétrie 7.

0.2 Organisation du mémoire

Le manuscrit de cette thése est composé de quatre chapitres, une intro-
duction générale et une conclusion :

Le premier chapitre est consacré aux concepts utilisés tout au long de
cette thése, ainsi aux quelques définitions et théorémes préliminaires notam-
ment le théoréme central limite.

On g’intéresse dans Le deuxiéme chapitre a I’étude probabiliste des
modeéles autorégressifs a coefficients aléatoires et nous établissons les condi-
tions de stationnarité, I’existence et 'unicité des solutions stationnaires.

Le troisiéme chapitre est consacré & l'inférence statistique dans la
classe de modeéles autorégressifs a coefficients aléatoires, en faisant une syn-
these sur les techniques d’estimation telles que, la méthode des moindres
carrés ordinaires, la méthode du maximum de vraisemblance, et celle des
moments classique et en étudiant le comportement. asymptotique de ces es-
timateurs.

Dans le quatriéme chapitre nous focalisons ’étude sur les modeéles B L-
GARCH, spécifiquement le modele BL-GARCH(1,2) qui sont largement
utilisés et ont prouvé leur performance pour 'analyse de la volatilité des
séries financiéres, en basant sur les études de Storti & Vitale [46], et Diongue,
Guégan et Wolff [15], qui ont bien discutés et traités cette classe de modeles.
Dans la premiere partie nous étudions les propriétés probabilistes du modéle
BL-GARCH(1,2), tels que la positivité de la variance conditionnelle, les
conditions de stationnarité et les propriétés de la distribution marginale. Dans
la deuxiéme partie, nous étudions l'inférence statistique dans les modeéles B L-
GARCH (1,2) en données de panel, en appliquant la méthode du maximum
de vraisemblance composite.



0.2. ORGANISATION DU MEMOIRE

Enfin on termine ce travail en donnant une conclusion générale sur les mo-
deles autorégressifs a coefficients aléatoires. Dans la premiére partie de cette
thése, on a proposé un modele RCA(1) et RC'A(p) avec des hypothéses sur
les coefficients et les innovations, on a obtenu des résultats sur les conditions
de certaines propriétés probabilistes. L’estimation est faite par la méthode
des moindres carrés ordinaire, la méthode du maximum de vraisemblance
et la méthode des moments. Ces méthodes montrent que leurs estimateurs
satisfaisant aux propriétés de consistance et de normalité asymptotique. la
deuxiéme partie est un article qui a été publié dans la revue « Far East
Journal of Mathematical Sciences » , et consacré aux modeéles BL-GARCH.
Dans cette classe de modeéles, on a étudié des propriétés probabilistes, en-
suite on a appliqué la méthode du maximum de vraisemblance composite
qui est largement utilisée en inférence statistique en raison des bonnes pro-
priétés asymptotiques de ses estimateurs. La méthode permet de réduire la
complexité numérique des procédures d’optimisation méme en présence de
données fortement corrélées ou d’'un modeéle a structure hiérarchique. L’idée
de la vraisemblance composite est de ne s’intéresser qu’a une partie de la
vraisemblance compléte. En effet, on peut décomposer, pour un modeéle pa-
ramétrique, la vraisemblance compléte en un produit de vraisemblances et
ne considérer pour 'inférence statistique qu’une partie de ces vraisemblances
qui est relativement plus simple & calculer. Le modele proposé et estimé par
cette méthode est BL-GARCH (1,2) en données de panel. Notre objectif
consiste & établir la propriété de la consistance et la normalité asymptotique
des estimateurs obtenus.
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Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre on s’intéresse a la présentation des concepts, des dé-
finitions et de I'aspect générale des modeles et des méthodes qu’on utilisera
dans les chapitres suivants. Ce préliminaire commencera par des générali-
tés sur les variables aléatoires et les processus stochastiques. On ’enchaine
ensuite par la définition et quelques propriétés des modeles de séries chrono-
logiques.

1.1 Généralités sur les variables aléatoires
Définition 1.1.1 Soient (2, F, P) un espace probabilisé et (E, ) un espace

mesurable. On appelle variable aléatoire de €} vers E, toute fonction mesu-
rable X de §2 vers E.

Cette condition de mesurabilité de X assure que I'image réciproque par
X de tout élément B de la tribu € posséde une probabilité et permet ainsi
de définir sur (F,¢), une mesure de probabilité, notée Py, par

Px(B)=P(X"'(B) = P(X € B)

Px est appelée loi de probabilité de la variable aléatoire X.

1.1.1 Convergence de suite de variables aléatoires

Soit (Y3),>, une suite de variables aléatoires réelles définies sur 'espace
probabilisé (€2, F, P) et Y une variable aléatoire définie sur le méme espace.

1



CHAPITRE 1. GENERALITES

On désigne par (F},),, la suite des fonctions de répartition de (Yy,),5, et F
celle de Y. On va étudier le comportement asymptotique de ces suites, en
commengant par faire le point sur les divers modes de convergences.

Définition 1.1.2 Convergence en loi
La suite (Y,,),, converge en loi vers Y et l'on écrit Y, L Y :

Si F, (x) — F (x) en tout point de continuité de F.
Ou si pour toute fonction g continue et bornée de R dans R, lim,, E'[g (Y,,)] =

Elg (V)]

Définition 1.1.3 Conwvergence en probabilité
La suite (Yn>n21 converge en probabilité vers Y et l'on écrit Y, P Y si pour
tout e >0, on a :

lim P {|Y, = Y| >¢e} =0.

Définition 1.1.4 Convergence presque stire
La suite (Yy,),~, converge presque siirement vers Y et lon écritY, p.s. Y si:
= —

PlweQ |Y,(w)—Y (w)l}=1

Définition 1.1.5 Convergence en moyenne d’ordre p > 1
La suite (Yy,),~, converge en moyenne d’ordre p vers Y et l'on écrit Y, LP'Y
st :

lm E (Y, — Y|P) =0

Hiérarchie des convergences

Y, ps.Y = Y, P Y = Y, L Y
AN — =
fr
Y, LY
N
fr



1.1. GENERALITES SUR LES VARIABLES ALEATOIRES

1.1.2 Théorémes limites

En statistique, la loi des grands nombres indique que lorsque 'on fait un
tirage aléatoire dans une série de grande taille, plus on augmente la taille
de I’échantillon, plus les caractéristiques statistiques de 1’échantillon se rap-
prochent des caractéristiques statistiques de la population. On distingue loi
faible et loi forte en fonction du mode de convergence, en probabilité et
presque sfire, respectivement.

Proposition 1.1.1 Lo: faible des grands nombres
Soit (Y,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi ayant
une espérance finie E'[Y]. On a alors :

n

Proposition 1.1.2 Loz forte des grands nombres
Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi ayant
une espérance finie E'[Y]. On a alors :

Yi+Yo+ ... +Y,
Uk p.s. E(Y)

n _—

Théoréme 1.1.1 Théoréme central limite
Soit (Yn)nz1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et
de carré intégrable. Notons u = E[Yi], Var[Yi] = o2, alors

Sy — E[Sy]  Sn—nu

Var[S,] - ov/n £ N1

1.1.3 Qualités d’un estimateur

Un estimateur peut étre sans biais. Un estimateur est sans biais si, a
taille d’échantillon finie et fixée, les différentes estimations d’un méme pa-
rameétre sur différents échantillons admettent le parameétre & estimer comme
barycentre ; ou plus simplement, si on a la définition suivante :

Définition 1.1.6 On dit que T (Y1,Y53,...,Yy) est un estimateur sans biais
de 0 si et seulement si E[T] = 6.
On appelle biais d’un estimateur : E [T| — 6.

3



CHAPITRE 1. GENERALITES

Une des qualités élémentaires que doit remplir un estimateur est d’étre
convergent. En d’autres termes, lorsque la taille de I’échantillon tend vers
I'infini, il faut que 'estimateur se rapproche du parametre qu’il estime.

Dans un cadre plus général, nous noterons 7, un estimateur du parametre
obtenu a partir d’un échantillon de taille n, qui vérifie pour tout n, £ [T,,] = 6.

Définition 1.1.7 L’estimateur T,, est faiblement convergent s’il converge en
probabilité vers 0, soit :

lim P{|T, — 0| <c} =1, Ve>0.

Définition 1.1.8 L’estimateur T, est fortement convergent s’il converge
presque stirement vers 0, soit :

P{nm Tnze}:L

n—oo
On a une condition suffisante de convergence en probabilité. Il suffit que

ET,] n—oo 60

—_

Var[T,] n—oo 0

1.2 Processus stochastiques

Pour modéliser une série d’observations, on cherche le modéle qui ap-
proxime adéquatement le vrai processus aléatoire sous-jacent a ces observa-
tions. Pour mener cette démarche on a besoin de faire rappel aux processus
stochastiques et leurs propriétés fondamentales.

Définition 1.2.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléa-
toires {Yi},c définies sur un certain espace probabilisé (2, F, P) et indexées
par un certain ensemble T', appelé ensemble de temps.

*Si T =7 on parle de processus stochastique & temps discret.

*8i T =R* on parle de processus stochastique a temps continu.

Définition 1.2.2 Les fonctions {Y. (w),w € Q} sur T sont connues les réa-
lisations du processus {Y:},crp-



1.2. PROCESSUS STOCHASTIQUES

1.2.1 Fonction d’autocovariance et d’autocorrélation

Les principales caractéristiques temporelles d'un processus sont données
par la fonction d’autocovariance et celle d’autocorrélation.

Définition 1.2.3 Si{Y:},., est un processus telle que Var [Y;] < oo, Vt € Z,
alors la fonction d’autocovariance vy (.) de {Y;},., est définie par

v (h) = Cov (Y, Yiin) = E[(Ye — 1) (Yeun — p)], VE,h € Z
Ainsi : v (0) = Cov (Y, Yy) = Var [Yi] = E [(Y; — p)°], ot E(Y;) = p.

Remarque 1.2.1 Elle fournit une information sur la variabilité de la série
et sur les liaisons temporelles qui existent entre les diverses composantes de
la série Y;.
La fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire est une fonction :
* Paire v (h) =~ (—h),Vh,
* Semi-définie positive

n

ZZajakfy (t; —ty) >0,Vn €N, Va; € R, Vt; € Z.

j=1 k=1

puisque cette quantité est égale a Var [2?21 antj].
Définition 1.2.4 La fonction d’autocorrélation d’un processus {Y;},.,, de

moyenne p, notée p (k) ou p, est définie par

_ (k)
pk_v(O)’VkGZ

avec p;, € [—1,1].

Estimateur

Définition 1.2.5 L’estimateur de la fonction d’autocorrélation, noté p (k)
ou py,, obtenu pour un échantillon de T réalisations du processus {Yy},.,, est
donné par Vk € 7 :

k)

(0)°

)

p(k) =

=)
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ou 7 (k) désigne lestimateur de la fonction d’autocovariance Vk € 7+

| Tk B B B | Tk
7 (k) = T _k Z (Y: = Ye) (Yier — Vi) , avec Yy = Tk Y:
=1 —

D’apres le théoréme central limite, la variable centré ¢, suit une loi nor-
male centrée réduite :

— BBk £ %(0,1), VEEZ.
V[Pl

tﬂk

ou V (p,) désigne I'éstimateur de la variance empirique des estimateurs p, :
L&
. ~2
Vil == ) 7 h<k
j=—h

En utilisant la symétrie des p;,, on montre que :
1 h
N ~2
Vipl =7 (1 +22pj>
j=1

1.2.2 Autocorrélations partielles

Définition 1.2.6 Le coefficient d’autocorrélation partielle théorique de re-
tard h > 0, vy (h), d’un processus {Y;},., stationnaire au second ordre, est
le coefficient de corrélation entre

Y, — EL(Yi[Yi1,Yi 2, Yions1) €t Y — EL(Yin|Yi1, Yoo, Ying1)

EL(Z|X1, X, ..., X)) est la régression linéaire d’une variable de carré inté-
grable Z sur Xy, Xo, ..., Xy :

Ty (h) = Cov (Y;f ; E—h |§/;5—1a Y;—Qa sy }/;f—h-‘rl)

Supposons {Y;},., centré et considérons le modele de régression linéaire
de }/;f sur Yt—h Y;—Qa ) }/t—h :

Yi=an1Yi1+ ... +anpnYion + uny, unt L Ys 1, Y0, Yip

6



1.3. STATIONNARITE

On a
EL(Y,|Yi21,Yi2, ..., Yien) = anaYio1 + .+ annYion
EL(Yiep1Yie1, Yo, .. Yin) = ap1Yeen+ .. +anpYis
Ty (h) = Qph
En effet

EL(Y;|Yi1,Y 2. Yin) = ap1Ye1+ o+ apn1Yinn
+apn EL (Yiop |Yio1, Yieo, o Yichs1)

D’ou
Yi—FEL (Yt \thl, Yi o, ..., Y;tchrl) = Qnh {thh - EL (th |thl, Yi o, ..., Y;chrl)}“‘uh,t

Cette derniére égalité est de la forme : Y = ap;, X + v avec v L X, d’ou
Cov (Y, X) = appVar (X), ce qui donne :

Cov {}/;f — EL <}/t—h |}/;—la Y;f—?a e m—h-‘rl) ) }/t—h — EL (}/;—h |}/;5—17}/;5—27 ey }/;—h-‘rl)}
Var (Yo — EL (Vi [Yit Yiz - Vi)

App =

Algorithme de calcul

On peut calculer ry (h) rapidemen, a partir de p (1), ..., p (h), a I'aide de
I’algorithme de Durbin :

ap = p(1)
opk) = p (k= i) apay
Uk = k—1 .
1- Z@':1 P <Z> Ak—1,4
Qi = Q-1 — Ok kAk—1,k—i ; i=1,..,k—1

1.3 Stationnarité

La stationnarité joue un role majeur en séries chronologiques car elle
remplace de maniére naturelle I’hypothése d’observations iid en statistique
standard. Dans la suite, on considére généralement deux notions de station-
narité.
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Définition 1.3.1 (Stationnarité stricte)
Le processus {Y; },o, est dit strictement stationnaire si les vecteurs (Yy,, ..., Yy, )

et (Yiysn, ey Yo, +n) ont méme loi jointe, pour tout entier k, et tout entier re-
latif h.

Définition 1.3.2 (Stationnarité au second-ordre)

Le processus {Y;},., est dit stationnaire au second ordre si

() E{V}=pt>0

(1) EAY"} < oo

(13i) Cov (Y, Yien) = v (h) Vt, h € Z.

La fonction ~(.) (resps. p(.) = ~v(.)/7(0)) est appelée fonction d’autocova-
riance (resp. d’autocorrélation) de {Y;}.

L’exemple le plus simple de processus stationnaire au second-ordre est ce-
lui du bruit blanc. Ce processus est particulierement important car il permet
de construire des processus stationnaires plus complexes.

Définition 1.3.3 (Bruit blanc faible)

Le processus (g;) est appelé bruit blanc faible s’il vérifie, pour une constante
positive o2 :

(1) Ele)] =0 Vt e Z,

(it) Ele}] = 0? VteZ,

(1i1) Cov (gg,44n) =0 Vt,h € Z, h # 0.

Remarque 1.3.1 [ est parfois nécessaire de remplacer ’hypothése (iii) par
I’hypothése plus forte :

(1ii1) les variables €, et €.y, sont indépendantes.

On parle alors de bruit blanc fort.

Il est souvent important par exemple pour la sélection de modeéles, de dé-
terminer si les autocovariances empiriques sont significativement différentes
de zéro au-deld d’un certain rang. Pour cela il est nécessaire d’estimer la
structure de covariance de ces autocovariances empiriques. On a le résultat
suivant :

Théoréme 1.3.1 ( Formules de Bartlett )
St {Y:},ep est un processus linéaire, c’est a dire s’il satisfait

+oo
Y= Z ¢j5t—j

j=—00

8
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ot (&) est une suite de variables iid, telles que
Ele]=0, Elef] =0% Ele] =no*<o0

+oo
j=—00

lim Cov {3(h). ()} = (=37 ()7 (k)

et ot ‘(;5]’ < 00, on a les formules de Bartlett :

+ > (i) (itk—h)+y(i+k)y(i—h).

1=—00

1.4 Ergodicité

On dit qu’une suite stationnaire est ergodique si elle satisfait la loi forte
des grands nombres.

Définition 1.4.1 (Processus stationnaire ergodique) Un processus stricte-
ment stationnaire {Y;},., G valeurs réelles, est dit ergodique si et seulement
st pour tout borélien B et tout entier k,

n Y 15 (Y, Yigr, oo Yigr) = P (2, Yiga, o, Yigs) € B

t=1

avec probabilité 1.
Certaines transformations de suites ergodiques restent ergodiques.

Théoréme 1.4.1 Si{Y,},., est une suite strictement stationnaire ergodique
et si {X;},o, est définie par

Xt - f (...,Y;,l,Y;,Y;+1, )

ot f est une fonction mesurable de R™ dans R, alors {X;},., est également
une suite strictement stationnaire ergodique.

En particulier, si {Z;},., est la solution stationnaire non anticipative de
I'équation AR(1) :

Zy=aZi1+n, lal <1, n,~iid(0,0%)

alors le théoréme montre que {Z;},.,, {Zi—17;},eq et {Zf—l}tez sont des
suites stationnaires et ergodiques.
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Théoréme 1.4.2 (Le théoréme ergodique pour suites stationnaires)

Si{Y,;},e, est strictement stationnaire et ergodique, si f est mesurable et si
E ’f("'?ﬁ*l?%?%%*l? )| < o0, alors

nT Y Y YY) = Ef (LY, Y Y, ) pes.
t=1

Considérons l’estimateur des moindres carrés a, du paramétre a de modéle
AR(1) précédent

n

0, = argmin Qu(a),  Qula) =) (Z —aZi1)”.

t=2

En annulant la dérivée du critére, on obtient

A

Ay =

n
-1
n Z ZtZt—l
t=2
n
-1 2
nty 77,
t=2

Le théoréme ergodique montre que le numérateur tend presque stirement vers
v (1) = Cov (Zs, Zy—1) = ay (0) et que le dénominateur tend vers v (0). On
en déduit que a, — a presque strement quand n — oo. Remarquant que
ce résultat reste valable si on remplace l'hypothése n, bruit blanc fort par
Uhypoyhése que n, est bruit blanc semi-fort, ou méme que n, bruit blanc faible
stationnaire ergodique.

Théoréme 1.4.3 (Billingsley)

Soit {£,} une suite de variables aléatoires Fi—mesurable ot F; est une o-
Algeébre engendrée par une suite { Xy, X; 1, ...} de variables aléatoires stricte-
ment stationnaire et ergodique. On suppose que E [, /F; 1] =0 et E [{ﬂ =

N
2. Alors (CQN)_1/2 > &, converge en distribution vers une variable aléatoire
=1
qut suit une distribution normale standard.

1.5 Processus linéaires

Les modeéles linéaires occupent une place centrale dans la théorie des
séries chronologiques. L’analyse classique des séries temporelles basée sur la

10
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construction de modeéles du processus stochastique sous-jacent. Celui-ci est
ensuite utilis¢é d’un point de vue statistique, que ce soit pour analyser la
structure du processus ou pour produire des prévisions. Dans la pratique on
trouve plusieurs modeéles linéaires de séries chronologiques, on cite : modéles

AR, modeéles M A et modeles ARM A.

1.5.1 Processus MA

Définition 1.5.1 On appelle processus moyenne mobile d’ordre q, noté M A(q),
un processus (Y3),c, vérifiant une relation du type

ot les 0y, sont des nombres réels et €, est un bruit blanc de moyenne nulle et
de variance o2.

Proposition 1.5.1 Soit {Y}},., un processus M A(q), alors
() EY)=p
(i) Var[y]=(1+6;+..462) 02
(i41)
0 k] >q

Cov (Yo Yyur) = 4 acli
=0

Avant de détailler les conditions d’inversibilité, il convient d’introduire
Iopérateur retard B ce qui permettra de simplifier les écritures. En général,
Soit {Y;},; un modele MA(q), et B l'opérateur retard, avec B’Y; = Y,_j,
alors on a

Y, = e+biei1+ ...+ 0,
= 1+6,B+..+6,B%) ¢
= 6<B) Et

ou 0 (B) est un polynéme moyenne mobile d’ordre g.

Théoréme 1.5.1 Un processus {Y;},., moyenne mobile d’ordre q, est dit
inversible si les racines de l’équation 0 (B), se trouvent a l'extérieur du cercle
unitaire.

11
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1.5.2 Processus AR

Définition 1.5.2 On appelle processus autorégressif d’ordre p, noté AR(p),
un processus (Y;),c, vérifiant une relation du type

p
=) ¢Yi,+e
j=1

ot les ¢;, sont des nombres réels et €, est un bruit blanc de moyenne nulle et
de variance o>

EX

On utilise 'opérateur retard, on peut écrire

Y, = 6Yiat ot oY, te

Yi— oY — . — ¢th—p = &
(1-¢B—...—¢,B")Y, = ¢
o(B)Y, = &

ol ¢ (B) est un polynéme autorégressif d’ordre p.

Définition 1.5.3 Un processus {Y;},., est dit causal, s’il existe une suite
de constantes {1;}, tel que

[e.e]

o0
Y, = ijgt,j, avec |z/1j‘ < 0.
§=0

=0
Pour un modéle AR (p); Y; = ¢ ' (B) e, = > o ¥i€i—j, avec Yy = 1. Le

théoréme suivant nous donne les conditions pour lesquelles le modele AR(p)
soit causal.

Théoréme 1.5.2 Le processus AR(p) est causal si toutes les racines du po-
lynome autorégressif

¢(2) =1— 1z — ... —¢,2"
se trouvent a lextérieur du cercle unitaire, i.e. {z = ¢(2) =0} C{z : |z > 1}.

12
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» La stationnarité va exiger que les racines du polynéme ¢ (z) soient
extérieures au cercle unitaire complexe.

» En prenant l'espérance du produit Y;Y; . et en remplacant Y; par
I’équation de définition du processus, il est immédiat de montrer que

70) = ¢y + ...+ 9,7 (D) + 02
2
o
d’ ¥ 1 == —c k:o
ou G1py + o+ Opp, + 5 (0)’ pour ;
2
o
= ~v(0) = £
( ) 1_¢1p1_"'_¢p10p
y(k) = ¢y (kE—=1)+...+ ¢,y (k—p), pour k> 0.

» La fonction d’autocorrélation d’'un AR(p) :

Pk = P1Pp—1 + 2Pz + o+ Oppp—py k>0

I’équation liant les valeurs de cette fonction est donc la méme que celle exis-
tant entre les réalisations du processus aux divers instants ¢, — 1,....,t — p.
Les conditions de stationnarité vont impliquer la convergence vers zéro de
la suite des termes p,. Cette décroissance étant dominée par des exponen-
tielles ou des vagues sinusoidales selon que les racines du polynéme ¢ (B)
sont réelles ou complexes.

1.5.3 Processus ARMA

Définition 1.5.4 On dit que le processus (Y}),; suit un modéle ARM A(p, q),
sl est défini par la relation suivante

p q
Y= Z ¢;Yi-j+ Z Orei—n
=1 k=0

ot les ¢y, 01 sont des nombres réels et €, est un bruit blanc de moyenne nulle

et de variance o2,

Le modele peut aussi s’écrire

(1 - Z@B]‘) Y, = (1 - Z@kBk) g, ou ¢(B)Y,=0(B)e
j=1 k=0

* Stationnarité du processus ARMA

13
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Théoréme 1.5.3 Le processus {Y;},o, est stationnaire et admet la décom-
position M A (c0)

e 9] o
Yy = Z¢i5t—i7 avec Z |th;| < +o0
i=1 i=1

si et seulement si les racines de [’équation ¢ (z) = 0 sont de modules stricte-
ment supérieurs a 1.

* Inversibilité du processus ARMA

Théoréme 1.5.4 Le processus {Y:},., est invrsible, ce qui s’exprime par
(o) o0
Y, = — ZmY},i + &4, avec Z || < 400
i=1 i=1

st et seulement si les racines de l’équation 0 (z) = 0, sont de modules stric-
tement supérieurs a 1.

En pratique, on rencontre des séries chronologiques non stationnaires.
La non stationnarité peut provenir de la variation de la moyenne, ou de la
variance, ou bien les deux dans le temps. Lorsque la non stationnarité est
conséquente a la variation de la moyenne dans le temps, on procede & des
différences successives de la série en question.

Définition 1.5.5 Soit VY, = (1 — B)dYt la différence d’ordre d de Y;. On
appelle un processus ARM A intégré et on le note ARIM A (p,d, q) le proces-
sus {Yi},cq tel que

¢ (B) VY, =0 (B)e;.

1.6 Processus non linéaires

L’observation de certaines séries chronologiques provenant du monde éco-
nomique et financier (par exemple, des taux d’échanges, des taux d’actions et
des indices, ...) montre des caractéristiques spécifiques qui ne sont pas théo-
riquement prises en compte dans la modélisation linéaire. Cependant, ils ont
introduit des modéles non linéaires, pour modéliser ces genres des données
de series chronologiques.

14
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1.6.1 Processus autorégressifs a coefficients aléatoires

Définition 1.6.1 On dit que le processus (Y;),c, est un processus autoré-
gressif d’ordre p a coefficients aléatoires, noté RC'A(p), s’il est défini par une
équation du type suivant

P

Y, = Z (Ai+ ¢yy) Yioi + &4

i=1
oui) Aj,As,...,A, sont des réels,
00) Drpy Dopy e ¢, sont des variables aléatoires,
ii1) (&¢);eq €St un bruit blanc.

1.6.2 Modeéle GARCH

Les modeles ARC H (autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques
) ont été introduits par Engle (1982) et leur extension GARCH (ARCH
généralisés) est due a Bollerslev (1986). Leur caractérisation repose essentiel-
lement sur le concept de variance conditionnelle. Dans ces modéles, celle-ci
s’écrit comme une fonction affine des valeurs passées du carré de la série.
Cette spécification particuliére se révele trés fructueuse car elle permet une
étude complete des propriétés des solutions tout en étant assez générale. Les
modeles GARC H sont en effet susceptibles de capter les propriétés caracté-
ristiques de certaines séries chronologiques.

Définition 1.6.2 On dit que (¢;),, est un processus GARCH (p,q), si ses
deux premiers moments conditionnels existent et vérifient

(1) Elet/ew,u<t]=0,te€Z;

(ii) 1l existe des constantes w, a;, i =1,...,q et 3;, j =1,...,p telles que

q p
o2 =Var[e/ew,u < t] =w+ Zaieg—i + Zﬁjaf—j , tEZ

i=1 j=1

Ce modele peut étre écrit de maniére symbolique sous la forme plus com-

pacte
ol =w+a(B)el+B(B)o, tel

ou B est 'opérateur retard, « et 5 sont les polynémes de degrés g et p.
a(B)=Y B, et B(B)= Y B;B
i=1 Jj=1

15
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Sif(z)=0ona
q
oF =w+ Z uEr
i=1

et le processus est appele ARCH(q).

L’innovation du processus (¢?) est par définition la variable v, = €2 — o2,
En remplagant, dans le modele, les variables o7 ; par 5?—;‘ — V4—j on obtient
la représentation

r p
g2 :W+Z(ai+5i)€ii+’/t—Zﬁthij , tEeZ
i=1 i=1

ou 7 = max(p, ¢), On retrouve ainsi dans cette équation la structure linéaire
des modeéles ARM A. Sous des hypothéses supplémentaires, on peut affirmer
que si (g¢) est un GARCH (p, q), (¢?) est un processus ARM A(r, p). En par-
ticulier, le carré d’un processus ARCH (q) admet, s'il est stationnaire, une
représentation AR(p). Ces représentations ARM A seront utiles pour 'esti-
mation et I'identification des processus GARCH.

Définition 1.6.3 Processus GARCH(p, q) fort
Soit (n,) une suite de variables iid de loi . On dit que (g;) est un processus
GARCH (p,q) au sens fort relativement & la suite (n,) s’il vérifie

€t = Oy
2 _ q 2 P 2
of =w+ DL aig; + Zj:l Bioi_;

ou les «; et B ; sont des constantes positives et w est constante strictement
positive.

Il est clair qu'un processus GARCH fort tel que o? est mesurable par
rapport & la tribu o (e,, u < t) est un processus GARCH au sens de la
premiére définition. La réciproque n’est cependant pas vraie.

Les processus GARCH au sens de la premiére définition sont souvent
qualifiés de semi-forts. En remplacant ¢;_; par o;_;n,_; dans le modéle, on
obtient

q p
2 2 9 2
0y =w+ E :O‘%Ut—z‘nt—z‘—{' E ﬁjgt—j
i=1 j=1
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que l'on peut écrire

T

2 2
0p =w+ E Qi (nt—i> Ot—i

i=1
ou a; (z) = 0? = ;22 + B;, i = 1,...,r. Cette représentation montre que
dans le cas d'un GARCH fort, le processus de volatilité vérifie une équation
autorégressive, mais avec coefficients aléatoires.

1.7 Produit de Kronecker

Définition 1.7.1 Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de dimension
respectivement n X p et m X q, la matrice de dimension mn X pq définie par

CLHB algB cee CblpB
A 2 B GQ%B GQ?B cee (IQZ.)B
an B anB -+ anpB

est appelé produit de Kronecker des matrices A et B.

Définition 1.7.2 Soit A = (a;;) une matrice de dimention n x n, on définit
la norme matricielle par 'une des normes usuelles

* 1Al = max Z |asj]

1<5<n
* Al = (AAt) ot ¢ (A) = max {[A[, A € Sp(A)}.
* Al = = a2 Z |as]

Définition 1.7.3 L’opérateur Vec génére un vecteur colonne d’une matrice
A en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A = |ay,aq, ..., a,| au-
dessous l’'un a l'autre

Vec(A) = [d), d, ...,al)

r'n

Théoréme 1.7.1 Soient A, B, C et D quatre matrices appropriées
(i) (A®B)(C®D)=(AC)® (BD).

(it) (A BY = AV B,

(iii) Vec[ABC] = (C' ® A) Vec|A].

(iv) Tr[AB] = (Vec|B']) Vec|A] = (Vec|B]) Vec|A].

17
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Théoréme 1.7.2 Soit V une matrice de dimension n X n vérifiant [’équation
sutvante
V=MVN +G

ot M, N et G sont des matrices données de dimension n x n. Si la matrice
[I,2 — N ® M] est inversible alors il existe une solution unique V telle que

Vec[V] = [I,2 — N @ M| Vec[G]

Définition 1.7.4 Soit A une matrice symétrique de dimension n X n, alors
Doperateur Vech [A] défini un vecteur de dimension [n(n+ 1) /2] X 1 qui est
obtenu de A en empilant de gauche & droite ses parties des colonnes de A
sur et au-dessous du diagonal principal, ['une sur [’autre dans [’ordre.

Théoréme 1.7.3 [l existent deuz matrices K,, et H, de dimension [n(n + 1) /2]x
n?, tel que

Vech[A] = H,Vec|A], et Vec[A]l=K,Vec|A]

pour toute matrice A de dimension n x n, et H, K], = Inpi1y/2-

18



Chapitre 2

Etude probabiliste

Au cours des 40 derniéres années, il y a eu un intérét croissant dans les
modeles de séries chronologiques non linéaires. Dans ce chapitre on s’intéresse
a I’étude des conditions de stationnarité, ainsi les conditions d’existence et
d’unicité des solutions stationnaires des modeéles autorégressifs a coefficients
aléatoires introduits et étudiés par plusieurs auteurs.

2.1 Propriétés du modéle RCA(1)

Comme beaucoup d’autres auteurs, on considére le modele RC'A(1) pour
faciliter les calculs. En principe, ces méthodes peuvent étre étendues au cas
général. Tout au long de cette section, on aimerait utiliser la définition sui-
vante :

Définition 2.1.1 un processus autorégressif a coefficient aléatoire d’ordre 1,

noté RCA(1) est défini par
Yi=(a+¢,)Yi1+e, telZ (2.1)

ou : (i) o € R,

(i1) (¢)4ey €St une suites de variables aléatoires iid, de moyenne nulle et de
variance o2,

(i11) (¢;),eq €St une suite de variables aléatoires tid, de moyenne nulle et de
variance w?,

(1v) les suite (g¢), (¢,) sont mutuellement indépendantes.
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CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

Les conditions pour lesquelles le modeéle RC'A défini par ’equation (2.1)
admet des solutions, ont été souvent discuté dans la littérature. Le premier
travail a été fait par Nicholls et Quinn (1980) et Nicholls et Quinn (1982) dans
le cas univarié et multivarié, tandis que Andel (1976) a étudié les conditions
de stationnarité faible. Récemment, Aue et al. (2006) ont étendu ce travail
dans cette classe de modeéles.

D’abord on va commencer, par I’étude des propriétés de :
~1

Y:ZcE_iiH (

=0

a+o_;) (2.2)

Soit : log" 2 = max {log x, 0} la partie positive du logarithme.
Lemme 2.1.1 On suppose que (i)-(iv) soient vérifiées et
E[log®|eo]] < o0 et E [log™ |a+ ¢|] < oc. (2.3)

St
—00 < E[log|a + ¢]] <0 (2.4)

Alors Y défini par (2.2) est absolument convergent avec probabilité 1. Réci-
proquement, si Pleg =0] <1 et P[|Y] < oo] =1, alors (2.4) est vérifiée.

Preuve. (1) D’abord, nous supposons que (2.4) soit vérifiée, par la loi forte
des grands nombres, il existe une variable aléatoire iy telle que

log ‘a + ¢,1‘ + log ‘a + ¢,2‘ + ...+ log |a + (154‘ < %z’% sii1>ig, (2.5)

quand —oo < y = E [log|a + ¢_|] < 0. En utilisant (2.5), on a

o i—1 io > ‘
Y] < Z |le_i ‘Ho la+o_;| + kHo o+ ¢ Z |e_i| €7/2 (2.6)
i=0 7= =

1=ig+1

D’apres le lemme 2.2 de Berkes et al. (2003), on a

P {Z |€—Z'|€Z"Y/2 < OO} = 15
1=0

et on achéve la premiére partie du lemme si —oo < E [log |a + ¢,|] < 0.
Si Elog|a+ ¢y|] = —oo, alors (2.5) est vérifiée pour tout v < 0, alors
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2.1. PROPRIETES DU MODELE RCA(1)

largument dans (2.6) peut étre répéteé.
(2) Si P{leo] =0} < 1, il existe a > 0 telle que P {|go| > a} > 0.
Soient les événements Ay définis par :

k—1
Ay = {w ; <|5_k| II |a+q§_i‘) € [a,00) x [l,oo)}, k e N.
i=0
Ensuite, nous introduisons une suite croissante de o—algébres données par

Fo=10,9} et Fr =0 ((gi,0;), —k <i<0). Il est clair que Ay € Fy. En
appliquant (i) — (iv), on obtient

k-1
P[Ay [Fr-1] = Pleo| = a] I [Zlog|a+¢i‘ >0

Ensuite nous montrons que

00 k—1
ZI [Z log {oz + gzﬁ_i‘ > 0] =00 p.S. (2.8)
k=1 Li=0

Si E [log |a + ¢g] > alors (2.8) devient de la loi forte des grands nombres.
Si E[log |a+ ¢y|] = 0, alors on a

P

k—1
lim g [] !a—l—gb,j| :O] =0.
Cela contredit avec le fait que Y soit fini, et complétant la démonstration du

lemme. =

Lemme 2.1.2 On suppose que (i)-(iv) et (2.4) soient vérifiées, E |¢y|° < oo
et E|eo|* < 0o pour e > 0. Alors il existe § > 0, telle que E Y| < oc.

Preuve. Soit M (t) = E|a+ ¢,|", 0 <t < e. On note que M (0) = 1 et
d’apres (2.4), M’ (0%) < 0. Par conséquent M (t) est décroissant & droite au
voisinage de zéro, alors il existe 6 > 0 telle que M (§) < 1. Nous pouvons

21



CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

supposer sans perte de généralité, que 0 < § < 1. Comme (a + b)5 <ad+ b
pour a,b > 0 par concavité,

o i—1 0 e i—1
. (Z\m\ Il |a+¢j\) <Yl Mo+ o,/
i=0 J=0 i=0 J=0

En utilisant (7)-(iv) et M (0) < 1 on conclut que

00 i—1 e’}
4 i
EY] < Eleol Y E (Il |a+¢,|"| = Eleol’ > M () <
—0 j=0 i=0

Ce qui termine la démonstration. m
Le lemme suivant nous fournit la condition d’existence de E'|Y|", v > 1
généralisant le lemme précédent.

Y

Lemme 2.1.3 On suppose que (i)-(iv) et (2.4) soient vérifiées , pour certains
v>1, Eloyl” < o0, Eleggl” < o0 et |a+ ¢p|” < 1. Alors EY]" < 0.

Preuve. En utilisant (i)-(iv) et I'inégalité de Minkowski, on obtient
(EY)" < (Bleol)" S (Bla+ ¢f*)"" < 0.
1=0

Ceci termine la démonstration. =

Remarque 2.1.1 Si ¢y et ¢, sont indépendentes, E|[p,] = FEleo] = 0,
E[¢] = w? et E[e}] < oo, alors E[Y?] < 0o si et seulement o® + w* < 1.
Ce résultat est obtenu par Nicholls et Quinn (1982) d’aprés Andel (1976).

Définition 2.1.2 On dit que {Y;},., est une soultion non anticipative de
Uéquation (2.1), siY; est indépendante de {(¢y,€x) : k> j} pour tout j € Z.

Le théoréme suivant donne la condition nécessaire et suffisante d’existence
de la solution unique de ’équation (2.1).

Théoréme 2.1.1 Si (2.3) et (2.4) sont vérifiées, alors il existe une unique
solution strictement stationnaire, non anticipative et absolument convergente
de l’équation (2.1) donnée par

° i—1

i=>Y e[l (a+6,,) (2.9)

i=0 =0



2.1. PROPRIETES DU MODELE RCA(1)

Réciproquement, st
Prci¢, 4 cae1 = ¢3] < 1 pour tout ¢1,co € R* et c3 € R (2.10)
et l’équation (2.1) admet une solution non anticipative, alors (2.4) est vérifiée.

Preuve. La premiére partie du théoréme est une conséquence du lemme
précédent et les résultats de Brandt (1986). La condition (2.10) produit que
Y; est irréductible, au sens de Bougerol et Picard (1992), par conséquent leur
théoreme 2.5 implique la deuxiéme partie du théoreme. m

Remarque 2.1.2 1- E[log|a + ¢,|] existe toujours dans [—oo, +oo[ car :
Ellog|a+ ¢1]] < Efla+ ¢,] < o

2- La condition (2.4) dépend de la loi des variables aléatoires (¢,) .

3- La stationnarité au second ordre du processus RC'A (1) défini par (2.1), a
été étudiée par Nicholls et Quinn (1982), en montrant qu’il existe une unique
solution stationnaire si et seulement si || <1 et w? (1 —a?)~" < 1, ceci est
équivalent que o + w? < 1.

4- La condition (2.4) implique o < 1. Inversement, si o® +w? < 1, (2.3) est
vérifiée, car par application de l'inégalité de Jensen

Eflogla+¢,] <log E[|la + ¢,[] <loglal <0

Maintenant on cherche des conditions d’existence des moments d’ordre
2m oum = 1,2,4. On ne considére que les moments d’ordre pair, car si ’on
fait une hypothese de symétrie pour la loi de (¢,) et (¢;), les moments d’ordre
impair, lorsqu’ils existent, sont nuls. Si cette hypothése n’est pas faite, ces
moments semblent difficilement calculables. Pour les moments d’un processus
RCA(1), on a le résultat suivant, d’apreés Fink et Kreiss (2013).

Théoréme 2.1.2 On considére le modéle RC' A (1) défini par I’équation (2.1),
et on suppose que les moments E [ ?m] et E[e2™], m = 1,2,3,4 sont finis,
alors on a

ElY] < 0 = od*+uw’<l1 (2.11)
E [Yf] < 0 &= a'+6fWP <1
E [Yﬂ < 00 = a®+28a8%W% 4+ 700t + 280°E [qbf] +E [@ﬂ <1
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CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

Ou E [¢}] = ¢* et E[e}] = B*. Si les moments sont finis, on a

2 4 4 a’4w?
2 O-a 4 6 + 605 1—a2—w?2
E[Y;]:l_az_wz etE[Yt}Zl_a4_6a2w2_¢4 (2.12)

Pour h > 0, les autocovariances sont données par

Cov [y, Yiyp) = o"E [V
C 2 v2 ] (.2 2\h 47 212
o0 [Y2. Y2 = (0 + ) (B[]~ B[]

Preuve. La premiére assertion de (2.11) est démontrée par Nicholls et Quinn
(1982), Corollaire 2.3.2. Les autres assertions seraient démontrées d une fagon
similaire.

Le moment du second d’ordre de (2.12) est énoncé par Aue (2003), Lemme
3.1.1. Concernant le moment d’ordre 4, on suppose que les moments impairs
des bruits blancs sont nuls jusqu’a 'ordre 7, alors

B[] = Ela+e)Yia+ea)]
= El(a+ ¢t)4] EY ] +6E[(a+ ¢t)2} E Y2, E[e]] + E [€]]
= (" 460’ + ") E[YE]+6(a®+w’)E[Y2, ] 02+ B4

comme le processus est supposé stationnaire, on a
E Y] (1= (a'+60%w? +¢')) =6 (o +w) E[V?] 02 + 5*

d’ou le résultat. Concernant les autocovariances du processus sont également
donnée par Aue (2003), Lemme 3.1.1. m

Dans ce qui suit, nous allons largement faire usage du processus soi-disant
processus RCA tronqué qui peut étre obtenu & partir de 1’équation (2.9) en
considerant seulement les derniers termes du bruit d’innovation ¢; et le bruit
de perturbation ¢,, qui est donnée par la définition suivante.

Définition 2.1.3 La version tronquée du processus RC' A, Y, est donnée par

. s—1 i1
=Y e j]‘[o (a+¢, ;) (2.13)
=0
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2.2. PROPRIETES DU MODELE RCA(P)

Lemme 2.1.4 5iY; a un moment d’ordre 2 fini, la [iz—norme de la différence
entre le processus initial Y; et le processus tronqué Y,® décroit exponentielle-
ment vers zéro, i.e.

2
E {(Yt ) } =% (24w =09, v <1

1—a?—w?

Les constantes 9° sont absolument sommable.

Preuve. On a

E[(Yt—if;ﬂ— (ZH a+ o) e J>2 :#E_MQ(OFJrﬁ)S::ﬁS

ZSJ

Il découle directement que les constantes 9° sont absolument sommable. ®

2.2 Propriétés du modéle RCA (p)

Dans cette section, nous allons essayer d’étudier certaines propriétés du
modele autorégressive a coefficients aléatoires d’ordre p noté RC'A(p) et défini
par

p
= (A + dy) Vi + &1 (2.14)
k=1

On suppose que :

(1) {e+} est une suite de variables aléatoires indépendantes, de moyenne nulle
et de variance o2,

(7i) Les Ay, pour k = 1, ..., p sont constantes,

(7i1) ¢, = [¢1t, Gopy s e %t}/, (¢¢)1cz st une suite de variables aléatoires in-
dépendantes, telle que E [¢,] = 0, et les suite (g;), (¢,) sont indépendantes,
(1v) 1l n’exite aucun vecteur constant non nul Z tel que Z'Y; est purement
linéaire déterministe.

La relation (2.14) peut s’écrire sous forme matricielle
Y, =[A+®]Y, , +¢ (2.15)
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CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

tels que
Ay A, D14 Dt 10 0
1 0 0 0 0 0
A — , @t - . . y J -
0 1 0 0O 0 O 0O 0 O

Y, =V, Y1, ...,Yt—p+1)/, g, = (&,0, ...,O),

Bleg) =02 = Q, E[®,2 ) = C.

ou A, ®; et 2 sont des matrices carrées d’ordre p et Y,, €, sont des vecteurs
de dimension p x 1.

2.2.1 Conditions de stationnarité

Théoréme 2.2.1 Le processus {Y;, t =1—-"T,...,0,1,...} généré par (2.14)
est stationnaire si et seulement si

= po €t Vig =Voo, oty =E[Y,] et Vi; =FE [Xizﬂ :

Preuve. Il est clair que la condition nécessaire devient directement de la
constriction de Y,.

Pour démontrer la condition suffisante, on suppose que Y, est indépendant
de {e;, t =1,2,...} et {¢y, k=1, ...,p}, ainsi que p, = g pour t =0,1,....h
et V;f,t—s = ‘/t—u,t—s—u = W87

t=s+1,....,h,u=1,...t—sets=0,...,h. Dans le cas h = 1, ces conditions
se réduisent & p; = pg = pet Vi = Voo = Wo. En utilisant (2.15) on obtient

P = B [Xh-&-l] =FE HA+ Qi)Y +§h+1}
= AE[Y,]=AFE [Xh—l] = Hn

Sachant que @, et €, sont indépendants de {¢,, ...,£,} et Y.
Pour 1 < s < h,

Visiniios = B [Yy Y]
= L [([A + ®pa] Y, + §h+1) X;H_l_s]
= AE[Y,Y},, |=AE[Y, Y] |]
= L [Xhlﬁl_s} = Vi h—s
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2.2. PROPRIETES DU MODELE RCA(P)

tandis que

Vigip1r = E [Xhﬂz;wﬂ]
= K [([A + @pa] Y + §h+1) ([A + @] Y, + §h+l),}

par conséquent on obtient

Vec[Vipinr] = VecE [[A+ @] Y, Y5 [A+ Ppia] + gpp18h44]
= E[[A+ 0] ® [A+ Pppa] Ve[V, Y] + Vee [ 1) 14] ]
= EARA+ @1 ® ©pi] E[Vec[Y, Y]] 4+ Vec [02]]
= [A® A+ C|Vec|[Vip + Vec[Q]
= [A® A+ C|Vec|[Vh1h-1] + Vec[Q]
= Vec[Viu

[ |
On note que F;, est une o-Algebre engendrée par les suites des variables

aléatoires {¢y, }r_, {e1-1,61-2,-..}.

Corollaire 2.2.1 Le processus {Y;} généré par (2.14) est stationnaire si et
seulement si = E[Y,] vérifie Au=pu et V= FE[Y,Y,] satisfaisant

VeclV]=[A® A+ C|Vec[V]+ Vec[Q)] (2.16)
Preuve. D’apres la démonstration du théoréme précédent on a :

m o= EY,]= Ay (2.17)
VeclVii] = EY Y =[A® A+ C]Vec|[Voo| + Vec|Q)].

d’ou le résultat. m

La solution de I’équation (2.16) joue un role important pour établir des
conditions d’existence de solutions stationnaires doublement-infinies de I’équa-
tion (2.14). Il convient de noter que la solution V' de I’équation (2.16) doit
étre définie non négative, étant une matrice de covariance, et définie positive
si 'hypothese (iv) doit étre satisfaite. En outre, il ya une solution de (2.16)
si(I—A®A—C) est inversible, ie. Vec[V] = [I —A® A—C] ' Vec[Q)],
mais il peut exister une solution, méme si (I — A ® A — C') n’est pas inver-
sible.

Les conditions de stationnarité pour un modeéle autorégressifs a coeffi-
cients aléatoires d’ordre p, ont été également étudiées par Andel (1976).
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CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

Théoréme 2.2.2 Si la condition suivante est vérifiée
2P — APt — L — A, # 0 pour |z > 1 (2.18)
alors il existe une solution unique de [’équation
Bt = ABTA +Q (2.19)

et cette solution est une matrice définie positive et explicitement donnée par
oo

Bt =) AkqA™ (2.20)
k=0

Preuve. Sachant que : 27 — A;2P~1 — ... — A, est le polynome caractéristique
de la matrice A, alors si la condition (2.18) est vérifiée, ceci implique que les
valeurs propres de la matrice A se trouvent a l'intérieur du cercle unité. En
introduisant 'opérateur Vec on obtient

Vec |BT] = A®*Vec [BT] + Vec[)] (2.21)

ol la matrice A®? est de dimension p? x p?. Sachant que les valeurs propres
de A®? sont de la forme Aidj ou A; et \; sont celles de la matrice A, et
|\i| < 1 pour tout i, il résulte que les valeurs propres de A®? sont a I'intérieur
du cercle unité, alors [I,2 — A®?] est inversible, par conséquent ’équation
(2.14) admet une solution donnée par

Vec [BY] = [I,» — A®?] e Q]
En développant la matrice [/,2 — A®27! en séries on obtient
Vec[BT] = [I.— A% “vec[Q)
= [[22+ A%+ A% + ] vec[Q)

= IPVec[Q + A®*Vec[Q] + ...
= Vec|L,QU,] + Vec[AQA| 4+ Vec [A*QA%] + ..

i AkQ A

k=0

= Z Vec [AkQA’k} = Vec

k=0

dott : BT = 3 AFQA* m

k=0
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Théoréme 2.2.3 La condition Var [Yy,....,Y,] = Var[Ys,...,Y,+1] est véri-
fiée si et seulement si la matrice B = Var[Yi,...,Y,] est une solution de
[’équation

B=ABA + [0+ Tr (A*B)] J (2.22)

ou A* = Var A, ..., A].

Preuve. On note que :

A Ay oo A
1 0 0
A= )
0 1 0
On a
Yo Yy Ept1
o =al s |+ (2.23)
Y, Y, 0

p
On pose : A= (4;), Y = (Y1,...Y,), Zi= > AuYu, et Z = (Zy,..., Z,),

on va calculer

Cov [ZZ, Zj] = Cov [AihYIu A]kYk]

h=1 k=1
(A;;) et (Yi), k=1,...,p sont indépendant et E {Y;} = 0, on obtient :
Cov [AinYn, AjiYi]
= E[AaY2ApYi] — E[AnYy] E[AY)
= E[ApAj]l EVYy] — E[Ap] E Y] E[Aji] E Y]
= [Cov [Ain, Aji] + E [Ain]) E[Aji]] Cov [Y, Y]
= Cov [Aip, Aji| Cov [Yy,, Yi] + E [Aip] Cov [Ya, Yi| E [Aji]
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On note que : H;; = (Cov [Aih,Ajk])fL’kzl , Bpr = Cov [Y, Y.
Sachant que B = (Bp)}, _y, On a :

Cov [ZZ, Z]] = Z Z Cov [Ai}u Ajk] Bhk + Z Z E [Azh] Bth [A]k}
h k h k

= Tr(H;B)+ Z Z E[Ai] BreE [Aj]

h=1 k=1

Il est clair que
Hij:{A pour t=J=2pr
0 sinon

et F{A} = A, par conséquent
Var[Z] = Tr (A*B) J + ABA

Ainsi on a
Var0,...,0,e,41] = 0*J

D /
on pose S = <Y2, e Yo, Y AkYk> , alors
k=1

Var (S,[0,...,0,ep41]") =0
D’apres la relation (2.23) on a :
B=VarYs,..,Yyu] = ABA + [0* + Tr (A*B)] J

]
Théoréme 2.2.4 On suppose que

2P — AP — L — A, #£ 0 pour |2] > 1 (2.24)
st la condition suivante est vérifiée

1—-Tr(A*B*) >0 (2.25)

alors (2.22) admet une solution unique, définie positive donnée par

B=0%[1—Tr(A*BY)] ' B* (2.26)
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Preuve. Les racines de 1'équation 2? — A;2P~1 — ... — A, # 0 sont celles du
polynéme caractéristique de la matrice A, si (2.24) est vérifiée, alors (2.20)
est la solution unique de I’équation (2.19).

Pour tout nombre arbitraire v on a

uB* = AuBT A"+ J
la matrice uB™ est I'une des solutions de 1’équation (2.22) si et seulement si
u=o>+Tr (A*uB™)

Si (2.25) est vérifiée alors la matrice B donnée par (2.26) est 'unique solution
de I’équation (2.22) et cette matrice est définie positive. m

Corollaire 2.2.2 Les conditions (2.24) et (2.25) sont nécessaires et suffi-
santes pour que le processus {Y;} soit stationnaire.

2.2.2 Exemple
Nous considérons un modele AR (1) a coefficient aléatoire
Y, =AY, +ey, (2.27)
telles que E [A;] = S et Var [A] = A.

On soppose que |A;] < 1 p.s, alors 5 < 1 alors la condition (2.24) est vérifiée.
Dans ce cas A = () et équation (2.22) devient

B=p*A+0*+AB

et sa solution
B=[1—(8*+A)] "o

sachant que
1>FE[A]] =p8>+A

alors la solution existe toujours et elle est positive, et en vertu du Corollaire
précédent le modele est stationnaire sous la condition |A4;] <1 p.s.
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2.2.3 Solutions stationnaires

Essayons maintenant de trouver sous quelles conditions ’équation (2.14)
admet une solution stationnaire.
Soit F; : o-Algebre engendrée par {(e5), (¢,) ;s < t}.

Dans une tentative de trouver une solution F;-mesurable de I’équation (2.14),
il est avantageux d’obtenir un développement pour Y; en termes de fonctions
mesurables sur F;, en itérant I’équation (2.15).

On pose : Sy, =11,y [A+ Pi—k] ; Ry = SirY, ,_;, on obtient

[A+ @) {[A+ P 1]Y, s +e 1} +g

Kt:

g+ A+ Pg HA+Q][A+D4]Y, ,

T

Z Hi;%) [A + q)tfk] E—j+ H};:O [A + q)tfk] Y, .

J=0

Z Stj-1&4—j + Rir (2.28)

J=0

On note que F [gt_igg_j} = 0 pour 7 # j, alors on a

VecE [(Y, — Ri,) (Y, — Ri,)] =

Lemme 2.2.1

VecE <Z St,j_1§tj> (Z St,i—1§ti>]
L \j=0 i=0

[ r
!/ /
VecE § St,j—létjétjst,j1]

Lj=0

r

(2.29)

B> (S ®8,;4) Ve (e e )
j=0
r j—1
EY |TJ A+ @ik) @ (A + @14)] Veee (ét_jgij)]
j=0 Lk=0
Y (A® A+ C) Vec(Q)
=0

j
Si S [A® A+ O Vec|J @ 0?] converge lorsque j — oo et

k=0
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H est une matrice définie positive telle que

Vec[H) =Vec(Q)+C i [A® A+ CT"Vee (Q) (2.30)

alors les valeurs propres de A se trouvent a l'intérieur du cercle unité.

Preuve. Soit la matrice W définie par

o

Vec[W] = Z [A® A+ C)f Ve [J ® o]
Alors 7
A A+ ClVecW] = i[A@A—I—C]kVec [J ® o]
= V_ec (W] = Vec |[J ® 0’
Ainsi
Vec[W] = [A® A|Vec[W]+ (CVec[W]+ Vec [J @ 0?])

[A® Al Vec W]+ Vec[J @ H|
comme CVec[W]|=Vec[]® (CVec(W))], alors W = AWA +J® H

Soit A une valeur propre de la matrice A et 2z’ # 0 un vecteur propre a gauche
associé & \ tel que z = (21, ..., ) , alors
ZWz = ZJAWAzZ+7Z[J® H|z
= N ZWz+ 2 Hz,

alors (1 — \)\]2) ZWZz =2 Hz,.

r ~1k
Sachant que ) [A ® A+ C’] Vec|J ® 0?] est un Vec d’une matrice définie

k=1

non négative, alors sa limite est aussi la matrice W qui est non négative, et
Wz 2>0.Si2,Hz, > 0 alors 2, # 0, par conséquent [A| < 1.

Maintenant on suppose que z, = 0, sachant que 2’ est une valeur propre a
gauche de A alors

A e A,
1 - 0

(21, s 2p) — : = A (21, .., 2p)
0O 1 O
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ceci est réduit au systéme d’équations suivantes

ZlAl = )\Zl
Z; + ZpAp,1 = )\Zlqu, 1= 1, P — 1

Si A # 0, la premiére équation implique que z; = 0, comme z, = 0 et les
équations restantes ont comme leur seule solution 2z, = ... = 2,1 = 0, donc
z # 0, par conséquent [A| < 1. m

Théoréme 2.2.5 Afin qu’il existe une solution stationnaire unique F;-mesurable
de Uéquation (2.15), vérifiant (i)-(iv), il est nécessaire que

r

Z[A@A%—C} Vec [J ® o]

=1

converge lorsque r — 00, et suffisant que cela se produit avec la matrice
définie positive H telle que

Vec|H] :Vec[Q}—i—C'i[A@A—i—C]jVec[Q].

Jj=1

Si [A® A+ C| n'a pas une valeur propre unitaire, alors cette derniére condi-
tion est a la fois nécessaire et suffisante, et il existe une solution stationnaire
unique, donnée par

oo j—1

Yi=g+> [[lA+®) e,

7=1 k=0
Preuve. Voir [37]. =

Corollaire 2.2.3 Afin qu’il existe une solution stationnaire unique F;-mesurable
de l’équation (2.15) il est nécessaire et suffisant que toutes les valeurs propres
de la matrice [A ®@ A+ C| soient a l'intérieur du cercle unité.

Preuve. On peut représenter la matrice (A ® A + C') sous la forme cano-
nique de Jordan

(A® A+ C) = PAP!
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ou A est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des valeurs
propres de (A® A+ C).

Il est nécessaire seulement de démontrer que les lignes de P~! qui corres-
pondent & un élément diagonal A de A pour que |A| > 1 ne peuvent pas étre
orthogonales a Vec[J ® o2].

Soit 2’ I'un de ces lignes de P~! lequel est un vecteur propre & gauche de
(A® A+ C), en notant qu’il existe au moins un tel vecteur.

Si 2'Vec[J ® 0*] = 0 alors le premier élément de z est non nul, sachant que
le seul élément non nul de (J ® 02) est 02, ainsi que C' a seulement une ligne
non nule (la premiéere ligne) qui est C'.

D'ou : 2/ (A@A—i—é’) = 2/ (A® A), tandis que 2’ (A@A—i—é’) = A\ et
donc A est aussi une valeur propre de (A ® A). En vertu du lemme précédent
toutes les valeurs propres de A se trouvent a 'intérieur du cercle unité.

Soit PAP~! la forme canonique de Jordan de la matrice A et [\, ..., \)] =
diag (A).

Si A est une valeur propre de (A ® A) alors det [A,2 — A ® A] = 0, mais
det (M, — A®A] = det[\,2 — (PAP™") ® (PAP™Y)]

= det [M,z — (PQP)(A®A) (P @ P)]

= det[N(PR®P)(PRP)" —(PRP)(A®A)(P® P)™]
= det (P®P)(M,e —A®@A) (P® P)"]

= det (P® P)det (\Mpz — A® A)det [(P® P)"']

p
= det[\Lp —A®@A = [] (A= A\)
ij=1

Sachant que les éléments sous-diagonal de (Alpz — A ® A) sont non nuls,
alors A = A\;\; pour certains ¢ et j ot A;, A; sont des valeurs propres de A et
sachant que |\;| <1, alors [A| = |\ [\] < 1. m

2.2.4 Stationnarité stricte

Dans les sections précédentes on n’a rien supposé sur {¢;} et {¢, }seulement
que sont indépendantes, stationnaires du second d’ordre et qui sont mutuel-
lement indépendants. Si {e;} et {¢,} sont aussi deux suites de variables aléa-
toires identiquement distribuées dans quel cas elles sont aussi strictement
stationnaires et ergodiques, il est possible d’inférer des propriétés plus fortes
pour la solution F;-mesurable, {y;} de I’équation (2.14).
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Théoréme 2.2.6 On suppose que les suites {e;} et {¢,} vérifient les sup-
positions (i) et (iii) et qu’elles sont identiquement distribueés. S’il existe
une unique solotion {Y;} stationnaire au second d’ordre et Fi-mesurable de
léquation (2.14), alors cette solution est aussi strictement stationnaire et
ergodique.

Preuve. L’'unique solotion stationnaire au second d’ordre et JF;-mesurable,
{Y;} de I’équation (2.14) donnée par

oo j—1

Y, =¢ + Z H [A+ q)tfk]j Et—j

j=1 k=0

est une limite en quadratique moyenne, par conséquent en probabilité d’une
suite de variables aléatoires F;-mesurable. Comme la solution a la méme
forme fonctionnelle pour chaque ¢, {Y,} doit étre strictement stationnaire,
par conséquent U'est aussi {Y;}.

Sachant que {¢,,&;} est une suite iid alors elle est ergodique.

Ainsi que la o-Algebre G, engendrée par {Y;,Y; 1,...} est inclue dans F;, si
{Y;} est une suite F;-mesurable de variables aléatoires.

Soient G et F les petites o-Algeébres contenant respectivement tlggo G, et

tlim Fi, il résulte que G C F et {Y;} est ergodique. m
—00
Les résultats de cette section, ne couvrent pas complétement le cas ot

(A® A+ C) aune valeur propre de 'unité. Cela est dii & ’absence éventuelle
de l'unicité de la solution, et le fait que (/ — A ® A — (') n’est pas inversible.

j

Si S [A® A+ O] Vee[Q] converge lorsque j — oo, il existe une solution
k=0

stationnaire et F;-mesurable de (2.14), quelles que soient les valeurs propres

de (A® A+ C). 1l peut, cependant, existent d’autres solutions stationnaires
si (A® A+ C) a une valeur propre de 'unité.

2.2.5 Example

Il est possible de construire un exemple pour lequel 'équation (2.14) gé-
nére un processus {Y;,t =1,2,3...} stationnaire satisfaisant les conditions
(1) — (iv), et dont la matrice (A ® A + C) a une valeur propre de l'unité.
Pour illustrer cette propriété, on considére le modeéle suivant

Vi=(A+A)Y 1+e
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ou Y}, €; sont deux vecteurs aléatoires tels que

a0 [0 o0 R
a={50) a=loa] ==1%]
Ela)] = E[6])=0, Ela}] =1, E[6] =, |a| <1,

a; et §; sont indépendantes. De plus, soit £ [Yy] = 0et Vec[YoYy] = (ﬁ, 0,0, C’),
ou C' > 0.

Alors Vec[Q)] = ¢(1,0,0,0), les valeurs propres de A se trouvent dans le
cercle unité et

(12
0
(A©A+C)=| |
0

o O O O
o O O O
_ o O O

ses valeurs propres sont 0,0, a? et 1. D’une part on a

VecEY1Y]] = (A® A+ C)VecE[YyY,y] + Vec[Q]
2
- CﬂLﬂﬁﬁ)+w&Qm

1—a?’

'
= (1_—a2, O, O, C) = Veck D/()}/E),] .

D’autre part on a : E[Y;] = aE[Y1] = 0 = E[Yy]. Alors le processus
{Y;,t =1,2,3...} est stationnaire.
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Chapitre 3

Inférence statistique

Dans ce chapitre nous faisons l'inférence statistique dans la classe de
modeles autorégressifs & coefficients aléatoires par 'application de certaines
méthodes usuelles d’estimation, et nous étudions ensuite le comportement
asymptotique d’estimateurs obtenus.

3.1 Laméthode des moindres carrés ordinaire

Dans cette section on s’interesse & trouver I'estimateur des moindres car-
rés ordinaires d’un modele défini par (2.14). On retient les suppositions (7)-
(iv), et on rajoute :

(v) Les coefficients Ay, k = 1,...,p et C sont supposés de sorte qu’il existe
une solution unique {Y;} du scond d’ordre et F;-mesurable vérifiant I’équa-
tion (2.14).

(vi) £, ne peut prendre presque stirement que deux valeurs seulement.
Soient 02 # 0 et ¥ = E [¢,¢,], il est clair que

Vec[S] = E[¢, @ ¢}] = [E ¢y @ ¢4]] = "

On a vu que la condition (vi) est vérifiée si et seulement si toutes les valeurs
propres de la matrice A se trouvent a I'intérieur du cercle unité, ou encore

p .
équivalent & 1— > A;z" # 0 pour tout |z| > 1, lequel est démontré par Andel
i=1

(1971) i.e. CA < 1, on A est la derniére colonne de (I — A® A)~". Soit W
une matrice d’ordre p X p tel que A = Vec[W], alors la condition CA < 1
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peut étre remplacer par Tr [XW] car
CA = (Vec[x]) Vec[W] = Tr [SW]
Le modele (2.14) devient

p p
Y, = Z ArYix + (Z OpYip + €t)
k=1 k=1
ou bien
Yt — Alztf]_ + Ut (3.].)
ot: A= (A, ..., A) etu =dY, | +e

3.1.1 Procedure d’estimation

Sachant que la matrice ¥ est symétrique, alors on a besoin d’estimer
seulement = = Vech [X].
D’abord on va estimer le coefficient A = (4, ..., 4,)". On a

Elu/Fia] =E¢]Y, + Ele) =0
Sachant que ¢, et ¢; sont indépendantes de {¢1> ooy Oy Et—15 42, }, alors
Elui/Fia] = B[] 428 [26Y, 1/ Fii]
+E [[6Y,]" /Fid]
= 02 +2B[a] B [0Y, 1/ Fin]
+E Y4 0,0,Y 1/ Fia]

= J? +Y, B¢ Y, 4
= U? +Y, ,3Y,

Alors u; est une différence de martingale conditionnellement hétéroscédas-
tique.

Eu}/Fia] = o2+ Y, ,0Y, ] Vec[X]
o+ [Vec [Kt—lX;—lﬂl K Vech[X]

on pose : £ =Vech[X] et z, = K, [Vec Y, Y] |||, ona

EW/Fii]=02+zE=02+E7 (3.2)
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Si on se donne 'ensemble des observations {Y;_,, .. YO} on obtient l'esti-

~(LS)
mateur des moindres carrés A( de A en minimisant Z u? par rapport a A
=1
dans la relation (3.1), alors on a

T
= {ZXtIX;—l} ZKHYt (3.3)
=1 =1

~(LS)

D’aprés la relation (3.1) ona:u, =Y, —Ar Y, ,t=1,..,T.
2

Soit 1, = u? — 0' — 2=, alors les estimateurs =, 62 de Z et 02 sont obtenus

en minimisant Z n? par rapport = et o2, et on a
=1

== {Z [z, — 2] [2, — Z]/} Zﬁ? 2, — 7] (3.4)
62=T" iu? — 2z (3.5)

3.1.2 Comportement asymptotique

~(LS
Dans ce paragraphe on va établir que les estimateurs A(T , = = et 0 définis
par (3.3), (3.4), et (3.5) sont consistants, alors il est convenable dabord

. s . . A (LS) .
d’obtenir les propriétés asymptotiques concernant ’estimateur A, °, ensuite
celles des = et 62 car ces estimareurs sont obtenus en dérivant 4.

Théoréme 3.1.1 Soit {Y;} un processus RCA(p) strictement stationnaire
~(LS
Fi- mesurable vérifie l’équation (2.14) et soit A(T ) donné par la relation

~(L
(3.3) alors sous les conditions (i) — (vi), l'estimateur A(T converge presque
strement vers A.

De plus si E[Y,!] < oo alors T/? <A — A) lorsque T' — oo converge vers

une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance :
02T (0) + T (0) B [Y, Y, Z'2] T (0) (3.6)

0 T(0) = B Y, Y]
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Preuve. D’aprés la relation (4.3) on a

~(LS) T / ! T
L I G B
= -

T - T
= {T_l t_ZIKHKH} T t_Zl {thyt - thlztflé}

:{T‘lt Xt—lztl} T‘lt_let_wt

Le processus est strictement stationnaire et ergodique, par conséquent {XtX;}

M=

1

et {Xt_lut} sont aussi strictement stationnaires et ergodiques.
Alors T (0) = F[Y,Y}] est bornée par (vi), ainsi que

B, u] = E[E[Y, ) /Fii]
E[Y, ) Elu/Fia] =0

sachant que E [u;/F;_1] = 0 et Y, ; est une fonction F;_j-mesurable, alors
T
T Y, Y,
t=1

T

converge p.s vers Y (0) et T-' Y Y, ;u,; converge p.s vers 0, par conséquent
=1

~(LS

(4"

Maintenant si ¢ est un vecteur de p conposantes, alors on a :
E [[w’xt_lut] 2] - ElE [[w’zt_lutﬂ /]-'t_l]
WY, B [/ Fo]

= E|[VY,)" 02 +Z]]

— A) converge p.s vers 0.

d’aprés la relation (3.2) cette espérance existe si F [Y}!] < oo, car les compo-

santes de [¢'Y, ] ?[='z,] sont en fonction de Y;* et E (WY, jw/Fia} =0,
T

alors en vertu du Théoréme de Billingsley : T~Y/2 3" ['Y,_] u; admet une

t=1
distribution qui converge vers une distribution normale de moyenne nulle et

de matrice de covariance

B[WY, )" [02+22]| =BV, Y, [0+ Z2]]v
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T
Pour tout 1) € R? montre que F [V}!] < oo, donc T~ > Y, ju; converge en
t=1
distribution vers une distribution normale multidimentionnelle de moyenne
nulle et de matrice de covariance
2 —_
E [thlzg—l [05 + :létﬂ

— A) converge en distribution vers une distribu-

~(LS
par conséquent 7"'/2 <A(TL )
tion normale de moyenne nulle et d’'une matrice de covariance :
THO)E Y, Y |02 +E2]] T (0)
—1E,§t} T (0)

= 2T (0) T (0) T (0) + T (0) E[Y, Y]

=T 1 0)+T0)E Y, Y] 2] T7(0). =
Lemme 3.1.1 Sous les conditions (i) - (vii), il existe un vecteur dep (p+ 1) /2

composantes tel que ¢ [z, — F [z,]] = 0 presque partout pour tout t.

Preuve. Voir [37]. =
Maintenant, pour étudier le comportement asymptotique des estimateurs
=, et 62 on a besoin de remplacer i, (w) par u, (w) dans les relations (3.4)

A

et (3.5) on obtient
} Z] (3.7)

(3.8)

—_—
— —
— —

> et (&z — O’E) convergent presque surement vers zéro

Lemme 3.1.2 (
EY}] <o

st :
—_ ~2 e .
:> et TV/2 (62 — 02) convergent en probabilité vers zéro.

tandis que T"/? (5

Preuve. Voir [37]. =
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Théoréme 3.1.2 Soit {Y;} un processus RCA(p) strictement stationnaire

F-mesurable vérifiant Uéquation (2.8), sous les conditions (i) — (vi), K =

~(LS) ~

[A(T )/, =, 6% converge presque strement vers K = [A,Z', 0% si E[V}] <
0. R

De plus si EY]?] < oo, alors TV?(K — K) converge vers une distribution

normale de moyenne nulle et de matrice de covariance ) donnée par

Qi Qo 3
Q= Q)= | D Qo2 O
Mg 3 Qs
ou : 4,5 = 1,2,3, et §; est une matrice de dimension p (i) x p(j) avec
p(1)=p,p(2)=p(p+1)/2, et p(3) =1, tels que
Qi o= 2T H0)+TH0) E Y, Y] ,Z2] T7H(0)

Qp = 171 <O)E[Xt71 [Zt_E[EtH/u?)] R~

Qg = T <o>_E[Y L= [z~ Blz]l)f BB [2)4)

O = BBz~ Blz)llz - Blal) |uf - [02+Z2]"] | R
i — ROE[lz- Bl [u;‘ ~ [+ Z2)")] - B 2]

Q33 = EHU?_ [UEWLE/QFH

—2F [uf — [Uz + Elét]ﬂ E [éé] R [ét - E [ét“ +E [iﬂ OpkE [it}]

Preuve. Voir [37].
]

Corollaire 3.1.1 On obtient Uestimateur Q de la matrice de covariance
lorsque on remplace les moments théoriques par ceux empiriques dans les
sous-matrices §);; et en posant

i = Y, — Ao

[
I
K
(]~
&
|
2
&
|
&)

ce qui implique la consistence forte de cet estimateur.
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3.2 Laméthode du maximum de vraisemblance

Dans cette section on s’interesse a trouver ’estimateur du maximum de
vraisemblance d'un processus RCA(p) strictement stationnaire satisfaisant
I'équation (2.14). On suppose que les conditions (i)-(vi) énoncés dans la
section 1 sont vérifiées, en rajoutant
(vii) E[e}] < 0o et E [¢};] < 0o pour w = 1,..., N,

(viti) Si 02 = 0 ou I avait une valeur propre nulle on suppose que o2 > §; >
0, tandis que la plus petite valeur propre de ¥ est inférieurement bornée par
0o Ol 01 et Oy peuvent étre pris aussi petits.

3.2.1 Procedure de ’estimation

On se donne I’ensemble d’observations {Y7,Y5, ..., Y7} du processus, on
va dériver la fonction de vraisemblance conditionnellement a {Y;_,, ..., Y5}
Soit fs (Ys, ..., Yi—si1/Mi—s), désigne la densité de Y, ..., Y; 511 en donnant
Iévénement A; , € F;_, qui est une o-Algebre.

Ona:
p
E[Y/)Y, ] = E[> [A+olYin+e/Y, (3.9)
k=1
= AY, (3.10)
Var [V)Y, ,] = E [[AXH +a)’ /zt_l} (3.11)

. / 2 _ = 2
= Y, XY,  +o. =5z +o0;

ou: 2 =Vech([¥] et z, = K, [Vec Y, ,Y;_,]], alors
T
fT (Y17 sy YT/YE)a "'73/1—13) = H fl (}/75/}/;5—17 ceey Y;f—p)
t=1
Y A7

= 2
— gt + Us

2

T
= (2m) P02 +E2) P exp
t=1

= Lr (Av = O-z)

On convient de considérer, au lieu de la maximisation de Ly (A, =, 0?), la

1
3 X
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minimisation de la fonction

br (A,E,02) = —2/Tln{Lr(A,E,02)} —In (271) (3.12)

T T
= T_lzl 2 +o0l)+ T Z —AY, J
t=1 t=1

=/ 2
A

La fonction /7 (A, 2, 02%) est non linéaire en o2 et Z.
On pose : 1 = 2/02 donc lr (A, r,02) = I (A,u, 0?), alors on a

Y, - Ay, ]
1+7'2,
(3.13)

T T
br (A,r,02) =In(o2) + 17" Z In(1+47r'z)+0°T"! Z [
t=1 t=1

par conséquent

9 21 —AY, LY,
a—AgT (A,T,O'a> —20- T~ Z 1_'_th )

0

_ Ty, =AY,
Db (Auro?) =z — oo 3o L AT
5 t=1

1472

0
Maintenant —f7 (A, r, o) = 0 uniquement pour

0A

T

T
T—lz Y;fxtfl T 1 —t 1—t 1
t:11+r’§t 1+7'2,

alors 'estimateur de A est donné par

T -1 T
A (T) _ T—l thlzll‘/—l T—l Z YtK:ﬁ—l (3 14)
T — 1 + Tlgt Py 1 + ,,,,/ét .

0 _
Ainsi on a : ————— {7 (A, r,0%) = 0 uniquement lorsque

0(14’,0?)/

y=T"" 3.15
Z 1+rzt ( )

t=1
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Les estimateurs du maximum de vraisemblance A; , =1 et &?p sont obtenus
en calculant 77 qui minimise la fonction

T
Gr(r)=In (o7 () +T7") In(1+1'z) (3.16)
t=1
Alors les estimateurs Ay , =7 et 62T sont donnés par :
Ap = Ap (1), 62 = 0% (1) etZp = 6277
Par conséquent, on doit minimiser la fonction en A et r,
lr(A,r) = ianET (A,r,02) =1 (3.17)

T T Y 2
= 7! Zln (1+7'2z,) +1n {Tl Z b6 1 fé_l] }
t=1 =t

t=1

La derniére équation devient directement de (3.17).
Alors les estimateurs du maximum de vraisemblance Ar , Zr et &?F sont
définis par

ET <AT, 72T> == inf ET (A, 7") y (318)
(A1) €0
. 2
2 v |V A () Y]
6-=T — (3.19)
T — 1+ 7z,
Er = 62fr (3.20)

3.2.2 Comportement asymptotique

Soit © I’ensemble dans lequel on minimise /1 (A,r) et d4, 5 sont deux
nombres arbitrairement petits. © est ’ensemble de tous les vecteurs [A’, 7 |’
avec A et r ont respectivement p et p(p+ 1) /2 composantes satisfont les
conditions suivantes :

1) Les valeurs propres de la matrice A sont de module inférieur ou égale
(1 - 53)7

2) Soit R une matrice carrée symétrique dont r = Vech [R], alors R a des
valeurs propres strictement positives qui sont toutes supérieures ou égales a
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547
3) (Vec[R])' W < &5 ou W est la derniére colonne de la matrice [I — A ® A]™"
Maintenant, on suppose que : g = (A}, 75) est la vraie valeur de § = (A’, ')’
et que {Y; (w)} est une solution strictement stationnaire JF;-mesurable, stis-
faisant les conditions (i) — (viii) et pour que A = Ay, 2 = =y, 02 = o2 et
r=ry= /03

Pour montrer la consistence forte des estimateurs du maximum de vrai-
semblance on exigera que © est compact afin que plusieurs résultats de I’ana-
lyse réelle peuvent étre utilisés. En particulier on aura besoin de savoir que
toute fonction continue sur © atteint ses bornes dans © et 1’équicontinuité
et la convergence uniforme sont équivalentes dans ©.
Théoréme 3.2.1 Soit {Y;} un processus RCA(p) strictement stationnaire
Fi-mesurable, vérifie l’équation (2.14) tels que A = Ay, E ==y et 02 = 03,
sous les conditions (i)-(vi) , (viii) et soit Oy = [Ay, 4] ot g = HU/UO Alors
TIEI;O U1 (0) existe presque sirement pour tout 0 € O et sa limite £ (0) est

minimisée uniquement sur © a (A',;r") = 0y ce qui montre que 6y € int (O).
Preuve. Sachant que 0 < 1In (1 +1'z,) < r'z, et E[z,] existe par (v).

D’apres le théoréme d’ergodicité 71 XT: In (14 r'z,) converge p.s vers F [In (1 +7'z,)].
Ainsi que =

—AY, 1)

0<T Z T ST (M- AYL)

TFM%
II

T _
Ty (V- AY, ) = E|(Y - A,XH)Z] p-s
t=1 -
par conséquent

2 - 2
le —AY, ) AV
— 1 —|—rzt 1+1'2, '
In(1+17z,)°
sachant que F %1 >0, alors Y; = AY, | p.s.
lr (A, r) converge p.s vers
2
(Y;f - A/Kt71)

E

C(A,r)=FE[In(1+72)]+1n

|

1+7'2
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On a
(Y, - AY,,)°
1+7'2,

- 2

[ A, )T 2 (Y - A ) (A =AY (Ao A)'Y )
1412

r 2 2

ey ) e (- Ay )
1412

- 2
. E [(@KH +e0) /Ft—l] (Ao —A)Y, )"
B 141z, 147z
- E (02 + =)z, gy 1+ 170z

| 1+7'z T+1'2

sachant que
E|(Yi— A4Y, )" [Fia] =0

E [¢tXt—1 + 5t2/-7:t71] = ‘78 + Z024

et =g = o2rg. De plus on aura I'égalité si (49— A)'Y, ;, = 0 p.s lorsque
A = Ay, par conséquent

1+ 7152,

14172,

igfﬁ(A,r)zé(Ag,r)zln(ag)len(E{ })+E[1+r’§t]
et £ (A,r) =infs ¢ (A,r) seulement si A = A,.
D’aprés 'égalité de Jensen, si X est un tel vécteur aléatoire positif d’espé-

rance 1, alors
Eh(X)]<In(E[X])=0 (3.21)

et il y a une égalité si X =1 p.s. Soit X tel que

-1
x=(E 1+70z, 1+7‘6§t:C—11+T6§t
1+7'2, 1+7'2 1+7'2
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en appliquant (3.21) on obtient

Blm (2| s g (B |0
14+ 7yz, 1+7r'z

et on a une égalité seulement si 1+ r(z, = C' (14 r'z,) p.s par conséquent
(ro — Cr) 2z, = (C — 1) p.s et ceci est vrai uniquement pour ro = Cr, C =1
et lorsque r = .

Par conséquent ¢ (A, r) est uniquement minimisée pour A = Ag et r =715. ®

Corollaire 3.2.1 71im lr (A=, 02) existe p.s et minimisée uniquement a
—00
2

— = _= 2 _
A=Ay, E=5) et 02 =o0j.

Preuve. lim /7 (A, Z,0?) existe presque partout et uniquement minimisé
T—o0
aA= AO et

(Y, — Ay, )’

2 2%
o. =0, =FE

1+ryz,
mais
- 2
E{(Yi- 4Y, )" /Fia}
2%
oy, = E -
1+ 7z,

- E o5 + oz, o2

1+ 70z ’

2

et donc lim fp (A2, 02

T—o0
=p. N

) est uniquement minimisée & A = Ay, 02 = oF et

(11

Théoréme 3.2.2 Soit {1 (A, r) minimisée sur © a A = AT, r = 77 et soit

~

r = <AIT,T’T>. Alors 07 converge presque sirement vers 0y ce qui montre
que by € int (©).

Preuve. D’abord on va montrer que {{r (A,r)} converge uniformément p.s

vers { (A,r) dans ©. Sachant que © est compact, on a besoin seulement de
démontrer que {¢7 (A,7)} est p.s equicontinue.
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Soit @ = (A’,7’) pour € > 0 donné, il existe N € N et § > 0 qui dépendent
de ¢ telle que

|01 (01) — by (62)] <e p.s pour N > N* lorsque ||f; — 02| < 0.

Sachant que /1 (6) est différentiable sur O et d’aprés le Théoréme de la valeur
moyenne on a pour tout 01 et 5 € O,

0

Satr (012)

r (01) — O (02) = (61 — 05)' 50

ot 015 = A1 + (1 — X\) O3 pour A €]0,1].

Soit ©* = f(0,0,[0,1]) ou f : RPPH3)/2 x Re(P+3)/2 _, Re(P+3)/2 cette fonc-
tion est continue et définie par f (61,02, \) = A1 + (1 — X) 0.

Alors ©* est compact car © x © x [0, 1] lest aussi, et comme

2 2

/ a * a *
(01 = 02) 55tr (075)] < 101 — 21 797 (012)
il résulte que {¢r (A, r)} est equicontinue si 7lim sup || &0 (9)”2 <00 p.s.
— 00 066*
ie (0) = =2 (o2 (0)) " T ZT: (=AY ) Yo (3.22)
9A " r — 141z, ’
Dy =1y 2 )ty T AL a
or TV — 141z or — 1412 '
T 2
Y, - AY
ggwy:T*§:<t Y,) (3.24)

1 /
P + 7'z

Maintenant si (A’,r') € ©* | soit R une matrice symétrique d’ordre n x n tel
que r = Vech[R], alors

R=X%+(1-\)Q, Xe]o,1]

ou les valeurs propre de §2; et (), sont inférieurement bornées par 5 > 0.

Alors le plus petites valeur propre de R est inférieurement bornée par Js.

Sachant que pour tout p-vecteur z on a
2Rz 2z 2oz

=\ 1—A
2z 2z + )

> [+ (1= N)]ds5 =05

2z
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3.2. LA METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

2

Alors lim sup < 0o p.s. Par exemple,

T—o0 gco*

0
0
5 )
T 2
Y, - A'Y
inf 07 (0) > inf T_IZ (s _t11/)2
0cO* fco* —1 1 + k [g;gt]

ou K = sup (r/ r)l/ 2 laquelle existe car ©* est borné. Par conséquent
9ce*

T A*/Yt 1)

inf o2 0)>T" 1
oo r ; 1+ k[zz]"?

T -1 T
Y. Y Y. .Y,
A*/ — Tfl —t—1=t—1 Tfl L1411
T ( Z 1+ k [gégt]l/Z Z / }1/2

t=1 t=1 1+ k [Ztit

D’aprés le théoréme ergodique A} converge p.s vers Ay et on a

(Y, — Ay, ,)°

1+k [g@gt]l/z

ou

T A*/Yt 1)

1
T 1/2

D.5
p— 1—|—k: [212,]

laquelle est strictement positive car Y; — AyY, ; # 0 p.s, par conséquent

TIEI;O elenf 02.(0) > 0.

De méme maniére on peut démontrer que (3.26) et (3.27) sont bornés.
Soit 67 — B0y p.s, sachant que {1 (0)} converge uniformément, pour tout
e > 0, il existe un entier N* dépendant de ¢ telle que

7 (br) ¢ i) < o1
b7 (60) — £(00)] < /2

p.s lorsque N > N*, et comme {7 (@T) < Uy (6p) et £ (9T> > ((0y), il résulte
que

0

IN

lr (@T> —0(6p) = [f <9T> —lr (%)] + |:€T (éT> — L (‘90)} + [l (6) — € (60)]

< ¢/24¢/2=¢ p.spour N < N*

Par conséquent {ET (@T>} converge p.s vers £ (6y) m
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CHAPITRE 3. INFERENCE STATISTIQUE

Corollaire 3.2.2 = et 62T convergent presque stirement vers =y et o3, res-
pectivement.

Preuve. Ar et 77 convergent p.s respectivement vers Ag et 7.
D’autre part on a

~ 2
r (V- Ay, )

A/
1+ 752,

£2 el
op =T
t=1

la suite {02 ()} telle que

Ty, - Ay, )
A0 -1y T !
=t

t=1

converge p.s dans © vers

o> (0)=FE { (Vi - Alzt—l)Q}

1+7'2,

en utilisant la méme procedure que la démonstration du thémoréme pécédent
on trouve que 63 converge p.s vers o2 () = 0.
Sachant que = = ch}QT, alors =1 converge p.s vers 7"00?, ==p. N

%0 (6)

Lemme 3.2.1 La suite {W

} converge uniformément presque stre-

920 (0)

ment sur un voisinage compact de 6y vers

Preuve. Voir [37]. m
Pour I'existence du théoréme central limite des estimateurs du maximum
de vraisemblance on rajoute aux suppositions au-dessus que o2 # 0 et la

matrice X n’a pas des valeurs propres nulles, en posant 0, = <Ai_p, = &2T>

et Oy = (A), =), 02), par conséquent on a le théoréme suivant

Théoréme 3.2.3 Soit {Y;} un processus RCA(p) strictement stationnaire
Fi-mesurable, sous les suppositions (i) — (viii), alors T'/? <9T — 90> converge

vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance
I=YJgr-1t.
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3.2. LA METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Si {e:} et {¢,} sont conjointement normales alors la matrice de covariance
se réduit a 21~ 1. Les matrices I et J sont données par :

822(90) I}l ]12 -[13
] = W = [12 Iy I3
113 1—53 Is3
9%l (0 _ )
I, = 8AéAO’) =2F P\o lXt—lzt—l]
920 (0 )
]12 = 8A(8£’) = 2E |:E [Uot/]:t—l]xtflgt] - 0
%0 (0 _
Ly = aAégO2) =2E [E [uor/ Fi-1] Ao 2Xt_1] =0
9%l (0 o
[ = aEéEO/) =B [\ 2]
920 (6,) _
Iz = 02002 :E[)‘02£t]
9%l (0 ~
Iy = ZHO) g0ty on B[/ Fi] = N
(90?)
Jii Jiz Jis
J=| Jig Ja2 Jos
Jis Ja3 Jas

Ju = AE[E [ug/Fia] \"Y, Y] = 4B [V, Y A0
Jio = 2FE [ o)y [ Fi1] Aa?’L_ﬁi] =2E [@Mﬁ&aé}
Jis 2E [ uotn)y/ Fr—1] AESXt—l] =2L [Ugt)\agzt—l]

E|
_ E|
Jro = Enix‘zz], Jos=E [\ "z] , Jss = E ;7]

Preuve. Voir [37]. =
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CHAPITRE 3. INFERENCE STATISTIQUE

3.3 Modéle RCA en données croisées

Cette section est consacrée a I’étude d’un modele RC'A (p) dont les coef-
ficients varient par groupe d’individus. Nous allons estimer les moments des
coefficients, et nous étudierons ensuite le comportement asymptotique d’es-
timateurs obtenus.

Considérons le modele RC'A(p) suivant

§yu ) Yook (@) + 20 (). (325)

La relation (3.25) peut s’écrire sous la forme matricielle

¥ () M) o A4 @ ] [ Y@ ] e
Via) | | 1 0 Via(@) | | 0
Vi () o 10 | [ v 0
Y, (w)=AW)Y, (W) +g W) (3.26)

On suppose que
(1) Les indices t € {0,1,2,....,T} et w € {1,2,..., N} désignent respecti-
vement le temps et la population d’individus.
(17) {e: (w)} est une suite de variables aléatoires 7id telles que

] 0 sit#u
Ele(w)ew (W) = { ol sit=u
etE[at( )eu (W) ey (W)eg (W) =302 + 3¢, || <oosit=u=v=k
(7i1) A; (w), 1 <i < p sont des variables aléatoires iid.
(iv) AZ- (w), 1 < i < psont mutuellement indépendentes de ¢, (w) et Y; (w)
pour tout ¢.

(v) Y; (w) est indépendente de e, (w) pour tout s > t.
Alors

ElY, (w)/FW]=0 ps

T, () = E[Y, @)Y, @) /Fi ()] ps
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3.3. MODELE RCA EN DONNEES CROISEES

Pour u =0 o0n a
T, (0)=A(w) T, (0) A (w) +Q, p.s (3.27)

Si la matrice [I,2» — A®? (w)] est inversible, alors 1'équation (3.27) admet la
solution unique définie positive

Vee [Ty (0)] = [Ip — A% (w)] 7 Vee ] pes (3.28)
Par récurrence on obtient
Vee T, (u)] = (I, ® A" () [y — A% ()] Vec[], ps  (3.29)

Sachant que la matrice YT, (0) est définie positive d’aprés (3.28), alors elle
est inversible, donc on peut identifier A (w) par

Aw)="10)T, (1) ps

w

On considére I'estimateur Ay (w) donné par

Zz w) Y, (w )]

Sous les suppositions (i) - (v), on peut avoir pour u > 0

)
P i, (

3.3.1 Identification des moments

T

Z w) Y} (w)

=1

p.s  (3.30)

TN Y)Y >—E[L(wm;_uw)/ﬂ(w)}H) —0p.s

On s’intéresse aux moments de A (w) qui peuvent étre identifiés en termes
de Y, (u). Les estimateurs des moments sont proposés pour étre consistents
lorsque N — oo et T soit fixe, sous les conditions (z) — (v).

Théoréme 3.3.1 Siles valeurs propres de la matrice A (w) sont a l'intérieur
du cercle unité, alors

Vec|[Y Z“z Vec[Q (3.31)
Vec[Y ZMQ i Vec[2 (3.32)
ol ,uz [A®2v (w)] et ”2 » [Av ( ) Av+u ( )}
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Preuve. Sachant que les valeurs propres non nulles de la matrice A%? (w) sont
les mémes valeurs propres de la matrice A (w) et qui se trouvent a 'intérieur
du cercle unité i.e. |\A;| < 1, la matrice [I,2 — A%? (w)] est non singuliere,
alors on a

Vee [T, (0)] = Vee[BY, @)Y} @)]] = B [ — A% ()] ' Vee[]]

_F Hf;@? + [A9% ()] + [A9% ()] + } Vee [Qw]]
= [E[I??] + E[A®? (w)] + E [A%* (w)] 4+ E [A®® (w)] ...] Vec QL]

= ZHQUVGC Q]
v=0

par conséquent

Vec[T, (u)] = E[(I, ® A" (w)) (IZ* + A®? (w) + A% (w) + ...) Vec L]
= E[,® A" (w)+ A(w) @ A" (w) + A? (w) ® A>T (w) + ...] Vec Q)]

= Zﬁzwuvec Q] u>1
v=0
|

Définition 3.3.1 La densité spectrale du modéle (3.25) est donnée par

SN === > To(we ™, XeR (3.33)

1 [e.e] o0
VeclS (N)] = o L2+ Z <Hu +p ) ZE%VBC [Q,], pour A =0
u=1 v=0
(3.34)
Preuve.
]_ > —i\u - —I\Uu = AU
SN =5 > Yo (u)e = o T (0) + > Yo () e 4+ >0, (u) e?
U=—00 u=1 u=1
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1

Vec[S (V)] = oy

Vec[Y, (0)] + Z Vec|Y e~ 4 Z Vec|Y, (u)] e”“]

u=1

- %(ZH2’U+ZEUZH2 Z/\U+ZM ZH’Z >V€CQ]
v=0 u=1 v=0

ou pf = E{A"(w) ® I,}. Pour A = 0 on obtient :

L+ (n,+4,)
u=1

VeelS (0)] = %

i H%Vec [
v=0

Théoréme 3.3.3 Afin que S () existe et continue, il est nécessaire que la
matrice [Lz — A®? (w)] soit inversible.

Preuve. Si la matrice [I,2 — A%? (w)]” est inversible alors ceci est équivalent
que les valeurs propres de la matrice A®?(w) sont & lintérieur du cercle
unité i.e. celles de la matrice A (w) le sont aussi i.e. [A\;| < 1,1 <7 < p par
conséquent

(e — A®2 (W) = I2% 4+ A% (W) + A% (W) + ..

o0

= ) A (w)

v=0

sachant que
E [[1p®2 + 1, A" (W) + A" (w) @ 1] (I, — A% () Vec [Qw]] = Vec[S (V)]

par conséquent

[VeelS (Ml =

F(E e L))o vetnd

= |B[5% + L@ A () + A* @) @ L) (12 - 4% () Vee ]| < .

a7
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3.3.2 Comportement asymptotique
Définition 3.3.2 Pour 0 < u < T on définit l'estimateur de Y, (u) par

TH+u N

?N<u>=( R—— NZZL (w) (3.35)

t=1 w=1

lequel est un estimateur sans biais de T, (u).
Théoréme 3.3.4 Afin que

lim Vec [TN (u)} =Vec[Y, (u)] p.s (3.36)

N—oo
il est nécessaire et suffisant que les valeurs propres de A (w) soient & l’inté-

rieur du cercle unité.

Preuve. Considérons d’abord Vec [T N (O)] en notant que

YV, @)Y (w), w=1.2..

t=0
sont des variables aléatoires i.i.d pour w = 1,..., N.

Alors pour que Vec [TN (0)} — Vec[Y, (0)] p.s, il est nécessaire que :

T

Y Y, (W)Y (w

t=0

VecE

< o0

donc ||[VecE Y, (w) Y] (w)]|| < oo, t =0, ..., T, lequel est équivalent que les
valeurs propres de la matrice A (w) soient a I'intérieur du cercle unité.
Pour montrer la suffisance, on note que pour (3.36), il est suffisant que pour

tout w :
T—

Z —tu )

=0

VecE

< 00

lequel est vrai par l'inégalité de Schwarz,si [|[VecE [Y, (w) Y} (w)]|| < oo, t =
0,....,T, et ceci est vérifié si les valeurs propres de la matrice A (w) soient a
I'intérieur du cercle unité. m

58
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Définition 3.3.3 On définit les estimateurs Qy et By (u) respectivement de
Qu et p telle que p = E[I, ® A" (w)] par :

Vec [TN (u)} = [iy (u) Vec [TN (0)] B

Vee[On] = [Ie — i, (2)]Vec [TN (0)}

Théoréme 3.3.5 Sous la condition que les valeurs propres de la matrice
A (w) se trouvent a lintérieur du cercle unité, alors

]\}im VeclQn] = Vec[U] et hm Veclp, (w)]=Veclp |, u=1,...,T -2
(3.37)
De plus pour que

VN (Vec [Ty (0) - . (o)]' Ve [Ty (T) =T, (T)]/> (3.38)

converge lorsque N — oo vers une distribution normale (T + 1) p?— dimensionnelle
de moyenne nulle et de matrice de covariance en bloque 3, dont la (p+ 1,q + 1) éme
matrice est donnée par

lim NCov (Vec [TN( )} ,Vec [TN (Q)])

N—oo

il est nécessaire et suffisant que les valeurs propres de la matrice A (w) soient
a lintérieur du cercle unité.

Preuve. La condition nécessaire : on note que
T
Y'Y, W)Y (), w=1,2,..N
t=

sont des variables aléatoires #id.
Pour que v N [T v (0) =7, (0)} soit asymptotiquement normale, il est né-
cessaire et suffisant que :
2
< 0.

T
th;
t=
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D’aprés le théoréeme central limite pour les variables aléatoires i.i.d lequel
2

BY, (w) Y @)

équivalente que les valeurs propres de la matrice A (w) sont & 'intérieur du

cercle unité.
La condition suffisante : maintenant, pour que v N [T N (u) =T, (u)| soit

est vrai si et seulement si

’ < 0o mais cette inégalité est

aussi asymptotiquement normale pour tout u > 1, il est nécessaire et suffisant
que

lequel est vrai en si les valeurs propres de la matrice A (w) sont a 'intérieur
du cercle unité en utilisant I'inégalité Schwarz.

Par conséquent si les valeurs propres de la matrice A (w) sont a lintérieur
du cercle unité est une condition nécessaire et suffisante pour que toute com-
binaison de VN |Ty (u) — T, (u)], u > 0, soit asymptotiquement normale.
]

Théoréme 3.3.6 Sous la condition que les valeurs propres de la matrice
A (w) soient a lintérieur du cercle unité, alors

VN <Vec [ﬁN — Qw},,Vec [EN (1) — Hl]/ ,....Vec [EN (T —2) — HT_2]/>
(3.39)

converge lorsque N — oo vers une distribution normale (T — 1) p*-dimensionnelle
de moyenne nulle et de matrice de covariance en bloque X', ot ® est la ma-
trice aux dérivées partielles de vecteur colonne (Vec[,]", Vecp |, ..., Veclp, ]')

par rapport au vecteur ligne (Vec[Y,, (0)],Vec[T, (1)]',...,Vec[Y, (T)]).
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Si S est la matrice en bloque avec (p+ 1,q + 1) eme élément :

L t=0
(3.40)
_ N T—p .
— [N (T —p+2)7 ) Y, (W)Y, (@)
w=1 t=0 |
N T—q 7]
XANTY (T—g+1)7 ) Y, (W)Y, @),
| w=1 t=0 J

p,gq=0,1,...,T —1, et ® est la matrice obtenue en substituant s, u,, par
@N, By (u) dans ®, u=0,1,...,T — 2, alors

lim ®SP' = ONP, p.s. (3.41)

N—o00

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu des estimateurs des parameétres d’un
modele autorégressif & coefficients aléatoires d’ordre p dont les coefficients va-
rient avec le temps par la méthode des moindres carrés ordinaire et celle du
maximum de vraisemblance, sous certaines conditions, nous avons étudié le
comportement asymptotique, en établissant les propriétés de ces estimateurs
comme la consistance et la normalité asymptotique, ainsi nous avons consi-
déré un modele RC'A(p) en données croisées, et nous avons montré que les
moments des coefficients peuvent étre identifiés en terme des autocovariances
du processus . Ensuite lorsque N — +00; nous avons établi les propriétés de
la consistance et de la normalité asymptotique de ces moments estimés.
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Chapitre 4

Les Modéles BL-GARCH

4.1 Introduction

En face des problémes de modélisation dans les séries financieres, Engle
[16] a introduit une nouvelle classe de modeles autorégressifs conditionnelle-
ment hétéroscédastiques (ARC H), suivie par ARC'H généralisée ou GARCH,,
proposée par Bollerslev [12]. Storti et Vitale [46] ont proposé une approche
innovante pour modéliser des effets de levier dans les séries chronologiques
financiére basée sur les modeles GARC H bilinéaires noté par BL-GARCH
que I'on peut rendre et transmettre sous forme des modéles autorégressifs a
coefficients aléatoires.

Au cours des derniéres années, plusieurs auteurs se sont intéressés a des
méthodes du maximum de vraisemblance composites, qui sont largement uti-
lisés dans l'inférence statistique paramétrique, en raison des bonnes proprié-
tés asymptotiques des estimateurs. Le but de vraisemblance composite est
de réduire et de simplifier la complexité de calcul pour faire face aux grands
ensembles de données et de la présence d’interdépendances complexes.

Le terme pseudo-vraisemblance a été initialement proposé par Besag [10].
Lindsay [32] a utilisé le terme de vraisemblance composite pour justifier son
choix de décrire la méthode de construction considéré. Il y a beaucoup de
recherches et des études dans divers domaines, ont appliqué cette méthode,
par exemple en génétique statistique; Larribe et Fearnhead [30], en série
temporelle ; Richard et Chun [43] et Pakel, Shephard et Sheppard [41], et en
données longitudinales ; Molenberghs et Verbeke [34].
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4.2. PROPRIETES DE MODELE BL-GARCH(1,2)

4.2 Propriétés de modéle BL-GARCH(1,2)

Nous considérons 3, le logarithme du rendement d'un actif a la date t,
tels que

Yo = pytup ol gy = By /Q ] (4.1)
Uy = htEt .
h? = ag -+ alu?_l + blhf_l + bgh?_Q + clut_lht_l (43)

Ou €;_; est la tribu engendrée par le passé de ;.
4.2.1 Positivité de la variance conditionnelle

Nous pouvons écrire le modeéle (4.3) sous forme matricielle suivante

ag 0 0 O 1
2 0 ay %Cl 0 U—1
ht - [17 Ug—1, ht—17 ht—2] 0 %C]_ b]_ 0 htil (4:.4)
0 0 0 b hi_s

Proposition 4.2.1 L’ensemble de conditions suffisantes pour la positivité
de la variance conditionnelle h? est

CZO>O; a1>0; b1>0; b2>0; c?>4a1b1 (45)

Preuve. On note que h? > 0 si et seulement si la matrice A est définie
positive, ce qui implique que toutes les valeurs propres de A sont strictement
positives. Ces valeurs propres sont :

1 1
ap; bo; 3 (al—i-bl—\/a%—Zalbl—i-bf—i-c%); §(a1+bl+\/a%—2albl+b%+c%>

u
On peut écrire le modele BL — GARCH (1,2) sous la forme suivante :

h? = ag+ (CL1€?,1 + bl + Cléft,l)hgfl + 62}7572
hi = gleia) +cler1)hi g +d(era)hiy
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qui est un modele autorégressif a coefficients aléatoires autorégressif d’ordre
deux [RCAR(2)].
Onpose: h? = X;; gler1) =€ ; cler_1) = ¢y et d(gs_1) = ¢y, on obtient

Xe =01 Xp1+ 0. X o+ €4 (4.6)
() = (1 9)(50)+ (%)
Xt—l 1 0 Xt_g 0
X, = ¢X, ,+¢ (4.7)

V, = ag[l,— VB!

avec F [X,] =V;, E[®] = U, et B est 'opérateyr retard. On peut également
réécrire le modele BL-GARCH (1,2) :

Zt = bt + Atzt_l (48)
u? Aoy aie? bie? bee? el u?
R || ao ar b by o hi_y
ol o |7 o 1 0 o h2 (4.9)
Uyl Qo aigy bier bagr cigy up—1hi—q

Remarque 4.2.1 (i) La matrice Ay est (p+q+7r)x (p+q+7) tel quer =
min(p, q) généralement dans le cas du modéle BL-GARCH (p,q).

(17) L’équation (4.8) est VAR(1) a coefficients aléatoires.

(4ii) (Z,);>, est processus de Markov.

Théoréme 4.2.1 Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un pro-
cessus BL-GARCH(1,2) strictement stationnaire, solution du modéle (4.3)
est que

v<0 (4.10)

on Yy = tEI_ElOO Tlog | Ay Ay—1...A]| est le plus grand exposant de Lyapounov de

la suite {A, t € Z} définie par (4.9). Lorsqu’elle eziste, la solution stricte-
ment stationnaire est unique, non anticipative et ergodique.

Preuve. Voir [23]. =
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4.2.2 Distribution marginale

En itérant (4.8), on obtient :

+oo
Zt = bt + Z AtAt_l...At_k—i-lbt—k (411)
k=1

on pose, pour k > 0,
A = AtAy 1 Ap i et Zy = Agiby g
on note ® le produit de Kronecker et |.|| est la norme matricielle, alors
E|Zeil|” = EAZET| = BIIAP" A AT 67
- )

on utilse I'indépendance du produit de matrices aléatoires A, A; 1...A; 110, 4,
car (g;) sont éid, on obtient

mil/m
1Zl,, = [ElZI™"

= EOO: 1Z: ]l
k=0
< Sl e
k=0

Si le rayon spectral p (A™) < 1 de la matrice A™, alors H (A(m))kH — 0

lorsque k — +o0, par conséquent [[ul,, < [|Z,]],,- p (A™) < 1 est une
condition suffisante de l'existence de E [u?™]. Pour plus de détails, il est
recommandé de se référer a [11].

Théoréme 4.2.2 Supposons que E [e2™] < oo et que p (A(m)) < 1. Alors,
pour tout teZZ, la série (Z,), définie par (5.11) converge dans L™ et le proces-
sus (u?),, défini comme la premiére composante de Z,, est strictement station-
naire et admet des moments jusqu’a ’'ordre m. Inversement, si p (A(m)) > 1,

il nexiste pas de solution strictement stationnaire (u?), de (4.8) telle que
F[u?™] < oo.

Preuve. Voir [23]. =
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4.3 Modéle BL-GARCH en données de panel

On suppose que l'on dispose d’un ensemble de données de panel de ren-
dements des actifs, avec T" observations et IV actifs. Le rendement d’un actif
1 ala date t est y;, telsque v =1,...., N et t =1,...,T, défini par :

Yit = My + Uit
Uy = hicy

h?t = Qp; (1 — a1 — b1 — bg) + alu?t,l + blhzztfl + bghiLQ + cluit_lhit_l (412)

ol ag; > 0, a; + by + by < 1 et ay, by, by € [0, 1] avec ¢; > 2a4b;.

On consideére ag; comme des parametres de nuisance, et 0 = (aq, by, by, ¢1) est
un vecteur de paramétres d’intérét. On utilise "covariance tracking", proposé
par Engle et Mezrich [18], on obtient :

L [(yth] = Qo; (4.13)

Alors on peut utiliser la méthode des moments pour estimer le parameétre
de nuisance. En supposant une indépendance stochastique sur 7 et ¢, alors
I’estimateur du maximum de vraisemblance est généralement inconsistent
lorsque T est fini, et N — oco. Afin d’obtenir un estimateur consistent, Engle,
Shephard et Sheppard [19] ont supposé que T soit grand, et N se rapporte a
T et & réduire la vitesse de convergence a v/T au lieu de v NT, noté dans [19],
suivie par la méme étude et considération de Pakel, Shephard et Sheppard
[41].

4.3.1 Maximum du vraisemblance composite

Dans ce paragraphe, on applique la méthode du maximum de vraisem-
blance composite, qui est largement utilisé dans les séries chronologiques en
place de la vraisemblance totale, par exemple lorsque 'on veut réduire la
complexité de calcul, ou faire une inférence sur les parametres d’intérét sans
faire des hypotheéses sur I’ensemble de la distribution conjointe de données.
Soient y = (y1, Y2, -, yr) OU Ys = (Y1, Y21, - Ynt) et f (Yie, Qig—1) la densité
conditionnelle de y;;, on pose ¢; = ag; et ¢y = (¢1, Pg; .., P ). Notre pro-
cédure d’estimation porte sur deux étapes. D’abord on estime les parameétre
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de nuisance par la méthode des moments, en utilisant (4.13), ensuite on ap-
plique la méthode du maximum de vraisemblance composite pour estimer 6
qui est défini par :

1 N
CL Y, ¢ T Z N;bgf (yit/Qi,t—l;¢i) (4-14)

Dans ce cas, on utilise " variation-free" comme Engle, Shephard et Shep-

pard [19], et Engle, Hendry et Richard [17], alors on obtient I'estimateur du
maximum de vraisemblance, en résolvant :

T

1
Oy = arg max — Z Zlogf Yit, Qi g—1; Go;, 0) (4.15)

tl i=1

ol ag; pour tout i est obtenu en résolvant

T
> Qi (0,70;) = 0
t=1

D’apres (4.13), on a

Qi (0,a0:) = yo —a0i; EQi(0,a5)] =0 (4.16)
T
1 ~
T Z Qit (0,a0:) = 0 (4.17)
t=1
ol a; est la vraie valeur de ag; pour tout i. On empile (4.14) pouri = 1, ..., N,
on obtient
yi — an
Qv (u: ) = : — E Q) (y1, d(n))] =0 (4.18)
Yie — don

D’autre part, pour le parameétre d’intérét 6, on utilise la composite, en tenant
compte les trois distributions typiques suivantes :

1- La fonction score de vraisemblance composite avec une densité normale
est :

N
1 2
Wy (yt797¢(N)) 39]\/ <__ E logh ) E %;i) (4.19)
i=1 1

67



CHAPITRE 4. LES MODELES BL-GARCH

2- La fonction score de vraisemblance composite avec une densité de
cauchy est :

9 N N
W, (yt, 0, ¢(N)) =5 (—Nlogﬂ + Zlog hit — Z log (h?t + uft)> (4.20)

i=1 =1

3- La fonction score de vraisemblance composite avec une densité de
Student est :

0 v+ 1 v AT
Ws (1,0, 600) = 55 (logr ( : ) —logl (5) = k% =5 h—2)
=1 !
(4.21)

Pour 2 = 1,2,3 on pose :

ol 5( ~) est l'estimateur obtenu par les méthode des moments.
L’ensemble des conditions de moments pour (4.19), (4.20) et (4.21) est donné
par :

1

T ZW’ (yt,g, $(N)) =0; pouri=1,2,3 (4.23)

t=1

On pose :
Q(N) (yt, ¢>('<N))

K; (yt,ﬁ*,aﬁ@v)) =
Wi (ytﬁ*mﬁ(kzv))

Alors, on implique que :

1« o
E[K; (yt,Q*,qSZ‘N))} =0 et T ZKZ» (yt,ﬁ, (b(N)) =0; pouri=123
t=1

(4.24)
(4.17) et (4.22) sont des conditions du premier ordre pour la maximisation
du probléme (4.15).
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4.3.2 Comportement asymptotique

Dans ce paragraphe, on essaye d’obtenir des propriétés asymptotiques

de estimateur du maximum de vraisemblance composite, basé sur un esti-
mateur de moment initial pour des paramétres de nuisance. On va montrer
sous quelles conditions initiales, on peut avoir un estimateur consistent, et
la normalité asymptotique avec une vitesse de convergence vT et N peut
potentiellement croitre avec T'.
Engle, Shephard et Sheppard [19] ont obtenu la propriété de consistance et
le théoréme central limite pour /H\C 1L, sous certaines conditions de régularité,
ainsi Wu, Yao et Zhu [51]. A travers les deux théorémes fondamentaux sui-
vants, on va montrer la consistance et la normalité asymptotique de 50L
lorsque T' — oo tandis que N est potentiellement accru avec 7.

Théoréme 4.3.1 On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(1) La condition (4.16),

(77) Les espaces des paramétres sont compacts,

(7i1) On suppose que

T N
arg max ZZ log f (yit,” Q113 ag;, 6) A 0, (4.25)

(1) log f (i, Qis—1; a0, 0) est contindement différentiable en ay;.
(v)  On suppose que la somme suivante satisfait la loi faible des grands
nombres quand T’ — oo

T N
1 1 dlog f (yit/Qi,t—1§a0ia‘9)
TN o S
t=1 i=1 %0 g
(vi)
sup max _|[ag; —ag| p O, (4.27)
o €{l,...N} -

alors il existe une solution de l’équation de vraisemblance (4.22), pour lequel
0 P 0*. (4.28)
Preuve. Voir [19]. m
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Théoréme 4.3.2 Pour toute solution de l’équation de vraisemblance (4.22),
on suppose que

(1) Qi (0,aq;) est une fois contindement différentiable.

(17) (ag;, ") est un point intérieur de (A; x ©).

(7ii) on pose

N
1 al 7 Q’L I Z’e
Yir = E:[ o8 (/B rion ) (4.29)

=1

, o
_ (1 Z ) 10gf(yn/9z,t—17a°“9)> Qit (97a0z‘)]

T 86’8@01-

62 log f yzt/Qz t—15 A0i, 0)
Digor = ij o0 (4.30)
1 Z 9%1og f (yir,/ Qiy—1; agi, 0) 1 i 0Qit (0, ao;)
T =1 808@07; T =1 89,
1
Doy = N;Di,ee,:ﬁ (4.31)
(iv) on suppose que (Yir) satisfait le théoréme central limite i.e.
1 7
LS Vi d N (0.0 (4.32)
t=1

tel que les éléments diagonaux de Igg sont supposés définis positifs.
(v) lorsque T'— oo ; Dggr d Dgg>0,0Dpg estinversible.

Alorsv/T (8-0) d N (0, Dy TowDyg') (4.1)
Preuve. Voir [19]. =

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié, les propriétés probabilistes fon-
damentales du modeéle BL-GARCH(1,2), en se basant sur les études de
Diongue, Guégan et Wolff [15], et Storti & Vitale [46], qui ont été faites dans
cette classe de modeles. Ensuite, nous avons étudié I'inférence statistique, en
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4.4. CONCLUSION

traitant le modéle en données de Panel, et en utilisant I’'une des méthodes
plus performante et efficace ainsi appelée la méthode du maximum de vrai-
semblance composite qui a été introduite par Lindsay [32], cette méthode
présente de bonnes propriétés sous certaines conditions de régularité géné-
rales comme la propriété de la consistance et de la normalité asymptotique
d’estimateurs.
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Conclusion générale

La modélisation classique des séries chronologiques n’est pas toujours
appropriée pour modéliser toutes les données temporelles, notamment dans
certains domaines, par exemple en biologie, ot ils existent des perturbations
aléatoires, ainsi qu’en finance ou la présence de I'hétéroscédasticité , ce qui
exige I’émergence d’autres formes de modeles tels que les modéles autoré-
gressifs a coefficients aléatoires (RC'A).

Dans cette thése nous avons traité cette classe de modeles (RC'A), en
étudiant certaines propriétés probabilistes des modeles RCA(1) et RC'A(p)
selon le modeéle proposé et les conditions imposées sur les coefficients du
modele. Ainsi nous avons fait I'inférence statistique dans cette classe de mo-
déles en appliquant la méthode des moindres carrés ordinaire, la méthode du
maximum de vraisemblance et celle des moments classique, afin d’obtenir des
bonnes propriétés de ces estimateurs, comme la consistance et la normalité
asymptotique.

Dans le dernier chapitre de cette these, qui est un chapitre principal de
ce travail, et qui a été publié comme un article scientifique, nous avons étu-
dié une classe de modeles BL-GARCH (GARCH généralisé). Ces modeles
peuvent étre transformés aux modeles RC'A et qui sont largement utilisés en
finance pour traiter les effets de levier et le regroupement des extrémes ( vola-
tility clustering). Dans la premiére partie nous avons établi certaines proprié-
tés probabilistes de ces modeéles. Ensuite dans la deuxiéme partie, nous nous
sommes concentrés sur I’étude de 'inférence statistique dans cette classe de
modeéles, en s’appuyant sur 'une des méthodes statistiques dite la méthode
du maximum de vraisemblance composite. Nous avons appliqué cette mé-
thode sur un modéle BL-GARCH en données de panel et nous avons étudié
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le comportement asymptotique d’estimateurs sous certaines conditions. Nous
avons confirmé une bonne performance et supériorité de cette méthode par
rapport a des méthodes existantes a travers les bonnes propriétés obtenues,
comme la consistance et la normalité asymptotique de ses estimateurs.

Plusieurs recherches scientifiques ont été faites dans cette classe de mo-
déles au cours des quarante derniéres années, pour modéliser un grand nombre
de données des séries chronologiques. Ce type de modélisation est encore
I’objet des recherches approfondies de nombreux chercheurs ot nous pou-
vons aborder ce sujet de nombreux aspects, notamment 'inférence statistique
dans cette classe de modeéles, en trouvant d’autres méthodes statistiques plus
performantes telles que I'utilisation des méthodes d’estimation non paramé-
triques, les méthodes de bootstrap et sous différentes hypothéses.
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