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Résumé

Dans cette thèse, on s�intéresse à l�étude d�une classe de modèles auto-
régressifs à coe¢ cients aléatoires, sous di¤érentes hypothèses. Dans la pre-
mière partie, on commence par l�étude des propriétés probabilistes telles que
la stationnarité et l�existence des solutions stationnaires. Ensuite on fait l�in-
férence statistique dans cette classe de modèles. Dans la deuxième partie, on
se concentre sur la classe de modèles BL-GARCH, qui a été initialement
introduite par Storti & Vitale [46] a�n de traiter les e¤ets de levier et le
regroupement des extrêmes (volatility clustering). D�abord, on illustre cer-
taines propriétés de modèle BL-GARCH (1; 2), comme la positivité de la
variance conditionnelle, la stationnarité et la distribution marginale, ensuite
on fait l�inférence statistique dans cette classe, en appliquant la méthode du
maximum de vraisemblance composite pour le modèle BL-GARCH(1; 2) en
données de panel, et en étudiant le comportement asymptotique d�estima-
teurs, obtenus pour établir la consistance et la normalité asymptotique.
Mots clés : Modèles RCA, séries temporelles non linéaires, modèles BL-

GARCH, stationnarité, maximum de vraisemblance composite, consistance
forte, normalité asymptotique, données de panel, paramètres de nuisance et
d�intérêt.

iii



Abstract

In this thesis, we are interested in the study of a class of random coef-
�cient autoregressive models under di¤erent assumptions. In the �rst part,
we begin by studying the probabilistic properties such as stationary and the
existence of stationary solutions. Then we make statistical inference in this
class of models. In second part we focus on the class of BL-GARCH mo-
dels, which is initially introduced by Storti & Vitale [46] in order to handle
leverage e¤ects and volatility clustering. First we illustrate some properties
of BL-GARCH(1; 2) model, like the positivity, stationarity and marginal
distribution, then we study the statistical inference, applying the composite
likelihood on panel of BL-GARCH(1; 2)model, and studying the asymptotic
behavior of the estimators, like the consistency property and the asymptotic
normality.
Keywords : RCA Models, nonlinear time series, BL-GARCH models,

statinarity, maximum composite likelihood, strong consistency, asymptotic
normality, panel data, nuisance and interest parameters.
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Introduction générale

L�étude de l�analyse des séries chronologiques est fondamentale quant à
leurs utilisations dans de nombreux domaines tels que l�économie, la �nance,
l�économétrie, la biologie, etc.

Les formulations classiques ne sont pas toujours appropriées pour modé-
liser toutes les données des séries chronologiques car les modèles considérés
sont généralement linéaires à coe¢ cients constants. Dans la plupart des si-
tuations, on ne s�attend pas à ces modèles soient la meilleure classe pour
s�adapter à un ensemble de données réelles, même si on fait tacitement l�hy-
pothèse que le modèle linéaire à l�étude est une bonne approximation de la
réalité physique. Un certain nombre de facteurs ont conduit à une prise en
compte des di¤érentes catégories de modèles non linéaires. Récemment, plu-
sieurs travaux qui traitent les modèles non linéaires des séries chronologiques
ont vu le jour, démontrant ainsi la limitation du champ d�application des
modèles linéaires, en s�intéressant aux modèles non linéaires.

La modélisation des données des séries chronologiques dans certains do-
maines tels que l�hydrologie, la météorologie et la biologie, les coe¢ cients du
modèle à l�étude se posent à la suite d�un processus complexes et des actions
qui ont généralement de nombreuses perturbations aléatoires. Ainsi la mo-
délisation des séries �nancières est un problème complexe. Cette complexité
n�est pas seulement due à la grande variété des séries utilisées, à l�impor-
tance de la fréquence d�observation, ou à la disponibilité d�échantillons de
très grande taille. Elle tient surtout à l�existence de régularités statistiques
communes (ou faits stylisés) à un très grand nombre de séries �nancières et
di¢ ciles à reproduire arti�ciellement à partir de modèles stochastiques. Dans
un article paru en Mandelbrot (1963) mettait en évidence un ensemble de
telles propriétés. Ces régularités empiriques, véri�ées et complétées depuis
par de nombreux auteurs, apparaissent plus ou moins nettement en fonc-
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

tion de la fréquence d�observation de la série et de sa nature. Alors pour ce
type de séries, les modèles linéaires utilisés auparavant, tels que le processus
ARMA, sont limités car ils ne permettent pas la prise en compte des phéno-
mènes de variabilité de la volatilité en fonction du temps et des mécanismes
d�asymétrie. Les modèles ARMA n�arrivent pas à générer des autocorréla-
tions au carré Francq, C., and Zankoian, J. M. (2010). Ces caractéristiques
sensibles de ces séries favorisent l�émergence de nouvelles formes d�extension
des modèles autorégressifs standards aux modèles autorégressifs à coe¢ cients
aléatoires noté RCA.

L�intérêt croissant dans di¤érentes classes de modèles des séries chrono-
logiques non linéaires est clairement démontré par la littérature des séries
chronologiques au cours de la dernière décennie. Granger et Andersen (1978)
ont introduit la classe désormais familière de modèles bilinéaires. Subba Rao
(1970) a traité les modèles autorégressifs à coe¢ cients dépendant du temps
en utilisant la méthode des moindres carrés pondérés pour l�estimation. Tong
(1978) , Tong et Lim (1980) ont examiné les modèles autorégressifs à seuil,
qui rapprochent les séries chronologiques non linéaire au moyen de di¤érents
modèles autorégressifs linéaires équipés de sous ensembles des données, et
ont discuté de l�estimation et de l�application de ces modèles à di¤érents en-
sembles de données. Ozaki (1980) a étudié le cas d�une autorégression dont les
coe¢ cients sont des fonctions du temps qui se désintègrent de façon expo-
nentielle. Les modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques
(ARCH) ont été introduits par Engle (1982) et leur extension GARCH
(ARCH généralisés) est due à Bollerslev (1986). Leur caractérisation repose
essentiellement sur le concept de variance conditionnelle.

Cette thèse est consacrée aux modèles autorégressifs à coe¢ cients aléa-
toires qui ont été initialement introduits , par Andel (1976). Ceci lui a permis
d�examiner les conditions de stationnarité, en démontrant que la fonction de
covariance d�un modèle RCA stationnaire remplit les mêmes équations de
Yule-Walker comme celle d�un modèle autorégressif standard.
Robinson (1978) a étudié l�inférence statistique d�un modèle RCA(1) dont

les coe¢ cients varient par individu, et a établit les propriétés asymptotiques
dans cette classe de modèles.
Ensuite ces modèles ont été étudiés en détail par Nicholls et Quinn (1980)

et Nicholls et Quinn (1982). Ils ont généralisé le travail de Andel , en dérivant
les conditions de stationnarité et de stabilité, pour les modèles autorégressifs
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0.1. L�OBJECTIF DE CETTE THÈSE

à coe¢ cients aléatoires multivariés. Ainsi ils ont étudié l�inférence statistique
dans cette classe de modèles, en appliquant la méthode des moindres carrés
ordinaire et celle de maximum de vraisemblance, et en obtenant les propriétés
asymptotiques des estimateurs. Ainsi, d�autres auteurs comprennent Schick
(1996), Tong (1990), et Koul Schick (1996) et Berkes et al. (2009).

Récemment des études ont été menées par Sue et al. (2006), Aue (2006),
Aue et Horvath (2011), Fink et Kreiss (2013) qui ont également examiné
plusieurs autres cas, par exemple, le cas de la non stationnarité, l�instabilité
temporelle des paramètres, et l�estimation par les méthodes de bootsdrap.

On peut distinguer plusieurs types de modèles autorégressifs à coe¢ cients
aléatoires. La plupart de ces modèles sont construits selon la structure des
coe¢ cients. Dans cette thèse, on s�intéresse à l�étude d�une classe de ces mo-
dèles de séries temporelles dont les coe¢ cients varient avec le temps, ensuite
par groupes d�individus. Cette classe de modèles est générée par l�équation
aux di¤érences stochastiques suivante

Yt =

pX
k=1

(Ak + �kt)Yt�k + "t

(A1; A2; :::; Ap) sont des réels,
�
�1t; �2t; :::; �pt

�
t
sont des variables aléatoires

et les innovations ("t) est un bruit blanc.

0.1 L�objectif de cette thèse

L�objectif principal de cette thèse est d�étudier l�une des classes de mo-
dèles existentes en séries chronologiques, dite classe de modèles autorégressifs
à coe¢ cients aléatoires. Notre travail consiste donc en deux contributions aux
modèles RCA :
� Développer les propriétés probabilistes, en établissant les conditions de

stationnarité, d�existence des solutions stationnaires et de stabilité dans cette
classe de modèles.
� Ainsi qu�à faire l�inférence statistique dans cette classe de modèles,

en appliquant certaines méthodes d�estimation, par exemple la méthode des
moindres carrés ordinaire, la méthode du maximum de vraisemblance et la
méthode de vraisemblance composite, et à étudier le comportement asymp-
totique pour établir des bonnes propriétés de ces estimateurs, notamment la
consistance et la normalité asymptotique.

ix



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Par conséquent, la problématique générale de cette thèse donc porte sur
l�analyse de la non linéarité dans les modèles autorégressifs à coe¢ cients
aléatoires et nous nous interrogeons sur les di¢ cultés dans cette modélisa-
tion non linéaire. Plusieurs questions se posent dans ce cadre. Doit-on garder
les mêmes techniques d�éstimation pour avoir des bonnes propriétés d�esti-
mateurs, notamment la consistance et la normalité asymptotique ? De la
même manière, est-ce que la modélisation non linéaire en données de panel
s�interprète comme en séries chronologiques ? Si la réponse est négative, ce
champ de recherche est-il une voie prometteuse pour l�économétrie ?.

0.2 Organisation du mémoire

Le manuscrit de cette thèse est composé de quatre chapitres, une intro-
duction générale et une conclusion :
Le premier chapitre est consacré aux concepts utilisés tout au long de

cette thèse, ainsi aux quelques dé�nitions et théorèmes préliminaires notam-
ment le théorème central limite.
On s�intéresse dans Le deuxième chapitre à l�étude probabiliste des

modèles autorégressifs à coe¢ cients aléatoires et nous établissons les condi-
tions de stationnarité, l�existence et l�unicité des solutions stationnaires.
Le troisième chapitre est consacré à l�inférence statistique dans la

classe de modèles autorégressifs à coe¢ cients aléatoires, en faisant une syn-
thèse sur les techniques d�estimation telles que, la méthode des moindres
carrés ordinaires, la méthode du maximum de vraisemblance, et celle des
moments classique et en étudiant le comportement. asymptotique de ces es-
timateurs.
Dans le quatrième chapitre nous focalisons l�étude sur les modèles BL-

GARCH, spéci�quement le modèle BL-GARCH(1; 2) qui sont largement
utilisés et ont prouvé leur performance pour l�analyse de la volatilité des
séries �nancières, en basant sur les études de Storti & Vitale [46], et Diongue,
Guégan et Wol¤ [15], qui ont bien discutés et traités cette classe de modèles.
Dans la première partie nous étudions les propriétés probabilistes du modèle
BL-GARCH(1; 2), tels que la positivité de la variance conditionnelle, les
conditions de stationnarité et les propriétés de la distribution marginale. Dans
la deuxième partie, nous étudions l�inférence statistique dans les modèles BL-
GARCH(1; 2) en données de panel, en appliquant la méthode du maximum
de vraisemblance composite.
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0.2. ORGANISATION DU MÉMOIRE

En�n on termine ce travail en donnant une conclusion générale sur les mo-
dèles autorégressifs à coe¢ cients aléatoires. Dans la première partie de cette
thèse, on a proposé un modèle RCA(1) et RCA(p) avec des hypothèses sur
les coe¢ cients et les innovations, on a obtenu des résultats sur les conditions
de certaines propriétés probabilistes. L�estimation est faite par la méthode
des moindres carrés ordinaire, la méthode du maximum de vraisemblance
et la méthode des moments. Ces méthodes montrent que leurs estimateurs
satisfaisant aux propriétés de consistance et de normalité asymptotique. la
deuxième partie est un article qui a été publié dans la revue « Far East
Journal of Mathematical Sciences » , et consacré aux modèles BL-GARCH.
Dans cette classe de modèles, on a étudié des propriétés probabilistes, en-
suite on a appliqué la méthode du maximum de vraisemblance composite
qui est largement utilisée en inférence statistique en raison des bonnes pro-
priétés asymptotiques de ses estimateurs. La méthode permet de réduire la
complexité numérique des procédures d�optimisation même en présence de
données fortement corrélées ou d�un modèle à structure hiérarchique. L�idée
de la vraisemblance composite est de ne s�intéresser qu�à une partie de la
vraisemblance complète. En e¤et, on peut décomposer, pour un modèle pa-
ramétrique, la vraisemblance complète en un produit de vraisemblances et
ne considérer pour l�inférence statistique qu�une partie de ces vraisemblances
qui est relativement plus simple à calculer. Le modèle proposé et estimé par
cette méthode est BL-GARCH(1; 2) en données de panel. Notre objectif
consiste à établir la propriété de la consistance et la normalité asymptotique
des estimateurs obtenus.
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Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre on s�intéresse à la présentation des concepts, des dé-
�nitions et de l�aspect générale des modèles et des méthodes qu�on utilisera
dans les chapitres suivants. Ce préliminaire commencera par des générali-
tés sur les variables aléatoires et les processus stochastiques. On l�enchaîne
ensuite par la dé�nition et quelques propriétés des modèles de séries chrono-
logiques.

1.1 Généralités sur les variables aléatoires

Dé�nition 1.1.1 Soient (
;F ; P ) un espace probabilisé et (E; ") un espace
mesurable. On appelle variable aléatoire de 
 vers E, toute fonction mesu-
rable X de 
 vers E.

Cette condition de mesurabilité de X assure que l�image réciproque par
X de tout élément B de la tribu " possède une probabilité et permet ainsi
de dé�nir sur (E; "), une mesure de probabilité, notée PX , par

PX (B) = P
�
X�1 (B)

�
= P (X 2 B)

PX est appelée loi de probabilité de la variable aléatoire X.

1.1.1 Convergence de suite de variables aléatoires

Soit (Yn)n�1 une suite de variables aléatoires réelles dé�nies sur l�espace
probabilisé (
;F ; P ) et Y une variable aléatoire dé�nie sur le même espace.

1



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

On désigne par (Fn)n�1 la suite des fonctions de répartition de (Yn)n�1 et F
celle de Y . On va étudier le comportement asymptotique de ces suites, en
commençant par faire le point sur les divers modes de convergences.

Dé�nition 1.1.2 Convergence en loi
La suite (Yn)n�1 converge en loi vers Y et l�on écrit Yn L�! Y :
Si Fn (x)! F (x) en tout point de continuité de F .
Ou si pour toute fonction g continue et bornée de R dans R; limnE [g (Yn)] =
E [g (Y )].

Dé�nition 1.1.3 Convergence en probabilité
La suite (Yn)n�1 converge en probabilité vers Y et l�on écrit Yn P�! Y si pour
tout " > 0, on a :

lim
n
P fjYn � Y j > "g = 0.

Dé�nition 1.1.4 Convergence presque sûre
La suite (Yn)n�1 converge presque sûrement vers Y et l�on écrit Yn p:s:�! Y si :

P f! 2 
 j Yn (!)! Y (!)g = 1

Dé�nition 1.1.5 Convergence en moyenne d�ordre p � 1
La suite (Yn)n�1 converge en moyenne d�ordre p vers Y et l�on écrit Yn Lp�! Y
si :

lim
n
E (jYn � Y jp) = 0

Hiérarchie des convergences

Yn p:s:��! Y =) Yn P��! Y =) Yn L��! Y

*
YnL

q

�! Y

*
YnL

p

�! Y ; p > q

2



1.1. GÉNÉRALITÉS SUR LES VARIABLES ALÉATOIRES

1.1.2 Théorèmes limites

En statistique, la loi des grands nombres indique que lorsque l�on fait un
tirage aléatoire dans une série de grande taille, plus on augmente la taille
de l�échantillon, plus les caractéristiques statistiques de l�échantillon se rap-
prochent des caractéristiques statistiques de la population. On distingue loi
faible et loi forte en fonction du mode de convergence, en probabilité et
presque sûre, respectivement.

Proposition 1.1.1 Loi faible des grands nombres
Soit (Yn) une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi ayant
une espérance �nie E [Y ]. On a alors :

Y1 + Y2 + :::+ Yn
n

P��! E (Y )

Proposition 1.1.2 Loi forte des grands nombres
Soit (Yn) une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi ayant
une espérance �nie E [Y ]. On a alors :

Y1 + Y2 + :::+ Yn
n

p:s:���! E (Y )

Théorème 1.1.1 Théorème central limite
Soit (Yn)n�1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi et
de carré intégrable. Notons � = E [Y1], V ar [Y1] = �2, alors

Sn � E [Sn]p
V ar [Sn]

=
Sn � n�

�
p
n

L������! N (0; 1)

1.1.3 Qualités d�un estimateur

Un estimateur peut être sans biais. Un estimateur est sans biais si, à
taille d�échantillon �nie et �xée, les di¤érentes estimations d�un même pa-
ramètre sur di¤érents échantillons admettent le paramètre à estimer comme
barycentre ; ou plus simplement, si on a la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.1.6 On dit que T (Y1; Y2; :::; YN) est un estimateur sans biais
de � si et seulement si E [T ] = �.
On appelle biais d�un estimateur : E [T ]� �.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Une des qualités élémentaires que doit remplir un estimateur est d�être
convergent. En d�autres termes, lorsque la taille de l�échantillon tend vers
l�in�ni, il faut que l�estimateur se rapproche du paramètre qu�il estime.
Dans un cadre plus général, nous noterons Tn un estimateur du paramètre

obtenu à partir d�un échantillon de taille n, qui véri�e pour tout n, E [Tn] = �.

Dé�nition 1.1.7 L�estimateur Tn est faiblement convergent s�il converge en
probabilité vers �, soit :

lim
n!1

P fjTn � �j � "g = 1; 8" > 0.

Dé�nition 1.1.8 L�estimateur Tn est fortement convergent s�il converge
presque sûrement vers �, soit :

P
n
lim
n!1

Tn = �
o
= 1.

On a une condition su¢ sante de convergence en probabilité. Il su¢ t que

E [Tn] n!1������! �

V ar [Tn] n!1������! 0

1.2 Processus stochastiques

Pour modéliser une série d�observations, on cherche le modèle qui ap-
proxime adéquatement le vrai processus aléatoire sous-jacent à ces observa-
tions. Pour mener cette démarche on a besoin de faire rappel aux processus
stochastiques et leurs propriétés fondamentales.

Dé�nition 1.2.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléa-
toires fYtgt2T dé�nies sur un certain espace probabilisé (
;F ; P ) et indexées
par un certain ensemble T , appelé ensemble de temps.
* Si T = Z on parle de processus stochastique à temps discret.
* Si T = R+ on parle de processus stochastique à temps continu.

Dé�nition 1.2.2 Les fonctions fY: (!) ; ! 2 
g sur T sont connues les réa-
lisations du processus fYtgt2T .
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1.2. PROCESSUS STOCHASTIQUES

1.2.1 Fonction d�autocovariance et d�autocorrélation

Les principales caractéristiques temporelles d�un processus sont données
par la fonction d�autocovariance et celle d�autocorrélation.

Dé�nition 1.2.3 Si fYtgt2Z est un processus telle que V ar [Yt] <1; 8t 2 Z,
alors la fonction d�autocovariance 
 (:) de fYtgt2Z est dé�nie par


 (h) = Cov (Yt; Yt+h) = E [(Yt � �) (Yt+h � �)] ; 8t; h 2 Z

Ainsi : 
 (0) = Cov (Yt; Yt) = V ar [Yt] = E
�
(Yt � �)2

�
, où E (Yt) = �.

Remarque 1.2.1 Elle fournit une information sur la variabilité de la série
et sur les liaisons temporelles qui existent entre les diverses composantes de
la série Yt.
La fonction d�autocovariance d�un processus stationnaire est une fonction :
* Paire 
 (h) = 
 (�h) ;8h,
* Semi-dé�nie positive

nX
j=1

nX
k=1

ajak
 (tj � tk) > 0;8n 2 N; 8aj 2 R; 8tj 2 Z.

puisque cette quantité est égale à V ar
hPn

j=1 ajYtj

i
.

Dé�nition 1.2.4 La fonction d�autocorrélation d�un processus fYtgt2Z, de
moyenne �, notée � (k) ou �k, est dé�nie par

�k =

 (k)


 (0)
; 8k 2 Z

avec �k 2 [�1; 1].

Estimateur

Dé�nition 1.2.5 L�estimateur de la fonction d�autocorrélation, noté b� (k)
ou b�k, obtenu pour un échantillon de T réalisations du processus fYtgt2Z, est
donné par 8k 2 Z : b� (k) = b
 (k)b
 (0) ;
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

où b
 (k) désigne l�estimateur de la fonction d�autocovariance 8k 2 Z+
b
 (k) = 1

T � k

T�kX
t=1

�
Yt � Y t

� �
Yt�k � Y t�k

�
, avec Y t =

1

T � k

T�kX
t=1

Yt

D�après le théorème central limite, la variable centré t�k suit une loi nor-
male centrée réduite :

t�k =
b�k � �kp
V [b�k] L�! @ (0; 1) , 8k 2 Z:

où V (b�k) désigne l�éstimateur de la variance empirique des estimateurs b�k :
V [b�k] = 1

T

hX
j=�h

b�2j ; h < k:

En utilisant la symétrie des �k, on montre que :

V [b�k] = 1

T

 
1 + 2

hX
j=1

b�2j
!

1.2.2 Autocorrélations partielles

Dé�nition 1.2.6 Le coe¢ cient d�autocorrélation partielle théorique de re-
tard h > 0, rY (h), d�un processus fYtgt2Z stationnaire au second ordre, est
le coe¢ cient de corrélation entre

Yt � EL (Yt jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 ) et Yt�h � EL (Yt�h jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 )

EL (Z jX1; X2; :::; Xk ) est la régression linéaire d�une variable de carré inté-
grable Z sur X1; X2; :::; Xk :

rY (h) = Cov (Yt ; Yt�h jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 )

Supposons fYtgt2Z centré et considérons le modèle de régression linéaire
de Yt sur Yt�1; Yt�2; :::; Yt�h :

Yt = ah;1Yt�1 + :::+ ah;hYt�h + uh;t; uh;t ? Yt�1; Yt�2; :::; Yt�h
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1.3. STATIONNARITÉ

On a

EL (Yt jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h ) = ah;1Yt�1 + :::+ ah;hYt�h

EL (Yt�h�1 jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h ) = ah;1Yt�h + :::+ ah;hYt�1

rY (h) = ah;h

En e¤et

EL (Yt jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 ) = ah;1Yt�1 + :::+ ah;h�1Yt�h+1

+ah;hEL (Yt�h jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 )

D�où

Yt�EL (Yt jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 ) = ah;h fYt�h � EL (Yt�h jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 )g+uh;t

Cette dernière égalité est de la forme : Y = ah;hX + u avec u ? X, d�où
Cov (Y;X) = ah;hV ar (X), ce qui donne :

ah;h =
Cov fYt � EL (Yt�h jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 ) ; Yt�h � EL (Yt�h jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 )g

V ar fYt�h � EL (Yt�h jYt�1; Yt�2; :::; Yt�h+1 )g

Algorithme de calcul

On peut calculer rY (h) rapidemen, à partir de � (1) ; :::; � (h), à l�aide de
l�algorithme de Durbin :

a1;1 = � (1)

ak;k =
� (k)�

Pk�1
i=1 � (k � i) ak�1;i

1�
Pk�1

i=1 � (i) ak�1;i
ak;i = ak�1;i � ak;kak�1;k�i ; i = 1; :::; k � 1.

1.3 Stationnarité

La stationnarité joue un rôle majeur en séries chronologiques car elle
remplace de manière naturelle l�hypothèse d�observations iid en statistique
standard. Dans la suite, on considère généralement deux notions de station-
narité.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Dé�nition 1.3.1 (Stationnarité stricte)
Le processus fYtgt2Z est dit strictement stationnaire si les vecteurs (Yt1 ; :::; Ytk)
et (Yt1+h; :::; Ytk+h) ont même loi jointe, pour tout entier k, et tout entier re-
latif h.

Dé�nition 1.3.2 (Stationnarité au second-ordre)
Le processus fYtgt2Z est dit stationnaire au second ordre si
(i) E fYtg = �; t � 0
(ii) E fY 2

t g <1
(iii) Cov (Yt; Yt+h) = 
 (h) 8t; h 2 Z.
La fonction 
(:) (resps. � (:) = 
(:)=
(0)) est appelée fonction d�autocova-
riance (resp. d�autocorrélation) de fYtg.

L�exemple le plus simple de processus stationnaire au second-ordre est ce-
lui du bruit blanc. Ce processus est particulièrement important car il permet
de construire des processus stationnaires plus complexes.

Dé�nition 1.3.3 (Bruit blanc faible)
Le processus ("t) est appelé bruit blanc faible s�il véri�e, pour une constante
positive �2 :
(i) E ["t] = 0 8t 2 Z,
(ii) E ["2t ] = �2 8t 2 Z,
(iii) Cov ("t; "t+h) = 0 8t; h 2 Z; h 6= 0.

Remarque 1.3.1 Il est parfois nécessaire de remplacer l�hypothèse (iii) par
l�hypothèse plus forte :
(iii0) les variables "t et "t+h sont indépendantes.
On parle alors de bruit blanc fort.

Il est souvent important par exemple pour la sélection de modèles, de dé-
terminer si les autocovariances empiriques sont signi�cativement di¤érentes
de zéro au-delà d�un certain rang. Pour cela il est nécessaire d�estimer la
structure de covariance de ces autocovariances empiriques. On a le résultat
suivant :

Théorème 1.3.1 ( Formules de Bartlett )
Si fYtgt2Z est un processus linéaire, c�est à dire s�il satisfait

Yt =

+1X
j=�1

�j"t�j

8



1.4. ERGODICITÉ

où ("t) est une suite de variables iid, telles que

E ["t] = 0; E
�
"2t
�
= �2; E

�
"4t
�
= ��4 <1

et où
P+1

j=�1
���j�� <1; on a les formules de Bartlett :

lim
n!1

Cov f
̂ (h) ; 
̂ (k)g = (� � 3) 
 (h) 
 (k)

+

+1X
i=�1


 (i) 
 (i+ k � h) + 
 (i+ k) 
 (i� h) .

1.4 Ergodicité

On dit qu�une suite stationnaire est ergodique si elle satisfait la loi forte
des grands nombres.

Dé�nition 1.4.1 (Processus stationnaire ergodique) Un processus stricte-
ment stationnaire fYtgt2Z à valeurs réelles, est dit ergodique si et seulement
si pour tout borélien B et tout entier k,

n�1
nX
t=1

IB (Yt; Yt+1; :::; Yt+k)! P [(Yt; Yt+1; :::; Yt+k) 2 B]

avec probabilité 1.

Certaines transformations de suites ergodiques restent ergodiques.

Théorème 1.4.1 Si fYtgt2Z est une suite strictement stationnaire ergodique
et si fXtgt2Z est dé�nie par

Xt = f (:::; Yt�1; Yt; Yt+1; :::)

où f est une fonction mesurable de R1 dans R, alors fXtgt2Z est également
une suite strictement stationnaire ergodique.

En particulier, si fZtgt2Z est la solution stationnaire non anticipative de
l�équation AR(1) :

Zt = aZt�1 + �t; jaj < 1; �t � iid
�
0; �2

�
alors le théorème montre que fZtgt2Z, fZt�1�tgt2Z et

�
Z2t�1

	
t2Z sont des

suites stationnaires et ergodiques.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Théorème 1.4.2 (Le théorème ergodique pour suites stationnaires)
Si fYtgt2Z est strictement stationnaire et ergodique, si f est mesurable et si
E jf (:::; Yt�1; Yt; Yt+1; :::)j <1, alors

n�1
nX
t=1

f (:::; Yt�1; Yt; Yt+1; :::) ! Ef (:::; Yt�1; Yt; Yt+1; :::) p:s:

Considérons l�estimateur des moindres carrés ân du paramètre a de modèle
AR(1) précédent

ân = argmin
a
Qn(a); Qn(a) =

nX
t=2

(Zt � aZt�1)
2 :

En annulant la dérivée du critère, on obtient

ân =

n�1
nP
t=2

ZtZt�1

n�1
nP
t=2

Z2t�1

Le théorème ergodique montre que le numérateur tend presque sûrement vers

 (1) = Cov (Zt; Zt�1) = a
 (0) et que le dénominateur tend vers 
 (0). On
en déduit que ân ! a presque sûrement quand n ! 1. Remarquant que
ce résultat reste valable si on remplace l�hypothèse �t bruit blanc fort par
l�hypoyhèse que �t est bruit blanc semi-fort, ou même que �t bruit blanc faible
stationnaire ergodique.

Théorème 1.4.3 (Billingsley)
Soit f�tg une suite de variables aléatoires Ft�mesurable où Ft est une �-
Algèbre engendrée par une suite fXt; Xt�1; :::g de variables aléatoires stricte-
ment stationnaire et ergodique. On suppose que E [�t=Ft�1] = 0 et E

�
�2t
�
=

c2. Alors (c2N)�1=2
NP
t=1

�t converge en distribution vers une variable aléatoire

qui suit une distribution normale standard.

1.5 Processus linéaires

Les modèles linéaires occupent une place centrale dans la théorie des
séries chronologiques. L�analyse classique des séries temporelles basée sur la
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construction de modèles du processus stochastique sous-jacent. Celui-ci est
ensuite utilisé d�un point de vue statistique, que ce soit pour analyser la
structure du processus ou pour produire des prévisions. Dans la pratique on
trouve plusieurs modèles linéaires de séries chronologiques, on cite : modèles
AR, modèles MA et modèles ARMA.

1.5.1 Processus MA

Dé�nition 1.5.1 On appelle processus moyenne mobile d�ordre q, notéMA(q),
un processus (Yt)t2Z véri�ant une relation du type

Yt =

qX
k=0

�k"t�k

où les �k sont des nombres réels et "t est un bruit blanc de moyenne nulle et
de variance �2".

Proposition 1.5.1 Soit fYtgt2Z un processus MA(q), alors
(i) E [Yt] = �.
(ii) V ar [Yt] =

�
1 + �21 + :::+ �2q

�
�2".

(iii)

Cov (Yt; Yt+k) =

8<:
0 jkj > q

�2"

q�jkjP
i=0

�i�i+jkj jkj � q.

Avant de détailler les conditions d�inversibilité, il convient d�introduire
l�opérateur retard B ce qui permettra de simpli�er les écritures. En général,
Soit fYtgt2Z un modèle MA(q), et B l�opérateur retard, avec BjYt = Yt�j,
alors on a

Yt = "t + �1"t�1 + :::+ �q"t�q

= (1 + �1B + :::+ �qB
q) "t

= � (B) "t

où � (B) est un polynôme moyenne mobile d�ordre q.

Théorème 1.5.1 Un processus fYtgt2Z moyenne mobile d�ordre q, est dit
inversible si les racines de l�équation � (B), se trouvent à l�extérieur du cercle
unitaire.
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1.5.2 Processus AR

Dé�nition 1.5.2 On appelle processus autorégressif d�ordre p, noté AR(p),
un processus (Yt)t2Z véri�ant une relation du type

Yt =

pX
j=1

�jYt�j + "t

où les �k sont des nombres réels et "t est un bruit blanc de moyenne nulle et
de variance �2".

On utilise l�opérateur retard, on peut écrire

Yt = �1Yt�1 + :::+ �pYt�p + "t

Yt � �1Yt�1 � :::� �pYt�p = "t�
1� �1B � :::� �pB

p
�
Yt = "t

� (B)Yt = "t

où � (B) est un polynôme autorégressif d�ordre p.

Dé�nition 1.5.3 Un processus fYtgt2Z est dit causal, s�il existe une suite
de constantes f ig, tel que

Yt =
1X
j=0

 j"t�j, avec
1X
j=0

�� j�� <1:

Pour un modèle AR (p) ; Yt = ��1 (B) "t =
P1

j=0  j"t�j; avec  0 = 1. Le
théorème suivant nous donne les conditions pour lesquelles le modèle AR(p)
soit causal.

Théorème 1.5.2 Le processus AR(p) est causal si toutes les racines du po-
lynôme autorégressif

� (z) = 1� �1z � :::� �pz
p

se trouvent à l�extérieur du cercle unitaire, i.e. fz : � (z) = 0g � fz : jzj > 1g.
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I La stationnarité va exiger que les racines du polynôme � (z) soient
extérieures au cercle unitaire complexe.
I En prenant l�espérance du produit YtYt�k et en remplaçant Yt par

l�équation de dé�nition du processus, il est immédiat de montrer que


 (0) = �1
 (1) + :::+ �p
 (p) + �2"

d�où 1 = �1�1 + :::+ �p�p +
�2"

 (0)

, pour k = 0;

=) 
 (0) =
�2"

1� �1�1 � :::� �p�p

 (k) = �1
 (k � 1) + :::+ �p
 (k � p) , pour k > 0.

I La fonction d�autocorrélation d�un AR(p) :

�k = �1�k�1 + �2�k�2 + :::+ �p�k�p, k > 0

l�équation liant les valeurs de cette fonction est donc la même que celle exis-
tant entre les réalisations du processus aux divers instants t; t � 1; :::; t � p.
Les conditions de stationnarité vont impliquer la convergence vers zéro de
la suite des termes �k. Cette décroissance étant dominée par des exponen-
tielles ou des vagues sinusoïdales selon que les racines du polynôme � (B)
sont réelles ou complexes.

1.5.3 Processus ARMA

Dé�nition 1.5.4 On dit que le processus (Yt)t2Z suit un modèle ARMA(p; q),
s�il est dé�ni par la relation suivante

Yt =

pX
j=1

�jYt�j +

qX
k=0

�k"t�k

où les �k, �k sont des nombres réels et "t est un bruit blanc de moyenne nulle
et de variance �2".

Le modèle peut aussi s�écrire 
1�

pX
j=1

�jB
j

!
Yt =

 
1�

qX
k=0

�kB
k

!
"t, ou � (B)Yt = � (B) "t

* Stationnarité du processus ARMA
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Théorème 1.5.3 Le processus fYtgt2Z est stationnaire et admet la décom-
position MA (1)

Yt =

1X
i=1

 i"t�i, avec
1X
i=1

j ij < +1

si et seulement si les racines de l�équation � (z) = 0 sont de modules stricte-
ment supérieurs à 1.

* Inversibilité du processus ARMA

Théorème 1.5.4 Le processus fYtgt2Z est invrsible, ce qui s�exprime par

Yt = �
1X
i=1

�iYt�i + "t, avec
1X
i=1

j�ij < +1

si et seulement si les racines de l�équation � (z) = 0, sont de modules stric-
tement supérieurs à 1.

En pratique, on rencontre des séries chronologiques non stationnaires.
La non stationnarité peut provenir de la variation de la moyenne, ou de la
variance, ou bien les deux dans le temps. Lorsque la non stationnarité est
conséquente à la variation de la moyenne dans le temps, on procède à des
di¤érences successives de la série en question.

Dé�nition 1.5.5 Soit OdYt = (1�B)d Yt la di¤érence d�ordre d de Yt. On
appelle un processus ARMA intégré et on le note ARIMA (p; d; q) le proces-
sus fYtgt2Z tel que

� (B)OdYt = � (B) "t.

1.6 Processus non linéaires

L�observation de certaines séries chronologiques provenant du monde éco-
nomique et �nancier (par exemple, des taux d�échanges, des taux d�actions et
des indices, ...) montre des caractéristiques spéci�ques qui ne sont pas théo-
riquement prises en compte dans la modélisation linéaire. Cependant, ils ont
introduit des modèles non linéaires, pour modéliser ces genres des données
de series chronologiques.
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1.6.1 Processus autorégressifs à coe¢ cients aléatoires

Dé�nition 1.6.1 On dit que le processus (Yt)t2Z est un processus autoré-
gressif d�ordre p à coe¢ cients aléatoires, noté RCA(p), s�il est dé�ni par une
équation du type suivant

Yt =

pX
i=1

(Ai + �it)Yt�i + "t

où i) A1; A2; :::; Ap sont des réels,
ii) �1t; �2t; :::; �pt sont des variables aléatoires,
iii) ("t)t2Z est un bruit blanc.

1.6.2 Modèle GARCH

Les modèlesARCH (autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques
) ont été introduits par Engle (1982) et leur extension GARCH (ARCH
généralisés) est due à Bollerslev (1986). Leur caractérisation repose essentiel-
lement sur le concept de variance conditionnelle. Dans ces modèles, celle-ci
s�écrit comme une fonction a¢ ne des valeurs passées du carré de la série.
Cette spéci�cation particulière se révèle très fructueuse car elle permet une
étude complète des propriétés des solutions tout en étant assez générale. Les
modèles GARCH sont en e¤et susceptibles de capter les propriétés caracté-
ristiques de certaines séries chronologiques.

Dé�nition 1.6.2 On dit que ("t)t2Z est un processus GARCH(p; q), si ses
deux premiers moments conditionnels existent et véri�ent
(i) E ["t="u; u < t] = 0 , t 2 Z ;
(ii) Il existe des constantes !, �i; i = 1; :::; q et �j, j = 1; :::; p telles que

�2t = V ar ["t="u; u < t] = ! +

qX
i=1

�i"
2
t�i +

pX
j=1

�j�
2
t�j , t 2 Z

Ce modèle peut être écrit de manière symbolique sous la forme plus com-
pacte

�2t = ! + � (B) "2t + � (B)�2t , t 2 Z
où B est l�opérateur retard, � et � sont les polynômes de degrés q et p.

� (B) =

qX
i=1

�iB
i; et � (B) =

pX
j=1

�jB
j

15



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Si � (z) = 0 on a

�2t = ! +

qX
i=1

�i"
2
t�i

et le processus est appelé ARCH(q).
L�innovation du processus ("2t ) est par dé�nition la variable �t = "2t � �2t .

En remplaçant, dans le modèle, les variables �2t�j par "2t�j � �t�j on obtient
la représentation

"2t = ! +
rX
i=1

(�i + �i) "
2
t�i + �t �

pX
i=1

�j�
2
t�j , t 2 Z

où r = max(p; q), On retrouve ainsi dans cette équation la structure linéaire
des modèles ARMA. Sous des hypothèses supplémentaires, on peut a¢ rmer
que si ("t) est un GARCH(p; q), ("2t ) est un processus ARMA(r; p). En par-
ticulier, le carré d�un processus ARCH(q) admet, s�il est stationnaire, une
représentation AR(p). Ces représentations ARMA seront utiles pour l�esti-
mation et l�identi�cation des processus GARCH.

Dé�nition 1.6.3 Processus GARCH(p;q) fort
Soit (�t) une suite de variables iid de loi �. On dit que ("t) est un processus
GARCH(p; q) au sens fort relativement à la suite (�t) s�il véri�e�

"t = �t�t
�2t = ! +

Pq
i=1 �i"

2
t�i +

Pp
j=1 �j�

2
t�j

où les �i et �j sont des constantes positives et ! est constante strictement
positive.

Il est clair qu�un processus GARCH fort tel que �2t est mesurable par
rapport à la tribu � ("u; u < t) est un processus GARCH au sens de la
première dé�nition. La réciproque n�est cependant pas vraie.
Les processus GARCH au sens de la première dé�nition sont souvent

quali�és de semi-forts. En remplaçant "t�i par �t�i�t�i dans le modèle, on
obtient

�2t = ! +

qX
i=1

�i�
2
t�i�

2
t�i +

pX
j=1

�j�
2
t�j
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1.7. PRODUIT DE KRONECKER

que l�on peut écrire

�2t = ! +
rX
i=1

ai
�
�t�i

�
�2t�i

où ai (z) = �2t = �iz
2 + �i; i = 1; :::; r. Cette représentation montre que

dans le cas d�un GARCH fort, le processus de volatilité véri�e une équation
autorégressive, mais avec coe¢ cients aléatoires.

1.7 Produit de Kronecker

Dé�nition 1.7.1 Soient A = (aij) et B = (bij) deux matrices de dimension
respectivement n� p et m� q, la matrice de dimension mn� pq dé�nie par

A
B =

26664
a11B a12B � � � a1pB
a21B a22B � � � a2pB
...

...
...

an1B an2B � � � anpB

37775
est appelé produit de Kronecker des matrices A et B.

Dé�nition 1.7.2 Soit A = (aij) une matrice de dimention n�n, on dé�nit
la norme matricielle par l�une des normes usuelles

* kAk1 = max
1�j�n

nP
i=1

jaijj

* kAk2 =
p
% (AAt), où % (A) = max fj�j , � 2 Sp (A)g.

* kAk1 = max
1�i�n

nP
j=1

jaijj

Dé�nition 1.7.3 L�opérateur V ec génère un vecteur colonne d�une matrice
A en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A = [a1; a2; :::; an] au-
dessous l�un à l�autre

V ec(A) = [a01; a
0
2; :::; a

0
n]
0

Théorème 1.7.1 Soient A, B, C et D quatre matrices appropriées
(i) (A
B) (C 
D) = (AC)
 (BD).
(ii) (A
B)j = Aj 
Bj.
(iii) V ec [ABC] =

�
C

0 
 A
�
V ec [A].

(iv) Tr [AB] = (V ec [B0])0 V ec [A] = (V ec [B])0 V ec [A0].
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Théorème 1.7.2 Soit V une matrice de dimension n�n véri�ant l�équation
suivante

V =MVN 0 +G

où M , N et G sont des matrices données de dimension n� n. Si la matrice
[In2 �N 
M ] est inversible alors il existe une solution unique V telle que

V ec [V ] = [In2 �N 
M ]�1 V ec [G]

Dé�nition 1.7.4 Soit A une matrice symétrique de dimension n� n, alors
l�operateur V ech [A] dé�ni un vecteur de dimension [n (n+ 1) =2]� 1 qui est
obtenu de A en empilant de gauche à droite ses parties des colonnes de A
sur et au-dessous du diagonal principal, l�une sur l�autre dans l�ordre.

Théorème 1.7.3 Il existent deux matricesKn etHn de dimension [n (n+ 1) =2]�
n2, tel que

V ech [A] = HnV ec [A] ; et V ec [A] = K 0
nV ec [A]

pour toute matrice A de dimension n� n, et HnK
0
n = In(n+1)=2.
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Chapitre 2

Etude probabiliste

Au cours des 40 dernières années, il y a eu un intérêt croissant dans les
modèles de séries chronologiques non linéaires. Dans ce chapitre on s�intéresse
à l�étude des conditions de stationnarité, ainsi les conditions d�existence et
d�unicité des solutions stationnaires des modèles autorégressifs à coe¢ cients
aléatoires introduits et étudiés par plusieurs auteurs.

2.1 Propriétés du modèle RCA(1)

Comme beaucoup d�autres auteurs, on considère le modèle RCA(1) pour
faciliter les calculs. En principe, ces méthodes peuvent être étendues au cas
général. Tout au long de cette section, on aimerait utiliser la dé�nition sui-
vante :

Dé�nition 2.1.1 un processus autorégressif à coe¢ cient aléatoire d�ordre 1,
noté RCA(1) est dé�ni par

Yt = (�+ �t)Yt�1 + "t , t 2 Z (2.1)

où : (i) � 2 R,
(ii) ("t)t2Z est une suites de variables aléatoires iid, de moyenne nulle et de
variance �2",
(iii) (�t)t2Z est une suite de variables aléatoires iid, de moyenne nulle et de
variance !2,
(iv) les suite ("t), (�t) sont mutuellement indépendantes.
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CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

Les conditions pour lesquelles le modèle RCA dé�ni par l�equation (2:1)
admet des solutions, ont été souvent discuté dans la littérature. Le premier
travail a été fait par Nicholls et Quinn (1980) et Nicholls et Quinn (1982) dans
le cas univarié et multivarié, tandis que Andel (1976) a étudié les conditions
de stationnarité faible. Récemment, Aue et al. (2006) ont étendu ce travail
dans cette classe de modèles.
D�abord on va commencer, par l�étude des propriétés de :

Y =

1X
i=0

"�i
i�1Q
j=0

�
�+ ��j

�
(2.2)

Soit : log+ x = max flog x; 0g la partie positive du logarithme.

Lemme 2.1.1 On suppose que (i)-(iv) soient véri�ées et

E
�
log+ j"0j

�
<1 et E

�
log+ j�+ �0j

�
<1: (2.3)

Si
�1 � E [log j�+ �0j] < 0 (2.4)

Alors Y dé�ni par (2:2) est absolument convergent avec probabilité 1. Réci-
proquement, si P ["0 = 0] < 1 et P [jY j <1] = 1, alors (2:4) est véri�ée.

Preuve. (1) D�abord, nous supposons que (2:4) soit véri�ée, par la loi forte
des grands nombres, il existe une variable aléatoire i0 telle que

log
���+ ��1

��+ log ���+ ��2
��+ :::+ log

���+ ��i
�� � 1

2
i
; si i � i0; (2.5)

quand �1 < 
 = E
�
log
���+ ��0

��� < 0. En utilisant (2:5), on a
jY j �

i0X
i=0

j"�ij
i�1Q
j=0

���+ ��j
��+ i0Q

k=0

���+ ��k
�� 1X
i=i0+1

j"�ij ei
=2 (2.6)

D�après le lemme 2:2 de Berkes et al. (2003), on a

P

( 1X
i=0

j"�ij ei
=2 <1
)
= 1;

et on achève la première partie du lemme si �1 < E [log j�+ �0j] < 0.
Si E [log j�+ �0j] = �1, alors (2:5) est véri�ée pour tout 
 < 0, alors
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2.1. PROPRIÉTÉS DU MODÈLE RCA(1)

l�argument dans (2:6) peut être répété.
(2) Si P fj"0j = 0g < 1, il existe a > 0 telle que P fj"0j � ag > 0.
Soient les événements Ak dé�nis par :

Ak =

�
! :

�
j"�kj

k�1Q
i=0

���+ ��i
��� 2 [a;1)� [1;1)� ; k 2 N.

Ensuite, nous introduisons une suite croissante de ��algèbres données par
F0 = f;;
g et Fk = � (("i; �i) ; � k � i � 0). Il est clair que Ak 2 Fk. En
appliquant (i)� (iv), on obtient

P [Ak jFk�1 ] = P [j"0j � a] I

"
k�1X
i=0

log
���+ ��i

�� � 0# .
D�où

1X
k=1

P [Ak jFk�1 ] = P [j"0j � a]
1X
k=1

I

"
k�1X
i=0

log
���+ ��i

�� � 0# . (2.7)

Ensuite nous montrons que

1X
k=1

I

"
k�1X
i=0

log
���+ ��i

�� � 0# =1 p:s: (2.8)

Si E [log j�+ �0j] > 0, alors (2:8) devient de la loi forte des grands nombres.
Si E [log j�+ �0j] = 0, alors on a

P

"
lim
k!1

"k
k�1Q
j=0

���+ ��j
�� = 0# = 0.

Cela contredit avec le fait que Y soit �ni, et complétant la démonstration du
lemme.

Lemme 2.1.2 On suppose que (i)-(iv) et (2:4) soient véri�ées, E j�0j
� <1

et E j"0j� <1 pour � > 0. Alors il existe � > 0, telle que E jY j� <1.

Preuve. Soit M (t) = E j�+ �0j
t ; 0 � t � �. On note que M (0) = 1 et

d�après (2:4), M 0 (0+) < 0. Par conséquent M (t) est décroissant à droite au
voisinage de zéro, alors il existe � > 0 telle que M (�) < 1. Nous pouvons
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CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

supposer sans perte de généralité, que 0 < � � 1. Comme (a+ b)� � a� + b�

pour a; b � 0 par concavité,

jY j� �
 1X
i=0

j"�ij
i�1Q
j=0

���+ ��j
��!� � 1X

i=0

j"�ij�
i�1Q
j=0

���+ ��j
��� .

En utilisant (i)-(iv) et M (�) < 1 on conclut que

E jY j� � E j"0j�
1X
i=0

E

"
i�1Q
j=0

���+ ��j
���# = E j"0j�

1X
i=0

M i (�) <1.

Ce qui termine la démonstration.
Le lemme suivant nous fournit la condition d�existence de E jY jv, v � 1,

généralisant le lemme précédent.

Lemme 2.1.3 On suppose que (i)-(iv) et (2:4) soient véri�ées , pour certains
v � 1, E j�0j

v <1, E j"0jv <1 et j�+ �0j
v < 1. Alors E jY jv <1.

Preuve. En utilisant (i)-(iv) et l�inégalité de Minkowski, on obtient

(E jY jv)1=v � (E j"0jv)1=v
1X
i=0

(E j�+ �0j
v)
i=v

<1.

Ceci termine la démonstration.

Remarque 2.1.1 Si "0 et �0 sont indépendentes, E [�0] = E ["0] = 0,
E
�
�20
�
= !2 et E ["20] <1, alors E [Y 2] <1 si et seulement �2 + !2 < 1.

Ce résultat est obtenu par Nicholls et Quinn (1982) d�après Andel (1976).

Dé�nition 2.1.2 On dit que fYtgt2Z est une soultion non anticipative de
l�équation (2:1), si Yj est indépendante de f(�k; "k) : k > jg pour tout j 2 Z.

Le théorème suivant donne la condition nécessaire et su¢ sante d�existence
de la solution unique de l�équation (2:1).

Théorème 2.1.1 Si (2:3) et (2:4) sont véri�ées, alors il existe une unique
solution strictement stationnaire, non anticipative et absolument convergente
de l�équation (2:1) donnée par

Yt =
1X
i=0

"t�i
i�1Q
j=0

�
�+ �t�j

�
(2.9)
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2.1. PROPRIÉTÉS DU MODÈLE RCA(1)

Réciproquement, si

Pr [c1�1 + c2"1 = c3] < 1 pour tout c1; c2 2 R� et c3 2 R (2.10)

et l�équation (2:1) admet une solution non anticipative, alors (2:4) est véri�ée.

Preuve. La première partie du théorème est une conséquence du lemme
précédent et les résultats de Brandt (1986). La condition (2:10) produit que
Yt est irréductible, au sens de Bougerol et Picard (1992), par conséquent leur
théorème 2:5 implique la deuxième partie du théorème.

Remarque 2.1.2 1- E [log j�+ �1j] existe toujours dans [�1;+1[ car :

E [log j�+ �1j] � E [j�+ �1j] � j�j

2- La condition (2:4) dépend de la loi des variables aléatoires (�t) :
3- La stationnarité au second ordre du processus RCA (1) dé�ni par (2:1), a
été étudiée par Nicholls et Quinn (1982), en montrant qu�il existe une unique
solution stationnaire si et seulement si j�j < 1 et !2 (1� �2)

�1
< 1, ceci est

équivalent que �2 + !2 < 1.
4- La condition (2:4) implique � < 1. Inversement, si �2 + !2 < 1, (2:3) est
véri�ée, car par application de l�inégalité de Jensen

E [log j�+ �1j] � logE [j�+ �1j] � log j�j < 0

Maintenant on cherche des conditions d�existence des moments d�ordre
2m où m = 1; 2; 4. On ne considère que les moments d�ordre pair, car si l�on
fait une hypothèse de symétrie pour la loi de (�t) et ("t), les moments d�ordre
impair, lorsqu�ils existent, sont nuls. Si cette hypothèse n�est pas faite, ces
moments semblent di¢ cilement calculables. Pour les moments d�un processus
RCA (1), on a le résultat suivant, d�après Fink et Kreiss (2013).

Théorème 2.1.2 On considère le modèle RCA (1) dé�ni par l�équation (2:1),
et on suppose que les moments E

�
�2mt

�
et E ["2mt ], m = 1; 2; 3; 4 sont �nis,

alors on a

E
�
Y 2
t

�
< 1 () �2 + !2 < 1 (2.11)

E
�
Y 4
t

�
< 1 () �4 + 6�2!2 + '4 < 1

E
�
Y 8
t

�
< 1 () �8 + 28�6!2 + 70'4�4 + 28�2E

�
�6t
�
+ E

�
�8t
�
< 1
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CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

Où E
�
�4t
�
= '4 et E ["4i ] = �4. Si les moments sont �nis, on a

E
�
Y 2
t

�
=

�2"
1� �2 � !2

et E
�
Y 4
t

�
=

�4 + 6�4"
�2+!2

1��2�!2

1� �4 � 6�2!2 � '4
(2.12)

Pour h � 0, les autocovariances sont données par

Cov [Yt; Yt+h] = �hE
�
Y 2
t

�
Cov

�
Y 2
t ; Y

2
t+h

�
=
�
�2 + !2

�h �
E
�
Y 4
t

�
� E

�
Y 2
t

�2�
Preuve. La première assertion de (2:11) est démontrée par Nicholls et Quinn
(1982), Corollaire 2:3:2. Les autres assertions seraient démontrées d�une façon
similaire.
Le moment du second d�ordre de (2:12) est énoncé par Aue (2003), Lemme
3.1.1. Concernant le moment d�ordre 4, on suppose que les moments impairs
des bruits blancs sont nuls jusqu�à l�ordre 7, alors

E
�
Y 4
t

�
= E

�
((�+ �t)Yt�1 + "t)

4�
= E

�
(�+ �t)

4�E �Y 4
t�1
�
+ 6E

�
(�+ �t)

2�E �Y 2
t�1
�
E
�
"2t
�
+ E

�
"4t
�

=
�
�4 + 6�2!2 + '4

�
E
�
Y 4
t�1
�
+ 6

�
�2 + !2

�
E
�
Y 2
t�1
�
�2" + �4:

comme le processus est supposé stationnaire, on a

E
�
Y 4
t

� �
1�

�
�4 + 6�2!2 + '4

��
= 6

�
�2 + !2

�
E
�
Y 2
t

�
�2" + �4

d�où le résultat. Concernant les autocovariances du processus sont également
donnée par Aue (2003), Lemme 3:1:1.
Dans ce qui suit, nous allons largement faire usage du processus soi-disant

processus RCA tronqué qui peut être obtenu à partir de l�équation (2:9) en
considerant seulement les derniers termes du bruit d�innovation "t et le bruit
de perturbation �t, qui est donnée par la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.1.3 La version tronquée du processus RCA, Yt est donnée par

~Y s
t =

s�1X
i=0

"t�i
i�1Q
j=0

�
�+ �t�j

�
(2.13)
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2.2. PROPRIÉTÉS DU MODÈLE RCA(P)

Lemme 2.1.4 Si Yt a un moment d�ordre 2 �ni, la L2-norme de la di¤érence
entre le processus initial Yt et le processus tronqué ~Y s

t décroit exponentielle-
ment vers zéro, i.e.

E

��
Yt � ~Y s

t

�2�
=

�2"
1� �2 � !2

�
�2 + !2

�s
= C#s; # < 1

Les constantes #s sont absolument sommable.

Preuve. On a

E

��
Yt � ~Y s

t

�2�
= E

24 1X
i=s

i�1Q
j=0

�
�+ �t�j

�
"t�j

!235 = �2"
1� �2 � !2

�
�2 + !2

�s
:= #s

Il découle directement que les constantes #s sont absolument sommable.

2.2 Propriétés du modèle RCA(p)

Dans cette section, nous allons essayer d�étudier certaines propriétés du
modèle autorégressive à coe¢ cients aléatoires d�ordre p notéRCA(p) et dé�ni
par

Yt =

pX
k=1

(Ak + �kt)Yt�k + "t. (2.14)

On suppose que :
(i) f"tg est une suite de variables aléatoires indépendantes, de moyenne nulle
et de variance �2",
(ii) Les Ak, pour k = 1; :::; p sont constantes,
(iii) �t =

�
�1t; �2t; ; :::; �pt

�0
, (�t)t2Z est une suite de variables aléatoires in-

dépendantes, telle que E [�t] = 0, et les suite ("t), (�t) sont indépendantes,
(iv) Il n�exite aucun vecteur constant non nul Z tel que Z 0Yt est purement
linéaire déterministe.
La relation (2:14) peut s�écrire sous forme matricielle

Y t = [A+ �t]Y t�1 + "t (2.15)
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CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

tels que

A =

0BBB@
A1 � � � Ap
1 � � � 0
...

. . .
...

0 1 0

1CCCA , �t =
0BBB@

�1t � � � �pt
0 � � � 0
...

. . .
...

0 0 0

1CCCA , J =
0BBB@
1 0 � � � 0
0 � � � 0
...

. . .
...

0 0 0

1CCCA
Y t = (Yt; Yt�1; :::; Yt�p+1)

0 , "t = ("t; 0; :::; 0)
0

E ["t"
0
t] = �2"J = 
, E [�t 
 �0t] = C.

où A, �t et 
 sont des matrices carrées d�ordre p et Y t, "t sont des vecteurs
de dimension p� 1.

2.2.1 Conditions de stationnarité

Théorème 2.2.1 Le processus fYt, t = 1� T; :::; 0; 1; :::g généré par (2:14)
est stationnaire si et seulement si

�1 = �0 et V1;1 = V0;0, où �i = E [Y i] et Vi;j = E
�
Y iY

0
j

�
.

Preuve. Il est clair que la condition nécessaire devient directement de la
constriction de Y t.
Pour démontrer la condition su¢ sante, on suppose que Y 0 est indépendant
de f"t, t = 1; 2; :::g et f�k, k = 1; :::; pg, ainsi que �t = � pour t = 0; 1; :::; h
et Vt;t�s = Vt�u;t�s�u = Ws,
t = s+1; :::; h, u = 1; :::; t�s et s = 0; :::; h. Dans le cas h = 1, ces conditions
se réduisent à �1 = �0 = � et V1;1 = V0;0 = W0. En utilisant (2:15) on obtient

�h+1 = E
�
Y h+1

�
= E

�
[A+ �h+1]Y h + "h+1

�
= AE [Y h] = AE

�
Y h�1

�
= �h

Sachant que �h+1 et "h+1 sont indépendants de f"1; :::; "hg et Y 0.
Pour 1 � s � h,

Vh+1;h+1�s = E
�
Y h+1Y

0
h+1�s

�
= E

��
[A+ �h+1]Y h + "h+1

�
Y 0
h+1�s

�
= AE

�
Y hY

0
h+1�s

�
= AE

�
Y h�1Y

0
h�s
�

= E
�
Y hY

0
h�s
�
= Vh;h�s
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tandis que

Vh+1;h+1 = E
�
Y h+1Y

0
h+1

�
= E

h�
[A+ �h+1]Y h + "h+1

� �
[A+ �h+1]Y h + "h+1

�0i
par conséquent on obtient

V ec [Vh+1;h+1] = V ecE
�
[A+ �h+1]Y hY

0
h [A+ �h+1]

0 + "h+1"
0
h+1

�
= E

�
[A+ �h+1]
 [A+ �h+1]V ec [Y hY

0
h] + V ec

�
"h+1"

0
h+1

��
= E [A
 A+ �h+1 
 �h+1]E [V ec [Y hY

0
h]] + V ec

�
�2"J

�
= [A
 A+ C]V ec [Vh;h] + V ec [
]

= [A
 A+ C]V ec [Vh�1;h�1] + V ec [
]

= V ec [Vh;h]

On note que Ft, est une �-Algèbre engendrée par les suites des variables
aléatoires f�ktg

p
k=1 f"t�1; "t�2,...g.

Corollaire 2.2.1 Le processus fYtg généré par (2:14) est stationnaire si et
seulement si � = E [Y 0] véri�é A� = � et V = E [Y 0Y

0
0] satisfaisant

V ec [V ] = [A
 A+ C]V ec [V ] + V ec [
] (2.16)

Preuve. D�après la démonstration du théorème précédent on a :

�1 = E [Y 1] = A�0 (2.17)

V ec [V1;1] = E [Y 1Y
0
1] = [A
 A+ C]V ec [V0;0] + V ec [
] :

d�où le résultat.
La solution de l�équation (2:16) joue un rôle important pour établir des

conditions d�existence de solutions stationnaires doublement-in�nies de l�équa-
tion (2:14). Il convient de noter que la solution V de l�équation (2:16) doit
être dé�nie non négative, étant une matrice de covariance, et dé�nie positive
si l�hypothèse (iv) doit être satisfaite. En outre, il ya une solution de (2:16)
si (I � A
 A� C) est inversible, i.e. V ec [V ] = [I � A
 A� C]�1 V ec [
],
mais il peut exister une solution, même si (I � A
 A� C) n�est pas inver-
sible.
Les conditions de stationnarité pour un modèle autorégressifs à coe¢ -

cients aléatoires d�ordre p, ont été également étudiées par Andel (1976).
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Théorème 2.2.2 Si la condition suivante est véri�ée

zp � A1z
p�1 � :::� Ap 6= 0 pour jzj � 1 (2.18 )

alors il existe une solution unique de l�équation

B+ = AB+A0 + 
 (2.19)

et cette solution est une matrice dé�nie positive et explicitement donnée par

B+ =
1X
k=0

Ak
A0k (2.20 )

Preuve. Sachant que : zp�A1zp�1� :::�Ap est le polynôme caractéristique
de la matrice A, alors si la condition (2:18) est véri�ée, ceci implique que les
valeurs propres de la matrice A se trouvent à l�intérieur du cercle unité. En
introduisant l�opérateur V ec on obtient

V ec
�
B+
�
= A
2V ec

�
B+
�
+ V ec [
] (2.21)

où la matrice A
2 est de dimension p2 � p2. Sachant que les valeurs propres
de A
2 sont de la forme �i�j où �i et �j sont celles de la matrice A, et
j�ij < 1 pour tout i, il résulte que les valeurs propres de A
2 sont à l�intérieur
du cercle unité, alors [Ip2 � A
2] est inversible, par conséquent l�équation
(2:14) admet une solution donnée par

V ec
�
B+
�
=
�
Ip2 � A
2

��1
V ec [
]

En développant la matrice [Ip2 � A
2]
�1 en séries on obtient

V ec
�
B+
�
=

�
Ip2 � A
2

��1
vec [
]

=
�
I
2p + A
2 + A
4 + :::

�
vec [
]

= I
2p V ec [
] + A
2V ec [
] + :::

= V ec [Ip
Ip] + V ec [A
A0] + V ec
�
A2
A02

�
+ :::

=
1X
k=0

V ec
�
Ak
A0k

�
= V ec

" 1X
k=0

Ak
A0k

#

d�où : B+ =
1P
k=0

Ak
A0k.
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Théorème 2.2.3 La condition V ar [Y1; :::; Yp] = V ar [Y2; :::; Yp+1] est véri-
�ée si et seulement si la matrice B = V ar [Y1; :::; Yp] est une solution de
l�équation

B = ABA
0
+
�
�2 + Tr (��B)

�
J (2.22 )

où �� = V ar [Ap; :::; A1].

Preuve. On note que :

A =

26664
A1 A2 ::: Ap
1 0 ::: 0
...

...
...

0 � � � 1 0

37775
On a 0B@ Yp+1

...
Y2

1CA = A

0B@ Yp
...
Y1

1CA+
0B@ "p+1

...
0

1CA (2.23)

On pose : A = (Aij), Y = (Y1; :::; Yp)
0, Zi =

pP
h=1

AihYh, et Z = (Z1; :::; Zp)
0,

on va calculer

Cov [Zi; Zj] =

pX
h=1

pX
k=1

Cov [AihYh; AjkYk]

(Aij) et (Yk), k = 1; :::; p sont indépendant et E fYtg = 0, on obtient :

Cov [AihYh; AjkYk]

= E [AihYhAjkYk]� E [AihYh]E [AjkYk]

= E [AihAjk]E [YhYk]� E [Aih]E [Yh]E [Ajk]E [Yk]

= [Cov [Aih; Ajk] + E [Aih]E [Ajk]]Cov [Yh; Yk]

= Cov [Aih; Ajk]Cov [Yh; Yk] + E [Aih]Cov [Yh; Yk]E [Ajk]

29
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On note que : Hij = (Cov [Aih; Ajk])
p
h;k=1 , Bhk = Cov [Yh; Yk].

Sachant que B = (Bhk)
p
h;k=1, on a :

Cov [Zi; Zj] =
X
h

X
k

Cov [Aih; Ajk]Bhk +
X
h

X
k

E [Aih]BhkE [Ajk]

= Tr (HijB) +
X
h=1

X
k=1

E [Aih]BhkE [Ajk]

Il est clair que

Hij =

�
�� pour i = j = p
0 sinon

et E fAg = A, par conséquent

V ar [Z] = Tr (��B) J + ABA

Ainsi on a
V ar [0; :::; 0; "p+1] = �2J

on pose S =
�
Y2; :::; Yp;

pP
k=1

AkYk

�0
, alors

V ar
�
S; [0; :::; 0; "p+1]

0� = 0
D�après la relation (2:23) on a :

B = V ar [Y2; :::; Yp+1] = ABA
0
+
�
�2 + Tr (��B)

�
J

Théorème 2.2.4 On suppose que

zp � A1z
p�1 � :::� Ap 6= 0 pour jzj � 1 (2.24 )

si la condition suivante est véri�ée

1� Tr
�
��B+

�
> 0 (2.25)

alors (2:22) admet une solution unique, dé�nie positive donnée par

B = �2
�
1� Tr

�
��B+

���1
B+ (2.26)
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Preuve. Les racines de l�équation zp � A1z
p�1 � :::� Ap 6= 0 sont celles du

polynôme caractéristique de la matrice A, si (2:24) est véri�ée, alors (2:20)
est la solution unique de l�équation (2:19) :
Pour tout nombre arbitraire u on a

uB+ = AuB+A0 + J

la matrice uB+ est l�une des solutions de l�équation (2:22) si et seulement si

u = �2 + Tr
�
��uB+

�
Si (2:25) est véri�ée alors la matrice B donnée par (2:26) est l�unique solution
de l�équation (2:22) et cette matrice est dé�nie positive.

Corollaire 2.2.2 Les conditions (2:24) et (2:25) sont nécessaires et su¢ -
santes pour que le processus fYtg soit stationnaire.

2.2.2 Exemple

Nous considérons un modèle AR (1) à coe¢ cient aléatoire

Yt = A1Yt�1 + "t, (2.27)

telles que E [A1] = � et V ar [A1] = �.
On soppose que jA1j < 1 p.s, alors � < 1 alors la condition (2:24) est véri�ée.
Dans ce cas A = (�) et l�équation (2:22) devient

B = �2A+ �2 +�B

et sa solution

B =
�
1�

�
�2 +�

���1
�2

sachant que

1 > E
�
A21
�
= �2 +�

alors la solution existe toujours et elle est positive, et en vertu du Corollaire
précédent le modèle est stationnaire sous la condition jA1j < 1 p.s.
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2.2.3 Solutions stationnaires

Essayons maintenant de trouver sous quelles conditions l�équation (2:14)
admet une solution stationnaire.
Soit Ft : �-Algèbre engendrée par f("s) ; (�s) ; s < tg.
Dans une tentative de trouver une solution Ft-mesurable de l�équation (2:14),
il est avantageux d�obtenir un développement pour Yt en termes de fonctions
mesurables sur Ft, en itérant l�équation (2:15).
On pose : St;r = �rk=0 [A+ �t�k] ; Rt;r = St;rY t�r�1, on obtient

Y t = [A+ �t]
�
[A+ �t�1]Y t�2 + "t�1

	
+ "t

= "t + [A+ �t] "t�1 + [A+ �t] [A+ �t�1]Y t�2
...

=
rX
j=0

�j�1k=0 [A+ �t�k] "t�j +�
r
k=0 [A+ �t�k]Y t�r�1

=
rX
j=0

St;j�1"t�j +Rt;r (2.28)

On note que E
�
"t�i"

0
t�j
�
= 0 pour i 6= j, alors on a

V ecE
�
(Y t �Rt;r) (Y t �Rt;r)

0� = V ecE

" 
rX
j=0

St;j�1"t�j

! 
rX
i=0

St;i�1"t�i

!0#

= V ecE

"
rX
j=0

St;j�1"t�j"
0
t�jS

0
t;j�1

#

= E

"
rX
j=0

�
St;j�1 
 S 0t;j�1

�
V ec

�
"t�j"

0
t�j
�#

= E

rX
j=0

"
j�1Y
k=0

[(A+ �t�k)
 (A+ �t�k)]V ec
�
"t�j"

0
t�j
�#

=
rX
j=0

(A
 A+ C)j V ec (
) (2.29)

Lemme 2.2.1 Si
jP
k=0

[A
 A+ C]k V ec [J 
 �2] converge lorsque j ! 1 et
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H est une matrice dé�nie positive telle que

V ec [H] = V ec (
) + C
1X
k=0

[A
 A+ C]k V ec (
) (2.30)

alors les valeurs propres de A se trouvent à l�intérieur du cercle unité.

Preuve. Soit la matrice W dé�nie par

V ec [W ] =
1X
k=0

[A
 A+ C]k V ec
�
J 
 �2

�
Alors

[A
 A+ C]V ec [W ] =
1X
k=1

[A
 A+ C]k V ec
�
J 
 �2

�
= V ec [W ]� V ec

�
J 
 �2

�
Ainsi

V ec [W ] = [A
 A]V ec [W ] +
�
CV ec [W ] + V ec

�
J 
 �2

��
= [A
 A]V ec [W ] + V ec [J 
H]

comme CV ec [W ] = V ec [J 
 (CV ec (W ))], alors W = AWA0 + J 
H
Soit � une valeur propre de la matrice A et z0 6= 0 un vecteur propre à gauche
associé à � tel que z = (z1; :::; zp)

0, alors

z0W �z = z0AWA0�z + z0 [J 
H] �z

= j�j2 z0W �z + z0pH�zp

alors
�
1� j�j2

�
z0W �z = z0pH�zp.

Sachant que
rP
k=1

h
A
 A+ ~C

ik
V ec [J 
 �2] est un V ec d�une matrice dé�nie

non négative, alors sa limite est aussi la matrice W qui est non négative, et
zW �z � 0. Si z0pH�zp > 0 alors zp 6= 0, par conséquent j�j < 1.
Maintenant on suppose que zp = 0, sachant que z0 est une valeur propre à
gauche de A alors

(z1; :::; zp)

26664
A1 � � � Ap
1 � � � 0
...

. . .
...

0 1 0

37775 = � (z1; :::; zp)
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ceci est réduit au système d�équations suivantes8<:
z1A1 = �z1

zi + zpAp�1 = �zi+1, i = 1; :::; p� 1

Si � 6= 0, la première équation implique que z1 = 0, comme zp = 0 et les
équations restantes ont comme leur seule solution z2 = ::: = zp�1 = 0, donc
z 6= 0, par conséquent j�j < 1.

Théorème 2.2.5 A�n qu�il existe une solution stationnaire unique Ft-mesurable
de l�équation (2:15), véri�ant (i)-(iv), il est nécessaire que

rX
j=1

[A
 A+ C]j V ec
�
J 
 �2

�
converge lorsque r ! 1, et su¢ sant que cela se produit avec la matrice
dé�nie positive H telle que

V ec [H] = V ec [
] + C
1X
j=1

[A
 A+ C]j V ec [
] :

Si [A
 A+ C] n�a pas une valeur propre unitaire, alors cette dernière condi-
tion est à la fois nécessaire et su¢ sante, et il existe une solution stationnaire
unique, donnée par

Y t = "t +
1X
j=1

j�1Y
k=0

[A+ �t]
j "t�j

Preuve. Voir [37].

Corollaire 2.2.3 A�n qu�il existe une solution stationnaire unique Ft-mesurable
de l�équation (2:15) il est nécessaire et su¢ sant que toutes les valeurs propres
de la matrice [A
 A+ C] soient à l�intérieur du cercle unité.

Preuve. On peut représenter la matrice (A
 A+ C) sous la forme cano-
nique de Jordan

(A
 A+ C) = P�P�1
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où � est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des valeurs
propres de (A
 A+ C) :
Il est nécessaire seulement de démontrer que les lignes de P�1 qui corres-
pondent à un élément diagonal � de � pour que j�j � 1 ne peuvent pas être
orthogonales à V ec [J 
 �2].
Soit z0 l�un de ces lignes de P�1 lequel est un vecteur propre à gauche de
(A
 A+ C), en notant qu�il existe au moins un tel vecteur.
Si z0V ec [J 
 �2] = 0 alors le premier élément de z est non nul, sachant que
le seul élément non nul de (J 
 �2) est �2, ainsi que C a seulement une ligne
non nule (la première ligne) qui est C.

D�où : z0
�
A
 A+ ~C

�
= z0 (A
 A), tandis que z0

�
A
 A+ ~C

�
= �z0 et

donc � est aussi une valeur propre de (A
 A). En vertu du lemme précédent
toutes les valeurs propres de A se trouvent à l�intérieur du cercle unité.
Soit P�P�1 la forme canonique de Jordan de la matrice A et [�1; :::; �p] =
diag (�).
Si � est une valeur propre de (A
 A) alors det [�Ip2 � A
 A] = 0, mais

det [�Ip2 � A
 A] = det
�
�Ip2 �

�
P�P�1

�


�
P�P�1

��
= det

�
�Ip2 � (P 
 P ) (�
 �)

�
P�1 
 P�1

��
= det

�
� (P 
 P ) (P 
 P )�1 � (P 
 P ) (�
 �) (P 
 P )�1

�
= det

�
(P 
 P ) (�Ip2 � �
 �) (P 
 P )�1

�
= det (P 
 P ) det (�IP 2 � �
 �) det

�
(P 
 P )�1

�
= det [�Ip2 � �
 �] =

pQ
i;j=1

(�� �i�j)

Sachant que les éléments sous-diagonal de (�IP 2 � �
 �) sont non nuls,
alors � = �i�j pour certains i et j où �i, �j sont des valeurs propres de A et
sachant que j�ij < 1, alors j�j = j�ij j�jj < 1.

2.2.4 Stationnarité stricte

Dans les sections précédentes on n�a rien supposé sur f"tg et f�tgseulement
que sont indépendantes, stationnaires du second d�ordre et qui sont mutuel-
lement indépendants. Si f"tg et f�tg sont aussi deux suites de variables aléa-
toires identiquement distribuées dans quel cas elles sont aussi strictement
stationnaires et ergodiques, il est possible d�inférer des propriétés plus fortes
pour la solution Ft-mesurable, fytg de l�équation (2:14).
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Théorème 2.2.6 On suppose que les suites f"tg et f�tg véri�ent les sup-
positions (i) et (iii) et qu�elles sont identiquement distribueés. S�il existe
une unique solotion fYtg stationnaire au second d�ordre et Ft-mesurable de
l�équation (2:14), alors cette solution est aussi strictement stationnaire et
ergodique.

Preuve. L�unique solotion stationnaire au second d�ordre et Ft-mesurable,
fYtg de l�équation (2:14) donnée par

Y t = "t +
1X
j=1

j�1Y
k=0

[A+ �t�k]
j "t�j

est une limite en quadratique moyenne, par conséquent en probabilité d�une
suite de variables aléatoires Ft-mesurable. Comme la solution a la même
forme fonctionnelle pour chaque t, fY tg doit être strictement stationnaire,
par conséquent l�est aussi fYtg.
Sachant que f�t; "tg est une suite iid alors elle est ergodique.
Ainsi que la �-Algèbre Gt engendrée par fYt; Yt�1; :::g est inclue dans Ft, si
fYtg est une suite Ft-mesurable de variables aléatoires.
Soient G et F les petites �-Algèbres contenant respectivement lim

t!1
Gt et

lim
t!1

Ft, il résulte que G � F et fYtg est ergodique.
Les résultats de cette section, ne couvrent pas complètement le cas où

(A
 A+ C) a une valeur propre de l�unité. Cela est dû à l�absence éventuelle
de l�unicité de la solution, et le fait que (I � A
 A� C) n�est pas inversible.

Si
jP
k=0

[A
 A+ C]k V ec [
] converge lorsque j ! 1, il existe une solution

stationnaire et Ft-mesurable de (2:14), quelles que soient les valeurs propres
de (A
 A+ C). Il peut, cependant, existent d�autres solutions stationnaires
si (A
 A+ C) a une valeur propre de l�unité.

2.2.5 Example

Il est possible de construire un exemple pour lequel l�équation (2:14) gé-
nère un processus fYt; t = 1; 2; 3:::g stationnaire satisfaisant les conditions
(i)� (iv), et dont la matrice (A
 A+ C) a une valeur propre de l�unité.
Pour illustrer cette propriété, on considère le modèle suivant

Yt = (A+ At)Yt�1 + "t
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où Yt; "t sont deux vecteurs aléatoires tels que

A =

�
a 0
0 0

�
; At =

�
0 0
0 at

�
; "t =

�
�t
0

�
E [at] = E [�t] = 0; E

�
a2t
�
= 1; E

�
�2t
�
= '; jaj < 1;

at et �t sont indépendantes. De plus, soitE [Y0] = 0 et V ec [Y0Y 0
0 ] =

�
'

1�a2 ; 0; 0; C
�
,

où C > 0.
Alors V ec [
] = ' (1; 0; 0; 0)0, les valeurs propres de A se trouvent dans le
cercle unité et

(A
 A+ C) =

2664
a2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

3775
ses valeurs propres sont 0; 0; a2 et 1. D�une part on a

V ecE [Y1Y
0
1 ] = (A
 A+ C)V ecE [Y0Y

0
0 ] + V ec [
]

=

�
'a2

1� a2
; 0; 0; C

�
+ ('; 0; 0; A)

=

�
'

1� a2
; 0; 0; C

�
= V ecE [Y0Y

0
0 ] :

D�autre part on a : E [Y1] = aE [Y1] = 0 = E [Y0]. Alors le processus
fYt; t = 1; 2; 3:::g est stationnaire.
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Chapitre 3

Inférence statistique

Dans ce chapitre nous faisons l�inférence statistique dans la classe de
modèles autorégressifs à coe¢ cients aléatoires par l�application de certaines
méthodes usuelles d�estimation, et nous étudions ensuite le comportement
asymptotique d�estimateurs obtenus.

3.1 La méthode des moindres carrés ordinaire

Dans cette section on s�interesse à trouver l�estimateur des moindres car-
rés ordinaires d�un modèle dé�ni par (2:14). On retient les suppositions (i)-
(iv), et on rajoute :
(v) Les coe¢ cients Ak, k = 1; :::; p et C sont supposés de sorte qu�il existe
une solution unique fYtg du scond d�ordre et Ft-mesurable véri�ant l�équa-
tion (2.14).
(vi) "t ne peut prendre presque sûrement que deux valeurs seulement.
Soient �2" 6= 0 et � = E [�0t�t], il est clair que

V ec [�] = E [�0t 
 �0t] = [E [�t 
 �t]]
0 = C 0

On a vu que la condition (vi) est véri�ée si et seulement si toutes les valeurs
propres de la matrice A se trouvent à l�intérieur du cercle unité, ou encore

équivalent à 1�
pP
i=1

Aiz
i 6= 0 pour tout jzj � 1, lequel est démontré par Andel

(1971) i.e. C� < 1, où � est la dernière colonne de (I � A
 A)�1. Soit W
une matrice d�ordre p � p tel que � = V ec [W ], alors la condition C� < 1
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peut être remplacer par Tr [�W ] car

C� = (V ec [�])0 V ec [W ] = Tr [�W ]

Le modèle (2.14) devient

Yt =

pX
k=1

AkYt�k +

 
pX
k=1

�kYt�k + "t

!
ou bien

Yt = A0Y t�1 + ut (3.1)

où : A = (A1; :::; Ap)
0 et ut = �tY t�1 + "t.

3.1.1 Procedure d�estimation

Sachant que la matrice � est symétrique, alors on a besoin d�estimer
seulement � = V ech [�].
D�abord on va estimer le coe¢ cient A = (A1; :::; Ap)

0. On a

E [ut=Ft�1] = E [�t]Y t�1 + E ["t] = 0

Sachant que �k et "t sont indépendantes de
�
�1; :::; �p; "t�1; "t�2; :::

	
, alors

E
�
u2t=Ft�1

�
= E

�
"2t
�
+ 2E

�
"t�tY t�1=Ft�1

�
+E

h�
�tY t�1

�2
=Ft�1

i
= �2" + 2E ["t]E

�
�tY t�1=Ft�1

�
+E

�
Y 0
t�1�

0
t�tY t�1=Ft�1

�
= �2" + Y 0

t�1E [�
0
t�t]Y t�1

= �2" + Y 0
t�1�Y t�1

Alors ut est une di¤érence de martingale conditionnellement hétéroscédas-
tique.

E
�
u2t=Ft�1

�
= �2" +

�
Y 0
t�1 
 Y 0

t�1
�
V ec [�]

= �2" +
�
V ec

�
Y t�1Y

0
t�1
��0
K 0
pV ech [�]

on pose : � = V ech [�] et zt = Kp

�
V ec

�
Y t�1Y

0
t�1
��
, on a

E
�
u2t=Ft�1

�
= �2" + z0t� = �2" + �

0zt (3.2)
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CHAPITRE 3. INFÉRENCE STATISTIQUE

Si on se donne l�ensemble des observations fY1�p; :::; Y0g, on obtient l�esti-

mateur des moindres carrés Â
(LS)

T de A en minimisant
TP
t=1

u2t par rapport à A

dans la relation (3.1), alors on a

Â
(LS)

T =

(
TX
t=1

Y t�1Y
0

t�1

)�1 TX
t=1

Y t�1Yt (3.3)

D�aprés la relation (3:1) on a : ût = Yt � Â
(LS)0
T Y t�1, t = 1; :::; T .

Soit �t = u2t � �2" � z0t�, alors les estimateurs �̂, �̂
2
" de � et �

2
" sont obtenus

en minimisant
TP
t=1

�2t par rapport � et �
2
", et on a

�̂ =

(
TX
t=1

[zt � �z] [zt � �z]
0

)�1 TX
t=1

û2t [zt � �z] (3.4)

�̂2" = T�1
TX
t=1

û2t � �̂0�z (3.5)

3.1.2 Comportement asymptotique

Dans ce paragraphe on va établir que les estimateurs Â
(LS)

T , �̂ et �̂2" dé�nis
par (3.3), (3.4), et (3.5) sont consistants, alors il est convenable d�abord

d�obtenir les propriétés asymptotiques concernant l�estimateur Â
(LS)

T , ensuite
celles des �̂ et �̂2" car ces estimareurs sont obtenus en dérivant ût.

Théorème 3.1.1 Soit fYtg un processus RCA(p) strictement stationnaire
Ft- mesurable véri�e l�équation (2.14) et soit Â

(LS)

T donné par la relation

(3.3) alors sous les conditions (i)� (vi), l�estimateur Â(LS)T converge presque
sûrement vers A.

De plus si E [Y 4
t ] <1 alors T 1=2

�
Â
(LS)

T � A
�
lorsque T !1 converge vers

une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance :

�2"�
�1 (0) + ��1 (0)E

�
Y t�1Y

0
t�1�

0zt
�
��1 (0) (3.6)

où : �(0) = E
�
Y t�1Y

0
t�1
�
.
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3.1. LA MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS ORDINAIRE

Preuve. D�aprés la relation (4.3) on a

Â
(LS)

T � A =

�
T�1

TP
t=1

Y t�1Y
0

t�1

��1�
T�1

TP
t=1

Y t�1Yt

�
� A

=

�
T�1

TP
t=1

Y t�1Y
0

t�1

��1
T�1

TP
t=1

n
Y t�1Yt � Y t�1Y

0

t�1A
o

=

�
T�1

TP
t=1

Y t�1Y
0

t�1

��1
T�1

TP
t=1

Y t�1ut

Le processus est strictement stationnaire et ergodique, par conséquent
n
Y tY

0

t

o
et
�
Y t�1ut

	
sont aussi strictement stationnaires et ergodiques.

Alors �(0) = E [Y tY
0
t] est bornée par (vi), ainsi que

E
�
Y t�1ut

�
= E

�
E
�
Y t�1ut

�
=Ft�1

�
= E

�
Y t�1

�
E [ut=Ft�1] = 0

sachant que E [ut=Ft�1] = 0 et Y t�1 est une fonction Ft�1-mesurable, alors

T�1
TX
t=1

Y t�1Y
0

t�1

converge p.s vers �(0) et T�1
TP
t=1

Y t�1ut converge p.s vers 0, par conséquent�
Â
(LS)

T � A
�
converge p.s vers 0.

Maintenant si  est un vecteur de p conposantes, alors on a :

E
h�
 0Y t�1ut

�2i
= E

h
E
h�
 0Y t�1ut

�2i
=Ft�1

i
= E

h�
 0Y t�1

�2
E
�
u2t=Ft�1

�i
= E

h�
 0Y t�1

�2 �
�2" + �

0zt
�i

d�aprés la relation (3.2) cette espérance existe si E [Y 4
t ] <1, car les compo-

santes de
�
 0Y t�1

�2
[�0zt] sont en fonction de Y

4
t et E

�
 0Y t�1ut=Ft�1

	
= 0,

alors en vertu du Th�eor�eme de Billingsley : T�1=2
TP
t=1

�
 0Y t�1

�
ut admet une

distribution qui converge vers une distribution normale de moyenne nulle et
de matrice de covariance

E
h�
 0Y t�1

�2 �
�2" + �

0zt
�i
=  0E

�
Y t�1Y

0
t�1
�
�2" + �

0zt
��
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CHAPITRE 3. INFÉRENCE STATISTIQUE

Pour tout  2 Rp montre que E [Y 4
t ] < 1, donc T�1

TP
t=1

Y t�1ut converge en

distribution vers une distribution normale multidimentionnelle de moyenne
nulle et de matrice de covariance

E
�
Y t�1Y

0
t�1
�
�2" + �

0zt
��

par conséquent T 1=2
�
Â
(LS)

T � A
�
converge en distribution vers une distribu-

tion normale de moyenne nulle et d�une matrice de covariance :
��1 (0)E

�
Y t�1Y

0
t�1 [�

2
" + �

0zt]
�
��1 (0)

= �2"�
�1 (0)� (0)��1 (0) + ��1 (0)E

�
Y t�1Y

0
t�1�

0zt
�
��1 (0)

= �2"�
�1 (0) + ��1 (0)E

�
Y t�1Y

0
t�1�

0zt
�
��1 (0).

Lemme 3.1.1 Sous les conditions (i) - (vii), il existe un vecteur  de p (p+ 1) =2
composantes tel que � [zt � E [zt]] = 0 presque partout pour tout t.

Preuve. Voir [37].
Maintenant, pour étudier le comportement asymptotique des estimateurs

�̂! et �̂
2
! on a besoin de remplacer ût (!) par ut (!) dans les relations (3.4)

et (3.5) on obtient

�� =

(
TX
t=1

[zt � �z] [zt � �z]
0

)�1 TX
t=1

u2t [zt � �z] (3.7)

��2" = T�1
TX
t=1

u2t � �̂0�z (3.8)

Lemme 3.1.2
�
�̂� �

�
et
�
�̂2" � �2"

�
convergent presque sûrement vers zéro

si :
E
�
Y 4
t

�
<1

tandis que T 1=2
�
�̂� �

�
et T 1=2

�
�̂2" � �2"

�
convergent en probabilité vers zéro.

Preuve. Voir [37].
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3.1. LA MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS ORDINAIRE

Théorème 3.1.2 Soit fYtg un processus RCA(p) strictement stationnaire
Ft-mesurable véri�ant l�équation (2.8), sous les conditions (i) � (vi), bK =

[Â
(LS)0
T ; �̂0; �̂2"]

0 converge presque sûrement vers K = [A0;�0; �2"]
0 si E [Y 4

t ] <
1.
De plus si E [Y 8

t ] < 1, alors T 1=2( bK � K) converge vers une distribution
normale de moyenne nulle et de matrice de covariance 
 donnée par


 = (
ij) =

24 
11 
12 
13

012 
22 
23

013 
023 
33

35
où : i; j = 1; 2; 3, et 
ij est une matrice de dimension p (i) � p (j) avec
p (1) = p, p (2) = p (p+ 1) =2, et p (3) = 1, tels que


11 = �2"�
�1 (0) + ��1 (0)E

�
Y t�1Y

0
t�1�

0zt
�
��1 (0)


12 = ��1 (0)E
�
Y t�1 [zt � E [zt]]

0 u3t
�
R�1


13 = ��1 (0)E
�
Y t�1 [I � [zt � E [zt]]]

0R�1E [zt]u
3
t

�

22 = R�1E

h
[zt � E [zt]] [zt � E [zt]]

0
h
u4t �

�
�2" + �

0zt
�2ii

R�1


23 = R�1E
h
[zt � E [zt]]

h
u4t �

�
�2" + �

0zt
�2ii� 
22E [zt]


33 = E
hh
u4t �

�
�2" + �

0zt
�2ii

�2E
hh
u4t �

�
�2" + �

0zt
�2i

E [z0t]R
�1 [zt � E [zt]] + E [z0t] 
22E [zt]

i
Preuve. Voir [37].

Corollaire 3.1.1 On obtient l�estimateur 
̂ de la matrice de covariance 

lorsque on remplace les moments théoriques par ceux empiriques dans les
sous-matrices 
ij et en posant

ût = Yt � Â
(LS)0
T Y t�1

�̂ (0) = T�1
TX
t=1

Y t�1Y
0
t�1

�̂ = T�1
TX
t=1

[zt � �z] [zt � �z]
0

ce qui implique la consistence forte de cet estimateur.
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CHAPITRE 3. INFÉRENCE STATISTIQUE

3.2 La méthode dumaximum de vraisemblance

Dans cette section on s�interesse à trouver l�estimateur du maximum de
vraisemblance d�un processus RCA(p) strictement stationnaire satisfaisant
l�équation (2:14). On suppose que les conditions (i)-(vi) énoncés dans la
section 1 sont véri�ées, en rajoutant
(vii) E ["4t ] <1 et E

�
�4k
�
<1 pour ! = 1; :::; N ,

(viii) Si �2" = 0 ou � avait une valeur propre nulle on suppose que �
2
" � �1 >

0, tandis que la plus petite valeur propre de � est inférieurement bornée par
�2 où �1 et �2 peuvent être pris aussi petits.

3.2.1 Procedure de l�estimation

On se donne l�ensemble d�observations fY1; Y2; :::; YTg du processus, on
va dériver la fonction de vraisemblance conditionnellement à fY1�p; :::; Y0g.
Soit fs (Yt; :::; Yt�s+1=�t�s), désigne la densité de Yt; :::; Yt�s+1 en donnant
l�événement �t�s 2 Ft�s qui est une �-Algèbre.
On a :

E
�
Yt=Y t�1

�
= E

"
pX
k=1

[Ak + �k]Yt�k + "t=Y t�1

#
(3.9)

= A0Y t�1 (3.10)

V ar
�
Yt=Y t�1

�
= E

h�
AY t�1 + "t

�2
=Y t�1

i
(3.11)

= Y 0
t�1�Y t�1 + �2" = �

0zt + �2"

où : � = V ech [�] et zt = Kp

�
V ec

�
Y t�1Y

0
t�1
��
, alors

fT (Y1; :::; YT=Y0; :::; Y1�p) =
TQ
t=1

f1 (Yt=Yt�1; :::; Yt�p)

= (2�)�T=2
TQ
t=1

(
[�2" + �

0zt]
�1=2

exp

"
�1
2
�
�
Yt � A0Y t�1

�2
�0zt + �2"

#)
= LT (A;�; �

2
")

On convient de considérer, au lieu de la maximisation de LT (A;�; �2"), la
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3.2. LA MÉTHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

minimisation de la fonction

~̀
T

�
A;�; �2"

�
= �2=T ln

�
LT
�
A;�; �2"

�	
� ln (2�) (3.12)

= T�1
TX
t=1

ln
�
�0zt + �2"

�
+ T�1

TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
�0zt + �2"

La fonction ~̀T (A;�; �2") est non linéaire en �
2
" et �.

On pose : r = �=�2" donc �̀T (A; r; �
2
") =

~̀
T (A;�; �

2
"), alors on a

�̀
T

�
A; r; �2"

�
= ln

�
�2"
�
+ T�1

TX
t=1

ln (1 + r0zt) + ��2" T�1
TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

(3.13)
par conséquent

@

@A
�̀
T

�
A; r; �2"

�
= �2��2" T�1

TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�
Y t�1

1 + r0zt (!)

@

@�2"
�̀
T

�
A; r; �2"

�
= ��2" � ��4" T�1

TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

Maintenant
@

@A
�̀
T (A; r; �

2
") = 0 uniquement pour

T�1
TX
t=1

YtY t�1
1 + r0zt

= T�1
TX
t=1

Y t�1Y
0
t�1

1 + r0zt
A

alors l�estimateur de A est donné par

AT (r) =

(
T�1

TX
t=1

Y t�1Y
0
t�1

1 + r0zt

)�1
T�1

TX
t=1

YtY
0
t�1

1 + r0zt
(3.14)

Ainsi on a :
@

@ (A0; �2")
0
�̀
T (A; r; �

2
") = 0 uniquement lorsque

�2T (r) = T�1
TX
t=1

�
Yt � A0T (r)Y t�1

�2
1 + r0zt

(3.15)
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Les estimateurs du maximum de vraisemblance ÂT , �̂T et �̂
2
T sont obtenus

en calculant r̂T qui minimise la fonction

`�T (r) = ln
�
�2T (r)

�
+ T�1

TX
t=1

ln (1 + r0zt) (3.16)

Alors les estimateurs ÂT , �̂T et �̂
2
T sont donnés par :

ÂT = AT (r̂T ) ; �̂
2
T = �2T (r̂T ) et�̂T = �̂2T r̂T

Par conséquent, on doit minimiser la fonction en A et r,

`T (A; r) = inf
�2"

�̀
T

�
A; r; �2"

�
� 1 (3.17)

= T�1
TX
t=1

ln (1 + r0zt) + ln

(
T�1

TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

)

La dernière équation devient directement de (3.17).
Alors les estimateurs du maximum de vraisemblance ÂT , �̂T et �̂

2
T sont

dé�nis par
^̀
T

�
ÂT ; r̂T

�
= inf

(A0;r0)02�
`T (A; r) , (3.18)

�̂2T = T�1
TX
t=1

h
Yt � Â0T (r)Y t�1

i2
1 + r̂0T zt

(3.19)

�̂T = �̂2T r̂T (3.20)

3.2.2 Comportement asymptotique

Soit � l�ensemble dans lequel on minimise `T (A; r) et �4, �5 sont deux
nombres arbitrairement petits. � est l�ensemble de tous les vecteurs [A0; r0 ]0

avec A et r ont respectivement p et p (p+ 1) =2 composantes satisfont les
conditions suivantes :
1) Les valeurs propres de la matrice A sont de module inférieur ou égale
(1� �3),
2) Soit R une matrice carrée symétrique dont r = V ech [R], alors R a des
valeurs propres strictement positives qui sont toutes supérieures ou égales à
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3.2. LA MÉTHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

�4,
3) (V ec [R])0W � �5 oùW est la dernière colonne de la matrice [I � A
 A]�1.
Maintenant, on suppose que : �0 = (A00; r

0
0)
0 est la vraie valeur de � = (A0; r0)0

et que fYt (!)g est une solution strictement stationnaire Ft-mesurable, stis-
faisant les conditions (i) � (viii) et pour que A = A0, � = �0, �2" = �20 et
r = r0 = �0=�

2
0.

Pour montrer la consistence forte des estimateurs du maximum de vrai-
semblance on exigera que � est compact a�n que plusieurs résultats de l�ana-
lyse réelle peuvent être utilisés. En particulier on aura besoin de savoir que
toute fonction continue sur � atteint ses bornes dans � et l�équicontinuité
et la convergence uniforme sont équivalentes dans �.

Théorème 3.2.1 Soit fYtg un processus RCA(p) strictement stationnaire
Ft-mesurable, véri�e l�équation (2.14) tels que A = A0, � = �0 et �2" = �20,
sous les conditions (i)-(vi) , (viii) et soit �0 = [A00; r

0
0] où r0 = �0=�

2
0. Alors

lim
T!1

`T (�) existe presque sûrement pour tout � 2 � et sa limite ` (�) est

minimisée uniquement sur � à (A0; r0) = �0 ce qui montre que �0 2 int (�).

Preuve. Sachant que 0 � ln (1 + r0zt) � r0zt et E [zt] existe par (v).

D�après le théorème d�ergodicité T�1
TP
t=1

ln (1 + r0zt) converge p.s versE [ln (1 + r0zt)].

Ainsi que

0 < T�1
TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

� T�1
TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
T�1

TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2 ! E
h�
Yt � A0Y t�1

�2i
p.s

par conséquent

T�1
TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

! E

"�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

#
p.s

sachant que E

"
ln (1 + r0zt)

2

1 + r0zt

#
> 0, alors Yt = A0Y t�1 p.s.

`T (A; r) converge p.s vers

` (A; r) = E [ln (1 + r0zt)] + ln

"
E

"�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

##
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On a

E

"�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

#

= E

"�
Yt � A00Y t�1

�2
+ 2

�
Yt � A00Y t�1

�
(A0 � A)0 Y t�1 +

�
(A0 � A)0 Y t�1

�2
1 + r0zt

#

= E

"�
�tY t�1 + "t

�2
+
�
(A0 � A)0 Y t�1

�2
1 + r0zt

#

= E

24E
h�
�tY t�1 + "t

�2
=Ft�1

i
1 + r0zt

35+ E

"�
(A0 � A)0 Y t�1

�2
1 + r0zt

#

� E

�
�20 + �

0
0zt

1 + r0zt

�
+ �20E

�
1 + r00zt
1 + r0zt

�
sachant que

E
h�
Yt � A00Y t�1

�2
=Ft�1

i
= 0

E
�
�tY t�1 + "2t=Ft�1

�
= �20 + �

0
0zt

et �0 = �20r0. De plus on aura l�égalité si (A0 � A)0 Y t�1 = 0 p.s lorsque
A = A0, par conséquent

inf
A
` (A; r) = ` (A0; r) = ln

�
�20
�
+ ln

�
E

�
1 + r00zt
1 + r0zt

��
+ E [1 + r0zt]

et ` (A; r) = infA ` (A; r) seulement si A = A0.
D�aprés l�égalité de Jensen, si X est un tel vécteur aléatoire positif d�espé-
rance 1, alors

E [ln (X)] � ln (E [X]) = 0 (3.21)

et il y a une égalité si X = 1 p.s. Soit X tel que

X =

�
E

�
1 + r00zt
1 + r0zt

���1
1 + r00zt
1 + r0zt

= C�1
1 + r00zt
1 + r0zt
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en appliquant (3.21) on obtient

E

�
ln

�
1 + r0zt
1 + r00zt

��
� � ln

�
E

�
1 + r00zt
1 + r0zt

��
et on a une égalité seulement si 1 + r00zt = C (1 + r0zt) p.s par conséquent
(r0 � Cr)0 zt = (C � 1) p.s et ceci est vrai uniquement pour r0 = Cr, C = 1
et lorsque r = r0.
Par conséquent ` (A; r) est uniquement minimisée pour A = A0 et r = r0.

Corollaire 3.2.1 lim
T!1

~̀
T (A;�; �

2
") existe p.s et minimisée uniquement à

A = A0, � = �0 et �2" = �20.

Preuve. lim
T!1

~̀
T (A;�; �

2
") existe presque partout et uniquement minimisé

à A = A0 et

�2" = �2�0 = E

"�
Yt � A00Y t�1

�2
1 + r00zt

#
et � = r0�

2�
0

mais

�2�0 = E

24E
n�
Yt � A00Y t�1

�2
=Ft�1

o
1 + r00zt

35
= E

�
�20 + �

0
0zt

1 + r00zt

�
= �20

et donc lim
T!1

~̀
T (A;�; �

2
") est uniquement minimisée à A = A0, �2" = �20 et

� = �0.

Théorème 3.2.2 Soit `T (A; r) minimisée sur � à A = ÂT , r = r̂T et soit

�̂T =
�
Â0T ; r̂

0
T

�
. Alors �̂T converge presque sûrement vers �0 ce qui montre

que �0 2 int (�).

Preuve. D�abord on va montrer que f`T (A; r)g converge uniformément p.s
vers ` (A; r) dans �. Sachant que � est compact, on a besoin seulement de
démontrer que f`T (A; r)g est p.s equicontinue.
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Soit � = (A0; r0) pour " > 0 donné, il existe N 2 N et � � 0 qui dépendent
de " telle que

j`T (�1)� `T (�2)j < " p.s pour N > N� lorsque k�1 � �2k < �.

Sachant que `T (�) est di¤érentiable sur � et d�aprés le Théorème de la valeur
moyenne on a pour tout �1 et �2 2 �,

`T (�1)� `T (�2) = (�1 � �2)
0 @

@�
`T (�

�
12)

où ��12 = ��1 + (1� �) �2 pour � 2]0; 1[.
Soit �� = f (�;�; [0; 1]) où f : Rp(p+3)=2 � Rp(p+3)=2 ! Rp(p+3)=2, cette fonc-
tion est continue et dé�nie par f (�1; �2; �) = ��1 + (1� �) �2.
Alors �� est compact car ���� [0; 1] l�est aussi, et comme����(�1 � �2)

0 @

@�
`T (�

�
12)

����2 � k�1 � �2k2




 @@�`T (��12)





2
il résulte que f`T (A; r)g est equicontinue si lim

T!1
sup
�2��



 @
@�
`T (�)



2 <1 p.s.

@

@A
`T (�) = �2

�
�2T (�)

��1
T�1

TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�
Y t�1

1 + r0zt
(3.22)

@

@r
`T (�) = T�1

TX
t=1

zt
1 + r0zt

�
�
�2T (�)

��1
T�1

TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
zt

1 + r0zt
(3.23)

�2T (�) = T�1
TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

(3.24)

Maintenant si (A0; r0) 2 �� , soit R une matrice symétrique d�ordre n�n tel
que r = V ech [R], alors

R = �
1 + (1� �) 
2, � 2 ]0; 1[

où les valeurs propre de 
1 et 
2 sont inférieurement bornées par �5 > 0.
Alors le plus petites valeur propre de R est inférieurement bornée par �5.
Sachant que pour tout p-vecteur z on a

z0Rz

z0z
= �

z0
1z

z0z
+ (1� �)

z0
2z

z0z
� [�+ (1� �)] �5 = �5
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Alors lim
T!1

sup
�2��





 @@�`T (�)




2 <1 p.s. Par exemple,

inf
�2��

�2T (�) � inf
�2��

T�1
TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + k [z0tzt]

1=2

où K = sup
�2��

(r0r)1=2, laquelle existe car �� est borné. Par conséquent

inf
�2��

�2T (�) � T�1
TX
t=1

�
Yt � A�0T Y t�1

�2
1 + k [z0tzt]

1=2

où

A�0T =

 
T�1

TX
t=1

Y t�1Y t�1

1 + k [z0tzt]
1=2

!�1 
T�1

TX
t=1

Y t�1Yt

1 + k [z0tzt]
1=2

!
D�aprés le théorème ergodique A�T converge p.s vers A0 et on a

T�1
TX
t=1

�
Yt � A�0T Y t�1

�2
1 + k [z0tzt]

1=2
! E

"�
Yt � A00Y t�1

�2
1 + k [z0tzt]

1=2

#
p.s

laquelle est strictement positive car Yt � A00Y t�1 6= 0 p.s, par conséquent
lim
T!1

inf
�2��

�2T (�) > 0.

De même manière on peut démontrer que (3.26) et (3.27) sont bornés:
Soit �̂T ! �0 p.s, sachant que f`T (�)g converge uniformément, pour tout
" > 0, il existe un entier N� dépendant de " telle que���`T ��̂T�� `

�
�̂T

���� < "=2

j`T (�0)� ` (�0)j < "=2

p.s lorsque N > N�, et comme `T
�
�̂T

�
� `T (�0) et `

�
�̂T

�
� ` (�0), il résulte

que

0 � `T

�
�̂T

�
� ` (�0) =

h
`
�
�̂T

�
� `T

�
�̂T

�i
+
h
`T

�
�̂T

�
� `T (�0)

i
+ [`T (�0)� ` (�0)]

� "=2 + "=2 = " p.s pour N < N�

Par conséquent
n
`T

�
�̂T

�o
converge p.s vers ` (�0)
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Corollaire 3.2.2 �̂T et �̂2T convergent presque sûrement vers �0 et �
2
0, res-

pectivement.

Preuve. ÂT et r̂T convergent p.s respectivement vers A0 et r0.
D�autre part on a

�̂2T = T�1
TX
t=1

�
Yt � Â0TY t�1

�2
1 + r̂0T zt

la suite f�2T (�)g telle que

�2T (�) = T�1
TX
t=1

�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

converge p.s dans � vers

�2 (�) = E

(�
Yt � A0Y t�1

�2
1 + r0zt

)

en utilisant la même procedure que la démonstration du thémorème pécédent
on trouve que �̂2T converge p.s vers �

2 (�0) = �20.
Sachant que �̂T = r̂T �̂

2
T , alors �̂T converge p.s vers r0�

2
0 = �0.

Lemme 3.2.1 La suite

(
@2 ~̀T (�)

@�@�0

)
converge uniformément presque sûre-

ment sur un voisinage compact de �0 vers
@2 ~̀(�)

@�@�0
.

Preuve. Voir [37].
Pour l�existence du théorème central limite des estimateurs du maximum

de vraisemblance on rajoute aux suppositions au-dessus que �2" 6= 0 et la

matrice � n�a pas des valeurs propres nulles, en posant �̂T =
�
Â0T ; �̂

0
T ; �̂

2
T

�
et �0 = (A00;�

0
0; �

2
0), par conséquent on a le théorème suivant

Théorème 3.2.3 Soit fYtg un processus RCA(p) strictement stationnaire
Ft-mesurable, sous les suppositions (i)�(viii), alors T 1=2

�
�̂T � �0

�
converge

vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance
I�1JI�1.
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Si f"tg et f�tg sont conjointement normales alors la matrice de covariance
se réduit à 2I�1. Les matrices I et J sont données par :

I =
@2 ~̀(�0)

@�@�0
=

24 I11 I12 I13
I 012 I22 I23
I 013 I 023 I33

35

I11 =
@2 ~̀(�0)

@A@A0
= 2E

�
��10 Y t�1Y

0
t�1
�

I12 =
@2 ~̀(�0)

@A@�0
= 2E

�
E [u0t=Ft�1]Y t�1z

0
t

�
= 0

I13 =
@2 ~̀(�0)

@A@�2
= 2E

�
E [u0t=Ft�1]��20 Y t�1

�
= 0

I22 =
@2 ~̀(�0)

@�@�0
= E

�
��20 ztz

0
t

�
I23 =

@2 ~̀(�0)

@�@�2
= E

�
��20 zt

�
I33 =

@2 ~̀(�0)

(@�2)2
= E

�
��20
	
où E

�
u20t=Ft�1

�
= �0.

J =

24 J11 J12 J13
J 012 J22 J23
J 013 J 023 J33

35

J11 = 4E
�
E
�
u20t=Ft�1

�
��20 Y t�1Y

0
t�1
�
= 4E

�
Y t�1Y

0
t�1�

�1
0

�
J12 = 2E

�
E [u0t�t=Ft�1]��30 Y t�1z

0
t

�
= 2E

�
u30t�

�3
0 Y t�1z

0
t

�
J13 = 2E

�
E [u0t�t=Ft�1]��30 Y t�1

�
= 2E

�
u30t�

�3
0 Y t�1

�
J22 = E

�
�2t�

�4
0 ztz

0
t

�
, J23 = E

�
�2t�

�4
0 zt

�
, J33 = E

�
�2t�

�2
0

�

Preuve. Voir [37].
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3.3 Modèle RCA en données croisées

Cette section est consacrée à l�étude d�un modèle RCA (p) dont les coef-
�cients varient par groupe d�individus. Nous allons estimer les moments des
coe¢ cients, et nous étudierons ensuite le comportement asymptotique d�es-
timateurs obtenus.
Considérons le modèle RCA(p) suivant

Yt (!) =

pX
k=1

Ak (!)Yt�k (!) + "t (!) . (3.25)

La relation (3:25) peut s�écrire sous la forme matricielle26664
Yt (!)
Yt�1 (!)

...
Yt�p+1 (!)

37775 =
26664
A1 (!) � � � Ap (!)
1 � � � 0
...

. . .
...

0 1 0

37775
26664
Yt�1 (!)
Yt�2 (!)

...
Yt�p (!)

37775+
26664
"t (!)
0
...
0

37775
ou encore

Y t (!) = A (!)Y t�1 (!) + "t (!) (3.26)

On suppose que
(i) Les indices t 2 f0; 1; 2; :::; Tg et ! 2 f1; 2; :::; Ng désignent respecti-
vement le temps et la population d�individus.

(ii) f"t (!)g est une suite de variables aléatoires iid telles que

E ["t (!)] = 0,

E ["t (!) "u (!)] =

�
0 si t 6= u
�2! si t = u

et E ["t (!) "u (!) "v (!) "k (!)] = 3�4! + {; j{j <1 si t = u = v = k
(iii) Ai (!), 1 � i � p sont des variables aléatoires iid.
(iv) Ai (!), 1 � i � p sont mutuellement indépendentes de "t (!) et Yt (!)
pour tout t.

(v) Yt (!) est indépendente de "s (!) pour tout s > t.
Alors

E [Y t (!) =Ft (!)] = 0 p.s

�! (u) = E
�
Y t (!)Y

0
t�u (!) =Ft (!)

�
p.s
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Pour u = 0 on a

�! (0) = A (!)�! (0)A
0 (!) + 
! p.s (3.27)

Si la matrice [Ip2 � A
2 (!)] est inversible, alors l�équation (3:27) admet la
solution unique dé�nie positive

V ec [�! (0)] =
�
Ip2 � A
2 (!)

��1
V ec [
!] p.s (3.28)

Par récurrence on obtient

V ec [�! (u)] = (Ip 
 Au (!))
�
Ip2 � A
2 (!)

��1
V ec [
!] , p.s (3.29)

Sachant que la matrice �! (0) est dé�nie positive d�aprés (3:28), alors elle
est inversible, donc on peut identi�er A (!) par

A (!) = ��1! (0)�! (1) p.s

On considère l�estimateur ÂT (!) donné par

ÂT (!) =

"
TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t�1 (!)

#�1 " TX
t=1

Y t�1 (!)Y
0
t (!)

#
p.s (3.30)

Sous les suppositions (i) - (v), on peut avoir pour u � 0

p lim
T!1

 




T�1
T+uX
t=1

Y t (!)Y
0
t�u (!)� E

�
Y t (!)Y

0
t�u (!) =Ft (!)

�





!
= 0 p:s

3.3.1 Identi�cation des moments

On s�intéresse aux moments de A (!) qui peuvent être identi�és en termes
de �! (u). Les estimateurs des moments sont proposés pour être consistents
lorsque N !1 et T soit �xe, sous les conditions (i)� (v).

Théorème 3.3.1 Si les valeurs propres de la matrice A (!) sont à l�intérieur
du cercle unité, alors

V ec [�! (0)] =

1X
v=0

�
2v
V ec [
!] (3.31)

V ec [�! (u)] =

1X
v=0

�
2v+u

V ec [
!] (3.32)

où : �
2v
= E

�
A
2v (!)

�
et �

2v+u
= E

�
Av (!)
 Av+u (!)

�
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Preuve. Sachant que les valeurs propres non nulles de la matriceA
2 (!) sont
les mêmes valeurs propres de la matrice A (!) et qui se trouvent à l�intérieur
du cercle unité i.e. j�i�jj < 1, la matrice [Ip2 � A
2 (!)] est non singulière,
alors on a

V ec [�! (0)] = V ec [E [Y t (!)Y
0
t (!)]] = E

h�
Ip2 � A
2 (!)

��1
V ec [
!]

i
= E

hh
I
2p +

�
A
2 (!)

�
+
�
A
2 (!)

�2
+ :::

i
V ec [
!]

i
=

�
E
�
I
2p
�
+ E

�
A
2 (!)

�
+ E

�
A
4 (!)

�
+ E

�
A
6 (!)

�
:::
�
V ec [
!]

=
1X
v=0

�
2v
V ec [
!] .

par conséquent

V ec [�! (u)] = E
�
(Ip 
 Au (!))

�
I
2p + A
2 (!) + A
4 (!) + :::

�
V ec [
!]

�
= E

�
Ip 
 Au (!) + A (!)
 A1+u (!) + A2 (!)
 A2+u (!) + :::

�
V ec [
!]

=
1X
v=0

�
2v+u

V ec [
!] , u � 1

Dé�nition 3.3.1 La densité spectrale du modèle (3:25) est donnée par

S (�) =
1

2�

1X
u=�1

�! (u) e
�i�u, � 2 R (3.33)

Théorème 3.3.2 Lorsque la densité spectrale S (�) existe alors

V ec [S (�)] =
1

2�

"
Ip2 +

1X
u=1

�
�
u
+ �0

u

�# 1X
v=0

�
2v
V ec [
!] , pour � = 0

(3.34)

Preuve.

S (�) =
1

2�

1X
u=�1

�! (u) e
�i�u =

1

2�

"
�! (0) +

1X
u=1

�! (u) e
�i�u +

1X
u=1

�0! (u) e
i�u

#
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V ec [S (�)] =
1

2�

"
V ec [�! (0)] +

1X
u=1

V ec [�! (u)] e
�i�u +

1X
u=1

V ec [�0! (u)] e
i�u

#

=
1

2�

 1X
v=0

�
2v
+

1X
u=1

�
u

1X
v=0

�
2v
e�i�u +

1X
u=1

�0
u

1X
v=0

�
2v
ei�u

!
V ec [
!]

où �0
u
= E fAu (!)
 Ipg. Pour � = 0 on obtient :

V ec [S (0)] =
1

2�

"
Ip2 +

1X
u=1

�
�
u
+ �0

u

�# 1X
v=0

�
2v
V ec [
!] .

Théorème 3.3.3 A�n que S (�) existe et continue, il est nécessaire que la
matrice [Ip2 � A
2 (!)] soit inversible.

Preuve. Si la matrice [Ip2 � A
2 (!)]
2 est inversible alors ceci est équivalent

que les valeurs propres de la matrice A
2 (!) sont à l�intérieur du cercle
unité i.e. celles de la matrice A (!) le sont aussi i.e. j�ij < 1, 1 � i � p par
conséquent �

Ip2 � A
2 (!)
��1

= I
2p + A
2 (!) + A
4 (!) + :::

=
1X
v=0

A
2v (!)

sachant que

E
h�
Ip

2 + Ip 
 Au (!) + Au (!)
 Ip

� �
Ip2 � A
2 (!)

��1
V ec [
!]

i
= V ec [S (�)]

par conséquent

kV ec [S (�)]k =




 1
2�

� 1P
v=0

�
Ip2 +

1P
u=1

�
�
u
+ �0

u

��
�
2v

�
V ec [
!]






=



E h[Ip
2 + Ip 
 Au (!) + Au (!)
 Ip] (Ip2 � A
2 (!))

�1
V ec [
!]

i


 <1.
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3.3.2 Comportement asymptotique

Dé�nition 3.3.2 Pour 0 � u � T on dé�nit l�estimateur de �! (u) par

b�N (u) = 1

(T � u+ 1)N

T+uX
t=1

NX
!=1

Y t (!)Y
0
t�u (!) (3.35)

lequel est un estimateur sans biais de �! (u).

Théorème 3.3.4 A�n que

lim
N!1

V ec
h
�̂N (u)

i
= V ec [�! (u)] p.s (3.36)

il est nécessaire et su¢ sant que les valeurs propres de A (!) soient à l�inté-
rieur du cercle unité.

Preuve. Considérons d�abord V ec
h
�̂N (0)

i
en notant que

TX
t=0

Y t (!)Y
0
t (!) , ! = 1; 2; :::

sont des variables aléatoires i.i.d pour ! = 1; :::; N .
Alors pour que V ec

h
�̂N (0)

i
! V ec [�! (0)] p.s, il est nécessaire que :




V ecE
"

TX
t=0

Y t (!)Y
0
t (!)

#




 <1
donc kV ecE [Y t (!)Y

0
t (!)]k < 1, t = 0; :::; T , lequel est équivalent que les

valeurs propres de la matrice A (!) soient à l�intérieur du cercle unité.
Pour montrer la su¢ sance, on note que pour (3:36), il est su¢ sant que pour
tout u : 




V ecE

"
T�uX
t=0

Y t (!)Y
0
t�u (!)

#




 <1
lequel est vrai par l�inégalité de Schwarz,si kV ecE [Y t (!)Y

0
t (!)]k <1, t =

0; :::; T , et ceci est véri�é si les valeurs propres de la matrice A (!) soient à
l�intérieur du cercle unité.
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Dé�nition 3.3.3 On dé�nit les estimateurs b
N et �̂N (u) respectivement de

! et �u telle que �u = E [Ip 
 Au (!)] par :

V ec
h
�̂N (u)

i
= �̂N (u)V ec

h
�̂N (0)

i�1
V ec[b
N ] = [Ip2 � �̂

N
(2)]V ec

h
�̂N (0)

i
Théorème 3.3.5 Sous la condition que les valeurs propres de la matrice
A (!) se trouvent à l�intérieur du cercle unité, alors

lim
N!1

V ec[b
N ] = V ec [
!] et lim
N!1

V ec[b�
N
(u)] = V ec[�

u
]; u = 1; :::; T � 2

(3.37)
De plus pour que

p
N

�
V ec

h
�̂N (0)��! (0)

i0
; :::; V ec

h
�̂N (T )��! (T )

i0�
(3.38)

converge lorsque N !1 vers une distribution normale (T + 1) p2�dimensionnelle
de moyenne nulle et de matrice de covariance en bloque �, dont la (p+ 1; q + 1) �eme
matrice est donnée par

lim
N!1

NCov
�
V ec

h
�̂N (p)

i
; V ec

h
�̂N (q)

i�
il est nécessaire et su¢ sant que les valeurs propres de la matrice A (!) soient
à l�intérieur du cercle unité.

Preuve. La condition nécessaire : on note que

TX
t=0

Y t (!)Y
0
t (!) ; ! = 1; 2; :::N

sont des variables aléatoires iid.
Pour que

p
N
h
�̂N (0)��! (0)

i
soit asymptotiquement normale, il est né-

cessaire et su¢ sant que :





E
"

TX
t=0

Y t (!)Y
0
t (!)

#2





 <1.
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D�aprés le théorème central limite pour les variables aléatoires i.i.d lequel
est vrai si et seulement si




E [Y t (!)Y
0
t (!)]

2



 < 1 mais cette inégalité est

équivalente que les valeurs propres de la matrice A (!) sont à l�intérieur du
cercle unité.
La condition su¢ sante : maintenant, pour que

p
N
h
�̂N (u)��! (u)

i
soit

aussi asymptotiquement normale pour tout u � 1, il est nécessaire et su¢ sant
que







E
"
T�uX
t=0

Y t (!)Y t�u (!)

#2





 <1

lequel est vrai en si les valeurs propres de la matrice A (!) sont à l�intérieur
du cercle unité en utilisant l�inégalité Schwarz.
Par conséquent si les valeurs propres de la matrice A (!) sont à l�intérieur
du cercle unité est une condition nécessaire et su¢ sante pour que toute com-
binaison de

p
N
h
�̂N (u)��! (u)

i
, u � 0, soit asymptotiquement normale.

Théorème 3.3.6 Sous la condition que les valeurs propres de la matrice
A (!) soient à l�intérieur du cercle unité, alors

p
N

�
V ec

hb
N � 
!i0 ; V ec hb�N (1)� �
1

i0
; :::; V ec

hb�
N
(T � 2)� �

T�2

i0�
(3.39)

converge lorsque N !1 vers une distribution normale (T � 1) p2-dimensionnelle
de moyenne nulle et de matrice de covariance en bloque ���0, où � est la ma-
trice aux dérivées partielles de vecteur colonne (V ec[
!]0; V ec[�1]

0; :::; V ec[�
T�2]

0)0

par rapport au vecteur ligne
�
V ec [�! (0)]

0 ; V ec [�! (1)]
0 ; :::; V ec [�! (T )]

0�.
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3.4. CONCLUSION

Si b� est la matrice en bloque avec (p+ 1; q + 1) �eme élément :
N�1

NX
!=1

"
(T � p+ 1)�1

T�pX
t=0

Y t (!)Y
0
t+p (!)

#

�
"
(T � q + 1)�1

T�qX
t=0

Y t (!)Y
0
t+q (!)

#
(3.40)

�
"
N�1

NX
!=1

(T � p+ 2)�1
T�pX
t=0

Y t (!)Y
0
t+p (!)

#

�
"
N�1

NX
!=1

(T � q + 1)�1
T�qX
t=0

Y t (!)Y
0
t+q (!)

#
,

p; q = 0; 1; :::; T � 1, et b� est la matrice obtenue en substituant 
!, �u parb
N , b�N (u) dans �, u = 0; 1; :::; T � 2, alors
lim
N!1

b�b�b�0 = ���0, p.s. (3.41)

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu des estimateurs des paramètres d�un
modèle autorégressif à coe¢ cients aléatoires d�ordre p dont les coe¢ cients va-
rient avec le temps par la méthode des moindres carrés ordinaire et celle du
maximum de vraisemblance, sous certaines conditions, nous avons étudié le
comportement asymptotique, en établissant les propriétés de ces estimateurs
comme la consistance et la normalité asymptotique, ainsi nous avons consi-
déré un modèle RCA(p) en données croisées, et nous avons montré que les
moments des coe¢ cients peuvent être identi�és en terme des autocovariances
du processus . Ensuite lorsque N ! +1 ; nous avons établi les propriétés de
la consistance et de la normalité asymptotique de ces moments estimés.
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Chapitre 4

Les Modèles BL-GARCH

4.1 Introduction

En face des problèmes de modélisation dans les séries �nancières, Engle
[16] a introduit une nouvelle classe de modèles autorégressifs conditionnelle-
ment hétéroscédastiques (ARCH), suivie parARCH généralisée ouGARCH,
proposée par Bollerslev [12]. Storti et Vitale [46] ont proposé une approche
innovante pour modéliser des e¤ets de levier dans les séries chronologiques
�nancière basée sur les modèles GARCH bilinéaires noté par BL-GARCH
que l�on peut rendre et transmettre sous forme des modèles autorégressifs à
coe¢ cients aléatoires.

Au cours des dernières années, plusieurs auteurs se sont intéressés à des
méthodes du maximum de vraisemblance composites, qui sont largement uti-
lisés dans l�inférence statistique paramétrique, en raison des bonnes proprié-
tés asymptotiques des estimateurs. Le but de vraisemblance composite est
de réduire et de simpli�er la complexité de calcul pour faire face aux grands
ensembles de données et de la présence d�interdépendances complexes.

Le terme pseudo-vraisemblance a été initialement proposé par Besag [10].
Lindsay [32] a utilisé le terme de vraisemblance composite pour justi�er son
choix de décrire la méthode de construction considéré. Il y a beaucoup de
recherches et des études dans divers domaines, ont appliqué cette méthode,
par exemple en génétique statistique ; Larribe et Fearnhead [30], en série
temporelle ; Richard et Chun [43] et Pakel, Shephard et Sheppard [41], et en
données longitudinales ; Molenberghs et Verbeke [34].
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4.2. PROPRIÉTÉS DE MODÈLE BL-GARCH(1,2)

4.2 Propriétés de modèle BL-GARCH(1,2)

Nous considérons yt le logarithme du rendement d�un actif à la date t,
tels que

yt = �t + ut où �t = E [yt=
t�1] (4.1)

ut = ht"t (4.2)

h2t = a0 + a1u
2
t�1 + b1h

2
t�1 + b2h

2
t�2 + c1ut�1ht�1 (4.3)

Où 
t�1 est la tribu engendrée par le passé de ut.

4.2.1 Positivité de la variance conditionnelle

Nous pouvons écrire le modèle (4:3) sous forme matricielle suivante

h2t = [1; ut�1; ht�1; ht�2]

2664
a0 0 0 0
0 a1

1
2
c1 0

0 1
2
c1 b1 0

0 0 0 b2

3775
2664

1
ut�1
ht�1
ht�2

3775 (4.4)

= K 0
tAKt

Proposition 4.2.1 L�ensemble de conditions su¢ santes pour la positivité
de la variance conditionnelle h2t est

a0 > 0 ; a1 > 0 ; b1 > 0 ; b2 > 0 ; c21 > 4a1b1 (4.5)

Preuve. On note que h2t > 0 si et seulement si la matrice A est dé�nie
positive, ce qui implique que toutes les valeurs propres de A sont strictement
positives. Ces valeurs propres sont :

a0; b2;
1

2

�
a1 + b1 �

q
a21 � 2a1b1 + b21 + c21

�
;
1

2

�
a1 + b1 +

q
a21 � 2a1b1 + b21 + c21

�

On peut écrire le modèle BL�GARCH(1; 2) sous la forme suivante :

h2t = a0 + (a1"
2
t�1 + b1 + c1"t�1)h

2
t�1 + b2h

2
t�2

h2t = g("t�1) + c("t�1)h
2
t�1 + d("t�1)h

2
t�2
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CHAPITRE 4. LES MODÈLES BL-GARCH

qui est un modèle autorégressif à coe¢ cients aléatoires autorégressif d�ordre
deux [RCAR(2)].
On pose : h2t = Xt ; g("t�1) = et ; c("t�1) = �1 et d("t�1) = �2, on obtient

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + et (4.6)

�
Xt

Xt�1

�
=

�
�1 �2
1 0

��
Xt�1
Xt�2

�
+

�
et
0

�
X t = �X t�1 + et (4.7)

Vt = a0 [I2 �	B]�1

avec E [X t] = Vt, E [�] = 	, et B est l�opérateyr retard. On peut également
réécrire le modèle BL-GARCH(1; 2) :

Zt = bt + AtZt�1 (4.8)2664
u2t
h2t
h2t�1
utht

3775 =
2664
a0"t
a0
0
a0

3775+
2664
a1"

2
t b1"

2
t b2"

2
t c1"

2
t

a1 b1 b2 c1
0 1 0 0
a1"t b1"t b2"t c1"t

3775
2664

u2t�1
h2t�1
h2t�2

ut�1ht�1

3775 (4.9)

Remarque 4.2.1 (i) La matrice At est (p+ q + r)� (p+ q + r) tel que r =
min(p; q) généralement dans le cas du modèle BL-GARCH(p; q).
(ii) L�équation (4:8) est V AR(1) à coe¢ cients aléatoires.
(iii) (Zt)t>1 est processus de Markov.

Théorème 4.2.1 Une condition nécessaire et su¢ sante d�existence d�un pro-
cessus BL-GARCH(1; 2) strictement stationnaire, solution du modèle (4:3)
est que


 < 0 (4.10)

où 
 = lim
t!+1

1
t
log kAtAt�1:::A1k est le plus grand exposant de Lyapounov de

la suite fAt; t 2 Zg dé�nie par (4:9). Lorsqu�elle existe, la solution stricte-
ment stationnaire est unique, non anticipative et ergodique.

Preuve. Voir [23].
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4.2. PROPRIÉTÉS DE MODÈLE BL-GARCH(1,2)

4.2.2 Distribution marginale

En itérant (4:8), on obtient :

Zt = bt +

+1X
k=1

AtAt�1:::At�k+1bt�k (4.11)

on pose, pour k > 0,

At;k = AtAt�1:::At�k+1 et Zt;k = At;kbt�k

on note 
 le produit de Kronecker et k:k est la norme matricielle, alors

E


Zt;k

m = E



A
mt;k b
mt�k

 = E


A
mt A
mt�1:::A


m
t�k+1b


m
t�k




=



A(m)b(m)




on utilse l�indépendance du produit de matrices aléatoiresAtAt�1:::At�k+1bt�k,
car ("t) sont iid, on obtient

kZtkm = [E kZtk
m]
1=m

=
1X
k=0



Zt;k

m
6

( 1X
k=0




�A(m)�k


1=m)


b(m)


1=m
Si le rayon spectral �

�
A(m)

�
< 1 de la matrice A(m), alors




�A(m)�k


 ! 0

lorsque k ! +1, par conséquent kutkm 6 kZtkm. �
�
A(m)

�
< 1 est une

condition su¢ sante de l�existence de E [u2mt ]. Pour plus de détails, il est
recommandé de se référer à [11].

Théorème 4.2.2 Supposons que E ["2mt ] < 1 et que �
�
A(m)

�
< 1. Alors,

pour tout t�Z, la série (Zt)t dé�nie par (5:11) converge dans Lm et le proces-
sus (u2t )t, dé�ni comme la première composante de Zt, est strictement station-
naire et admet des moments jusqu�à l�ordre m. Inversement, si �

�
A(m)

�
> 1,

il n�existe pas de solution strictement stationnaire (u2t )t de (4:8) telle que
E [u2mt ] <1.

Preuve. Voir [23].
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CHAPITRE 4. LES MODÈLES BL-GARCH

4.3 Modèle BL-GARCH en données de panel

On suppose que l�on dispose d�un ensemble de données de panel de ren-
dements des actifs, avec T observations et N actifs. Le rendement d�un actif
i à la date t est yit, tels que i = 1; :::; N et t = 1; :::; T , dé�ni par :

yit = �it + uit

uit = hit"it

h2it = a0i (1� a1 � b1 � b2) + a1u
2
it�1+ b1h

2
it�1+ b2h

2
it�2+ c1uit�1hit�1 (4.12)

où a0i > 0, a1 + b1 + b2 < 1 et a1, b1, b2 2 [0; 1[ avec c1 > 2a1b1.
On considère a0i comme des paramètres de nuisance, et � = (a1; b1; b2; c1) est
un vecteur de paramètres d�intérêt. On utilise "covariance tracking", proposé
par Engle et Mezrich [18], on obtient :

E
�
(y2it
�
= a0i (4.13)

Alors on peut utiliser la méthode des moments pour estimer le paramètre
de nuisance. En supposant une indépendance stochastique sur i et t, alors
l�estimateur du maximum de vraisemblance est généralement inconsistent
lorsque T est �ni, et N !1. A�n d�obtenir un estimateur consistent, Engle,
Shephard et Sheppard [19] ont supposé que T soit grand, et N se rapporte à
T et à réduire la vitesse de convergence à

p
T au lieu de

p
NT , noté dans [19],

suivie par la même étude et considération de Pakel, Shephard et Sheppard
[41].

4.3.1 Maximum du vraisemblance composite

Dans ce paragraphe, on applique la méthode du maximum de vraisem-
blance composite, qui est largement utilisé dans les séries chronologiques en
place de la vraisemblance totale, par exemple lorsque l�on veut réduire la
complexité de calcul, ou faire une inférence sur les paramètres d�intérêt sans
faire des hypothèses sur l�ensemble de la distribution conjointe de données.
Soient y = (y1; y2; :::; yT ) où yt = (y1t; y2t; :::; yNt) et f (yit�
i;t�1) la densité
conditionnelle de yit, on pose �i = a0i et �(N) = (�1; �2; :::; �N). Notre pro-
cédure d�estimation porte sur deux étapes. D�abord on estime les paramètre
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de nuisance par la méthode des moments, en utilisant (4:13), ensuite on ap-
plique la méthode du maximum de vraisemblance composite pour estimer �
qui est dé�ni par :

CL
�
y; �(N)

�
=
1

T

TX
t=1

"
1

N

NX
i=1

log f (yit�
i;t�1;�i)

#
(4.14)

Dans ce cas, on utilise " variation-free" comme Engle, Shephard et Shep-
pard [19], et Engle, Hendry et Richard [17], alors on obtient l�estimateur du
maximum de vraisemblance, en résolvant :

b�CL = argmax
�

1

T

TX
t=1

1

N

NX
i=1

log f (yit�
i;t�1;ba0i; �) (4.15)

où ba0i pour tout i est obtenu en résolvant
TX
t=1

Qit (�;ba0i) = 0
D�après (4:13), on a

Qit (�; a0i) = y2it � a0i ; E [Qit (�; a�0i)] = 0 (4.16)

1

T

TX
t=1

Qit (�;ba0i) = 0 (4.17)

où a�0i est la vraie valeur de a0i pour tout i. On empile (4:14) pour i = 1; :::; N ,

on obtient

Q(N)
�
yt; �(N)

�
=

264 y21t � a01
...

y2Nt � a0N

375 =) E
�
Q(N)

�
yt; �

�
(N)

��
= 0 (4.18)

D�autre part, pour le paramètre d�intérêt �, on utilise la composite, en tenant
compte les trois distributions typiques suivantes :
1- La fonction score de vraisemblance composite avec une densité normale

est :

W1

�
yt; �; �(N)

�
=

@

@�

1

N

 
�1
2

NX
i=1

log h2it �
1

2

NX
i=1

u2it
h2it

!
(4.19)
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2- La fonction score de vraisemblance composite avec une densité de
cauchy est :

W2

�
yt; �; �(N)

�
=

@

@�

 
�N log � +

NX
i=1

log hit �
NX
i=1

log
�
h2it + u2it

�!
(4.20)

3- La fonction score de vraisemblance composite avec une densité de
Student est :

W3

�
yt; �; �(N)

�
=

@

@�
N

 
log �

�
� + 1

2

�
� log �

��
2

�
� h2it �

1

2

NX
i=1

u2it
h2it

!
(4.21)

Pour i = 1; 2; 3 on pose :

Wi

�
yt; �; b�(N)� = 0 (4.22)

où b�(N) est l�estimateur obtenu par les méthode des moments.
L�ensemble des conditions de moments pour (4:19), (4:20) et (4:21) est donné
par :

1

T

TX
t=1

Wi

�
yt;b�; b�(N)� = 0 ; pour i = 1; 2; 3 (4.23)

On pose :

Ki

�
yt; �

�; ��(N)
�
=

24 Q(N)
�
yt; �

�
(N)

�
Wi

�
yt; �

�; ��(N)
�
35

Alors, on implique que :

E
�
Ki

�
yt; �

�; ��(N)
��
= 0 et

1

T

TX
t=1

Ki

�
yt;b�; b�(N)� = 0 ; pour i = 1; 2; 3

(4.24)
(4:17) et (4:22) sont des conditions du premier ordre pour la maximisation
du problème (4:15).
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4.3.2 Comportement asymptotique

Dans ce paragraphe, on essaye d�obtenir des propriétés asymptotiques
de l�estimateur du maximum de vraisemblance composite, basé sur un esti-
mateur de moment initial pour des paramètres de nuisance. On va montrer
sous quelles conditions initiales, on peut avoir un estimateur consistent, et
la normalité asymptotique avec une vitesse de convergence

p
T et N peut

potentiellement croître avec T .
Engle, Shephard et Sheppard [19] ont obtenu la propriété de consistance et
le théorème central limite pour b�CL, sous certaines conditions de régularité,
ainsi Wu, Yao et Zhu [51]. A travers les deux théorèmes fondamentaux sui-
vants, on va montrer la consistance et la normalité asymptotique de b�CL
lorsque T ! 1 tandis que N est potentiellement accru avec T .

Théorème 4.3.1 On suppose que les hypothèses suivantes sont véri�ées :
(i) La condition (4:16),
(ii) Les espaces des paramètres sont compacts,
(iii) On suppose que

argmax
1

TN

TX
t=1

NX
i=1

log f (yit�
i;t�1; a�0i; �) p�! ��, (4.25)

(iv) log f (yit�
i;t�1; a0i; �) est continûement di¤érentiable en a0i.
(v) On suppose que la somme suivante satisfait la loi faible des grands
nombres quand T !1

1

T

TX
t=1

1

N

NX
i=1

sup
a0i;�

����@ log f (yit�
i;t�1; a0i; �)@a0i

���� , (4.26)

(vi)
sup
�

max
i2f1;:::;Ng

jba0i � a0ij p�! 0, (4.27)

alors il existe une solution de l�équation de vraisemblance (4:22), pour lequel

b� p�! ��. (4.28)

Preuve. Voir [19].

69



CHAPITRE 4. LES MODÈLES BL-GARCH

Théorème 4.3.2 Pour toute solution de l�équation de vraisemblance (4:22),
on suppose que
(i) Qit (�; a0i) est une fois continûement di¤érentiable.
(ii) (a�0i; �

�) est un point intérieur de (�i ��).
(iii) on pose

Yt;T =
1

N

NX
i=1

�
@ log f (yit�
i;t�1; a0i; �)

@�0
(4.29)

�
 
1

T

TX
t=1

@2 log f (yit�
i;t�1; a0i; �)
@�@a0i

!
Qit (�; a0i)

#

Di;��;T =

"
1

T

TX
t=1

@2 log f (yit�
i;t�1; a0i; �)
@�@�0

#
(4.30)

�
"
1

T

TX
t=1

@2 log f (yit�
i;t�1; a0i; �)
@�@a0i

#"
1

T

TX
t=1

@Qit (�; a0i)

@�0

#

D��;T =
1

N

NX
i=1

Di;��;T (4.31)

(iv) on suppose que (Yt;T ) satisfait le théorème central limite i.e.

1

T

TX
t=1

Yt;T d�! N (0; I��) (4.32)

tel que les éléments diagonaux de I�� sont supposés dé�nis positifs.
(v) lorsque T !1 ; D��;T d�! D��>0; oD�� estinversible:

Alors
p
T
�b� � �

�
d�! N

�
0; D�1

�� I��D
�1
��

�
.(4.1)

Preuve. Voir [19].

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié, les propriétés probabilistes fon-
damentales du modèle BL-GARCH(1; 2), en se basant sur les études de
Diongue, Guégan et Wol¤ [15], et Storti & Vitale [46], qui ont été faites dans
cette classe de modèles. Ensuite, nous avons étudié l�inférence statistique, en
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traitant le modèle en données de Panel, et en utilisant l�une des méthodes
plus performante et e¢ cace ainsi appelée la méthode du maximum de vrai-
semblance composite qui a été introduite par Lindsay [32], cette méthode
présente de bonnes propriétés sous certaines conditions de régularité géné-
rales comme la propriété de la consistance et de la normalité asymptotique
d�estimateurs.
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Chapitre 5

Conclusion générale

La modélisation classique des séries chronologiques n�est pas toujours
appropriée pour modéliser toutes les données temporelles, notamment dans
certains domaines, par exemple en biologie, où ils existent des perturbations
aléatoires, ainsi qu�en �nance où la présence de l�hétéroscédasticité , ce qui
exige l�émergence d�autres formes de modèles tels que les modèles autoré-
gressifs à coe¢ cients aléatoires (RCA).
Dans cette thèse nous avons traité cette classe de modèles (RCA), en

étudiant certaines propriétés probabilistes des modèles RCA(1) et RCA(p)
selon le modèle proposé et les conditions imposées sur les coe¢ cients du
modèle. Ainsi nous avons fait l�inférence statistique dans cette classe de mo-
dèles en appliquant la méthode des moindres carrés ordinaire, la méthode du
maximum de vraisemblance et celle des moments classique, a�n d�obtenir des
bonnes propriétés de ces estimateurs, comme la consistance et la normalité
asymptotique.
Dans le dernier chapitre de cette thèse, qui est un chapitre principal de

ce travail, et qui a été publié comme un article scienti�que, nous avons étu-
dié une classe de modèles BL-GARCH (GARCH généralisé). Ces modèles
peuvent être transformés aux modèles RCA et qui sont largement utilisés en
�nance pour traiter les e¤ets de levier et le regroupement des extrêmes ( vola-
tility clustering). Dans la première partie nous avons établi certaines proprié-
tés probabilistes de ces modèles. Ensuite dans la deuxième partie, nous nous
sommes concentrés sur l�étude de l�inférence statistique dans cette classe de
modèles, en s�appuyant sur l�une des méthodes statistiques dite la méthode
du maximum de vraisemblance composite. Nous avons appliqué cette mé-
thode sur un modèle BL-GARCH en données de panel et nous avons étudié
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le comportement asymptotique d�estimateurs sous certaines conditions. Nous
avons con�rmé une bonne performance et supériorité de cette méthode par
rapport à des méthodes existantes à travers les bonnes propriétés obtenues,
comme la consistance et la normalité asymptotique de ses estimateurs.
Plusieurs recherches scienti�ques ont été faites dans cette classe de mo-

dèles au cours des quarante dernières années, pour modéliser un grand nombre
de données des séries chronologiques. Ce type de modélisation est encore
l�objet des recherches approfondies de nombreux chercheurs où nous pou-
vons aborder ce sujet de nombreux aspects, notamment l�inférence statistique
dans cette classe de modèles, en trouvant d�autres méthodes statistiques plus
performantes telles que l�utilisation des méthodes d�estimation non paramé-
triques, les méthodes de bootstrap et sous di¤érentes hypothèses.

73



Chapitre 6

Bibliographie

74

2012
Pencil



Bibliographie

[1] Andel, J. (1976). Autoregressive series with random parameters. Mathe-
matische Operationsforschung und Statistik : A Journal of Theoretical
and Applied Statistics, 7(5),735�741.

[2] And¼el, J. (1984) On Autoregressive Models With Random Parameters.
Asymptotic Statistics (2). Edited by Peter Mandel and Marie Hu¼skovà
North-Holland.

[3] Anh, V. V., and T. Chellia, T. (2000) Estimated Generalized Least
Squares for Random Coe¢ cient Regression Models. Scand J Statist,
Vol 25 : p31-46.

[4] Aue, A. (2003) Sequential Change Point Analysis based on Invariance
Principles,Dissertation Universitat Koln.

[5] Aue, A. (2006).Testing for parameter stability in RCA(1) time series.
Journal of Statistical Planning and Inference, 136, 3070�3089.. Mat. 13,
pages 45-50.

[6] Aue, A., Berkes, I., and Horvath, L. (2007) A note on the existence of
solutions to stochastic recurrence equation. Acta Sci. Math. (Szeged) 7z
(2VII), 837-849.

[7] Aue, A., Horvath, L., and Steinebach, J. (2006) Estimation in random
coe¢ cient autoregressive models. J. Time Ser. Anal. Vol. 27, No. 1, 61-
76.

[8] Baum, F. C., and Scha¤er, M. F. (2002) Instrumental Variables and
GMMEstimation and Testing. Boston college Economics Working paper
545, 02 November.

[9] Beck, N., and Katz, J. N. (2004) Random Coe¢ cient Models For Time
Series Cross Section Data. Social Sience Working Paper. September.

[10] Besag, J. (1974) Spatial Interaction and the Statistical Analysis of Latice
Systems. J. Roy. Statist. Soc. Ser. B36, 192-236.

75



BIBLIOGRAPHIE

[11] Billingsley, P. (1968) Convergence of probability measures. John Wiley
& Sons.

[12] Bollerslev, T. (1986) Generalized Autoregressive Conditional Heteroske-
dasticity. Jour. of Econo. 31, 307-327.

[13] Chelliah, N. (1997) A New Covariance Estimator in Random Coe¢ cient
Regression Model. The Indian Journal of Statistics, Vol. 60, Series A,
Pt. 3, pp. 433-436.
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