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Introduction et généraliteé
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1. Introduction

Dans le contexte de la mécanique des structures, la dynamique est la branche qui concerne
I’¢tude des oscillations des structures soumises a diverses sollicitations en général et aux
séismes en particulier. En bref, par rapport a la statique familiere aux ingénieurs du génie civil,
la dynamique fait intervenir un parametre supplémentaire : le temps. Les bases théoriques de la
dynamique proviennent de la physique générale. Par conséquent, il s’agit d’une matiére plutot
théorique dont les développements requierent quelques notions mathématiques, notamment de

calcul matriciel pour traiter les systémes a plus d’un degré de liberté.

Dynamique Structure

~

Dynamique des structures

En prenant le premier terme dynamique, quelque chose de dynamique est celui qui est actif et
change avec le temps. Tandis qu'une structure est la composition de plusieurs éléments
linéaires, surfaciques ou volumiques. Donc, on dit que la dynamique des structures est 1'étude
du comportement (du mouvement) de la structure avec le temps (quand elle sera active ! !).
Puisque la structure est déja soumise, des forces statiques ne provoquent pas un comportement
qui change avec le temps. Donc, le seul moyen qu'une structure en génie civil entre en vibration
ou en mouvement, c'est sous I'effet d'une charge dynamique importante. A cet égard, le domaine
de la dynamique des structures est I'é¢tude du comportement de la structure dans le temps sous
l'effet d'une charge dynamique.

La figure ci-dessous présente certaines charges dynamiques importantes qui peuvent engendrer
une vibration dans la structure (une structure encastrée a la base vibre sous I'effet d'une charge
dynamique, ne se déplace pas comme les véhicules ! !) C'est pour cela qu'on dit vibration (qui

est le mouvement d'oscillation autour d'une position d'équilibre).
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Ces charges dynamiques peuvent causer des dégats dans la structure, donc 1'objectif derriere
I'é¢tude de la dynamique des structures est d'éviter ou de minimiser ces dégats. Pour atteindre ce
but, la figure suivante présente les étapes a suivre :

—oLéviter ou minimiser les dégats dans la structure di aux charges dynamiquesw

h 4
[l faut connaitre le comportement des structures sous charges dynamique

Y
Il faut chercher un moyen pour modéliser le systéme dynamicque réel

h 4
trouver la réponse structurelle en terme de: déplacements; forces; contraintes ...

v
bien dimensionner les élements de la structure sous I’effet dynamique

2. Approches d’analyse dynamique pour trouver la réponse structurelle

Les charges dynamiques peuvent étre classées en deux grands groupes qui caractérisent
I’approche qui va évaluer la réponse de la structure. Donc, ce cours va traiter principalement
les méthodes d’analyse déterministe. En général, la réponse structurelle a tout chargement
dynamique est exprimée essentiellement en termes de déplacements de la structure. Ainsi, une
analyse déterministe conduit directement a des historiques de déplacement correspondant a
I'historique de chargement prescrit ; d'autres grandeurs de réponse connexes, telles que les
contraintes, les déformations, les efforts internes, etc., sont généralement obtenues comme

phase secondaire de 'analyse.
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charge
dynamique l
P
B = :
( charge dynamique complétement charge dynamique n'est pas
connue avec le temps \complé'lement connu avec le temps/

la variation de temps est entierement déterminée
lis peuvent étre représentés par une fonction analytique
ou généralisée ainsi que numeériquement par un ensemble
de leurs valeurs a des instances a temps discret.

la variation de temps n'est pas complétement
connue mais il peut étre défini dans un sens statistique

Approche deterministe Approche non déterministe
réponse structurelle prescrite et réponse structurelle a base de
déterministe statistique
3. La modélisation

L'analyse et la conception de structures pour résister a l'effet produit par des forces ou des
mouvements dépendant du temps nécessitent des idéalisations conceptuelles et des hypotheses
simplificatrices a travers lesquelles le systéme physique est représenté par un systéme idéalis¢
connu sous le nom de modele analytique ou mathématique. Ces idéalisations ou hypotheses

simplificatrices peuvent étre classées dans les trois groupes suivants:

1. Hypothéses importantes. Ces hypothéses ou simplifications incluent les propriétés des
matériaux tels que 'homogénéité ou l'isotrophie et les comportements des matériaux telles que

la linéarité ou I'élasticité.

2. Hypotheses de chargement. Certaines hypotheses de charge courantes consistent a considérer
des forces concentrées a appliquer en un point géométrique, a supposer des forces soudainement

appliquées ou a supposer des forces externes pour étre constantes ou périodiques.

3. Hypotheses géométriques. Une hypothese générale pour les poutres, les cadres et les fermes
consiste a considérer que ces structures sont formées par des éléments unidirectionnels. Une
autre hypotheése courante consiste a supposer que certaines structures telles que les plaques sont
des systemes bidimensionnels avec des épaisseurs relativement petites. Il est plus important de
supposer que les structures continues peuvent étre analysées en tant que systemes discrets en
spécifiant les emplacements (nceuds) et les directions des déplacements (coordonnées nodales)

dans les structures, comme décrit dans la section suivante.
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La structure réelle ne peut pas €tre analysée: elle ne peut étre « testée en charge » que pour

déterminer la réponse
- On ne peut analyser qu'un « mode¢le » de la structure

- Nous avons donc besoin d'outils pour modéliser la structure et analyser le modé¢le

J—

Excitation dyn: F(t) Structure
reelle

Réponse (t)

Input (entrée)

Systéme

ypotéses

Modéle |H::> Modéle % Modéle
réelle

physique Analytique

Les sorties d'un systéme vibrant, en général, dépendent des conditions initiales et des excitations

externes. L'analyse vibratoire d'un systéme physique peut se résumer en trois étapes:

1. Modélisation mathématique d'un systéme physique

Le but de la modélisation mathématique est de déterminer l'existence et la nature du systéme,
ses caractéristiques et ses aspects, et les éléments ou composants physiques impliqués dans le

systeme physique. Les hypothéses nécessaires sont faites pour simplifier la modélisation.

Le modéle mathématique résultant peut-Etre linéaire ou non linéaire, selon le systéme physique
donné. De maniére générale, tous les systemes physiques présentent un comportement non
linéaire. Une modélisation mathématique précise de tout systéme physique conduira a des
¢quations différentielles non linéaires régissant le comportement du systeme. Souvent, ces
équations différentielles non linéaires n'ont pas de solution ou sont difficiles a trouver. Des
hypothéses sont faites pour linéariser un systéme, ce qui permet des solutions rapides a des fins

pratiques. Les avantages des modeles linéaires sont les suivants :

(1) leur réponse est proportionnelle a I'entrée
(2) la superposition est applicable
(3) ils se rapprochent étroitement du comportement de nombreux systémes dynamiques

(4) leurs caractéristiques de réponse peuvent étre obtenues a partir de la forme d'équations du
systéme sans solution détaillée
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(5) une solution sous forme fermée est souvent possible
(6) les techniques d'analyse numérique sont bien développées, et

(7) ils servent de base a la compréhension de comportements de systémes non linéaires plus
complexes.

Il convient toutefois de noter que dans la plupart des problémes non linéaires, il n'est pas
possible d'obtenir des solutions analytiques sous forme fermée pour les équations du
mouvement. Par conséquent, une simulation informatique est souvent utilisée pour l'analyse de

la réponse.

Lors de I'analyse des résultats obtenus a partir du modele mathématique, il faut se rendre compte
que le modele mathématique n'est qu'une approximation du systéme physique vrai ou réel et

donc que le comportement réel du systéme peut étre différent.

Une fois le modele mathématique développé, nous pouvons appliquer les lois fondamentales
de la nature et les principes de la dynamique et obtenir les équations différentielles qui régissent
le comportement du systéme. Une loi fondamentale de la nature est une loi physique applicable
a tous les systémes physiques, quel que soit le matériau a partir duquel le systéme est construit.
Différents matériaux se comportent différemment dans différentes conditions de
fonctionnement. Les équations constitutives fournissent des informations sur les matériaux dont
un systéme est fait. L'application de contraintes géométriques telles que la relation cinématique
entre le déplacement, la vitesse et l'accélération est souvent nécessaire pour compléter la
modélisation mathématique du systeme physique. L'application de contraintes géométriques est

nécessaire pour formuler la frontiére et / ou les conditions initiales requises.

Le modéele mathématique résultant peut-€tre linéaire ou non linéaire, selon le comportement des

¢léments ou composants du systéme dynamique

2. Solution mathématique des équations gouvernantes

La modélisation mathématique d'un systéme de vibration physique aboutit a la formulation des
équations gouvernantes du mouvement. La modélisation mathématique de systémes typiques
conduit a un systéme d'équations différentielles du mouvement. Les équations gouvernant le
mouvement d'un systéme sont résolues pour trouver la réponse du systeme. Il existe de
nombreuses techniques disponibles pour trouver la solution, a savoir les méthodes standard
pour la résolution d'équations différentielles ordinaires, les méthodes de transformation de
Laplace, les méthodes matricielles et les méthodes numériques. En général, des solutions

analytiques exactes sont disponibles pour de nombreux systémes dynamiques linéaires, mais
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seulement pour quelques systémes non linéaires. Bien entendu, les solutions analytiques exactes

sont toujours préférables aux solutions numériques ou approximatives.

3. Interprétation physique des résultats

La solution des équations de mouvement régissant le systéme physique donne généralement la
performance. Pour vérifier la validité du modele, les performances prévues sont comparées aux
résultats expérimentaux. Le modele peut devoir étre affiné ou un nouveau modele est développé
et une nouvelle prédiction comparée aux résultats expérimentaux. L'interprétation physique des
résultats est une étape importante et finale de la procédure d'analyse. Dans certaines situations,
cela peut impliquer (a) de tirer des inférences générales de la solution mathématique, (b)
d'¢laborer des courbes de conception, (¢) d'arriver a une simple arithmétique pour arriver a une
conclusion (pour un probléme typique ou spécifique), et ( d) des recommandations concernant
l'importance des résultats et tout changement (le cas échéant) requis ou souhaitable dans le

systeme concerné.

ystéeme réel

Strcuture
réelle

Réponse
réelle

Excitation
réelle

= =

Modéle Physiquel

hypothéses basées sur jugements d'ingineering
1- form géomeétrique (voir figure ci-contre)
2- propréites des matériaux
3- petite ou large déflection
4- charge concentrée malgé est répartie sous le pied de nageur
5- les conditions aux limite (encastrement) l

Excitation Systéme

structurel

Réponse
assumée

= =

approchée

Modele analytiqu

. Math Equations C)ﬂ"r" _ M
:f/ :lt gouvernantes dy’ - El équation de |a courbe élastique

On applique les lois de |a cinématique et cinétique (dynamique du point matériel) i |
=| gs équations d'équilibres résolution

= |es relations contraintes déformations

® |es relations charges déplacements

‘ Cinétique

Déformation, forces, contraintes, ...
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3.1. Modélisation de la charge dynamique

On suppose que la force dynamique F(t) a certaine forme et certain comportement (mouvement)

| |

type de mouvement périodique non périodigue
v v v v
l l l Harmonigue | non Harmenigque | ‘ courte durée | ‘ longue durée ‘

¥ ¥

translation rotation torsion

| impulsive ‘ | transitoire |

Impulsive: vent, explosion ....

Transitoire: séismes

3.2. Modélisation de la structure

On a mentionné que la structure réelle ne peut pas €tre analyser, donc on doit la modéliser

. Modele de la
Structure réelle m— ) structure
Généralement, en génie civil, on peut diviser les structures en deux catégories, celles simples
dont la forme et les ¢léments sont simples (barre, poteau, poutres, plancher rigide, simple ou
multiétages...). Et les structures complexes dont la géométrie est trés compliquée et elles
peuvent comporter des ¢éléments compliqués a modéliser et a analyser (coques, plaques,
plancher déformable...).

structure simple 7

Structure
réelle

structure complexe]

Dans ce contexte, on doit commencer 1’étude en dynamique des structures par les structures
simples pour pouvoir comprendre d’abord les principes de base et par la suite on peut
généraliser ces derniers aux autres cas de structures.

Maintenant pour savoir comment modéliser une structure réelle en dynamique il faut connaitre
son comportement sous 1’effet d’une charge dynamique qui varie avec le temps.

e Quand on applique une force dynamique, la structure va résister ou réagir contre cette
force de deux facons :

1- par déformer et ce qu’on appelle ELASTICITE (rigidité)
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2- par dissipation de 1’effet de cette force ou on dit I’énergie de cette force et ce
qu’on appelle DISSIPATION D’ENERGIE

e Donc, en général, une structure en analyse dynamique n’a pas plus de trois parameétres

>
_—

Deux fagons pour résister au excitations dynamiques

intrinseéques.

‘ ‘ Quand elle est en mouvement
on l'appelle inertie

par déformation, fléchissement ... par dissipation de I'effet (énergie

on lappelle : de la force), on 'appelle :

d’énergie

* Le modele est le parametre le plus important en dynamique des structures

* Le modele peut étre simple ou complexe (en ingénierie on doit le rendre le plus simple
possible pour pouvoir I’analyser)

* Le mod¢le doit contenir toutes les trois caractéristiques intrinséques d’une structure

réelle MASSE — RIGIDITE — DISSIPATION D’ENERGIE

NB : par conséquent, pour pouvoir modéliser une structure réelle, il faut modéliser ses
composants qui participent & son comportement dynamique, a savoir la masse, la rigidité et le

parametre responsable de la dissipation d’énergie qu’on I’appellera ici amortissement.

3.2.1 Modélisation de la masse

Dynamiquement, la masse inclut tout le poids de la structure et elle peut inclure certaines
charges variables aussi. Les masses engendrent des forces d’inertie qui font osciller la structure.
On peut dire donc que la masse est la pente entre la force d’inertie et I’accélération, par

conséquent son unité est de force/accélération

. W (poids) pozds)
.E m=
i [~ g (gravité)
o
& métre(m)
M W — Newton(N ) g de ( 2
/ 0 Seconde (-S )
P \ /
s
Accélération m -
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Elles peuvent habituellement étre considérées comme concentrées en un certain nombre de
points de la structure. Dans le cas ou la masse est répartie plus uniformément, il est possible de
simplifier I’analyse a un oscillateur simple équivalent. Une alternative consiste a subdiviser
artificiellement la structure et a concentrer les masses de chaque subdivision au milieu du

segment.
a. Masse concentrée (masse discrete)

Masse de nature concentrée. Plusieurs masses se déplacent de la méme fagon, on doit les

concentrer pour simplifier le calcul.

i 11T

Centre de masse concentrée

En dynamique, le CM est treés important, car la trajectoire d'un corps qui meut est en fait celle

de son centre de masse, puisque l'objet est représenté par un point matériel.

Le centre de masse CM d'un corps est le point situé a la position moyenne de la masse du corps.

imixi im[yi
_ = _ =

Centre de masse

My, = 2 1M Xem Yem
i=1 mtot mtot
Centre de masse VS le centre géométrique (centre de gravité)
V *
%5 b |
i Xem d A
- X[ > s "\_. 'I _."
‘ . -
<9 /\ “ a| [G1X.E 102
Gz b b
|

b. Masse répartie (masse continue)
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P p(t)

A o _A.IH-LHHIIML

Forces d’inertie

c. Degrés de liberté

Le nombre minimum de coordonnées indépendantes nécessaires pour déterminer complétement
les positions de toutes les parties d'un systéme a tout instant définit le degré de liberté¢ du
systéme. Un systeme a un seul degré de liberté ne nécessite qu'une seule coordonnée pour
décrire sa position a tout instant. Généralement, les structures peuvent étre modélisées en
considérant que les masses sont concentrées dans quelques ¢léments particuliers, comme les
dalles d’étage des batiments, par exemple. Dans ce cas, le nombre de degrés de liberté par
direction principale est égal au nombre d’étages. En effet, la connaissance des déplacements

horizontaux de chaque étage permet de décrire les oscillations du batiment.

LXF rd £ A

rigidité
k torsionnelle

Gravité | = longueur

P
m 0(r) 8 m
Txm

masse - ressort arbre et disque pendule simple

mi¥ + kx =0 Jo + k6 =0 6+ (g/ho=0

Pour le pendule simple de la figure, le mouvement peut étre exprimé en termes de 0 ou de x et
y. Si les coordonnées x et y sont utilisées pour décrire le mouvement, il faut reconnaitre que ces
coordonnées ne sont pas indépendantes. Ils sont liés les uns aux autres par la relation :

X2 + y2 :12

10
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ou I est la longueur constante du pendule. Ainsi, n'importe quelle coordonnée peut décrire le

mouvement du pendule.

[(1 —cos#)

t

Référence — -

Y

mg
Dans cet exemple, nous constatons que le choix de 6 comme coordonnée indépendante sera
plus pratique que le choix de x et y.
Degrés de liberté d’un point en 3D
Le point se déplace dans I'espace (3D) en 6 mouvements divisés en :
% Trois degrés de liberté de translation :
* mouvement de translation dans la direction de 1’axe x noté ux
* mouvement de translation dans la direction de 1’axe y noté uy
* mouvement de translation dans la direction de 1’axe z noté uz
% Trois degrés de liberté de rotation :
* rotation autour de l'axe x notée Rx
* rotation autour de l'axe y notée R

e rotation autour de l'axe z notée Rz

Uz

Uy

11
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Degrés de liberté d’un point en 2D
le point en plan (2D) se déplace en 3 mouvements divisés en :
% Deux degrés de liberté en translation :
* mouvement de translation dans la direction de I’axe x noté ux
* mouvement de translation dans la direction de I’axe y noté uy

«» Rotation autour de l'axe z notée Rz

Uy
Ay
+ve direction
+X
’Ux
+Z /2 Rz

Différence entre DDL et DDH

En 3D chaque nceud a 6 degrés de liberté, et en 2D, il y aura 3 degrés de liberté par nceud,
cependant, Il faut distinguer entre le DDH et le DDL.
Simplification des DDLs

#UE LU+ M  — 'V

di au charges i
horizontales

u;___m U, m — »u

did au rigidté
horizontales

- -

12
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m >

Types de degré de liberté

1- Un seul degré de liberté

T 77777

2- Plusieurs ou multi degrés de libertés

Ms
-

Plusieurs
masses

concentrées

M3

ma

u

Masse
concentrée

us(t)

@
@
@
@
"

u4(t)

us(t)

u(t)

u4(t)

u(t)
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3- Infinité de degrés de libertés

Masse
p(t) répartie
l m, m; my
_A_IILI_HHIII‘L A -
Forces d’inertie fn flz fl3

3.2.2 Modélisation de la rigidité

La rigidité est associée aux forces de rappel exercées sur les masses par les éléments
stabilisateurs d’une structure en fonction des déplacements de celle-ci. Dans le cas lin€aire, ces
forces sont directement proportionnelles aux déplacements. La constante de proportionnalité
est la rigidité (k), horizontale ou verticale. Conformément & la figure 1.1a, la rigidité est
habituellement représentée schématiquement par des ressorts. Pour un systéme composé de
plusieurs ressorts, on peut déterminer une rigidité équivalente. La figure 1.5 présente les cas de
base de ressorts disposés en série et en parallele avec les rigidités équivalentes associées (kéqu).
Notons que la représentation graphique peut étre trompeuse, car 1’analogie électrique est un
systéme de condensateurs et non un systéme de résistances. Avec des structures plus complexes,
il faut se référer aux méthodes habituelles de la mécanique des structures pour déterminer la
rigidité équivalente. Remarquons finalement que les ressorts sont admis sans masse.
En termes structurels, la rigidité peut étre définie comme « Résistance a la déformation »

* Inclus la rigidité de tous les membres

* Peut inclure la rigidité des €léments nan-structuraux

* Donc pour chaque type de déformation, il y a une rigidité correspondante

» Larigidité peut étre considérée ou évaluée a différents niveaux

» Larigidité est également la «constante» dans la relation action-déformation

* Larigidité k a une unité de force/déplacement k = N/m

14
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k S A I
a
|
> 1 d/

' ' > U
—U, 0 /b 0

1 =hu S, = f.(u,u)
c

Pour les petites déformations

Pour les grandes déformations

* Larigidité généralement non-linéaire en réponse sismique

* La non-linéarité implicitement traitée dans les codes sismiques

* Explicitement, l'effet de la non-linéarité peut étre modélisé

a. Types de rigidités

La plupart des ressorts utilisés dans les systémes pratiques présentent une relation force-

déflexion non lin€aire, en particulier lorsque les déflexions sont importantes. Si un ressort non

linéaire subit de petites déflexions, il peut étre remplacé par un ressort linéaire.

F =ax+bx’

a>0

a désigne la constante associée a la partie linéaire et b indique la constante associée a la non-

linéarité (cubique). Le ressort est dit dur si b>0, linéaire si b =0 et mou si b< 0

Force (F)

A

/

/ <
AN
Il / ressort lingaire (b = 0)
/
/ /
/,/ ressort doux (b << 0)

» Déplacement( .
1) P (x)

ressortdur (b = 0)

15
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b. Obtention de rigidité

Rigidité du
matériau

Rigidité de
section

Géométrie

de la section

Rigidité

d'élement

Géométrie
de I'élement

Example de calcul de rigidité dans les poteaux

F—

Plancher rigide

N T

Bess

base fixe - sommet libre

Rigidité de
strcuture

Géométrie
de la strcuture

Plancher rigide

F

base articulée - sommet fixe

Example de calcul de rigidité dans les poutres

_12€l

=

1.0

==
A

16

-

base fixe - sommet fixe

SEL

I.{J

':NLW,

A

K

AT
Za4cl

“s it (oL 83)
PN
L

! .{3
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K-S A=10 K-=L
« T =l < L 0=1.0 >
- — =
H L -K H L ‘ K
K 18
o SEIL (- T68E]
Irx b l - ﬂ . 7L l
.
ARM_ k]i / Ezl#ﬂ*”/l
a B | I L/2 | L/2
L L
K, o K,
(o ABE] o J92EI
L e I _ N l I
\Hx_ia_ =10 P ~_ A ﬂ!};/
L/2 | L/2 L/2 | /2
L L
c. Rigidité équivalente
Rigidités en série
ki
—> kéqn
e 111
1 1
: n] Tcith Sk
k., kK . T
Rigidités en paralléle
k1 1 i k2 % kéqru
—
m m k, =Sk
kéq =k1+k2 eq e

d. Centre de rigidité équivalente

Le principe de représenter toutes les rigidités dans une seule équivalente, un centre d’équilibre

des rigidités dans les deux sens en plan doit étre défini. Ce point est noté généralement comme

17
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le centre de rigidité. Voici les formules comment on calcule les coordonnées du centre de

rigidité :

- Zxxikyi)
zkyi

y = 2(xk,)
cr szi

e. Excentricité et degré de liberté

Selon les principes expliqués ci-dessus, un plancher en génie civil en mouvement dynamique

a 3 DDL ; deux translation et une rotation autour de ’axe Z

, C.R.
7 03¢ 3
e, CM.
Y 8+ B L,

Par définition, en dynamique des structures on considére que la force dynamique est appliquée
au centre des masses. Donc, en 3D en général, par rapport au centre de rigidité, on aura deux
cas :

1- Le centre de masse coincide avec le centre de rigidité dans la direction x : 3DDL

2- Le centre de masse coincide avec le centre de rigidité dans la direction y : 3DDL

3- Le centre de masse coincide avec le centre de rigidité dans la direction x ety : 2DDL

4- Le centre de masse ne coincide pas avec le centre de rigidité dans les deux directions : 3DDL

3.2.3 Modélisation de 1'amortissement

Un amortisseur est considéré comme n'ayant ni masse ni élasticité. Les trois principales formes
d'amortissement sont 1'amortissement visqueux, 1'amortissement Coulomb ou a friction séche

et I'amortissement a hystérésis.

18
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VISQUEUX (Linéaire) AMORTISSEMENT NON LINEAIRE Frottement sec (Coulomb)
Aérodynamique
Effort Effort Effort
/D j.lN
Vitesse Vitesse Vitesse
Généralement trouvé a basse Généralement trouvé a des Généralement trouvé entre
vitesse et avec des fluides vitesses éelevees et avec des les surfaces séches en
visqueux fluides non visqueux mouvement relatif.

NB: A l'exception de l'amortissement linéaire (visqueux), toutes les autres formes
d'amortissement sont difficiles a analyser (et & inclure) dans les modeéles dynamiques, méme

pour des cas simples.

En amortissement visqueux, la force d'amortissement est proportionnelle a la vitesse du corps.
Coulomb ou amortissement par friction séche se produit lorsque le contact glissant qui existe
entre les surfaces en contact est sec ou a une lubrification insuffisante. Dans ce cas, la force
d'amortissement est d'amplitude, constante mais de sens opposé a celui du mouvement. En cas
d'amortissement par friction seche, 1'énergie est dissipée sous forme de chaleur.

Les matériaux solides ne sont pas parfaitement élastiques et lorsqu'ils sont déformés, 1'énergie
est absorbée et dissipée par le matériau. L'effet est dii au frottement interne di au mouvement
relatif entre les plans internes du matériau pendant le processus de déformation. Ces matériaux
sont connus sous le nom de solides visco-¢élastiques et le type d'amortissement qu'ils présentent
est appelé amortissement structurel ou hystérétique, ou matériau ou amortissement solide.
L’amortissement regroupe les phénomeénes qui atténuent 1I’amplitude des oscillations au cours
du mouvement. Bien que son essence réelle soit beaucoup plus complexe, I’amortissement est
habituellement grossiérement représenté par un amortissement de type visqueux. L’intensité de

la force correspondante est alors proportionnelle a la vitesse.

o

Force d’amortissement

Vitesse

19
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Le coefficient c représente 1'amortissement total de la structure. Il n’y a pas une astuce pour

calculer les amortissements élémentaires. Son unité est force/vitesse = Ns/m

o - @

T L S ’

3.3. Représentation générale du modele physique

Les systemes a un seul degré de liberté en génie civil ne sont pas tous sous forme d’un plancher
supporté par des poteaux, mais pratiquement ayant le méme développement théorique en
dynamique des structures. Par conséquent, il est important de présenter le modele physique par

une présentation plus ou moins générale. La figure suivante présente 1’étape de simplification :

keq keq
©o - [0 - [“ym

keg

T

3.4. Modélisation de la réponse de la structure
3.4.1. Type des matériaux

Matériau élastique

- Suit le méme chemin pendant le chargement et le déchargement et revient a 1'état initial de

déformation, contrainte, déformation, etc. aprés le retrait de la charge / excitation

Matériau inélastique

- Ne suit pas le méme chemin pendant le chargement et le déchargement et peut ne pas revenir
a 'état initial de déformation, contrainte, déformation, etc. apres le retrait de la charge /

excitation

20
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* La plupart des matériaux présentent un comportement élastique et inélastique selon le

niveau de charge.

3.4.2. Type de réponse

Linéaire : si tous les composants de base d'un systéme structural se comportent de manicre
linéaire, le comportement résultant est connu sous le nom de réponse linéaire. Les équations
régissant le comportement de ce type de systémes sont linéaires. Donc, la réponse est
directement proportionnelle a 1'excitation (la déflexion double si la charge est doublée). Par
conséquent, le principe de superposition est valable.

Non-linéaire : si toutefois 1'un des composants de base se comporte de manicre non linéaire, la
réponse est non-linéaire. Les équations qui régissent le comportement de ce type de systemes
sont non-linéaires. La réponse n'est pas directement proportionnelle a l'excitation (la déviation
peut devenir 4 fois si la charge est doublée). Par conséquent, le principe de superposition ne
tient pas.

La réponse non linéaire peut étre produite par les effets géométriques (non-linéarité

géométrique) ou les effets de matériaux (non-linéarité des matériaux), ou bien tous les deux

A Elastique-linéaire A Inelastique-linéaire
g &
Déformationn; Action=
A Elastique-non linéaire i Inelastique-non linéaire
5 g
«— —
L o

Déformation Déformation

21
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Les concepts abordés dans les cours liés a 1'ingénierie structurale que vous avez étudiés jusqu'a
présent sont basés sur I'hypotheése de base que la charge (principalement la gravité) est déja

présente ou appliquée trés lentement sur les structures.

Cette hypothese fonctionne bien la plupart du temps tant qu'aucune accélération n'est produite
en raison des forces appliquées. Cependant, dans le cas de structures / systémes soumis a des
charges dynamiques dues a des machines en rotation, des vents, une charge de gravité
soudainement appliquée, des explosions, des tremblements de terre, l'utilisation de I'hypothése
susmentionnée fournit des résultats trompeurs et peut entrainer des structures / systémes avec

de mauvaises performances qui peuvent parfois échouer.

Ce cours est congu pour vous fournir des connaissances fondamentales sur la fagon dont les

forces dynamiques influencent la réponse structurelle / des systémes

Excitation Type d’analyse

Dynamique ¢€lastique-linéaire

Dynamique ¢€lastique-non linéaire

Dynamique MR —
Dynamique inélastique-linaire
Dynamique inélastique-non linaire
4, Formulation d’équation du mouvement

4.1. Loi de Newton

maf(t)

fi(t)
' no A
’/
o :
/4 Nfa /f
f2(0) f2(0 f3(®
Equilibre statique 2¢™¢ |oj de Newton

[1O+ f20)+f3()=0 fF1O)+ f2(0+ f3(1) =ma(t)

Fresulmnte = mass x acceleration

k m
Y L fa=cx -
- D
i .x

Fresultante = F(1) -cx -kx mx

22
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Donc I’équation du mouvement sera mx +cx +kx = F(t)

4.2. Principe de d’Alembert

fi(t) /f:(f)=—ma(t)

& f1(t) ‘Z
@ >
/ Kfs(f) 7 T
f2(t) 20 fa@
Equilibre statique Principe d'Alembert
1)+ f2(0+f3()=0 f1O+ f2(0+ f3(O)+f(O) =0

Le principe d’ Alembert est de considérer une force d’inertie supplémentaire dans le sens opposé
de la direction du mouvement.

‘ k m
T AAAA f.=kx -
ALl LU T A I N
\ E fo=cx
C
X
Y F=o0
De méme, 1’équation du mouvement sera mx +cx+kx = F(t)

Le principe d’ Alembert considéré le plus approprié en dynamique des structures puisqu’il décrit

I’équation du mouvement sous forme d’une équation d’équilibre dynamique

Finalement, on peut représenter 1’équation d’équilibre dynamique comme suit :

Force dynamique = Force d’inertie + Force de rappelle + Force d'amortissement

F(1) f,=mii * fo=ku " I, =cu
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5.

Comparaison entre un calcul dynamique et celui statique

Analyse statique

Analyse dynamique

1F

> [

| F(t)

m, El

A ®

F(t) |‘-" Y Ili,' -!I_ul'“".l Fo ) I

RN WAL Al A At o At Pl
(il II“ ﬁl-.""i | \rl"- "l|.l".‘l|| . "Il,n’"-. "q VRN 'Il‘-i'

el

La force est constante avec le temps

La force varie avec le temps

Pas de vitesse et pas d'accélération

Masse sous accélération = effet d’inertie

La solution se fait par le bais des:
v Equation d’équilibre statique
v’ Relations force — déplacement
v Condition de compatibilité

La solution se fait par le bais des:
v Equation d’équilibre dynamique

La réponse est constante avec le temps

lF

Beam deflects

m, El

A

d

la réponse varie avec le temps
}F(t)

Beam vibrates

m, El

A

dft)

Dispiécemént at midspan
v(t) ||

Velocity at midspan

= — — -
1l (il Mad Raabkab o atal

a(t) AN IV

! YY" | 177} \ v 1'IH
| AR 171

Acceleration at midspan

L’équilibre fait seulement par la charge
constante extérieure et la rigidité
ku=F

L’équilibre fait par 04 charges
mii(t) + cu(t) + ku(t) = F(¢)

L’analyse statique nécessite:
a) Une seule solution qui sera constante
b) Un temps de calcul tres réduit

L’analyse dynamique nécessite:
a) Considération des force d’inertie
b) La solution a chaque instant « t »
¢) Un temps de calcul important

mi(t) + cx(t) + kx(t) = F(£)

D’apres cette équation de mouvement 1’énoncé du probléme est le suivant:

Les données:

Les réponses du systeme a chercher :

La force dynamique appliquée F(t)
La masse de systéme (m)

La rigidité latérale du systéme (k),
Le coefficient d’amortissement de
systeme (c)

el e

Le déplacement du systéme u(z)

Les autres réponses structurelles ie: la
vitesse  , l'accélération , les efforts
internes, effort tranchant a la base,
moment de reversement..... peut étre par
la suite déterminés en fonction de u(?)

N —
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6. Vibrations des systemes dynamiques

La vibration est « le mouvement rapide de va-et-vient d'un systéme ¢élastique / inélastique dont
'équilibre est perturbé ». Les vibrations sont des oscillations dues a une force de rappel
¢lastique.

6.1. Vibration non forcée :
si un systéme, aprés une perturbation initiale, est laiss¢ a vibrer seul, la vibration qui en résulte
est connue sous le nom de vibration libre.
Aucune force externe n'agit sur le systeme. L'oscillation d'un simple pendule est un exemple de
vibration libre.

6.2. Vibration forcée :
si un systéme est soumis a une force externe (souvent un type de force répétitif), la vibration
résultante est connue sous le nom de vibration forcée.

6.3. Vibrations non amorties
Si aucune énergie n'est perdue ou dissipée dans le frottement ou toute autre résistance pendant
la vibration, la vibration est connue sous le nom de vibration non amortie. La vibration non
amortie est un phénomene hypothétique qui aide a fournir une compréhension de la vibration
amortie.

6.4. Vibration amortie
Dans le systéme actuel, 1'énergie est toujours perdue en raison d'un certain nombre de

mécanismes. Ce type de vibration est connu sous le nom de vibrations amorties

s ™

Vibration du systéme

h S/

P(t)=0 P(t) = 0

g Y V- ™

‘ Vibration libre

‘ Vibration forcée

- o J
/ . / \\
c=0 c=0 c=0 (2 0
d h d AN
non amortié J ‘ amortié J non amortié ‘ amortié ‘
. b . J . S
mii+ku=0.0 mil+cu+ku=00 mii+ku=F() mii+cu+ku=F()
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7. Méthodes de solution de 1'équation différentielle

7.1. Solution classique
La solution compléte de I'équation différentielle linéaire du mouvement consiste en la somme
de la solution complémentaire uc (t) et de la solution particuliére up (t), c'est-a-dire u (t) = uc
(t) + up (t). L'équation différentielle étant de second ordre, deux constantes d'intégration sont
impliquées. Ils apparaissent dans la solution complémentaire et sont évalués a partir d'une

connaissance des conditions initiales.

7.1.1. Contexte mathématique (Solution classique)
Le comportement dynamique des systémes mécaniques est décrit par ce que nous appelons des
¢quations différentielles ordinaires de second ordre.
* L'entrée de la structure mécanique apparait sur le coté droit de I'équation et est la Force. La
solution de 1'équation donne la sortie qui est généralement le déplacement.
* Pour pouvoir résoudre ces €quations, il est impératif d’avoir un fond solide sur la solution
d'équations différentielles ordinaires homogenes et non homogeénes.
» Les équations différentielles ordinaires homogenes représentent les vibrations » et les
équations différentielles ordinaires non homogenes représentent des « vibrations forcées ».

7.1.2. ODE linéaires homogénes a coefficients constants

cas Racines base Solution générale
| Distinct real
', e y=ce™ +c,e™
A1, Az
I Real double root i
_H/Z, xe"”‘/z y=(c+ czx)e-ax
A=-af2
[} Complex
conjugate
1
Ah=-cat+io =e "2 cosa .
2 % . y =e “'*(Acos wx+ Bsin wx)
22=—la—ia) Y, =€ " sin am

7.1.3. ODE non homogéne

Dans cette section, nous procédons d'homogeéne a non homogene ODE.
" ’
Y+ p()y +q(x)y =r(x)
La solution générale se compose de deux parties :

y(x) =y, (x)+y,(x)
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=c Vv, +c, /s . y
Avec h = 1T Y2 o6t 1a solution générale de ODE
Terme en r(x) Choix pour yp(x)
ke™ Ce™
Bx"(n=012,.) Kx"+K,_x""+..+Kx+K,
k cos ax K cos wx + M sin ox
ksinax
ke cos ax €™ (K cos ax + M sin @x)
ke™ sin ax

Regles de choix pour la méthode des coefficients indéterminés
a) Regle de base: sir (x) est I'une des fonctions de la premiére colonne du tableau, choisissez
yp sur la méme ligne et déterminez ses coefficients indéterminés en substituant yp et ses dérivés

dans

V4 p(x)y' +q(x)y =r(x)
b) Régle de modification : si un terme de votre choix pour yp se trouve étre une solution de
'OD homogene correspondant a 1'équation ci-dessus, multipliez votre choix de yp par x (ou x>
si cette solution correspond a une racine double de la équation caractéristique de I'ODE
homogene)
c¢) Reégle de somme : si r (x) est une somme de fonctions dans la premiére colonne du tableau,
choisissez pour yp la somme des fonctions dans les lignes correspondantes de la deuxiéme

colonne.

7.2. Intégrale de Duhamel
Une autre approche bien connue de la solution d'équations différentielles linéaires, telles que
I'¢quation de mouvement d'un systeme SDF, est basée sur la représentation de la force appliquée
sous la forme d'une séquence d'impulsions infiniment courtes. La réponse du systeéme a une
force appliquée, p (t), au temps t est obtenue en additionnant les réponses a toutes les impulsions
jusqu'a ce moment

7.3. Méthode du domaine de fréquence
Les transformations de Laplace et de Fourier fournissent des outils puissants pour la résolution
d'équations différentielles linéaires, en particulier 1'équation du mouvement pour un systéme
1DDL. Etant donné que les deux méthodes de transformation sont similaires dans leur concept,
nous ne mentionnons ici que l'utilisation de la transformée de Fourier, ce qui conduit a la

méthode d'analyse dynamique du domaine fréquentiel.
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7.4. Méthodes numériques

Les trois méthodes d'analyse dynamique précédentes sont limitées aux systémes linéaires et ne
peuvent pas prendre en compte le comportement inélastique des structures anticipé lors des
tremblements de terre si les secousses du sol sont intenses. La seule approche pratique pour de
tels systémes implique des méthodes de chronométrage numérique, qui sont présentées au
chapitre 5. Ces méthodes sont également utiles pour évaluer la réponse des systémes linéaires
a l'excitation - force appliquée p(t) ou mouvement de sol u“g (t) - qui est trop compliqué pour
étre défini analytiquement et n'est décrit que numériquement.

Réponse sous:

® Vibraion libre
—DL La méthode classique w—b * charge h?rfm.mque
* charge périodique
® charge impulsive
-
—DL Intégrale de Duhamel W

—bLMélhode domaine de fréquencew
—bL La méthode numérigue w
T

Réponse sous:

N'importe quelle type
de charge dynamique

Méthodes de résolution
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CHAPITRE II : Systémes a un seul degré de liberté

I. Systeme libre non-amorti
Le but derriere 1'étude de ce type de vibration est de déterminer les caractéristiques dynamiques
intrinséques de la structure, qui ne sont pas liées aux forces dynamiques. Cette empreinte
dynamique (les caractéristiques) distingue cette structure des autres.
La vibration libre est initiée en perturbant le systéme a partir de sa position d'équilibre statique

en communiquant a la masse un certain déplacement u(0) et une vitesse au temps zéro, défini

comme l'instant ou le mouvement est initié :

u = u(0) u = u(0)

|—> u(t)

1.1. Formulation de I’équation de mouvement
Si nous avons un corps de masse (m) qui se déplace a une distance (u) du point d'équilibre (O),
Il générera une force de grandeur (ku) pour résister au mouvement provoqué par la force

d'inertie (m i)

L’équation du systeéme dynamique est : —Ku = mii
.. .o d’
mii + ku =0.0 avec i = ?
dt
En divisant I’équation précédente sur la masse, on aura : Uu+—u=0

m
La solution de 1’équation différentielle est de forme :
u=Be“ +B,e ™"

En cours de développement théorique, on obtient I’équation suivante :

(5_wfj(ACOS(wnt)+Bsin(wn,)) 0

\ \ . 4 t)+ Bsi t 0.0
Tant que le systéme est en mouvement, le terme a droit ( cos(@,1)+ Bsin(e, )) g

K , K _ K
—-w, =0.0 . ) o, =— w, =,|—
Donc, on note que : ™ , cela implique que m par consequent m
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o, est la fréquence angulaire en rad/sec

Les constantes A et B peuvent étre obtenues en remplagant les conditions aux limites

u=u,cos(m,t)+ %o sin (,)
o

n
u =—u,, sin(@,1)+u, cos(w,t)

i = —u,; cos(,1)—u, cos(w,t)

u =u,cos(w,t) +u—°sin(a)nt)
%)

u =—u,®, sin(,t)+u, cos(w,t)
i = —u,0; cos(,t)—u, cos(w,t)
1.2. Parametres

Etant donné que pour compléter les fonctions sinus et cosinus, cycle complet, chaque angle de

(2m = 360), nous pouvons donc calculer la période de cycle (tn) comme suit :

sin(a,z, ) =sin(27) ot =21

2r
by=— t,=2r, fﬂ
a)'l K

Tn nommée aussi période naturelle ou période propre.

On peut donc calculer le nombre de cycles par seconde (Fn) comme suit :

]
f"_T

n

lrpm = LC)’CIV _27 rad
60 sec g0 /sec

1 Hertz (HZ) = 1 cycle/sec
on : Fréquence circulaire naturelle de vibration (rad/sec).

Ty : Période naturelle de vibration (sec).

fn : Fréquence cyclique naturelle de vibration (hertz (Hz)) ou (cycle par seconde (cps)).

NB : le terme naturel accompagnant les propriétés vibratoires wn, Tn et fn désigne qu’elles
sont des propriétés propres de la structure et ne dépondent pas de la charge dynamique (elles

ne dépondent que de la masse et de la rigidité de la structure)
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Le plus rigide des deux systémes SDF ayant la méme masse aura la fréquence propre plus élevée

et la période propre plus courte. De méme, la plus lourde (plus de masse) des deux structures

ayant la méme rigidité aura la fréquence propre inférieure et la période propre plus longue.

T,=2m/o,
. -
u(0) Amplitude, u,,
c e l / iy
- —— -
b 1, Uy |
a b c d e
Une autre méthode pour résoudre 1’équation différentielle
u=Acos(w,t)+Bsin(w,)
B
C=NA+B COSQZE
A
sin@ = é tan@ = —
C C B
A .
u
a=1u B=-°
0 o,
(a®

u= %[Acos(a)nt)+Bsin(a)nt)]
u= C{%cos(wnt)+§sin(a)nt)}
u= CL sin @ cos(@,t)+cos 9sin(a)nt)J
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On sait que :
sin (6, +6,) =sin 6, cos 6, +cos G, sin b,
Donc on peut écrire :

u=Csin (a),,t + 6’) avec 0 =tan™ (%j = tan™' [a) u—OJ

T\ 2
u=Csin(w,t+0) u_=C= ué+[“—°]

a)n
i =Caw, cos(w,t+6) i = Coo, = \|(0,u,) +iil
ii =—Ca; sin (w7 +0) fip = ~Ca? = @, \(@,u, )+

'_§,<_’
&
1
B
3
>

' (b)
(a) o
Déplacement Vitesse Accélération
X
A
2 Yo v
A= 2 Vo A -0
=1/ %o Wy Wn !
—_—
|
90°
¢
90° Vo
, = Wy ¢
Vo X
Wy T
2
A 2 Yo
=\ T | o,

(a) (b)
Les relations trigonométriques entre la phase, la fréquence propre, et les conditions initiales.
Notez que les conditions initiales déterminent le quadrant approprié pour la phase :
(a) pour une position et une vitesse initiales positives,
(b) pour une position initiale négative et une vitesse initiale positive.
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1.3. Applications
Exercice 1

Une masse M est fixée a I’extrémité d’une poutre parfaitement rigide articulée a son origine.

@

K;

£

"-»] AAAA
"MI VVYVYY

AN:a=1m; m=10kg ; K, =K,/2=10°N/m

1 . Déterminer la pulsation propre des oscillations de la masse autour de sa position d’équilibre.

Solution 1

La rigidité équivalente du systéme est égale a la force nécessaire pour avoir un déplacement
unité au droit de la masse. Cette force est équilibrée par les forces de rappel au droit des ressorts.

a a 1{1
1 1, 4
YM,=F3a-=K,2a——Ka=0=>F =K, =—K +-K,
3 a9

Avec: K, =2K, =K, =K,

Pulsation propre : o, =Q/ch” =~ 100rad / s
" M

1)
Fréquence propre : f, = —*
2

=159Hz

Exercice 2

Déterminez la fréquence naturelle du systéme poutre-ressort illustré dans la figure au-dessous, constitué
d’un poids de W 50,0 N attaché a une poutre en porte-a-faux horizontale a travers le ressort hélicoidal
k2. La poutre en console a une épaisseur h 1 m, une largeur b ¥4 1 m. Le module d'¢lasticité E = 30 x
108 N/m? et longueur L = 12,5 m. Le ressort hélicoidal a une rigidité k2 = 100 (N/m).

33



Polycopié du cours DDS1 CHAPITRE Il Dr. ATHMANI Allaeddine

]
1/4m’
k, = 1000 N/m

50N

* L=12.5

Solution 2

La fléche a I'extrémité libre d'une poutre en porte-a-faux uniforme sollicitée par une force
statique P a l'extrémité libre est donnée par

_PL?
~ 3EI

La constante de ressort correspondante k1 est alors

N . . 3 . . . .
ou le moment d'inertie 7 ={50h" de la section (pour une section rectangulaire). Maintenant,
la console et le ressort hélicoidal de ce systéme sont connectés en tant que ressorts en série.
Par conséquent, la rigidité équivalente est donnée par :

1 1 1

ke ki k

En substituant les valeurs numériques correspondantes, on obtient
3
I:Lxlx l :L(n/l)4
12 4 768

= 3x30x10° —60%

(12.5) x 768
11,1
k, 60 100
_375N
k,=375N/

La fréquence circulaire propre de ce systéme est alors donnée :

_ k/ _W ) ( — m )
a)—J m(m—/g avec g—9.84eC2
_ 9.8/ _— _ d
@ = [37.5x %o >a)_2.7lmgec

Et la fréquence naturelle sera donc : f= w/2n = 0.43 cps ou Hertz
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II. Systéme libre amorti

Le but derriere 1'é¢tude de ce type de vibration est d'identifier la nature de I'amortissement et de
déterminer les états d'amortissement auxquels la structure peut étre exposée, en plus de
déterminer 1'effet d'amortissement sur les caractéristiques dynamiques de la structure, ainsi que

I'étude du décrément logarithmique.

N\ " o

m

2.1. Formulation de I’équation de mouvement

De méme, ce qui va étre présenté dans ce qui suit, ce sont les démarches pour la solution
théorique :

—Ku—Cu =mii donc mii+Cu+Ku=0
avec _du . d’u
dt YTar
u=ae"" i =ale™™ =al’e™”
mal’e’ +Cale™ + Kae™™ =0
H(ma? +C/1+K)=o
ez *+CA+K =0
—C+\JC? —dmK _—C, 4mK ’ o kK
A, = —-— avec o =—
’ 2m 2m m
g ,
=—+ — |l —-w
ha = 2m 2m "
C 2
La nature de la solution dépend de la valeur du discriminant [(Tj —wj}
m
(c) . _ Py
Si| —| —o, =0 (Al =22) donc u=_Ce" +Cyte
2m
C 2
Si| —| —w’)0 (L #4,) donc u=Ce" +C,e™
2m
C 2
Si P — (0 M2=R+im donc u =eRtL C, cos(mt)+C, sin(mt)J
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2
2.2. Systéme a amortissement critique : [ij ~w =0

Apres un développement théorique, on obtient les équations dynamiques suivantes :
u=e (uo + (14, +uyo, )t)
i =e " (i, — (1t +1,,) 0,1 )

ii=e ((uo + Uy, ) Ot — Uy, — 20, )
C 2
2.3. Systéme sur-amorti: | —| —@’ >0
2m
Aprées un développement théorique, on obtient les équations dynamiques suivantes :
u= Ae™ + Be™
= Ale™ + BAe™

ii = AA’e™ + BAje™

Avec _ Uy —tehy
=4
B:uo_do—uolz B:”o(il_ﬂ'z)_’;‘o"'”oﬂz
h=4 A=A
Bzuoﬂq_'“o_%_uo""uo_%z_ B:_uo‘”‘oﬂq
h=4 b=
t=00—-u=u,=A+B t=00—u=0.0

2
2.4. Systéme sous-amorti: (;j - {0

m
1 T,
@, =w,\1-¢ et T, = —
1-¢
- Intervalle de la plupart
des structures
l T —
08 1
N o) ¢)
‘ 0.6 - (0p/m,)” + ed
slg
0.4 1
02 4
0 T T 1

0 02 04 06 08 1

-

G
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=y +xt =1

La valeur de (1 - &) est comprise entre (2% a 20%), ce qui signifie que cette quantité est

approximativement égale a 1 comme le démontre la figure

i

M{ 0999 =1.0 cela implique que 0, =0,
0.979
On aura comme équations :
u=e L Acos(wyt)+B sin(a)Dt)J
u=pe "' sin(w,+06) u_ = pe
lhy =Y pE

i =y pe "' sin(w,t +60+9)
ii =y’ pe " sin(w,t +6+2¢)

2.5. Comparaison entre les trois systémes amortis

—c c
Ay =— ot |(—) -
12 9m (Zn]) "
(ﬁ —(n)n2=0 (ﬁ —(Dn2>0 (ﬁ) — Wy <0

C = Cer = 2MW®n C > C¢r => systéme sur-amorti ¢ < Cer => systéme sous-amorti

systéme critique

li+2lwi+ou=0
u(0), u(0)

= u(t)

u(r) / u(0)
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On peut voir que le systéme critique et sur-amorti n’ont pas d'oscillations autour de la position

moyenne.

Le reste de cette présentation est limité aux systémes sous-amortis (C < Ccr) car les structures
d'intérét - batiments, ponts, barrages, centrales nucléaires, structures offshores, etc. - entrent
toutes dans cette catégorie, car généralement, leur taux d'amortissement est inférieur a 0,10. Par
conséquent, nous avons peu de raisons d'é¢tudier la dynamique des systémes a amortissement
critique (¢ = c¢r) ou des systémes sur-amortis (¢ > c¢r). De tels systémes existent cependant; par
exemple, les mécanismes de recul, tels que le ferme-porte automatique commun, sont sur-
amortis ; et les instruments utilisés pour mesurer les valeurs en régime permanent, comme une

balance mesurant le poids mort, sont généralement amortis de maniére critique.

_l

_ u(0)
b/l

p() Cm"f
.
u(0)

_p(, C(l),,f =2/ ®,,

u Systeme non-amorti

Ip=2nwy

L'effet le plus important de I'amortissement est la vitesse a laquelle les vibrations libres
diminuent, comme montre la figure suivante ou la vibration libre due au déplacement initial
u(0) est tracée pour quatre systémes ayant la méme période propre T, mais des taux

d'amortissement différents : =2, 5, 10 et 20 %.

ﬂ {=2% £=5%
0 nnnnnnnlﬂlﬂﬂﬂﬂnﬂnnna ﬂnnlﬂlﬂf\nz\v.\v
§‘=’ UUUUUUUUUUUVquuvvvaUUUUUVV
e | | o1 | | =20
0 ﬂﬁunvhv ﬂvhv
v V
_10 I5 ]Iﬂ |I5 20 SI II('I IIS 20

tiT, t/ T,
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2.6. Décrément logarithmique

On voit selon la figure que I'amplitude de vibration diminue progressivement en raison de la
présence de la fonction logarithmique (fonction exponentielle), car nous savons que cette
fonction est décroissante et non vibrationnelle, tandis que nous constatons que la forme de la
fonction sinusoidale oscillatoire est fixe et en additionnant les deux fonctions, jusqu'a atteindre
la statique, nous obtenons une fonction oscillatoire qui diminue. Et lorsque le taux
d'amortissement est augmenté, 1'exposant de la fonction logarithmique augmentera, et donc la

décroissance se produira, et parce qu'elle est logarithmique, elle sera rapide.

La masse et la rigidit¢ d'un systtme 1 DDL peuvent €tre estimées par des tests statiques.
Cependant, la mesure de 1'amortissement nécessite un essai dynamique, ce qui est le but du

calcul du décrément du logarithme

15

Courbe
enveloppe

~
.
.

10

wh

Déplacement (mm})

Amplitude
décroissante

0 05 1 L5 2 25 3 35 4 45 5

Temps (sec)
(m=tke.C=2N Y/ K =100/ X (0)=0.01m,i(0)=0.1"/)

Décrément logarithmique Il est défini comme le décrément du logarithme népérien de deux

pics ou amplitudes consécutifs dans la méme direction.

u = pe " sin(w, +0)
u, = pe ' sin(w,t +6)
u,, = pe ") gin (@, (t+1,)+0)

u, pe ' sin(w,t +0)

u,, pe ) sin(a)d (t+td)+¢9)

sin(e,t +0) =sin(w, (t+1,)+0)=1
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u, e e

—{o,(t+1y)
Z’llﬂd e

Apres développement et simplification de I’équation précédente on obtient :

0 =218 ¢ = %
il y a une forte probabilité de faire une erreur en mesurant les amplitudes de déplacement dans
deux cycles consécutifs quelconques car la différence entre ces deux quantités est tres petite.
Par conséquent, une plus grande précision peut étre obtenue en considérant des pics de réponse

qui sont distants de plusieurs cycles, disons en "j" cycles. Le mouvement décroit de u; & u;+jsur

j cycles, c'est-a-dire :

ul — ul u1+l ui+2 i+j-1 jo
ui+j uz+1 ui+2 uz+3 i+j
On aura :
1 n
o0=—log— et o~ 2ng
] z’li+]
1 U,
o0=—log— et o0 =2ng
J U

Donc pour des faibles amortissements :
U U
2jmu,,

Le méme principe pour le décrément logarithmique peut étre effectué avec les accélérations :

li+3 /\ ”< +4
\/ \/ \/ \/ -

Un appareil fragile d'un poids de 20 kg est emballé dans une mousse de polyuréthane dont la
rigidité verticale est de 20 kN/m. Le frottement interne de la mousse de protection développe
un coefficient d'amortissement & = 0.05.

Déterminer l'accélération subie par l'appareil a t = Os si on laisse tomber I'emballage d'une
hauteur de 1 m.

Remarque : la mousse constitue a la fois un ressort et un amortisseur.

T,n Tn

L U4y il

(7

2.7. Applications

Exercice 1
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Solution 1

Il s’agit d’un systéme amorti a un degré de liberté dont
la solution générale est :

u(t)=e [XO cos ()t )+

Vo + 6o, X,

@p

sin (a)Dt)]
Conditions limites :
U,=0
_ ~ m
Vy=1[2gh =4.43"/

Donc :

u(t)=e ( Yo in (a)Dt)J

@p

i(1)=Vye ™| - % Gin (,t)+cos (a)Dt)]
a)D

(¢o,)

sin(@,t)—2¢w, cos(w,t) —w, sin (wpt)

K
_ ~ rad
a)”—,/ =31.6 A

¢w, =0.050,=1.58 I/

i(t=0)=-2- 1.58. 4.43;—14Sﬂ2

Exercice 2

Une expérience de vibration libre a été réalisée sur un réservoir haut vide. Le réservoir a été
connecté avec un cable et tiré latéralement (horizontalement) avec une force de 73 kN a une
distance de 5,1 cm. Le cable a été soudainement coupé et la vibration libre résultante du
réservoir a été enregistrée. Le temps nécessaire au réservoir pour terminer quatre cycles
complets est de 2,0 sec. L'amplitude du mouvement a ce moment était de 2,54 cm

A partir des données précédentes, il est nécessaire de calculer chacun des éléments suivants :
a) taux d'amortissement
b) La période naturelle du systéme non amorti
c) La rigidité effective
d) Poids effectif
e) facteur d'amortissement
f) Le nombre de tours nécessaires pour que l'amplitude diminue a 0,5 cm
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Solution 2

a) taux d'amortissement

a‘:iln[ Y

[ =5 bn( ) 1a2r00
oM ) j=4cyclesetur = 5.1 cmet us=2.54 cm 2.54

o

On supposant que I’amortissement est faible  <0.2

-3
2T smamr =0 TR0 0597 -2 770 < 20%

,‘1,§3 21 2

b) La période naturelle du systéme non amorti

o=

Puisque < 20%, alors Tn = Tp. D'autre part, le temps requis pour quatre cycles complets est
de sec 2.0, donc :

T =71, :@:0.5 sec
4
c) Larigidité effective u
f. =T3kN
u=>5.1cm f.=ku
3

=k =£=73X—10_2=1431.37x103N/

u 5.1x10 m

d) Poids effectif
_27 _

27
s rad
o, 05 12.57 4ec

n

3
o, = £3m2i221431.37>;10 — 9050kg
m , 12.57

W =mg =9059x9.81=88.87x10° N =88.87KN

e) facteur d'amortissement

¢ === c=¢e, =¢(24lm)=0.0277x2x/1431.37x10° x 9059
C

er

=c= 6308.5Esec
m

f) Le nombre de tours nécessaires pour que 1'amplitude diminue a 0,5 cm tant que £ < 20%
s=tm| s tpl o L In(ﬂj=l3.33
Joo\u, o \u,, ) 174.27x10 0.5

= j=13cycles
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I11. Systéme forcé non amorti sous charge harmonique

3.1. Formulation de I’équation de mouvement

- }—> u(t) t

k . F(t)| Amplitude, p,
pesin(@t) %
/| ,
I ‘
période T = 2n/w
F(t)—Kuzmii mii+Ku=F(t)
.. _ . d’u P
mii + Ku = F (t) i == F(t)=F,sin(a,?)
t
u=u,+u,

mii+ Ku = Fysin(a,.1)
u, = Acos(@,t)+ Bsin(w,t) u, = ysin(w,t)

Apres un développement théorique on obtient I’équation dynamique suivante :

u, F . o1 .
u=u,cos(wt)+| —>-—-=2 P ~ | sin(@,1)+ =2 ——sin(a,.?)
o KIl1-p K1-p
Réponse transitoire réponse permanente

ANAANANANANANN

vv\/\/v\/\/\/v\/vv

Réponse transitoire

Réponse permanante

Réponse totale
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Pour simplifier les choses, on peut dire qu’au début du mouvement, la vitesse initiale et le
déplacement libre initial « insensible a aucune force » sont égaux a zéro, et donc le déplacement

initial final est égal a :
u= ( %J (DMF)(sin(w,t) - Bsin(a,t))
1t = —uyw, sin(@,1) +1i, cos(,1)+ %(DMF)(@QX cos(@,,1) - fw, cos(w,1))

fim S P cos () =it =k (DMF) (w2 sin w,t)— P sin(w,t
0"n n 0"n n K ex

3.2. Parameétres

[1-(0/e0.)]"

0 ' 1 ' 2 3
Rapport des fréquences o / @,

% Pour f=w/own < 1 ou ® < wn le facteur 1/(p2-1) est positif et donc u(t) et F(t) ont le méme
signe algébrique (c'est-a-dire lorsque la force agit vers la droite, le systéme se déplace en
méme temps vers la droite). Le mouvement dans ce cas est dit en phase avec la force
appliquée.

% pour f=w/on > 1 ou ® > mn le facteur 1/(f-1) est négatif et donc (u(t) et F(t) ont des signes
algébriques opposés (c'est-a-dire lorsque la force agit sur le droite, le systéme se déplace en
méme temps vers la gauche.) Le mouvement dans ce cas est dit déphas¢ par rapport a la
force appliquée.

Maintenant, puisque l'amortissement inévitablement présent dans les systémes réels fait que la

vibration libre (la composante transitoire) décroit avec le temps. La réponse dynamique en
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régime permanent, une oscillation sinusoidale a la fréquence de la force dynamique, peut étre

exprimée sous la forme

“(f)=%1_lﬁ2 sin (@t ) u(t) =|u, ——|sin (@ - ¢)
1 | 1 1 u
= = —u R - _ Uy
e | e
. = 0° p<llor o<o,
“(0)=u.Rysin(or=) 7= 180° ,H>120r a_)>a);
) gl
mii + ku = p, sin ot |1_ﬂ2|
u(t):usthSin(a_)t_¢) ------ 4= 0° ﬂ<l(0r a_)<a)n)
180" p>l(or @>a,)
3
3
I
e
I
0 \
len"
o &
8 2 90°
0°

0 1 2 3

Rapport des fiéquences m / wy,

3.3. Phénomeéne de résonance

Dans ce cas, la premicre solution de I’équation différentielle n’est pas acceptable car si @, = @

n

la fonction Csinwt dans la solution particuliére (up) fait elle-méme partie de la solution
complémentaire. En plus le facteur d’amplification dynamique (DMF) est égal a I'infini, et cela

sera difficile a gérer, nous allons donc résoudre 1'équation du mouvement d'une autre maniére :

mu+Ku = F, sin(w,?) u+£u=5sin(a}nt) u+wju=§sin(a)nt)
m m m
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u=u, +u,
= Acos(w,t)+ Bsin(w,t) et u, = ytcos(w,)

u, =ycos(w,t)-yao,sin(w,L)
u= —(i)(a) tcos (@ t)—sin(a) 1))
2K n n n
u = —u,, sin(,1)+u, cos (o, t)+£(a)2tsin(a) t))
0"n n 0 n 2K n n

u =—u,; cos(,t)—um,sin(w,t) +2F—I°<(a)f sin(w,t)+ )t cos(a)nt))

mii + Ku = F, sin(,7) ii+£u:5sin(a)nt) ii+a)fu:5sin(a)nt)
m.m m
u=u,+u,
= Acos(w,t)+ Bsin(w,1) et u, = ytcos(m,)

i, = ycos(w,t)— yo,tsin(w,)
u=- iJ(w tcos(w,t)—sin(o, t))
2K n n n
1 = —u,w, sin(®,t)+1i, cos (@, t)+i(a)2tsin(a) t))
0""n n 0 n 2K n n

ii = —uy; cos(,t)—i,w, sin(a)nt)+f—[°<(a)j sin(@,1)+ wjtcos(a)nt))

L L
I WVM\/V

=30

u(n) / (ugy),

0 2 4 6
T,

3.4. Application

On considére le portique simple de la figure ci-dessous. Le portique est initialement au repos,
x(0)=x(0)=0, quand une force F(t) est appliquée en téte de ’un des poteaux du portique. La

force F(t) est de la forme d'une demi-sinusoide avec une amplitude Fo.
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x(1)
|—
A I — F@) F(1)

Fo=50 kN

EI EI

N =
" e to=Is

Fo= 50 kN ; m=2000kg ; E =210000 MPa ; =400 cm*; H=5m
En supposant que la structure est non amortie, établir I'expression de la réponse de la structure
x(t) pout t <t0 et pour t >t0 .

Solution
Masse : m = 2000kg

3EI 12EI 15EI

Rigidité : k = 7 + T

_ 3N
— k=100.810 41

Amortissement : & =0
Pulsation propre : @, =7.1rad A

1. Réponse de la structure pour #(z,

En absence d’amortissement, la réponse totale du portique est donnée par :

u(t)=Dcos(w,t- +Lk2sin wt
()= Dcos(w,t ~¢) 1_(0)%1] (1)

En utilisant la forme trigonométrique de la partie transitoire de la réponse :
F
0k
2
o/ )]

/"C

(1) = Aw, cos(w,t)— Bw, sin (@,t) + —~—~— wcos(wr)

(2]

u(t) = Aw, cos(w,t)— Bw, sin(w,t)+ wcos(ot)

F,
Le déplacement statique : 5., = 7‘) =0.496m

Stat

: o 2
La pulsation de la force d’excitation : on a T=2s= @ = 7” =3.14rad A
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a/ = 0.442
a)"l

Les coefficients A et B sont déterminés en utilisant les conditions initiales :

8
u(0)=0=8 i(0)=0= Ao, + —E— o

(%)

Finalement la réponse totale du portique a 1’excitation sinusoidale peut étre écrite comme :

Ce qui donne : A=-272210" et  B=0

u(t)=-272.2sin(7.1¢)+616sin (3.14¢ ) [mm)]
2. Réponse de la structure pour 7>¢, :
A TP’instant : ¢ =¢,.1a force de perturbation s’annule. Le protique continue a osciller a cause des

conditions initiales non nulles (déplacement et vitesse a 1’instant 7#=1s). Les vibrations
correspondent alors a un cas d’oscillations libres non amorties.

La réponse de la structure s’écrit alors :

2
_ v, — V _
u(t): X(f—i{_‘)] cos[a)nt —atan( ?X]] ; t=t—t,
a)n a)n' 0

X, =x(f =0)=x(t=1s)=-0.195m

Avec :

_ (7 _ ) _ _ m
Vy=%(7 =0)=x(r=1s)=-3.257"/
La réponse du portique peut étre écrit comme :

u(7)=500cos(7.17 —4.305)[mm]
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IV. Systéme forcé amorti sous charge harmonique

4.1. Formulation de I’équation de mouvement
F(t)—KD—Cii = mi mii+Cii+ Ku = F (t)
_du

. d*u
T d “=

dr’

F(t)=Fysin(a,t)
u=u,+u,

mii+cii+ku = Fysin(w,t) et C=2miw,

Donc I’équation du mouvement dynamique sera :

. —Cwnt+£ 1 x| (1- 4% )sin(w, t)— cos(a, t
u=(Acos(a)dt)+Bs1n(a)dt))e e (1—,82)2+(2§,b’)2 [(1 ,B) (@,t)—(2¢p)cos(a, )}

uh(t) Solution

homogéne
(o) H

vibration
libre

Solution
\ /\ \ /\ (t) particuliére
(5)
\ 1bratl0n
forcée

u(t) = up(t) +up(t)
\ I %lutinn générale
le)

I\
\ wbratlon
\ totale
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Comme d’habitude, on peut trouver les constantes A et B en remplagant 1’équation totale du
mouvement par les conditions initiales. Cependant, on a constaté précédemment (et d’apres la
figure) que la solution homogeéne est une partie transitoire (diminue avec le temps) due a
I’existence de I’amortissement dans le systéme dynamique. Donc on peut négliger cette partie

de mouvement et la forme de I’équation dynamique se limite a la solution permanente Up.

) ! — p%)sin(w, t)— cos(w,
up_K (1—,32)2+(2§,B)2 |:(1 ﬂ) ( ext) (24’ﬁ) ( ext):i

Apres simplification on aura :

u=-2 ! sin (@, —0)

Kl J0-p) +(2c8y

D= ! =Y

-5 + (26 2

Le parametre D facteur d’amplification dynamique noté en génie parasismique, réponse

spectrale. Ce parameétre est responsable de la conversion du probléme dynamique en statique.
4.2. Déformation maximale et décalage de phase
La déformation en régime permanent du systtme due a la force harmonique, décrite
précédemment est de la forme suivante :

u=(uy,),R,sin(w,t-0)

avee

0=¢p=tan" 2P

(1-£)

1

D= Rd =
J-p) +(2cpy

L'équation u(t) est tracée sur la figure suivante pour trois valeurs de w/mn et une valeur fixe de
£ =0,20. Les valeurs de Rq et ¢ calculées a partir des équations ci-dessus sont identifiées. La
déformation statique 4 (1) = % sinwt  due a p(t), qui varie dans le temps comme la force
appliquée, a la constante k prés. On voit que le mouvement en régime permanent se produit a
la période de forcage T = 2n/w, mais avec un décalage temporel = ¢/27 ; ¢ est appelé angle de

phase ou déphasage.
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3 = (a) o/ w, =05
" Dynamique : u(t) / (1),
- R; =129 Statique : u (1) / (ug),

31/~ B
E A i
% \! p A\ ~ A\ Y

il ¢/2r = 0.041 r

24

3-

3 - b)yw/w,=1 i =2.5

ﬂ\ 7Q
w\/ XY

u(t) / (ugy),

3
= cwn/w,=2
2_
;f ] /—\\ /—"'\ R;=0.32 /—\\
EO - 4__/5\/‘—1-\4__/3‘/#_\‘“
: % A . /7 X
14 S L T b
I® | 021 =0.46
2
-3
[ T I T T 1
0 1 2 3
ol
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“n / (“.\l)n

'Rd=

angle de déphasage ¢

Rapport des fréquences ®/ m,

La figure montre la courbe D en fonction de B pour les structures avec £ =0, 0,1, 0,2, 0,5 et 1
L'amortissement réduit D, et donc l'amplitude de déformation a toutes les fréquences
d'excitation.

Remarque importantes:

CAS 1: lorsque B tend vers zéro, D -->1
* l'amplitude de déplacement dynamique est a peu pres la méme que celle statique.
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En d'autres termes, si la fréquence de force est trés inférieure a la fréquence propre de
la structure, les effets dynamiques sont négligeables.
Le déplacement est controlé par la rigidité de la structure, avec peu d'effet de masse et

d'amortissement, nous appelons donc cette plage (f --> 0) comme plage « pseudo-

statique ». p=uy = Po

k

CAS 2: A l'autre extréme, lorsque g >>>1,D --> 0

Si la fréquence de force est trés supérieure a la fréquence propre de la structure , le
st

Ho_

ﬂZ

Dans cet extréme, la force d'inertie domine. Nous appelons donc cette plage "plage

déplacement tend vers zéro.  u, =

inertielle".

Ce résultat implique que la réponse est controlée par la masse du systéme.

CAS 3: lorsque =1, D --> pic

On remarque que I'amortissement ne permet pas le déplacement infini,
le déplacement peut étre trés important lorsque le taux d'amortissement est faible.

. , : : 1
une petite force peut produire une trés grande réponse. D =—

2¢
Ce résultat implique que la réponse est controlée par I'amortissement du systéme. Le
facteur d'amplification dynamique est inversement proportionnel a I'amortissement.
Dans cette gamme, la force d'amortissement joue un role trés crucial. Nous appelons

donc cette gamme « gamme de résonance ».

L'angle de phase ¢, qui définit le temps de retard de la réponse par rapport a la force, varie avec

o/m, comme le montre la figure ci-dessus. Il est ensuite examiné pour les trois mémes régions

de I'échelle de fréquence d'excitation :

1. Si /on < 1 (c'est-a-dire que la force « varie lentement »), @ est proche de 0 et le

déplacement est essentiellement en phase avec la force appliquée, comme sur la Fig. a.

Lorsque la force agit vers la droite, le systéme serait également déplacé vers la droite.

2. Si o/mn D 1 (c'est-a-dire que la force « varie rapidement »), ¢ est proche de 180° et le

déplacement est essentiellement de phase opposée par rapport a la force appliquée, comme

sur la Fig. c. Lorsque la force agit vers la droite, le systéme se déplacerait vers la gauche.

3. Si o/on =1 (c'est-a-dire que la fréquence de forgage est égale a la fréquence naturelle),

¢=90° pour toutes les valeurs de (, et le déplacement atteint ses pics lorsque la force passe

par zéro, comme dans la Fig. b.
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4.3. Phénomeéne de résonance

Pour mieux comprendre la nature de la réponse résonnante, considérons la solution générale u

ap=1:

1 s
—pSot — & N P -
ut) =e pn cos(wt — 6By) + 2 (2 f) sin (wt 2)

On note :
sin(wt — %) = —cos(wt)
Supposons que la structure n'ait initialement aucun mouvement, c'est-a-dire uo = 0 et vo = 0.

Avec ces conditions initiales spécifiées, p; et 8, peuvent étre déterminés et nous obtenons

finalement

u(t) = % %’ (e‘f wt [cos(wD t) + sin(wp t)‘ - cos(wt))

s
J1-¢2
Pour les systémes amortis, I'amortissement abaisse chaque pic et limite la réponse a la valeur

- (Ust)o
0o =

bornée : 2L

20
courbe enveloppe lelte des amplitudes permanates

10 1728

/\\/\7\/\]\7\7\/\/\
A AVAVAVAVAVAVA

-10 1728

u(n / (ugy),

-20 -

ot i 3

Pour les systémes légerement amortis,

1
u(t) ~ (ust)oz(e*“’”r — 1) cos w,t

envelope function
e [a déformation varie avec le temps selon une fonction cosinus, son amplitude augmentant
avec le temps selon la fonction enveloppe représentée en pointillés sur la figure.
e ['amplitude de la déformation en régime permanent d'un systéme en une force harmonique
avec = oy et la vitesse a laquelle le régime permanent est atteint sont fortement influencées

par I'amortissement.
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L'influence importante du taux d'amortissement sur I'amplitude est visible sur la figure suivante,

ou I'équation précédente est tracée pour trois rapports d'amortissement : { = 0,01, 0,05 et 0,1.

30 4

0 £ =001
. 10 A £=0.05
= =0.1
o VAVA A A A A A Q :
IR AR

-20 +

-30 B

0 2 4 6 8 10

1T,
Pour étudier comment la réponse s'accumule jusqu'a 1'état d'équilibre, nous examinons le pic u;
apres j cycles de vibration. Une relation entre u; et j peut étre écrite en substituant t = jT, dans

I'Eq. (3.2.8), en fixant cos wnt = 1, et en utilisant I'Eq. (3.2.7) pour obtenir

l =

oo o e —0 o o e 9
P e——"
,/of”"*-
0.8 —
= 0.6
—
04/
0.2
0% T T T T 1
0 10 20 30 40 50

J = nombre des cycles

Plus I'amortissement est faible, plus le nombre de cycles nécessaires pour atteindre un certain
pourcentage de u,, I'amplitude en régime permanent, est important. Par exemple, le nombre de
cycles requis pour atteindre 95 % de u, est de 48 pour { = 0,01, 24 pour { = 0,02, 10 pour
£=0,05, 5 pour {=0,10 et 2 pour { = 0,20. Donc :

e Pour les systémes fortement amortis, il ne faut que quelques cycles pour atteindre le pic.

e Pour les systémes faiblement amortis, un grand nombre de cycles peut étre nécessaire pour
atteindre le pic.
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4.4. Facteurs de réponse dynamique

4.4.1. Réponse en déplacement

sans amortissement

D= avec amortissement

-5 +(2¢8)

Nous avons appris que I'état de résonance se produit lorsque le rapport (B) est €égal a 1, et donc:

D=——=o sans amortissement

D=—km——ooo=— avec amortissement

f

sans amortissement avec amortissement

Et nous avons appris que le taux d’amortissement dans les constructions civiles varie entre (0.5
% a 20 %), et nous pouvons donc calculer la valeur minimale et maximale du facteur

d’amplification dynamique comme suit:

é:min = 0005 Dmax = ; =
2x0.005
fmax = 020 Dmin = 1 = 25
2x0.2

Pour vous donner quelques idées sur cette « amplification de résonance »,

* ¢ des structures en acier ~ 0,01, D = 1/(2 x 0,01) = 50

* ¢ des structures en béton = 0,05, D = 1/(2 x 0,05) =10

* & des tours (300 m a 400 m de hauteur), ponts a longue portée (300 m de portée supérieure) ~

0,005, D =100
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C'est-a-dire que si le phénomene de résonance se produit, la force dynamique sera comprise
entre (2,5 a 100) fois la force statique, ce qui nous fait sentir I'importance d'étudier les structures

de maniére dynamique.

4.4.2. Réponse en vitesse
Dans cette section, nous introduisons des facteurs de réponse de déformation (ou de
déplacement), de vitesse et d'accélération qui sont sans dimension et définissent I'amplitude de

ces trois grandeurs de réponse. Le déplacement en régime permanent est répété par commodité

u=(u,),R,sin(w,r—0)ou Zy =R, sin(w,1—-0):
k
u=(uy,),R,sin(w,r-0) ou u() =R, sin(w,t—6)
"
ou le facteur de réponse de déformation Ry est le rapport de I'amplitude u, de la déformation
dynamique (ou vibratoire) a la déformation statique (us)o. En différenciant les deux c6tés, une
relation peut étre développée entre le facteur de réponse de vitesse, Ry et Rq4, qui est donnée ci-
dessous.
R, = PR,
4.4.3. Réponse en accélération
De méme, une autre relation peut également étre développée entre facteurs de réponse a
l'accélération, Ra et Rd , qui est donné ci-dessous.
R,=p ZRd = PR,
Les facteurs de réponse dynamique Rq , Ry et R, sont tracés en fonction de w/mn dans la figure
ci-dessous. Les courbes de Ry et Ra sont nouvelles, mais celle de Rq est la méme que celle de la
figure précédente. Le facteur de réponse de la déformation Rq est égal a l'unité a w/m, = 0, son
pic a /o, < 1 et s'approche de zéro lorsque w/w, — 0. Le facteur de réponse en vitesse Ry est
nul a2 /o, = 0, le pic & /o, = 1, et se rapproche de zéro lorsque w/wn — 0. Le facteur de
réponse d'accélération R, est nul a ®/w, = 0, max a ®/w, > 1 et s'approche de l'unité lorsque

/@y — 0. Pour { > 1/2 aucun pic ne se produit pour Ry et R.
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5
I {=001
4r 0.1
3.
R | (a)
0.2
2.
I 0.7
l _\
0 b :
R, (b)
5
| {=001
4 0.1
3t
L 9]
R“ : 0. (c)
“r 0.7
l .——_-_——— —
=
o= |
0 n 2 . . :

‘e

0 l 2
o/ w,

4.5. Fréquences de résonance

Une fréquence de résonance est définie comme la fréquence forcée a laquelle se produit la plus
grande amplitude de réponse. La figure ci-dessus montre que les pics des courbes de réponse
en fréquence pour le déplacement, la vitesse et I'accélération se produisent a des fréquences
légerement différentes. Ces fréquences de résonance peuvent €tre déterminées en mettant a zéro

la dérivée premiére de Rq, Ry et R, par rapport & @/, ; pour { < 1/42 ils sont :
Fréquence de résonance de déplacement : @, /1 —2&2

Fréquence de résonance de vitesse : @

Fréquence de résonance d'accélération : on + @, /1—2&>

Pour un systéme non-amorti les trois fréquences de résonance sont identiques et égales a la

fréquence propre ®n du systeme. Normalement, les fréquences de résonance d'un systéme
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amorti devraient étre a sa fréquence naturelle w, = @, \/1— & , mais cela ne se produit pas ; la

différence est cependant minime. Pour le degré d'amortissement habituellement incorporé dans
les structures, typiquement bien inférieur a 20 %, les différences entre les trois fréquences de
résonance et la fréquence propre sont faibles. Les trois facteurs de réponse dynamique a leurs
fréquences de résonance respectives sont
1 1 1
R, = R R

Coefi-g Y “2efi-2

4.6. Evaluation de I'amortissement 2 partir de la courbe de résonance

* Une facon de déterminer expérimentalement I'amortissement "c" est la décroissance des
vibrations libres (décrément logarithmique).

* Une autre fagon d'estimer I'amortissement "c" consiste a utiliser la courbe de réponse en
fréquence.

La courbe de réponse en fréquence est un tracé de 1'amplitude d'une quantité de réponse par
rapport a la fréquence d'excitation.

Si wa et oy sont les fréquences de forgage de part et d'autre de la fréquence de résonance a

laquelle I'amplitude u, est 1/72 fois I'amplitude de résonance, alors pour un petit {

Resonant amplitude

Deformation response factor Ry

2{ = Half-power bandwidth

P

(1/42) Resonant amplitude

Frequency ratio @/ @,
Equation de Rq et 1/72 fois I'amplitude de résonance de Ry, par définition, les fréquences de

forcage wa et wy vérifient la condition
1 1 1
\/[1 f(m/w,i)z]z+[2((m/a),i)]2 ‘/524'\! -2

Inverser les deux cotés, les mettre au carré et réorganiser les termes donnent
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4 2
(3) —2(1 - 2% (3) +1-8721-¢H=0
Wp p

L'équation (b) est une équation quadratique en (®/wxs)* dont les racines sont

2
(ﬂ) = (-2t +2c/1-¢2

n

ou le signe positif donne la plus grande racine wy et le signe négatif correspond a la plus petite
racine m,.
Pour les petits rapports d'amortissement représentatifs des structures pratiques, les deux termes

contenant (? peuvent €tre supprimés et

Lo~ 14202

wy
En ne prenant que le premier terme du développement en série de Taylor du coté droit, on

obtient

w
— =~14+¢

wWp

En soustrayant la plus petite racine de la plus grande, on obtient

wp — Wy

~2¢

Wp

4.7. Applications

Exercice 1

On a I'amplitude de transition u, d'un systéme a un degré de ;1_\ D(1)=py sin(o)
libert¢ soumis a une force harmonique pour deux W, -
fréquences d'excitation :

lorsque ® = wn , I'amplitude de déplacement est égale a u,= c k

12,7 cm

lorsque ® = 5w, 'amplitude de déplacement u,= 0,0508 cm 7% AT,

On demande d’estimer le taux d'amortissement du systéme.
Solution 1

1¢" cas

A a):a)n:>£:1:ﬁ:1 mais quand f=1=R, =—

n

R :Lju—ozijuoz(uﬂ)o:>12‘7X10—2:(ust)0
T (u), % 2 2
(),
= - (1
d 25.4x107 ()
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2¢™M€ cas
A w=50, = =5 = f=5 > R-— = R——
CU” - 25
1 1 u, u,
Rd:_:L=_3“0=M:>0.0508x10_2=( 2 )0
25 (u,), 25 25 25

= (usl )O =12.7x 10‘3m...(2)
En substituant la relation (2) dans (1), on obtient :

(u,), _ 12.7x10°

= — = =0.05 = =5%
d 25.4x107  25.4x107 ¢
Exercice 2
On considere le portique simple de la figure suivante. F(t) M I
Le portique est initialement au repos, x(0)=x(0)=0 - O
, quand une force F(t) est appliquée en téte de 1’un des
poteaux du portique. La force F(t) est de la forme
. Keog/2

suivante : F (1) =F,sin(r) ! Keo2
La réponse de la structure (figure ci-contre) est s s
enregistrée a partir du moment d’application de la force.
Fo= 600 kN
Keq = 8090 kN/m

. n 0 A AA—A

© I | AN | Il |

0 , l 1 I l

o [y \ 1

W | I\ | | B \

w0 | | \J | \/ | \ | \

o V[V VTV v Vv

ol

0 02 04 0.6 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
temps [s]

1. S’agit-il d’un systéme amorti ou non ? justifier votre réponse.
2. Déterminer approximativement la pulsation de la force d’excitation o.
3. Déterminer approximativement la valeur du facteur d’amplification Ra.
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Solution 2

1. Sur la figure on voit que I’amplitude de la réponse totale diminue aprés quelques cycles pour
se stabiliser. Cela est dii au fait que la solution homogéne disparait apres les quelques premieres
oscillations : le systéme est donc amorti.

2. Dans les oscillations forcées, la réponse totale se compose de deux sinusoides avec des
fréquences différentes : une a celle de la force perturbatrice (correspondant a la solution
particulieére) et ’autre a la fréquence propre de I’oscillateur (correspondant a la solution
homogeéne). Avec amortissement, la solution homogene disparait apres quelques oscillations.
Donc, pour déterminer la pulsation de la force d’excitation il faut essayer d’estimer sur la courbe
de la réponse de la structure la période des oscillations a amplitude constante.

Estimation : Durée pour 5 cycles = 2.74-1.53s
Donc : T=0.306= & = 2% = 20.53ad /
T s
Estimation : Durée pour 5 cycles =2.74-1.21=1.53s
Donc : T=0.306 = o = 2% = 20.53 rad/!
T s

3.Toujours en considérant la partie de la réponse correspondant aux oscillations a amplitude

constante.
X, =98mm
Avec:0, = % =0.0742m

star

Et le facteur d’amplification vaut : R, = Pomax % =1.32

star
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V. Systeme forcé sous charge générale

5.1. Les méthodes de résolution
Les forces dynamiques qui s’exercent sur les structures ne sont souvent connues que par des
mesures (s€éisme, pression du vent, etc.) et ne peuvent donc pas €tre exprimées par une fonction
mathématique.
Diverses méthodes peuvent étre utilisées pour trouver la réponse du systéme a une excitation
arbitraire comme suit :

— Représenter l'excitation par une intégrale de Fourier

— En utilisant la méthode intégrale de Duhamel

— En utilisant la méthode de transformation de Laplace

— D'abord en approchant F(t) par un modéle d'interpolation approprié et puis en utilisant

une procédure numérique

— En intégre numériquement les équations de mouvement.
Dans ce qui suit, nous allons utiliser la seconde méthode de Duhamel. Nous verrons que ce
concept nous aidera a obtenir la réponse a l'aide d'une intégrale qui peut étre résolue
analytiquement si la fonction de la force est simple. Cependant, si la fonction de la force est
compliquée, une procédure d'intégration numérique est nécessaire.
La méthode consiste a considérer la force comme une suite d’impulsions tres bréves. En
d’autres termes, la fonction de la force est décomposée en une série d’impulsions successives.
Une force impulsive est une force tres grande qui agit pendant un temps tres court. L impulsion
correspondante de ce type de charge est définie comme le produit de la force par le temps de sa

durée (l'aire sous la courbe) (F(t)-dr).
F(7)

A

drt

R}

T tT+dr t
Une force quelconque peut étre considérée comme une suite d’impulsions (F(t)-dt).
Nous devons étudier le chargement impulsif, car les structures réelles sont soumises a des
charges qui ne sont pas harmoniques comme nous l'avons étudi¢ auparavant. Nous allons
utiliser ce principe de la charge impulsive pour évaluer la réponse d’un systéme linéaire quand

il est au repos. Pour déterminer la réponse compléte, il suffit d’appliquer le principe de
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superposition et d’additionner les réponses dues aux impulsions successives, en prenant soin de

considérer les instants différents auxquels elles apparaissent.

impulsion 1 réponse impulsion 1
1
g 0
0
0 t 0 t
impulsion 2 réponse impulsion 2
4
0
0 t 0 t
impulsion T réponse impulsion T
] =
g 0
0
0 t 0 t
suite des impulsions réponse totale
] % /\
: m 0

o

0 t

0 t

5.2. Formulation de I’équation de mouvement sous charge impulsive

Tant que la force est appliquée dans un temps trés court, la force d’amortissement fp et la force

de rappel f; peuvent étre négligées (ku =k =0), ce qui veut dire qu’apres 1’impulsion, la

réponse de 1’oscillateur est connue par la solution des oscillations libres.

a g

Fit)

b)

(N

i\
.’-‘
i X -
/

i}

- . \ £

A

T+dt 2
T - WA
| == non amorti
| = = amorti

0
a !

o !

Partant de I’expression originale de la deuxieme loi de Newton qui stipule que le changement

de quantité de mouvement est €gal a la force nette appliquée sur la masse:

U:@:F@):m.‘%‘): u(t)= n(;)d
ZF=—d(Z'”) - F(r)=mdil(:) > di(r)=" ’f;)df
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ou F(t)dt est l'impulsion et du (Z') est la vitesse incrémentale. Cette vitesse incrémentale peut
étre considérée comme une vitesse initiale de la masse a l'instant 7.

5.3. Intégrale de Duhamel pour un systéme non-amortie

On sait que I’équation du mouvement s’écrit : mii+ku =0

u(t):u(O)cos(a)nt)+@sin(a)nt) Si u0)=0 => u(t):@sin(a)nt)

n n
Considérons maintenant cette impulsion F(t)dt agissant sur la structure représentée par

l'oscillateur non-amorti. Au temps 1, I'oscillateur subira un changement de vitesse donné par

1'équation du (T) . Ce changement de vitesse est ensuite introduit dans 1'équation de réponse en

déplacement d’un systéme 1DDL libre non-amorti comme une vitesse initiale v0 ainsi que le
déplacement initial up = 0 au temps 1 produisant un déplacement du(t) a un temps ultérieur t

donné par :

du(t)= %sinwn (1-7)

La fonction de chargement peut alors étre considérée comme une série d'impulsions courtes a
des instants incrémentiels successifs dt, chacune produisant sa propre réponse différentielle a
l'instant t de la forme donnée par I'Eq. (4.2).
Par conséquent, nous concluons que le déplacement total a 1'instant t di a I'action continue de
la force F(t) est donné par la somme ou 1'intégrale des déplacements différentiels du(t) de
l'instant t = 0 & temps t, c'est-a-dire

u(t)= Lf F(r)sinw,(t—7)dr

ma,_ o

L'intégrale dans cette équation est connue sous le nom d'intégrale de Duhamel. L'équation ci-
dessus représente le déplacement total produit par la force d'excitation F(t) agissant sur
l'oscillateur non-amorti ; elle comprend a la fois les composantes stationnaire et transitoire du
mouvement correspondant aux conditions initiales nulles, u0 = 0 et v0 = 0. Si la fonction F(t)
ne peut pas étre exprimée analytiquement, cette intégrale peut toujours étre évaluée
approximativement par des méthodes numériques appropriées. Pour inclure l'effet du

déplacement initial u0 et de la vitesse initiale v0 au temps t = 0, il suffit d'ajouter a 1'Eq. (4.3)

la solution donnée par u(t)=u(0)cos(w,t)+ MSin(a)nt) pour les effets dus aux conditions
1)

initiales. Ainsi, le déplacement total d'un systéme a un seul degré de liberté non amorti avec

une charge arbitraire est donné par :
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u(r)= u(O)cos(a)nt)+%0)sin(a)nt)+$J" F(7)sinw, (t—7)dr

n n

(=]

5.2. Intégrale de Duhamel pour un systéme amortie
On sait que I’équation du mouvement s’écrit : mii+cti+ku =0

)| 10+ 0(0)

w

n

u(t)=e*""| u(0)cos(wyt

sin(@pt)

Si uw0)=0 => u(t)=e ﬂsin(a)Dz‘)
a)D

La réponse d'un systeme amorti exprimée par l'intégrale de Duhamel est obtenue de maniére
tout a fait équivalente a I'analyse non amortie. En remplagant les conditions aux limites dans
I’équation du mouvement d’un systéme libre amorti ci-dessus, on aura :
du(t)=e ) F(e)dr sin e, (1 —7)

mao,,
La sommation ou l'intégration de ces termes de réponse différentielle sur l'ensemble de
l'intervalle de chargement donne

u(t)= L_r F(z)e " sinw, (t-7)dr
ma;, o
Cette équation est la réponse d'un systéme amorti en fonction de l'intégrale de Duhamel.
5.4. Application
La structure schématisée ci-dessous est soumise a une excitation P(t) avec les conditions
initiales x(0) = 2cm et v(0) = lcm/s. Si la masse de la structure M = 1000kg, la rigidité
K = 1kN/cm et I'amortissement C = 0 Déterminer :
1- La pulsation, la fréquence et la période de cette structure.

2- Les déplacements a t = Isec, et t = 3sec en utilisant la méthode de l'intégrale de

Duhamel.

—
Prt) uft)
EURTe

K

= 4

=
ta

1 2 4

Solution

1. Détermination de la pulsation.la fréquence et la période de cette structure
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-2
_k_ 1107 mcy
m  1000.10°
f=2 =159
2
T:lzz—”zo.&ss
f o

2. le déplacementa r=1sec:0<t<2

u(t):u(O)cosa)t+wsina)t+ﬁfp(r)sina)(t—r)dr

)
u(t)=u(0)cos wr + ()sma)t
@
u(l)=200510*(1)+%sin10*(1)=—1.73cm
3. le déplacementa r =3sec:0<t<4

u(t):u(O)cosa)t+u(0) sina)t+Lip(r)sina)(t—r)dr

w ma, o
u(0 )
u(t)=u(0)coswrt + i))sma)t{posma)(t—r)dr
U(O) P -1 t
—u(0 P _
u(t)=u(0)coswt +——= ” s1na)t+ma)_ [cos (1 r)]2

u(t) :u(O)cosa)t+@sin a)t+%[1—cosa)(t—2):|

1
u(3)= 2cole*(5)+%sinlO*(3)+—[1—00510*(?—2)} =2.05cm
VI. Réponse au mouvement d’un support

Les systémes structuraux sont souvent excités par le mouvement de leur support. La réponse
d'une structure a l'excitation de support est dynamique méme si aucune charge dynamique
externe n'agit sur elle. Le mouvement sismique du sol représente un exemple typique
d'excitation du support des structures. Par conséquent, L'étude de la réponse des structures au
mouvement induit par les tremblements de terre est un sujet spécifique mais trés important de

la dynamique des structures.
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6.1. Excitation harmonique du support

Le mouvement harmonique de support est Amplitude

représenté par : % tgo /\ e
_ \
u, (1) =u,,sin(@t)=u,, sin(27zﬁ) 1 \_/
J=

T = I/f fréquence du support
Période

La méthode habituelle pour analyser le mouvement du systeme est de décomposer le
déplacement total, a savoir le déplacement par rapport & un référentiel fixe, uwi, en deux

composantes :

fo — ku
ou u(?) est le déplacement relatif du sommet de la colonne par rapport a sa base. La déformation
de la structure est causée par le déplacement relatif u(?). Par conséquent, la force élastique f;(2)
et la force d'amortissement fp(?) ne dépendent que de u(?) et ii(?), respectivement. Cependant, la
force d'inertie f;(2) dépend de 1'accélération totale ziw(?). Ainsi, nous aurons :
fi()=mii, (t) ,  fo(t)=ku(t) , f,(¢t)=cu(r)
Selon la loi de Newton, I'équilibre dynamique du systéme nécessite que :
i) + fs() + fo(t) =0
cela veut dire que :
mii,, +cu+ku=0
Donc, en se basant sur 1’équation de u/(?) on aura :

mii ++cu + ku =—miig
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Cette formule est une équation de mouvement forcé, ou la fonction d'excitation est -miiz. Dans
ce cas, la fonction d'excitation est appelée charge effective. Tant que 1’excitation du support est
une fonction harmonique simple, on peut noter :

d?u(t)

LU 2 /) g sinenf

Peff (t) = —m

d?u() du (o)
+c
dt? dt

+hu() =Pypr(t) =m (2 nf_)z Ugo sin(2mft)

u (t)h

, : \/ Time
Ug(t) ,

Au stade stable :

u(t) = Rug, sin(2eft — ¢)
¢ = déphasage

R = Facteur d'amplification dynamique (fonction du rapport de fréquence et du rapport

b
-0 et

Pour R = 1, la structure aura la méme amplitude de mouvement que le mouvement du sol.

d'amortissement)

R =

La méme secousse du sol n'est pas ¢galement nocive pour toutes les structures, car elles

auront des fréquences naturelles différentes et, par conséquent, réagiront différemment.
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* En (a), la structure est en phase

avec les mouvements du support,

mais de faible amplitude.

* En (b), la réponse de la structure est

décalée d'un quart de cycle aux
mouvements du support. On voit une

grande réponse dynamique due a

I'effet de "résonnance"

* En (c), la masse de la structure reste wﬂm mﬁm mjj»m
au méme endroit en raison de la force I I 4 Z I
d'inertie €levée, tandis que le support Ej : E j

tremble. La réponse structurelle et les (a) (b) (c)

mouvements du support sont

complétement déphasés.
6.2. Excitation sismique du support
Le mouvement sismique du sol représente un exemple typique d'excitation de support des
structures. On peut prendre le méme principe précédent d’excitation harmonique du support :

mii ++cu+ku = —miig

Ou la force effective est : ﬁ(t) =—mi, (t)

Nous observons que l'influence du mouvement du sol sur la structure ne dépend pas directement
du déplacement du sol ue(?), mais de son accélération iig(?). Ainsi, la réponse dynamique de la
structure due au mouvement du sol peut étre étudiée si l'accélérogramme du mouvement
sismique est connu, c'est-a-dire s'il existe un enregistrement de la fonction ig(?) lors du séisme
(voir figure).
L'équation précédente peut aussi s'écrire :

mii + 2mw€i + ku = —miiy(t)

i+ 28wt + wru = —ii,(t)

Ou:
Apparemment, cette équation indique que la déformation du systéme due a une accélération du

sol donnée ii,(?) ne dépend que de la fréquence propre w,, donc de la période propre T, et du

taux d'amortissement &, c'est-a-dire u = u(t,T ,f). Par conséquent, deux systemes ayant la

méme période propre T et le méme taux d'amortissement & subiront le méme déplacement u(z)
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sous le méme mouvement du sol, malgré le fait que les deux systémes peuvent avoir des masses

différentes ou des rigidités différentes.

Le signe négatif de la charge effective p(¢)=-mii,(¢) n'affecte que la direction du

déplacement et non pas son amplitude. En pratique, cela a peu d'importance dans la mesure ou
l'ingénieur s'intéresse généralement a la valeur absolue maximale de u(?). Par conséquent, le
signe peut étre omis dans ce cas. Cette hypothese permet d'écrire 'intégrale de Duhamel sous
la forme :
_ 1 J’ (P \eEn) g
u(t)=—1, ii,(z)e sinw, (t—7)dr
@p, "o
Pour un mouvement du sol donné et un taux d'amortissement fixé, on peut évaluer la plus grande

valeur absolue de la fonction u(z).

VII. Spectre de réponse

Le graphique montrant la variation de la réponse maximale (déplacement maximal, vitesse,
accélération ou toute autre quantité) avec la fréquence naturelle (ou période naturelle) et un
amortissement fix d'un systéme a un seul degré de liberté¢ pour une fonction de force spécifié¢e
est connu sous le nom de spectre de réponse. Etant donné que la réponse maximale est tracée
par rapport a la fréquence naturelle (ou période naturelle), le spectre de réponse donne la
réponse maximale de tous les systémes a un degré de liberté possible. Le spectre de réponse est
largement utilisé dans la conception parasismique. Une fois que le spectre de réponse
correspondant a une fonction de force spécifiée est disponible, nous avons besoin de connaitre
uniquement la fréquence naturelle du systéme pour trouver sa réponse maximale.

Une fois la réponse de ’oscillateur déterminée, I’effort élastique dans le systéme s’obtient

simplement par :
So(t)= hut)
L'expression de la raideur k en fonction de la masse de ’oscillateur et de sa pulsation propre

permet d’écrire sous la forme :
f. =ma’u(t)=mA(t)
ou A(t) représente une accélération, appelée pseudo-accélération de ’oscillateur, a ne pas

confondre avec son accélération. Sous la forme (4.10), on reconnait que 1’effort est donné par

le produit de la masse par une accélération. La pseudo-accélération A(t) de I’oscillateur est peu
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différente en valeur absolue de ’accélération absolue de la masse ; la différence provient des

forces d’amortissement. Réécrivant I’équation (4.5) sous la forme :

(iig +z'i) =—w'u—2mi
on reconnait I’accélération absolue (iig + i) de la masse et sa pseudo-accélération w?u. Ces deux
grandeurs ne sont égales, et de signe opposé, que lorsque le pourcentage d’amortissement
critique est nul.

De fagon équivalente, on peut définir une pseudo-vitesse relative de la masse V(t), donnée par :
V(1) =out)

Cette vitesse différe également de la vitesse relative de la masse, comme le montre la relation

(4.5) réécrite sous la forme :

Les pseudo-vitesse et pseudo-accélération sont reliées au déplacement relatif de la masse

par : A=V =o'u

Une fois que l'historique de réponse a la déformation u(t) a ét¢ évalué par une analyse
dynamique de la structure (c'est-a-dire en résolvant l'équation du mouvement), les forces de
1'¢1ément (moments fléchissants, cisaillements et forces axiales) et les contraintes nécessaires a
la conception de la structure peuvent étre déterminées par une analyse statique de la structure a
chaque instant dans le temps (c'est-a-dire qu'aucune analyse dynamique supplémentaire n'est
nécessaire). Cette analyse statique d'une ossature linéairement élastique a un étage peut étre
visualisée en introduisant l'approche de la force statique équivalente.

A tout instant t cette force f; est la force externe statique (appliquée lentement) qui produira la

déformation u déterminée par I’analyse dynamique. Donc :
fs(t) = ku(r)
> f5(1)

h

/A

\__P/Mh(r)

ou k est la rigidité latérale de la structure. Alternativement, fs peut étre interprété comme la
force externe qui produira la méme déformation u dans la composante de rigidité de la structure

[c'est-a-dire le systéme sans masse ni amortissement (Fig. b)] que celle déterminée par l'analyse
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dynamique de la structure [c'est-a-dire le systéme avec masse, rigidité et amortissement (Fig.
a)]. Les forces ou contraintes des éléments peuvent étre déterminées a chaque instant par

analyse statique de la structure soumise a la force f; déterminée a partir de ci-dessus.

pu) Is n /]

————————— - ————@-—-—-—-
| I
= - —— [ -

| [

D¢ placement Déplacement I Vitesse I Accélération

Vitesse
Accélération
(a) (b) (c) (d)

En particulier, le cisaillement a la base Vb(t) et le moment de renversement a la base Mb(t)
sont :

Vip(t) = fs(t) My(t) = hfs(t)
ou h est la hauteur de la masse au-dessus de la base. On pose I'équation précédente de f; dans
ces équations pour obtenir

Vi(t) = mA(r) Mp(ty = hV,(t)
7.1. Concept du spectre de réponse
Un tracé de la valeur pic d'une quantité de réponse en fonction de la période de vibration
naturelle T, du systéme, ou d'un parametre relié¢ tel que la fréquence circulaire w, ou la
fréquence cyclique f, est appelé le spectre de réponse pour cette quantité. Chacun de ces tracés
concerne des systemes 1DDL ayant un taux d'amortissement { fix, et plusieurs de ces tracés
pour différentes valeurs de { sont inclus pour couvrir la plage de valeurs d'amortissement
rencontrées dans les structures réelles.
Que la réponse maximale soit tracée par rapport a f, ou T, est une question de préférence
personnelle. Nous avons choisi cette derniére parce que les ingénieurs préferent utiliser la
période naturelle plutot que la fréquence naturelle car la période de vibration est un concept
plus familier et intuitivement attirant.
Une variété de spectres de réponse peut étre définie en fonction de la quantité de réponse qui

est tracée. Considérez les réponses maximales suivantes :
uy (T, )= mtax‘u (tT,8)
iy (T,.4) = mtax‘a (tT,<)

ity (T,.¢') = max

it (11,4
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Le spectre de réponse en déformation est un tracé de u, en fonction de Tn pour { fixe. Un
graphique similaire pour ¢’ est le spectre de réponse de vitesse relative, et pour iy’ est le spectre
de réponse d'accélération.

7.2. Spectre de réponse en déformation

)/ g

0 10 20 30
Temps, sec

(b)

2% 1 "2.67in
-10~
104

0

L - -~
.10} 597 in 2

Déformation u, n

597

-~ .10+ 7.47 in
0 10 20 30 0 1 2

Temps, sec T, sec

7.3. Spectre de réponse en pseudo-vitesse
Considérons une quantité V pour un systtme 1DDL de fréquence propre on liée a sa
déformation maximale D = uo due au mouvement du sol sismique :

2

V=w,D= D

n
La quantit¢ V a des unités de vitesse. Elle est lice a la valeur maximale de I'énergie de

déformation ESo stockée dans le systéme pendant le tremblement de terre par I'équation

Cette relation peut étre dérivée de la définition de 1'énergie de déformation et en utilisant

I'équation de V comme suit :

kuﬁ kD? k(‘#’/wu)j mV?
ES” — —_—— _
2 2 2 2

7.4. Spectre de réponse en pseudo-accélération
Considérons une quantit¢ A pour un systétme SDF de fréquence naturelle w, liée a sa

déformation maximale D =u, due au mouvement du sol sismique :

2 27\?
A - (UHD - (T) D
n
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La quantité A a des unités d'accélération et est liée a la valeur maximale du cisaillement de base
Vbo (ou a la valeur maximale de la force statique équivalente fso)

20

I5¢

D, in.
=
747

(a)

5.97

LN
2.67

.
(=}
33.7

V. in./sec

(b)

(c)

20 - I\
I
I
5 10F ! 1
o F |
@ L i
= r |
..—: 5 | -
= L I
%
2 I b
I
1) F ]
L | ]
0.5 : R
I
I
I
0.2 e ! ;
0.02 005 0.1 02 0.5 1 2 5 10 20 50
Ty, sec

Spectre de réponse combiné D — V — A pour le mouvement du sol d'El Centro ; { =2 %.
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Pseudo-vitesse V, in/sec

02 1 L AAA AL

0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50

Période naturelle de vibration T, sec

Spectre de réponse combiné D — V — A pour le mouvement du sol d'El Centro ; =0, 2, 5, 10 et 20 %.

La méthode du spectre de réponse est privilégiée par la communauté des ingénieurs

parasismiques en raison de :

I1 fournit une technique pour effectuer une analyse de charge latérale statique équivalente.
I1 permet une compréhension claire des contributions des différents modes de vibration.

I1 offre une méthode simplifiée pour trouver les forces de calcul pour les éléments
structuraux en cas de tremblement de terre.

il est également utile pour I'évaluation approximative de la fiabilité sismique des structures.
Le concept de forces latérales équivalentes pour les tremblements de terre est un concept
unique car il convertit une analyse dynamique en partie en analyse dynamique et en partie
en analyse statique pour trouver les contraintes maximales.

Pour la conception sismique, ces contraintes maximales sont intéressantes, et non I'histoire
temporelle de la contrainte.

La force latérale équivalente pour un tremblement de terre est définie comme un ensemble
de forces latérales qui produiront la méme réponse maximale que celle obtenue par

I'analyse dynamique des structures.

L'équivalence est restreinte a un seul mode de vibration.
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La méthode d'analyse du spectre de réponse est développée en utilisant les étapes

suivantes :

1. Une analyse modale de la structure est effectuée pour obtenir des formes de mode, des
fréquences et des facteurs de participation modale.

2. En utilisant le spectre de réponse d'accélération, une charge statique équivalente est dérivée
qui fournira la méme réponse maximale que celle obtenue dans chaque mode de vibration.

3. Les réponses modales maximales sont combinées pour trouver la réponse maximale totale
de la structure.

» La premicre étape est I'analyse dynamique tandis que la deuxiéme étape est une analyse
statique.

» Les deux premiéres étapes n'ont pas d'approximations, tandis que la troisi¢éme étape a
quelques approximations.

» En conséquence, I'analyse du spectre de réponse est appelée une analyse approximative :
mais les applications montrent qu'elle fournit principalement une bonne estimation des
réponses maximales.

» La méthode est développée pour I'excitation a un seul point et a un seul composant pour les
systémes linéaires amortis de maniére classique. Cependant, avec des approximations
supplémentaires, il a été étendu pour les excitations multipoints multi-composantes et pour

les systémes non amortis de manicere classique.

Application

Exercice 1

. . W=32.33 kN
La figure ci-contre montre qu’une colonne verticale de longueur

3,5 m supporte un poids de 32,33 kN fixé au sommet. La colonne 1

est un tube métallique régulier d'un diameétre nominal de 10 cm. Les - -- -
propriétés de la section sont les suivantes : diamétre extérieur
d2=11,5 cm, diamétre intérieur d1=10 cm, épaisseur t=0,75 cm,
moment d’inertie de la section I=367,67cm?, le module d'élasticité
E=200 GPa et le poids d'une unité de longueur 157 N/m

35m

Supposons que { = 2%, déterminer la déformation maximale et la contrainte de flexion du tube
résultant du mouvement du sol causé par le tremblement de terre d'El Centro (voir figure ci-
dessus).
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20

D, in.

Ty, s€C

Spectres de réponse ({ = 0,02) pour le mouvement du sol El Centro

Solution 1

La rigidité latérale k :

9 -8
k:%: 3><200><103x53;67.67><10 — 5145236 N/m

Masse : Le poids total du tube est de 157 x 3,5 = 549,5. Par conséquent, le poids du tube peut
étre négligé par rapport a W=32333 N. Poids centré en haut du tube

3
me V3233107 3295.62kg
g 9.81

La fréquence périodique est la vibration naturelle du systéme :

w, = k _ w:&%lrad/sec; ?:,:2—71-:2—”:1-59%(?
m  \ 3295.62 @, 3.951

A partir d'un graphique d'une réponse sismique a un El Centro pour un taux d'amortissement {
= 2%, on trouve que pour une période de vibration normale du systeme égale a Tn = 1,59 sec,

alors :
D=50in=5.0x2.54=12.7cm
4-02e=2 020
g
Le pic de déformation vaut donc : U, =D =127 cm
£ = A —020x32.33x10° = 6466 N

La valeur maximale de la force statique équivalente est :

Couple de flexion maximal a la base du tube :
M, . =hf, =3.5x6466=22.631x10° N.m

base

M, . =22.631kN.m

base
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3233 kN f;o:6466 N Diagramme
de moment
—
I;; v v
« a a A B
/////////////// 22.‘631 kN.m
(a) (%) (d) (c) section transversale

La figure (d) montre un diagramme de moment.

Les points A et B de la figure (c) sont les fibres ou la contrainte de flexion maximale se
produit :

M.  22.631x10°x5.75x107

O e — =353.93x10° Pa =353.93 MPa
I 367.67x10

Exercice 2

Un pont en béton d'une longueur de 114 m est supporté par quatre supports : deux portiques de
poteaux et deux supports d'extrémité, comme indiqué dans la figure ci-dessous. La section
transversale de l'ensemble du plancher du pont (tablier) est de 11,44 m?. Le poids du pont peut
étre considéré comme €tant centré au niveau du tablier. Le poids volumique du béton est de 24
kN/m?. Le poids des deux portiques de support peut étre négligé. Chaque portique est constitué
de trois poteaux de longueur 8 m et de section circulaire ot Iy = I, = 0,1125 m* et on utilise le
module d'¢lasticité du béton E = 20 GPa.

tablier
g -
00
fondations
| i
k k
< (C) TN, <

Déterminer la valeur 1’effort tranchant a la base a chacune des six colonnes de support du pont
au moment ou la réponse maximale se produit sous l'influence du séisme Elcentro appliqué
dans la direction longitudinale du pont. Supposons que le taux d'amortissement est de 5 %.
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Période naturelle de vibration T, sec

Solution 2

Le poids total ainsi que la masse correspondante concentrée au niveau du plancher du pont :

3
= 24%3x38x11.44 = 31290.84 kN = m — 1 = S129988I0°_ 3166 6 10° kg
— g 9.81

Wt

La rigidit¢ longitudinale du pont est calculée en supposant que son plancher se déplace
rigidement. Chaque colonne se comporte comme un poteau encastré a ses deux cotés. Par
conséquent, la rigidité longitudinale résultant de chaque portique de poteaux est :

12T, 3y 12x20x10° x0.1125

. . =158.2x10° N/m
h 8

Koy = 3%
La rigidité longitudinale globale du pont issu de deux portiques de poteaux porteurs est donc :

k=2xk,, =2x158.2x10°=316.4x10° N/m

Donc, la période de vibration naturelle dans le sens longitudinal est :

31906055
T =2x ’E =27, [ >0~ 0.631sec
k 316.4x10

A partir de spectre de la réponse sismique ElCentro (ci-dessous) pour un taux d'amortissement
£ = 5%, on trouve que pour T, = 0,631 sec, alors :

A
u,=D=29in=29%x2.54=7366cm; A4=0.745g=—=0.745
g
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100 EAE A SFIFTT T N T 0 N I L T AN N
_ £ =0, 2, 5, 10, 20%. SE
50 - ]
L \ % 5
3 2 N\ _ N
= n
= ot A
Ny L

20 50

I, see

Tous les poteaux ont la méme rigidité et sont également soumis a la méme déformation.
Ainsi, la valeur de cisaillement de base sera la méme pour toutes les colonnes.

L’effort tranchant a la base de 1'un des poteaux est calculé de I'une des deux manicres
suivantes :

1- Premiére méthode :

A

La force statique totale appliquée au pont : Joo = E W =0.745x31299.84 =23318.38kN

L’effort tranchant a la base sous chaque poteau sera donc : V, =23318.38+6 =3886.4kN

2- Deuxiéme méthode :

Alternativement, le cisaillement de base au bas de chaque colonne peut étre calculé comme
suit :

316.41x10° P
V, =k u, =+x7.366x10 %107 =3884.46kN
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CHAPITRE III : Systémes a plusieurs degrés de libertés

1. Systéme a deux degrés de liberté
Un systeme réel comprend généralement plusieurs masses reliées entre elles par des éléments
de types ressort et amortisseur. L'étude d'un systéme a deux degrés de liberté (2DDL) est un cas
le plus simple avec lequel on peut montrer comment écrire et résoudre l'équation du

mouvement, trouver les fréquences et les formes de mode et interpréter les résultats.

Mo 0 - Sn=msiiy
f —~ P2 H T A
pa(1) I S N O

J?zzkz(uz'll 1) ~L

Dz:C:(i':'ill)

pl(t) ; \ ‘fbgzc-_h(l-lg-l:ll)
7—' ﬂzikz(u;—ul)
pi(®) - —H—ﬁlzmlﬁl i
- Ay
b ﬁl:klul <—L
Joi=ciit

1.1. Formulation de I’équation de mouvement

La masse 1:

ﬂnzzcz(ilz'b.h)
— 7 " Ss=ha(unmuy)

(D) - o
o Ay
) Sk, ‘—L
Joi=ciiny

myii, + ey, — ¢, (1, — iy )+ ke, —ky (u, —u, )= p, (£) =0
myii, + cpi, — ¢, (1, — iy )+ ke, —ky (u, —u, )= p, (£) =0
myii, + (¢, + ¢, )i, — ¢y, +(k, +ky )u, —kyu, = p, (¢)
=myii, + 0ti, + (¢, — ¢, )i, — ¢y, +(k, +k, )u, —kyu, = p, (¢)...(1)

La masse 2:
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< Jormails
paAl) 7~
- /

fﬂ:kg(u;—u 1)

Dzzcz(if:'l.il)

0

m,ii, + ¢, (a2 —zll)+k2 (u2 —ul)—p2 (t)

0

mytiy, + ¢, (1, =, )+ k, (uy —u, ) — p, (1)
Myl + Cytiy — Cythy + ki, —keyy = p, (1)
= Olii, + myii, — iy + ¢y, —kyu, +kyu, = p, (¢)...(2)
= myii, + o, + (¢, + ¢, )i, — ey, +(k, + &y )uy —kyuy = py (¢)...(1)

Les équations (1) et (2) sont interconnectées et sont donc dites couplées. Ils peuvent étre

exprimés sous forme matricielle comme

m, 0 ]]%, + (c1+¢,) —¢, || X + (K, +K,) —K,||x _ P () (3)
0 m,||X, -c, ¢, |1, -K, K, ||x, P, ()
Sous forme compacte Eq. (3) peut s'écrire
[m]{ii} +[e){a} + [K]{u) = {P®)} )
1.2. Matrices de masse, amortissement, et de rigidité
Par analogie, pour le cas général d’un systéme a plusieurs degrés de liberté, on aura :
mo 0 0 . B gt <« 0 . . 0 ktk, & 0 . . 0
sym | 0 m 0 0| sym| & &% 4 sym | % ki &
0 m 0 < ¢iq : 0 & kik :
(] - - e :
. 0 b ° . _Cn " " " _igi‘
10 0 m, 0 0 < ¢ 0 0o % K ]
i, A u F (f)
nx1 ty nx1 h nx1 2 nx1 E (r)
{o} {}= ()= o=y
i, i, u, E,(7)
L'équation (4) peut également étre réécrite comme
[mlii}+{/o} +{/) ={PO)} (5)
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Ou:

{fD}{fj;} =[c]{u}{f;1 J{} (6)

_ f&] _ _ Kl _Kl U
{ﬁ}—{fﬁ}—[K]{u}—[Kl K1+1<2Hu2} (7
Semblable au systeme 1DDL, I'équation de mouvement pour 2DDL est exprimée de maniére

générique comme suit :

mX + cx + K X = P(t) (8)
dans laquelle 7, ¢, K, sont sous forme matricielle
Dans 1'éq. (8), i1 - matrice de masse ; ¢ - matrice d'amortissement ; K - matrice de rigidité et

P - matrice de force et ¥, x,et X sont respectivement les vecteurs d'accélération, de vitesse et

de déplacement.

1.3. Vibration libre du systéme a deux degrés sans amortissement

Dans le cas d'une vibration libre, P =0 car aucune force dynamique n'est appliquée. Pour

un systéme sans amortissement, ¢ = 0 par conséquent, un systéme non amorti soumis a des

vibrations libres est régi par :
i + Kii = 0
1.4. Probléme des valeurs propres

Dans cette section, nous introduisons le probléme aux valeurs propres dont la solution donne
les fréquences propres et les modes d'un systéme. La vibration libre d'un systéme non amorti
dans I'un de ses modes de vibration naturels, illustrée graphiquement dans les Fig. 5.12 et 5.13

pour un systeme a deux degrés de liberté, peut étre exprimée mathématiquement comme

u(t)=q,O)e, )

ou gm est les coordonnées modales et ¢m la forme de déformée qui est invariante dans le temps.
Cependant, nous décrivons la variation temporelle des déplacements des masses par une

fonction harmonique simple comme :

q,t)=A4,cosm, t+B smnw,t (10)
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ou Am et B sont des constantes d'intégration. Ces constantes sont évaluées en appliquant les
conditions initiales qui contribuent au démarrage du mouvement vibratoire. Nous remplagons
maintenant Eq. (10) en Eq. (9) :

u(t)=¢,A, cosw, t+B sinw,t

" (In

Ou ®nm €t dm sont des inconnus

Maintenant en remplacant I’Eq. (11) pour obtenir:
2 _— f—
[—wnm me, +K¢qum(t)= 0 (12)

Nous savons que m = 1 fait référence a la premicre fréquence ma1 et au mode correspondant ¢1

(e
d ‘{@1}

et m = 2 fait référence a la deuxiéme fréquence wn2 et au mode correspondant ¢» qui est donné

[
= {¢}

Sous forme développée Eq. (12) peut s'écrire

2{’”1 0 :||:¢11 ¢12} |:K1 +K, -K, :||:¢11 ¢12}{%} {0}
o, ; - (13)
0 my| ¢, ¢ -K, K, 1 ¢»]49 0

il y a deux possibilités comme solutions a 1'équation. (13). Premiére qm(t) = 0. Cela signifie

qui est donné par

par

i(f)=0. Cela implique qu'il ne peut y avoir aucun mouvement du systéme. Cette solution est

triviale. Une autre possibilité est

~, g, +Kp, =0 (14)
De I'¢q. (14), on obtient

Ko, =0 mng, (15)

L'équation (15) fournit une condition utile. C'est une équation algébrique et s'appelle donc le
probléme des valeurs propres de la matrice. Ici, la matrice de rigidité et la matrice de masse

sont des quantités connues. Ainsi, le probléme se résume a la détermination du scalaire m,” et
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du vecteur ¢n. Nous pouvons maintenant réécrire I'Eq. (15) comme suit pour indiquer sa solution

formelle

Lf—a)nzﬁzj ®,=0 (16)

L'expression ci-dessus est un ensemble de m équations algébriques homogenes pour les m

¢éléments ¢im (i= 1, 2). La solution triviale de cet ensemble d'équations est ¢, = 0 . Cette solution

n'est pas acceptable car elle conduit a la condition qu'il ne peut y avoir de mouvement du

systeme. La solution non triviale de I'Eq. (16) est donné par
|I?—a)"2r7l| =0 (17)

L'équation (17) est un déterminant et est connue sous le nom d'équation caractéristique ou
d'équation de fréquence. Développement du déterminant dans 1'équation. (17) aboutit a un

polynéme d'ordre m en o>,
1.5. Application

Exercice 1

Il est demandé de formuler les équations de mouvement pour un portique a deux étages illustrés
dans la figure ci-dessous.

iy

El=
paA1) > D b o
El. EI.
2m £
=0
pi(f) 2 O b =
2EI. 2E].
== =

Solution 1
L’¢équation du mouvement pour ce systéme est mii +cii + ku = p(t)

en substituant ¢ = 0, nous obtenons 1’équation régissant le mouvement du systéme non amorti

mii+ku = p(t)

on remarque que la masse pour chaque étage est:  m=2m, m,=m

m 0 2m 0 20
m= = =m
o m 0 m 0 1
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12(2EI,) 48EI, 2(EL) 241

la rigidité de chaque étagé est : k =2x , k=2
: 8 Bl 3 w
ET ET
. o k+k, —k 205 T saE [ 4
donc la matrice de rigidité est : k= ' 2= h W | _ 2421
-k, K EI EI o101
- - —24? 24?

Finalement 1’équation dynamique du mouvement sera de la forme :

2 0f)i | 24E1| 3 —1|]u | |p(2)
oo a2 -

Notez que la matrice de rigidité n’est pas diagonale (non-diagonale), donc les deux équations
sont liées (Equations couplées). Par conséquent, ces deux équations doivent étre résolues 1'une
avec I’autre en méme temps (Simultanément).

Exercice 2

La figure ci-dessous montre un portique en porte-a-faux dont la rigidité en flexion de la poutre
ainsi que celle du poteau égale EI et les masses sont concentrées aux deux nceuds. En négligeant
les déformations axiales dans la poutre et le poteau :

1- Développer son équation de mouvement pour des vibrations non amorties.
2- Déterminer les fréquences propres pour chaque mode de vibration.

3- Déterminer les vecteurs propres pour chaque mode de vibration.

4- Dessiner les modes de vibration

Pour simplifier, le probléme on donne la matrice de rigidité du systéme est donnée comme suit :
8 3
K= 6E]
703 2

m
— r‘ ] = u
u| EI I 1
u

Solution 2

1- Equation de mouvement pour des vibrations non amorties

a- Matrice de masse

A noter que la masse associée a ii1=1 est 2m+m=3m puisque les deux masses subiront la
méme accélération car la poutre entre les deux masses ne subit pas de déformation axiale.
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Cn
30

m=m
0 1

b- Matrice de rigidité

Bien que la matrice de rigidité a été donnée, mais elle peut étre déterminée facilement a partir
de la matrice de flexiblité dont les coefficients de flexibilité f;; peuvent étre dérivés en utilisant
la méthode des coefficients d’influence comme suit :

F — |:.f|l f12 :|
le f22
Dessinons d'abord le diagramme du moment fléchissant dii & une force unitaire f; appliquée a
l'extrémité libre seule comme le montre la ci-dessous. Ce diagramme est appelé diagramme hj;.

Dessinez maintenant le diagramme du moment de flexion dii a une force unitaire f> appliquée a
l'extrémité libre seule.

L
(b) Ay, diagram (c) hyp diagram

Ce diagramme est appelé diagramme hi. Les coefficients d'influence peuvent étre calculés
comme suit :

— huhlldy_£
Ju -[ El 3EI
_ hnhlzd}’,Lg
T j EI 2EI

hohody _ L L _4r

fa=] EI  3EI EI 3EI

La matrice de flexibilité peut s'écrire comme suit :

7= o

La matrice de flexibilité est toujours une matrice symétrique. La matrice de rigidité est I'inverse
de la matrice de flexibilité, c'est-a-dire :

[K]=[F]"

Avec un petit calcul matériel on obtient I’inverse de la matrice [F] comme suit :

G

8 3
k= 6E1
7| -3 2

Ainsi, les équations de vibration libre pour le systéme non amorti sont :
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eSS SR

2- Calcul des fréquences propres pour chaque mode de vibration

A partir de I’équation de mouvement on aura :
G
,  G6EI|8-34, -3 o C, S| Tml 6EI
nm = 3 ’ A’H = . n = (l)” = a)n = 3 'n
| -3 2-4 C, G6EI TmlL

(8]

En substituant dans I’équation de fréquence, on obtient :
det[k—@m|=0 = 347-144,+7=0

Cette équation a deux solutions, classées de la plus petite a la plus grande :

2,=0.5695  1,=4.0972

On obtient les fréquences propres associées aux deux valeurs de A comme suit :

@ = 6L =0.6987 EI ®,=1.874 EI3
Tml’ -

"

3- Calcul des vecteurs propres pour chague mode de vibration

Déterminer les modes propres a partir de I’équation des valeurs propres

8-34, -3 (e 0
s n n | _
[k_a)nm:l(pﬁ =0 == |: =3 2_/1”}{@21!} - {0}

La premiere équation de I’ensemble d’équations précédent est :
8 3’{ )qoln 3@2)7 =

On va normaliser les modes pour que la valeur de I’élément correspondant au premier degré
de liberté soit égale a 1.

n=1= (8=34)p, -3¢, =0; 4,=05695 ¢,=1 = @, =2.097
n=2= (8-31)¢,-30,=0; 1,=40972, @,=1 = ¢@,=-143

_ Py _ 1 P 1
* @, |2.097 - P, ) |-143

4- Dessin des modes de vibrations
A partir des valeurs des vecteurs propres, on peut dessiner les modes propres comme suit :

Donc :
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Annexe A

I.  Systéme libre non-amorti
Si nous avons un corps de masse (m) qui se déplace a une distance (u) du point
d'équilibre (O), Il générera une force de grandeur (ku) pour résister au mouvement

provoqué par la force d'inertie (m i)

L’équation du systéme dynamique est : —Ku =mii
.. d’
mii+ku =0.0 avec i = ?
dt
.. ) . . . K
En divisant I’équation précédente sur la masse on aura : Uu+—u=0

m
La solution de I’équation différentielle est de forme :
u=Be"" +B,e""

La conversion mathématique de la forme imaginaire vers la forme réelle peut se faire

via la relation d'Euler suivantes :

(+ie,t)

o) :cos(a),,t)—isin(a)nf) e :cos(a)nt)+isin(a)nt)

En remplagant la relation d'Euler dans I’équation, on obtient:

u =B, (cos(w,t)+isin(w,t))+ B, (cos(a,t)-isin(w,t))
u =B, cos(w,t)+iB,sin(w,t)+ B, cos(w,t)—iB, sin(w,t)

u=(B +B,)cos(w,t)+ (B, —B,)isin(w,)

u = Acos(w,t)+Bsin(aw,r) 3)
. du .
li =— =—Aw, sin(w,1) + Bw, cos(,1)
di 4
En faisant deux fois la diffrenciation du de I’eqution on obtin I’équation d’acceleration :
2
5= % =—Aw;. cos(w,t) - Bw; sin(w,t)

La substotution de I’equation 3 et 4 dans 1’equation du mouvement on aura:

(—Aa)f cos(w,t)—Bw; sin(a)nt)) S +(Acos(a,t)+ Bsin(w,1))=0
m
~w, (Acos(w,t)+ Bsin(w,t)) +£(Acos(a)”t) +Bsin(w,t))=0
m
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(%‘a’fJ(Acos(a)ntﬁBsin(a)nt)) —0

\ \ . A t)+ Bsi t))=0.0
Tans que le systeme est en mouvement, le terme a droit (Acos(a,r)+ Bsin(a,1))

K
= —w’=0.0 W, =

w,=,|—
Donc onnote que: ™ , cela implique que

K K
m par consequant m
o, est la fréquence angulaire en rad/sec
Les constants A et B peuvent étre obtenues en remplagant les conditions aux limites
dans les équations 3 et 4. A t =0, le déplacement égale a un déplacement initial (u=u,)
, on utilisant I’equation 1, a I’instant t=0.0
u(0)=u, = Acos(®,0)+Bsin (@, 8) = u(0)=u,=A41.0+0
on aura donc A=u,

Méme principe concernant la vitesse qui est egale a une vitesse intial vo a t = 0, pour

cela I’equation 2 est utilisée pour déterminer B:

(=00 - 1(0) =u, =—#-e,sin(w,9)+Bo,cos(w,0)

<

0

B=-"
a)}’l

u=u,=0+Bw,1 __ done

u =u,cos(w,t)+ u—osin((ont)
)

n
u = —uym, sin(,t)+u, cos(w,t)

i = —uyw; cos(,t)—u, cos(w,t)

II. Systéme libre amorti

2
2.2. Systéme a amortissement critique : (22] ~@’ =0
m
2

i =’ £ =, C= Ccr = 2ma)n

2m " 2m

-C,. 2mo

=4 =—%= L=—@ A=-0
21 2 2m 2m n n

u=Ae" + Bte™
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Notez que la principale raison pour laquelle la constante B est multipliée par t afin que
nous ne puissions pas additionner les deux constantes optionnelles en une seule
constante est que 1'équation est du second degré et que nous devons donc avoir deux

constantes optionnelles. On aura donc :

u=e" (A +Bt)
i=e"(B+AA+BAt)
i = e (2B/1+A/12 +B/12t)

Les constants A et B peuvent étre obtenues en remplacant les conditions aux limites
dans les équations :
a t=0 u=u,=4 A=u,
u=tuy,=B+AA u, =B+uyl B=u,-uyl
u=e ™ (uo +(thy + 1,0, )1)
u=e ™ (Lio —(tty +u,,) a)nt)

.. — . 2 2 .
i=e ((uo +u,0, ) Ot — Uy 0 —2u0a)n)

2
2.3. Systéme sur-amorti : (221 —@’ >0
m

cY. , C
(ﬂj Yo (ﬂj)a) C)2ma, C)C,
=— c=¢cC, C=2mo, Mo

Ceci est obtenu dans le cas ou la résistance au mouvement est grande, et dans ce cas

I'équation discriminante a deux racines réelles différentes.

e c)
=—+.| =| -o
Az 2m (2mj !

yEme, \/( §2ma)nJ a
’ 2m 2m
Ao =—~(o,t\(C0,) ~o;

A, =—Co, o,\¢* -1
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Dans ce cas, les deux solutions (e*'' & e*') sont linéairement indépendantes, et la

solution générale est sous la forme suivante :
u=Ae™ + Be™
= Ale™ + BAe™

ii = AAle" + BAje™

t=0.0-u=u,= A"’ + Be”"

u=u,=A+B

B=u,—4

t=0.0>1=1,=ALe"" + BAe”"

ty —uyhy = A4 — A4,
4

B— uo(’L _/12)_7“"0"'”012

u=u,=AA+BA,
Uy = AA +ugd, — A4
Y= thy — gy
A=A
B=u, ty —tg Ay

A=y
_ Uy Ay — 5y — 1y + Ay
=4
t=00—-u=u,=A+B

B

A=A
B —ty + Uy,

/11_/12

t=00—u=0.0

2
2.4. Systeme sous-amorti: (23) — (0
m
[£j2 (@ (ij (o CQ2ma c(C
2m ! 2m " ! “
C
= c=¢C 1.0
4 c ¢C, |
C=¢2mo,

A, = - 2mw, N \/( §2ma)n) ’ _&

2m
My =—Co,t4(¢0,) -]

A :—g”a)nia)n\jg“z—l
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/11,2 =—§a)niia)n\jl—§2

o, =w,\1-¢°

T
T, =——
1- 4’2
— Intervalle de la plupart
des structures
] ———
4= IR
& 2, p2
I 06 . (O‘)D/(DH)H + ch = l
3|g
0.4 -
0.2 1
O T T T I
0 02 04 06 038 1

=y +x =1

T, T\
T, =—~ :{¢J+.§‘1=1

J1-¢°

La valeur de (1 - &%) est comprise entre (2% a 20%), ce qui signifie que cette quantité

est approximativement égale a 1 comme démontre la figure

0.999
\/1 -7 =1.0 cela implique que W, =0,
0.979

A, =—Co, tio,

Ainsi, la période d'amortissement (Tq) peut Etre exprimé comme suit :

@,
t, ===
“on
A, =REim
R=—w, & m=aw,

Ainsi, les deux solutions (e & e*!') sont linéairement indépendantes, et la solution

générale est la suivante :
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u=Ae™ + Be™
En utilisant la relation d'Euler, cette forme imaginaire peut €tre convertie en une

frome réelle comme suit :

e =cos@+isind

u=Ae"" + Be™
u=Ae(-Cw, +iw, )i+ Be(—{w, —iw, )t
u=e" (A4 +Be )
u=e < L A(cos(w,t)+isin(a,t))+B(cos(w,t)—isin (a)dt))J
u=e < L Acos(w,t)+idsin(w,t)+ Bcos(w,t)—iBsin (a)dt)J

u= e‘g‘”"’L (A+B)cos(w,t)+i(A —B)sin(a)dt)J

On note :
a=(A+B) & b=i(A-B)
u=e " L Acos(w,t)+Bsin (a)Dt)J
sin@ =2 cosﬁzﬁ tan@ =2
r P b
p=~Na’+b’ P 3
u=pe " {icos(a)dt) +£sin(wdt)}
p p o)
u = pe "' [ sincos(e,t)+cos Osin(e,t) b
On sait que :
sin(6, +6, ) =sin 6, cos 6, +cos , sin b,
Donc on aura :
u=pe ' sin(w,+06)
u=pe ' sin(w,t +06)
ii = pe "' o, cos(a,t +6) - plw,e " sin(w, +0)
i = pe**' [ @, cos(w,t +0) - {m, sin(w,t +0) |
Sin(/’Z& COS(p:ﬂ tangp = —29—
v —Cw,



=y pe ™ {& cos(w,t+6)+ ﬂsin(a)dt + 9)}
v y

i =y pe " [sin @cos(w,t+0)+cospsin(w,t + 0)]
i =y pe " sin(w,t + 0+ @)
ii =y pe”*"' w, cos(w,t + 6+ @) —ylw, pe " sin(w,t +0+p)
ii =y pe " [a)d cos(w,t+0+¢)—Cw, sin(w,t+60+ (p)]

—¢0,
4

i =y’ pe [&cos(a)dt+9+go)+ sin(a)dt+9+go)}
v

—Cw,t

i =y’ pe [sin(ocos(a)dt+0+¢)+cosrpsin(a)dt+0+go)]
ii =y’ pe ' sin(w,t +60+2p)
Trouver les constantes facultatives (a & b) :
u=e " [acos(m,t)+bsin(w,t)]
i ="' [ —aw, sin(w,t) + be, cos(w,t) |- Sw,e " [ acos(w,t)+bsin(a,)]
1=0.0—>u=u, =1*[a*1+b*0]
u, =a a=u,

1=0.0 >u =1, =1*[—aw, *0+bw, *1]|-w, *1[a*1+b*0]

iy = ba, — oo u, p = ot oDty
a){]
N & 0=tan"'| < & — tan™ | —
p a + an Ebj @ = tan [—560,,
. +é’ 2
2| Uy T EBU, -1 Uy @,
= _— 6: v 4a
P \/(uo) J{ w, J an (u0+§a)nu0j
v =) +(~¢w,) (p:tanl(—?;n]
2 [ Uy +Sou, ? —Cot
u=|(uy) +| T—=—=2| e sin(w,+06)
a)d
- 2
i =(o, ) +(~¢w,) J(uo ) -{Mj e " sin(w,t +0+¢)
a)d

i = [(a)d )2 +(¢o, )2:|\/(u0 )2 +[MJ e " sin(w,t +60+2¢)

@y,
u = pe "' sin( e, +06) u_ = pe <
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Sw,t

u= (//pe_ Sin(a)dt +0+ (0) umax — Wpe—&u,,/

ii =y’ pe ' sin(w,t +60+2¢)

iimax — l//zpe_;w"[
2.6. Décrément logarithmique

Décrément logarithmique Il est défini comme le décrément du logarithme népérien de

deux pics ou amplitudes consécutifs dans la méme direction.
u=pe " sin(aw,t+0)
u, = pe ' sin(w,t +6)

u,, = pe i) gin (a)d (t+1,)+ 49)

u, pe ' sin(w,t+0)

u,, | pet"sin (@, (t+1,)+0)

sin(@,2+0) =sin(w, (1+1,)+0)=1

ul B e—ga)nt
o, (t+y)
u1+td ‘
ul — e_gwr1t+§wn(t+td) — e’{“’:ﬁ*é’”’n’*(‘”ntd — egwntd
u1+td
wo|_ b0 ;- 2r 2r
d 2
U, 0, o J1-¢

5: 27[4’ 52(1—52)247[24’2
1-¢?
52_4”2§2 5_2_ gz
1-¢2 4z 1-¢°
8= (4" +¢7) 8 =41’ + 507
5 52
S S ey
52_4”2{2 5o 47[24,2
1-& 1-¢2
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0=2ng &=—

il y a une forte probabilit¢é de faire une erreur en mesurant les amplitudes de
déplacement dans deux cycles consécutifs quelconques car la différence entre ces deux
quantités est tres petite. Par conséquent, une plus grande précision peut étre obtenue en
considérant des pics de réponse qui sont distants de plusieurs cycles, disons en "j"
cycles.

Le mouvement décroit de u; a u;+jsur j cycles, c'est-a-dire :

u, _ W Uiy U Uisjmr _ e/’
ui+j ui+1 ui+2 ui+3 i+j
On aura :
1 u
o=—log— et o= 2ng
J U j

I. Systeme forcé non amorti sous charge harmonique

F(t)—Kuzmii mii+Ku=F(t)
mii + Ku = F (1) i = ‘; F(t)=F,sin(a,1)
t
u=u,+u,

mii + Ku = F, sin (1)
u, = Acos(m,)+ Bsin(w,)
u, = ysin(w,t) i, = yo, cos(w,t) ii, =—ya,, sin(w,t)
—mya_, sin(w, 1)+ Kysin(w,t) = F,sin(,t)

-myw’. + Ky =F,
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u, =2 sin (@, 1) DMF = = .
K
e 1_{%} 1_[@}
a)n a)” 7"@)(7
. F, 1 o,
u=Acos(w,t)+Bsin(w,t)+-2 sin (@, 1) avec p=—=
K 1 a)jx w,
1

u= Acos(a)nt)+Bsin(a)nt)+%

1
e =sin(w,.t)

1 =—Aw, sin(w,t)+ Bw, cos(w,t)+ f{ - ﬂ —=—cos(a,!)

2

i =—Aw; cos(w,t) - Bw, sm(a)t) —<=—sin(w, 1)
—,3
Pour trouver les constant A et B :
t=0.0-u=u,
=A+B*0+0 A=u,
t=0.0—-x=u,
L‘toz—A*O+Ba)n*1+5* a)“z*l
K 1-p
u F
u, =Bw, +—2* a)exz =0 _Z0 ﬂz
l_ﬁ wn Kl_ﬂ
Ry = p=2e 0. = o,
1- 57 o,

u, F ) E 1 .
u=u,cos(wt)+| —+—--L P = | sin(@,t)+ =2 —— sin(w,?)
o, Kl1-p K 1-
Réponse transitoire réponse permanente

On peut réarranger 1’équation comme suit :

u=u, cos(a)nt)+Z)—°sin(a)nt) +[%J L 1—1ﬁ2J (sin(a,t)- Bsin(w,t))

n

u=u,cos(w,t) +Z)—°sin(a)nt)+[%] (DMF)(sin(,t)- Bsin(w,t))

n
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Pour simplifier les choses, on peut dire qu’au début du mouvement, la vitesse initiale
et le déplacement libre initial « insensible a aucune force » sont égaux a zéro, et donc
le déplacement initial final est égal a :

£

=[] (0wt s (0.1)- pen()

il = —u,, sin(@,1)+1, cos (o) + %(DMF)(@EX cos(@,1)— f, cos(a,1))

i = —u,; cos(,t) -y, sin(w,t)— EO (DMF) (a)fx sin (@, t)— Bw; sin (a)nt))

3.3. Phénomene de résonance

Dans ce cas, la premiére solution de 1’équation différentielle n’est pas acceptable car si
@, = ®, la fonction Csinwt dans la solution particuliere (up) fait elle-méme partie de

la solution complémentaire. En plus le facteur d’amplification dynamique (DMF) est
¢égal a l'infini, et cela sera difficile a gérer, nous allons donc résoudre I'équation du

mouvement d'une autre manieére :

mii+ Ku = F, sin(o,t) ii+£u=§sin(a)nt) ii+a)fu=§sin(a)nt)
mm m
u=u, +u,
u, = Acos(w,t)+ Bsin(w,t) et u, = ytcos(m,)

i, =ycos(w,)-yo,sin(w,)
ii, ==y, sin(w,t) —L yo, sin(w,t)+ ywt cos(a)nt)J

i, ==2yw, sin(w,t) - yo,tcos(w,t)

i+ @u= ﬂsin(a)nt)
m

-2y, sin(a)nt)—jvtﬁeét—ees-éw;t—}+ﬁ—y+ee6-(—66—t—}j ” =—F0 sin(a)nt)—Zya)n=—E)
m m
. F, .
—2ya)n-S-lﬂ-€6t9;t—)=;06-lﬂ-(—&9;t—}

a)n = — m:—2
m ,
voh _-h _-Re, . Ry,
K K 2K 2K
22w, 2—
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u, = _—ga)ntcos(a)nt) u, = Acos(@,t)+Bsin(w,t)
u=u,+u,
. F
u=Acos(w,t)+Bsin(w,t)——La,tcos(w,t)
2K
Trouver les constants A et B :
u= Acos(a)nt)+Bsin(a)nt)—iwntcos(a)nt)
2K
i = —Aw, sin(w,t)+ Bw, cos(w,t) +2F—I°<(a)ft sin(w,t) - w, cos(a)nt))
t=0.0—=u=u,
) -
u=u, = Acos(0)+Bsin{6} - _2_; w—+0+eos{0)

t=0.0 > =1, uy=A+B*0+0 A=u,

i =1, =—Aw,sin(0)+ Bw, cos(0) —;—I‘;wn cos(0)+ %a)f 0 +sin (0)

F
U, :—A*O+Ba)n*l+ﬁa)n+0

Fy

F
i, =Bo, + 2w, B=
2K o, 2K

(0]

n

u=u, cos(a)nt)+[u—°+;—10{] sin(a)nt)—(;—](;] w,tcos(w,t)

(0]

n

u . EF . F
u=u, cos(a)nt)+[—°] s1n(a)nt)+(§J sm(a)nt)—(ﬁj w,tcos(w,t)

u=u, cos(a)nt)+(z)—°] sin(a)nt)—[;—l(){] (@,tcos(w,t)—sin(m,t))

u= —(f—l‘;](a)ntcos(wnt) —sin(w,t))
1t = —uy, sin(@,1)+1, cos (o, t)+i(a)2tsin(a) t))
- 0““n n 0 n 2K n n

ii = —u,w; cos(w,1)—1,o, sin(a)“t)+%(a)j sin(w,t)+ w)t cos(a)nt))
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I.  Systéme force amorti sous charge harmonique

F(t)—KD—Cii = mi mii+Cii+Ku=F (1)
du

- d’u
u=— .o
dt u= dt2

F(t)=F,sin(@,t)
u=u,+u,
mii+cii+ku = Fysin(o,t) et C=2mlw,

mii +2m{o, i + Ku = F sin (,,t)

ii+2lw K isin(a)ﬂt)
m

3 =
8=

i+ 28w, + wju = —"sin(w,t)
m

La solution homogene

u, =(Acos(w,t)+ Bsin(w,t))e "

La solution particuliére
On commence par la solution particuliére puisque elle facile a trouver
u, =y,cos(w,t)+ y,sin(w,t)
i, ==y, sin(0,1)+ y,0, cos(o,!)

i, = —y,@2. cos(@,t) -y, sin(a,1)

yz_yzﬁz_zé/ﬂ)ﬁ_%:o yz(l—ﬂz)—%ﬂyl—%:o
J’1w5_)ﬁa);+2§a)na)ayz =0 N=n a)% +2¢ = y, =0
a)n a)n
y1_y1ﬁ2+2é/ﬂ y,=0 yl(l—ﬂ2)+2§ﬁy2=0
y _5 —2¢8 , _FR (1-5°)
KLY 2 ) LK) e )

F, 1
u, =—2

=R T e T LU ) - (et
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u=u, + Llp
u, =(Acos(w,t)+Bsin(w,t))e " Transitoire
u, =y, cos(@,t)+ y,sin(w,t) Permanant
Donc I’équation du mouvement dynamique sera :

: —4wnf+5 1 | (1— B )sin(a, t)— cos(a, ¢
u=(Acos(w,t)+Bsin(w,t))e e (l—ﬂ2)2+(2§ﬂ)2 [(1 ,3) (@.t)=(2¢B)cos(a, )}

Comme d’habitude on peut trouver les constant A et B en remplacant 1’équation total

du mouvement par les conditions initiales. Cependant on a constaté précédemment (et
d’apres la figure) que la solution homogene est partie transitoire (diminue avec le
temps) di a ’existence de I’amortissement dans le systéeme dynamique, donc on peut
négliger cette partic de mouvement et la forme de 1’équation dynamique se limite a la

solution permanente Up.
F, 1

u, == (1—,82)2+(2§,B)2 [(1—,8 )sin(a)ext)—(2§,B)cos(a)ext)}

u, :DL (1—,82)sin(a)axt)—(%’ﬂ)cos(a)mt)J avec

A
K| (1-5°) +(2¢p)
sin0=ﬁ cosez(l_ﬂ )
p p
(1—ﬁ2)=p005¢9 20 = psin @

p=\(1-5) +(2¢8)

u, =o(pcosfsin(m,t)- psindcos(m,))
u, =op(sin(@,t)cos - cos(aw,)sin6)

sin (6, = 6, ) =sin 6, cos §, + cos §, sin 6,
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u =opsin(w,r—06) 0=tan"'

D- 1 ﬂ:w”

J=5°) +(2p) 2

Le parametre D facteur d’amplification dynamique noté en génie parasismique réponse

spectrale. Ce paramétre est responsable de la conversion du probléme dynamique en

statique.
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Annexe B

Fonctions importantes

Trigonométrique Hyperbolique
. 1 .
sinx = sinh x =
cscx csch x
1 1
cosSx = coshx =
secx sechx
1 1
tanx = tanh x =
cotx coth x
sinx sinh x
tanx = tanh x =
CcoS X cosh x
CoS X cosh x
cotx = — cothx = —
sin x sinh x

2 2
cos” x+sin“ x=1

2 . 2
cosh” x—sinh” x =1

1+tan® x =sec’ x

1—tanh?® x = sech? x

cot’ x+1=csc’ x

coth? x—1=csch’ x

sin(x+ y)=sinxcos y+cosxsin y

sin(x+ ) =sinhxcosh y ¥ coshxsinh y

cos(x£y)=cosxcos y Fsinxsiny

cosh(x+ ) = coshxcosh y +sinhxsinh y

tan(x+y)— tan x £ tan y
h 1 ¥ tan xtan y

_ tanhxzttanhy  sinh2x+sinh2y

tanh(x+ y)= =
( y) Ittanhxtanh y cosh2x+cosh2y

sin2x = 2sin xcos x

sinh 2x = 2sinh x cosh x

. 2tan x
sin2x=————
1+tan” x

2tanh x

sinh2x = ————
1—tanh” x

2 22
cos2x=cos” x—sin” x

cosh 2x = cosh? x +sinh® x

2
cos2x=2cos” x—1

cosh2x =2cosh? x—1

cos2x =1-2sin’ x

cosh2x =1+2sinh? x

1— tan? 1+ tanh?
cos2x = an2 il cosh2x = a—zx
1+tan” x 1—tanh” x
2cot 2 coth
tan 2x = SO i tanhzxz#
cot" x—1 coth" x+1
2t 2 tanh
tan 2x = anjc tanh2x:a—f
l1-tan” x 1+tanh” x

2cos® x =1+cos2x

2cosh? x =cosh2x +1

2
2sin” x =1—cos2x

2sinh? x = cosh2x—1

4sin’ x = 3sin x —sin 3x

4sinh® x = 3sinh x —sinh 3x

3
4cos’ x =3cosx+cos3x

4cosh® x = 3cosh x +cosh 3x

8sin® x =3—4cos2x+cos4x

8sinh* x =3 —4cosh 2x +cosh 4x

8cos’ x =3+4cos2x+cosdx

8cosh* x =3+4cosh 2x +cosh4x

2sinxcos y =sin(x+ y)+sin(x—y)

2sinh xcosh y =sinh(x+ y)+sinh(x—y)

2cosxsiny =sin(x+y)—sin(x—y)

2coshxsinh y =sinh(x+ y)—sinh(x—y)

2cos xcos y =cos(x+y)+cos(x—y)

2cosh xcosh y = cosh(x+y)+cosh(x—y)

2sinxsin y = cos(x—y)—cos(x+y)

2sinhxsinh y = cosh(x+y)—cosh(x—y)

+y Xy

. . .X
sinx +sin y = 2sin COST

xX+y hx—y

sinh x + sinh y = 2sinh cos
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+ . -
X ySlnxTy

sinx —sin y =2cos

sinhx—sinh y = 2cosh 22

sinh 22
2

cosx+cosy:2005x+ycos% coshx+coshy=2coshx;ycosh%
cosx—cosyz—2sinx+—ysinu coshx—coshy=2sinhx+ysinhu
sin(x + sinh (x +
tanx+tany = M tanh x + tanh y = ﬁ
COS X COS y cosh xcosh y
sin(x — sinh (x —
tanx—tany:(—y) tanhx—tanhy:M
COS X COS y cosh xcosh y
_ sinh (x —
sin| X | =+ 1-cosx tanhx—tanhy:ﬁ
2 2 cosh xcosh y
1 _
cos| X 1= +cosx sinh[ X )=+ coshx—1
2 2 2 2
anl X =+ 1+cosx cosh| X 1=+ ’coshx—l
2 2 2 2
tan(fj:i I-cosx tanh(fj:_ coshx—1
2 1+cosx 2 coshx+1
tan| = :1—‘cosx tanh| = :co§hx—1
2 sin x 2 sinh x
X sin x X sinh x
tan| = |= tanh| — |[=——
2) 1+cosx 2) coshx+1

sin(x+ y)#*sin(x—y)=sin’ x—sin’ y

—sin(x+y)*sin(x—y)=cos’ x—cos’ y

cos(x+y)*cos(x—y)=cos’ x—sin’ y

cosh(x+y)*cosh(x—y)=cosh® x+cosh® y

sin x £sin x*t sinh x + sinh xt
COSX+COos y cosh x +cosh y
sin x +sin XF sinh x £ sinh XF
—y:—cotLy —y:C()thLy
COS X —COS Y coshx—cosh y 2
X+ X+
. . Y . . tanh >
sinx+siny sinhx+sinhy
sinx —sin y tan X =2 sinh x —sinh y tanh X =Y
2

Relations trigonomeétriques

sin (x) = —sin (=x) = sin (x £ 27) = sin (77— x) = sin (7 + x) :cosg—xj:—cos(gmj

sin(x) = —sin (27 —x) :cos[%ﬂ): —cos(%— j

cos(x) = cos(—x)=—cos(7x)=cos(x+27)= sin(%ix] =cos(27—x)= —sin[%{ixj

tan (x) = — tan (—x) = tan (x + 7) = tan (77 + x) = —tan (7 - x) =cot(%—xj =—c0t(§+x]

csc(x):—csc(—x):csc(xi27z):csc(7r—x):—csc(ﬂ+x):sec(%ixj
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sec () = see (=) = sce (o 27) = —sce (7 £.x) :csc(%—xj =—csc(%+x]

cot(x)=—cot(—x)=cot(xir27z)=C0t(7z+x)=—c0t(7z—x):tan(%—sz—tan(%+x}

sin(x+nz)=(-1)"sin(x)

cos(xtnr)=(-1)" cos(x)

Relations hyperboliques

sinh = et —e sinh’lx=ln(x+ [xz +l)
2
coshx = e cosh™ x = In(x+\/x2 —1)
2
X _ X 1 1
tanh x =< — tanh™ x =~ In| 22
e +e” ) 1—x
2 2
= 1+41
cschor = e —e " csch'x=1In (l}
X
2 2
sechx = o [ 144I-x
e +e” sech x—]n[T]
cothx =< te coth™ x:lln x+l
¢ —e” 2 \x-1

coshx+sinhx =¢e*

coshx—sinhx=¢"

n

(coshx +sinhx)" = cosh rx +sinh nx

Fonction trigonométrique et hyperbolique inverse :

arcesin(x) =sin™' (x) = %—cos’l (x)

arcsin z(x) =sinh™ (x)

arccos (x)=cos™ (x) = %— sin”' (x)

arccosh(x)= cosh™ (x)

arctan (x) = tanh™ (x)

arcesch(x) = csch™ (x)

arcsec/(x) = sech™ (x)

arccot i (x) = coth™ (x)

" = cos(nf)+ jsin(nb)

e/’ =cos(0)— jsin(0)

e " = cos(nd)— jsin(nb)

i0 —jO
e’ +e”’

cos(0) = 5

6 4
J —e J

sin(6) = 27
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