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Abstract

Dans cette thése nous étudions un probléme d’investissement optimal dans les
marchés financiers avec une volatilité stochastique qui posséde la propriété de retour
rapide a la moyenne. La premiére correction de la fonction valeur du probleme d’in-
vestissement optimal avec une volatilité stochastique étant obtenue, nous montrons

, . . X X el
qu’elle converge vers la fonction valeur du méme probléme & volatilité constante,

ayant obtenu une erreur convenable.
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Abstract

In this thesis we study a problem of optimal investment in financial markets
based on the fast-mean reverting stochastic volatility, The first correction of value
function is obtained. We show that the value function for optimal investment problem
with stochastic volatility converges to the value function for the some problem with

constant volatility and obtains the desired error.
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Introduction

Dans cette thése, nous nous proposons d’étudier un modéle d’investisse-

ment optimal a volatilité stochastique. Le modele est le suivant

dXt = Xt [(7” + (H: — T)Ut)dt + UtutdBf] ,
Oy = f(Y;f)a
V(t,z,y) =sup, V(t,z,y;u), o V(t,2,y;u) = E ((X%) | Xy =2,V = y) :

p

Ici :

X représente le processus de la richesse, X; sa valeur a la date t,

r et p représentent respectivement le taux d’intérét et le rendement instantané,

supposés constants,

- 04 est la valeur & la date ¢t de la volatilité; elle mesure l'intensité du bruit

o X dBY,
- B est un mouvement brownien standard,
- u; est le processus de controle,
- V(t,z,y) est la fonction valeur et V (¢, z,y;u) la fonction de coft.

Il y a une bonne raison a priori de considérer la volatilité comme une quan-
tité aléatoire : des études empiriques sur les rendements du cours du sous-jacent
permettent d’estimer la volatilité et celle-ci semble présenter un comportement sto-
chastique. Mais modéliser la volatilité par un processus stochastique, c’est en fait
reconnaitre que quantifier le risque a travers un parameétre de volatilité constant est

aujourd’hui insuffisant pour expliquer certains phénomeénes de marché.

vi



Nous supposons que la volatilité o, soit une quantité JF;-mesurable et stricte-
ment positive. Aussi nous nous proposons de l’écrire sous la forme o; = f(V}), ou
f iR — R’ est une fonction déterministe et Y est un processus aléatoire a valeurs
réelles Fi-adapté, et B} est un mouvement brownien standard indépendant de BY.

Nous considérons la diffusion markovienne de type
dY; = py (t,Y;)dt + oy (t,Y;)dBY,
et nous nous limiterons & celle qui posséde la propriété de retour & la moyenne, i.e.,

iy (t,y) = a(m —y).

Le parameétre a s’appelle le taux de retour a la moyenne et le parametre m la moyenne
a long terme. On peut voir Y; comme la position & la date ¢ d’une particule soumise &
une force de rappel d’intensité o qui a tendance a la ramener a sa position d’équilibre
(déterministe) m et a une force aléatoire - par exemple des chocs- modélisée par le

bruit oy (¢, Y;)dBy.

L’idée principale est celle considérée par J-P Fouque (FPS00) pour un modeéle

de Black-sholes a volatilité stochastique qui consiste :

1. D’une part a ce que la volatilité possede la propriété de retour a la moyenne,

qu’on modélise par la force de rappel déterministe a(m — Y;)dt,

2. D’autre part que ce retour a la moyenne soit rapide. On suppose donc que
Iintensité « de la force de rappel est grande. Grande devant quoi? « est l'in-
verse d'un temps. Il s’agit donc de comparer € = 1/a- temps caractéristique
de retour & la moyenne- & 1’échelle de temps du probléme : 7" — t. Aussi, on

considére que € < T' — t ou, de maniére équivalente, que (7" — t)fl < a.

L’idée est de proposer un développement limité en /€ de la fonction valeur V (¢, z, y).

Le plan de cette thése est le suivant :
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- Nous commencgons par formuler au chapitre 1 de fagon générale la struc-
ture d’un probléme de controle stochastique. On va essentiellement exposer
I’approche du contréle stochastique d’un processus de diffusion en appliquant
le principe de la programmation dynamique de Bellman qui conduit a des
équations aux dérivées partielles non linéaires appelées équations de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) dont la résolution s’appuie sur un résultat dit le théo-

réme de vérification.

- Le chapitre 2 reprend le principe de la programmation dynamique mais en
adoptant une démarche plus récente, basée sur la théorie des solutions de vis-
cosité. Ce concept permet de résoudre des problémes de controle lorsque la
fonction valeur n’est pas réguliére comme supposée au chapitre précédent, voir

(Lio83), (ePL92) et (FS06).

- Le chapitre 3 consiste & définir et & étudier un probleme d’investissement
optimal aussi bien sous une volatilité constante que sous une volatilité sto-
chastique. Nous avons ainsi obtenu 'existence et 'unicité de la fonction valeur
donnée explicitement dans le cas ou la volatilité est constante, aussi pour le
cas ot la volatilité est stochastique, en utilisant la notion de solutions de vis-
cosité introduite dans le chapitre 2, nous avons réussi a démontrer I’existence

et I'unicité de la fonction valeur.

- Dans le chapitre 4 on commence par rappeler la technique d’approximation
basée sur 'analyse asymptotique. Ensuite on utilise la méthode de moyennisa-
tion de Bogoliubov pour :

1- Mettre en évidence l'existence d’une stratégie optimale pour le probléme
d’investissement optimal pour les marchés financiers & volatilité stochastique
avec petit parameétre.

2- Obtenir un développement limité pour les stratégies optimales quand le petit
parametre du modele tend vers zéro ainsi que la limite de la stratégie optimale,

et on démontre la convergence de ces stratégies optimales, résultat ayant fait
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l'objet d’une publication international, voir (BB11). Ceci nous a permis de dé-
montrer dans le Théoréme 4.3 la convergence de la fonction valeur V<(¢, x,y)
vers la valeur corrigée d’ordre 1 : Vg + 1/€V; par l'utilisation des propriétés de
I’équation de Poisson et I’application de quelques estimations concernant les

équations de Hamilton-Jacobi-Bellman.
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I. Probléme de contréle stochastique

Les problémes de controle optimal stochastique ont un grand nombre d’appli-
cations dans les domaines de I’économie et & la finance et reposent sur la méthode de
la programmation dynamique. L’idée principale de cette méthode consiste a considé-
rer une famille de controles a différents états initiaux et d’établir des relations entre
les fonctions valeurs associées. L’équation de la programmation dynamique conduit
a une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire appelée équation d’Ha-
milton -Jacobi-Bellman (HJB). Lorsque cette EDP peut étre résolue par I’obtention
explicite ou théorique d’une solution réguliére, le théoréme de vérification valide 1’op-
timalité de ce candidat, solution d’HJB, et permet aussi de caractériser un controle

optimal, voir (Pha07).
1.1 Forme standard d’un probléme de controle stochastique

Le concept d’équation différentielle stochastique généralise celui d’équation dif-
férentielle ordinaire aux processus stochastiques. La formalisation théorique de ce
probléme & elle seule a posé probléme aux mathématiciens, et il a fallu attendre les
années 40 et les travaux du mathématicien japonais It6 Kiyoshi pour la définition de
I'intégrale stochastique. Il s’agit d’étendre la notion d’intégrale de Lebesgue aux pro-
cessus stochastiques selon un mouvement brownien, ainsi on peut donner un sens a
I’expression fst f(u,w)dB,, ou f(u,.) est un processus stochastique muni de proprié-

tés de régularités suffisantes. On rappelle dans cette section quelques résultats sur



les équations différentielles stochastiques (EDS) a coefficient aléatoires par rapport

4 un mouvement brownien.

Soit (Q, F,F = (F)t>0, P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les condi-
tions habituelles!, et soit (B;); un F;-mouvement brownien & valeurs dans R?. On
se donne un sous ensemble U de R”, on note par U, I’ensemble de tous les processus
progressivement mesurables v = {v;, t > 0} a valeurs dans U. Les éléments de Uy

sont appelés les processus de controles. Soit
b:(t,x,u) e Ry xR" x U — b(t,z,u) € R" (1.1)

et
o:(t,z,u) ERL xR x U — o(t,x,u) € R™, (1.2)

deux fonctions satisfaisant la condition uniforme de Lipschitz

|b<t7$7u) - b(tayau)| + |0(t,x,u) - U(tayau)| < K|I - y|, (13)

pour une certaine constante finie & indépendante de (¢, x,y,u). Pour tout processus

de controéle v € U, on considére alors ’'EDS :
dXt = b(t,Xt,Ut)dt+ O(t,Xt,Ut)dBt. (14)

Si ’équation (1.4) admet une solution unique X, pour des données initiales, alors on

dit que X est un processus controlé par le processus de controle v.

Soit 7" > 0 un horizon du temps donné. On note par U le sous ensemble de

tous les processus de controles v € U, satisfaisant la condition

T
E/ (bt, 2, 0| + o, X, 00)[2) dt < oo. (1.5)
0

le-a-d que la filtration F = (Ft)t>0 est continue & droite et compléte.



Les éléments de U sont appelés les processus de controles admissibles. Cette
condition assure 'existence d’un processus contrélé pour des données initiales, sous
la condition uniforme de Lipschitz sur b et 0. C’est une conséquence d’'un théoréme

d’existence plus général des EDS a coefficients aléatoires, voir (Pro05).

Théoréme 1.1 Supposons que v € U. Alors sous la conditions (1.3) et pour toute
variable aléatoire ¢ € L?(Q), Fo—mesurale, il existe un unique processus X F—adapté

vérifiant (1.4) avec la condition initiale Xo = (. De plus, on a

E(sup |X,[*) < oo. (1.6)

0<s<t

Soient f:[0,7] x R" x U — R et g : R — R deux fonctions mesurables. On
suppose que f et g sont & croissance quadratique en z, i.e. il existe une constante

positive C' indépendante de (t,u) telle que
|f(t, 2, u)] + |g(2)| < O+ [2f*), Vo € R™. (L.7)
On peut alors définir la fonction de cott J sur [0,7] x R™ x U par

T
J(t,x,v)=F {/ f(s, XE" v,)ds + g(Xfp’x) , (1.8)

ou X est la solution de EDS (1.4) avec le contréle v et la condition initiale X; = x.

Observons que les conditions de croissances quadratiques de f et g assurent
que J(t,z,v) est bien définie pour tout controle admissible v € U, comme une consé-
quence du Théoréeme I.1. L’objectif étant de minimiser cette fonction de cotit, on
introduit la fonction valeur :

V(t,z) = inf J(t, z,v), pour (t,x) € [0, T[xR". (1.9)

veU



Soit (t,z) € [0, T[xR™, on dit que v* € U est un controle optimal si

V(t,x) = J(t, z,v"). (1.10)

1.2 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique (PPD)? est un principe fonda-
mental pour la théorie du controle stochastique (Kry80), (FS06). Dans le contexte
de controle de processus de diffusion décrit au paragraphe précédent, et méme plus

généralement pour des controles de processus de Markov?, il s’énonce ainsi :

Théoréme 1.2 Soit (t,z) € [0,T] x R™. Alors on a
(i) Pour toutv el et 0 € Typ :

V(t,x) <EU f(s, X7 vy)ds + V (0, X“)] (1.11)
(ii) Pour tout § > 0, il existe v € U tel que pour tout 6 € Ty :
0
V(t,e) +d > FE [/ f(s, XB" w,)ds + V(@,Xg’x)} : (1.12)
t

C’est une version plus forte que la version traditionnelle du principe de la program-

mation dynamique :
V(t,z) = 1nfE {/ f(s, X" vy)ds + V (6, th)} (1.13)

pour tout temps d’arrét 0 € Ty .

2Ce principe est initié¢ dans les année 50 par Bellman.

3Un processus de Markov est un processus stochastique jouissant de la propriété de Markov, c-
a-d : “ce qui se passe dans le futur dépend seulement de 1’état présent et ne dépend pas du parcours
de passé”.



1.8 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman HJB est la version infinitésimale du
principe de la programmation dynamique : elle décrit le comportement local de la

fonction valeur V' (¢, ) lorsqu’on fait tendre le temps d’arrét 6 dans (1.13) vers t.

Dans cette section, nous dérivons formellement 1’équation d’"HJB en supposant

que la fonction valeur V est suffisamment réguliére (Yon00), (Pha07).

Considérons le temps 6 = t+h et un controle constant oy = a, avec a arbitraire

dans U, on a, d’apres la relation de la programmation dynamique,
t+h
Vt,z) < E U f(s, X" a)ds + V(t + h,Xffh)} : (1.14)
t
En supposant que V est suffisamment réguliére, on a par la formule d’It6* entre ¢ et

t+h:

t,x b 8V a t,x e av t,x
V(t+h7Xt+h) = V(t,l') + (E +£ ‘/v)(S,)(S7 )d8+ %(8,)(57 )dBS,
t t

ou L est Popérateur associé a la diffusion (1.4) pour le controle constant a et est
défini par :
1
LV =b(x,a)D,V + 5757”(0(:6, a)o’'(z,a)D2V).

En substituant dans (1.14), on obtient alors :
t+h 1%
0<E {/ (E + LV) (s, X0") + f(s, X" a)ds
t

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on a :

0< aa—‘t/(t,a:) + LV (t,x) + f(t,x,a).

4Pour appliquer la formule d’Ito, il faut que v soit une fois dérivable par rapport a t et deux fois
dérivable par rapport a x (suffisamment réguliere).



Ceci étant valable pour tout a € U, on obtient alors I'inégalité :

—a—v(t, x) +sup[—LV(t,x) — f(t,x,a)] <O0. (1.15)
ot aclU

D’autre part, supposons que o* est un controle optimal. Alors on a :
t+h
Vi) =8| [ X2 at)ds + V4 X))
t

ol X* est I’état du systéme solution de (1.4) partant de x en ¢ avec le controle a*.

Par un argument similaire et avec des conditions de régularités sur V', on obtient :

v

o (67) - LV (tz) — f(t,z,af) =0,

ce qui, combiné avec (1.15), suggere que V' doit satisfaire :

_%—‘;(t,x) +sup[—LV(t,x) — f(t,z,a)] =0, V(t,x) € [0, T[xR",
aclU

si le supremum ci-dessus en a est fini. On réécrit souvent cette EDP sous la forme :

_% CH(t 3, V(t2), DoV 3), D2V (ta) =0, W(t,z) € [0, T[xR", (1.16)

ou pour (t,xz,p, M) € [0,T] x R™ x R™ x R™*™ :

H(t,x,p, M) = sup|—b(z,a).p — %tr(aa'(m, a)M) — f(t,z,a)]. (1.17)

acU

Cette fonction H est appelée le hamiltonien du probléme de controle considéré. A

cette équation aux dérivées partielles, il faut ajouter la condition terminale

V(T,z) = g(x), Vo € R". (1.18)



1.4 Théoreme de vérification

L’étape la plus importante dans la programmation dynamique consiste a mon-
trer, étant donnée une solution réguliere & 1’équation d’HJB, sous des conditions
suffisantes, coincide avec la fonction valeur. Ce résultat est appelé théoréme de véri-

fication et permet aussi d’obtenir un controle optimal. Il repose essentiellement sur

la formule d’It6 (Yon00).

Théoréme 1.3 Soit w € CH2([0, T[xR™")NC([0, T] x R™) & croissance quadratique,

i.€., il existe une constante C' telle que :

lw(t,z)] < C(1+|z?), V(t,z)e[0,T] xR" (1.19)

(i) Supposons que :
Sy up— Lot n) — f(t ) <0, () € 0, TEY (120

aclU
w(T,z) <g(x), zeR" (1.21)

Alors w < v sur [0,T] x R™.
(i) De plus supposons que w(T.) = g, et pour tout (t,z) € [0, T[xR"™, il existe &(t, )

mesurable a valeurs dans U tel que :

00 4 ) supl— 0wt ) (1, 0)] = — 2L 4, 2)— L5t 1)~ f (2, 7, 4(t, 3)) = 0.
at acU 8t
(1.22)
I’EDS :
dX, = b(X,, a(s, X,))ds + o(X,., a(s, X,))dBs, (1.23)



admette une solution, notée X5*, étant donnée une condition initiale X; = x,

et {a(s, Xt*),t <s<T}eU. Alors
w="v sur [0,T] x R", (1.24)
et & est un contréle optimal markovien.

1.5 Formule de Feynman-Kac

On considére 'EDS avec des coefficients déterministes b(t, z) et o(t, ) & valeur
dans R"

Pour tout t € [0,7], on introduit 'opérateur (déterministe) différentiel du second-

ordre :
(Lip)(x) = b(t,z).Dyp(x) + %tr(a(t,x)al(t,x)Digo(x)), o€ C*(R™).  (1.26)

L; est appelé générateur infinitésimal de la diffusion (1.25). Si X est une solution de
I'EDS (1.25), v(t, z) une fonction (réelle) de classe C2 sur [0, T]xR" et r(t,x) une

fonction continue sur [0, 7] xR%, on a d’apreés la formule d’Ito :

]\414L - =e fot T(S’Xs)dsv(t, Xt) + (127)
¢ . ov
_ / e Jo r(w.Xu)du (_ + L — rv) (s, Xs)ds
0 ot

/

t
= (0, X,) + / e~ o rwXadup (s, X,) o(s, X,)dB,.
0

Le processus M est donc une martingale locale continue.



On consideére le probléme d’équation aux dérivées partielles EDP linéaire pa-

rabolique de Cauchy :

v — % —Lw = f, sur[0,7] xR", (1.28)

o(T,.) = g, surR" (1.29)

ou f (resp. g) est une fonction continue de sur [0,7] x R™ (resp. sur R") dans R.
On suppose aussi que la fonction r est positive. On donne ici une version simple du

théoréme de représentation de Feynman-Kac.

Théoréme 1.4 (Représentation de Feynman-Kac) Soit v une fonction C12([0, T[xR™)N
C°([0, T} xR™) a dérivée en x bornée et solution du probléme de Cauchy (1.28)-(1.29).

Alors v admet la représentation
T s Xt,:c d T Xt,ac d t
v(t,z) =F / e~ Jo r(wXu )“f(s,Xﬁ’x)dste_ft r(u, X )“g(XT’x) , (1.30)
t

pour (t,x) € [0,T] x R™.

L’application du théoréme précédent requiert 1’existence d’une solution régu-
liere v au probléme de Cauchy (1.28)-(1.29). Ce genre de résultats s’obtient typique-

ment sous une hypothése d’uniforme ellipticité de 'opérateur L; :
Je >0, V(t,z) € [0,T] x R*, Yy € R", y o0 (t,2)y > €|y|?, (1.31)

et des hypothéses de bornitude sur b, o et de croissance polynomiale sur f et g. Il
existe aussi d’autres types de conditions suffisantes qui omettent I’hypothése d’uni-
forme ellipticité (1.31) mais imposent des conditions de régularité plus fortes sur les

coefficients (voir Krylov (Kry80) p. 118).

Dans le cas général ou il n’y a pas forcément de solution réguliére au probléme
de Cauchy (1.28)-(1.29), on peut donner un sens a cette EDP avec un concept de

solution faible appelée solution de viscosité.



Remarque 1.5 Lorsque l’ensemble des controles est réduit & un singleton {ao}, c¢’est
a dire qu’il n’y pas de contréle sur [’état du systéme, ’équation HJB se réduit au
probléme d’EDP linéaire de Cauchy et donc le théoréme de vérification se réduit a la

formule de Feynman-Kac.
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1I. Solutions de viscosité

La méthode de la programmation dynamique suppose a priori que la fonction
valeur soit réguliére, ce qui n’est pas toujours le cas méme dans les cas trés simples.
Pour surmonter cette difficulté, Crandall et Lions (Lio83) ont introduit dans les an-
nées 80 la notion de solution de viscosité pour les équations du premier ordre. Cette
théorie a été ensuite généralisée aux équations du second ordre, voir (ePL92) et
(FS06). Ce concept fournit un moyen trés puissant pour étudier en toute généralité
les problémes de controle stochastique et permet de donner une formulation rigou-
reuse & I’équation d’HJB pour des fonctions supposées seulement localement bornées.
En combinant avec des résultats de comparaison pour les solutions de viscosité, on
obtient ainsi une caractérisation de la fonction valeur comme 1'unique solution de

viscosité de 1’équation de la programmation dynamique associée.

2.1 Rappel d’analyse convexe

Etant donnée une fonction u de Q ouvert de R" dans R, on définit les fonctions

u*etu*:QHEpar:

uy(z) = {lim inf u(y) := lir%inff(y) Yy e, |y—z| <e€} (2.1)
Yy— €e—

u*(z) = {lim sup u(y) := lin(l)supu(y) Yy e, |y—z| <€l (2.2)
Yy—T €e—

Définition II.1 (Fonctions semi-continues) Soit u une fonction de Q2 ouvert de
R™ dans R. On dit que u est semi-continue inférieurement (s.c.i) si l'une des condi-

tions équivalentes suivantes est satisfaite :
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(1) Yz e Q, u(x) <lim, - infu(z,), pour toute suite (x,),>1 convergent vers x.
(i1i) Vr € Q, u(x) = u.(z).
(i1) {z € Q:u(x) < A} est fermé pour tout A € R.

On dit que [ est semi-continue supérieurement (s.c.s) si —f est semi-continue

inférieurement.

Notons que u est continue sur €2 si et seulement si u est semi-continue infé-
rieurement et supérieurement. La fonction u, est appelée enveloppe semi-continue

inférieure de u : c’est la plus grande fonction s.c.i. minorant w.

La fonction u* est appelée enveloppe semi-continue supérieure de u : c’est la

plus petite fonction s.c.s. majorant u.

Théoréme I1.2 Une fonction s.c.i. (resp. s.c.s.) attient son minimum (resp. maxi-

mum,) sur tout compact.

2.2 Présentation et définitions

On s’intéresse ici & une équation elliptique, c’est-a-dire a une équation de la
forme

H(z,u(r), Du(z), D*u(z)) =0 2€Q (2.3)

ou €2 est un ouvert de R™ donné et H : 2 x R x R"” x S,, — R. Dans toute la suite
on supposera que H est “elliptique”, c’est-a-dire que H est décroissant par rapport

3 la derniére variable :

H(z,s,p,X) > H(xz,s,p,Y) siX<Y V(z,s,p, X,Y) € QxR XxR" xS, xS,
(2.4)

(L’inégalité X <Y étant comprise au sens des matrices symétriques).

Définition I1.3 (Solution de viscosité-définition par les fonctions-test) On

dit qu’une fonction u : Q — R est sous-solution de viscosité de (2.3) si u est semi-
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continue supérieurement (s.c.s) dans Q et si, pour toute fonction-test ¢ € C*(Q) telle

que u — ¢ a un mazximum local en un point xq € €1, on a
H (o, u(z0), Dp(x0), D*¢(20)) < 0. (2.5)

Symétriquement, on dit qu’une fonction u : 2 — R est sursolution de viscosité de
(2.3) si u est semi-continue inférieurement (s.c.i) dans Q2 et si, pour toute fonction

test ¢ € C*(Q) telle que u — ¢ a un minimum local en un point o € Q, on a
H(Qfo, u(ﬂf()), D¢(:U0>a D2¢(‘T0)) > 0. (26)

Enfin, u : Q — R est solution de viscosité' de (2.3) si u est sous- et sursolution de

(2.3).

2.8  Solutions de viscosité et dérivées généralisées

Nous allons donner dans ce paragraphe une définition équivalente de la notion
de solution de viscosité qui s’appuie sur la notion de sur- et sous-différentiels d’ordre
2 d’une fonction. L’intérét de cette définition équivalente est trés limité pour les
équations du premier ordre mais elle joue au contraire un roéle fondamental pour les

équations du deuxiéme ordre.

Définition II.4 (Sous-différentiel d’ordre 2) Soit u : Q — R (s.c.i). Le sous-
différentiel D*~u(xq) d’ordre 2 de u en zg €  est l’ensemble des couples (p, X) €

R" x S, tels que, pour tout x € ),
1 2
u(z) 2 uwo)+ < p,w —wo > +5 < X(v = 20), 2 =20 > +o(|lr —wo[").  (2.7)

Remarque I1.5 i) Trouver un sous-différentiel d’ordre 2 consiste donc a mettre, a

une erreur d’ordre supérieur prés, une parabole sous le graphe de u, parabole qui colle

L Soulignons que, par définition, une solution est toujours une fonction continue.
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au graphe en xg.

it) De la méme maniére, pour une fonction (s.c.s), on définit le surdifférentiel d’ordre
2, noté D*>"u(xg), en inversant l'inégalité.

ii1) Siu est réguliere alors D*~u(xo) = {(Vu(zg), X), X € S, telle que X < D*u(xy)}.
On a alors une nouvelle définition des solutions de viscosité, équivalente a la précé-

dente.

Définition I1.6 Soit Q) un ouvert de R"™, et soit u: 2 — R,

i) On dit que u est une sous-solution de viscosité de (2.3) siu est (s.c.s) et si, pour
tout xo € Q et tout (p, X) € D> u(x), on a H(xg,u(xo),p, X) <O0.

ii) De méme, u est une sursolution de viscosité de (2.3) si u est (s.c.i) et si, pour
tout Ty € Q et tout (p, X) € D* u(xg), on a H(zg,u(z),p, X) > 0.

iii) u est une solution de viscosité de (2.3) si elle est une sur et sous-solution de

viscosité de (2.3).

2.4 Existence d'une solution par la méthode de Perron

Nous expliquons dans cette partie comment construire une solution de viscosité
d’une équation lorsque ’on en connait une sous- et une sursolution et que ’on sait
que I’équation posseéde un “principe de comparaison”. Cette méthode est connue sous

le nom de méthode de Perron.

En fait, le procédé treés général décrit ici permet, pratiquement sans hypotheése,

de construire des solutions “trés faible” : des solutions dites discontinues.

On s’intéresse a nouveau a 1’équation
H(z,u(x), Du(x), D*u(z)) = 0 x €, (2.8)

o, dans toute cette partie, {2 un ouvert de R" et H : 2 x R x R" x 5,, — R est

supposée elliptique et continue.
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Définition I1.7 On dit qu’une fonction u : £ — R est une solution de viscosité
discontinue de (2.8) si u* est une sous-solution de (2.8) tandis que u, est sursolution

de cette équation.

Remarque I1.8 [l ne manque donc a une solution discontinue que la continuité

pour étre une solution continue.

2.4.1 La méthode de Perron. Nous décrivons maintenant la méthode de Per-
ron bien plus que le résultat-qui est assez formel-, il convient de retenir de cette

partie la technique de construction d’une solution.

Théoréme I1.9 On suppose que u : Q — R est une sous-solution de (2.8) tandis
que v : 0 — R est une sursolution de cette équation. On suppose de plus u < v
dans €. Alors il existe une solution de viscosité discontinue w : Q — R telle que

u<w <.

2.4.2 Existence d'une solution de viscosité continue.  Afin de récupérer la
continuité de la solution, nous allons supposer que 1’équation vérifie un principe

de comparaison :

Définition I1.10 On dit que [’équation (2.8) wvérifie un principe de comparaison
dans Q si, pour toute sous-solution u et pour toute sursolution v de (2.8), siu < wv

dans 0N), alors u < v dans §2.

Remarque I1.11 Dans toute la suite, l'inégalité u < v dans OS2 signifie par abus
de notation :

limsup u(z') < liminf v(a) Va € 0N

! !
2 —z,2 €N ' —x,x'€Q

Nous étudions maintenant le probléme de Dirichlet pour I’équation (2.8). Soit

g : 02 — R une fonction continue.
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Corollaire I1.12 Supposons que [’équation (2.8) vérifie un principe de comparaison
dans §2. Supposons également qu’il existe deux applications u et v telles que
» u est une sous-solution de (2.8) et

u(z") = g(x) Yz € 00

z'—x,x' €N

» v est une sursolution de (2.8) et

v(2') = g(x) Vz € 00

z'—x,x' €N

Alors il existe une unique solution de viscosité w de l’équation (2.8) telle que w = g

dans 0f).

Autrement dit, le probléme de Dirichlet

H(z,u(x), Du(z), D*u(z)) =0 = €Q (2.9)
w=g x € 0f)

posséde une unique solution de viscosité.

Preuve. Par la méthode de Perron, on construit une solution discontinue w
telle que u < w < v. Montrons d’abord que w, = w* = g sur le bord de 2. En effet,

pour tout x € 9€2, on a

g(x) = lim  w(z) <lim inf w(z)<w(z) <w(z)
2 —z,2 €Q z -z’ e

< lim sup w(z)< lim  o(z) = g(z).

/ /
/ /
' —z,a' €Q T —x,x €

D’ou w, = w* = g sur 0S2.

Comme w, est une sursolution tandis que w* est une sous-solution, et comme

wy, = w* sur 02, le principe de comparaison affirme que w, > w*..L’inégalité inverse
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étant toujours vraie, cela prouve que w, = w*, et donc que w est en fait une solution

de viscosité continue.

L’unicité est une conséquence directe du principe de comparaison car, si w; et
wy sont deux solutions du probléme de Dirichlet, alors wy; = ws sur le bord de €2, et
comme w; est une sous-solution et wy est une sursolution, on a wy; < we. L’inégalité

inverse est obtenue en intervertissant les roles de wy et wy. m

2.5 Principe de comparaison

On dit que l'on a un principe de comparaison fort (pour les solutions discon-
tinues) pour 'EDP (2.3) dans le cas d'un ouvert §2 borné si I’énoncé suivant est

vral :

Si u est une sous-solution de viscosité de (2.3) et v est une sursolution de

viscosité de (2.3) tel que u* < v, sur 02 alors
u* < v, sur . (2.10)

Remarque I1.13 Le principe de comparaison se formule aussi de maniére équiva-
lente : Siu est une sous-solution (s.c.s) de viscosité de (2.3) et v est une sursolution

(s.c.i) de viscosité de (2.3) tel que u* < v, sur 02 alors

u<wv sur €. (2.11)

On donne ci-dessous quelques exemples de fonctions H pour lesquels il y a un
principe de comparaison fort. Des résultats généraux avec leurs preuves peuvent étre

trouvées dans Crandall, Ishii et P.L.Lions (ePL92) ou (Bar95).

On considére d’abord le cas ou €2 est un ouvert borné de R™.

1. H(z,s,p,X) = pr+ F(z,p) — str(c0’(2)X) avec f > 0, 0 : @ — R"™? Lip-

schitziennne et F': 2 x R"” — R vérifiant 'hypothése suivante :
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(A1) |F(x,p) — F(y,p)| < m(lx —y|(1+|p|)), ot m(z) tend vers zéro quand

z tend vers zéro.

. H(z,s,p,X) = F(x,p) avec F': Q x R" — R vérifiant (A1) et les hypothéses
supplémentaires :

(A2) F(x,p) est convexe en p, pour tout x € €

(A3) 1l existe une fonction ¢ € C*(Q), continue sur Q, et § > 0 telle que
F(z,Dp(z)) < —0 sur .
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III. Problemes d’investissement optimal

Dans ce chapitre, nous exposons la structure de base d’un probléme de controle
optimale issu des mathématiques financiéres. De fagon générale, un probléme de

controle se formule selon les caractéristiques suivantes :

e Etat du systéme : On considére un systéme dynamique caractérisé par son
état a tout instant. Le temps peut étre discret ou continu. Nous considérons ici qu’il
varie de fagon continue et dans des conditions d’incertitude. L’état du systéme repré-
sente I’ensemble des variables quantitatives constituant une description ‘exhaustive’
du systéme. Les variables sont supposées en nombre fini a valeurs réelles. On no-
tera X;(w) P'état du systéme a 'instant ¢ dans un scénario du monde w € €2 espace

mesurable muni d’une probabilité P.

Une fois défini I’état, il s’agit de décrire les lois d’évolution de cet état en fonc-
tion du temps. L’application ¢ — X, décrit I’évolution du systéme. Cette évolution

est fournie par un modéle probabiliste.

e Controéle : La dynamique X; de I'état du systéme est influencée par un
controle que nous modélisons comme un processus (u;); dont la valeur peut étre
décidée a tout instant ¢ en fonction des informations disponibles a cet instant, c’est
a dire que u est adapté par rapport une certaine filtration, et prend ses valeurs dans

un espace de controle U.

eCritére de cotit/performance : L’objectif est de minimiser (ou maximiser)
sur les controles une fonctionnelle J(X,u). Dans cette thése, on considérera des

fonctionnelles de la forme
T
E [/ f(Xt,w,up)dt + g(Xr,w)|, en horizon fini (3.1)
0
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La fonction f est la fonction de cott intégral, g est le cotit final. On définit alors la
fonction valeur

v =inf J. (3.2)

Les objectifs seront de déterminer d’une part la fonction valeur, et d’autre part les
infima pour ces critéres et les controles optimaux, s’ils existent, qui les réalisent.
Deux modélisations sont couramment utilisées : le critére d’espérance d’utilité et le
critére moyenne-variance. Dans le premier critére reposant sur une théorie du choix
en univers incertain, l'individu compare des revenus aléatoires dont il connait les
lois de probabilité. Sous certaines conditions sur ses préférences, Von Neumann et
Morgenstern montrent qu’elles peuvent se représenter par I’espérance d’une fonc-
tion, dite d’utilité. En notant U la fonction d’utilité de I'individu, cela signifie qu'un
revenu aléatoire X sera préféré a un revenu aléatoire X'si E[U(X)] > E[U(X)].
Cette fonction d’utilité est croissante, ce qui exprime I’amour de la richesse de I'indi-
vidu. Elle est aussi supposée usuellement concave pour formaliser I'aversion pour le
risque de l'individu. En effet, si I'individu n’aime pas le risque, & un revenu aléatoire
X, il préfere obtenir avec certitude l'espérance E[X] de ce revenu. Autrement dit,
sa fonction d’utilité U vérifie

U(E[X]) > E[U(X)]. (3.3)
En particulier, si le revenu X vaut x avec probabilité A et ' avec probabilité 1 — ),
A€ 0,1],ona

’

Uz + (1 —=Nz') > M\U(z)+ (1= NU(z), (3.4)

ce qui traduit la propriété de concavité de U. Dans notre contexte, ce critére éco-
nomique consiste & maximiser ’espérance de 1'utilité de la richesse terminale & un

horizon fini

sup B[U(Xr)], (3.5)
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ot U(x) est une fonction croissante et concave de R dans [—oo, +00].

Le critére moyenne-variance, initié par Markowitz (Mar52), repose sur I’hy-
pothése que les préférences de I'individu ne dépendent que de la moyenne et de
la variance de ses revenus aléatoires. Pour exprimer le fait que l'individu aime la
richesse et a une aversion au risque, le critére moyenne-variance s’intéressera aux
portefeuilles MV-efficaces, c’est & dire minimisant la variance & espérance donnée.

Dans notre contexte, le probléeme d’optimisation s’écrit :
inf{Var(Xr) : E(Xr) =m}, (3.6)

qu’on peut ramener a la résolution d’un probléme de la forme (3.5) pour une fonction
d’utilité de la forme :

Ul)=A—2* MeER (3.7)

3.1 Classe des modéles i volatilité constantes

On considére un marché financier avec un actif sans risque de processus de prix
SY strictement positif qui représente le compte d’épargne vérifiant, pour 0 < ¢ <
s<T,
dS? = rSYds,

(3.8)
Sy =C >0,

avec r > 0 représentant le taux d’intérét. L’actif risqué représente une action, son
prix S, pour 0 < t < s < T est modélisé par la diffusion solution de ’équation

différentielle stochastique suivante

dSs = uSyds + 0S,dB;,
St - S > 0

(3.9)

Les parameétres de marché p et o sont respectivement le taux moyen de retour et la

volatilité, il est supposé que . —1r > 0 et 0 > 0. Le processus stochastique B est un
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Brownien standard défini sur un espace probabilisé (2, F, P). Soit un investisseur
qui investit a toute date s € [t,T] dans ces actifs, soit X sa richesse a la date s

composé de ag unités d’actif risqué et b, unités d’actif sans risque,

X, = a,S, + bge™. (3.10)

Soit ug la fraction de sa richesse investie dans les actifs risqué et 1 — u, la fraction

de sa richesse investie dans les actifs sans risque, on a a, = % et by = (1_;“‘+)X,
alors son processus de richesse autofinancant évolue selon
(1 —ug) X us X,
dXy = ———d(e"* dSs. 3.11
() + 2 (3.11)
En utilisant les deux équations de prix (3.8, 3.9), on obtient
dXs = X5 [(r+ (p —r)us)ds + ousdBs] . (3.12)
Le processus de la richesse doit satisfaire la contrainte
X5 >0, t<s<T. (3.13)

Remarque III.1 Lorsque us > 1, le terme (1 — us) X, dans (3.11) est négatif. Ce
terme représente l’argent emprunté par ['investisseur; et il a été supposé implicite-

ment que l’argent est emprunté au méme taux r.

Le processus de controle (us);<s<r & valeurs dans U =] — 0o, +-00] est dit ad-
missible s’il est F;-progressivement mesurable, avec Fy = o(B,; t < v < s). On
suppose que

T
E/ uldt < 400, (3.14)
t

et la contrainte (3.13) est satisfaite. On note par U la classe de tous les controles

admissibles.
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Pour u € U, on définit la fonction de coftit

(X7)"
p

V(t,z;u) = B [ | X = x} . (3.15)

Le but de l'investisseur est de choisir la stratégie qui maximise la fonction de cotit &

un temps terminal fini donné T'. Nous définissons

V(t,x) =sup V(t,z;u). (3.16)

ueU

L’argument d’optimalité de la programmation dynamique suggere que V (¢, x) satis-

fait I’'HJB suivante

oV 1, ., 0V v
5 —I—Slip{20' R +(r+ (p—r)u)z e =0, (3.17)

avec la condition terminale suivante

P

V(T,2) = (3.18)

On peut résoudre explicitement ce probléme. En effet, on va chercher une solution

de la forme
xp
V(t,x) = —c(t).
p
On obtient alors
0 1
£+cpsup{§02u2(p— 1) +r+(u—r)u} =0, (3.19)
avec ¢(T') = 1. Le supremum est atteint en
* u—r
= —. 2
YT (1) (3.20)
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Ainsi, la fonction valeur est donnée par

xP
t =V (t = —
V(t,x) =V(t,z,u") pexp 207 (1= p)

(T — t)p (r L e >] . (3.21)

Le résultat suivant a été prouvé dans Karatzas et al.(KLSS86).

Théoréme II1.2 La fonction valeur V- € C*2([0,T],]0,+oc[) est l'unique solution

croissante et concave de l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

9 + sup, {%JQU%Q?;T‘Q/ + (r+ (p — r)u)x%—‘;} =0,

V(T,r) =% et V(0)=0, t e [0,7).

p

(3.22)

Le controle optimal uf, t < s < T est donné sous la forme feedback vt = u(s, X})
o u:[0,T] x RT — R* et

p—r
o*(1—-p)’

et X est la solution de(3.12) avec le controle u?.

at,x) = (3.23)

3.2 Classe des modeles a volatilité stochastique

On considére un modele d’investissement optimal a volatilité stochastique. Le

prix d’actif sans risque satisfait

dS? = rS2ds,

(3.24)
S§I=C>0

avec r > 0. Le prix d’actif risqué S, est modélisé par la diffusion qui résoud I’équation

différentielle stochastique suivante

dSs = uSyds + f(Ys)S.dB?,
So=S5>0

(3.25)

24



avec i — 1 > 0, la volatilité f(.) est conduit par un autre processus stochastique Yj
donné par

dYs = —aYydt + BdBY,

Yo=y R

(3.26)

Les processus B? et BY sont deux mouvements Browniens indépendants définis sur

un espace probabilisé (€2, F, P).

Hypothése i) La fonction de la volatilité f : R — R™ satisfait la condition globale de
Lipschitz et la condition de croissance polynomiale, i.e., pour tout y, 7 € R

et K une constante positive

f(y) = f@I < Kly -7, (3.27)

fly) < K1 +9°). (3.28)

ii) Uniformément en y € R, la fonction f(y) satisfait, pour certaine constante
¢,
fly) > ¢ >0. (3.29)

Les conditions (3.27) et (3.28) sont standards pour I’existence et 'unicité de
la solution de ’équation (3.25), la condition (3.29) est nécessaire pour démontrer la

croissance de la fonction valeur.

Soit un investisseur qui investit a toute date s € [t,T], sa richesse a la date
s est donnée par X,. Soit u, la fraction de sa richesse investie dans 'actif risqué.et
1 — u, la fraction de sa richesse investie dans 'actif sans risque. Alors le processus

de la richesse évolue d’aprés le systeme suivant

dXs = X [(r+ (pn— r)us)ds + f(Ys)usdB?],

(3.30)
X;=2x2>0, 0<t<s<T.

Le processus X doit satisfaire, pour s € [t,T] : X > 0.
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Le controle (us)i<s<r est dite admissible s’il est F;-progressivement mesurable,

avec Fs = {0(BZ, BY);t < v < s} et satisfait la condition d’intégrabilité
T
E/ FA(Ys)ulds < +oo. (3.31)
t

On note par U la classe de tous les controles admissibles.

Le probléme d’investissement optimal consiste a choisir une stratégie qui maxi-
mise la fonction de cotit & un temps terminal fini donné 7T'. En particulier le probléme

peut étre décrit en terme de la fonction valeur par

V(t,z,y) =sup V(t,x,y;u), (3.32)
ueU
ou
XU p
V(t,z,y;u) = E (% | X, =2,Y, = y> . (3.33)

Par le principe de Bellman V' (¢, z, y) satisfait 'EDP non linéaire de Hamilton-Jacobi-

Bellman suivante

%+ oup, (LWL + (= e} +

202V av (3:34)
1
T30 G — Wy =0,
avec la condition terminale
D
V(T z,y) = —. (3.35)
p
Cherchons une solution de la forme
xp
V(t,z) = —c(t,y). (3.36)
p
Donc
& + pesup, {—3(p — 1) f2(y)u? + (r + (p—r)u) } + (3:37)

1 2 9%¢ Jc __
+307 57 —ayg, = 0.
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avec ¢(T,y) = 1. Le supremum est atteint en

* w—=r

U = o) (3.38)

Pour la preuve du résultat suivant, voir (Zar01).
Proposition I11.3 La fonction valeur V' est donnée par
xp
V(ta T, 3/) = ?C(ta y)>

ot c: [0,T] x R — R" est l'unique solution de viscosité du probléme

de | 173202 o ) =
%+ 15728 — ay + pe (v + 550 ) =0,
C(Tay) =1

(3.39)
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IV. Analyse asymptotique

4.1 Equation de Poisson

Considérons l'opérateur donné par

L= Z a;;(y aylﬁyj —i—Zb

i,7=1 =1

Supposons que l'opérateur L est elliptique, i.e.,

n

Z aij(y)Nir; > 0, (4.2)

ij=1
pour tout y € R" avec A # 0.

Commengons d’abord par les lemmes suivants qui ont été prouvé dans (Kha04).
Corollaire IV.1 . Soit L* l'opérateur adjoint de L. Alors le probléme suivant

L6=0, / o(y)dy = 1, (4.3)

posséde une solution unique qui est la densité stationnaire du processus de la diffu-

S1ON.

Corollaire IV.2 Considérons [’équation de Poisson

LY = ((y). (4.4)
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L’équation (4.4) posséde une solution unique si et seulement si

/ C(y)d(y)dy = 0.

Toute solution de (4.4) peut s’écrire sous la forme

Y =y + C, (4.5)

ol 1, est la solution unique du probleme

Lo = (), / b(y)(y)dy =0, (4.6)

et C est une constante arbitraire.

Une propriété importante de la solution de 1’équation (4.4) est la suivante : si

on a pour une certaine constante C; et un nombre entier n # 0

(Q)=0 et [C(y)] <1+ [y"),

alors on a
[W(y)| < Ca(1+ [y["), (4.7)
pour une autre constante Cy
Sin=0,o0na
[¥(y)| < Co(1 +log(1 + [y])). (4.8)

Pour plus de détails voir (FPS00).
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4.2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

On se propose ici d’étudier le processus d’Ornstein-Uhlenbeck Y de dynamique

dY; = a(m — Y;)dt + BdB;,

(4.9)
Yo=uy.
On a une expression explicite pour Y; :
t
Vi=m+ (y —m)e ™ + 3 / e t=94dB,, (4.10)
0

qui prouve que Y; suit la loi gaussienne de moyenne m + (y — m)e~* et de variance
2 . . .
31 —e72°) on v? = g—a ; Y, converge en loi lorsque t — +o00 vers la loi gaussienne

de moyenne m et de variance /2.

Cette loi limite est aussi la loi stationnaire du processus Y : si Y suit la loi
N(m, v?), alors, a toute date ¢ > 0, la variable aléatoire Y; suit la loi N'(m, v?). Sa
densité ¢ est donnée par

¢(u) = . exp(—M), (4.11)

2my 212

et, d’apres le Corollaire IV.1, c¢’est 'unique solution de I’équation

Lo =0, (4.12)
ou
0 1 _, 0
U = —Q— —y))+ =0"=— 4.1
b = g ((m =)+ 555 (113
est 'adjoint de 'opérateur
L _152a_2+a(m_ )ﬁ (4.14)

qui est le générateur infinitésimal de la diffusion Y.
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4.2.1 Propriété de décorrélation, théoreme ergodique.  L’inverse e de l'inten-
sité a de la force de rappel s’interpréte aussi comme le temps caractéristique de

décorrélation du processus d’Ornstein-Uhlenbeck, puisque si s < ¢
cov(Y,,Y;) = v (e_a(t_s) — e_a(t“)) . (4.15)

Par conséquent, si s et ¢ tendent vers 400 de sorte que A = |t — s| reste constant, la
covariance limite de Y; et Y; vaut v2e~**. Notons que c’est exactement la covariance
de Y; et Y, sous la loi stationnaire. A la limite, lorsque ce temps typique de déccoréla-
tion € est infiniment petit, i.e.ac est infiniment grand, les valeurs Y et Y;, méme pour
des temps voisin s et t, sont indépendantes (leur covariance est nulle et le processus
Y est gaussien). C’est pour cette raison qu’on va utiliser des théorémes ergodiques de
type loi forte de grands nombres. Plus précisément, pour toute fonction g intégrable

par rapport a la mesure stationnaire N (m, V2), on a

' 1 T 400
Jim t g(Ys)ds = / N 9(y)o(y)dy. (4.16)
En pratique, 'approximation
1 T —+o0
e | owais~ [ swetas (117)
t —0o0

ne sera valable que si o > ﬁ

Dans le contexte des marchés financiers, cela signifie que nous pourrons faire

cette approximation que si nous sommes suffisamment loin de ’échéance T'.

4.8 Fonction valeur corrigée

Reprenons la classe du modéle a volatilité stochastique. On se place ici sous

I'hypothése € < T — t. Sous cette hypothése, Y; atteint sa loi limite A'(m, v?) en
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temps fini. On se placera donc dans ’asymptotique

e — 0, v? = cte.
Comme 1? = %, cela signifie que 5 = vv2a = %ﬁ tend vers +oo. Alors en faisant
apparaitre le paramétre infiniment petit €, on peut traiter les processus X, et Y, défi-
nis respectivement dans (3.30) et (3.26) comme "variable lente" et "variable rapide".
Nous considérons un probleme de controle stochastique singuliérement perturbé sur
un intervalle de temps fini [0, 7] pour un systéme décrit par les variables (X¢, YY),

ol le processus de la richesse X satisfait
dX$= XS [(r+ (p—r)us)ds + f(Y)udB?], X§==x, (4.18)

et

2
edYs = —Yeds + %ng, Yo =y. (4.19)

La fonction valeur est définie par

Ve(t,x,y) =sup V(t, z,y;u), (4.20)
ueU
ou
X¢ p
Vit = £ (U0 | xi =i =), (421)
p

La distribution de Y est la distribution gaussienne N (0, %) L’opérateur Ly est le
générateur infinitésimal du processus Ornestrin-Uhlenbeck Y avec £y défini par
o 02 0

,COZ"U——

—. 4.22
o7 Yo, (4.22)
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Le processus Y a une distribution invariante N'(0,v?) qui admet la densité ¢(y)

obtenu en résolvant ’équation adjointe

Lip =0, (4.23)

ou L est 'adjoint de £,. La densité est donnée explicitement par

I S
0 = iz (3.

Notons par (.) la moyennisation par rapport a cette distribution invariante

(9) = /_ - 9(y)o(y)dy. (4.24)

o0

Soit g une fonction bornée, d’apreés le théoréme ergodique, on a

i L [ g(ve)ds = (g) (4.25)

t—oo t 0

Notons que la volatilité posséde la propriété de retour rapide a la moyenne, la
constante € > 0 est petite pour représenter le retour rapide a la moyenne. Main-
tenant 1/e est la mesure de la vitesse locale du processus et nous nous intéressons

aux développements asymptotiques lorsque € | 0. L’équation (3.39) devient

%;C()CG + LQCE = 0,

Ty 1 (4.26)

ou

e_% r (M_T)z €
e =G40+ g =) 20

On se place dans les conditions ou, pour tout € > 0, 'EDP (4.26) a une unique
solution. On va voir que cette solution c‘a une limite quand € tend vers 0 et on

va s’intéresser a la correction d’ordre 1 : ¢ & ¢y + y/ec;. Pour ce faire, on suppose
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I’existence d’'un développement en série de la forme

¢ = co 4+ Veer + ecy + eecs + ... (4.28)

Substituant (4.28) dans (4.26), on trouve

1 1
0 = EﬁQCO + (£2CO + EOCQ) + —€£001 (429)

\/_
—{—\/E (5261 + £063> + ...

On obtient les expressions de ¢,, n > 0, en égalant tous les termes dans (4.29) a
zéro, ainsi on a
Locog = 0,
Locy =0, (4.30)
Locy, + Loc,_o =0, Vn>2.
Supposons que les fonctions ¢y, c¢1,, c2, ,répondant au probléme ci-dessus, existent.

Cherchons maintenant & calculer ¢; et ¢;.

- On consideére la premiére équation
£OCD = 0. (431)

L’opérateur Ly est le générateur d'un processus de Markov ergodique et ne
fait intervenir que la variable y, alors, d’aprés le Corollaire IV.2, toute fonction
indépendante de y résoud cette équation. Par conséquent, nous cherchons des
solutions qui sont indépendantes de y : ¢y = ¢o(t), avec la condition terminale
co(T) = 1.

- Ensuite, on considére

5200 + EOCQ = 0, (432)
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L5 ne fait pas intervenir de dérivée par rapport & y; cependant, la variable y
est présente a travers f(y), nous avons une équation de Poisson (en y) pour c,.
La condition de moyennisation dans le Corollaire IV.2 est que Lycy doit étre

centré par rapport a la distribution invariante du processus Y3, i.e.,

(Laco) (t,y) = 0.

Alors on a

(Laco) (t,y) = / " (Laco)(t, u)b(u)du

[e.9]

_ /_ :O (%(zﬁ) +p (r + %5@);({)_2]9)) co(t)> o () du
= %(t) + pco (r + (= r)? ( - L<¢5(U)dU>)

2(1=p) \Jooo [*(u)
_ Oc (n—r)? /1
= ol ()
On définit
1
S S 4.34
VAL/1?) 430
alors
co=exp | (T —t)p (T—l— %)] :

On calcule ¢; de la méme facon que ¢

Loci = 0, (4.35)
£201+£063 = O, (436)

on trouve

c1 = exp

(u—r)°
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Alors la valeur corrigée d’ordre 1 de la fonction valeur est

V*(t,x) = %exp (T —t)p (r + %)] (4,38)
AP PP SRS (7t
+\/Ep p ((T'—t)p ( + 2(0*)2(1—;0))] :

4.4 Validation asymptotique

Théoréme 1V.3 Soit le point (t,x,y) fizé ou t < T. Supposons que la fonction de

la volatilité f est bornée. Alors on a
Vet x,y) — V*(t,2)| = o(e'™"), (4,39)

pour tout n > 0.

Preuve. Nous introduisons quelque notation supplémentaire en premier. On

définit Perreur Z¢ dans I'approximation de ¢¢ dans (4.28) par
Z¢ = co(t,y) + Vecr(t,y) + eca(t,y) + evecs(t,y) — c(t,y) (4.40)
ou ¢“(t,y) est la solution de (4.26), et
co(t,y) =co(t) et ci(t,y) = ci(t).

Posons

1
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On peut écrire

L°Z¢ = L[co+ Vecr + eca + ey/ecs — ]

1 1
= —Loco+ —=Locy
€ €

\/_
+(£002 + [:200) + \/E(»C(]Cg + ,Cgcl)

+(€£2€2 —+ 6\/E£203) -+ Lecs.
En utilisant (4.30), on obtient

Lze = 6(£202 + \/2,6203))
= (e+eve)Locy
= :G(t,y).

D’autre part, on a

,CQCO = EQCO— <£260>

Lp(p—r)? 2 )2
= S WP =1 @) o

En utilisant (4.32) , nous pouvons choisir

eat) = —5 P calt)o (),

o ¢*(y) est la solution de I’équation de Poisson
Lod"(y) =1/ (y) =1/ (0")".
Alors on obtient :

5202 = _Z

1<W_—T>2
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Comme f est supposée bornée. Alors en utilisant le changement ¢ = te dans (4.19),
on trouve que 'estimation des moments du processus Y, sont uniformes en e, ainsi

il existe une constante C' qui peut dépendre de y telle que, pour ¢t < s < T

Ery(lo"(YS)]) < C < o0 (4.47)

Au temps terminal 7', nous avons

ZE(Ta y) = ECZ(Tv y) + 6\/203 (T7 y) (448)

= (6 + 6\/E)C2<T7 y)

2(1—p)
= H(y),

ol nous avons utilisé la condition finale ¢o(7T') = 1.

A cause de la régularitée de G¢, H¢, et, utilisant la représentation probabiliste

de la solution de I'équation (4.42), LZ¢ = G avec la condition finale H¢, on obtient

Zty) = B, {HG(YTE) exp ( /t Y (r +3 fQE/;Q:) (?2_ p)) ds) (4.49)
[ eeraen ([ (- sptaiizg) )] o}

Alors, d’apres (4.47), il existe une constante C' telle que

IA

Z(y) < CE, [|¢*<Y:>| + [t ds] (4.50)

C(e+ e/e).

IN
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Par conséquent, pour (¢,y) fixé avec t < T

co+ Ve — | = |(e+ eve)ea(t,y) — Z°(L,y)] (4.51)
< Cle+eve).

Ce qui implique, pour un point fixé (¢,z,y) avec t < T
Vet m,y) = V*(t,2)] < Cle+ eve), (5.52)

alors

“(t —V*(t

e—0 el-n

pour tous 7 > 0. m
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