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          Résumé 

                    L'objectif des travaux présentés dans cette thèse est l'étude de l'existence 

des solutions de quelques problèmes aux limites engendrés par des équations 

différentielles ordinaires non linéaires du deuxième et troisième ordre avec trois 

types de conditions aux limites: trois points, intégrales et multipoints. Pour 

certains d'entre eux on établit aussi l'unicité et la positivité. On s'intéresse 

également aux singularités du terme non linéaire dans le cas du problème aux 

limites multipoints. Les résultats sont obtenus en se basant essentiellement sur 

l'alternative non linéaire de Leray-Schauder, le principe de contraction de 

Banach, le théorème du point fixe de Schauder, le théorème de Guo-

Krasnosel'skii et la méthode de sous et sur solutions. 

                  Mots clés: Théorème du point fixe, Principe de contraction de Banach, 

L'alternative non linéaire de Leray-Schauder, Théorème de Guo-Krasnosel'skii, 

Conditions intégrales, Problème multipoints, Problème aux limites régulier, 

Problème aux limites singulier, Sous et sur solutions. 



                      Abstract 

                     The objective of the work presented in this thesis, is to study the existence 

of solutions of some boundary value problems generated by nonlinear ordinary 

differential equations of second and third order with three types of boundary 

conditions: three-point, integrals and multipoint. For some of them, we also 

establish the uniqueness and positivity. Moreover for the case of the multipoint 

boundary value problem we are interested by the singularity of the nonlinear 

term. The results are obtained by using Leray-Schauder nonlinear alternative, 

the Banach contraction principle, Schauder fixed point theorem, Guo-

Krasnosel'skii theorem and the method of lower and upper solutions. 

                      Keywords: Fixed point theorem, Banach contraction principle, Leray-

Schauder nonlinear alternative, Guo-Krasnosel'skii theorem, Integrals 

Conditions, Multipoint problem, Regular boundary value problem, Singular 

boundary value problem, Lower and upper solutions. 

     



 ملخص        

الهدف من الأعمال المقدمة في هذه الرسالة يكمن في دراسة وجود حلول لبعض                 

المسائل ذات الشروط الحدية والمولدة بواسطة معادلات تفاضلية عادية وغير خطية 

، ثلاثة نقاط: الحديةمن الدرجة الثانية والثالثة ذات الثلاث أأنماط من الشروط 

ثبات  بالنس بة. ومتعددة النقاطتكاملية  ننا نعمل على ا  لبعض من هذه المسائل فا 

يجابية الحلول مع اهتمامنا أأيضا لشذوذ الحد غير الخطي عند دراسة  ياتوحدانية وا 

النتائج المحصل عليها في هذه الدراسة . مسأألة ذات شروط حدية متعددة النقاط

مبدأأ التقلص "، "شودار-ة للارينظرية المتناوبة غير الخطي" كانت في نطاق كل من

طريقة "و " كرازنوزلسكي-نظرية قيو"، "لشودار الصامدةنظرية النقطة "، "لبناخ

 ".الحلول التحتية والفوقية

 

ة، مبدأأ التقلص لبناخ، نظرية المتناوبة صامدنظرية النقطة ال  : ةكلمات مفتاحي            

، الشروط التكاملية، مسأألة كرازنوزلسكي-، نظرية قيوشودار-غير الخطية للاري

شاذة ذات الشروط مسأألة نظامية ذات الشروط الحدية، مسأألة  النقاط المتعددة،

 .الحدية، الحلول التحتية والفوقية
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0.1 Introduction générale

L’étude des problèmes aux limites non linéaires est un domaine de recherche impor-

tant et di¢cile. En e¤et, leur importance est due au fait que les problèmes aux limites

modélisent un grand nombre de phénomènes, que ce soit en physique, en sciences tech-

nologiques ou en mathématiques appliquées.

C’est dans ce contexte que s’inscrit cette thèse, notre objectif est l’étude de l’existence

de solutions de quelques problèmes aux limites engendrés par des équations di¤érentielles

ordinaires non linéaires d’ordre deux et trois avec des conditions aux limites en trois

points, intégrales et multipoints, en utilisant les théorèmes de point …xe ainsi que la

méthode de sous et sur solutions.

Les équations di¤érentielles du troisième ordre interviennent, par exemple, à la dévia-

tion d’un faisceau courbé ayant une section transversale constante ou variable, une poutre

à trois couches ou aux ondes électromagnétiques [26], tandis que celles du deuxième ordre

et plus spéci…quement celles avec des termes non linéaires qui ne dépendent que des va-

riables  et  sont utilisées dans la modélisation de di¤érents phénomènes en physique,

en chimie ou en épidémiologie. Par exemple en physique, la détermination du poten-

tiel électrique dans un atome neutre isolé, se réduit à l’équation 00 = 
1
2

3
2 , ainsi que

dans l’étude de la physique des plasmas, où le problème peut se formuler par l’équation

1
2

(20)
0
= sinh¡ 1

3
¡


 et plein d’autres modèles qui ont été évoqués dans [2].

Les théorèmes de point …xe sont fondamentaux en analyse. Ils ont des applications

nombreuses, à la fois, théoriques et pratiques. De nombreux problèmes peuvent être refor-

mulés sous forme de problèmes d’existence d’un point …xe pour une certaine application.

A titre d’exemple, en analyse numérique si l’on examine de plus près les méthodes de

Lagrange et de Newton, on voit bien qu’elles reviennent dans leur principe à remplacer

la résolution de l’équation  () = 0 sur un intervalle [ ] par celle d’une équation équi-

valente  () =  dont on approxime la solution ¤ par une suite de valeurs () dé…nie

par son premier terme 0 2 [ ] et la relation de récurrence +1 =  (). L’applica-

tion de ces théorèmes apparait aussi dans la recherche des zéros d’un polynôme, ou bien
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pour démontrer que certaines équations di¤érentielles admettent des solutions sans les

déterminer explicitement, c’est la raison pour laquelle on a fait intervenir ces théorèmes

dans le présent travail. On a utilisé d’une façon particulière le principe de contraction

de Banach, l’alternative de Leray-Schauder et le théorème de Guo-Krasnosel’skii. Les

résultats obtenus ont fait l’objet des trois premiers chapitres.

Le dernier chapitre, se base essentiellement, sur la méthode de sous et sur solutions.

Cette méthode a été introduite pour la première fois par Picard [52] en 1893. Il avait

cherché les solutions du problème aux limites :

00 () + (  ()) = 0  2 ] [   () = 0  () = 0 (0.1)

en supposant  = 0 est une solution et que la fonction ( ) est croissante. L’idée était de

construire une suite croissante () d’approximations successives qui satisfait 0 ()  0

sur ] [ de manière à éviter la solution triviale et qu’elle converge vers une solution 

du problème (01). Il avait prouvé l’existence d’une première approximation 0 et une

fonction positive telle que

000 + ( 0)  0  2 ] [  0 () = 0 0 () = 0 (0.2)

Aujourd’hui, une telle fonction est appelée une sous solution. Tandis que le grand mérite

revient à Dragoni en 1931, dans un premier papier [14], développé et amélioré dans [15],

en considérant le problème de Dirichlet

00 = (  0)  2 ] [   () =   () =  (0.3)

Il avait supposé l’existence de deux fonctions ,  2 2 ([ ]), avec  () ·  () sur

[ ] où

00 () ¸ (  ()  ) si  2 ] [ ,  · 0 () (  ¸ 0 ())  (0.4)

4



 () ·   () ·  (0.5)

et

00 () ¸ (  ()  ) si  2 ] [ ,  ¸ 0 () (  · 0 ())  (0.6)

 () ·   () ·  (0.7)

Il avait obtenu alors l’existence d’une solution de (0.3) avec sa localisation  ·  · .

Les hypothèses de régularité étaient que  est continue et bornée sur

 =
©

(  ) 2 [ ]£R2 () ·  ·  ()
ª
 (0.8)

Donc l’idée principale de cette méthode consiste à modi…er le problème donné a…n d’avoir

une fonction bornée, puis utiliser les résultats d’existence de solutions de celui ci pour

montrer l’existence de solutions du problème original. En fait, cette méthode est un

outil puissant dans l’analyse non linéaire, car en l’utilisant, on n’obtient pas seulement

l’existence de la solution, mais aussi son emplacement entre ce qu’on appelle les sous et

sur solutions, chose qui fournit une estimation de la solution. On doit noter ici, que les

travaux cités ci-dessus sont les premiers qui reconnaissent explicitement le rôle central

des fonctions  et , qu’on appelle aujourd’hui sous et sur solutions. Plus tard, un grand

nombre de travaux a été consacré à cette théorie, plus particulièrement, dans l’étude

des équations di¤érentielles du premier et deuxième ordre avec di¤érentes formes de la

fonction  et avec diverses conditions aux limites comme celles de Neumann, périodiques

ou de Dirichlet. Le monographe de Cabada [9] est une excellente référence qui fait le tour

des principaux travaux utilisant la méthode de sous et sur solutions.

Les problèmes aux limites, considérés dans le présent travail, peuvent être réguliers ou

bien singuliers, ces derniers interviennent dans plusieurs domaines comme la dynamique

des gaz, mécanique des ‡uides newtoniens ou bien la théorie de la couche limite [50]. Vu

que la plupart des papiers traitant les problèmes singuliers a été consacrée au cas  ( ),

on a trouvé qu’il serait intéressant d’étudier le cas  (  0) où la fonction  dépend,
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aussi, de la première dérivée. Ce cas à fait l’objet d’une importante partie du dernier

chapitre.

Cette thèse est constituée de quatre chapitres.

Le premier chapitre, s’intéresse à l’étude du problème aux limites en trois points

suivant :

000 () + ( ()) = 0 0    1 (0.9)

 (0) = 0 (0)   (1) = 0 ()  0 (1) = 0 (0.10)

où  2 (0 1)    2 R,  2  ([0 1]£ RR) et 1 + 2 + 2 ¡ 2 6= 0. En supposant

qu’il existe deux fonctions positives   2 1 [0 1] avec  2 R+¤   2 R
+
¤ et  ( 0) 6= 0

telles que

j ( )j ·  () jj +  ()  8 ( ) 2 [0 1]£ R

Notre objectif est de donner de nouvelles conditions sur le terme non linéaire  a…n

d’établir l’existence d’une solution non triviale, en utilisant l’alternative non linéaire de

Leray-Schauder. Ainsi nos conditions sont plus générales que celles données dans [27].

Dans le deuxième chapitre on étudie l’existence et l’unicité de la solution ainsi que la

compacité de l’ensemble des solutions du problème aux limites avec conditions intégrales

suivant :

00 () + ( ()) = 0 0    1 (0.11)

 (0) =

Z 1

0

 ()   (1) =

Z 1

0

 ()  (0.12)

où  : [0 1] £ R ! R est une fonction 1¡Carathéodory avec  ( 0) 6= 0, véri…ant

l’inégalité suivante :

j ( )j ·  () jj +  ()  ( ) 2 [0 1]£ R (0.13)
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où   2 1 [0 1]. Les résultats d’existence concernent trois cas 0    1,  = 1 et

  1.

Le troisième chapitre est une généralisation de l’étude proposée au chapitre 2, où

le terme non linéaire dépend de la première dérivée 0. En e¤et, on établit l’existence,

l’unicité et la positivité du problème aux limites suivant :

00 +  ( () 0()) = 0 0    1 (0.14)

 (0) = 0 0 (1) =

Z 1

0

 ()  (0.15)

où  : [0 1] £ R2 ! R est une fonction 1¡Carathéodory et véri…ant des inégalités

plus générales que celles données au chapitre précédant, telles qu’il existe trois fonctions

positives    2 1 ([0 1] R+) avec  2 R¤+ et

j (  )j ·  () jj +  () jj + () 8(  ) 2 [0 1]£ R2 (0.16)

où  et  sont deux paramètres positifs.

Au quatrième chapitre, on se concentre sur l’étude de l’existence de solutions du

problème aux limites multipoints suivant :

00 () +  (  ()  0 ()) = 0 0    1 (0.17)

 (0) = 0  (1) =

=X

=1

 ()  (0.18)

en utilisant la méthode de sous et sur solutions, où  est une fonction continue, véri…ant

la condition de Nagumo, telle que 0    1,   0 ( = 1 )  0 
P=

=1  · 1 et
P=

=1  6= 1. Les résultats concernent les deux cas, le régulier ainsi que le singulier.

Il est noté que les singularités de  peuvent apparaitre aux points  = 0  = 1  = 0.

Lorsqu’on traite le cas singulier  = 0, on donne quelques conditions et on construit les

sous et sur solutions a…n d’obtenir une solution positive.
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Chapitre 1

Existence de solutions pour un

problème aux limites du troisième

ordre en trois points

Dans ce chapitre on donne des résultats d’existence de solutions pour un problème

aux limites en trois points engendré par une équation di¤érentielle du troisième ordre. Les

démonstrations se basent essentiellement sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Les résultats ont fait l’objet de la publication internationale :

A.Guezane-Lakoud, N. Hamidane, R.Khaldi, “On a Third-Order Three-Point Boun-

dary Value Problem”, International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences,

vol.2012, Article ID 513189, 7 pages, 2012.
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1.1 Introduction

Les équations di¤érentielles du troisième ordre interviennent dans de di¤érents do-

maines des mathématiques appliquées et de physique, par exemple, à la déviation d’un

faisceau courbé ayant une section transversale constante ou variable, une poutre à trois

couches ou aux ondes électromagnétiques, pour plus de détails, on peut se référer au

livre de Gregus [26]. Dans la dernière décennie, les problèmes aux limites en trois points

engendrés par des équations di¤érentielles du troisième ordre ont reçu beaucoup d’atten-

tion.

En utilisant les théorèmes de Guo-Krasnosel’skii et Leggett-Williams, Anderson [3] a

obtenu des résultats d’existence de solutions positives pour le problème aux limites en

trois points :

000 ()¡ ( ()) = 0 1    3 (1.1)

 (1) = 0 (2) = 0  (3) + 00 (3) = 0 (1.2)

où  2  (R2R),  est positive pour  ¸ 0 et  ( ) n’est pas identiquement nulle sur

tout sous ensemble de [1 3] de mesure positive. Par la suite, via le théorème de Guo-

Krasnosel’skii, Sun [55] a établi di¤érents résultats sur l’existence de solutions positives

simples et multiples pour le problème aux limites en trois points :

000 ()¡  () ( ()) = 0 0    1 (1.3)

 (0) = 0 () = 00 (1) = 0 (1.4)

où  2 [12 1)    0,  () une fonction positive continue dé…nie sur (0 1), et

 : [0 1] £ [01) ¡! [01) continue. Palamides et Stavrakakisp [51] ont également

abouti à des résultats d’existence de solutions pour le problème aux limites en trois

points suivant :

000 () + ( ()) = 0 0    1 (1.5)
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 (0) = 0 (0)  0 () =  (1) = 0 (1.6)

en utilisant le théorème de Guo-Krasnosel’skii, comme ils ont garanti l’unicité de la

solution en ajoutant des hypothèses supplémentaires. Pour plus de résultats concernant

cette classe de problèmes, on peut se référer aux travaux [4 5 22 23 31 37 44] ainsi que

leurs références.

Ce chapitre est organisé comme suit, on présente tout d’abord notre problème aux

limites, ensuite on donne quelques lemmes préliminaires, après on expose nos résultats

d’existence de solutions et on termine par des exemples.

1.2 Position du problème et motivation

Motivé par les travaux précédemment cités et inspiré de [27], où les auteurs ont été

concernés par l’existence de solutions non triviales pour le problème aux limites du second

ordre

00 () + ( ()) = 0 0    1 (1.7)

 (0) = 0 (0)   (1) = 0 ()  (1.8)

où  2 (0 1)    2 R  2  ([0 1]£ RR), 1 + ¡  6= 0 et en supposant qu’il existe

deux fonctions positives   2 1 [0 1] telles que

j ( )j ·  () jj +  ()  8 ( ) 2 [0 1]£ R

avec 0   · 2, on va se concentrer, dans ce chapitre, sur l’étude de l’existence de

solutions non triviales pour le problème aux limites en trois points suivant :

000 () + ( ()) = 0 0    1 (1.9)

 (0) = 0 (0)   (1) = 0 ()  0 (1) = 0 (1.10)
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en se basant principalement dans notre démonstration sur l’alternative non linéaire de

Leray-Schauder. Où  2 (0 1),  2  ([0 1]£ RR) et les paramètres  et  sont arbi-

traires dans R tels que 1 + 2 + 2 ¡ 2 6= 0. L’objectif est de donner des conditions

nouvelles et plus générales que celles données dans [27]. D’ailleurs, on établit des résultats

d’existence de solutions pour  2 R+¤ .

1.3 Préliminaires

L’espace de Banach considéré dans ce chapitre est  =  ([0 1] R) muni de la norme

jjjj = max
2[01]

j ()j  8  2 .

On donne ci-dessous, une dé…nition et quelques lemmes faisant intervenir dans les

démonstrations de la quatrième section.

Dé…nition 1.1 (Opérateur complètement continu) Soient  un espace de Banach

et ­ une partie de . On dit que l’opérateur  : ­ !  est complètement continu si’il

est continu et si pour toute partie bornée  de ­,  () est relativement compact dans



Lemme 1.1 (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder)[13] Soit  un espace

de Banach, ­ un sous ensemble ouvert borné de , 0 2 ­ et  : ­ !  un opérateur

complètement continu. Alors

(i) il existe  2 ­ et   1 tel que  () = , ou bien

(ii) il existe un point …xe ¤ 2 ­

Lemme 1.2 (Arzela-Ascoli (1))[13] Soit  ½ R un ensemble compact. Un sous-

ensemble  ½ () est relativement compact si et seulement s’il est uniformément

borné et équicontinu, où () désigne l’espace des fonctions continues dans .

Lemme 1.3 (L’inégalité de Hölder) [8] Soient un espace  mesurable, 1 ·  · 1,

 son exposant conjugué c.à.d. 1


+ 1


= 1  2  et  2 .
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Alors  ¢  2 1 et Z

jj · kk ¢ kk

Maintenant, on étudie un problème auxiliaire pour avoir la forme de la solution du

problème aux limites posé (19)¡ (110).

Lemme 1.4 Soit  2  ([0 1] R)  Si  = 1 + 2 + 2 ¡ 2 6= 0 alors la solution du

problème aux limites auxiliaire

000 () + () = 0 0    1 (1.11)

 (0) = 0 (0)   (1) = 0 ()  0 (1) = 0 (1.12)

est donnée par

() = ¡
1

2

Z 

0

(¡ )2 ()+




¡
2 ¡ 2¡ 2

¢
Z 

0

( ¡ ) ()

+
1



Z 1

0

(1¡ )

µ
2

2
(1 + + 2¡ 2) + (+ ) (2 ¡ )

¶

() (1.13)

Preuve. En intégrant l’équation di¤érentielle 000 () = ¡() deux fois sur l’intervalle

[0 ], on trouve

0() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()++ (1.14)

Comme 0 (1) = 0 , on obtient

¡

Z 1

0

(1¡ ) ()++ = 0 (1.15)

L’intégration de (114) donne

() = ¡
1

2

Z 

0

(¡ )2 ()+
1

2
2 ++  (1.16)

En tenant compte des conditions  (0) = 0 (0),  (1) = 0 () et en vue de (114)
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et de (116), on aboutit aux équations :

 =  (1.17)

¡
1

2

Z 1

0

(1¡ )2 ()+


2
+ +  = ¡

Z 

0

( ¡ ) ()+ +  (1.18)

La résolution du système formé par les équations (115)  (117) et (118)  donne les

valeurs des constantes   et 

d’où

() = ¡
1

2

Z 

0

(¡ )2 ()+




¡
2 ¡ 2¡ 2

¢
Z 

0

( ¡ ) ()

+
1



Z 1

0

(1¡ )

µ
2

2
(1 + + 2¡ 2) + (+ ) (2 ¡ )

¶

()

1.4 Résultats d’existence de solutions

Dans cette section on introduit deux résultats concernant l’existence de solutions.

Théorème 1.1 On suppose que  ( 0) 6= 0  6= 0  2 R+¤  et qu’il existe deux fonctions

positives   2 1 [0 1] avec  2 R+¤ telles que

j ( )j ·  () jj +  ()  8 ( ) 2 [0 1]£ R (1.19)

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶Z 1

0

(1¡ ) () 
1

2
 (1.20)

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶Z 1

0

(1¡ )() 
1

2
 (1.21)

Alors le problème aux limites (19)-(110) a au moins une solution non triviale ¤ 2 .

On démontre ce théorème grâce à l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.
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Preuve. Tout d’abord, à partir du lemme 1.4 on dé…nit l’opérateur  :  ! , par

()

= ¡
1

2

Z 

0

(¡ )2  (  ()) +




¡
2 ¡ 2¡ 2

¢
Z 

0

( ¡ )  (  ()) 

+
1



Z 1

0

(1¡ )

µ
2

2
(1 + + 2¡ 2) + (+ ) (2 ¡ )

¶

 (  ()) (1.22)

Le problème aux limites (19) ¡ (110) a une solution si et seulement si l’opérateur 

admet un point …xe.

Premièrement, on va montrer que  est complètement continu.

() est continu. Soit () une suite qui converge vers  dans  pour la norme jjjj 

Alors

j()¡ ()j

·

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶

£

Z 1

0

(1¡ ) j (  ())¡  (  ())j  (1.23)

d’où

k ¡ k

·

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶

£k (  ())¡  (  ())k1  (1.24)

par passage à la limite, en faisant tendre  ¡! +1 et due au théorème de la convergence

dominée de Lebesgue, on obtient

k (  ())¡  (  ())k1 ¡! 0

ce qui permet de conclure que  est un opérateur continu.
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() L’image de tout ensemble borné par  est un ensemble relativement compact.

Soit  = f 2  : kk · g un sous-ensemble borné.

a) En utilisant (119) Pour ( ) 2 [0 1]£, on trouve

j()j ·

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶

£

Z 1

0

(() j()j + ()) 

·

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶

£

µ


Z 1

0

() +

Z 1

0

()

¶

 (1.25)

d’où

kk ·

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶

( kk1 + kk1) 

(1.26)

Alors  () est uniformément borné.

b)  () est équicontinu. En e¤et, pour tout 1 2 2 [0 1] et  2  on a

j(1)¡ (2)j

·
1

2

Z 1

0

¡¡
22 ¡ 

2
1

¢
+ 2 (1 ¡ 2)

¢
 (  ()) 

+




¡¡
21 ¡ 

2
21

¢
+ 2 (2 ¡ 1)

¢
Z 

0

( ¡ )  (  ()) 

+
1



Z 1

0

(1¡ )

µµ
21
2
¡
22
2

¶

(1 + + 2¡ 2) + (1 ¡ 2) (2 ¡ )

¶

 (  ()) 

(1.27)

par passage à la limite, lorsque 1 ¡! 2 on a j(1)¡ (2)j ¡! 0, donc  ()

est equicontinu et par conséquent  est un opérateur complètement continu, en vue du

théorème d’Arzela -Ascoli.
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Dés lors, on va appliquer l’alternative non linéaire de Leray-Schauder. On pose

 =

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶Z 1

0

(1¡ ) ()

et

 =

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶Z 1

0

(1¡ ) ()

Soient  =



et ­ = f 2  [0 1] : jjjj  1g. Comme  2 R¤+, on conclut que   0.

A présent, en supposant que  2 ­   1 avec  =  permet d’avoir

 jjjj = jjjj = max
0··1

j() ()j · kk +

Comme jjjj = 1, il en résulte que

 · + (1.29)

D’abord, si  · 1 alors  · 2  1 d’où   1 ce qui contredit le fait que   1

Par l’utilisation de l’alternative de Leray-Schauder il en découle que  admet un point

…xe ¤ 2 ­ et donc le problème aux limites (19)-(110) admet une solution non triviale

¤ 2 

Idem, si  ¸ 1.

Pour la suite, on a besoin d’introduire les notations suivantes :

 =

µ

1 +

¯
¯
¯
¯

(1 + 2)



¯
¯
¯
¯+

¯
¯
¯
¯
1



¯
¯
¯
¯ (2 j1 + j (jj  + 1) + jj)

¶

 (1.30)

 = 

Z 1

0

(1¡ ) ()

et

 = 

Z 1

0

(1¡ )()

16



Théorème 1.2 Sous les conditions du théorème 1.1 et si l’une des conditions suivantes

est satisfaite :

(1) Il existe   1 et   1 telles que

µZ 1

0

()

¶ 1



(1 + )

1


2
(
1


+

1


= 1) (1.31)

µZ 1

0

()

¶ 1



(1 + )

1


2
(
1


+

1


= 1) (1.32)

(2) Il existe deux constantes    ¡1 telles que

() 
(+ 1) (+ 2)

2
 (1.33)

() 
( + 1) ( + 2)

2
  (1.34)



½

 2 [0 1]  () 
(+ 1) (+ 2)

2

¾

 0 (1.35)

et



½

 2 [0 1]  () 
( + 1) ( + 2)

2

¾

 0 (1.36)

(3) Les fonctions () et () satisfont

() 
1


 (1.37)

() 
1


 (1.38)



½

 2 [0 1]  () 
1



¾

 0 (1.39)

et



½

 2 [0 1]  () 
1



¾

 0 (1.40)
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(4) La fonction  ( ) satisfait

1 = lim
jj!1

sup max
2[01]

j ( )j

jj


1

2
 (1.41)

et

2 = lim
jj!1

sup max
2[01]

j ( )j 
1

2
 (1.42)

Alors le problème aux limites (1.9)-(1.10) a au moins une solution non triviale ¤ 2 

Preuve. Soient  et  dé…nies comme dans la preuve du théorème 1.1. A…n de

démontrer le théorème 1.2, on a seulement besoin de prouver que   12 et   12.

() On suppose que la condition (1) est véri…ée. L’utilisation de l’inégalité de Hölder,

permet d’écrire

 · 

µZ 1

0

()

¶ 1

µZ 1

0

(1¡ )

¶ 1


 (1.43)

et de l’inégalité (131), il vient

  
(1 + )

1


2

µZ 1

0

(1¡ )

¶ 1


 (1.44)

Après intégration du second membre de la dernière inégalité, on aboutit à   12

En utilisant l’inégalité de Hölder une autre fois, on obtient

 · 

µZ 1

0

()

¶ 1

µZ 1

0

(1¡ ) 

¶ 1


 (1.45)

En utilisant (132), puis en intégrant le second membre de l’inégalité résultante, on arrive

à   12

() On suppose que la condition (2) est véri…ée. En tenant compte de (133) et (134) 

il en résulte que

 
(+ 1) (+ 2)

2

µ



Z 1

0

(1¡ ) 

¶

=
1

2
 (1.46)
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et

 
( + 1) ( + 2)

2

µ



Z 1

0

(1¡ ) 

¶

=
1

2
 (1.47)

() Maintenant, on suppose que la condition (3) est véri…ée. En utilisant le même

raisonnement, que celui dans la preuve de la deuxième condition, on démontre la troi-

sième.

() Finalement, on suppose que la condition (4) est véri…ée. A partir de 1 =

lim
jj!1

sup max
2[01]

j ( )j

jj
 on déduit qu’il existe 1  0 tel que pour jj  1 on a

8  0 j ( )j · (1 + ) jj  (1.48)

pour  = 1, il en résulte que

j ( )j · 21 jj  (1.49)

D’autre part de 2 = lim
jj!1

sup max
2[01]

j ( )j  on conclut qu’il existe 2  0 tel que

pour jj  2 on a

j ( )j · 2 +  8 2 Rn ]¡2 2[  (1.50)

et en choisissant  = 2 on obtient

j ( )j · 22 8 2 Rn ]¡2 2[  (1.51)

par conséquent

j ( )j · 21 jj
 + 22 8 2 Rn ]¡ [  (1.52)

où  = max(1 2). A présent, on pose  = max fj ( )j : ( ) 2 [0 1]£ [¡ ]g  donc

8 ( ) 2 [0 1]£R on trouve

j ( )j · () jj + () (1.53)
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où () = 21 et () = 22 + A la …n, l’utilisation de (141), donne

 () = 21 
1


 (1.54)

et de (137) il en découle que   12 De même, par (138) on arrive à

() = 22 + 
1


 (1.55)

ce qui permet d’avoir  12 A ce stade, en appliquant la troisième condition, la preuve

du théorème est achevée.

1.5 Exemples

Exemple 1.1 On Considère le problème aux limites en trois points suivant :

8
>><

>>:

000 + 1
7
5

Ã
2
p
3

2
+ cos 

!

+
arcsin 

5
= 0 0    1

 (0) = ¡1
2
0 (0)   (1) = ¡1

2
0
¡
1
3

¢
 0 (1) = 0

(1.56)

On a

 ( ) =
5

7

Ã
2
p
3

2
+ cos 

!

+
arcsin 

5
  =  = ¡

1

2
  =

1

3
  =

2

3
 (1.57)

Alors

j ( )j ·
1

7

Ã
2
p
3

2
+ cos 

!

jj5 +
arcsin 

5
= () jj5 + () (1.58)
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En appliquant la première condition du théorème 1.2, pour  = 5 et  =  = 2 on obtient

µZ 1

0

2()

¶ 1
2

=

0

@ 1

49

Z 1

0

Ã
2
p
3

2
+ cos 

!2



1

A

1
2

= 01488


(1 + )

1


2
= 016496 (1.59)

µZ 1

0

2()

¶ 1
2

=

µZ 1

0

(arcsin )2 

¶ 1
2

= 013673


(1 + )

1


2
= 016496 (1.60)

Alors le problème aux limites (156) a au moins une solution ¤ dans  ([0 1] R).
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution

d’un problème aux limites du second

ordre avec conditions intégrales

L’objectif de ce chapitre est d’étudier l’existence et l’unicité de la solution ainsi que

la compacité de l’ensemble de solutions d’un problème aux limites du second ordre avec

seulement des conditions intégrales. Le principe de contraction de Banach et l’alternative

non linéaire de Leray-Schauder sont principalement les approches utilisées. Les résultats

de ce chapitre ont fait l’objet de la publication internationale :

A.Guezane-Lakoud, N. Hamidane, R.Khaldi, “Existence and uniqueness of solution

for a second order boundary value problem” Commun. Fac. Sci. Univ. Ank. Series A1

Volume 62, Number 1, Pages 121-129 (2013).
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2.1 Introduction

Les équations di¤érentielles du second ordre avec des termes non linéaires qui ne

dépendent que des variables  et  sont utilisées dans la modélisation de di¤érents phé-

nomènes en physique, en chimie ou en épidémiologie. Par exemple en physique, la dé-

termination du potentiel électrique dans un atome neutre isolé, se réduit à l’équation

00 = 
1
2

3
2 , ainsi que dans l’étude de la physique des plasmas, où le problème peut se

formuler par l’équation 1
2

(20)
0
= sinh¡ 1

3
¡


 et plein d’autres modèles qui ont été

évoqués dans [2] ainsi que dans ses références. Récemment, il y a eu plusieurs travaux sur

les problèmes aux limites du second ordre, parmi eux, on peut consulter [17 32 42 54], où

dans la plupart, l’outil essentiel utilisé a été l’alternative non linéaire de Leray-Schauder,

ou plus généralement la théorie du point …xe sur le cône.

Les conditions intégrales interviennent lorsque les valeurs de la fonction sur le bord

sont connectées à celles de l’intérieur du domaine ou bien lorsque les mesures sur le

bord ne sont pas possibles. D’ailleurs, parfois il est préférable d’imposer des conditions

intégrales, car elles conduisent à des mesures plus précises que celles proposées par les

conditions locales.

Dernièrement, les problèmes aux limites avec des conditions intégrales ont fait l’objet

de plusieurs articles. Dans [6], en utilisant l’alternative de Leray-Schauder et le principe

de contraction de Banach, Benchohra et al ont établi des résultats d’existence et d’unicité

pour le problème aux limites suivant :

00 () + ( ()) = 0 0    1

 (0) = 0  (1) =

Z 1

0

() () 

sous la condition

j ( )j ·  () jj +  ()  8( ) 2 [0 1]£ R
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où  : [0 1]£R! R est une fonction 1¡Carathéodory,   () 2 1 ([0 1] R),  une

fonction intégrable et  2 [0 1[. Dans [63] en se basant sur la théorie du point …xe dans

un cône, Zhao et al ont étudié l’existence, non existence et la multiplicité de solutions

positives pour l’équation di¤érentielle du troisième ordre

000 () + ( ()) = 0 0    1

assujettie à l’une des conditions suivantes :

 (0) = 0 00 (0) = 0 (1) =

Z 1

0

() () 

 (0) =

Z 1

0

() ()  00 (0) = 0 (1) = 0

où  2  ([0 1]£   ) et  2 1 ([0 1] R+), avec  un cône dans R

Pour plus de détails sur cette classe de problème, on peut consulter les références

[18 19 41 55 59¡ 61].

Ce chapitre est organisé comme suit. On commence par la présentation de notre

problème aux limites, tout en rappelant quelques résultats préliminaires qui seront utilisés

par la suite, à savoir la dé…nition d’une fonction 1¡Carathéodory, le théorème d’Arzela-

Ascoli qui concerne la convergence, le principe de contraction de Banach ainsi que le

lemme qui fournit la forme de la solution. Puis, on établit les résultats d’existence et

d’unicité de la solution et la …n, on donne quelques exemples d’applications.

2.2 Position du problème et préliminaires

Motivé par les di¤érentes modélisations et les travaux cités précédemment, dans ce

chapitre, on va établir des résultats d’existence et d’unicité de la solution pour le problème

aux limites du second ordre suivant :
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00 () + ( ()) = 0 0    1 (2.1)

 (0) =

Z 1

0

 ()   (1) =

Z 1

0

 ()  (2.2)

où  : [0 1]£R! R est une fonction 1¡Carathéodory, véri…ant certaines inégalités.

En outre, on démontre la compacité de l’ensemble de solutions pour chaque résultat

d’existence.

L’espace de Banach considéré dans ce chapitre est  =  ([0 1] R) muni de la norme

jjjj = max
2[01]

j ()j.

On donne ci-dessous la dé…nition d’une fonction 1¡Carathéodory et deux lemmes,

faisant intervenir dans les démonstrations de la prochaine section.

Dé…nition 2.1 Une fonction  : [0 1]£R! R est dite 1¡Carathéodory si

(i) La fonction ! ( ) est mesurable pour tout  2 R

(ii) La fonction ! ( ) est continue presque pour tout  2 [0 1]

(iii) Pour chaque   0 il existe  2 
1 [0 1] telle que

j( )j ·  () presque pour tout  2 [0 1] et jj ·  (2.3)

Lemme 2.1 (Arzela-Ascoli (2)) Si fg
1
1 est une suite bornée et équicontinue dans

(), alors elle a une sous-suite qui converge uniformément.

Lemme 2.2 (Principe de contraction de Banach)[13] Soit (  ) un espace mé-

trique complet et soit  :  !  une application contractante c.à.d qu’il existe 0    1

telle que  ( ()   ()) ·   ( ), 8   2 , alors  admet un unique point …xe

¤ 2 .

A présent, on énonce le lemme qui étudie un problème auxiliaire pour avoir la forme

de la solution du problème aux limites (21)-(22).
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Lemme 2.3 Soit  2  ([0 1] R)  Alors la solution du problème aux limites auxiliaire

suivant :

00 () + () = 0 0    1 (2.4)

 (0) =

Z 1

0

 ()   (1) =

Z 1

0

 () 

est donnée par

() =
1

3

Z 1

0

( )() (2.5)

où

( ) =

8
<

:

23+ 32¡ 6¡ 42 ¡ 63 ¡ 10 0 ·  ·  · 1

(1¡ ) (10+ 3¡ 3+ 62 ¡ 10)  0 ·  ·  · 1
(2.6)

Preuve. En intégrant l’équation di¤érentielle 00() = ¡() deux fois sur l’intervalle

[0 ], on obtient

() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()++ (2.7)

En utilisant la première condition intégrale on trouve  =
R 1
0
 ()  Après avoir sub-

stitué  dans (2.7) et utilisé la deuxième condition intégrale on arrive à

 =

Z 1

0

(1¡ ) ()+

Z 1

0

 () ¡

Z 1

0

 ()  (2.8)

puis en substituant  à son tour dans (2.7), on aboutit à

() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()+ 

Z 1

0

(1¡ ) ()+ 

Z 1

0

 () + (1¡ )

Z 1

0

 () 

(2.9)

Maintenant, en intégrant l’inégalité (2.9) sur [0 1], il en résulte

Z 1

0

 ()  = ¡

Z 1

0

(1¡ )2 ()+

Z 1

0

(1¡ ) ()+

Z 1

0

 ()  (2.10)

Par la suite en substituant (2.8) dans (2.7), puis en intégrant l’inégalité résultante sur
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[0 1], on trouve

() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()¡ (1¡ )

Z 1

0

(1¡ )2 () (2.11)

+

Z 1

0

(1¡ ) ()+

Z 1

0

 () 

Dés lors, en multipliant (2.11) par  puis en intégrant l’inégalité résultante sur [0 1], on

obtient

Z 1

0

 ()  = ¡2

Z 1

0

(1¡ )2 (+ 2) ()¡
1

3

Z 1

0

(1¡ )2 () (2.12)

+

Z 1

0

(1¡ ) ()

A la …n, en substituant (2.11) dans (2.10), il en découle

() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()+
1

3

Z 1

0

(1¡ )2 (3¡ 6¡ 16) () (2.13)

+2

Z 1

0

(1¡ ) ()

=
1

3

Z 

0

¡
23 + 32¡ 6¡ 42 ¡ 63 ¡ 10

¢
()

+
1

3

Z 1



(1¡ )
¡
10+ 3¡ 3+ 62 ¡ 10

¢
()

=
1

3

Z 1

0

( )().

2.3 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section on donne un résultat sur l’unicité et trois autres sur l’existence. En

ce qui concerne l’unicité, on la démontre à travers le principe de contraction de Banach,

tandis que pour l’existence on utilise l’alternative non linéaire de Leray-Schauder. En
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e¤et, on transforme le problème (2.1)-(2.2) à un problème de point …xe, pour lequel on

dé…nit l’opérateur  :  ¡!  par

() =
1

3

Z 1

0

( ) (  ())  8 2 [0 1]  (2.14)

En fait, le problème aux limites (2.1)-(2.2) a une solution si et seulement si l’operateur

 a un point …xe.

2.3.1 Unicité

Théorème 2.1 On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites.

(A1)  est une fonction 1-Carathéodory.

(A2) il existe une fonction positive  2 1 ([0 1] R+) telle que

j( )¡ ( )j · () j¡ j  8  2 R  2 [0 1] (2.15)

et

 =
10

3
k()k1  1 (2.16)

alors le problème aux limites (2.1)-(2.2) a une solution unique  dans .

Preuve. On considère l’opérateur dé…ni par (214) 

En utilisant des calculs élémentaires, on trouve que j( )j · 10 Soient   2 

de l’inégalité (2.15) on a

j()¡ ()j ·
1

3

Z 1

0

j( )j j (  ())¡  (  ())j  (2.17)

·
10

3

Z 1

0

() j ()¡  ()j 

et due à (2.16), il en résulte que

k¡ k   k¡ k  (2.18)
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Donc  est une contraction, par conséquent elle a un unique point …xe qui est l’unique

solution du problème aux limites (2.1)-(2.2).

2.3.2 Existence

Théorème 2.2 On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(B1)  est une fonction 1-Carathéodory et ( 0) 6= 0 pour tout  2 [0 1] 

(B2) Il existe deux fonctions positives   2 1 ([0 1] R+) avec 0    1 telles que

j ( )j ·  () jj +  ()  ( ) 2 [0 1]£R (2.19)

Alors le problème aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution non triviale ¤ 2 

et l’ensemble de ses solutions est compact.

Ce théorème, sera démontré via l’alternative non linéaire de Leray-Schauder, en consi-

dérant toujours l’opérateur dé…ni par (214).

Preuve. Tout d’abord, on doit montrer que  est complètement continu.

(i)  est continu. Soit () une suite qui converge vers  dans  En utilisant le fait

que j( )j · 10, on obtient

j()¡ ()j ·
10

3

Z 1

0

j (  ())¡  (  ())j  (2.20)

d’où

k ¡ k ·
10

3
k (  ())¡  (  ())k1 

Par passage à la limite, en faisant tendre  ¡! +1 et due au théorème de la convergence

dominée de Lebesgue, ainsi que la deuxième condition de la dé…nition 2.1, on conclut que

k (  ())¡  (  ())k1 ¡! 0

alors  est un opérateur continu.
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(ii) L’image de tout ensemble borné par  est un ensemble relativement compact.

Soit  = f 2 ; kk · g un sous-ensemble borné.

a) En utilisant (2.19) Pour ( ) 2 [0 1]£, on obtient

j()j ·
10

3

Z 1

0

(() j()j + ())  (2.21)

·
10

3

µ


Z 1

0

()+

Z 1

0

()

¶



d’où

kk ·
10

3
( kk1 + kk1) 

Alors  () est uniformément borné.

b)  () est équicontinu. En e¤et, pour tout 1 2 2 [0 1]   2  on a

j(1)¡ (2)j ·
10

3

Z 1

0

j(1 )¡(2 )j ((() j()j + ()))  (2.22)

·
10

3

Z 1

0

j(1 )¡(2 )j ()

+
10

3

Z 1

0

j(1 )¡(2 )j()

par passage à la limite, lorsque 1 ! 2 on a j(1)¡ (2)j ! 0 Donc  () est

équicontinu et par conséquent  est un opérateur complètement continu, en vue du

théorème d’Arzela -Ascoli.

Maintenant, on va appliquer l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Soitent  =
¡
10
3
kk1 + 10

3
kk1

¢ 1
1¡   = max(1) 0    1 et

­ = f 2  : kk   + 1g. On choisit  2 ­ tel que  = . A partir de (2.19),

on obtient

j()j =  j()j ·
10

3

Z 1

0

(() j()j + ()) 

ainsi,

kk ·
10

3
(kk kk1 + kk1)  (2.23)
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Sikk ¸ 1 donc

kk ·

µ
10

3
kk1 +

10

3
kk1

¶ 1
1¡

=  (2.24)

Ce qui contredit le fait que  2 ­. L’alternative non linéaire de Leray-Schauder permet

de conclure que l’opérateur  a un point …xe ¤ 2 ­ et alors le problème aux limites

(2.1)-(2.2) a une solution non triviale ¤ 2 

Pour achever la preuve, il reste à démontrer que l’ensemble de solutions noté § est

compact. Soit fg¸1 une suite dans §, en utilisant le même raisonnement que précé-

demment, on montre que la suite fg¸1 est bornée et équicontinue. A l’aide du lemme

2.1, il en découle qu’il existe une suite uniformément convergentef0g0¸1 de fg¸1,

telle que 0 ! 

D’autre part de la condition (B2), on a

j ( 0)j ·  () j0 j
 +  () ·  () +  ()  ( ) 2 [0 1]£R

Grâce au théorème de la convergence dominée de Lebesgue et le fait que  est une

fonction 1-Carathéodory on peut garantir que

() = lim0 () = ¡

Z 1

0

( ) (  ()) 8 2 [0 1] 

d’où  2 §, ce qui permet de conclure que § est fermé et par conséquent il est compact.

Théorème 2.3 On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(C1)  est une fonction 1-Carathéodory et ( 0) 6= 0 pour tout  2 [0 1] 

(C2) Il existe deux fonctions positives   2 1 ([0 1] R+) telles que

j ( )j ·  () jj+  ()  ( ) 2 [0 1]£R (2.25)

31



et

kk1 
3

10
 (2.26)

Alors le problème aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution non triviale ¤ 2 

et l’ensemble de solutions est compact.

Preuve. De la preuve du théorème 2.2, on a  est complètement continu. Soient

1 =
10 kk1

3¡ 10 kk1
 ­ = f 2  : kk  1 + 1g   2 ­ 0    1 tels que () =

(). Des hypothèses C1 et C2, on a

kk ·
10

3
(kk kk1 + kk1) 

alors kk · 1, ce qui contredit le fait que  2 ­. De l’alternative de Leray-Schauder

on conclut que l’opérateur  a un point …xe ¤ 2 ­ et donc le problème aux limites

(2.1)-(2.2) a une solution non triviale ¤ 2 

La preuve de la compacité de l’ensemble de solutions est similaire à celle du cas

 2 [0 1[.

Théorème 2.4 On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(E1)  est une fonction 1-Carathéodory et ( 0) 6= 0 pour tout  2 [0 1] avec

 2 R¤+

(E2) Il existe deux fonctions positives   2 1 ([0 1] R+) et   1 telles que

j ( )j ·  () jj +  ()  ( ) 2 [0 1]£R (2.27)

et

 =
10

3
kk1 

1

2
  =

10

3
kk1 

1

2
 (2.28)

Alors le problème aux limites (21)¡(22) a au moins une solution non triviale ¤ 2 

et l’ensemble de solutions est compact.

Preuve. Soit  =

µ




¶1
 où  est la partie entière de 
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On pose ­ = f 2  : kk  g   2 ­   1 tel que () = (). En utilisant

les mêmes arguments que précédemment, on obtient

 kk ·
10

3
kk kk1 +

10

3
kk1 (2.29)

= kk +

cela implique que  ·  + donc

 · ((+1)¡) (¡1) +11¡1 (2.30)

A partir des hypothèses on a  ·   + 1   12 et   12 ainsi

 ((+1)¡)  (12)((+1)¡)   (¡1)  (12)(¡1)  (2.31)

1  (12)1 1¡1  (12)1¡1  (2.32)

par conséquent   1 ce qui contredit le fait que   1 Via l’alternative de Leray-

Schauder, il s’ensuit que l’opérateur  a un point …xe ¤ 2 ­ et alors le problème aux

limites (21)¡ (22) a une solution non triviale ¤ 2 

La preuve de la compacité de l’ensemble des solutions est similaire à celle du cas

 2 [0 1[.

2.4 Exemples

Exemple 2.1 On considère le problème aux limites suivant :

8
<

:

00 + 1
3

1
4 (3 + cos ) + arcsin  = 0 0    1

 (0) =
R 1
0
 ()   (1) =

R 1
0
 () 

(2.33)
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On a  ( ) = 1
3

³

1
4

´
(3 + cos ) + arcsin ,  ( 0) 6= 0 0   = 1

4
 1 ainsi

j ( )j ·
1

3

¡
3 + cos 

¢
jj

1
4 + arcsin  = () jj

1
4 + ()

En utilisant le théorème 2.2, on conclut que le problème aux limites (2.33) a au moins

une solution non triviale ¤ dans .

Exemple 2.2 On considère le problème aux limites suivant :

8
<

:

00 + 34

10(1+2)
sin + ¡2 cos(1 + ) = 0 0    1

 (0) =
R 1
0
 ()   (1) =

R 1
0
 () 

(2.34)

On a  ( ) = 34

10(1+3)
sin + ¡2 cos(1 + ) ainsi

j ( )j · () jj2 + ()  = 2 () =
3 sin 

10
 () = ¡2 cos(1 + )

 =

Z 1

0

sin  = 045970 
1

2


 =
10

3

Z 1

0

¡2 cos(1 + ) = 0316 55 
1

2


D’où du théorème 2.4, on conclut que le problème aux limites (2.34) a au moins une

solution non triviale ¤ dans .
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Chapitre 3

Existence et positivité des solutions

d’un problème aux limites du second

ordre avec une condition intégrale

Ce chapitre est concerné par l’étude de l’existence, l’unicité et la positivité de la

solution d’un problème aux limites avec une condition intégrale engendré par une équation

di¤érentielle du second ordre. Au fait, on donne une généralisation des résultats obtenus

dans le chapitre précédent où le terme de non linéarité dépend aussi de la première dérivée.

Le principe de contraction de Banach, l’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le

théorème de Guo-Krasnosel’skii sont principalement les approches utilisées. Les résultats

de ce chapitre ont fait l’objet de la publication internationale :

A.Guezane-Lakoud, N. Hamidane, R.Khaldi, “Existence and positivity of solutions for

a second order boundary value problem with integral condition” International Journal of

Di¤erential Equations, vol. 2012, Article ID 471975, 14 pages, 2012.
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3.1 Introduction

Ce chapitre exposera une généralisation des résultats obtenus dans le chapitre précé-

dent, où le terme non linéaire dépend aussi de 0. Autrement dit, le problème aux limites

considéré dans le présent chapitre sera engendré par une équation di¤érentielle du second

ordre de la forme suivante :

00 () + ( () 0()) = 0 (3.1)

La dépendance de 0 est rencontré dans de nombreux phénomènes en physique, par

exemple le problème de répartition de la température à l’état stable pour une barre, dont

on trouve les détails dans [25].

Les problèmes aux limites engendrés par l’équation di¤érentielle (31) ont été l’objet

d’un nombre important d’articles. En utilisant une méthode itérative en présence de la

méthode de sous et sur solutions, Cherpion et al [10] ont établi l’existence de solutions

de l’équation (31) avec les conditions aux limites

0 (0) = 0 (1) = 0 (3.2)

où  est continue et lipchitzienne par apport à  et 0, celle par apport à 0 est unilatérale.

De leurs côté, Khan et webb [43] ont utilisé la théorie du degré pour avoir un résultat

concernant l’existence de solutions multiples pour l’équation (31) soumise aux conditions

aux limites

 (0) = 0  (1) =  ()  (3.3)

avec 0    1, 0    1 et  : [0 1] £ R2 ! R continue. Dans [16] Du et Zhao ont

également, été intéressé par l’étude de l’existence et l’unicité de solutions positives pour
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la même équation (31) mais cette fois ci elle a été assujettie aux conditions aux limites

 (0) =

=¡2X

=1

 ()   (1) = 0 (3.4)

où 0    1  = 1 2 ¡ 2 0  1  2    ¡2  1
P=¡2

=1   1  ¸ 3

 (  ) : (0 1)£ (0+1)£ (0+1) ¡! [0+1) est continue, croissante par apport à

 et décroissante par apport à  pour tout  2 [0 1]  tout en véri…ant d’autre inégalités.

Motivé par les travaux évoqués ci-dessus, il sera intéressant d’étudier un problème

aux limites engendré par l’équation (31) avec des conditions intégrales.

Ce chapitre est organisé comme suit. D’abord, on présente notre problème aux limites

et on introduit quelques résultats préliminaires. Puis, on énonce les résultats d’existence

et d’unicité de la solution. Après, une section sera consacrée pour l’étude de la positivité

de la solution, dont l’outil essentiel sera le théorème de Guo-Krasnosel’skii et on achèvera

ce chapitre par quelques exemples d’applications.

3.2 Position du problème et préliminaires

On s’intéresse dans le présent chapitre à établir des résultats d’existence, d’unicité et

de la positivité de la solution pour le problème aux limites du second ordre suivant :

00 () + ( () 0()) = 0 0    1 (3.5)

 (0) = 0 0 (1) =

Z 1

0

 ()  (3.6)

où  : [0 1]£ R2 ¡! R est une fonction 1¡Carathéodory, véri…ant certaines inéga-

lités plus générale que celles données dans le chapitre précédent.

On considère l’espace de Banach  = 1 ([0 1] R) muni de la norme

jjjj1 = jjjj+jj0jj où kk désigne la norme jjjj = max
2[01]

j ()j dans l’espace de Banach
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 ([0 1] R). Comme on désigne par + l’ensemble f 2  () ¸ 0    2 [0 1]g

On rappelle ci-dessous la dé…nition d’une fonction 1¡Carathéodory, ainsi que le

théorème bien connu de Guo-Krasnosel’skii.

Dé…nition 3.1 Une fonction  : [0 1]£R2 ! R est dite 1¡Carathéodory si

(i) La fonction ! (  ) est mesurable pour tout   2 R

(ii) La fonction ( ) ! (  ) est continue sur R2 presque pour tout  2 [0 1]

(iii) Pour chaque   0 il existe  2 
1 [0 1] telle que

j(  )j ·  () presque pour tout  2 [0 1] et jj+ jj ·  (3.7)

Lemme 3.1 (Théorème du point …xe de Guo-Krasnosel’skii) Soit  un espace de

Banach,  ½  un cône, ­1, ­2 deux sous ensembles ouverts de  avec 0 2 ­1 ­1 ½ ­2

et

 :  \
¡
­2n­1

¢
! 

un opérateur complètement continu qui satisfait l’une des conditions suivantes :

() jjjj · jjjj   2  \ ­1 and jjjj ¸ jjjj   2  \ ­2

() jjjj ¸ jjjj   2  \ ­1 and jjjj · jjjj   2  \ ­2

Alors  a un point …xe dans  \
¡
­2n­1

¢


Le Lemme suivant étudie un problème auxiliaire pour avoir la forme de la solution

du problème aux limites (35)-(36).

Lemme 3.2 Soit  2  ([0 1] R)  Alors la solution du problème aux limites auxiliaire

suivant :

00 () + () = 0 0    1 (3.8)

 (0) = 0 0 (1) =

Z 1

0

 ()  (3.9)
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est donnée par

() =

Z 1

0

( )() (3.10)

où

( ) =

8
<

:

+ 
4

(3¡ 2)  0 ·  ·  · 1

+ 
4

(3¡ 2)  0 ·  ·  · 1
(3.11)

Preuve. En intégrant l’équation di¤érentielle 00() = ¡() deux fois sur l’intervalle

[0 ], on obtient

() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()+ 1+ 2 (3.12)

L’utilisation de la première condition  (0) = 0, permet d’avoir 2 = 0, tandis que la

deuxième condition 0 (1) =
R 1
0
 ()  implique que

1 =

Z 1

0

()+

Z 1

0

 ()  (3.13)

En substituant 1 et 2 par leurs valeurs dans (3.12), on trouve

() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()+ 

Z 1

0

() + 

Z 1

0

 ()  (3.14)

Par la suite, en multipliant (3.14) par  puis en intégrant l’inégalité résultante sur [0 1]

on arrive à

Z 

0

() =
¡1

4

Z 1

0

(1¡ )2 (2 + ) () +
1

2

Z 1

0

() (3.15)

En substituant le second terme du côté droit de (3.14) par (3.15), il en résulte que

() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()¡


4

Z 1

0

(1¡ )2 (2 + ) () (3.16)

+
3

2

Z 1

0

()
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et par conséquent, on a

() =

Z 1

0

( )()

où ( ) est dé…nie par (311).

3.3 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section, on donne un résultat sur l’unicité et un autre sur l’existence. La

contraction de Banach et l’alternative non linéaire de Leray-Schauder sont les principaux

outils utilisés dans les démonstrations. En fait, on transforme le problème (35)-(36) à

un problème de point …xe, pour lequel on dé…nit l’opérateur  :  ¡!  par

() =

Z 1

0

( ) (  ()  0 ())  8 2 [0 1]  (3.17)

Donc le problème aux limites (35)-(36) a une solution si et seulement si l’operateur

 a un point …xe.

3.3.1 Unicité

Théorème 3.1 On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites.

(H1)  est une fonction 1-Carathéodory,

(H2) il existe deux fonctions positives 1 2 2 
1 ([0 1] R+) telles que pour tout

    2 R  2 [0 1] on a

j(  )¡ (  )j · 1() j¡ j+ 2() j¡ j  (3.18)

(H3)  = 4 (k1k1 + k2k1)  1

Alors le problème aux limites (35)-(36) a une solution unique  dans .

Preuve. La démonstration est analogue à celle du théorème 2.1, en considérant l’opé-

rateur dé…ni par (317) et en tenant compte de j( )j · 32.
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Pour   2  et en utilisant l’hypothèse (H2) et (H3),on obtient

j ()¡ ()j ·
3

2
k¡ k1 (k1k1 + k2k1)  (3.19)

j ()¡ ()j 
3

8
 k¡ k1 (3.20)

D’autre part, on a pour tout  2 [0 1]

 0() = ¡

Z 

0

 (  ()  0 ())  (3.21)

+

Z 1

0

µ

¡
1

4
(1¡ )2 (2 + ) +

3

2

¶

 (  ()  0 ()) 

ainsi, l’hypothèse (H2) entraîne que

j 0 ()¡  0()j ·
5

2

Z 1

0

j (  ()  0 ()) ¡  (  ()  0 ()) j 

·
5

2
k¡ k1 (k1k1 + k2k1)  (3.22)

puis, par l’hypothèse (H3), on trouve

j 0 ()¡  0()j 
5

8
 k¡ k1  (3.23)

En vue des inégalités (3.20) et (3.23) on aboutit au résultat

k¡ k1   k¡ k1  (3.24)

Donc  est une contraction, par conséquent elle a un unique point …xe qui est l’unique

solution du problème aux limites (35)-(36).
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3.3.2 Existence

Théorème 3.2 On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(P1)  est une fonction 1-Carathéodory et ( 0 0) 6= 0 pour tout  2 [0 1] 

(P2) Il existe trois fonctions positives    2 1 ([0 1] R+) avec  2 R¤+et  ¸ 0

 ¸ 0 telles que

j (  )j ·  () jj +  () jj + () 8(  ) 2 [0 1]£ R2 (3.25)

(P3)

kk1 + kk1 
1

8
 kk1 

1

8
 (3.26)

Alors le problème aux limites (35)-(36) a au moins une solution non triviale ¤ 2 .

Preuve. En considérant toujours l’opérateur dé…ni par (317) et en procédant de

la même façon que celle dans la section précédente, on trouve que  est un opérateur

complètement continu.

Dés lors, on peut passer à l’application de l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

On dé…nit d’abord les constantes suivantes :

 = kk1 + kk1   = kk1  (3.27)

De l’hypothèse (P3), on sait que   18 On pose  =



et ­ = f 2  : kk1  1g.

On prend  2 ­   1 telles que () = (). A l’aide de (3.25), on obtient

 kk1 = k ()k1 · 4
³
kk1 kk


1 + kk1 kk


1 + kk1

´
 (3.28)

comme kk1 = 1 donc  · 4 ( +)  Primo si  · 1 alors

 · 8  1 (3.29)

d’où   1 ce qui contredit le fait que   1 En vertu de l’alternative non linéaire de
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Leray-Schauder on conclut que  à un point …xe ¤ 2 ­ et alors le problème aux limites

(35)-(36) a une solution non triviale ¤ 2 

Seconda, si  ¸ 1 alors

 · 8  1 (3.30)

Similairement au raisonnement ci-dessus, on trouve   1 alors  a un point …xe ¤ 2 ­

qui est une solution non triviale pour le problème aux limites (35)-(36).

3.4 Positivité de la solution

Cette section, est consacrée pour l’étude de la positivité de la solution du problème

aux limites (35)-(36).

Lemme 3.3 Pour tout  2 [0 1],  2 [  1] avec 0    1, les fonction  et 0 véri…ent

les propriétés suivantes :
2

7
 () ·  ( ) ·  ()  (3.31)

et
2

7
 () · 0 ( ) ·

1

7

µ

3 +
4



¶

 ()  (3.32)

où

0 ( ) =
 ( )


=

8
<

:


4

(3¡ 2)  0 ·  ·  · 1

1 + 
4

(3¡ 2)  0 ·  ·  · 1
(3.33)

et  () = (74) 

Preuve. On commence par la démonstration de (331). En e¤et, si 0 ·  ·  · 1,

alors

 ( ) =


4

¡
4 + 3¡ 2

¢
·

7

4
 (3.34)

et si 0 ·  ·  · 1, alors

 ( ) =


4

¡
4 + 3¡ 3

¢
·

7

4
 (3.35)
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il en résulte que

8  2 [0 1] :  ( ) ·  ()  (3.36)

D’autre part, si  ·  et  ¸  , alors

 ( ) = +


4

¡
3¡ 2

¢
¸

2

7
 ()  (3.37)

et si  ¸  ¸  , alors

 ( ) = +


4

¡
3¡ 2

¢
¸


4

¡
3¡ 2

¢
¸

2

7
 ()  (3.38)

ce qui donne

8 2 [0 1] 8 2 [  1] :  ( ) ¸
2

7
 ()  (3.39)

En combinant les inégalités (336) et (339), il en découle que

8 2 [0 1]  8 2 [  1] :
2

7
 () ·  ( ) ·  ()  (3.40)

De même, on va démontrer (332). En fait, si 0 ·  ·  · 1, alors

0 ( ) =


4

¡
3¡ 2

¢
·

3

4
 =

3

7
 ()  (3.41)

et si  ¸  ¸  , alors

0 ( ) = 1 +


4

¡
3¡ 2

¢
· 1 +

3

4
 ·

1

7

µ

3 +
4



¶

 ()  (3.42)

des inégalités (341) et (342), il vient que

8 2 [0 1]  8 2 [  1] : 0 ( ) ·
1

7

µ

3 +
4



¶

 ()  (3.43)
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D’autre part, si 0 ·  ·  · 1, alors

0 ( ) =


4

¡
3¡ 2

¢
¸

1

2
 =

2

7
 ()  (3.44)

et si  ¸  ¸  , alors

0 ( ) = 1 +


4

¡
3¡ 2

¢
¸


4

¡
3¡ 2

¢
¸

2

7
 ()  (3.45)

des inégalités (344) et (345), on obtient

8 2 [0 1]  8 2 [  1] : 0 ( ) ¸
2

7
 ()  (3.46)

Maintenant en combinant (343) et (346), on aboutit à

2

7
 () · 0 ( ) ·

1

7

µ

3 +
4



¶

 ()  (3.47)

Ce qui termine la preuve.

Dés lors, on pose les hypothèses suivantes :

Q1 ) (  ) = ()1( ), où  2 ((0 1)R+) et 1 2 (R+ £ RR+)

Q2 ) 0 
R 1
0
 () () 1

Lemme 3.4 Si  2 +, alors la solution du problème aux limites (3.1)-(3.2) est positive

et satisfait

min
2[1]

(() + 0()) ¸  kk1  (3.48)

où  = min
©
2
7
  2

3+4

ª

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Preuve. En tenant compte des membres droits des inégalités (331) et (332), on

obtient

() ·

Z 1

0

 () ()1(() 0()) (3.49)

0() ·
1

7

µ

3 +
4



¶Z 1

0

 () ()1(() 0()) (3.50)

d’où

Z 1

0

 () ()1(() 
0()) ¸ kk  (3.51)

Z 1

0

 () ()1(() 
0()) ¸

7

3 + 4
k0k  (3.52)

En outre, en regardant les membres gauches des inégalités (331) et (332), on trouve

() ¸
2

7
 kk  (3.53)

0() ¸
2

3 + 4
k0k  (3.54)

Finalement en combinant (3.53) and (3.54), il en résulte que

min
2[1]

(() + 0()) ¸ min

½
2

7
 

2

3 + 4

¾

kk1  (3.55)

Ce qui achève la preuve du théorème.

Pour la suite on a besoin de dé…nir les quantités suivantes :

0 = lim
(jj+jj)!0

1 ( )

jj+ jj
 1 = lim

(jj+jj)!1

1 ( )

jj+ jj
.

Lorsque 0 = 0 et 1 = 1 on est placé dans le cas sur-linéaire, par ailleurs si 0 = 1

and 1 = 0 il s’agit du cas sous-linéaire.
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Théorème 3.3 Sous les hypothèses (Q1)-(Q2), le problème aux limites (3.5)-(3.6) a au

moins une solution positive dans les deux cas, le sur-linéaire ainsi que dans le sous-

linéaire.

On démontre ce résultat via le théorème du point …xe de Guo-Krasnosel’skii.

Preuve. D’abord on dé…nit l’ensemble suivant :

 =

½

 2 + min
2[1]

(() + 0()) ¸  kk1

¾

 (3.56)

Comme  est un sous ensemble non vide fermé et convexe dans , on déduit que  est

un cône. En plus, on peut véri…er que  () ½ . De la démonstration du théorème 3.2,

on conclut que  est complètement continu dans 

On commence par le cas sur-linéaire. Puisque 0 = 0, donc 8   0 9 1  0 tels

que

1 ( ) ·  (jj+ jj) 

pour 0  jj+ jj · 1. On pose ­1 = f 2  kk1  1g  alors pour tout  2 \­1,

on a

() ·  kk1

Z 1

0

 () () (3.57)

et

0() ·
1

7

µ

3 +
4



¶

 kk1

Z 1

0

 () () (3.58)

De ces deux dernières inégalités, on déduit que

kk1 ·
2

7

µ

5 +
2



¶

 kk1

Z 1

0

 () () (3.59)

En vue de l’hypothèse (Q2), on peut choisir  telle que

 ·
1

2
7

¡
5 + 2



¢ R 1
0
 () ()

 (3.60)

Alors, il en résulte que jjjj1 · jjjj1  8 2  \ ­1
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Maintenant, si 1 = 1 on a 8   0 9 2  0 tel que 1 ( ) ¸  (jj+ jj)

pour jj+ jj ¸ 2.

Soit ­2 = f 2  : jjjj1  g, où  = max
n

21
2


o
 Si  2  \ ­2 alors

min
2[1]

(() + 0()) ¸  kk1 =  ¸ 2 (3.61)

A l’aide des membres gauches des inégalités (331) et (332), il vient que

() ¸
2

7


Z 1

0

 () ()1(() 0())

ainsi

() ¸
2

7
 jjjj1

Z 1

0

 () () (3.62)

De plus,

 0() ¸
2

7
 jjjj1

Z 1

0

 () () (3.63)

En vue des inégalités (3.62) et (3.63), on peut écrire

() +  0() ¸
2

7
( + 1) jjjj1

Z 1

0

 () () (3.64)

En choisissant  telle que

 ¸

·
2

7
( + 1) 

Z 1

0

 () ()

¸¡1

 (3.65)

il en découle que

jjjj1 ¸ jjjj1  8 2  \ ­2 (3.66)

Alors l’opérateur  à un point …xe dans  \
¡
­2Â­1

¢
tel que 2 · jjjj1 · .

Idem, pour le cas sous-linéaire.
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3.5 Exemples

A…n d’illustrer nos résultats, on considère les exemples suivants :

Exemple 3.1 On considère le problème aux limites

00 () =


2 (+ 3) ln (+ 3)
+

¡

8 (1 + 4)
sin0 0    1 (3.67)

 (0) = 0  (1) =

Z 1

0

 () 

On choisit 1 () = 12 (+ 3) ln (+ 3), 2 () = ¡8 (1 + 4). On peut véri…er facile-

ment que jj1jj1+jj2jj1 = 0185  14 ainsi que les hypothèses (1)¡(3) du théorème

3.1 sont satisfaites, alors, le problème aux limites (367) admet une solution unique dans

.

Exemple 3.2 Le problème aux limites suivant

00 () =
1

10 (+ 2)
ln (+ 2)

1 + j ()j15

1 + j ()j
¡

1

2 (3+ 1)4
j0 ()j43

1 + j ()j2
(3.68)

+
1

10 (+ 2)
ln (+ 2)  0    1

 (0) = 0  (1) =

Z 1

0

 () 

admet au moins une solution dans . En e¤et, on a

j (  0)j ·  () j ()j15 +  () j0 ()j
43

+ ()

où  () = () = 110 (+ 2) ln (+ 2)   () = 12 (3+ 1)4  avec jjjj1 + jjjj1 ¼

009  18 et jjjj1 =
R 1
0

(110 (+ 2)) ln (+ 2)  = 00363  18 En vertu du théo-

rème 3.2, on déduit l’existence d’au moins une solution dans .
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Chapitre 4

Existence de solutions d’un

problème aux limites multipoints par

la méthode de sous et sur solutions

Ce chapitre est dévoué à l’étude d’existence de solutions d’un problème aux limites

multipoints engendré par une équation di¤érentielle du second ordre, le terme non linéaire

dépend de la première dérivée et satisfait la condition de Nagumo, comme il peut être

régulier ou bien singulier. La technique essentielle utilisée est la méthode de sous et sur

solutions. Les résultats de ce chapitre sont soumis pour publication.
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4.1 Introduction

L’étude des problèmes aux limites multipoints engendrés par des équations di¤éren-

tielles ordinaires linéaire du second ordre a été considérée pour la première fois par Il’in

et Moiseev [38]. Depuis lors, de nombreux auteurs ont également étudié des problèmes

aux limites multipoints non linéaires du second ordre. Dans ce chapitre on s’intéressera

particulièrement, par ceux avec des termes non linéaires dépendants de la première déri-

vée. Ces derniers ont été considérés par plusieurs auteurs, dans la plupart des travaux le

terme de non linéarité prend l’une des formes suivantes :

00 () =  (  ()  0 ())  (4.1)

00 () =  (  ()  0 ()) +  ()  (4.2)

et 00 () =  ()  (  ()  0 ())  (4.3)

Ntouyas et Tsamatos [49] ont considéré la première forme de la fonction  , ils ont

démontré les résultats d’existence pour le problème aux limites :

00 () =  (  ()  0 ())  0    1 (4.4)

 (0) = 0  (1) =
=X

=1

 ()  (4.5)

où  : [0 1] £ (R)2 ! R est 1¡Carathéodory, 0    1  2 R( = 1 ) 

P=
=1  6= 1 et  2 (0 0]  tel que 0 est une constante appropriée, sous l’hypothèse

j (  )j ·1 () 1 (jj) +2 () 2 (jj)  (4.6)

où 1, 2 sont des fonctions croissantes et1 2 2 
1 ([0 1] R). Les preuves ont été

fondées sur la valeur interdite.

Przeradzki et Stańczy [53] ont étudié la première forme, pour  = 1 avec les conditions

51



aux limites considérées dans [49] où  : [0 1] £ (R)2 ! R est continue,  2 (01) 

0    1 ( = 1 )  0        1 avec
P=

=1  = 1 (dans ce

cas il s’agit d’un problème avec résonance). Ils ont appliqué le théorème de continuation

de Mawhin pour prouver les résultats d’existence pour les deux versions, scalaire et

multidimensionnelle.

La deuxième forme a été également étudiée par plusieurs auteurs assujettis aux di¤é-

rents types de conditions aux limites multipoints, où  peut être continue, Carathéodry

ou 1¡Carathéodory et la fonction  () est dans 1 [0 1]  Pour plus de détails, voir [35

21 47] En ce qui concerne la dernière forme, on peut consulter [62]

Le plan de ce chapitre est le suivant. On commence par la présentation de notre

problème aux limites en exprimant la cause motivante de cette étude, après on donne

quelques lemmes et dé…nitions préliminaires, à savoir les sous et sur solutions, la condition

de Nagumo, le problème modi…é, le théorème du point …xe de Schauder et le lemme

concernant la forme de la solution du problème aux limites considéré. Par la suite, on

énonce et on démontre les résultats d’existence de solutions dans le cas régulier. La

dernière section sera consacrée pour les résultats d’existence de solutions dans le cas

singulier.

4.2 Position du problème et motivation

Dans ce chapitre, on va utiliser la méthode de sous et sur solutions pour démontrer

l’existence d’au moins une solution pour le problème aux limites :

00 () +  (  ()  0 ()) = 0 0    1 (4.7)

 (0) = 0  (1) =

=X

=1

 ()  (4.8)

où  est une fonction continue et véri…ant la condition de Nagumo, comme elle peut être

régulière ou bien singulière aux points  = 0  = 1  = 0 tels que 0    1,   0
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( = 1 )  0 
P=

=1  · 1 et
P=

=1  6= 1 De plus, dans le cas singulier  = 0,

on donne quelques conditions tout en construisant les sous et sur solutions a…n d’obtenir

une solution positive.

L’équation di¤érentielle (47) assujettie à des conditions aux limites périodiques, Diri-

chlet, non locales ou d’autres a été l’objet de beaucoup d’articles. On cite ici, en particulier

les travaux qui ont utilisé la méthode de sous et sur solutions.

Jiang [40] a étudié (47) avec les conditions aux limites  (0) =  (1) = 0 à l’inter-

médiaire de la méthode de sous et sur solutions, en admettant que la singularité peut

apparaître au point  = 0  = 1 et  = 0, et que la fonction  peut être sur-linéaire à

 = 1 et qu’elle change de signe.

dans [39] Jia et Liu ont considéré (47) avec les conditions aux limites 0 (0) = 

 (1) = , où  2  ([0 1]£ R2R) et   2 R. Ils ont obtenu l’existence et l’unicité de

la solution via la méthode de sous et sur solutions en considérant un cône spécial.

Dans d’autres travaux on trouve une combinaison de la méthode citée ci-dessus avec

d’autres techniques. Minghe et Chang [48] ont associé la méthode de sous et sur solutions

avec le degré de Leray-Schauder pour la résolution de l’équation (47), avec les conditions

aux limites :

 ( (0)  0 (0)) = 0 ¤ ( (1)  0 (1)) =  ( ()) 

où  et ¤ sont deux fonctions continues, puis ils ont appliqué la méthode de quasi

linéarisation pour la même équation di¤érentielle (47) avec ces conditions aux limites

 (0)¡ 0 (0) =   (1) =  ( ()) 

où  ¸ 0  ¸ 0 +   0  2 R

En fait, il y a des résultats considérables avec l’emploi de la méthode de sous et sur

solutions pour di¤érents problèmes aux limites. On remarque que dans la littérature, la

plupart des auteurs se sont concentrés sur les problèmes réguliers et seulement quelques-

uns entre eux qui ont traité ceux avec des singularités, lorsque  dépend de la première
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dérivée. Motivé par ce fait, on va se concentrer d’une façon particulière dans ce chapitre

sur le cas singulier.

Il est à mentionner que le plus grand pas dans l’étude des problèmes aux limites

avec singularités a été pris par Habets et Zanolin [36] pour l’équation d’emden-fowler

généralisée :

00 () +  (  ()) = 0 0    1

 (0) =  (1) = 0

où les singularités de la fonction  sont aux points  = 0  = 1 et  = 0.

Par la suite, De Coster et Habets [12] ont apporté plus de conditions que celles

supposées par Habets and Zanolin [36]. D’autres travaux qui traitent des problèmes aux

limites avec des singularités, via la méthode de sous et sur solutions, peuvent être trouvés

dans [56 57 62].

4.3 Préliminaires

Tout au long de ce chapitre la norme considérée est jjjj1 = maxfjjjj  jj0jjg où kk

désigne la norme jjjj = max
2[01]

j ()j.

On commence tout d’abord par la présentation du lemme qui étudie un problème

auxiliaire pour avoir la forme de la solution du problème aux limites (47)¡ (48).

Lemme 4.1 Soit  2  ([0 1] R) et
P=

=1  6= 1 alors la solution du problème aux

limites auxiliaire suivant :

8
<

:

00 () = ¡ ()  0    1

 (0) = 0  (1) =
P=

=1  () 
(4.9)
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est donnée par :

 () = 

Z 1

0

(1¡ )  () ¡

Z 

0

(¡ )  () ¡
=X

=1



Z 

0

( ¡ )  ()  (4.10)

où  = 1

1¡
=
=1 

 De plus,

0 () = 

Z 1

0

(1¡ )  () ¡

Z 

0

 () ¡ 

=X

=1



Z 

0

( ¡ )  ()  (4.11)

Preuve. En intégrant l’équation di¤érentielle 00() = ¡() deux fois sur l’intervalle

[0 ], on obtient

() = ¡

Z 

0

(¡ ) ()+ 1+ 2 (4.12)

A partir de la première condition au bord  (0) = 0, on trouve 2 = 0

Puis en prenant compte de
P=

=1  6= 1 et à l’aide de la deuxième condition au

bord  (1) =
P=

=1  (), il vient que

1 =
1

1¡
P=

=1 

ÃZ 1

0

(1¡ )  () ¡

=X

=1



Z 

0

( ¡ )  () 

!

 (4.13)

Alors, il en résulte que

 () = 

Z 1

0

(1¡ )  () ¡

Z 

0

(¡ )  () ¡
=X

=1



Z 

0

( ¡ )  ()  (4.14)

Le théorème du point …xe suivant sera combiné avec la méthode de sous et sur solu-

tions pour établir tous les résultats d’existence de solutions de ce chapitre.

Lemme 4.2 (Théorème du point …xe de Schauder)[13] Soit ­ un sous ensemble non

vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach . Soit  : ­ ! ­ un opérateur

complètement continu. Alors  a un point …xe dans ­.
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Dé…nition 4.1 (Sous solution)[11]. Une fonction  2 1 [0 1]\2 (0 1) est une sous

solution du problème aux limites (4.7)-(4.8) si :

(a)  (0) · 0  (1) ·
P=

=1  () 

(b) pour tout  2 (0 1),

00 () +  (  ()  0 ()) ¸ 0

Dé…nition 4.2 (Sur solution)[11]. Une fonction  2 1 [0 1] \ 2 (0 1) est une sur

solution du problème aux limites (4.7)-(4.8) si :

(a)  (0) ¸ 0  (1) ¸
P=

=1  () 

(b) pour tout  2 (0 1),

00 () +  (  ()  0 ()) · 0

Dé…nition 4.3 (Modi…cation du terme non linéaire) Soient   2 1 [0 1] \

2 (0 1) respectivement les sous et sur solutions du problème aux limites (4.7)-(4.8) telles

que  () ·  ()  8 2 [0 1] et soit   0 tel que   max fj0 ()j  j0 ()j  2 [0 1]g+ ,

où  = max f (1)¡  (0)   (0)¡  (1)g. On dé…nit

¤(  0) =

8
>>><

>>>:

( ¡) si 0  ¡

(  0) si ¡  · 0 · 

(  ) si 0  

(4.15)

et

 (  0) =

8
>>><

>>>:

¤(  ()  0) + ()¡
j()¡j+

 si    () 

¤(  0) si  () ·  ·  () 

¤(  ()  0) + ()¡
j()¡j+

 si    () 

(4.16)

avec  ¸ 1. La fonction  (  0) est dite la modi…cation de (  0) associée au triplé

  
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A partir de la dé…nition de  (  0), on déduit qu’elle est continue et bornée sur

[0 1]£R2 et que j (  0)j · avec  =0 + 1 où

0 = max fj (  0)j :  2 [0 1]  () ·  ·  ()  j0 () j · g 

Dés lors, on considère le problème modi…é suivant :

00 () +  (  ()  0 ()) = 0 0    1 (4.17)

 (0) = 0  (1) =

=X

=1

 () 

On peut véri…er facilement que les solutions du problème modi…é (4.17) coïncident

avec celles du problème (4.7)-(4.8).

Condition de Nagumo

Lorsque le terme non linéaire dépend de 0, l’existence uniquement des sous et sur

solutions ne su¢t pas pour garantir l’existence de la solution. La condition de Nagumo

permet a priori de déduire des bornes sur la dérivée. On présente les deux versions de la

condition de Nagumo, la régulière ainsi que la singulière.

Dé…nition 4.4 (Condition de Nagumo dans le cas régulier) Soient   respective-

ment les sous et sur solutions du problème aux limites (4.7)-(4.8) telles que  () ·  () 

8 2 [0 1] et  l’ensemble dé…ni par

 =
©

(  ) 2 [0 1]£R2 () ·  ·  ()
ª


On dit qu’une fonction continue  : [0 1]£R2 ! R satisfait la condition de Nagumo sur

 s’il existe une fonction continue  2  (R+R+¤ ) telle que

j(  )j ·  (jj)  8 (  ) 2  avec jj ¸  (4.18)

57



et
+1Z





 ()
 max


 ()¡min


 ()  (4.19)

Où

 = max f (1)¡  (0)   (0)¡  (1)g  (4.20)

Dé…nition 4.5 (Condition de Nagumo dans le cas singulier) Soient   respec-

tivement les sous et sur solutions du problème aux limites (4.7)-(4.8) telles que  () ·

 ()  8 2 [0 1] et ¤ l’ensemble dé…ni par

¤ =
©

(  ) 2 (0 1)£ R2 () ·  ·  ()
ª


On dit qu’une fonction continue  : (0 1)£R2 ! R satisfait la condition de Nagumo

sur ¤ s’il existe deux fonctions  2 1 ((0 1) R+¤ ) et  2  (R+R+¤ ) telles que

j(  )j ·  () (jj)  8 (  ) 2 ¤ avec jj ¸  (4.21)

où
+1Z





 ()
= +1 (4.22)

4.4 Résultats d’existence de solutions dans le cas ré-

gulier

Dans cette section, on établit un résultat d’existence de la solution lorsque le terme

non linéaire  est régulier. Cependant, on présente d’abord le lemme qui fournit a priori

une borne de 0.

Lemme 4.3 Soient   respectivement les sous et sur solutions du problème aux limites

(4.7)-(4.8) telles que  ·  et  : [0 1] £ R2 ! R une fonction continue satisfaisant la
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condition de Nagumo sur l’ensemble , alors pour chaque solution  de (4.7) véri…ant

 ·  · , il existe   0, tel que

k0k   (4.23)

Preuve. Soit  une solution de (4.7) véri…ant  ·  ·  A partir de la dé…nition

de , on peut conclure qu’il existe  2 [0 1] tel que j0 ()j · 

De (419)  on peut choisir une constante    qui véri…e l’inégalité

Z





 ()
 max


 ()¡min


 () 

Maintenant, on suppose qu’il existe un intervalle  = [1 2] (ou  = [2 1]) de sorte que

0 () ¸ , 8 2  0 (1) =  et 0 (2) = . En posant  = 0 (), on obtient

Z





 ()
=

2Z

1

0 () 00 ()

 (0 ())
 =

2Z

1

0 ()  (  ()  0 ())

 (0 ())
 ·

¯
¯
¯
¯
¯
¯

2Z

1

0 () 

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= j (2)¡  (1)j · max

 ()¡min


 () 

Z





 ()
 (4.24)

on a ainsi une contradiction, donc 0 ()   De même, on peut démontrer que 0 () 

¡ 8 2 

Théorème 4.1 Soit  : [0 1] £ R2 ! R une fonction continue satisfaisant la condition

de Nagumo sur . Soient  et  les sous et sur solutions du problème aux limites (4.7)-

(4.8),  () ·  () pour tout  2 [0 1] et 0 
P=

=1  · 1

Alors le problème aux limites (4.7)-(4.8) a au moins une solution  2 2 [0 1] et

 () ·  () ·  ()  8 2 [0 1] 

Preuve. En e¤et, on cherche l’existence de solutions pour le problème modi…é, donné

par (417).
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La preuve s’opère en deux étapes.

Etape 1 : Existence de la solution. On pose  () =  (  ()  0 ())

On dé…nit l’opérateur  : 1 [0 1] ! 1 [0 1] par

() = 

Z 1

0

(1¡ )  () ¡

Z 

0

(¡ ) () 

¡ 
=X

=1



Z 

0

( ¡ )  ()   2 [0 1]  (4.25)

et au lieu de chercher une solution pour le problème (417), on cherche l’existence

d’un point …xe pour  .

D’abord, on doit montrer que  est complètement continu.

Soit  la borne de  sur [0 1]£ R2. Il s’ensuit que

j ()j · (2 + 1) (4.26)

ainsi que

j 0 ()j · (2 + 1) (4.27)

Alors,  envoie l’ensemble fermé, borné et convexe

 =
©
 2 1 [0 1] : j ()j · (2 + 1) j0 ()j · (2 + 1)

ª
(4.28)

dans lui même. En outre, pour tout  2 1 [0 1] et 1 2 2 [0 1]  1  2 tels que

j1 ¡ 2j   on a

j(1)¡ (2)j · 2 (2 ¡ 1) ( + 1) (4.29)

et

j 0(1)¡ 
0(2)j · (2 ¡ 1) (4.30)

par passage à la limite, lorsque 1 ! 2 on a j(1)¡ (2)j ! 0 et j 0(1)¡ 
0(2)j !

0Donc fg est équicontinu et par conséquent  est un opérateur complètement continu,
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en vue du théorème d’Arzela -Ascoli. Le théorème du point …xe de Schauder, permet de

conclure que  a un point …xe qui est une solution du problème aux limites modi…é.

Etape 2 : Localisation de la solution. On doit montrer que si  est une solution, elle

doit satisfaire

 () ·  () ·  ()  8 2 [0 1] 

En supposant le contraire, on admet qu’il existe 0 2 [0 1] tel que

min
2[01]

( ()¡  ()) =  (0)¡  (0)  0 (4.31)

par conséquent, on a certains cas à considérer comme suit :

Cas 1 : Si 0 2 (0 1)  on obtient

0 · 00 (0)¡ 
00 (0) (4.32)

= ¡ (0  (0)  
0 (0))¡

 (0)¡  (0)

j (0)¡  (0)j+ 
+  (0  (0)  

0 (0))  0

qui est une contradiction, donc le minimum de ¡  n’est pas atteint au point 0.

Cas 2 : Si 0 = 0, on a

 (0)¡  (0)  0 (4.33)

D’un autre côté, puisque  est une solution, on a  (0) = 0 et par conséquent

 (0)  0 ce qui contredit le fait que  est une sous solution.

Cas 3 : Si 0 = 1, il s’ensuit que,

 (1)¡  (1)  0 (4.34)

Comme  est une sous solution et  est une solution, alors

 (1) ·

X

=1

 ()   (1) =

X

=1

 ()  (4.35)
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Ainsi, on obtient

 (1)¡  (1) ¸
X

=1

 ()¡
X

=1

 ()  (4.36)

Du fait que 0 
P=

=1  · 1 et ( (1)¡  (1)) est un minimum de ¡ alors, on obtient

 (1)¡  (1) 

X

=1

 ( (1)¡  (1)) ¸  (1)¡  (1)  (4.37)

donc, on a une contradiction. Appliquant ce même raisonnement une autre fois, on prouve

que  () ·  ()  8 2 [0 1] 

4.5 Résultats d’existence de solutions dans le cas sin-

gulier

Dans cette section, on va se pencher sur le cas où le terme non linéaire  peut avoir

des singularités au niveau de ses deux premières variables.

Lemme 4.4 Soient   respectivement les sous et sur solutions du problème aux limites

(4.7)-(4.8) telles que  ·  et  : (0 1) £ R2 ! R une fonction continue satisfaisant

la condition de Nagumo sur l’ensemble ¤, alors pour chaque solution  (4.7) véri…ant

 ·  · , il existe ¤  0, tel que

k0k  ¤ (4.38)

Preuve. La preuve est similaire à celle du lemme 4.3.

Maintenant, on donne un théorème d’existence où la fonction  a des singularités

aux points  = 0 et  = 1

Théorème 4.2 Soit  : (0 1)£ R2 ! R une fonction continue satisfaisant la condition

de Nagumo sur ¤ Soient  et  les sous et sur solutions du problème aux limites

(4.7)-(4.8), telles que  () ·  () pour tout  2 [0 1] avec 0 
P=

=1  · 1
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Alors le problème aux limites (4.7)-(4.8) a au moins une solution  2  [0 1]\2 (0 1)

et

 () ·  () ·  ()  8 2 [0 1] 

Preuve. On dé…nit les suites ()  () ½ (0 1) et ()  () ½ R telles que

 ! 0  ! 1  ! 0 et  !
P=

=1  ()  1 ·  · 1  () ·  ·  () et

 () ·  ·  ()  On considère le problème modi…é suivant

00 () +  (  ()  0 ()) = 0 0    1 (4.39)

 () =   () =  (4.40)

En appliquant le théorème 4.1, on conclut que ce problème modi…é possède une solution

 sur le compact [ ] véri…ant  () ·  ·  () et j0 ()j  . En utilisant le

théorème d’Arzela-Ascoli on montre qu’on peut extraire une sous suite qui converge

vers une fonction  sur tout compact de (0 1) et qui véri…e  () ·  () ·  () et

j0 ()j   En écrivant les limites des suites ()  ()  ()  () on montre que

lim!0+  () = 0 et lim!1¡  () =  (1) 

Maintenant, on donne un théorème d’existence de solution positive, où la singularité

de  peut apparaître aux points  = 0  = 1 et  = 0

Théorème 4.3 On suppose que les hypothèses suivantes sont véri…ées

(H1) La fonction  : (0 1)£ R+¤ £ R ¡! R est continue et satisfait la condition de

Nagumo par apport aux sous et sur solutions données.

(H2) Pour chaque   0 …xé, il existe une constante positive  et pour tout ensemble

compact  ½ (0 1)  il existe   0 tel que

 (  ) ¸   8 (  ) 2  £ (0  ]£ [¡  ]  (4.41)
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(H3) Il existe   0 et  2  ((0 1) R+¤ ) \ 1 [0 1]  telles que

j (  )j ·  ()  8 (  ) 2 (0 1)£ [+1)£ R (4.42)

et
=X

=1


2
 ¸

1

2
+
 2
2 1
 (4.43)

où 1 = sup (),  2 = inf  () 

(H4)
P=

=1  = 1

Alors, le problème aux limites (4.7)-(4.8) a au moins une solution positive

 2 
¡
[0 1] R+

¢
\ 2 ((0 1)R¤) 

Preuve. La démonstration se composera de 5 étapes.

Etape 1 : La dé…nition d’une suite de problèmes aux limites.

Pour tout  2   ¸ 1 on considère l’ensemble compact

 =

·
1

2+1
 1¡

1

2+1

¸

 (4.44)

 () = max

½
1

2+1
min

µ

 1¡
1

2+1

¶¾

  2 (0 1)  (4.45)

et

 (  ) = max f ( ()   )   (  )g  (4.46)

on a

 (  ) =  (  )  (  ) 2  £ R
+
¤ £R (4.47)

Comme on dé…nit aussi

 (  ) = min f1 (  )    (  )g  (4.48)
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Il est clair que () est une suite continue et décroissante sur (0 1)£R+¤ £ R et que

 (  ) =  (  )  (  ) 2  £R
+
¤ £ R (4.49)

ce qui implique que la suite de fonctions () converge uniformément vers  sur tout

sous-ensemble compact de (0 1)£ R+¤ £ R

On introduit également une suite décroissante () ½ R+¤ telle que

lim
!+1

 = 0 (4.50)

Dés lors, on peut dé…nir la suite des problèmes approximatifs (  ) :

00 () +  (  ()  0 ()) = 0 0    1 (4.51)

 (0) =   (1) =
=X

=1

 ()  (4.52)

Etape 2 : Construction de la sous solution de (  ) (4.51)-(4.52) :

 () =  est une sous solution de (  ). On a

00 () +  (  ()  0 ()) =  (  ()  0 ()) = min
1··

 (  
0)  (4.53)

 (  
0) ¸  (  0) ¸   0 (4.54)

ce qui implique

00 () +  (  ()  0 ()) ¸ 0 (4.55)

En plus

 (0) =   (1) =
=X

=1

 =  (4.56)
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Etape 3 : Construction de la sur solution de (  )1 

De (H3), on peut choisir  tel que

 ¸  ()  (4.57)

et des hypothèses de l’étape 1, on a

1 (  ) = max f (1 ()   )   (  )g  (4.58)

On voit bien que

 (1 ()   ) ·  (1 ()) · sup
2[01]

 () =  1 (4.59)

et

 (  ) ·  ()  (4.60)

ce qui entraîne que

1 (  ) ·  () + 1 (4.61)

Ainsi, on remarque que la solution du problème aux limites suivant

00 () +  () +  1 = 0 (4.62)

 (0) =   (1) =

=X

=1

 ()  (4.63)

qui est donnée par

 () = ¡

Z 

0

(¡ ) ( () + 1) 

+

Z 1

0

(1¡ ) ( () +  1) ¡ 
=X

=1



Z 

0

( ¡ ) ( () + 1)  (4.64)
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est une sur solution de (  )1  En e¤et

00 () + 1 (  0) · 00 () +  () + 1 = 0 (4.65)

et

 (0) ¸   0  (1) ¸

=X

=0

 ()  (4.66)

D’autre part, de (443), on obtient la positivité de l’expression suivante

¡

Z 

0

(¡ ) ( () +  1) + 

Z 1

0

(1¡ ) ( () +  1) ¡

¡
=X

=1



Z 

0

( ¡ ) ( () +  1)  (4.67)

et a partir de (457) et (467) on peut con…rmer que  () ·  () 

En utilisant le théorème 4.2, on conclut que(  )1 a au moins une solution

1 2  [0 1] \ 2 (0 1) telle que

 () · 1 () ·  ()  (4.68)

Etape 4 : L’existence d’au moins une solution de (  )(4.51)-(4.52).

Il est clair que, 8 ¸ 1

 () ·  () · ¡1 () ·  · 1 ()  (4.69)

Après avoir pris en compte le fait que  () et ¡1 () sont les sous et sur solutions et

en appliquant le théorème 4.2 une autre fois, on constate que (  ) a au moins une

solution 
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Etape 5 : L’existence d’au moins une solution de BVP (4.7)-(4.8)

Considérons la limite ponctuelle

e () = lim
!+1

 ()  (4.70)

en utilisant le théorème d’Arzela-Ascoli on montre que e est une solution du problème

avec conditions aux limites (4.7)-(4.8) et

e 2 
¡
(0 1) R+

¢
\ 2 (0 1)R¤)  (4.71)

En outre, on peut véri…er la continuité de e aux points  = 0 et  = 1

On remarque que

e (0) = lim
¡!+1

 = 0 (4.72)

e (1) =
=X

=0

 lim
¡!+1

 () =
=X

=0

e ()  (4.73)

Ce qui achève la démonstration du théorème.
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