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Résume

L'objectif des travaux présentés dans cette thése est I'étude de I'existence
des solutions de quelques problémes aux limites engendrés par des équations
différentielles ordinaires non linéaires du deuxieme et troisieme ordre avec trois
types de conditions aux limites: trois points, intégrales et multipoints. Pour
certains d'entre eux on établit aussi l'unicité et la positivité. On s'intéresse
également aux singularités du terme non linéaire dans le cas du probléme aux
limites multipoints. Les résultats sont obtenus en se basant essentiellement sur
I'alternative non linéaire de Leray-Schauder, le principe de contraction de
Banach, le théoreme du point fixe de Schauder, le théoréme de Guo-

Krasnosel'skii et la méthode de sous et sur solutions.

Mots clés: Théoreme du point fixe, Principe de contraction de Banach,
L'alternative non linéaire de Leray-Schauder, Théoreme de Guo-Krasnosel'skii,
Conditions intégrales, Probleme multipoints, Probleme aux limites régulier,

Probléme aux limites singulier, Sous et sur solutions.



Abstract

The objective of the work presented in this thesis, is to study the existence
of solutions of some boundary value problems generated by nonlinear ordinary
differential equations of second and third order with three types of boundary
conditions: three-point, integrals and multipoint. For some of them, we also
establish the uniqueness and positivity. Moreover for the case of the multipoint
boundary value problem we are interested by the singularity of the nonlinear
term. The results are obtained by using Leray-Schauder nonlinear alternative,
the Banach contraction principle, Schauder fixed point theorem, Guo-

Krasnosel'skii theorem and the method of lower and upper solutions.

Keywords: Fixed point theorem, Banach contraction principle, Leray-
Schauder nonlinear alternative, Guo-Krasnosel'skii theorem, Integrals
Conditions, Multipoint problem, Regular boundary value problem, Singular

boundary value problem, Lower and upper solutions.
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0.1 Introduction générale

L’étude des problémes aux limites non linéaires est un domaine de recherche impor-
tant et difficile. En effet, leur importance est due au fait que les problémes aux limites
modélisent un grand nombre de phénomeénes, que ce soit en physique, en sciences tech-
nologiques ou en mathématiques appliquées.

C’est dans ce contexte que s’inscrit cette thése, notre objectif est I’étude de I’existence
de solutions de quelques problémes aux limites engendrés par des équations différentielles
ordinaires non linéaires d’ordre deux et trois avec des conditions aux limites en trois
points, intégrales et multipoints, en utilisant les théorémes de point fixe ainsi que la
méthode de sous et sur solutions.

Les équations différentielles du troisiéme ordre interviennent, par exemple, a la dévia-
tion d’un faisceau courbé ayant une section transversale constante ou variable, une poutre
a trois couches ou aux ondes électromagnétiques [26], tandis que celles du deuxiéme ordre
et plus spécifiquement celles avec des termes non linéaires qui ne dépendent que des va-
riables t et u sont utilisées dans la modélisation de différents phénomeénes en physique,
en chimie ou en épidémiologie. Par exemple en physique, la détermination du poten-
tiel électrique dans un atome neutre isolé, se réduit a ’équation u” = t%u%, ainsi que
dans I’étude de la physique des plasmas, ot le probléme peut se formuler par I’équation
= (% )’ = sinhu — O%Bg,e*% et plein d’autres modeéles qui ont été évoqués dans [2].

Les théorémes de point fixe sont fondamentaux en analyse. Ils ont des applications
nombreuses, a la fois, théoriques et pratiques. De nombreux problémes peuvent étre refor-
mulés sous forme de problémes d’existence d’un point fixe pour une certaine application.
A titre d’exemple, en analyse numérique si I'on examine de plus prés les méthodes de
Lagrange et de Newton, on voit bien qu’elles reviennent dans leur principe & remplacer
la résolution de I’équation f (z) = 0 sur un intervalle [a, b] par celle d'une équation équi-
valente ¢g () = x dont on approxime la solution z* par une suite de valeurs (¢, ) définie

par son premier terme cg € [a,b] et la relation de récurrence c¢,.1 = ¢ (¢,). L’applica-

tion de ces théoremes apparait aussi dans la recherche des zéros d’un polynéme, ou bien



pour démontrer que certaines équations différentielles admettent des solutions sans les
déterminer explicitement, c’est la raison pour laquelle on a fait intervenir ces théorémes
dans le présent travail. On a utilisé d’une facon particuliére le principe de contraction
de Banach, l'alternative de Leray-Schauder et le théoréme de Guo-Krasnosel’skii. Les
résultats obtenus ont fait ’objet des trois premiers chapitres.

Le dernier chapitre, se base essentiellement, sur la méthode de sous et sur solutions.
Cette méthode a été introduite pour la premiére fois par Picard [52] en 1893. Il avait

cherché les solutions du probléme aux limites :

u" (t)+ f(t,u(t)) =0, t €la,b[, wu(a)=0, u(b)=0, (0.1)

en supposant v = 0 est une solution et que la fonction f(t,.) est croissante. L’idée était de
construire une suite croissante («,), d’approximations successives qui satisfait o (t) > 0
sur |a, b de maniére a éviter la solution triviale et qu’elle converge vers une solution u
du probléme (0.1). Il avait prouvé 'existence d’une premiére approximation ag et une

fonction positive telle que

apg + f(t,ap) >0, t €la,b], ag(a) =0, ag(b) =0. (0.2)

Aujourd’hui, une telle fonction est appelée une sous solution. Tandis que le grand mérite
revient a Dragoni en 1931, dans un premier papier [14], développé et amélioré dans [15],

en considérant le probleme de Dirichlet

u' = f(t,u,u’), t€la,bl, u(a)=A, u(b)=B. (0.3)

Il avait supposé l'existence de deux fonctions a, 8 € C?([a,b]), avec a (t) < S(t) sur

[a, b] ou

o () = f(t, e (t),y), st t€la,bl ,y<a'(t) (respy=a (1)), (0.4)



ala) <A, a(b) < B, (0.5)

et
BY() = f(t.B(t),y), st t€lab ,y=p(t) (respy < B (1)), (0.6)

Bla) < A, B(b)<B. (0.7)

I avait obtenu alors 'existence d’une solution de (0.3) avec sa localisation a < u < f.

Les hypotheéses de régularité étaient que f est continue et bornée sur
E={(t,u,v) €[a,b] x R*/a(t) <u<B(t)}. (0.8)

Donc I’idée principale de cette méthode consiste & modifier le probléme donné afin d’avoir
une fonction bornée, puis utiliser les résultats d’existence de solutions de celui ci pour
montrer 'existence de solutions du probléme original. En fait, cette méthode est un
outil puissant dans l’analyse non linéaire, car en l'utilisant, on n’obtient pas seulement
I’existence de la solution, mais aussi son emplacement entre ce qu’on appelle les sous et
sur solutions, chose qui fournit une estimation de la solution. On doit noter ici, que les
travaux cités ci-dessus sont les premiers qui reconnaissent explicitement le role central
des fonctions « et 3, qu’on appelle aujourd’hui sous et sur solutions. Plus tard, un grand
nombre de travaux a été consacré a cette théorie, plus particulierement, dans 1’étude
des équations différentielles du premier et deuxiéme ordre avec différentes formes de la
fonction f et avec diverses conditions aux limites comme celles de Neumann, périodiques
ou de Dirichlet. Le monographe de Cabada [9] est une excellente référence qui fait le tour
des principaux travaux utilisant la méthode de sous et sur solutions.

Les problémes aux limites, considérés dans le présent travail, peuvent étre réguliers ou
bien singuliers, ces derniers interviennent dans plusieurs domaines comme la dynamique
des gaz, mécanique des fluides newtoniens ou bien la théorie de la couche limite [50]. Vu
que la plupart des papiers traitant les problémes singuliers a été consacrée au cas f (¢, u),

on a trouvé qu’il serait intéressant d’étudier le cas f (t,u,u’) ou la fonction f dépend,



aussi, de la premiére dérivée. Ce cas a fait I'objet d’une importante partie du dernier
chapitre.

Cette thése est constituée de quatre chapitres.

Le premier chapitre, s’intéresse a I’étude du probléme aux limites en trois points
suivant :

u" () + f(tu(t) =0, 0<t <1, (0.9)
u (0) = au' (0), u(l)=pu (n), v (1) =0, (0.10)

onn € (0,1),a, BER, feC([0,1] xR,R) et 1+ 2 + 2061 — 25 # 0. En supposant
qu’il existe deux fonctions positives k,h € L' [0,1] avec h € R, p e Rf et f(¢,0) #0
telles que

|f o) < k@) [l +h(t), V(E,z) €[0,1] xR,

Notre objectif est de donner de nouvelles conditions sur le terme non linéaire f, afin
d’établir I'existence d’une solution non triviale, en utilisant ’alternative non linéaire de
Leray-Schauder. Ainsi nos conditions sont plus générales que celles données dans [27].

Dans le deuxiéme chapitre on étudie I’existence et I'unicité de la solution ainsi que la
compacité de I’ensemble des solutions du probléme aux limites avec conditions intégrales
suivant :

W () + fltut) =0, 0<t<1, (0.11)

u(0) = /Olu (t)dt, wu(l)= /01 tu (t) dt, (0.12)

ou f:[0,1] x R — R est une fonction L'—Carathéodory avec f(¢,0) # 0, vérifiant

I'inégalité suivante :

If(t,x)| <k(t)|z|"+h(t), (tz)e]0,1] xR, (0.13)



ou k,h € L'[0,1]. Les résultats d’existence concernent trois cas 0 < o < 1, a = 1 et
a > 1.

Le troisieme chapitre est une généralisation de 1’étude proposée au chapitre 2, ou
le terme non linéaire dépend de la premiére dérivée u'. En effet, on établit I’existence,

I'unicité et la positivité du probléme aux limites suivant :
u" + f(tu(t),d'(t) =0, 0<t<I, (0.14)

w(0) =0, o (1)= /01 tu (1) dt, (0.15)

ou f:[0,1] x R?> — R est une fonction L'—Carathéodory et vérifiant des inégalités
plus générales que celles données au chapitre précédant, telles qu’il existe trois fonctions

positives h, g,k € L' ([0,1] ,R}) avec k € R% et
f (tz ) Sh @) ]2+ g @) |yl” + k), Yt z,y) €[0,1] xR, (0.16)

ol « et [ sont deux parameétres positifs.
Au quatriéme chapitre, on se concentre sur ’étude de l'existence de solutions du

probléme aux limites multipoints suivant :

u () + f(tu(t),u (£) =0, 0<t<I, (0.17)

o~
Il
3

w(0)=0, w(l)=3 A, (0.18)

=1

ol

en utilisant la méthode de sous et sur solutions, o f est une fonction continue, vérifiant
la condition de Nagumo, telle que 0 <7, <1, A\, >0 (k=1,..,m),0< Ziii” M < 1let

Zjln Aen, 7 1. Les résultats concernent les deux cas, le régulier ainsi que le singulier.
Il est noté que les singularités de f peuvent apparaitre aux points t = 0,¢t =1, u = 0.
Lorsqu’on traite le cas singulier u = 0, on donne quelques conditions et on construit les

sous et sur solutions afin d’obtenir une solution positive.



Chapitre 1

Existence de solutions pour un
probléme aux limites du troisiéme

ordre en trois points

Dans ce chapitre on donne des résultats d’existence de solutions pour un probléeme
aux limites en trois points engendré par une équation différentielle du troisieme ordre. Les
démonstrations se basent essentiellement sur I’alternative non linéaire de Leray-Schauder.
Les résultats ont fait I’objet de la publication internationale :

A.Guezane-Lakoud, N. Hamidane, R.Khaldi, “On a Third-Order Three-Point Boun-
dary Value Problem”, International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences,

vol.2012, Article ID 513189, 7 pages, 2012.



1.1 Introduction

Les équations différentielles du troisiéme ordre interviennent dans de différents do-
maines des mathématiques appliquées et de physique, par exemple, a la déviation d’un
faisceau courbé ayant une section transversale constante ou variable, une poutre a trois
couches ou aux ondes électromagnétiques, pour plus de détails, on peut se référer au
livre de Gregus [26]. Dans la derniére décennie, les problémes aux limites en trois points
engendrés par des équations différentielles du troisiéme ordre ont requ beaucoup d’atten-
tion.

En utilisant les théorémes de Guo-Krasnosel’skii et Leggett-Williams, Anderson [3] a
obtenu des résultats d’existence de solutions positives pour le probléeme aux limites en
trois points :

u" (1) — f(t,u(t) =0, t; <t <tz (1.1)
u(t) =u' (t2) =0, yu(ts) + ou” (t3) = 0, (1.2)

ou f € C(R%R), f est positive pour z > 0 et f(¢,.) n’est pas identiquement nulle sur
tout sous ensemble de [t,t3] de mesure positive. Par la suite, via le théoréeme de Guo-
Krasnosel’skii, Sun [55] a établi différents résultats sur 'existence de solutions positives

simples et multiples pour le probléme aux limites en trois points :

u" () — Aa(t) f(t,u(t) =0, 0<t <1, (1.3)

u(0) =u'(n) =u" (1) =0, (1.4)

oun € [1/2,1), A > 0, a(t) une fonction positive continue définie sur (0,1), et
f :]0,1] x [0,00) — [0,00) continue. Palamides et Stavrakakisp [51] ont également
abouti & des résultats d’existence de solutions pour le probléme aux limites en trois

points suivant :

u" (1) + fltu(t) =0, 0<t <1, (1.5)



u(0) = qu' (0), ' (n) = u(l) =0, (1.6)

en utilisant le théoréme de Guo-Krasnosel’skii, comme ils ont garanti I'unicité de la
solution en ajoutant des hypothéses supplémentaires. Pour plus de résultats concernant
cette classe de problémes, on peut se référer aux travaux [4,5, 22,23, 31, 37, 44] ainsi que
leurs références.

Ce chapitre est organisé comme suit, on présente tout d’abord notre probléme aux
limites, ensuite on donne quelques lemmes préliminaires, aprés on expose nos résultats

d’existence de solutions et on termine par des exemples.

1.2 Position du probléme et motivation

Motivé par les travaux précédemment cités et inspiré de [27], ou les auteurs ont été
concernés par l'existence de solutions non triviales pour le probléme aux limites du second

ordre

u" (t) + f(t,u(t) =0, 0 <t <1, (1.7)
w(0) =o' (0), u(l)=pu(n), (1.8)

ounne(0,1),a, R, feC([0,1] x R,R), 1 +a— F # 0 et en supposant qu’il existe

deux fonctions positives k, h € L' [0,1] telles que
(o) <R 2P +h (1), Y (t2) € 0,1 x R,

avec 0 < p < 2, on va se concentrer, dans ce chapitre, sur ’étude de l'existence de

solutions non triviales pour le probléme aux limites en trois points suivant :
u" () + f(tu(t) =0, 0<t <1, (1.9)

u (0) = au' (0), u(l)=pu (n), v (1) =0, (1.10)

10



en se basant principalement dans notre démonstration sur l’alternative non linéaire de
Leray-Schauder. Ou n € (0,1), f € C'([0,1] x R,R) et les parameétres « et 5 sont arbi-
traires dans R tels que 1+ 2a+ 20n — 25 # 0. L’objectif est de donner des conditions
nouvelles et plus générales que celles données dans [27]. D’ailleurs, on établit des résultats

d’existence de solutions pour p € R} .

1.3 Préliminaires

L’espace de Banach considéré dans ce chapitre est £ = C ([0,1],R) , muni de la norme
|lu|| = max |u (t)|,V u € E.
te[0,1]
On donne ci-dessous, une définition et quelques lemmes faisant intervenir dans les

démonstrations de la quatriéme section.

Définition 1.1 (Opérateur complétement continu) Soient E un espace de Banach
et Q0 une partie de E. On dit que lopérateur T : ) — E est complétement continu si’il

est continu et si pour toute partie bornée B de 2, T(B) est relativement compact dans

E.

Lemme 1.1 (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder)[13] Soit E un espace
de Banach, ) un sous ensemble ouvert borné de E, 0 € Q et T : Q — E un opérateur
complétement continu. Alors

(i) il existe x € O et A > 1 tel que T (x) = Az, ou bien

(i) il existe un point fize v* € Q.

Lemme 1.2 (Arzela-Ascoli (1))[13] Soit K C R" un ensemble compact. Un sous-
ensemble ' C C(K) est relativement compact si et seulement s’il est uniformément

borné et équicontinu, ot C(K) désigne l’espace des fonctions continues dans K.

Lemme 1.3 (L’négalité de Holder) [8] Soient un espace E mesurable, 1 < p < oo,

q son exposant conjugué c.a.d. % +% =1, feLf etge L.

11



Alors f-g € L' et
/ 9l < 11 - 19le

Maintenant, on étudie un probléme auxiliaire pour avoir la forme de la solution du

probléme aux limites posé (1.9) — (1.10).

Lemme 1.4 Soit y € C([0,1],R). Si ( = 1+ 2a+26n — 28 # 0, alors la solution du

probléme aux limites auxiliaire
u" () +yt) =0, 0<t <1, (1.11)

u(0) = au' (0), u(1)=pu (n), u' (1) =0, (1.12)

u(t) = —% /0 (t —s)*y(s)ds + p (* — 2t — 2a) /077 (n—s)y(s)ds

¢
1! t?
+Z (1—ys) (5 (1+s+20—20)+ (t+a) (26 — s)) y(s)ds. (1.13)
0
Preuve. En intégrant I’équation différentielle v (t) = —y(t) deux fois sur 'intervalle
[0, ], on trouve

t
u'(t) = —/ (t —s)y(s)ds + At + B. (1.14)

0

Comme u/ (1) =0 , on obtient
1
—/ (1-s)y(s)ds+ A+ B =0. (1.15)
0
L’intégration de (1.14) donne

u(t) = -3 /Ot (t — ) y(s)ds + %At2 + Bt + C. (1.16)

En tenant compte des conditions u (0) = au’ (0), u (1) = pu’ (n) et en vue de (1.14)

12



et de (1.16), on aboutit aux équations :

C =ab, (1.17)

1 A "
‘%/0 (1_3)2y(s)ds+5+3+0=—6/0 (n=s)y(s)ds + fnA+ 5B (1.18)

La résolution du systéme formé par les équations (1.15), (1.17) et (1.18), donne les
valeurs des constantes A, B et C,

d’oll

u(t)

(t —s)?y(s)ds + ? (t* — 2t — 20) /077 (n—s)y(s)ds

S— —

(1—ys) (g (1+s+20—20)+ (t+a) (26n — s)) y(s)ds.

1.4 Reésultats d’existence de solutions

Dans cette section on introduit deux résultats concernant 1’existence de solutions.

Théoréme 1.1 On suppose que f (t,0) # 0, # 0, p € R}, et qu’il existe deux fonctions

positives k,h € L*[0,1] avec h € R} telles que

If(t,2)| < Ek@)|zfP +Rh(t), Y(t,z) €[0,1] x R, (1.19)

(op

(14]pc22

1 ! 1
+ 'Z' 21+ (|Bn+1)+ |6|)) /0 (1—3s)k(s)ds < 5 (1.20)

1 ! 1
+ 'E' 2|11+ (|B8n+1)+ \ﬁ\)) /0 (1 —3s)h(s)ds < 5 (1.21)

¢

Alors le probléme aux limites (1.9)-(1.10) a au moins une solution non triviale u* € E.

On démontre ce théoréeme grace a ’alternative non linéaire de Leray-Schauder.
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Preuve. Tout d’abord, a partir du lemme 1.4 on définit 'opérateur T : £ — E, par

Tu(t)
__lt_525u5552——an—3 s,u(s))ds
_ 2A(t P (s.uls)) s+ 2 1 2t2)A(U ) £ (s,u(s))d

+% i (1—3) (% (I+s4+2a—206)+ (t+«a)(28n— s)) [ (s,u(s))ds(1.22)

Le probléme aux limites (1.9) — (1.10) a une solution si et seulement si opérateur 7'
admet un point fixe.

Premiérement, on va montrer que 7' est complétement continu.

(1) T est continu. Soit (u,) une suite qui converge vers u dans F pour la norme ||.||.

Alors

[ Tun(t) — Tu(t)]

(1+2a) 1
< (rtV—T;—«+khﬂ1+MUMn+1wwmQ
<[ =915 ()~ 5 (su ) . (1.23)
d’ou
| Tu, — Tul|
(1+2a) 1
< (L+V—7;—«+ZMM1+MUMn+1me0
T (ot () = T (D) (1.24)

par passage a la limite, en faisant tendre n — 400 et due au théoréme de la convergence

dominée de Lebesgue, on obtient

1 Crun () = F Gu()llp — 0,

ce qui permet de conclure que 1" est un opérateur continu.
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(1) L’image de tout ensemble borné par 7' est un ensemble relativement compact.
Soit B, = {u € E : ||u|| < r} un sous-ensemble borné.

a) En utilisant (1.19) Pour (¢,u) € [0,1] x B,, on trouve

ruol < (1+]p522) 4 7| @i algsio 1+ 190)
[ P + 1) s
< (1 s 1 g el Gsin+ v+ 1o))
« (rp /0 (s)ds + /0 1 h(s)ds), (1.25)
d’ou
il < (1 |32 [ s al Q81+ 1+ 19D ) 6 bl + 0

(1.26)

Alors T'(B,) est uniformément borné.

b) T (B,) est équicontinu. En effet, pour tout ¢1,t € [0,1] et u € B,., on a

[Tu(t) - Tu(ts)
< 5 (=) 2 -0) ful)ds
C((tQ £31)

1

+ 2
2 a—y ((% t—2> (145420 —28) + (b — t) (2577—3)) £ (s,u(s)) ds.
(1.27)

par passage a la limite, lorsque ¢; — t2, on a |[Tu(ty) — T'u(tz)] — 0, donc T'(B,)
est equicontinu et par conséquent 7' est un opérateur complétement continu, en vue du

théoréme d’Arzela -Ascoli.

15



Dés lors, on va appliquer I'alternative non linéaire de Leray-Schauder. On pose

M= (1+'6@ +'%'(2\1+a|(\ﬁ\n+1)+|ﬁl)) /01<1—s>k=<s>ds
et
N = (1+'ﬁ@ +'§'<2|1+a|<|ﬁ|n+1>+w>) /Olu—s)h(s)ds,

M
Soient m = ~ et Q={ue C0,1]:|ul]] <1}. Comme h € R*, on conclut que N > 0.

A présent, en supposant que u € 92, A > 1 avec T'u = A\u, permet d’avoir
- = < P :
Mfull = 1Tl = poas [(T) ()] < M Jul” + N
Comme ||u|| = 1, il en résulte que
A< M+ N. (1.29)

D’abord, si m < 1 alors A < 2N < 1, d’ou A < 1, ce qui contredit le fait que A > 1.
Par I'utilisation de ’alternative de Leray-Schauder il en découle que T" admet un point
fixe u* € Q et donc le probléme aux limites (1.9)-(1.10) admet une solution non triviale
ut e b.

Idem, si m>1. m

Pour la suite, on a besoin d’introduire les notations suivantes :

1
" H 201+ al(Bln+1)+ |ﬁ|)) , (1.30)

A4:aA(1—gk@m&
et

Nz@A%l—@M@%.
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Théoréme 1.2 Sous les conditions du théoréme 1.1 et si l'une des conditions suivantes

est satisfaite :

(1) I existe n > 1 et r > 1 telles que

(/01 k”(s)ds)% <4 ;aqﬁ (% + % ~ 1),

([ row) <232 22y

(2) II existe deux constantes u, T > —1 telles que

k(s) < (2 + 1;;” i 2)5“,

(t+ 1) (t+2)

h(s) < 5 7
meas {s € [0,1], k(s) < PF 1;5“ +2) s"} >0,
et
meas {s € (0,1, h(s) < TF 1;5: i 2)57} > 0.
(3) Les fonctions k(s) et h(s) satisfont
Ks) < -,
hs) <
meas {s € (0.1, k(s) < %} -0,
et

meas{s € (0.1],h(s) < é} - 0.
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(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.87)

(1.38)

(1.39)

(1.40)



(4) La fonction f (t,x) satisfait

f o)) _ 1

— i < — 1.41
wi = lim sup max =T < o0 (141)
et
1
= 1 t < —. 1.42
wy = lim sup max [f (¢, )| < o (1.42)

Alors le probléme auz limites (1.9)-(1.10) a au moins une solution non triviale u* € E.

Preuve. Soient M et N définies comme dans la preuve du théoréeme 1.1. Afin de
démontrer le théoréme 1.2, on a seulement besoin de prouver que M < 1/2 et N < 1/2.

(i) On suppose que la condition (1) est vérifice. L’utilisation de 'inégalité de Holder,

M<a (/01 k”(s)ds)% (/01(1 _ s)qu)% | (1.43)

et de l'inégalité (1.31), il vient

JPRLEL ( /011_8%)? 140

2a

permet d’écrire

Apres intégration du second membre de la derniére inégalité, on aboutit & M < 1/2.

En utilisant I'inégalité de Holder une autre fois, on obtient

Nga(/ol ;f(s)ds)l (/01 (1—s)lds)%. (1.45)

En utilisant (1.32), puis en intégrant le second membre de I'inégalité résultante, on arrive
aN<1/2
(74) On suppose que la condition (2) est vérifice. En tenant compte de (1.33) et (1.34),

M < (i + 1;5# +2) (a /01 (1—ys) s“ds) = %, (1.46)

il en résulte que
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et

N < (r+1)(r+2) (a/l(l—s) s"ds) :1. (1.47)
2a 0 2
(747) Maintenant, on suppose que la condition (3) est vérifiée. En utilisant le méme
raisonnement, que celui dans la preuve de la deuxiéme condition, on démontre la troi-
siéme.
(14i7) Finalfnzent,) ‘on suppose que la condition (4) est vérifiée. A partir de w; =
f(tx

lim sup max—~——=-, on déduit qu'il existe c; > 0 tel que pour |z| > ¢;, on a
|z 00 tef0,] ||

Ve > 0,|f (t,2)| < (w1 +¢) |z]”, (1.48)

pour € = wy, il en résulte que

|f(t,2)] < 2w 2] (1.49)
D’autre part de ws = |l‘im sup In[(é]L)li] |f (t,x)|, on conclut qu’il existe co > 0 tel que
T|—00 te|0,
pour |z| > ¢y on a
If (t,2)] < ws + e,V € R\ |—co, 2], (1.50)

et en choisissant € = ws, on obtient

|f (t,2)] < 2wy, Vo € R\ |—ca, 2], (1.51)

par conséquent

If (t,x)] < 2wy |z|’ + 2ws, Vo € R\ |—c¢, ], (1.52)

ol ¢ = max(cy, ¢2). A présent, on pose R = max {|f (t,z)| : (t,x) € [0,1] x [—¢, ]}, donc

V(t,z) € [0,1] X R, on trouve

| (&, 2)] < k(E) |2[” + h(t), (1.53)
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ou k(t) = 2wy et h(t) = 2wy + R. A la fin, l'utilisation de (1.41), donne
1
k (t) = 2w < —, (154)
a
et de (1.37) il en découle que M < 1/2. De méme, par (1.38) on arrive a
1
h(t) =2ws+ R < —, (1.55)
a

ce qui permet d’avoir N < 1/2. A ce stade, en appliquant la troisiéme condition, la preuve

du théoréme est achevée. m

1.5 Exemples

Exemple 1.1 On Considére le probléeme aux limites en trois points suivant :

2/t3 3 t
u" %US +cost | + arcsin = O, 0<t< 1,
2 5 (1.56)

On a
0 [ 13 arcsint 1 1 2
f(t,x)—7<7+cost)—l— F ,a—ﬁ——i,n—g,{’—g. (1.57)
Alors
1 (V13 int
f ()l <= (g + cost) 2 + arc;m — k(1) |2° + h(t). (1.58)
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En appliquant la premiére condition du théoréme 1.2, pour p =5 et n = r = 2, on obtient

v 1 Y 2 3
= (= [ (X —0.14
(/0 k (s)ds) 49/0 5 +coss | ds 0.1488

1
1 q
< UED" 16406 (1.59)
2a
1 3 1 ;
(/ h2(5)d5> = (/ (arcsins)2d5> = 0.13673
0 0
1
1+10)7
< 0D 6406, (1.60)

Alors le probléme auz limites (1.56) a au moins une solution u* dans C ([0,1],R).
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution
d’un probléme aux limites du second

ordre avec conditions intégrales

L’objectif de ce chapitre est d’étudier ’existence et 'unicité de la solution ainsi que
la compacité de ’ensemble de solutions d’un probléme aux limites du second ordre avec
seulement des conditions intégrales. Le principe de contraction de Banach et ’alternative
non linéaire de Leray-Schauder sont principalement les approches utilisées. Les résultats
de ce chapitre ont fait I’objet de la publication internationale :

A.Guezane-Lakoud, N. Hamidane, R.Khaldi, “Fuxistence and uniqueness of solution
for a second order boundary value problem” Commun. Fac. Sci. Univ. Ank. Series Al

Volume 62, Number 1, Pages 121-129 (2013).
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2.1 Introduction

Les équations différentielles du second ordre avec des termes non linéaires qui ne
dépendent que des variables ¢ et u sont utilisées dans la modélisation de différents phé-
nomenes en physique, en chimie ou en épidémiologie. Par exemple en physique, la dé-
termination du potentiel électrique dans un atome neutre isolé, se réduit a I’équation

u’ = t%u%, ainsi que dans 1’étude de la physique des plasmas, ou le probléme peut se

1
a3®

formuler par 'équation % (#*u/)" = sinhu — e 7 et plein d’autres modeles qui ont été
évoqués dans [2] ainsi que dans ses références. Récemment, il y a eu plusieurs travaux sur
les problémes aux limites du second ordre, parmi eux, on peut consulter [17,32,42, 54|, ou
dans la plupart, 'outil essentiel utilisé a été I’alternative non linéaire de Leray-Schauder,
ou plus généralement la théorie du point fixe sur le cone.

Les conditions intégrales interviennent lorsque les valeurs de la fonction sur le bord
sont connectées a celles de l'intérieur du domaine ou bien lorsque les mesures sur le
bord ne sont pas possibles. D’ailleurs, parfois il est préférable d’imposer des conditions
intégrales, car elles conduisent a des mesures plus précises que celles proposées par les
conditions locales.

Derniérement, les problémes aux limites avec des conditions intégrales ont fait ’objet
de plusieurs articles. Dans [6], en utilisant I’alternative de Leray-Schauder et le principe

de contraction de Banach, Benchohra et al ont établi des résultats d’existence et d’unicité

pour le probléme aux limites suivant :

u" (t)+ f(tu®) =0, 0<t<l,

sous la condition

If ) <p@) 2" +7q(t), V() €01 xR,
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ot f:[0,1] xR — R est une fonction L'—Carathéodory, p, g (t) € L' ([0,1],R), g une
fonction intégrable et a € [0, 1[. Dans [63] en se basant sur la théorie du point fixe dans
un cone, Zhao et al ont étudié ’existence, non existence et la multiplicité de solutions

positives pour I’équation différentielle du troisiéme ordre
u" (t) + f(t,u(t) =0, 0<t<l,
assujettie & I'une des conditions suivantes :

w(©) = 0, u"(0) =0, u(l) = /0 g(s)u (s) ds,
w(0) = /0 g(s)u(s)ds, u” (0) = 0, u(1) = 0,

ou f e C([0,1] x P,P)et ge L'([0,1],RT), avec P un cone dans R.

Pour plus de détails sur cette classe de probléme, on peut consulter les références
[18,19,41, 55,59 — 61].

Ce chapitre est organisé comme suit. On commence par la présentation de notre
probléme aux limites, tout en rappelant quelques résultats préliminaires qui seront utilisés
par la suite, & savoir la définition d’une fonction L'—Carathéodory, le théoréme d’Arzela-
Ascoli qui concerne la convergence, le principe de contraction de Banach ainsi que le
lemme qui fournit la forme de la solution. Puis, on établit les résultats d’existence et

d’unicité de la solution et la fin, on donne quelques exemples d’applications.

2.2 Position du probléme et préliminaires

Motivé par les différentes modélisations et les travaux cités précédemment, dans ce
chapitre, on va établir des résultats d’existence et d’unicité de la solution pour le probléme

aux limites du second ordre suivant :
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u" () + f(tu() =0, 0<t<l, (2.1)

u(O):/O w (t) dt, u(l):/0 tu (t) dt, (2.2)

ou f :[0,1] x R — R est une fonction L'—Carathéodory, vérifiant certaines inégalités.
En outre, on démontre la compacité de I’ensemble de solutions pour chaque résultat
d’existence.
L’espace de Banach considéré dans ce chapitre est E = C ([0, 1], R) muni de la norme
u|| = max |u (t)|.
Jull = ma u (1)

On donne ci-dessous la définition d’une fonction L!—Carathéodory et deux lemmes,

faisant intervenir dans les démonstrations de la prochaine section.

Définition 2.1 Une fonction f : [0,1] x R — R est dite L*— Carathéodory si
(i) La fonction t — f(t,u) est mesurable pour tout u € R.
(ii) La fonction u — f(t,u) est continue presque pour tout t € [0, 1].

(iii) Pour chaque r > 0, il existe 1, € L' [0, 1] telle que
|f(t,u)| <1, (t) presque pour tout t € [0,1] et |u| < 7. (2.3)

Lemme 2.1 (Arzela-Ascoli (2)) Si{fn}; estune suite bornée et équicontinue dans

C(K), alors elle a une sous-suite qui converge uniformément.

Lemme 2.2 (Principe de contraction de Banach)[13] Soit ( E, d) un espace mé-
trique complet et soit T : EE — E une application contractante c.a.d qu’il existe 0 < k < 1
telle que d (T (x),T (y)) < k d(x,y), ¥V x,y € E, alors T admet un unique point fize
Tr e k.

A présent, on énonce le lemme qui étudie un probléme auxiliaire pour avoir la forme

de la solution du probléme aux limites (2.1)-(2.2).
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Lemme 2.3 Soit y € C([0,1],R). Alors la solution du probléme aux limites auziliaire
suivant :

u" (6) +y(t) =0, 0<t<1,

(2.4)
1 1
w (0) / w(t)dt, u(l) / fu (t) dt.
0 0
est donnée par
1 1
ut) =5 [ Gt (25)
0
ou
235 + 3%t — 6st — 4s® — 65 — 10, 0<s<t<1,
G(t, s) (2.6)
(1 —5)(10s + 3t — 3st + 65> —10), 0<t<s<1.

Preuve. En intégrant 1’équation différentielle u”(¢)
0, ¢], on obtient

—y(t), deux fois sur l'intervalle

u(t) = — /Ot (t —s)y(s)ds + At + B. (2.7)

En utilisant la premiere condition intégrale on trouve B = fol u (s)ds. Apres avoir sub-

stitué B dans (2.7) et utilisé la deuxiéme condition intégrale on arrive a

A= [Ca=ss [Csutas— [Cuas

puis en substituant A & son tour dans (2.7), on aboutit a

(2.8)

wy == [yt [ 0 -suops+i [ suas+ -0 [Cuias

(2.9)
Maintenant, en intégrant U'inégalité (2.9) sur [0, 1], il en résulte

/Olu(s)ds —/01(1—S)ZQ(S)ds—I—/Ol(l—s)y(s)deL/Olsu(s)dS'

Par la suite en substituant (2.8) dans (2.7), puis en intégrant 'inégalité résultante sur

(2.10)
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[0,1], on trouve
u(t) = —/0 (t—s)y(s)ds—(l—t)/o (1—5)2y(s)ds (2.11)

+/01 <1—s>y<s>ds+/01 s (s) ds.

Dés lors, en multipliant (2.11) par ¢ puis en intégrant I'inégalité résultante sur [0, 1], on

obtient

/Olsu 2/0 (1—5)°(s+2) (S)ds—%/ol(l—s)zy(s)ds (2.12)

1
—i—/ (1-s)y
0

A la fin, en substituant (2.11) dans (2.10), il en découle

u(t) = /O(t—s ds+;/0 (1—9)° (3t — 65— 16)y(s)ds  (2.13)

[ay

+2 (1—2s)
0
1 t
= 3 (23s + 357t — 6st — 45> — 65° — 10) y(s)ds
10 !
+§ (1 —s) (10s + 3t — 3st + 65> — 10) y(s)ds
1 1
= - [ G(t
3

0

2.3 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section on donne un résultat sur I'unicité et trois autres sur I'existence. En
ce qui concerne I'unicité, on la démontre a travers le principe de contraction de Banach,

tandis que pour l'existence on utilise 'alternative non linéaire de Leray-Schauder. En
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effet, on transforme le probléme (2.1)-(2.2) & un probléme de point fixe, pour lequel on

définit 'opérateur T': E — FE, par
1
Tu(t) = —/ G(t,s)f (s,u(s))ds,Vt € [0,1]. (2.14)
0

En fait, le probléeme aux limites (2.1)-(2.2) a une solution si et seulement si 'operateur

T a un point fixe.

2.3.1 Unicité

Théoréme 2.1 On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites.
(A1) f est une fonction L'-Carathéodory.
(A2) il existe une fonction positive g € L' ([0,1],R,) telle que

|f(t,z) = f(t,y)| < gt) |z —y|,Vo,y €R, t€0,1] (2.15)

et
10
L=< lg(s)ll < 1, (2.16)

alors le probléme aux limites (2.1)-(2.2) a une solution unique u dans E.

Preuve. On consideére 'opérateur défini par (2.14).
En utilisant des calculs élémentaires, on trouve que |G(¢,s)| < 10. Soient u,v € E,

de l'inégalité (2.15) on a

Tu(t) - To(t)| < %A|G@$Hf@uw»—f@w@ﬁws (2.17)
10 [*

IN

5 [ 96s)lu(9) = v ()] ds.

0

et due a (2.16), il en résulte que

| Tu—Tv| <||lu—2]. (2.18)
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Donc T' est une contraction, par conséquent elle a un unique point fixe qui est I'unique

solution du probléme aux limites (2.1)-(2.2). =

2.3.2 Existence

Théoréme 2.2 On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites
(B1) f est une fonction L'-Carathéodory et f(t,0) # 0, pour tout t € [0,1].
(B2) II existe deux fonctions positives h,k € L' ([0,1],Ry) avec 0 < a < 1, telles que

If (t,2)] < k() |z|* +h(t), (t,x)€[0,1] xR, (2.19)

Alors le probléme aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution non triviale u* € E

et l’ensemble de ses solutions est compact.

Ce théoréme, sera démontré via ’alternative non linéaire de Leray-Schauder, en consi-
dérant toujours opérateur défini par (2.14).

Preuve. Tout d’abord, on doit montrer que 71" est complétement continu.

(i) T est continu. Soit (u,) une suite qui converge vers u dans E. En utilisant le fait

que |G(t, s)| < 10, on obtient

10 [!
| Tun(t) — Tu(t)| < 3/0 |f (s;un (s)) = f(s,u(s))|ds, (2.20)

d’ou
T~ Tull < 1 (o () = £ G ()

Par passage a la limite, en faisant tendre n — +o00 et due au théoréme de la convergence

dominée de Lebesgue, ainsi que la deuxiéme condition de la définition 2.1, on conclut que

1 Coun () = f Gu ()l — 0,
alors 1" est un opérateur continu.
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(ii) L’image de tout ensemble borné par 7" est un ensemble relativement compact.
Soit B, = {u € E;||u|| < r} un sous-ensemble borné.

a) En utilisant (2.19) Pour (¢,u) € [0,1] x B,, on obtient

Tu(t)] < jf (k) o) + ) s (2.21)
10
3

(
—<WA}@@+A%@@)

10
Tl < = (IRl 2+ 1Al L) -

IN

d’oll

Alors T (B,) est uniformément borné.

b) T'(B,) est équicontinu. En effet, pour tout ¢1,%s € [0,1],u € B,, on a

ruti) = T < 3 [ 1601,9) = 60 9] (06) o) + i) s (222
0 16009 - Gl o) (5

5 [ 16005 = Gl o) )i

IN

par passage & la limite, lorsque ¢; — o, on a |Tu(t;) — T'u(tz)| — 0. Donc T'(B,) est
équicontinu et par conséquent 7' est un opérateur complétement continu, en vue du
théoreme d’Arzela -Ascoli.

Maintenant, on va appliquer ’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Soitent m = (2 ||k| ;2 + & ||h||Ll)ﬁ , M =max(1,m),0 < A< 1et

Q={ue€ E:|u| <M+1}. On choisit u € 9Q, tel que u = XT'u. A partir de (2.19),

on obtient
10 [! N
[u(t)] = A |Tu(t)| < g/o (k(s) [u(s)|”" + h(s)) ds
ainsi,
10
Jull < 3 (el [[&] 2 + MRl L2) - (2.23)
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Si||ul| > 1, donc

full < (G Tells+ 1Al ) = (224
Ce qui contredit le fait que u € 9. L’alternative non linéaire de Leray-Schauder permet
de conclure que l'opérateur T a un point fixe u* € et alors le probléme aux limites
(2.1)-(2.2) a une solution non triviale u* € E.

Pour achever la preuve, il reste & démontrer que ’ensemble de solutions noté X est
compact. Soit {un}@l une suite dans Y, en utilisant le méme raisonnement que précé-
demment, on montre que la suite {un}n21 est bornée et équicontinue. A 'aide du lemme
2.1, il en découle qu’il existe une suite uniformément convergente{u,}, -, de {un},;,
telle que u,, — wu.

D’autre part de la condition (B2), on a
|f (tun)| < k() |up|* +h(t) < k@) m*+h(t), (t,z)€[0,1] x R.

Gréace au théoreme de la convergence dominée de Lebesgue et le fait que f est une

fonction L!-Carathéodory on peut garantir que

u(t) =limu,(t) = —/0 G(t,s)f (s,u(s))ds, ¥Vt € [0,1],

d’ot u € ¥, ce qui permet de conclure que ¥ est fermé et par conséquent il est compact.

Théoréme 2.3 On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites
(C1) f est une fonction L*-Carathéodory et f(t,0) # 0, pour tout t € [0,1].
(C2) Il existe deuz fonctions positives h,k € L' ([0,1],R,) telles que

If (t,x)| < k(t)|z|+Rh(t), (t,z)e]0,1] xR. (2.25)
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et

3
< —. 2.2

Alors le probléme aux limites (2.1)-(2.2) a au moins une solution non triviale u* € E

et l’ensemble de solutions est compact.

Preuve. De la preuve du théoréme 2.2, on a T est complétement continu. Soient

10 ||A
M1:M,Q:{UEE:Hu||<M1—|—1},u€6?Q,O<)\<1,telsqueu(t):
3 — 10 [|k] ;2

ATu(t). Des hypotheses C1 et C2, on a
10
lull < = (lull 1+l + 1Rl 2)

alors ||ul| < M, ce qui contredit le fait que u € 9. De lalternative de Leray-Schauder
on conclut que lopérateur T a un point fixe u* € Q et donc le probléme aux limites
(2.1)-(2.2) a une solution non triviale u* € E.

La preuve de la compacité de ’ensemble de solutions est similaire & celle du cas

ac|0,1]. m

Théoréme 2.4 On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites

(E1) f est une fonction L'-Carathéodory et f(t,0) # 0, pour tout t € [0,1] avec
ke R:.

(E2) 1l existe deux fonctions positives h, k € L* ([0,1],R) et o > 1, telles que

2] < k@ + @), (@) e 0,1] xR, (2.27)
et
10 1 10 1

Alors le probléeme aux limites (2.1)—(2.2) a au moins une solution non triviale u* € E

et l’ensemble de solutions est compact.

1/n
Preuve. Soit m = (M) , ou n est la partie entiére de a.
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On pose Q ={u € E: |Ju|| <m}, ue€ I, A > 1, tel que Tu(t) = Au(t). En utilisant

les mémes arguments que précédemment, on obtient

10 o 10
Al < 5 i Il + 5 N (2:29)

= ful® M+ N,
cela implique que Am < m*M + N, donc
A < M(FD=a)/nyla=b/n 4 ppi/npyi=t/n, (2.30)
A partir des hypothésesonan <a<n+1, M <1/2 et N < 1/2, ainsi
M((+D)—a)/n (1/2)((n+1)—a)/n’N(a—l)/n < (1/2)(04—1)/71’ (2.31)

MY™ < (1/2)Y" et NYY™ < (1/2) 4 (2.32)

par conséquent A\ < 1, ce qui contredit le fait que A > 1. Via l'alternative de Leray-
Schauder, il s’ensuit que 'opérateur 7' a un point fixe u* € Q et alors le probléme aux
limites (2.1) — (2.2) a une solution non triviale u* € E.

La preuve de la compacité de I'ensemble des solutions est similaire & celle du cas

acl0,1]. =

2.4 Exemples

Exemple 2.1 On considére le probleme aux limites suivant :

u” + %u% (t3 + cost) +arcsint =0, 0<t<1,

. ) (2.33)
w(0) = [y u(t)dt, w(l)= [ tu(t)dt.
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Ona f(tu) =3 (uTli) (t* + cost) + arcsint, f(£,0) #0, 0 < o =1 < 1, ainsi

(£° + cost) \u|i + arcsint = k(t) \u\% + h(t).

W =

|f ()] <

En utilisant le théoréme 2.2, on conclut que le probléme aux limites (2.33) a au moins

une solution non triviale u* dans E.
Exemple 2.2 On consideére le probléme aux limites suivant :

u” + lo(sffuz) sint+e ?cos(1+t)=0, 0<t<1

w(0) = [u(t)dt, w(l)= [, tu(t)dt.

(2.34)

Ona f(tu) = ﬁfu?,) sint + e cos(1 +t), ainsi

()] < K Tl + h(t), 0 =2, k(1) = 3

h(t) = e *cos(1+1).

1
M = / sin sds = 0.45970 < %,
0

10

N
3

1
1
/ e % cos(1 + s)ds = 0.316 55 < 5
0

D’ow du théoréme 2.4, on conclut que le probléme aux limites (2.34) a au moins une

solution non triviale v* dans E.
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Chapitre 3

Existence et positivité des solutions
d’un probléme aux limites du second

ordre avec une condition intégrale

Ce chapitre est concerné par 1’étude de D'existence, I'unicité et la positivité de la
solution d’un probléme aux limites avec une condition intégrale engendré par une équation
différentielle du second ordre. Au fait, on donne une généralisation des résultats obtenus
dans le chapitre précédent ot le terme de non linéarité dépend aussi de la premiére dérivée.
Le principe de contraction de Banach, ’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le
théoréme de Guo-Krasnosel’skii sont principalement les approches utilisées. Les résultats
de ce chapitre ont fait I’'objet de la publication internationale :

A.Guezane-Lakoud, N. Hamidane, R.Khaldi, “Ezxistence and positivity of solutions for
a second order boundary value problem with integral condition” International Journal of

Differential Equations, vol. 2012, Article ID 471975, 14 pages, 2012.
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3.1 Introduction

Ce chapitre exposera une généralisation des résultats obtenus dans le chapitre précé-
dent, ot le terme non linéaire dépend aussi de u’. Autrement dit, le probléme aux limites
considéré dans le présent chapitre sera engendré par une équation différentielle du second

ordre de la forme suivante :

W () + f(t,u(t), o (£) = 0. (3.1)

La dépendance de v’ est rencontré dans de nombreux phénomeénes en physique, par
exemple le probléme de répartition de la température a 1’état stable pour une barre, dont
on trouve les détails dans [25].

Les problémes aux limites engendrés par I’équation différentielle (3.1) ont été I'objet
d’un nombre important d’articles. En utilisant une méthode itérative en présence de la
méthode de sous et sur solutions, Cherpion et al [10] ont établi I'existence de solutions

de I’équation (3.1) avec les conditions aux limites

' (0) = (1) =0, (3.2)

ou f est continue et lipchitzienne par apport & u et u/, celle par apport & u’ est unilatérale.
De leurs coté, Khan et webb [43] ont utilisé la théorie du degré pour avoir un résultat
concernant I’existence de solutions multiples pour I’équation (3.1) soumise aux conditions

aux limites

u(0)=0,u (1) =du(n), (3.3)

avec 0 < on < 1,0 <n<1let f:]0,1] x R* — R continue. Dans [16] Du et Zhao ont

également, été intéressé par I’étude de 'existence et 'unicité de solutions positives pour
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la méme équation (3.1) mais cette fois ci elle a été assujettie aux conditions aux limites

u(0) = apu (1), u (1) =0, (3.4)
ou0<ap<l,i=1,2..,m—=20<n <Ny <. <fno<l S 2a<1,m>3,
f(t,u,v):(0,1) x (0,400) x (0,400) — [0,400) est continue, croissante par apport &
u et décroissante par apport a v pour tout ¢ € [0, 1], tout en vérifiant d’autre inégalités.

Motivé par les travaux évoqués ci-dessus, il sera intéressant d’étudier un probléme
aux limites engendré par I’équation (3.1) avec des conditions intégrales.

Ce chapitre est organisé comme suit. D’abord, on présente notre probléme aux limites
et on introduit quelques résultats préliminaires. Puis, on énonce les résultats d’existence
et d’unicité de la solution. Aprés, une section sera consacrée pour 1’étude de la positivité
de la solution, dont 'outil essentiel sera le théoréme de Guo-Krasnosel’skii et on achévera

ce chapitre par quelques exemples d’applications.

3.2 Position du probléme et préliminaires

On s’intéresse dans le présent chapitre a établir des résultats d’existence, d’unicité et

de la positivité de la solution pour le probléme aux limites du second ordre suivant :

W () + Ftult),d(8) =0, 0<t<l, (3.5)

w(0) =0, o (1)= /01 tu (1) dt, (3.6)

ou f:[0,1] x R?> — R est une fonction L'—Carathéodory, vérifiant certaines inéga-
lités plus générale que celles données dans le chapitre précédent.
On considére I'espace de Banach E = C' ([0, 1], R) muni de la norme

||u|, = ||u||+]||u'|| out ||| désigne la norme ||u|| = trélgulc] |u (t)| dans Pespace de Banach
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C ([0,1] ,R). Comme on désigne par E™ ’ensemble {u € E,u (t) > 0, pour tout t € [0,1]}
On rappelle ci-dessous la définition d'une fonction L!—Carathéodory, ainsi que le

théoréme bien connu de Guo-Krasnosel’skii.

Définition 3.1 Une fonction f:[0,1] x R? — R est dite L*— Carathéodory si
(i) La fonction t — f(t,u,v) est mesurable pour tout u,v € R.
(11) La fonction (u,v) — f(t,u,v) est continue sur R* presque pour tout t € [0,1].

(iii) Pour chaque r > 0, il existe 1, € L' [0, 1] telle que
|f(t,u,v)] <4, (t) presque pour tout t € [0,1] et |u] + |v] < 7. (3.7)

Lemme 3.1 (Théoréme du point fire de Guo-Krasnosel’skii) Soit E un espace de
Banach, K C E un cone, Q1, Qs deux sous ensembles ouverts de E avec 0 € Qp, Q1 C Qy
et

T:KO(Q_Q\Ql) — K

un opérateur complétement continu qui satisfait ['une des conditions suivantes :
() ||Tu|] < ||u||, v € KNI, and ||Tul| > ||u]|, v € K NNy,
(i) [|Tu]| > |ul|, v € KN OQy, and ||Tu|| < ||ul], ue K NONy.
Alors T a un point fixe dans K N (Q_Q\Ql) .

Le Lemme suivant étudie un probleme auxiliaire pour avoir la forme de la solution

du probléme aux limites (3.5)-(3.6).

Lemme 3.2 Soit y € C([0,1],R). Alors la solution du probléme aux limites auziliaire

suwvant :

W) +y(t) =0, 0<t <1, (3.8)
w(0) =0, (1) = / 1tu(t)dt, (3.9)
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est donnée par

u(t) = /0 Gt s)y(s)ds, (3.10)

ot
Glt.s) = s+ (3 -5, 0<s<t<l1, (3.11)
t+5(3—-5%), 0<t<s<l.
Preuve. En intégrant I’équation différentielle u”(t) = —y(t), deux fois sur I'intervalle
0, ¢], on obtient
u(t) = — /0 (= $)y(s)ds + Cot + Co. (3.12)

L’utilisation de la premiére condition u (0) = 0, permet d’avoir Cy = 0, tandis que la

deuxiéme condition v’ (1) = fol tu (t) dt implique que

Cy = /01 su(s)ds + /Oly (s)ds. (3.13)

En substituant C; et Cy par leurs valeurs dans (3.12), on trouve

u(t) = — /Ot (t—s)y(s)ds +t/01 su(s)ds + t/ol y (s)ds. (3.14)

Par la suite, en multipliant (3.14) par ¢ puis en intégrant l'inégalité résultante sur [0, 1]

on arrive a

/0 tu(t)dt = _Tl i (1—5)%(2+ s)y(s)ds + % /0 y(s)ds. (3.15)

En substituant le second terme du coté droit de (3.14) par (3.15), il en résulte que

u(t) = — /0 (t—s)y(s)ds—i /0 (1— ) (24 s) yls)ds (3.16)
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et par conséquent, on a
ou G(t,s) est définie par (3.11). =

3.3 Reésultats d’existence et d’unicité

Dans cette section, on donne un résultat sur 'unicité et un autre sur ’existence. La
contraction de Banach et I'alternative non linéaire de Leray-Schauder sont les principaux
outils utilisés dans les démonstrations. En fait, on transforme le probléme (3.5)-(3.6) a

un probléme de point fixe, pour lequel on définit 'opérateur T : £ — FE, par

Tu(t) = /0 G(t,s)f (s,u(s),u (s))ds,Vt € [0,1]. (3.17)

Donc le probléme aux limites (3.5)-(3.6) a une solution si et seulement si 'operateur

T a un point fixe.

3.3.1 Unicité

Théoréme 3.1 On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites.

(H1) f est une fonction L'-Carathéodory,

(H2) il existe deux fonctions positives gi,go € L' ([0,1],R,) telles que pour tout
r,y, T,y R, t €[0,1] on a

f(t,2,7) — f(t.y,9)| < () |z — yl + 92(t) [T — 7], (3.18)

(H3) 1= 4(llg1llx + [lgall 1) < 1.

Alors le probléme aux limites (3.5)-(3.6) a une solution unique u dans E.

Preuve. La démonstration est analogue a celle du théoréme 2.1, en considérant 1’'opé-

rateur défini par (3.17) et en tenant compte de |G(t, s)| < 3/2.
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Pour u, v € E, et en utilisant ’hypothése (H2) et (H3),on obtient
3
[T (t) = To)] < 5 llu = olly (lgillz2 + llgall 1) (3.19)

T (t) — To(t)] < ngu—le (3.20)

D’autre part, on a pour tout ¢ € [0, 1]

Tult) = — /0 F(s,u(s),u (s))ds (3.21)
[ (pa-r ey e ) feut e

ainsi, ’hypothése (H2) entraine que

/ ! 3 ! ! !
[T (t) = T(@)] < 5/0 |[f (s,u(s),u' (s))ds — [ (s,v(s), v (5)) ds| ds
5

< g lu=vlli (gl + llgallze) (3.22)

puis, par 'hypotheése (H3), on trouve
/ !/ 5
|T"u (t) — T'0(t)] < §l||u—v]|1. (3.23)
En vue des inégalités (3.20) et (3.23) on aboutit au résultat
Tu—Tol, < U=, (3.2)

Donc T' est une contraction, par conséquent elle a un unique point fixe qui est I'unique

solution du probléme aux limites (3.5)-(3.6). ®
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3.3.2 Existence

Théoréme 3.2 On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites

(P1) f est une fonction L'-Carathéodory et f(t,0,0) # 0, pour tout t € [0, 1].

(P2) Il existe trois fonctions positives h, g, k € L*([0,1],R.) avec k € R* et v > 0,
B >0, telles que

F ) SO+ gyl +5(0), Vtoy) €01 xR (3.25)
(P3)
1 1
Il + gl < 5o 16l < 5. (3.26)

Alors le probléme aux limites (3.5)-(3.6) a au moins une solution non triviale u* € E.

Preuve. En considérant toujours 'opérateur défini par (3.17) et en procédant de
la méme facon que celle dans la section précédente, on trouve que 71 est un opérateur
complétement continu.

Dés lors, on peut passer a I’application de I’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

On définit d’abord les constantes suivantes :
M = Al + llgllp, N = [kl - (3.27)

M
De I’hypothese (P3), on sait que M < 1/8. On pose m = N et Q={ue FE:|ul, <1}
On prend u € 0, A > 1, telles que Tu(t) = Au(t). A I'aide de (3.25), on obtient

Mully = 1T ()], < 4 (HhHLl lallS + Nlglza el + Hk‘HLl> : (3.28)
comme |ul|; =1 donc A <4 (M + N). Primo si m <1 alors
A< 8N <1, (3.29)

d’out A < 1, ce qui contredit le fait que A > 1. En vertu de ’alternative non linéaire de
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Leray-Schauder on conclut que 7" & un point fixe u* € Q et alors le probléme aux limites
(3.5)-(3.6) a une solution non triviale u* € E.
Seconda, si m > 1 alors

A<8M < 1. (3.30)

Similairement au raisonnement ci-dessus, on trouve A\ < 1, alors 7" a un point fixe u* € €2

qui est une solution non triviale pour le probléme aux limites (3.5)-(3.6). m

3.4 Positivité de la solution

Cette section, est consacrée pour I’étude de la positivité de la solution du probléme

aux limites (3.5)-(3.6).

Lemme 3.3 Pour tout s € [0,1], t € [7,1] avec 0 < T < 1, les fonction G et G' vérifient

les propriétés suivantes :
2

?T(;D (S) S G (t> 5) S 2 (S) ) (331)
et
2o <t <t (3+2) o) (3.32)
7@8 —_ t ’S —7 7_ ()DS’ .
ou
5(3—-5%), 0<s<t<l1,
Gé(t,s)zaG(t’S)— 1(3-¢) =o=ts (3.33)
ot 1+2(3—s%), 0<t<s<l1

et p(s) =(7/4)s.

Preuve. On commence par la démonstration de (3.31). En effet, si 0 < s <t < 1,
alors

G(t,s) = Z (4+3s—ts%) < s, (3.34)

> =

et si0<t<s<1,alors

G(t,s)=—(4+3s—5°) < s, (3.35)

| o
| =1
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il en résulte que

Vs, t €10,1]: G (t,s) < ¢ (s).
D’autre part, si s <t et t > 7, alors
t 2
G(t,s) = s+sz (3-5%) > ?7'(,0(5),
et si s >t > 7, alors

G(t,s):t—l—szt(3—s2) > (3-5% 2%7‘@(5),

ce qui donne

2
Vs e€0,1],Vt € [1,1] : G (t,s) > =T (s).
En combinant les inégalités (3.36) et (3.39), il en découle que
2
Vs € [0,1],Vt € [1,1] : ?7'90(8) <G(ts) <p(s).
De méme, on va démontrer (3.32). En fait, si 0 < s <t < 1, alors
G, (t,s) =
et si s >t > T, alors
3 1 4
G;(t,s):1+i(3—sz) Sl+gss+ <3+—)w(s),

des inégalités (3.41) et (3.42), il vient que

Vs € [0,1],Vt € [7‘,1]:G;(t,s)§%<3+§><p(s).
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D’autre part, si 0 < s <t <1, alors

, S
Gt (ta S) = Z

et sis >t > T, alors

G;(t,s):1+i(3—52) >

des inégalités (3.44) et (3.45), on obtient

Vs € [0,1],Vt € [1,1] : Gy (t,8) >

o
S
—~
V)
SN—

Maintenant en combinant (3.43) et (3.46), on aboutit &

2o =aiis <1 (3+2) (),

Ce qui termine la preuve. m

Dés lors, on pose les hypotheses suivantes :

Q1) f(t,u,v) =a(t)fi(u,v),oua e C((0,1),R;) et f € C(Ry x R, Ry).

Q2)0< fol ¢ (s)a(s)ds < oo.

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Lemme 3.4 Siu € E*, alors la solution du probléme aux limites (3.1)-(3.2) est positive

et satisfait

min (u(t) +u'(t)) > v|ull,,
te|r,1]

27
?314+4J "

oy = min{%T
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Preuve. En tenant compte des membres droits des inégalités (3.31) et (3.32), on

obtient
u(t) < / o (5) als) falu(s), u(s))ds, (3.49)
W) < %<3+§> /O o (5) a(s) fi (u(s), v/(s))ds, (3.50)
d’otul

/0@(S)G(S)fl(U(S),u/(S))dS > ull, (3.51)

7T
3r+4

/0 v (s) a(s)fi(u(s),v'(s))ds = ]I (3.52)

En outre, en regardant les membres gauches des inégalités (3.31) et (3.32), on trouve

2
u(t) > 2r [ul], (353)
2T
"(t) > II. .54
w(t) = o o) (354)

Finalement en combinant (3.53) and (3.54), il en résulte que

. . [2 2T
Jnin (u(t) + u'(t)) > min {?7', m} lul, - (3.55)
Ce qui achéve la preuve du théoréme. m

Pour la suite on a besoin de définir les quantités suivantes :

flwy) . Aw)

im ) = im .
(lul+]o))—0 [u| + |v] (Jul+]v))—oo |u] + |v]

Lorsque Ag = 0 et Ay, = 00 on est placé dans le cas sur-linéaire, par ailleurs si Ay = 0o

and A, = 0 il s’agit du cas sous-linéaire.
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Théoréme 3.3 Sous les hypothéses (Q1)-(Q2), le probléme aux limites (3.5)-(3.6) a au
moins une solution positive dans les deux cas, le sur-linéaire ainsi que dans le sous-
linéaire.
On démontre ce résultat via le théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’skii.
Preuve. D’abord on définit ’ensemble suivant :

K= {u € B, min (u(t) + /() > v Hu||1} , (3.56)

te(r,1]

Comme K est un sous ensemble non vide fermé et convexe dans F, on déduit que K est
un cone. En plus, on peut vérifier que 7' (K) C K. De la démonstration du théoréme 3.2,
on conclut que 71" est complétement continu dans E.

On commence par le cas sur-linéaire. Puisque Ag = 0, donc V ¢ > 0, 3 Ry > 0, tels
que

i (w,v) < e (ful +[ol),

pour 0 < |u|+|v| < Ry. On pose ; = {u € E, ||lu||; < Ry}, alors pour tout v € K NJQy,

on a

Tu(t) < e |Jull, /0 o (s) als)ds. (3.57)

et

r) <3 (34 2)clully [ o) atsas. (3.59)

De ces deux derniéres inégalités, on déduit que

raly <2 (5+2) <ol [ e atspis (359)

En vue de 'hypothése (Qs), on peut choisir € telle que

1
e < . (3.60)

2(5+2) 01 ¢ (s)a(s)ds

Alors, il en résulte que ||Tu||; < [|ull;, Yu € KN OoOQ;.
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Maintenant, si A, = co, on aV L > 0, 3 Ry > 0, tel que fi (u,v) > L(|u]+ |v])

pour |u| + |v| > Rs.
Soit Qy ={u € E:||ul]|; < R}, ou R = max{2R1,%}. Siu e K NoQy alors

Join (u(t) +u'(t)) 2 v ull, = 7R = Rs. (3.61)
A T’aide des membres gauches des inégalités (3.31) et (3.32), il vient que
2 1
Tult) 2 27 [ (5)als)fluls).u/(5)ds,
0
ainsi
9 1
Tu(t) > 2oL |ull, / o (s) a(s)ds. (3.62)
0
De plus,
9 1
T'u(t) 2 AL all, [ () als)as (3.63)
0
En vue des inégalités (3.62) et (3.63), on peut écrire
9 1
Tu(t) + T'u(t) > = (1 4+ 1) Ly||ul] / ¢ (s)a(s)ds. (3.64)
0
En choisissant L telle que
2 ! !
L> {? (T + 1)7/ @ (s) a(s)ds} , (3.65)
0
il en découle que

(3.66)

|Tull; > ||ull;, Yu € KN OQ,.

Alors l'opérateur T' & un point fixe dans K N (Q_Q\Ql) tel que Ry < ||ul|; < R.

Idem, pour le cas sous-linéaire. m
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3.5 Exemples
Afin d’illustrer nos résultats, on considére les exemples suivants :

Exemple 3.1 On considére le probleme aux limites

U —t

2(+3)n(t+3) 31+

u' (t) = sinu/, 0 <t<1, (3.67)

w(0) =0, (1) :/Oltu(t)dt.

On choisit g, (t) = 1/2(t +3)In(t +3), g2 (t) = e7t/8(1 +t1). On peut vérifier facile-
ment que ||g1]|1+1|g92|| ;2 = 0.185 < 1/4 ainsi que les hypothéses (Hy)—(Hs) du théoréme
3.1 sont satisfaites, alors, le probléme auz limites (3.67) admet une solution unique dans

E.

Exemple 3.2 Le probléme auz limites suivant

w1 L+u@” 1 w?

w ) = 10(t +2) n{f+2) L+fu®)]  20Bt+1)*1+ |u@)] (3.68)
+mln(t+2), 0<t<l1
u(0) =0, u(l):/ltu(t)dt,

admet au moins une solution dans E. En effet, on a
f ()] < h(E) [u (@)Y + g () [ (@) + k(2),
ot h(t) = k(t) = 1/10(t+2)In(t +2), g(t) = 1/2(3t+1)*, avec Nl + 19l =

0.09 < 1/8 et ||k||;1 = fol (1/10(t+2))In(t +2)dt = 0.0363 < 1/8. En vertu du théo-

réeme 3.2, on déduit ’existence d’au moins une solution dans E.
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Chapitre 4

Existence de solutions d’un
probléme aux limites multipoints par

la méthode de sous et sur solutions

Ce chapitre est dévoué a I’étude d’existence de solutions d’un probléme aux limites
multipoints engendré par une équation différentielle du second ordre, le terme non linéaire
dépend de la premiére dérivée et satisfait la condition de Nagumo, comme il peut étre
régulier ou bien singulier. La technique essentielle utilisée est la méthode de sous et sur

solutions. Les résultats de ce chapitre sont soumis pour publication.
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4.1 Introduction

L’étude des problémes aux limites multipoints engendrés par des équations différen-
tielles ordinaires linéaire du second ordre a été considérée pour la premieére fois par II'in
et Moiseev [38]. Depuis lors, de nombreux auteurs ont également étudié des problémes
aux limites multipoints non linéaires du second ordre. Dans ce chapitre on s’intéressera
particulierement, par ceux avec des termes non linéaires dépendants de la premiére déri-
vée. Ces derniers ont été considérés par plusieurs auteurs, dans la plupart des travaux le

terme de non linéarité prend 'une des formes suivantes :

u' (t) = pf (tu(t), ' (1)), (4.1)
u' (t) = f(t,u(t),u (t) +e(t), (4.2)
et v (t)=q(t)f({t,ut),d(t)). (4.3)

Ntouyas et Tsamatos [49] ont considéré la premiére forme de la fonction f, ils ont

démontré les résultats d’existence pour le probléme aux limites :

u' (t) = puf (Gu(t),u (1), 0<t<1, (4.4)
w(0)=0, u(l)=3 Auln). (4.5)

ot f:[0,1] x (R")*> — R" est L'—Carathéodory, 0 < 1, < 1, A\, € R(k=1,..,m),

zjln M 7 1 et € (0, ], tel que gy est une constante appropriée, sous ’hypothése

|f (8w, 0)| < My (8) Gy (Jul) + M2 (8) G2 ([v]) (4.6)

ou ¢y, ¢, sont des fonctions croissantes et My, My € L' ([0, 1], R). Les preuves ont été
fondées sur la valeur interdite.

Przeradzki et Staniczy [53] ont étudié la premiére forme, pour ;= 1 avec les conditions
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aux limites considérées dans [49], ou f : [0,1] x (R")> — R" est continue, A, € (0, 0),
0<m <1, (k=1,..m),0 <n < ... <, <1, avec Zzzn)\knk = 1 (dans ce
cas il s’agit d’un probléme avec résonance). Ils ont appliqué le théoréme de continuation
de Mawhin pour prouver les résultats d’existence pour les deux versions, scalaire et
multidimensionnelle.

La deuxiéme forme a été également étudiée par plusieurs auteurs assujettis aux diffé-
rents types de conditions aux limites multipoints, ou f peut étre continue, Carathéodry
ou L'—Carathéodory et la fonction e (t) est dans L' [0, 1] . Pour plus de détails, voir [35,
21, 47]. En ce qui concerne la derniére forme, on peut consulter [62].

Le plan de ce chapitre est le suivant. On commence par la présentation de notre
probléme aux limites en exprimant la cause motivante de cette étude, aprés on donne
quelques lemmes et définitions préliminaires, & savoir les sous et sur solutions, la condition
de Nagumo, le probléme modifié, le théoréme du point fixe de Schauder et le lemme
concernant la forme de la solution du probléme aux limites considéré. Par la suite, on
énonce et on démontre les résultats d’existence de solutions dans le cas régulier. La
derniére section sera consacrée pour les résultats d’existence de solutions dans le cas

singulier.

4.2 Position du probléme et motivation

Dans ce chapitre, on va utiliser la méthode de sous et sur solutions pour démontrer

I’existence d’au moins une solution pour le probleme aux limites :

u (@) + f(tu(t),u (#) =0, 0<t<I, (4.7)
w(0) =0, (@)=Y Aeun). (48)

ou f est une fonction continue et vérifiant la condition de Nagumo, comme elle peut étre

réguliére ou bien singuliere aux points t =0, ¢t =1, u =0 telsque 0 <7, <1, Ay >0
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(k=1,..,m),0< Zifln A < 1let Zijln A # 1. De plus, dans le cas singulier v = 0,
on donne quelques conditions tout en construisant les sous et sur solutions afin d’obtenir
une solution positive.

L’équation différentielle (4.7) assujettie a des conditions aux limites périodiques, Diri-
chlet, non locales ou d’autres a été I’objet de beaucoup d’articles. On cite ici, en particulier
les travaux qui ont utilisé la méthode de sous et sur solutions.

Jiang [40] a étudié (4.7) avec les conditions aux limites u (0) = « (1) = 0 & Uinter-
médiaire de la méthode de sous et sur solutions, en admettant que la singularité peut
apparaitre au point t =0, t =1 et u = 0, et que la fonction f peut étre sur-linéaire a
u = 0o et qu’elle change de signe.

dans [39] Jia et Liu ont considéré (4.7) avec les conditions aux limites v’ (0) = a,
u(l) =b, ou f € C([0,1] x R% R) et a, b € R. Ils ont obtenu lexistence et I'unicité de
la solution via la méthode de sous et sur solutions en considérant un céone spécial.

Dans d’autres travaux on trouve une combinaison de la méthode citée ci-dessus avec
d’autres techniques. Minghe et Chang [48] ont associé la méthode de sous et sur solutions
avec le degré de Leray-Schauder pour la résolution de 1’équation (4.7), avec les conditions

aux limites :

¥ (u(0)t,u'(0)) =0, ¢ (u(1)t,u' (1)) = g (u(n)),

ou v et ¥* sont deux fonctions continues, puis ils ont appliqué la méthode de quasi

linéarisation pour la méme équation différentielle (4.7) avec ces conditions aux limites

au (0) = bu' (0) = ¢, u(1) =g (u(n)),

ona>0,b>0,a+b>0,ceR.

En fait, il y a des résultats considérables avec I’emploi de la méthode de sous et sur
solutions pour différents problémes aux limites. On remarque que dans la littérature, la
plupart des auteurs se sont concentrés sur les problemes réguliers et seulement quelques-

uns entre eux qui ont traité ceux avec des singularités, lorsque f dépend de la premiére
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dérivée. Motivé par ce fait, on va se concentrer d’une fagon particuliere dans ce chapitre
sur le cas singulier.

Il est & mentionner que le plus grand pas dans 1’étude des problémes aux limites
avec singularités a été pris par Habets et Zanolin [36] pour I’équation d’emden-fowler
généralisée :

u )+ f(tu(t) =0, 0<t<l1,

ou les singularités de la fonction f sont aux points t =0, ¢ =1 et u = 0.

Par la suite, De Coster et Habets [12] ont apporté plus de conditions que celles
supposées par Habets and Zanolin [36]. D’autres travaux qui traitent des problémes aux
limites avec des singularités, via la méthode de sous et sur solutions, peuvent étre trouvés

dans [56, 57, 62].

4.3 Préliminaires

Tout au long de ce chapitre la norme considérée est ||u||, = max{||u||, ||«||} ou |.]
désigne la norme ||u|| = max |u (t)].
te(0,1]
On commence tout d’abord par la présentation du lemme qui étudie un probléme

auxiliaire pour avoir la forme de la solution du probléme aux limites (4.7) — (4.8).

Lemme 4.1 Soit y € C([0,1],R) et S0=7" My, # 1, alors la solution du probleme auz

limites auxiliaire sutvant :

W) =—y(t), 0<t<l,

- (4.9)
w(0) =0, wu(l) =377 eu(n),
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est donnée par :

u(t) :wt/o (1—5)y(5)ds—/0 (t—s)y(s)ds—wti)\k/onk (n, — s)y (s)ds, (4.10)

ol w = . De plus,

1
1=S"RZT Ay

u/(t):w/o (1—5)y(3)ds—/0 y(s)ds—wi)\k/onk(nk—s)y(s)ds. (4.11)

Preuve. En intégrant 1’équation différentielle v”(t) = —y(t), deux fois sur l'intervalle

0, ¢], on obtient
t
u(t) = —/ (t—s)y(s)ds + Cit + Cs. (4.12)
0

A partir de la premiere condition au bord u (0) = 0, on trouve Cy = 0.
Puis en prenant compte de Zij Mene # 1 et & Paide de la deuxiéme condition au

bord u (1) = S5=0" A (1), il vient que

k=n
b1 MMk

1 k=m Mg
€= (/ <1—s>y<s>ds—k§;xk/o <nk—s>y<s>ds>. (4.13)

Alors, il en résulte que

u(t) :wt/o (1—5)y(5)ds—/0 (t—s)y(s)ds—th)\k/Onk (n, — s)y (s)ds. (4.14)

Le théoréme du point fixe suivant sera combiné avec la méthode de sous et sur solu-

tions pour établir tous les résultats d’existence de solutions de ce chapitre.

Lemme 4.2 (Théoréme du point fixe de Schauder)[13]| Soit Q2 un sous ensemble non
vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach E. Soit T : Q0 — Q0  un opérateur

complétement continu. Alors T a un point fixe dans 2.

95



Définition 4.1 (Sous solution)[11]. Une fonction a € C*[0,1]NC?(0,1) est une sous

solution du probléme aux limites (4.7)-(4.8) si :

(a) a(0) <0, a (1) < 77 M (1)

(b) pour tout t € (0,1),

" (t)+ f(t,a(t),d (t) >0.

Définition 4.2 (Sur solution)[11]. Une fonction 8 € C1[0,1] N C?(0,1) est une sur

solution du probléme aux limites (4.7)-(4.8) si :

(a) (0) >0, B(1) = X527 MB (my) 4
(b) pour tout t € (0,1),

B+ [t B(1), 5 (1) <0.

Définition 4.3 (Modification du terme mon linéaire) Soient o, f € C1[0,1] N
C?(0,1) respectivement les sous et sur solutions du probléme aux limites (4.7)-(4.8) telles
que o (t) < B (t), Vt € [0,1] et soit b > 0 tel que b > max {|c’ (t)|, |8 (¢)| /t € [0,1]} + a,
ot a =max{f (1) —a(0), B(0) —a(l)}. On définit

ft,u, —b), si u < —b,
fritud) =9 ft,uu), si —b<u <b, (4.15)
f(t,u,b), siu > b,
et
Fr(ta () u) + ot siou<alt),
F(tu,u’) = f*(t,u, ), sia(t) <u<pB(t), (4.16)
f*(t? 6 (t) ) + |5?()t)u‘+p’ Si u > 6 (t) )

avec p > 1. La fonction F(t,u,u’) est dite la modification de f(t,u,u’) associée au triplé

«, 67 b.
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A partir de la définition de F'(¢,u,u’), on déduit qu’elle est continue et bornée sur

0,1] x R? et que |F(t,u,u')| < M, avec M = My + 1 ou
My = max {[f (t,u,u)| : t € [0,1] for (t) Su < B (1), [/ () | < b}
Dés lors, on considére le probleme modifié suivant :

u' (t)+ F(tu(t),d (1) =0, 0<t<l, (4.17)

w(0) =0, u(l)= ) Auln),
k=1

On peut vérifier facilement que les solutions du probléme modifié (4.17) coincident
avec celles du probleme (4.7)-(4.8).

Condition de Nagumo

Lorsque le terme non linéaire dépend de u’, I'existence uniquement des sous et sur
solutions ne suffit pas pour garantir I’existence de la solution. La condition de Nagumo
permet a priori de déduire des bornes sur la dérivée. On présente les deux versions de la

condition de Nagumo, la réguliére ainsi que la singuliére.

Définition 4.4 (Condition de Nagumo dans le cas régulier) Soient o, [3 respective-
ment les sous et sur solutions du probléme aux limites (4.7)-(4.8) telles que a (t) < B (t),

Vt € [0,1] et D l’ensemble défini par
D = {(t,u,v) € [0,1] x R*/a(t) <u < B(t)}.

On dit qu’une fonction continue f : [0,1] x R? — R satisfait la condition de Nagumo sur

D il existe une fonction continue H € C'(RT,R}) telle que

|f(t,u,v)| < H(|v]), V(t,u,v) € D avec |v| > a, (4.18)
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et

o sds ,
a/ () > mtaxﬁ () — min o (t). (4.19)
Ou
a=max {5 (1) —a(0), S(0)—a(l)}. (4.20)

Définition 4.5 (Condition de Nagumo dans le cas singulier) Soient o, 5 respec-

tivement les sous et sur solutions du probléme aux limites (4.7)-(4.8) telles que a(t) <

B (t), vt €[0,1] et D* l’ensemble défini par

D* ={(t,u,v) € (0,1) x R*/a(t) Su < B (1)}

On dit qu’une fonction continue f : (0,1) x R? — R satisfait la condition de Nagumo

sur D* s’il existe deux fonctions K € L' ((0,1),R)) et H € C (R*,R]") telles que

|f(t,u,v)| < K(t)H([v]), V(t,u,v) € D* avec |v| > a, (4.21)
ot
+00 d
s
= . 4.22

a

4.4 Résultats d’existence de solutions dans le cas ré-
gulier

Dans cette section, on établit un résultat d’existence de la solution lorsque le terme
non linéaire f est régulier. Cependant, on présente d’abord le lemme qui fournit a priori

une borne de u'.

Lemme 4.3 Soient «, 5 respectivement les sous et sur solutions du probléme aux limites

(4.7)-(4.8) telles que o < B et f:[0,1] x R* — R une fonction continue satisfaisant la
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condition de Nagumo sur l’ensemble D, alors pour chaque solution u de (4.7) vérifiant
a<u<f,ilexisteb>0, tel que

|| < b. (4.23)

Preuve. Soit u une solution de (4.7) vérifiant o < u < . A partir de la définition
de a, on peut conclure qu’il existe 0 € [0, 1] tel que |u’ (0)| < a.

De (4.19), on peut choisir une constante b > a qui vérifie I'inégalité

b

sds .
a0 > mtaxﬁ(t) — mtlna(t) .

a

Maintenant, on suppose qu'il existe un intervalle I = [t1,t5] (ou I = [t9,t;]) de sorte que

u (t) >a,Vtel, v (t;) =a et v (t2) = b. En posant s = u' (t), on obtient

b
/ sds
H (s

t2 t2 to

A @) (), (@) f(Eu(t), (1)) ,
>‘/H@ﬁ»“‘/ o e TR

t1 t1

b

= |u(tz) —u(ty)] < mtaxﬁ (t) — mtina () < %, (4.24)

a
on a ainsi une contradiction, donc «’ (t) < b. De méme, on peut démontrer que v’ (t) >

—bvVtel =

Théoréme 4.1 Soit f:[0,1] x R? — R une fonction continue satisfaisant la condition
de Nagumo sur D. Soient « et [ les sous et sur solutions du probléme aux limites (4.7)-
(4.8), a(t) < B (t) pour tout t € [0,1] et 0 < S=7" M\, < 1.

Alors le probléeme auz limites (4.7)-(4.8) a au moins une solution u € C*[0,1] et
o () <ult)<B(t), Vie0,1].

Preuve. En effet, on cherche 'existence de solutions pour le probléme modifié¢, donné

par (4.17).
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La preuve s’opére en deux étapes.
Etape 1 : Existence de la solution. On pose F'(s) = F'(s,u(s),u (s)).
On définit 'opérateur T : C* [0,1] — C* [0, 1] par

Tu(t):wt/o (1— ) F(s)ds—/o (t— ) F (s)ds

— wt i”)\k /Onk (n, —s) F(s)ds, tel0,1], (4.25)

et au lieu de chercher une solution pour le probléme (4.17), on cherche 'existence
d’un point fixe pour 7.
D’abord, on doit montrer que 71" est complétement continu.

Soit M la borne de F' sur [0, 1] x R2. Il s’ensuit que
|Tu(t)] < (2w+1) M, (4.26)
ainsi que
T"u (t)] < (2w + 1) M, (4.27)

Alors, T envoie I’ensemble fermé, borné et convexe
B={ueC"[0,1]: |u(t)] < w—+1) M, [ t)] < (2w+1)M,} (4.28)

dans lui méme. En outre, pour tout u € C1[0,1] et t1,¢, € [0,1], t; < o tels que
|tp —t2] <€, ona

[ Tu(tr) — Tu(tz)] <2(t2 — t1) (w+ 1) M, (4.29)

et
\T'u(tl) — T’u(tg)‘ S (tg — tl) M, (430)

par passage a la limite, lorsque t; — t2, on a |Tu(t;) — Tu(ty)| — 0et |T"u(ty) — T'u(tz)| —

0. Donc {T'u} est équicontinu et par conséquent 7" est un opérateur complétement continu,
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en vue du théoréme d’Arzela -Ascoli. Le théoréeme du point fixe de Schauder, permet de
conclure que T" a un point fixe qui est une solution du probléme aux limites modifié.

Etape 2 : Localisation de la solution. On doit montrer que si u est une solution, elle
doit satisfaire

a(t) <u(t)<B(t),vtel0,1].

En supposant le contraire, on admet qu’il existe ¢y € [0, 1] tel que

i (u () = a(t)) = ulto) —alt) <0, (4.31)

par conséquent, on a certains cas a considérer comme suit :
Cas 1:Sity € (0,1), on obtient
0 S UH (to) — Of” (to) (432)

__afto) —u(h)
| (to) —u(to)| +p

= —[ (to, a(to) , ' (to)) + f (to, @ (to) , @ (t)) < 0.

qui est une contradiction, donc le minimum de uv — a n’est pas atteint au point ¢g.
Cas 2:Sitg=0,0n a
u(0) —a(0) <0. (4.33)

D’un autre coté, puisque u est une solution, on a u (0) = 0 et par conséquent
a (0) > 0, ce qui contredit le fait que « est une sous solution.

Cas 3 : Si ty = 1, il s’ensuit que,
u(l)—a(l) <O. (4.34)

Comme « est une sous solution et u est une solution, alors

a (1) <Y Ma(m), u(l) =D A (). (4.35)
k=1 k=1
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Ainsi, on obtient

() —a(1) = huln) = M (ny). (4.36)

Du fait que 0 < ZZZ” A <let(u(l) —a(l)) est un minimum de u— « alors, on obtient

u(D) —a(1)>d Me(u(l)—a(l) >u(l)—a(l), (4.37)

donc, on a une contradiction. Appliquant ce méme raisonnement une autre fois, on prouve

que u(t) < G (t),Vte[0,1]. m

4.5 Reésultats d’existence de solutions dans le cas sin-
gulier

Dans cette section, on va se pencher sur le cas ou le terme non linéaire f peut avoir

des singularités au niveau de ses deux premiéres variables.

Lemme 4.4 Soient «, 5 respectivement les sous et sur solutions du probléme aux limites
(4.7)-(4.8) telles que o < B et f: (0,1) x R? — R une fonction continue satisfaisant
la condition de Nagumo sur l’ensemble D*, alors pour chaque solution u (4.7) vérifiant

a<u <, existe b* > 0, tel que
||| < b*. (4.38)

Preuve. La preuve est similaire & celle du lemme 4.3. =
Maintenant, on donne un théoréme d’existence ou la fonction f a des singularités

aux points t =0 et t = 1.

Théoréme 4.2 Soit f:(0,1) x R> — R une fonction continue satisfaisant la condition
de Nagumo sur D*. Soient o et B les sous et sur solutions du probléme aux limites

(4.7)-(4.8), telles que o (t) < B (t) pour tout t € [0,1] avec 0 < Sh=7" M < 1.
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Alors le probléme auz limites (4.7)-(4.8) a au moins une solutionu € C'[0,1]NC? (0, 1)
et
o () <ult)<B(t), Vie0,1].

Preuve. On définit les suites (ay,), , (by), C (0,1) et (A,),, (Bn), C R, telles que

a, —0,b, > 1, A, — 0et Bn—>22271n)\ku(77k), a; <, < by, ala,) <A, <B(a,) et

n’?’

a(b,) < B, < B (b,). On considére le probléme modifié suivant

W () + f(tut),d () =0, 0<t<l, (4.39)

ulan) = An,  u(b,) = By (4.40)

En appliquant le théoréme 4.1, on conclut que ce probléme modifié possede une solution
uy, sur le compact [an,by,| vérifiant a (t) < u, < [(t) et |u), (£)] < b. En utilisant le
théoréme d’Arzela-Ascoli on montre qu’on peut extraire une sous suite qui converge
vers une fonction u sur tout compact de (0,1) et qui vérifie a(t) < wu(t) < [ (t) et

|/ (t)] < b. En écrivant les limites des suites (ay),,, (bn), » (4n), , (By), on montre que

n’
limy o+ w (t) =0 et limy ;- u(t) =u(l). m
Maintenant, on donne un théoréme d’existence de solution positive, ou la singularité

de f peut apparaitre aux points t =0,t =1 et u = 0.

Théoréme 4.3 On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées

(H;) La fonction f:(0,1) x Rf x R — R est continue et satisfait la condition de
Nagumo par apport aux sous et sur solutions données.

(H>) Pour chaque V' > 0 fizé, il existe une constante positive Cy et pour tout ensemble

compact J C (0,1), il existe 5 > 0 tel que

Ftu,v) > Oy, Y(tu,v) € Jx(0,e)] x [~V V]. (4.41)
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(Hs) II existe p >0 et h € C((0,1),RF) N L*[0,1], telles que

|f (t,u,v)] < h(t), V(t,u,v) € (0,1) x [p, +00) x R.

et

ol
i
3
‘\1
Do

Bl

I

—_

N —
N}

\]

—

ot 71 =suph (t), 7o =infh (t).
(Hy) S0 A = 1.

Alors, le probléme auz limites (4.7)-(4.8) a au moins une solution positive

ueC(0,1],R")NC*((0,1),R.,).

Preuve. La démonstration se composera de 5 étapes.
Etape 1 : La définition d’une suite de problémes aux limites.

Pour tout n € IN, n > 1, on considére I’ensemble compact

1 1
Jn: {ﬁ?l_ﬁ}a

o (1) :max{ﬁ,min (t,l— ﬁ)}, te(0,1),
et
gn (t,u,0) = max {f (o, (t) ,u,v), f (t,u,v)},

on a

gn(t,u,v) :f(t,u,’l}), (t,u,v) S Jn XR:F x R.

Comme on définit aussi

fn (t,u,v) = min{g; (t,u,v),...,gn (t,u,v)} .
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Il est clair que (f,,) est une suite continue et décroissante sur (0,1) x R} x R et que

fo (tu,v) = f(tu,v), (Hu,v) € J, x RF x R,

(4.49)

ce qui implique que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur tout

sous-ensemble compact de (0,1) x R} x R.

On introduit également une suite décroissante (e,) C R} telle que

lim ¢, =0.
n—-+o0o

Dés lors, on peut définir la suite des problémes approximatifs (BV P), :

u' () 4+ fo (Gu(t), v (8) =0, 0<t<1,

w(0) =en, u(l)= ) Awu(n).

Etape 2 : Construction de la sous solution de (BV P), (4.51)-(4.52) :

a (t) = €, est une sous solution de (BVP),. On a

o’ (t) + fu(t,a(t), & (1) = fu(t,a(t) o (1)) = min g (t,a,a'),

9i (t> «, O/) 2 f (t> «, O/) Z OSn > 0’

ce qui implique

" (t) + fo (t,a(t),a (t) > 0.

En plus

=
]
3

a(0)=¢,, a(l) = AEn = Ep-
=1

o
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Etape 3 : Construction de la sur solution de (BV P), .

De (Hj3), on peut choisir p tel que
p=all),
et des hypothéses de ’étape 1, on a

fl (t, u,v) = max{f (0-1 (t) ,U,U) ) f (t,u,v)} :
On voit bien que

flor(t),u,v) < h(oy (1)) < Sup h(t) =71,

et
f(t,u,v) < h(t),

ce qui entraine que

f1(tu,v) < h(t)+ 7.

Ainsi, on remarque que la solution du probléme aux limites suivant

qui est donnée par t
5O =p— [ (t=5)(h(5)+m)ds
0

k=m

+wt/0 (1—ys) (h(S)—i-Tl)dS—th)\k/onk (m, — ) (h(s) + 11)ds,

k=1
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est une sur solution de (BV P), . En effet

Br) + fi(t,8,8) < B () +h(t)+ 711 =0, (4.65)

et

=

=m

BO)=p>0, 6(1)= ) Ab (). (4.66)

k=0

D’autre part, de (4.43), on obtient la positivité de I’expression suivante

—/0 (t—s)(h(s)+71)d5+wt/0 (1 —=5s)(h(s)+71)ds—

—wt Z Ak /Onk (n, —s) (h(s) +71)ds, (4.67)

et a partir de (4.57) et (4.67) on peut confirmer que « (t) < 5 (t).
En utilisant le théoreme 4.2, on conclut que(BV P); a au moins une solution

up € C'[0,1]NC%(0,1) telle que
a(t) <up(t) <B(t). (4.68)

Etape 4 : L’existence d’au moins une solution de (BV P), (4.51)-(4.52).

Il est clair que, Vn > 1
a(t) <up(t) Sup—q () < ... <up(t). (4.69)

Apres avoir pris en compte le fait que « (t) et wu,_; () sont les sous et sur solutions et
en appliquant le théoréme 4.2 une autre fois, on constate que (BV P), a au moins une

solution u,,.
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Etape 5 : L’existence d’au moins une solution de BVP (4.7)-(4.8).

Considérons la limite ponctuelle

u(t) = lim wu, (t), (4.70)

n—-+oo

en utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli on montre que u est une solution du probléme

avec conditions aux limites (4.7)-(4.8) et
ueC((0,1),R")NC*(0,1),R,). (4.71)

En outre, on peut vérifier la continuité de uw aux points t =0 et ¢t = 1.

On remarque que

u(0) = lini e, =0, (4.72)
k=m k=m
u(l) = Ak n£m+oo Un (1)) = Akt (1) 5 (4.73)

k=0

=

=0

Ce qui achéve la démonstration du théoréeme. =
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