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Résumé

On considére le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(P) min{f(z):xz € R"}.

ou f: R™ — R est continument différentiable.

On définit dans ce travail un nouveau algorithme qui accélére la convergence de la méthode du
gradient. On étudie la convergence globale du nouveau algorithme qu’on a nommé Wolfe epsilon steepest
descent algorithme, en utilisant la recherche linéaire inéxacte de Wolfe ([35],[36]). Dans [16] et [33],
Benzine, Djeghaba et Rahali ont étudié le méme probléme en utilisant une recherche linéaire exacte ou
une recherche linéaire inéxacte d’Armijo. On a aussi effectué 700 tests numériques et nous avons montré
que le nouveau algorithme est plus pérformant que les deux autres déja étudiés i.e. ’epsilon steepest

algorithme avec des recherches linéaires exactes ou d’Armijo.



Abstract

We study the unconstrained minimization problem

(P) min{f(z):z € R"}.

where f: R™ — R is a continously differentiable function. We introduce a new algorithm which
accelerates the convergence of the steepest descent method. We study the global convergence of the
new algorithm, named the Wolfe epsilon steepest descent algorithm, by using Wolfe inexact line search
([wolfe]). In [16], [33], Benzine, Djeghaba and Rahali studied the same problem by using exact and
Armijo inexact line serachs. Numerical tests show that Wolfe Epsilon steepest descent Algorithm
accelerates the convergence of the gradient method and is more successful than Armijo Epsilon

Steepest descent, Exact Epsilon steepest descent algorithm and Steepest descent algorithm.



INTRODUCTION

Soit f : R™ — R et (P) le probléme de minimisation non linéaire, sans contraintes, suivant :

min {f(z):z € R"} (P)

ou f: R™ — R est continument différentiable. Notons

gr =V f(xr)

Pour résoudre le probleme (P), la majorité des méthodes générent une suite {zy}, .y de la forme
suivante :

Tyl =X + ady (01)

ol dj, est une direction de descente et ay, est le pas obtenu en effectuant une optimisation unidimension-

nelle. Dans les méthodes du gradient conjugué les directions de descente sont de la forme :
dp = —gk + Brdr—1 (0.2)

ou le scalaire [3;, caractérise les différentes variantes du gradient conjugué. Si 5, = 0, alors on obtient

la méthode du gradient. Un autre choix de directions est donné par
di = —Blzlgk (0.3)
ou By, est une matrice non singuliére symetrique. Comme cas importants, citons :

By,

I (Méthode steepest descent )

B, = V?f(xy) (Methode de Newton)

Les méthodes quasi Newton sont aussi de la forme (0.3).
Toutes ces méthodes sont implémentées en prenant en considération que dj est une direction de
descente i.e.

dFgr <0

Les propriétées de convergence des méthodes a directions de descente et recherches linéaires dépendent

du bon choix de dj et du pas ay. L’angle que fait la direction dj et la direction du gradient —g; est



fondamental. C’est pour cela qu’on définit

—df gr
COS 9 = A
Or) = gl el

Nous choisirons ay, de sorte qu’on obtienne une décroissance suffisante de la fonction f, mais en
méme il faut que ce calcul ne soit pas coliteux en temps et en mémoire. Le choix optimal est obtenu en

choisissant « comme solution optimale de la fonction d’une variable ¢(«) definie par

p(a) = f(zg + ady)

Les recherches linéaires exactes consistent & calculer o comme solution du probléme unidimensionnel
suivant :

fzk + agdi) = min {f(zr + ady) : « > 0}

Malheureusement, les recherches linéaires exactes sont difficiles & réaliser pratiquement et sont cotteuses
en temps et en mémoire. La stratégie que nous allons appliquer dans cette partie consiste & choisir ay

vérifiant les deux conditions suivantes :
f(@g + andi) < f(ar) + or0kg} dy (0.4)

9(xk + apd)Tdip > o293 di (0.5)

ou 0 < 01 < 03 < 1. La premiere relation (0.4) (condition d’Armijo ([5]), assure que la fonction décroit
suffisamment. La seconde condition (0.5) prévient que le pas oy, devienne trés petit. Les deux conditions
(0.4) et (0.5) s’appellent conditions de Wolfe.

On peut aussi choisir ay, vérifiant les conditions suivantes :
f(x + andy) < flzg) + oargl d (0.6)

f(xr + andy) > flzg) + (1 — 0)argl di (0.7)

ot 0 < o < 1. (0.6) et (0.7) s’appellent conditions de Goldstein.
La méthode du gradient est I'une des plus simples et célébres méthodes d’optimisation sans contraintes.
Pour beaucoup de problémes la méthode du gradient devient trés lente quans on s’approche d’un point
stationnaire. IL existe beaucoup de méthodes qui y rémedient & ce probléme. Au lieu de considerer
di, = —V f(xy), on peut se déplacer le long de di, = =Dy 'V f(xx) ([8],[9], [10],[12], [13], [14], [15], [17], [21], [22]
,[23],[24], [25], [28], [31], [32], [33])), ou bien le long di, = —gr+hi ([18], [19], [20], [21], [27], [29], [30]),



ol Dy, est une matrice choisie convenablement et hj est un vecteur approprié.

Dans [16] et dans [33], Benzine, Djeghaba et Rahali ont essayé de résoudre ce probléme par une autre
méthode, en accélérant la convergence de la méthode du gradient.

Pour arriver a ce but, ils ont élaboré un nouveau Algorithme qu’ils ont nommé ’epsilon steepest
descent algorithm, dans lequel la formule de Florent Cordellier et celle de Wynn ([11], [37], [38]) jouent
un role essentiel. Ils ont aussi prouvé la convergence globale en utilisant des recherches linéaires exactes
et d’Armijo.

Dans ce travail on accelére la convergence de la méthode du gradient et on étudie la convergence
globale en utilisant ’Epsilon Algorithme et les recherches linéaires inexactes de wolfe vérifiant (0.4) et
(0.5). Nous avons appelé le nouveau algorithme : Wolfe epsilon steepest descent algorithm.

Avec 700 tests numériques nous avons montré que le nouveau algorithme est plus pérformant que
les deux autres déja étudiés i.e. ’epsilon steepest algorithme avec des recherches linéaires exactes ou
d’Armijo ([16], [33]).

La these est divisée en cinq chapitres. Les algorithmes nouveaux et les résultats originaux de conver-
gence se trouvent dans le chapitre 5.

Le probléme traité dans cette thése est I’accéleration de la convergence. Il est alors naturel de consa-
crer un chapitre entier a ce sujet. Ce sera le but du chapitrel. On commence par donner les motivations
qui ont permis I’élaboration des méthodes d’accélération de la convergence. On présente ensuite des
exemples de ces méthodes. On a deux classes de méthodes d’accélération de la convergence : linéaire,
comme les procédés de sommation linéaire, et non linéaire, comme le procédé d’extrapolation de Ri-
chardson, le procédé A?D’aitken, I's—algorithme, le p—algorithme et le #—algorithme. Pour qu’il y ait
convergence des procédés de sommation linéaire, des conditions suffisantes sont données dans le théo-
réme de Toepliz. On donnera également des résultats de convergence pour le procédé A2D’aitken ainsi
que pour ’e—algorithme scalaire et I’e—algorithme vectoriel normé. Ces deux derniers algorithmes nous
permettront par la suite, la construction du nouvel algorithme proposé dans ce travail. On donnera des
exemples dus & Brezinski de suites, dont la convergence est accélérée par ’e—algorithme scalaire et par

ses deux généralisations.

On donne dans le chapitre2 les définitions et les propriétés générales des problémes d’optimisation
sans contraintes. On définira la notion de direction de descente, notion trés importante qui nous servira
par la suite & construire les algorithmes d’optimisation sans contraintes. Les conditions necessaires et ou
suffisantes seront aussi détaillées dans ce chapitre.

La majorité des algorithmes d’optimisation non linéaire procédent comme suit. Etant donné un point
T, on cherche une certaine direction di, € R™ et un pas A\, € R. Ceci nous permet de trouver le successeur

Tr4+1 de zy par la formule : x;41 = zr + Apdy et le procesuss est ainsi repeté. Le pas A; est une solution



optimale d’un probléme de minimisation unidimentionnelle, c’est & dire la minimisation d’une fonction
d’une variable réelle. Donc pour les problémes de minimisation sans contraintes, on résout a chaque
itération des sous problémes de minimisation de fonctions d’une variable réelle. C’est pour cela qu’on
consacre le chapitre3 a I’étude des minimums des fonctions d’une variable réelle ou recherche linéaire. On
donne d’abord le principe général des algorithmes qui traitent ce probléme. Ensuite on expose en détail
les algorithmes et les propriétés de deux grandes classes de recherches linéaires. Il s’agit des recherches
linéaires exactes et les recherches linéaires inexactes. On s’interesse specialement aux recherches linéaires
d’Armijoo, de Goldstein et de Wolfe. On expose aussi le théoréme de Zoutendijk.

Le chapitre 4 est consacré a la méthode du gradient ou steepest descent. On explique l'origine d’une
telle appelation et on montre que son défaut principal est sa convergence trés lente au voisinage des
points stationnaires. Des tests numérique effectués sur la fonction test de Rosembrok viennent confirmer

ces faits.

Le chapitre 5 contient le résultat original de cette thése. On accelére la convergence de la méthode du
gradient et on étudie la convergence globale en utilisant I’Epsilon Algorithme et les recherches linéaires
inexactes de wolfe vérifiant (0.4) et (0.5). Nous avons appelé le nouveau algorithme : Wolfe epsilon
steepest descent algorithm.

Avec 700 tests numériques nous avons montré que le nouveau algorithme est plus pérformant que
les deux autres déja étudiés i.e. ’epsilon steepest algorithme avec des recherches linéaires exactes ou

d’Armijo ([16], [33]).
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Chapitre 1

METHODES D’ ACCELERATION
DE LA CONVERGENCE EN
ANALYSE NUMERIQUE

1.1 Introduction

Considérons la suite (S,,) = {So, S1, ...y Sn, -...} qui converge vers S.

Les questions essentielles qui se posent sont les suivantes :

1- Comment estimer quantitativement la vitesse de convergencede cette suite 7.

2- Si cette suite converge lentement, est-il possible d’augmenter sa vitesse de convergence en la
remplacant par une autre suite (V},) qui tendrait plus rapidement vers la méme limite S .

Une réponse a la deuxiéme question est donnée par les méthodes d’accélération de la convergence.
Cependant, il n’existe pas de méthode d’accélération de la convergence valable pour tous les cas ( c’est
selon la nature de la suite a accélérer).

les méthodes d’accélération de la convergence consistent toutes & transformer une suite (S,,) en une
suite (V) de méme nature, il faudra alors que la suite (V;,) converge vers la solution S du probléeme
posé.

Dans le cas d’une suite réelle, on dit que (V) converge plus vite que (Sy,) si :

lim Vo= 5 =
n—ooS, — S

0

Si cette condition est vérifiée, on dit que I'on a accéléré la convergence de la suite (S,).

11



Les possibilités d’accélération de la convergence d’une suite (.5,,) dépendront de la vitesse avec laquelle
cette suite converge.
Il existe plusieurs méthodes d’accélération de la convergence, nous donnons dans ce chapitre un

apercgu sur quelques unes d’entre elles.

1.2  Les procédés de sommation linéaire

Les procédés de sommation linéaire ont été congu par Hardy pour donner une limite aux séries
divergentes par une sorte de prolongement analytique. Ces procédés peuvent aussi étre appliqués aux
séries lentement convergentes dans le but de les accélérer.

La classe la plus importante des procédés de sommation linéaire est basée sur ’application d’une

matrice triangulaire A = (a;;) qui transforme la suite originale (.S,,) en une suite (V},) définie par :

apo 0 0 0 0
Vo So
aio a1 0 O 0
Vl 51
=A+ avec A= | ay as; azx 0 0O (1.1)
0

On note par A ce procédé de sommation linéaire.

Soit S la limite de la suite (.S, ), le procédé de sommation linéaire est dit régulier si la suite transformée
(V) converge vers la méme limite S.

Pour obtenir la régularité d’'un procédé de sommation linéaire, Toepliz a donné dans le théoréme
suivant trois conditions suffisantes :

Théoréme de Toepliz

Le procédé de sommation linéaire A est régulier si :

o0

(1) 3 |ank| < M,Vn
k=0
(i) lim apk =0,k

(iii ) lim > apk =1

1.2.1 Quelques exemples de procédés réguliers
Le procédé de Hélder noté (H,1).

La matrice A = (H, 1) est donnée par :

12



1 . .
741 bour j = 1,....9

aij =
0 pour j >4

Elle s’écrit alors :

1

1 000

11

5 3 00

_ 101 1
A=13 3 30
0
et on obtient la suite transformée suivante :
So+ S So+ 51+ 8
%Zso,vlzio—; 1,‘/2270+31+ 2

Si avec la suite (V},), la convergence n’est pas accélérée on généralise ce procédé en considérant la matrice

AX( K entier ), on le note alors (H, K).

La matrice (H,2) est définie par : (H,2) = (H,1) - (H,1), on obtient une nouvelle suite :

Vo + Vi Vo + Vi + V5
o+ 17W2: ot Vi+ Vs

Wo = Vo, Wr = = R

On continue de cette maniére jusqu’a obtention d’accélération de la convergence de la suite (S,,) .

Le procédé de Cesaro d’ordre K noté (C, K)

La matrice d’ordre K est donnée par : (C,K) = (H,1) - L~ oil L est une matrice triangulaire

inférieure gauche, avec tous les éléments égaux a 1.

13



Le procédé d’Euler

La matrice A de ce procédé est donnée par :

g7

(q+1)iC§ pour 7 =0,1,....4

[e.¢]
a5 = avecZaU =1
0 pour j >1 =0

ou le parametre ¢ est choisi arbitrairement (¢ = 1).

Remarques 1.1

1- Les trois procédés ci-dessus sont réguliers.

2- Ces procédés vérifient : i ank = 1,Vn cette égalité garantit la troisiéme condition du théoréme

k=0
de Toepliz.

1.3 Le procédé d’extrapolation de Richardson

Le procédé d’extrapolation de Richardson n’emploie pas de matrice pour obtenir une nouvelle suite,

mais fait intervenir une suite auxiliaire. Ces relations s’écrivent pour une suite (S,,) de la fagon suivante :

nv(”JFl) —z, V(”)
v = Inh Inthtl%h ok =0,1... (1.2)
Tpn — Tn+k+1

Vo(n) = S,pourn=0,1,...

On place ces quantités dans un tableau a double entrée : I'indice inférieur représente une colonne et

Iindice supérieur représente une diagonale descendante :

VO(O) =S
VO
v _ g, o
V1(1) ‘/3(0)
v® _ g, ne VO
Ve _ g e y o
‘/1(3) ‘/3(2)
4 3 2
v _ g, v e

14



Si 'on connait Vk(n) et Vk(nH) on peut calculer Vk(ﬂ Ceci est représenté par :

[AREIN (1.4)

n)
Vi

Vk(nJrl) e

On dit dans ce cas que le procédé d’extrapolation de Richardson est un algorithme de triangle, il
transforme la suite (S,,) en un ensemble de suites (Vk(”)) :

La convergence de cet algorithme est obtenue sous des conditions trés restrictives sur les suites (Vk(")>
et (V,C(ﬂ) et sur la suite auxiliaire (z,,), elles ne sont vérifiées que dans des cas particuliers. les théorémes
suivants le montrent :

Théoréme 1.1 [2]

Soit (z,) une suite strictement décroissante de nombres réels positifs et tendant vers zéro losque n
tend vers I'infini.

Une condition nécessaire et suffisante pour que :
lim V" = lim S,
k—oo k—o00

pour tout n =0, 1, .... et pour toute suite convergente (Sx) est qu'il existe a > 1 tel que :

X,
" >a>1,n=0,1,..
anrl

Cette condition est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que :

lim V" = lim S,

n—oo n— 00

pour tout k = 0,1, ....et pour toute suite convergente (S,,).

Remarque 1.2

La condition du théoréme ci-dessus entraine la convergence des colonnes et des diagonales du tableau
représentant le procédé d’extrapolation de Richardson.

Théoréme 1.2 [2]

Supposons que la condition du théoréme précédent soit satisfaite ; alors, une condition nécessaire et

suffisante pour que la suite (V,C(Z)l) (k fixé ) converge plus vite que la suite (Vk(n)) (k fixe ) est que :

15



n+1
lim M — i Pkl

n—oo Vk(n) - S n— oo Tn

1.4 Le procédé A? D’aitken

Le procédé A? D’aitken consiste a transformer la suite (S,,) en une suite notée (V(S,,))définie par

SpSnia — 2,
V(S,) = & in=0,1,....
( ) Sn+2 - 2Sn+1 + Sn "

Tous les termes de la suite sont définis si :

Snt2 — 28,41 + Sn # 0;Vn.

V(Sn) peut encore s’écrire de la fagon suivante :

ASn-‘,—l

ASn+1 _ 1
AS,

V(Sn) = Sn—i—l -

ou la notation AS,, est définie par : AS,, = S;,+1 — Simn pour tout m > 0.

Un résultat de convergence de ce procédé est donné par théoréme suivant :
Théoréme 1.3 [2]

Si on applique le procédé A? D’aitken & une suite (S,) qui converge vers S et si :

Snt1— 8  AS,

A S5 ~ As, 47!

alors la suite (V(S,,)) converge vers S et cela plus vite que la suite (Sp41) .

1.5 L’c-algorithme

1.5.1 L’e-algorithme scalaire

L’e-algorithme est da & P. Wynn [5]. Il repose sur de solides bases théoriques et ses applications sont
extrémement importantes.

Dans L’c-algorithme scalaire, on calcule également des quantités avec deux indices €](€n)_ On utilise

16



pour cela les relations

e = 0 e =3, n=0,1,.. (1.5)
n n ].
6,2421 = s,i_tl) + n,k=0,1,

55:+1) o Egcn)

On place ces quantités dans un tableau & double entrée : le tableau e. L’indice inférieur reste constant

dans une colonne tandis que l'indice superieur reste constant dans une diagonale descente.

5(02 =0
680) =S5
5(,12 =0 ego)
e — 5, 20
5(22 =0 651) sgo)
Pos A
3) (2) (1) (1.6)
e =0 = €3
e® — g, 2 6511)
5(_4{ =0 5(13) ng)
564) =9 553) 5512)
La relation (1.5) relie des quantités situées aux quatre sommets d’un losange :
6](:)
/ N\
ety e (1.7)
N /
6I(€n+1)
Si 'on connait 5,(€nj11), 8,(;1) et Efcnﬂ), la relation (1.5) permet de calculer 5,(21; c’est ce que signifient

les fleches du tableau (4). On dit que 1’s-algorithme est un algorithme de losange.
La relation (1.5) permet donc de progresser de la gauche vers la droite et de haut en bas dans le

tableau e, a partir des conditions initiales E(fl) =0 et 5(()”) =S5, pour n = 0,1,...;. Si 'on connait Sy

et S1 on peut calculer 650); si 'on connait Sy et So on peut calculer eﬁl); a partir de 550) et de 551) on

obtiendra ensuite sgo) et ainsi de suite.
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La relation (1.5) peut également s’écrire :

S7LS7L+2 - S72L+1 o 0 1

(n) _ o
©2 Sn+2 - 2S’rLJrl + Sn ’n

Ceci est le procédé A? d’Aitken. L’e-algorithme scalaire est donc une généralisation du procédé A2
d’Aitken.
Généralisations

Premiére généralisation : Cette généralisation se fait en introduisant une suite auxiliaire (x,,) dans

la relation (1.5), on obtient alors les régles suivantes :

e = 0 e =3, n=0,1,.. (1.8)
Az
n n+1 n
gl(c-&-)l = Eé_l)+m n,k:071,...
€k ~ %k

avec Az, = Tpy1 — T, pour tout n.

Deuxiéme généralisation : Cette généralisation se fait aussi en introduisant une suite auxiliaire (z,)

dans la relation (1.5), on obtient alors les régles suivantes :

e = o e =5, n=01,.. (1.9)
I nk=0,1,...

(n+1) (n)
€k &
aveC AZp ik = Tpik+1 — Tnig POUr tout n.

1.5.2 L’c-algorithme vectoriel et I’c-algorithme vectoriel normé

La forme vectorielle de ’e-algorithme a également été étudiée par Wynn. Soit {S,,} une suite de

vecteurs de CP. Les régles de ’e-algorithme vectoriel sont les suivantes :

e = oecr e =5, ccr n=01,.. (1.10)
-1
dl = Y [ e nk=01...
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On voit que, pour pouvoir appliquer cet algorithme, il faut définir ce qu’on appelle 'inverse d’un

vecteur. Etand donné y € CP, on définit son inverse y~—! € CP par la relation :

1Y
Yy = (y7y), (1.11)

1y est le vecteur dont les composantes sont les nombres complexes conjugués des composantes du vecteur
y, (y,y) désigne le produit scalaire dans C?, du vecteur par lui méme. Si 'on désigne par y;(i = 1, ..., p),

les composantes du vecteur y, alors
P P )
W)= vidi=y_luil*- (1.12)
i=1 i=1
Les régles de I’e-algorithme vectoriel normé sont les mémes que celles de I’e-algorithme vectoriel sauf

pour l'inverse d’un vecteur.

L’inverse y~! d’un vecteur y est défini par :

ol |ly|| désigne une norme vectorielle de y.

1.6 L’p-algorithme

Les régles de cet algorithme font intervenir une suite auxiliaire (x,,) de la maniére suivante :

=0 oM =3, n=0,1,.. (1.13)
(n) . (n+1) Tnik+1 — Tn -
Piti = P R R a— n,k=0,1,
Py — Pk
Le calcul de pgr,i) fait intervenir Sy, Spt1,.y Snt2k €6 Tn, Tni1, -y Tnyak, o0 a alors le tableau

suivant :
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6y =5
1 0
6" =0 6"
o) =5, 6%
2 1 0
0% =0 o\ oY)
0y = 5, 65" 6\
6% =0 6" 65"
07 =S 6% %
4 3 2
0% =0 6\ 6%
9(()4) -5, o) 92

1.7 Le #-algorithme

Les régles de cet algorithme sont les suivantes :

0(:11) —0 et 0(()71) =S, pour n=0,1,.... (1.14)
=Y+ DY pone k0.1,

Dy _ pn) g(n+2)

1
927]2)4,2 = —2hktl 2kl 2k avec D(n) = ——+———pourn,k=0,1,...
(n+1) (n) k (n+1) (n) ’ B
D2k+1 - D2k:+1 (019 - ek

Les 6 d’indice inférieur impair sont des intermédiaires de calcul, alors que les 6 d’indice pair permettent
d’étudier théoriquement la convergence de 1’algorithme.

Le 6 algorithme n’est pas un algorithme de losange par exemple pour le calcul de 0(2"), premiére étape
de l'algorithme , la connaissance de quatre termes consécutifs est nécessaire : Sy, Sp41, Sn+2, Snts, alors
que les algorithmes ¢ et p n’avaient besoin que de trois termes successifs ( algorithmes de losange).
L’absence de forme déterminante pour 952) rend I'étude théorique de cet algorithme difficile sauf dans

sa premiere étape.
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1.8 Convergence de ’s-algorithme scalaire

Avant d’établir la convergence de cet algorithme donnons le théoréme suivant :
Théoréme 1.4 [2]

Si on applique le procédé A2d’Aitken & une suite (S,,) qui converge vers S et si :

Spe1— S AS,,
Jm st = Mmoo =e#l
ou ASnJrl = Sn+2 — Sn+1 et ASn = Sn+1 — Sn
alors la suite
SpSpio — S?
el = T2 Pntl 0,1,

= =
Sn+2 - 25n+1 + Sn

converge vers S et cela plus vite que la suite (S,11).
Définition 1.1

On dit que la suite (S,,) est totalement monotone si :

(-1)*AkS, > 0;n,k=0,1,.....
ou A’S, = S,

et pour tout n, A*S, = AFS, ., —AFS, ink=0,1,...

Théoréme 1.5 [2]

Si on applique I’e-algorithme & une suite (S,,) qui converge vers S et s'il existe deux constantes a # 0

et b telles que la suite (aS,, + b) soit totalement monotone, alors :

lim el = Sk =0,1,...fix¢
klimgéz) = S;n=0,1,...fixé

Définition 1.2

On dit que la suite (S,,) est totalement oscillante si la suite ((—1)™S,,) est totalement monotone.

Théoréme 1.6 [2]

Si on applique ’e-algorithme & une suite (.5,,) qui converge vers S et 8’il existe deux constantes a # 0

et b telles que la suite (a5, + b) soit totalement oscillante, alors :
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lim el = Sk =0,1,...fix¢

(n)

limey’ = S;n=0,1,..fixé

k—oo

Remarque 1.3
Les théorémes 1.5 et 1.6 n’accélérent pas la convergence, mais montrent que 1’e-algorithme converge.

De plus on remarque que :

(n)_S

€
lim =26~ = 0;k=1,2,..
000 Sy o, — S
et
(n) - S
lim ok TP O;n=1,2,..

k—o0 SnJer -5

(n)

Ces résultats montrent que la condition du théoréme 1.4 est satisfaite donc la suite £;,” converge plus

vite que la suite ( totalement monotone ou totalement oscillante ) (Sy11).

1.9 Convergence de I’c-algorithme vectoriel normé (vectoriel).

L’e-algorithme vectoriel est un cas particulier de I’e-algorithme vectoriel normé, les théorémes de
convergence ci-dessous sont valables pour les deux algorithmes.

Hypothéses I :

1- (S,) est une suite de vecteur de CP

2- (a,,) est une suite de réels tels que a,, # 0 pour tout n et que (Aa,,) converge vers 0. On suppose

de plus qu'il existe deux constantes « et 3 telles que :

a<l<petay¢a,b],Yn

3- La suite (S,,) vérifie :

Spi1— S =an(Sn—8);n=1,0,...

avec S € CP.
Théoréme 1.7 [2]

Si on applique I’e-algorithme vectoriel normé ( vectoriel ) a une suite (S,,) qui vérifie les hypothéses
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I précédentes et qui converge vers S alors :
lim 5(") =5
n—oo

Si de plus la suite (a,) admet une limite, alors :

J£7 -]
lim

=0
n=oo|Spi1 = S

Hypothéses IT :

1- (S,,) est une suite de vecteur de CP.

2- (e,,) est une suite de vecteur de CP qui converge vers zéro lorsque n tend vers Uinfini.
3-yeCPety#0

4- a est un nombre réel tel que 0 < a <1

5- La suite (S,,) vérifie :

Sp—S=a"(y+e,);n=10,...

avec S € CP.
Théoréme 1.8 [2]
Si on applique ’e-algorithme vectoriel normé ( vectoriel ) a une suite (S,,) qui vérifie les hypothéses

II précédentes alors :

lim sén) =95

n—oo

et :

i 75

=0;Vk > 0 fixé
n—=00 || Syt — S|

Les théoréemes 1.6 et 1.7 montrent sous certaives conditions que ’e-algorithme vectoriel normé (

vectoriel ) converge vers la limite de la suite originale et que cette convergence est accélérée..

1.10 Exemples de suites accélérées par ’c-algorithme scalaire
et ses deux généralisations

Exemple 1 :
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Cet exemple est du a Brezinski.

Soit (Sy,) la suite définie par :

S, =14 3.e 14 avec 2, = 1.1"71

Cette suite converge lentement vers 1.

On a:

So = 1.73979....; 51 = 1.64314....; ...... ;S = 1.38631....

En appliquant I’e-algorithme scalaire, on obtient :

e = 1.73799....

et en appliquant la premiére généralisation de I’e-algorithme scalaire on obtient :
e =1.00272....

La deuxiéme généralisation de 1’e-algorithme scalaire donne :
e = 1.00224....

Exemple 2 :

Cet exemple est également di & Brezinski.

Soit (Sy,) la suite définie par :

1
Sp = nsin — avec z,, = log(n + 1)
n

Cette suite converge vers 1.

On obtient : S37 = 0.99987....

et eé%) = 0.999938....en appliquant 1’e-algorithme scalaire.

La premiére généralisation de ’c-algorithme scalaire donne Eé%) = 1.0000000027, la deuxieéme géné-

ralisation de I’s-algorithme scalaire donne sg%) = 0.99999999976..
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Chapitre 2

OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

2.1 Définitions

Définition 2.1 Soit f: R™ — R, on appelle probléme de minimisation sans contraites le probléme
( P) suivant :

(P) min{f(z):ze€R"}

1) z € R" est un minimum global de ( P ) si et seulement si
@) < f@): Voe R
2) & € R™ est un minimum local de ( P ) si et seulement si il existe un voisinageV.(Z) tel que
f(@) < fz): VoeV(2)
3) & € R™ est un minimum local strict de ( P ) si et seulement si il existe un voisinageV.(Z) tel que

(@) < f2): Vo e Vi), x4 .
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2.2 Direction de descente

Définition 2.2 Soit f: R" — R, & € R", d € R"™ est dite direction de descente au point & si et

seulement si il existe § > 0 tel que

FE+ M) < f(2): ¥YA€]0,0]

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de descente.

Théoréme 2.1 Soit f: R™ — R differentiable au point & € R™ et d € R™ une direction vérifiant la
condition suivante :

F(2,d) = Vf(2).d<0.

Alors d est une direction de descente au point &.

Preuve :

f est différentiable au point Z. Donc
f(@+ ) = f(&) + AV f(@).d+ \||d|| a(z, \d),

avec

ceci implique que

/ _ N
f(%,d)—)]\li% 3 =Vf(z)'.d<D0.
La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V(0) = |-, +I] tel que
o) — (3
JE+M) = J@) gy e s, +4]. (2.1)

A

La relation (2.1) est particulierement vraie pour tout A € ]0,+d[. On obtient le résultat cherché en

multipliant la relation (2.1) par A > 0.1

2.3 Schémas général des algorithmes d’optimisation sans contraintes
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Supposons que dj soit une direction de descente au point x.Ceci nous permet de considérer le point

ZTk41, successeur de xy, de la maniére suivante :

Thy1 = T + Medi, Mg €10, +6].
Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f@rs1) = flar + Medi) < flan).

Un bon choix de di, et de Ay permet ainsi de construire une multitude d’algorithmes d’optimisation.

2.3.1 Exemples de choix de directions de descente

Par exemple si on choisit d, = —V f(xg) et si Vf(zr) # 0, on obtient la méthode du gradient.
La méthode de Newton correspond a di = — (H(z;)) .V f (). Bien sur —V f(2x) est une direction
de descente (Vf(xp)'.dy = =V f(zx)' . Vf(zr) = — |V f(zx)|* < 0). Pour la deuxiéme direction si la
matrice hessienne H(zy) est définie positive alors dy, = — (H (zx)) .V f (%) est aussi une direction de
descente.

2.3.2 Exemple de choix de pas \;

On choisit en général A\ de fagon optimale, c’est & dire que \; doit vérifier
f(a?k + )\kdk) < f(a?k + )\dk) VA e [0, +OO[.

En d’autres temes on est ramené a étudier a chaque itération un probléme de minimisation d’une variable

réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

2.4 Conditions nécessaires d’optimalité

2.4.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 2.2 Soit f: R" — R differentiable au point & € R"™. Si & est un minimum local de

(P) alors Vf(z)=0.
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Preuve :
C’est une conséquence directe du théoréme 2.1 et de la remarque 2.1. En effet, supposons que

V f(z) # 0. Puisque la direction d = —V f(Z) est une direction de descente, alors il existe § > 0 tel que :
f@+Xd) < f(&): VAe]0,4].
Ceci est contradiction avec le fait que & est une solution optimale locale de ( P ). B

2.4.2 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 2.3 Soit f: R" — R deux fois differentiable au point & € R™. Si & est un minimum
local de ( P ) alors Vf(&) =0 et la matrice hessienne de f au point & , qu’on note H(%), est semi

définie positive.

Preuve :
Soit € R™ quelconque, f étant deux fois différentiable au point Z,on aura pour tout A # 0

f(&+Ap) = f(&) + %)\thH(ﬁ)x + A2 Hx2|| a(Z, \x), o, ) o 0.

Ceci implique
f@+Ax) — f(2)
22

1
= §astH(fc)gc + ||2?|| e, Ax). (2.2)
Z est un optimum local, il existe alors § > 0 tel que

f(@+ ) — f(2)

2 >0, VYAe]-d,+9].

Si on prend en considération (2.2) et on passe a la limite quand A — 0, A # 0, on obtient

#'H(#)z >0, Yz € R"1

2.5 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 2.4 Soit f: R"™ — R deux fois differentiable au point & € R™. Si Vf(Z) =0 et H()

est définie positive alors & est un minimum local strict de ( P ).
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Preuve :

f étant deux fois différentiable au point Z,on aura pour tout x € R"

o, L . . . N N . . N .

(@) = f(@)+5(2—2) H(2) (2 =)+ (= - D) a#, (z-1)), al#, (@) — 0, (Vf(#)=0). (23)
Supposons que £ n’est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite {x}, . telle que T F
T Vk et

xR £ & 0 Vk, g 7 et f(zr) < f(@). (2.4)
. - VTR _ (zr — %) .
Dans (2.3) prenons z = 1z, divisons le tout par ||(zy — &)||” et notons dy = M@= on obtient
. —
xK) — f(2 1 . . . N .
) = /(&) f( 2) = gdZH(:r)dk + a(Z, (xp — ), oz, (zr —T)) . 0. (2.5)
[(z — 2)| >
(2.4) et (2.5) impliquent
1
§d§€H(i)dk + oz, (zr, — 1)) <0, k.
D’autre part la suite {dx},cyy- st bornée ([|dx|| = 1, ¥n ). Donc il existe une sous suite {dk},cn, o
telle que
dk k—>c>:,> IglGNl '

Finalement lorsque k — oo, k € N7, on obtient
~dH()d < 0.

La derniére relation et le fait que J;«é 0 (H(ZH = 1) impliquent que la matrice hessienne H (&) n’est pas

définie positive. Ceci est en contradiction avec I'hypothése. B

2.5.1 Convergence des algorithmes et fonctions multivoques
Notion d’algorithme en optimisation

La plupart des méthodes de résolution des problémes d’optimisation sont de nature itérative, c’est
a dire qu’a partir d’un point initial zq, elles engendrent une suite infinie x1, o, ..., g, ... dont on espére
qu’elle converge vers la solution optimale.

Définition 2.3 Un algorithme de résolution est un procédé itératif qui permet a partir d’un point

initial oy d’engendrer la suite 1, zs, ..., Tk, ...
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Un algorihtme est parfaitement défini par la donnée de ’application a qui & xj, associe zxy1 = a(xg).
L’étude de la convergence de I’algorithme se rameéne & ’étude des propriétés de a.

Exemple 2.1

a:z—alz) =z —AVf(z)

a représente la méthode du gradient

Un modéle général des algorithmes : les applications multivoques

Soit f : R™ — R. Considérons le probléme de minimisation sans contraintes ( P ) suivant :

(P) min{f(z) :z € R"}

On sait qu’on peut générer plusieurs classes d’algorithmes qui ont pour but de résoudre le probléme (
P ) ou d’atteindre des points vérifiant les conditions d’optimalité. Il serait alors logique au lieu d’étudier la
convergence d’un algorithme, d’établir une théorie ou un modéle assez général qui étudie la convergence
d’une classe d’algorithmes au lieu d’un seul. Soient ai, as,as, ..., a, des applications qui générent p algo-
rithmes , c’est & dire qu’a un point xy, on associe les p points différents a; (zx), az(zk), ..., ap(xx). Cela veut
dire qu’on peut considérer I'application qui & z, fait correspondre A(xy) = (a1(zk), a2(xk), ..., ap(zk)).
Ceci conduit naturellement & un modéle dans lequel les algorithmes sont représentés par des applications
multivoques, c’est & dire des applications de R"dans P(R"); qui & x € R™ fait correspondre une partie

de R™. D’une fagon générale on notera :

A:R" 5 R"

une application multivoque de R™ dans P(R™).

Convergence globale

Définition 2.4 Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A, est globale-
ment convergent si quelque soit le point de départ zq choisi, la suite {z)} engendrée par x;41 € A(zk)
(ou une sous-suite) converge vers un point satisfaisant les conditions nécessaires d’optimalité (ou solution
optimale).

Notation : Tout le long de ce chapitre on notera par € ’ensemble suivant :

Q= {x : z est solution optimale locale ou globale ou z satisfait une condition nécessaire d’optimalité}.

Q) ’appelle ensemble des solutions.
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Applications multivoques fermées

Cette notion généralise la notion de continuité pour les fonctions univoques. Elle joue un role essentiel

dans I’étude des problémes de convergence.

Définition 2.5 Soit A : R 5 R™ une application multivoque. On dit que A est fermée en z si et

seulement si :

pour toute suite {x3}, . telleque x;, — x
et pour toute suite {yx}, .y telleque y, —y ¢ alorsy € A(z)

avec yi € A(xy)

A est dite fermée dans S C R™ si et seulement si A est fermée en tout point x € S.
Remarque 2.1
Si A est univoque continue, alors A est fermée.

En effet, soit A : R™ — R™ continu en x et soit

Tk — X Jos S
= A(z) =y d’apres la continuité de A.
Alzr) =ye =y

Exemple 2.2 : Exemple d’application multivoque non fermée. Q = {1}

3,1 1 :
Alr) = [§+Zm,1+§w] six > 2
Hz+1) si z<2

Si xg > 2; lalgorithme génére une suite {z;} qui tend vers 2.
Si xg < 2; Palgorithme géneére une suite {x} qui tend vers 1.
Démontrons que A n’est pas fermée en T = 2.

En effet, considérons {z)} tel que z =2 — §, A(2) =2
Aw) = 3e— b+ =3- %3

3 # A(2). Donc A est non fermée au point = 2.

Composition d’applications multivoques

Défnition 2.6 Soient A : R* %5 R™ et B : R® 25 R™. La composée Bo A est Papplication multivoque
C: R* % R™ définie par : C(z) = U B(y)
yEA()
Théoréme 2.5 (composition des applications multivoques fermées).

Soit A: R* % R™ et B: R* % R™. On suppose que :
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1- A est fermée en z € X et que B est fermée sur A(x).

2- toute suite {yx} telle que y, € A(zy) avec z, — x, admet une sous-suite convergente.

Alors Papplication multivoque C' = B o A est fermée en x.

Corollaire 2.1 Soit A : R* 5 R™ une application univoque et B : R” 5 R" une application

multivoque. Si A est continue en x et si B est fermée en A(x), alors B o A est fermée en x.

Théoréme de Zangwill

Définition 2.7 On dit que h : R™ — R est une fonction de descente (relativement a une application
multivoque A) si elle est continue et posséde les propriétés suivantes :

1- Si z ¢ Q alors h(y) < h(z) pour tout y € A(x).

2- Si xz € Q alors h(y) < h(x) pour tout y € A(x).

Théoréme 2.6. (Zangwill 1969).

Soit (P) le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(P) {min f(z):xz € R"}

et ) ’ensemble des solutions.

Soit A : R* % R™ une application multivoque et considérons une suite {1} engendrée par Palgo-
rithme, c’est a dire vérifiant xx11 € A(xk). Supposons que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

C1- Les points {zy} sont tous contenus dans un ensemble compact K C R™.

C2- 1l existe une fonction de descente h.

C3- L’application multivoque A est fermée dans R™ \ Q et Vo € R" \Q, A(x) #0

Alors :

pour tout x limite d’une sous-suite convergente de la suite {x}, on a

x€Q et h(xg) — h(z).

Exemple de condition C1 :

Supposons d’une part que I’ensemble :

Xf@o) ={r:x € R": f(x) < f(x0)} est borné

et que la fonction objectif f décroit sur la suite {zx} ( ceci est possible si V f(xy)t.dx < 0; pour tout

k). Alors on aura
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{xk} C Xf(ro)

qui est compact.
Exemple de condition C2 :

On peut prendre sous certaines conditions comme fonction de descente soit h(z) = f(z) ou h(z) =

V(@)

Les modes de convergence

Etant donné que notre objectif est d’accélérer la convergence de suites, il est naturel de définir la
notion de rapidité ou mode de convergence des suites.
Définition 2.8 Soit {zy},c 5 une suite dans R" qui converge vers & .

1- On dit que {z},c N converge vers x linéairement avec le taux si

|zh41 — 2

— =a =<1
|z — 2]

lim sup
— 00
Lorsque ||zg+1 — Z|| =~ o ||zx — Z||, la convergence est dite linéaire asymptotique.

2- La convergence est dite superlinéaire d’ordre 7 si

lim sup 7ka+1 — 2l

< -1
fI S S g St

3- On dit que {z}} . tend vers x de facon superlinéaire si

ol =21 _
k—oo ||£Ek — .’EH

Lorsque w41 — 2| = ||z — 2|7, la convergence est dite superlinéaire asymptotique.

2.5.2 Cas convexe

Théoréme 2.7 ([Bazara]) Soit f: R™ — R conveze et différentiable et (PC) le probléme d’opti-

misation sans contraintes et convexe sutvant
{min f(z):z € R"} (PC),
et £ € R". Alors T est un minimum global de (PC) si et seulement si

Vf(@)=0 (2.6)
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Chapitre 3

THEOREMES DE
CONVERGENCE ASSOCIES AUX
METHDES A DIRECTIONS DE
DESCENTE ET AUX
RECHERCHES LINEAIRES
INEXACTES

3.1 Recherches linéaires

La recherche linéaire consiste a trouver A\; de fagon a diminuer la fonction f Suffisamment le long
de cette direction.
Ce " suffisamment " sera quantifié dans la suite dans la description des conditions dites d’ Armijo,

Wolfe, Goldstein&Price(recherches linéaires inexactes).

3.1.1 Principe des méthodes de descente

Le principe d’une méthode de descente consiste a faire les itérations suivantes
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Tht1 = T + Apdp, A >0 (3.1)

tout en assurant la propriété

f(@rs1) < fan).

Le vecteur dj est la direction de descente en xj. Le scalaire Ay est appelé le pas de la méthode a
I'itération k.
On peut caractériser les directions de descente en zj, a I'aide du gradient :

Proposition 3.1 Soit d € R™ vérifiant
Vi) d<0
alors d est une direction de descente en x.
Preuve. on a pour A >0
flx+ M) = f(x) + AV f(2)Td+ Ae(N)
donc si on écrit

Ho 0D = 16) g7 g oy

on voit bien que pour \ suffisamment petit on aura

flx+Ad) — f(z) <0.

Ou encore que d fait avec 'opposé du gradient —V f (z) un angle 6 strictement plus petit que 90° :

—Vf(z) d ™
mr e € 03]

L’ensemble des directions de descente de f en z,

0 := arccos

{deR":VTf(at).d<O}
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forme un demi-espace ouvert de R" (illustration a la figure 3.1).

Vi(x)

demu-espace des directions
de descenfe de f enx

f = constante

Fig.3.1 Demi-espace (translaté) des direction de descente d de f en x

De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour faire décroitre f, il suffit de faire un
déplacement le long de d.
Les méthodes a directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction

Dans la méthode (3.1) le choix de Ay est lié a la fonction

©(A) = fzr + Adi)

Comme dans la méthode de la direction de descente, la trajectoire de la solution suit un modéle de
zigzag ( voir figure [1.4].) Si A est choisi tels que f(zr + Ady) soit le minimum dans chaque itération,
alors les directions successives sont orthogonales.

En effet

si on note g (z) = Vf (z)

df(zk + Ady) _ iaf(ﬁvk + Ady) d(zri + M)
8Z‘ki dX

= gi(z + Ad)dy;
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=g (z + i) " di

o g (zx + Ady,) est le gradient au point zy + Adj.
En particulier, une fagon de choisir \; peut étre de résoudre le probléme d’optimisation (& une seule

variable)

ming (}) (32)

Si le pas A\ obtenu ainsi s’appelle le pas optimal alors nous pouvons écrire
¢’ <>\k> = Vf(zk + Ardi) "dr =0

c’est-a-dire

N T
g (fck + )\kdk> dp =0

ou bien

dpy1de =0

ol

diy1 = —g (:Ek + )\kdk> = —gk+1

est la direction de descente au point zp + Agdg. Donc les directions successives dy et dpy1 sont

orthogonaux comme représenté dans la figure (3.2).
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X3

X

Fig.3.2 Trajectoire d’une solution typique d’une méthode a direction de déscente

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :
& Dire comment la direction dj est calculée. Ce choix influe directement dans la nomination de
I’algorithme.

& Dire comment on détermine le pas A\ ; c’est ce que 'on appelle : la recherche linéaire.

Algorithmel.1 (méthode a directions de descente — une itération)
Etape 0 : (initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré
rp € R™
Etape 1 :
Test d’arrét : si |V (zx)|| = 0, d’arrét de Palgorithme;;
Etape 2 :
Choix d’une direction de descente d € R™;
Etape 3 :
Recherche linéaire : déterminer un pas Ax > 0 le long de dj, de
maniére & "faire décroitre f suffisamment" ;
Etape 4 :
Si la recherche linéaire est finie xx11 = ) + Apdy;

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1. ]
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3.1.2 Recherche linéaire

Faire la recherche linéaire veut dire déterminer un pas Ay le long d’une direction de descente dy,
autrement dit résoudre le probléme unidimensionnel (3.2).

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait que dans les application on
rencontre, naturellement, des problémes unidimensionnels, mais plutot du fait que la recherche linéaire

est un composant fondamental de toutes les méthodes traditionnelles d’optimisation multidimensionnelle

Objectifs a atteindre

il s’agit de réaliser deux objectifs
Le premier objectif
Consiste a faire décroitre f suffisamment, cela se traduit le plus souvent par la réalisation d’une

inégalité de la forme

f(zr + Ardy) < f(xg) + 7un terme négatif” (3.3)

Le terme négatif, disons vy, joue un role-clé dans la convergence de ’algorithme utilisant cette
recherche linéaire.

L’argument est le suivant.

Si f (xy) est minorée (Jc telleque f(xx) > ¢ pour tout k), alors vy, tend nécessairement vers zéro
(vk — 0). c’est souvent a partir de la convergence vers zéro de cette suite que 1’on parvient & montrer que
le gradient lui-méme doit tendre vers zéro. Le terme négatif devra prendre une forme bien particuliére
si on veut pouvoir en tirer de I'information.

En particulier, il ne suffit pas d’imposer f(zp + A\edi) < f(xg)

Le second objectif

Consiste d’empécher le pas A\ > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (3.3) est en général satisfaite par des pas
Ak > 0 Arbitrairement petit.

Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c’est-a-dire la convergence des itérés vers un point

non stationnaire.

Types de recherches linéaires

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent & ’optimisation unidimensionnelle :

a) Les recherches linéaires exactes.
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b) Les recherches linéaires inexactes.

Les recherches linéaires exactes, malgré quelles n’aboutissent qu’a une solution optimale approchée,
nécessitent beaucoup d’observations & chaque itération de l'algorithme principal.

Le mot exact prend sa signification dans le fait que si f est quadratique la solution de la recherche
linéaire s’obtient d’une fagon exacte est dans un nombre fini d’itérations.

Pour une fonction non linéaire (non quadratique) arbitraire,

- la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de calcul et ne peut de toute
fagon pas étre faite avec une précision infinie,

- efficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme par une recherche linéaire exacte
ne permet pas, en général, de compenser le temps perdu & déterminer un tel pas,

- les résultats de convergence autorisent d’autres types de reégles (recherche linéaire inexacte), moins
gourmandes en temps de calcul.

On préfere imposer des conditions moins restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toute
fois de contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un unique pas (ou
quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un intervalle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui
rendra d’ailleurs leur recherche plus aisée. C’est ce que l'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et

de Wolfe décrites dans la prochaine section.

3.1.3 Recherches linéaires inexactes

On considére la situation qui est typique pour I'application de la technique de recherche linéaire a
Iintérieur de la méthode principale multidimensionnelle.
Sur une itération k£ de la derniére méthode nous avons l'itération courante x € R™ et la direction

de recherche d € R™ qui est direction de descente pour notre objectif : f: R — R :

Vf (xk)—r di <0 (3.4)

Le but est de réduire “de facon importante”la valeur de 'objectif par un pas xx — xx11 = Tk + Apdy
de z; dans la direction dj.

Pour cela de nombreux mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...)
ont élaboré plusieurs réegles.

l’objectif de cette section consiste a présenter les principales tests.

D’abord présentons le schéma d’une recherche linéaire inexacte.La régle d’Armijo, La régle de Gold-
stein, La regle de Wolfe)
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3.1.4 La recherche linéaire inexacte d’Armijo

Soit f: R* — R,z € R",d € R" tel que VfT (z3)d < 0. Définisons la fonction ¢ : R — R avec
@ (M) = f (zr + Awdy) Ak >0

Notons que :

o (N = VI (xg+dy)dy,
¢ (0) = VT (xr)d <O,
©(0) = f(xx)

L’equation de la tangente au point (0, ¢ (0)) est la suivante

ANyt s y=00)+¢ (0)(A-0).

o1 (M) = f(ze) + VI (k) dedi

Posons

@1 (A) = ¢ (0) + ¢ (0) \.

L’équation de la tangente devient :
o1 (A) = f (2) + VT (1) diA

Définissons maintenant la fonction ¢ (A) comme suit :

SN = f(an) +Mp (0) = f (@) + eAVST () d; 0 << 1 (3.5)
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i =10 rAd)

ligne de |a

décroissance
suffisante
Wo(A)

tangent_

acceptable acceptabe
Fig3.1-Regle d’Amijo

On cherche X\ tel que

Remarques

1-La condition ¢ (5\;@) < (j\k) implique la decroissance de la fonction f.
En effet

() < @A)
f (xk + j\kdk) < flar) + eV (zr)dr < f (z1)

car la direction d est une direction de descente.

2-11 ne faut pas prende \; trés proche de zero car cela va alterer la convergence et la vitesse de

convergence.
En effet
f(@e+Medr) = f(ze)+ MV (z) die + Apar (@5, Aedy)
f@i) = flae) = X [Vf (zn) di + o (2, Aidi) ]
sidp — O « (azk}kdk) — 0 donc  f(mps1) =~ f(xk)
A —0
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gorithme 3.1 egle rmijo
Algorith Regle d’Armij

Etape 0 : (initialisation)

ag1 = g1 =0, choisir oy > 0, p € ]0,1] poser k =1 et aller & I'étape 1.
Etape 1 :

si gp(ar) < ¢,(0) + pel(0)ay, : STOP (a* = o).

si (k) > ¢5,(0) + ppl(0)a , alors

Od k41 = 0 ,0g k+1 = O, et aller & 'étape 2.

Etape 2 :

si ag k1 = 0 déterminer ay1 €] g pt1 , +00 |

sl g g1 # 0 déterminer agt1 €] g pt1 , Qd kst |

remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1. 0O

Programme en fortran 77 d’Armijo
Rtk s stk s stk ko ot stk ok st st stk st stk sk ko ek

Programme en fortran 77 d’ Armijo
Rk Rk kR R Rk Rk R kR R SRR R R R R R R ok
real x(2),xp(2),8(2),gp(2),f0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k test,n
sig=0.3 ;r0=0.1 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0
print*’le dimontion n=";read*n
do i=1,n print*’x0(’,i,”)=";read*, xp(i) end do10
if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else phopt=alph ;test=1 endif
print* ’alpha(’k,”)=’, alph ;alph=b/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*’alpha optimal=’, phopt
end
Sk sk sk sk skoskeosk sk skosk sk Sk sk sk skoske sk sk ok sk sk skoskeosk skookosk sk skosk sk Skoske sk skoskosk sk okosk sk skoskeosk skoskosk sk skosk sk skoske sk skokosk sk skosk sk skokosk skokok skoskosk sk skok sk skokok

C

subroutine fonc(f,g,x)
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real f,g(2),x(2)
F=(x (1)) 2+ (x(2)) 458 (1)=2"x(1) ;8(2)=4%(x(2))**3
end

C**>l<***>l<>|<>k>i<>l<***>l<***********>l<***>l<***>l<***>l<***>l<***>l<********************************

Rtk sk skt sk sk sk sk sk stk ks ks stk stk ok sk sk ok ok

Remarque 3.1

Il est clair d’apreés la figure F'ig3.1—Reégle d/Amijo que l'inégalité d’Armijo est toujours vérifiée si
a > 0 est suffisamment petit. en effet, dans le cas contraire, on aurait une siute de pas strictement
positifs {ay, i}, ; convergeant vers 0 lorsque i — oo et tels que  f (2 + axdy) < f (z1)+par VT f (x) dy,
n’ait pas lieu pour o = ay ;.

En retranchant f(xj) dans les deux membres, en divisant par oy ; et en passant a la limite quand

1 — 00, on trouverait

VI f(@r)d, > pV7T f(xr)dy

ce qui contredirait le fait que dj, est une direction de descente (p < 1). ]
Dans le théoréme suivant on va assurer ’existence du pas d’Armijo en posant quelques conditions

sur la fonction ¢,

Théoréme 3.1 Si ¢, : Ry — R;définie par ¢, () = f(xr + ady) est continue et bornée inférieu-
rement, st dj, est une direction de descente en x, (¢)(0) < 0) et si p € ]0,1[, alors l’ensemble des pas
vérifiant la régle d’Armijo est non vide.

Preuve

On a

opla) = f(ay + ady)
V() = flzx)+ parVT f(r)dy

Le développement de Taylor-Yong en a = 0 de ¢, est

on(a@) = f(zr + ady) = f(z) + parV7T flzg)dp + af(a) ot () — 0, a — 0 :
et commep € ]0; 1] et ¢}, (0) = V7 f(xx)d), < 0 on déduit :

fxr) + ap VT fxr)di < flzg) + parVT f(ag)dy pour o > 0

On voit que pour « > 0 assez petit on a :
o) <9, (a)

44



De ce qui précede et du fait que ¢, est bornée inférieurement, et z/Jp(a) — —00, @ — +00; on déduit

que la fonction ¢, (a) — ¢, (a) a la

propriété :

Y, () — pp(a) = 0 pour v assez petit

Y, (a) —pi(a) <0 pour o assez grand
donc s’annule au moins une fois pour a > 0 :
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe & > 0 tel que
o1(@) = 1,(a) et gy(a) < v, (0) pour 0 < a < a
Ce qui achéve la démonstration. O

Décrivons maintenat la régle de Goldstein&Price.

3.1.5 La recherche linéaire inexacte de Goldstein

En ajoutant une deuxiéme inégalité ¢ (A) > ¢ (0) + 029 (0) a la régle d’Armijo on obtient la régle de

Goldstein, avec o1, 02 sont deux constantes vérifiant 0 < o1 < % < 09 < 1. Les deux inégalités de la

regle de Goldstein sont donc :

e(M) < @(Ak) et
(M) = ¢(0)+020(0).
Soit en remplacant
foe+Aedr) < f(xn) + 1AV f () dye (3.6)
et
f e +Mdy) > f(zn) + 02V () dy, (3.7)
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Fig3.2-Régle de Goldstein

La figure 3.2 montre, sur un exemple, I’ensembles des points satisfaisant les deux conditions Goldstein.

L’Algorithme de Goldstein

L’ Algorithme essaye de trouver oy €]54, 5] (voir fig3.1 ). On demarre avec un intervalle [ag, bo]

assez grand. On prend ag € [ag, bo]

Si ap vérifié Goldsteinl et Goldstein2

alors o €]64, B5[ et on s’arréte .

Si g > 62
cnl . a1 + by
alors g ne verifié pas Goldsteinl, alors on prend b; = g et a; = bg et a3 = >
et on recommence avec
Si ap < /81
al + b1

et on teste de nouveau

alors ag ne vérifié pas Goldstein2, on prend a; = ag,b; = bg et a1 =

A Tlitération k
a + by,
2
Si oy, vérifie Goldsteinl et Goldstein2, ay, €]8;, 85[. Stop.

Supposons qu’on ait [a, bi] et o =

Si ay, ne vérifié pas Goldsteinl alors ay, > [y

ag41 + bri1

On prendby1 = ay , Grt1 = Gk , Q1 = s
. L . a1+ brg1
Si ag ne vérifie pas Goldstein2 alors a, < ;. On prend a1 = ag , bp+1 = b , Q41 = %

On obtient ainsi I'algorithme suivant :
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Algorithme3.2 de Goldstein

ETAPE 1 (Initialisation )

Choisir ag € [0,10'%°] et p € ]0,1[. Poser ag = 0, by = 10*%°
Poser k =0 et aller 4 ETAPE2

ETAPE2 (Test Goldsteinl)

Tteration k on a [ak, bg] et ag, calculez ¢ (ax)

Si (k) < ©(0) + pagy;(0), allez &8 ETAPE 3
Sinon

Poser bi41 = ai , ak+1 = ag, , et allez & ETAPE 4
ETAPE 3 (Test Gold 02)

Si g (k) = ¢4(0) + (1 = p)aky),(0) stop. o™ = o
Sinon Poser apy1 = ay , bgp1 = b et allez & ETAPE 4

ETAPE 4
Gk4+1 + brt1
2
Poser k =k + 1 et allez & ETAPE 2 .

Poser a1 =

Programme en fortran 77 de Goldstein
Rk stk sk ok sk sk sk sk sk stk sk ok ks stk sk stk sk kot sk stk ks sk sk sk ok

Programme en fortran 77 de Goldschtien
Rtk stk ekt stk sk sttt ko stk sk skt skt ko stk sk ko ok
real x(2),xp(2),g(2),gp(2),{0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
ro=0.1 ;delt=0.3 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0
print*’le dimontion n=";read®n
do i=1,n print*’x0(’,i,))=";read*, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.1000) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p ;y={0-delt*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else if (f.1t.y) then a=alph else
phopt=alph ;test=1 endif
endif
print*’alpha(’,k,’)=", alph ;alph=(a+b)/2 ;k=k+1
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go to 10
end if
print*,’alpha optimal=", phopt
end
Rkt ks stk st skt sk stk ok stk sk stk stk ko stk ko ok
subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
(x(1) 2 (x(2) P4 (1) =2%x(1) 58(2) =4*(x(2))**3
end
Rk kR kR ook sk ok sk sk ks stk ok ks stk sk stk ok kot sk stk sk sk sk ok sk ko

C**>l<***>l<***>l<***>l<***********>l<***>l<***>l<***>l<***>l<***>l<********************************

Dans le théoréme suivant on va assurer l’existence du pas de Goldstein&price en posant quelques

conditions sur la fonction .

Théoréme3.2 Si ¢, : Ry — R;définie par ¢, (a) = f(zk + ady) est continue et bornée inférieu-
rement, si dj, est une direction de descente en xy, et si p € 10,1[,d € |p,1[, alors U'ensemble des pas

vérifiant la régle de GoldsteinédPrice (3.6)-(3.7) est non vide.

Preuve

On a
or(a) = flzg + ady)
bola) = flax)+ paVT f(zr)dy
Ysla) = flaw) +6aVT far)de

Le développement de Taylor-Yong en oo = 0 de ¢, est :
o) = f(zr + ady) = f(z) + paVT f(zr)dy + aé(a) on £(a) — 0,a — 0.
et comme p €10, 1[ et ©},(0) = VT f(2x)ds, < 0 on déduit :
f@r) + aV7T far)dy < f(zx) +6aVT f(zr)di < f(xr) + paVT f(ax)dy pour a > 0
On voit que pour « > 0 assez petit on a :

pr(a) <¢s(@) <¢,(@)
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De ce qui précede et du fait que ¢, est bornée inférieurement,

et 1,(a) — —o0;a — +00, on déduit que la fonction 1,(a) — 4 (@) a la propriéteé :

Y,(a) —p(a) >0 pour a assez petit

Y,(a) — ¢,(a) <0 pour a assez grand

donc s’annule au moins une fois pour a > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe & > 0 tel que

(@) = 6,(@) et ¢,(a) < ¥,() pour 0 < a < &

De la meme maniére, il existe & > 0 tel que :

pr(@) = 15(@) et py(a) <ys(a) pour 0 <a <a
et comme 5(a) <, () pour a > 0, forcément & < @ et a = & satisfait (3.6)-(3.7)

Ys(a) = pi(a) < 9,(a) n'est autre que
flak) +0aVT fazp)dy = fla + ady) < f(zr) + paV' f(zr)ds

Ce qu’il fallait démontrer. O

3.1.6 La recherche linéaire inexacte de Wolfe

La régle de Goldstein&Price peuvent exclure un minimum ce qui est peut étre un inconvénient.

Les conditions de wolfe ([35, 1969]) n’ont pas cet inconvénient.
La regle de Wolfe fait appel au calcul de ¢’ (), elle est donc en théorie plus couteuse que la régle
de Goldstein. Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gradient V f (z) représente un
faible cout additionnel en comparaison du coute d’évaluations de f (x), ¢’est pourquoi cette régle est tres

utilisée.
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Fig3.3-Regle de Wolfe

Le figure 3.3 montre sur un exemple ’ensembles des points satisfaissant les conditions de Wolfe

01 =0,1, 00 =0,7 (Lemaréchal 1980 ).

Les deux conditions de la régle Wolfe sont donc les suivantes :

flap+ardy) < f(zr) + o106V f (1) di (3.8)

et

Vf (!Ek +Oékdk)T dk Z O'QVf (;Ek)T dk (39)

avec

O0<or<og <.

Remarque3.2
Soit a* > 0 tel que ¢} (a*) = 0. Alors o* vérifie (3.8) et (3.9).
En effet, a*T.q ¢'(a*) = 0 vérifié (3.8) car

d¢'(0) < 0 =¢'(a*) , donc 6¢'(0) < ¢’'(a*) donc o* vérifié (3.9) .
. Si p est suffisament petit (on prend en général p = 107%) et si a* exacte alors o* vérifié (3.8 ) .

Par conséquent o* € 83, B5]

50



3.1.7 Rechreche linéaire inexacte de Wolfe forte

«y, veérifie les condition de Wolfe forte si les deux conditions suivantes sont vérifieés :

1
prlar) < @r(0) + parp(0),  0<p<g (3.10)
i (an)| < =09 (0), 0<o<1, onp (3.11)

Théoréme3.3

Si oy, vérifie (3.10) et (3.11), alors oy, vérifie (3.8) et (3.9) .

Preuve

(8.10) et (3.11) sont les mémes propositions. Reste & monter que
(3.11) = (3.9)

En effet. Supposons que «y, vérifie (3.11). Alors on a

093, (0) < wp(ag) < =0y} (0)
Par conséquent on a
o () > o) (0)

Ceci implique que «y, vérifie (3.9) B

Remarque 3.3

Supposons qu’on a une suite de parameétres {o,;}. . telle que
JJjeN

0j—0, j — o0

Fixons k € N. Supposons aussi que pour k fix¢, (3.10) et (3.11). On obtient donc une suite {a by ¢ jen

Vj € N: 09, (0) < gp(ars) < —093(0)
Ceci implique

oplon;)  — 0

j—oo, kfixé

o1



La relation précédente implique que

o) — 0

k—o0o

Si ¢}, est continue et si a; — & alors & = o*.

Conclusion

Dans la rechreche linéaire inexacte de Wolfe forte, si on choisit o trés petit, on a beaucoup de
chances de tomber sur ay, proche de o*. L’inconvénient est que ce choix (o trés petit) entraine beaucoup
d’itérations pour parvenir & obtenir oy vérifiant (3.10) et (3.11). On pourrait choisir une suit {o;} telle

que 0; — 0 lentement. Ces choix influent sur la convergence et la vitesse de convergence .

Remarque3.4

Considérons la condition (3.9)

o) > 0 (0)

Contrairement a (3.11), lorsque 0 — 0, ¢'(ay) peut ne pas tendre vers 0.

L’algoritheme de wolfe

ETAPE 1 Initialisation

Prendre aq € [0,10%9] , calculez ¢(0), ¢’(0). Prendre p = 0.1 (ou p = 0.1 ou p = 0.001 ou p=10"%)
o = 0.9 (ou o plus petit encore )

Poser ag = 0,by = 10%°, k =0 et allez & ETAPE 2

ETAPE 2 (test de (Wolfel))

Calculez ¢(ay). Si p(ar) < ¢(0) 4+ pagy’(0), aller & ETAPE 3. Sinon

Poser agy+1 = ar , bgy1 = ap et allez & ETAPE 4

ETAPE 3 (test (Wolfe2) ou (Wolfeforte2) )

Caleulez /(). i @' (ex) = 0(0) (I (an)| < —o}(0)). STOP

Prendre & = a, . Sinon Poser a1 = g, br+1 = bi et allez & ETAPE 4

ETAPE 4 (calcul de ag+q )
a1+ brg1

2
Poser k =k + 1 et allez & ETAPE 2 .

A1 =

Programme en fortran 77 de wolfe
Rkt stk skt kR stk ks stk ks ks stk sk stk sk skt sk stk skt sk ko

Programme en fortran 77 de wolfe
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C*******************************************************************************

real x(2),xp(2),8(2),gp(2),f0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k test,n
sig=0.3 ;r0=0.1 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0 ;print*’le dimontion n=’
read* n
do i=1,n print*,’x0(’,i,))="; read™, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)

do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do

call fonc(f,g,x) ;p=0

do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do

s=f0-ro*alph*p

if (f.gt.s) then b=alph else pf=0

do i=1,n pf=pf+g(i)*gp(i) end do

t=-pf ;y=sig*(-p)

if (t.1t.y) then a=alph else phopt=alph ;test=1 endif

endif

print* ’alpha(’ k,”)=", alph ;alph=(a+b)/2 ;k=k+1

go to 10

end if

print* ’alpha optimal=’, phopt ;x=xp

end

Rk ko stk sk otk sk ko okt sk sk ko otk sk sk okt sk kR o stk ok ko ook

subroutine fonc(f,g,x)
real £,g(2),x(2)
= (x(1)) 742+ (x(2)) 4 3g(1)=2%x(1) sg(2)=4*(x(2))**3
end

C*******************************************************************************

Rk ook sk ks ok stk sk kst ok kst sk kst skt ok stk sk ok ok stk sk ok o

Remarque3.5

La regle de Wolfe fait appel au calcul de ¢}, elle est donc en théorie plus cotteuse que la régle de
Goldstein&Price.

Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible cout
additionnel en comparaison du cout d’évaluations de f(z), c’est pourquoi cette régle est trés utilisée.

O
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3.1.8 La régle de Wolfe relaxée

Proposée par Dai et Yuan, cette régle consiste a choisir le pas a4, satisfaisant aux conditions :

f(:L‘k + Oékdk) < f(l‘k) + pOszTf(l‘k)dk (3.12)
o1 VT f(ar)dr < Vf(xk + ondp) dp < =02V f(1)dp (3.13)
autrement dit :
er(ar) < ¢1(0) + pey.(0)a (3.12bis)
71¢3,(0) < @i (ar) < —029,(0) (3.13bis)

ol 0<p<op<let og2>0.

Remarque3.6
On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de Wolfe fortes. Effective-
ment (3.10) est équivalente & (3.8), tandis que pour le cas particulier o1 = o2 = g, (3.11) est équivalente

a (3.9). En effet :

o1V fap)dy < VT flag + apdy)dy < —0aV7 f(ag)di
= O'VTf(.’Ek)dk < VTf(mk + Otkdk)dk < —O’VTf(xk)dk

J

’va(.’Ek + Oékdk)dk‘ < —O'VTf(.’L'k)dk [l

Remarque3.7
. Les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de Wolfe faibles. Effectivement (3.12) est
équivalente & (3.10), tandis que pour le cas particulier o7 = o et g9 = +00, (3.13) est équivalente &

(3.10). En effet :

Ulva(.’Ek)dk S va(Z'k + Oékdk)dk S —UQVTf(xk)dk

= oV f(zp)de < VT f(2r + ardy)de O

Dans le théoréme suivant on va assurer l'existence du pas de Wolfe en posant quelques conditions
sur la fonction .

Théoréme3.4([28])

Si ¢y Ry — R;définie par ¢, (a) = f(zr + ady) est dérivable et bornée inférieurement, si dy, est

une direction de descente en xy et si p €10,1[,0 € |p,1[, alors l’ensemble des pas vérifiant la régle de
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Wolfe (faible) (3.8)-(3.9) est non vide.

Preuve

On a

f(zp + ady)

V() = flzr) + paVT flag)dy

S

S

&
I

Le développement de Taylor-Yong en o = 0 de ¢, est :

o) = f(zr + ady) = f(z) + paVT f(zr)dy + aé(a) ot £(a) — 0, — 0 :
et comme p €]0, 1] et ¢}, (0) = V7 f(21)d), < 0 on déduit :

Flaw) +aVT f(ap)di < f(ax) +paV" f(ay)dy pour a >0

On voit que pour « > 0 assez petit on a :

o) <9, (a)

De ce qui précede et du fait que ¢, est bornée inférieurement, et ¢ p(a) — —00, @ — 400; on déduit

que la fonction v, (a) — ¢, () a la propriété :

Y, (a) —p(a) >0 pour « assez petit
Y,(a) — pp(a) <0 pour « assez grand
donc s’annule au moins une fois pour a > 0 :

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe a > 0 tel que

pr(@) =1,(a) et py(a) <9,(a) pour 0 <a <a ((*))

La formule des accroissements ...nis fournit alors un nombre a; 0 < a < &

tel que

or(@) — x(0) = aph(a) = aVT f(ax + ady)d
= pavT f(an)d, = aVT f(ap + ady)dy
= VTf(il,'k + &dk)dk = pVTf(xk)dk > O’VTf(LL'k)dk

car 0< p<o<let V7 f(zp)dy <0.
Donc « satisfait (3.9)
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D’autre part, o = o satisfait (3.8), en effet, o satisfait (* wk(&) < wp((;z) n’est autre que :

Flae + adi) = f(zx) + paV7 fzr)de
Ce qu’il fallait démontrer. O

En pratique, on utilise des algorithmes spécifiques pour trouver un pas de Wolfe.

3.1.9 Algorithme de Fletcher-Lemaréchal

On va présenter un alogorithme simple, appelé de Algorithme de Fletcher-Lemaréchal, dont on peut

monter qu’il trouve un pas de Wolfe en un nombre fini d’étapes.

[Algorithme (Régle de Fletcher-Lemaréchal)

EtapeO : (initialisation)
ag1 =0, aq1 =00, pel0,1[,0 € ]p,1[,v € ]0,%[, 7 > 1,choisir a; > 0, poser k = 1 et aller
a létape 1.
Etape 1 :
1.1 si hi (o) > hi(0) + ph(0)oy, , alors
Qg k+1 = O ,0g k1 = Qg ) et aller a I'étape 2.
1.3 Sinon (hg(ax) < hg(0) + phl(0)ay) , alors
1.3.1 si hy(a) > oh},(0) : STOP(a* = ay).
1.3.2 si non (h},(a) < ohj(0))
O k41 = Ok Qg k+1 = O et aller & I'étape 2.
Etape 2 :
si g g1 = +0o déterminer api1 €]T0y pt1, +00]
si non déterminer ap11 €](1 — v)og pt1 + VG 41, Vg kp1 + (1 — V)ag ppi]

poser k =k + 1 et aller a ’étape 1. O

Théoréme3.5 ([28])
Si hy : Ry — R;définie par hi(a) = f(xp + ady) est dérivable et bornée inférieurement, si dj, est
une direction de descente en xy, et si p € 10,1[,0 € |p, 1], alors l’alogorithme de Fletcher-Lemaréchal

trouve le pas de Wolfe(3.8)-(3.9) en un nombre fini d’étapes.

Le théoréme suivant est important car il nous explicite les conditions suffisantes pour 'existence des

scalaires \j.
Théoréme 3.6 [40]
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Si dy; est une direction de descente, [ est continument différentiable et bornée, alors il existe toujours

un scalaire N\ satisfait les conditions (3.8) et (3.9).

3.2 Théorémes de convergence associés aux recherches linéaires

inexactes

3.2.1 Algorithme général des directions de descente

L’algorithme général associé aux recherches linéaires inexactes et aux directions de descente est le

suivant :

Algorithme des directions de descente
Etapel.

Prendre xy € R™ quelconque, ¢ = 1076, k = 0.
Etape2

Si [V f(zr)| < e, stop; sinon, trouvez une direction de descente dy € R™ vérifiant
Vf(cck)Tdk < 0.

Etape3

Calculez le pas ay en utilisant 'une des régles a) ou b) ou ¢) ou d) suivantes :
a) (3.6) et (3.7)

b) (3.8) ou (3.9)

c) (3.10) ou (3.11)

d) (3.12) et (3.13)

Etape4

Posez

Tht1 = Tk + apdg

Posez k =k + 1 et allez & Etape2

Théoréme de Zoudentijk Dans cette section, on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte dans la convergence des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu’une contribution,

parce que la recherche linéaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés. On comprend bien
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que le choix de la direction de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de
Zoutendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.
On dit qu'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il existe une constante

¢ > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on ait

f@rin) < flaw) — ||V F(@)]|? cos®O (3.14)

ou 0 est 'angle que fait dy avec —V f(xy), défini par

~V" f(r)de
IV £ (i) || i

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

costy, = (3.15)

Proposition 3.1 Sila suite {x} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condition de

Zoutendigk (3.14) et si la suite {f(5e)} est minorée, alors

D IV F@r)])? cos® 0k < o0 (3.16)

E>1

Preuve. ([18])

En sommant les inégalités (3.14), on a

l
S IV cosh < - (f () = F (i)

k=1

et puisque la suite {f(xy)} est minorée, ¢’est-a-dire 3¢ > 0 telle que pour tout k, f(xy) > ¢ alors

Z IV £ ()] cos?0 < 0o quand | — .

k>1

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans lesquelles la condition de Zoutendijk

(3.14) est vérifiee avec les regles d’Armijo et de Wolfe.

Proposition 3.2

Soit f : R® — R une fonction CV1 (différentiable et sa dérivée vérifie pour une constante L et
pour tout x et y: |Vf(y) — Vf(x)| <L|y—z|) dans un voisinage de T' = {x € R™ : f(z) < f(x1)}.

On considére un algorithme & directions de descente dy; qui génére une suite {x} en utilisant la

recherche linéaire d’Armijo avec Ay > 0.
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Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des conditions

f(@es) < flar) — VT f(r)dy (3.17)

ou

fl@ra) < flar) = |V f(@)l|” cos®0 (3.14)

est vérifiée.

Preuve. ([18])
Si le pas A\, = A1 est accepté, on a (3.17), en effet
dy, direction de descente implique que f(zpi1) < f(zx) et car A1 est uniformément positif

alors

fl@ren) < flaw) = eV fay)dy.
Dans le cas contraire (Mg # A1), la condition d’Armijo (3.8) n'est pas vérifiée avec un pas )\;€ < )‘T—’“
c’est-a-dire f(xy + )\;Cdk) > f(zr) + p)\;CVTf(xk)dk

Comme f est C™1, on a pour tout A\ >0 :

fl@e 4+ Mede) = flzr) + eV f(zr)dy

1
+/ [V F(zk + tArdy) — Vf(zx)] T Apdpdt
0

= flar + Medi) < flan) + MV f(an)dy + e ||alk”2

ot ¢ > 0 est une constante. Avec l'inégalité précédente, et le fait que ,

on obtient :
Flan + Nedie) — Flar) > pAV | f(ap)d
Flan + M) — fr) < NV fan)di + e ||dg |
= oAV f(@)di < ANV T F(a)dy + A | di))
= —e A2 ldkl® < 1= PNV f(zn)di
or
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1
p<1:>0<1—p<1:>—1 >1
-p

d’ou

C

C ’ ’
VT fl@nde 2 7 M lldell” = =V flai)di < 7 Nelldl*

_ 1—p

c

— M Iz

= ’VTf(iEk)dk‘ = HVTf(ggk)H ldk || cosOy < :

ce qui permet de minorer )\;C lldi|| et donc aussi Ay ||dg| par une constante fois HVTf(xk)H cosby.

Cette minoration et U'expression suivante de la condition d’Armijo (3.8)

Flan + Andy) < flzr) — 1fpc)\k Hva(xk)H s || cosy,

car ﬁ <1 on obtient

2
flxr + Aedy) < f(xr) —c HVTf(xk)H cos20,.

Proposition 3.3

Soit f : R™ — R une fonction CU! (différentiable et sa dérivée vérifie pour une constante c et pour
tout z et y: |V (y) — Vf(2)] <clly—z|) dans un voisinage de

D= {zeR": f(z) < (=)}

On considére un algorithme & directions de descente dy; qui génére une suite {xp} en utilisant la
recherche linéaire de Wolfe (3.8)-(3.9) avec

A1 > 0.

Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition de Zoutendijk (3.14) est

vérifiée.

Preuve. D’aprés (5.8)

VT f(xg + Medy)ds > oV f(x)dy,

= (Vf(2e + Medi) = V(@) di > (60— 1)V flap)de

= (1— o)V fzx)dy = (1 — o) ‘VTf(:ck)dk‘
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= (1-0) ’VTf(xk)dk‘ < (Vf(ap + \edy) — V() dy

et du fait que f est OV :

(1= 0) [V f(an)de| = (1= o) [ V7 Flan)||l1di | costi
SV F (@ + Ardr) =V f ()| llde |
= (1= 0) | V7 f(an)|| costh < LAy i
= A [ldi]| < @ V7 f(an)| costi

en utilisant ), on aura :

Fan + Medr) < fak) + pAeV | f(z)dy
= flan + Mdi) < f(z) + pAVT flan)di < flzg) + ’pAVTf(:zzk)dk.

= flon 4+ Adi) < f@e) + oA [V flan)di| < f@n) = AV f @)y
= f(z + Ady) < f(zr) — pA HVTf(xk)H dx || cosor

p(l—o)

. 2
7 HV f(a:k)H cos*0;,

= f(zp + Ady) < f(z) —
On en déduit (3.14). m

L’inégalité (3.14), que nous appelons la condition de Zoutendijk, implique

k—o0

“VTf(Z‘k)"QCOS29k - 0 (3.18)

Cette limite peut étre utilisée alternativement pour extraire des résultats de convergence globale pour
les algorithmes de la recherche linéaire.

En effet si on s’assure dans le choix de la direction djy que I’angle 6}, défini par (3.15) est tel que :

30 > 0 tel que cosf > 6 pour tout k

alors en utilisant (3.18), on aura :

Jim V£ ()] =0

En d’autres termes, nous pouvons étre strs que les normes du gradient ||V f (xy)|| convergent vers
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zéro, si les directions de descente ne sont pas trop proches de I'orthogonalité avec le gradient.
En particulier, une méthode & direction de descente dj , dj faisant un angle nul avec le gradient
géneére une suite xy vérifiant

lim [V (2] = 0,

A condition bien sur d’utiliser une recherche linéaire de Wolfe ou de Goldstein.
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Chapitre 4

METHODE DE LA PLUS FORTE
PENTE

4.1 Introduction

Cette méthode fut découverte par Cauchy en 1847. Il est naturel de se demander l'origine ou la
justification d’une telle appelation (méthode de la plus forte pente). Considérons un point z; € R",
si Vf(zr) # 0, alors la direction d = — V f(zx) est une direction de descente (voir Théoreme 3.1 et
remarque 3.1 ). Le Théoréme qui suit va nous montrer que c’est en fait la meilleure direction de descente.

En d’autres termes la décroissance de la fonction sera la plus forte en suivant la direction : —V f(xy).

Théoréme 4 .1 Supposons que f : R™ — Rsoit différentiable au point x, et supposons que V f(x) # 0.
Considérons le probléme optimal

Minimiser f'(x,d
lldl <1 fed)

ou f'(z,d) estla dérivée directionnelle de f au point z et dans la direction d. Alors La solution optimale

de ce probléme est donnée par

5 V()
d=_ I\
IV ()|
Preuve
Puisque
flayd) = tim LEFAM ZI@) Gy

>\—>0+ )\
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Notre probléme revient donc a minimiser V f(z)'d dans {d : ||d|| < 1}.
L’inégalité de shwartz donne

[Vf(@)'d] < IV f(@)] 4]l (4.1)

Si
Vf(z)'d >0,

on a bien sur

Vi@)d>—|Vf@)llld]-

Si
Vf(z)'d<o0,

(4.1) implique que
=Vf@)'d< V@) ],

Par conséquent on a toujours

Vi@)d>—Vf@)llld]-

Pour ||d]] <1, on a

IVF@IHdl < IVF@)l = = IV @) Il = = [V ()]

Donc : Vd: ||d]| <1 on a
Vi(@)'d>~|Vf()]-

D’autre part on a : HJH =1let d vérifie:

Vi (a)td = Vf<x>t<—”§§§g”> V@)

Interprétation du théoréme 5.1 : Nous allons a partir du théoréme 4.1 donner une idée intuitive

sur ’appelation : méthode de la plus forte pente. En effet d’apres le théoréme 4.1 on a :

f(z,d) > f(x,d): Vvd, |d] <1.
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Soit en utilisant la définition de la dérivée directionnelle.

i @ 42D~ (@)
)\H0+ )\ )\*>0+ A

Cette derniére inégalité implique qu’il existe § > 0 tel que
[f(z+Ad) — f(@)] = | f(z + Ad) — f(z)| >0, VA€]-6,+4],

ou encore

f@+Md) > f(z+ M), VA€]|-0,+0] et Vd, |d| <1.

4.2 Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Cet algorithme est tres simple. Il suit le schémas suivant.

Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape intiale : Choisir un € > 0. Choisir un point initial x;. Poser k = 1 et aller a I’étape principale.
Etape principale :Si ||V f(z)| < e stop. Sinon poser dj, = —V f(x) et soit Ay la solution optimale de
la recherche linéaire

Min {f(zr + Adi); A >0}.

Poser xy11 = z) + A\ipdi. Remplacer k par k£ + 1 et répéter I’étape principale.

4.3 Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

4.3.1 Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires

Cette méthode travaille de fagon performante dans les premieres étapes de 1’algorithme. Malheure-
sement, dés qu’on s’approche du point stationnaire, la methode devient trés lente. On peut expliquer

intuitivement ce phénomeéne par les considérations suivantes

flax +Ad) = f(zx) + AV f(zr)'d + M|d]| a(zr; Ad),

ot a(xp; Ad) — 0 quand Ad — 0.
Sid=—Vf(x), on obtient : xx4+1 =z — AV f(zk) et par conséquent
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F@rar) = fze) = M| = IV f@o)l” + 1V (@)l a(zi AV f ()] -

D’apres l'expression précedente, on voit que lorsque xj s’approche d’un point stationnaire, et si f est
continuement différentiable, alors |V f(x)|| est proche de zéro. Donc le terme & droite s’approche de
zéro, indépendemment de A, et par conséquent f(xgy1) ne s’éloigne pas beaucoup de f(zx) quand on

passe du point z; au point xj4.

4.3.2 Le phénomeéne de Zigzaguing

Il n’est pas facile de vérifier que pour la méthode du gradient on a toujours
di:.dk+1 = 0,

c’est a dire que la suite {x} engendrée par lalgorithme de la méthode du gradient, zigzague. Ceci crée

un phénomeéne de ralentissement dans ’acheminement des points x; vers la solution optimale.

4.4 Quelques remeédes

4.4.1 Changement de direction

Au lieu de prendre comme direction de descente, la direction :

dk = —Vf(xk),

on prend des directions de la forme

dk’ = _va($k)a

ou D est une matrice choisie convenablement (D pourrait étre par exemple linverse de la matrice
L. . < 1. 1
héssienne au point zj c’est a dire (H(xg)) ).

Un autre choix pourrait s’operer de la fagon suivante :
di, = =V f(zk) + g,

ou g est un vecteur approprié.
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4.4.2 Accéleration de la convergence

On peut aussi accelerer la convergence de la méthode du gradient. Pour cela on transforme grace
a un algorithme d’acceleration de la convergence la suite {x} en une suite {yx} qui convergerait vers
la méme limite que la suite {zx}, mais convergerait plus rapidement. Si on note par x* cette limite

commune on exprime cette rapidité par la limite suivante :

%
. k— T

lim Ll =0

k—oco X — T*

4.5 Programme en fortran 90 de la méthode de la plus forte

pente et tests numériques

4.5.1 Programme en fortran 90

On présente dans cette partie le programme en Fortran 90 de ’algorithme steepest descent avec la
recherche linéaire d’Armijo. On utilise le choix des parameétres suivants :

e=10"%mu=0,2,be=0,5

Programme en fortran 90
program steepest

implicit none

integer, parameter : :n=1000
double precision yc(n),pk(n)

double precision eps,s,be,f1,f0,mu,{2
integer k,1,m,i

k=0;m=0

print*,’enter the initial point’

do i=1,n

ye(i)=1.

enddo

print* ’enter eps’

read*,eps

be=0.5 ;mu=0.2

do

if(sqrt(dot _product(df(yc),df(yc)))<=eps.or.k>=500)exit
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pk=-df(yc)
fo=f(yc)

Irecherche d’Armijo
1=1:s=1
f1=f(yc+s*pk)
if(f1<=f0+mu*s*dot _product(df(yc),pk))then
s=s/be

do

f2=f(yc+s*pk)
if(f2>f0+mu*s*dot _product(df(yc),pk))exit
s=s/be

Fl=f2 1=1+1

enddo

s=s*be
yc=yc+s*pk
k=k+1

print* s

else

s=s*be

do

fl1=f(yc+s*pk)
if(fl<=f04+mu*s*dot _product(df(yc),pk))then
yc=yc+s*pk
k=k+1

print*,s

exit

endif

s=s*be

1=1+1

enddo

endif

m=m+1+41

fo=f1

enddo
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print*,’LA SOLUTION EST’

print ’(2e10.2)’,yc

print* '"LA VALEUR DE LA FONCTION EST’
print ’(e10.2)",f(yc)

print* LA NORME DU GRADIENT EST’
print '(€10.2)’,sqrt(dot _product(df(yc),df(yc)))
print*,’LE NOMBRE D IERATIONS EST’
print ’(i10)’,k

contains

function f(u)

double precision f,u(n)

integer il

f=0

do il=1,n

f=fpil*u(il)**2

enddo

f=f**2

endfunction

function df(u)

double precision df(n),u(n),sm

integer il

sm=0

do il=1,n

sm=sm+il*u(il)**2

enddo

do il=1,n

df(il)=4*i1*u(il)*sm

enddo

endfunction

end

4.5.2 Tests numériques

Nous allons tester 'algorithme ”steepest descent” avec différentes recherches linéaires, comme fonc-

tion test on prend : la vallée - banane - de Rosenbrock. Il sagit d’une fonction & deux variables du
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quatriéme degré qui se présente comme une vallée en U dont le fond assez plat est incurvé suivant une

parabole.

-1.0 -1.0

10 10

Figure 4.1 : La fonction de Rosenbrock (f(z,y) = 100 - (2% — y)? + (z — 1)?)

Tableau 4.1 : Steepest descent avec recherche linéaire exacte (dichotomie)

k L Tk f(ar) llg ()l

1 — (—1.20,1.000) 24.200 232.867

10 4.777 x 1079 | (=1.009,1.019) 4.037 2.928

100 3.811 x 107% | (=0.771,0.596) 3.138 3.092

200 8.999 x 10793 | (0.147,0.018) 0.727 1.642

500 1.634 x 1079 | (0.807,0.650) | 3.726 x 10792 0.220
1000 1.243 x 10793 | (0.944,0.891) | 3.095 x 10793 | 5.547 x 10702
1500 1.161 x 1079 | (0.981,0.962) | 3.590 x 10794 | 1.826 x 10792
2000 1.136 x 107%% | (0.993,0.986) | 4.538 x 107%° | 6.4229 x 10793

Tableau 4.2 : Steepest descent avec recherche linéaire d’Armijo
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k 23 Tk f(xk) lg(zi)l

1 — (—1.200, 1.000) 24.200 232.867

10 | 2.499 x 1079 | (—~1.016,1.035) 4.067 3.239

100 | 4.999 x 1079 | (0.360,0.123) 0.413 1.399

200 | 2.499 x 1079 | (0.683,0.466) 0.100 0.409

500 | 2.499 x 1079 | (0.930,0.865) | 4.841 x 10793 0.124
1000 | 1.250 x 1079 | (0.976,0.953) | 5.501 x 1074 | 2.304 x 10792
1500 | 2.499 x 1079 | (0.988,0.977) | 1.225 x 1079 | 1.390 x 10792
2000 | 4.999 x 107° | (0.994,0.989) | 2.838 x 107% | 1.037 x 1072

Tableau 4.3 : Steepest descent avec recherche linéaire de Goldestein

k th T, f(zy) lg(zi)ll

1 - (—1.200, 1.000) 24.200 232.867

10 | 9.024 x 1079 | (—0.939,0.878) 3.765 5.702

100 | 8.573 x 10794 | (—0.483,0.248) 2.221 2.956
200 | 8.573 x 107% | (0.386,0.149) 0.376 1.221

500 | 8.573 x 10794 | (0.737,0.543) | 6.894 x 10792 0.428
1000 | 9.024 x 1079 | (0.906,0.821) | 8.749 x 10793 0.142
1500 | 8.573 x 107%% | (0.989,0.978) | 1.117 x 107 | 1.356 x 10792
2000 | 8.573 x 1079 | (0.998,0.996) | 2.716 x 1079 | 1.478 x 10793

Tableau 4.4 : Steepest descent avec recherche linéaire de Wolfe

k 23 Tk f(xk) llg(zi)ll

1 — (—1.200,1.000) 24.200 232.867

10 | 2.499 x 1079 | (—1.016,1.03) 4.067 3.239

100 | 4.999 x 1079 | (0.593,0.347) 0.166 0.762
200 | 2.499 x 10793 | (0.716,0.511) | 8.059 x 10702 0.455

500 | 2.000 x 10792 | (0.927,0.859) | 5.380 x 10793 0.332
1000 | 9.999 x 10-% | (0.975,0.951) | 5.919 x 10~%* | 8.178 x 10792
1500 | 9.999 x 1079 | (0.988,0.977) | 1.279 x 1079 | 1.259 x 10792
2000 | 1.250 x 1079 | (0.994,0.989) | 2.887 x 10-% | 6.108 x 10~
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4.6 Convergence de la méthode de la plus forte pente

4.6.1 Cas des recherches linéaires exactes

avant de donner le théoréme principal concernant la convergence de la méthode de la plus forte pente
avec des recherches linéaires exactes et inexactes, démontrons d’abord ce résultat qui nous sera utile

dans la section qui va suivre.

Théoréme 4.2 Soit f: R" — R et L C R, un intervalle férmé et M ’application multivoque suivante :
M:R"x R" — R"

(z,d) = M(z,d) ={y:y=x+ A}

X vérifiant :

f(x+Ad) =min {f(z+\d); A€ L}.

Si f est continue en x et si d # 0, alors M est férmée au point (x,d).

Preuve :

Soit {zx, di}yen et {yx},_, telles que

(wk, di) P (z,d), yp € M (z,dr), Yr Y (4.2)

— 00

Démontrons que

y € M(z,d).

En effet y, € M (zg,dy) . Alors
Yk = Tk + Mgdy | (4.3)

Ak est solution optimale de la recherche linéaire
f(zg + Apdi, ) =min {f(a) + A\di, ); A€ L}, (4.4)

Puisque

dkk—> d;éO,
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alors

dp #0, Vk > ko, koeN. (4.5)
(4.3) et (4.5) impliquent
— _ vk — @l
Ak = =, (4.6)
lld ||

soit en remarquant que L est férmé, on a

v oy ly—=l
Ay — A= ———-—¢€L ((4.7))
h—oo 1 1]
(4.2), (4.3), (4.6) et (4.7) donnent
y=2z+ \d,

(4.4) implique
flog + Ady ) < flog + Mdy ).

Faisons tendre k vers 'infini et prenons en considération le fait que f est continue au pount (z,d), on
obtient :

fle+XNd) < f(z+Ad), VA€ L

Ceci veut dire exactement que le point y =z + \.d € M(x,d). B

Théoréme 4.3 ([28]) ( convergence de la méthode de la plus forte pente avec des recherches linéaires
ezactes) Soit f: R"™ — R, telle que f € CY(R") et (P) le probléme de minimisation sans contraintes
suivant :

(P) min{f(z):ze€R"}.

On suppose que 'ensemble §(xg) suivant
6(zo) ={z € R": f(z) < f(x0)}, o€ R",

est borné. Soit {xy} une suite générée par Ualgorithme de la plus forte pente, c’est & dire
Initialisation : xg € R", point initial, poser k =0 et aller a Etape principale

Etape principale : Si V f(zy) = 0 Stop.

Sinon

Calculer A, vérifiant f(xp + Agdi) = min {f(zr + Adk); A > 0}

Calculer xi11 = xp — MV f (k)

73



Poser k =k + 1 et aller o Ftape principale.
Fin

Soit x* une limite quelconque d’une sous suite convergente de {xy}. Alors V f(x*) = 0.

4.6.2 Cas des recherches linéaires inexactes

Théoréme 4.4([Bazara]) ( convergence de la méthode de la plus forte pente avec la recherche
linéaire d’Armijo). Soit f : R™ — R, telle que V f(x) est continuement Lipschitzien de constante
G dans Uensemble 6(xo) = {x € R™: f(x) < f(zo)}, zo € R™ quelconque. Considérons l’algorithme
de la méthode de la plus forte pente avec la recherche linéaire d’Armijo, c’est a dire l'algorithme défini
comme suit :

Initialisation
Fizons A >0,0<e <1 etxzg€R" point initial, poser k =0 et aller & Etape principale.
Etape principale

A Uiteration k définissons la direction dy, = —V f(xy) et considérons la fonction d’Armijo

)

(A) = 60(0) + \et (0) (4.8)
ot 6 () est la fonction suivante :
0 (X) = fzr + M) = flog — AV f(zp)] 2 A >0. (4.9)

Si Vf(xy) =0 stop.
Sinon

Trouver le plus petit entier t > 0 tel que

9<;><5(;> (4.10)

et définir le successeur xpy1 de T comme suit

Tpy1 = Tk — MV f(2r),
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avec

Ak

ENINT

Poser k =k + 1 et aller a Etape principale.
Fin
Soit {xk} une suite générée par cet algorithme. Alors ou bien il s’arrete aprés un nombre fini d’itérations

eu n un point T, tel que V f(xr,) = 0, ou bien il genere une suite infinie {xy}, oy telle que

Vf(.%'k) — 0.

k—oo

4.7 Acceleration de la convergence de la méthode de la plus

forte pente

Nous avons exposé dans la section 4.3 que la méthode de la plus forte pente, malgé sa simplicité,
présente 'inconvénient d’étre trés lente au voisinage des points stationnaires. Pour y remédier a cet
inconvenient nous essayerons dans cette section, qui constitue I'une des parties originales de cette these,
d’accélérer la convergence de la méthode du gradient. Pour cela nous présenterons deux algorithmes,
I'un basé sur ’e-algorithme, version Wynn et 'autre basé sur I’e-algorithme, version F.Cordellier.

Nous montrerons que le second algorithme (version F. Cordellier) est plus avantageux du point de
vue numeérique que le premier (version P.Wynn).

Nous avons appelé nos deux algorithmes ’epsilon steepest descent version Wynn et 1’epsilon steepest

descent version Cordellier.

L’epsilon steepest descent version Wynn

Pour les notions concernant les méthodes d’accélération de la convergence, voir le chapitre 1. Etant

donnée une suite {s,}, .y; Wynn ([37]) a montré, que les quantité sé") peuvent étre calculées de la fagon

suivante :

2
(n) SnSn+2 — (sn+1)
€y =

C n=0,1,2, .. 4.11
Sp42 — 2Sn—i—l + Sn ( )

On considére donc ici la deuxiéme colonne paire du tableau de ’e—algorithme scalaire, associée a la
suite {55}, cy

Remarque

(0]



Pour calculer la quantité Eén);il suffit d’avoir les éléments : s, S,41 et de la suite {sn}nGN

L’algorithme epsilon steepest descent version Wynn

Initialisation : L’algorithme commence par un point initial xy € R ; les composantes de x( seront

notées comme suit :

_ 1 .2 i n
Trog = (1’0,1'0, <y Ty 1’0) s

poser k = 0 et aller a I’étape principale

Etape principale : Supposons qu’a I’étape k on ait le point zy ;

si [[Vf (zk)]| = 0 stop; sinon poser

_ 1 .2 ) n
T — (T‘k,rk,...,’l’k,...’l"k),

Calculer par la méthode steepest descent les successeurs sy et ty de 7y ; c’est a dire

te = (tos ts or s - t1)

Sk :tkrkf )\k A4 f (?”k),

Ak solution optimale de la recherche linéaire exacte

Mm)\zg%zserf (rk = AV f(ry))
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ty = sk — Bp VS (sk),

Bjsolution optimale de la recherche linéaire exacte

Calculer

Si

calculer

avec

Si f(e5) < f(tx) poser

Mm%g%lserf (sg — AV f(sk))

th—2si +rii =1,.n

th—2sy +ri # 030 =1,.n

k_ (k1 _k2 ki _kn
gy = (€977,697, 657, 857 ),

ki rh t, — (52)2

£ = - = ~
? t —2si +ri

Remplacer k£ par k 4 1 et aller I’étape principale.

Si f(ek) > f(tr) ousi t};‘) 72529 Jrr',i," =0;40 € {1,...n} ,poser

T =ty

Remplacerk par k + 1 et aller a I’étape principale.
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L’epsilon steepest descent algorithme version F. Cordellier.

Etant donnée une suite{s,, }

d’ordre 2. Les quantites sg") peuvent étre calculées de la fagon suivante :

nen 3 Cordellier ([11]) propose une autre formule pour I'epsilon algorithme

(n) 1 1 -t
=5, — 4.12
£z St * Sn42 — Sn+1 Sn+1 —Sn ( )

Les calculs numériques ont montré que ’epsilon algorithme d’ordre 2 avec la formule ( 4.12 ) est
stable alors qu’avec la formule ( 4.11 ) il ne I’est pas. Cela est di au fait que la formule

(4.11) est un rapport de quantités petites et mal calculées a cause des erreurs de cancellation.

L’epsilon steepest descent algorithme version F. Cordellier.

Initialisation : I’Algorithme commence par un point initial xg € R™; les composantes de xg seront

notées comme suit :

1,2 i n
Ty = (xo,aro,...,mo, ...xo) ,

poser k = 0 et aller a I’étape principale.

Etape principale : Supposons qu’a I’étape k on ait le point xy ;

1,2 i n
T = (.’Ek,xk, ey Loy .’,Ck) 5

si ||V f (zx)|| = 0 stop; sinon poser

Calculer par la méthode de steepest descent les successeurs si et ¢ de; c’est a dire

sp=trk — M\ V f (%),

te = (tos ts or thor - t1)
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Sk =1tk — A V f (Tk),

A solution optimale de la recherche linéaire exacte
MiTE\ig%iserf (re. =AYV f(ry))

tk = sk — BpVf (sk),

By, solution optimale de la recherche linéaire exacte

Mz'nﬂz'g%iserf (s — BV f(sk))

Calculer
4 o . 1 1
7 (2 1 7 .
Sk —Tk;tk— Sk‘; 7 7 — 7 7 ,/L:17...
ty, — Sk Sk — Tk
Si
R 0;ti —st #0et 1 1
Sp—Tp 7 05t — s, # eti_i T e i
E Sk Sk — Tk
Calculer
ki _ i 1 _
52 = Sk + 1 — 1 ) 1_17 n
t’;C 752 s}c 71‘;

Si f(e5) < f(tx)

Poser x;, = & remplacer k par k + 1 et aller 4 'étape 1.

20

Si f(5) > f(tr) ou 590 —ri =0 ou ti —si =0 ou o isk

Sk Tk

Poser x;, = t; ;remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.
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Convergence de 1’epsilon steepest descent algorithme :
cas des recherches linéaires exactes

Maintenant nous sommes en mesure de donner et de démontrer le théoréme de convergence de
Iepsilonsteepest descent algorithme. La démonstration de ce théoréme est la méme pour les deux versions
de V’epsilon steepest descent algorithme.

Théoréme 4.5

Soit f : R™ — R telle que f € C' (R™) et (p) le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(p) min{f (z):x e R"}

On suppose que I'ensemble § (zo) = {z € R : f (x) < f (x0),20 € R"} est borné. Soit {x,}, .y la
suite générée par ’epsilon steepest descent algorithme. Soit x une limite d’une sous-suite convergente de

{Zn}, ey alors Vf () =0

Démonstration :

Supposons que l'algorithme génére une suite infinie{x,, }, ; car dans le cas contraire, il s’arréterait

dans un nombre fini d’itérations en un point x tel queV f (x) = 0; et le probléme serait résolu. Soit

{#n}pen, s N1 C N, une sous suite convergente de {x,},y z*. de limite 2*. Montrons que z* € €,
avec

Q={zeR":Vf (z)=0}

Supposons le contraire, c’est & dire que z* ¢ €2, La suite {z,, }, oy pourrait étre definie comme suit,

Z( étant un point initial, si x,, est connu a l'itération n, x,; sera défini comme suit :

Tnt+1 € A(zy)

A étant une fonction multivoque définie de la facon suivante :

A=CoB=CoByoB;

avec
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B :R" — R"xR"
r— Bi(x)=(r12— A\ V f(x));

Agverifiant @ f(x— A, V f ()< f@—X V f (2):A>0

By, :R"xR"— R"<xR"xR"
(v,y) — B2 (2,y) = (z,y,y — A\, Vf (y))

Agverifiant : f (y =3,V f(1)) < fly — AV f(y)):A>0

C :R"xR"xR"— R"

z,y,2) — C(z,y,2) =w = (W, ..., "
(2,9,2) (2,9,2) ( )

avec

i

e zi_(yi)2 . . .
3 Y3 X3 1
i 22yt fat ) S1 2" — 2y +x 7£ 0
W =
2", sinon

dans le cas de la formule de Wynn et :

2ty yt—zt

w =
z', sinon

{ Yo+ i, st 2 -yt #F Oyt -2t £ Oet ziiyi B y'iiwi 70



dans le cas de la formule de Cordellier.

L’application multivoque B est fermée en tout point z ¢ 2. D’autre part f étant continue, alors

tim_ (@) = f (&)

n—oo,neN;

Montrons que

En effet, € > 0 donné, il existe ng € Ny tel que

F (@) = f(@)] = f (@) — f(2%) < &,pour n > ng, n € Ny,

En particulier pour n = ng

fano) = f(27) <

Soit maintenant n > ng ;n € N. Il est facile de voir que par construction, la suite {f (z,)} nen est

strictement décroissante. Donc

f(@n) = f(Tno)

fzn) = f(a") = f(zn) = f(xno) + [ (Tno) — f(z") <0+ e=ce.

Ceci implique que

lim f(xz,)=f(z") (4.13)

n—oo.

Considérons maintenant la suite {(z,4+1)} D’aprés lalgorithme et les définitions données aux

neNy .

fonctions multivoques A, C, B, Biet By nous avons
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Tn+1 = C (xnayn,; Zn) ) (xna Yn,s Zn) €B (xn) 5 (414)

(dans I’algorithme nous avons x,, = 7y, ; Yn = Sp ; 2n = t ). Remarquons que les suite{z, }, {yn}, {zn},

et{x,+1}, appartiennent a ’ensemble compact § (z¢) : Il existe alors Ny C Nj tels que

T — z* (4.15)

Yn — y* (4.16)

Zn — z* (4.17)

=

anrl -
n—oo ,nE Ny

Rappelons que B est fermée au point z* (que nous avions supposé ne pas appartenir a ). Les

relations

(4.14),(4.15),(4.16),(4.17) et la définition de la fermeture de B au point z donnent

(z%,y" 2") € B(z7),

Puisque z* ¢ Q (V f(z*) # 0) , alors la direction —Vf (z*) est une direction de descente. Les

définitions des fonctions multivoques B ; By et By impliquent que

fy?) < f (@) (4.18)

f(z") < f(z7) (4.19)

Maintenant, étant donné que

Tn41 = c (xnv Yn,, Zn) 5
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alors la construction méme de ’algorithme donne

f(@ng1) < f(xn)

f(@ns1) < f(yn)

f(anrl) < f(zn)

Soit en passant & la limite quand n — oo, n € Ny

f@) < f(z")
Les relations (4.18) et (4.19) impliquent
f@) < f (@)
Puisque
f ($n+1) n—»ooi,;,e No
et

alors on aurait du avoir
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f(@) = f(z") (4.21)

relation (4.21) est en contradiction avec la relation (4.20). Donc z* € Q; ou encore Vf (z*) =0 :

Convergence de ’epsilon steepest descent algorithme : cas des recherches linéaires inexactes
Théoréme 4.6 ( convergence de 1'e- steepest descent algorithme avec la recherche linéaire d’Armijo).

Soit f : R™ — R, telle que V f (z) est continuement Lipschitzien de constante G dans I’ensemble § (z()
={z € R": f(x) < f(xo)}, zo € R"quelconque. Considérons l'algorithme de la méthode "steepest
descent avec la recherche linéaire inexacte d’Armijoo. Soit {xx} une suite générée par cet algorithme.
Alors ou bien il s’arréte aprés un nombre fini d’itérations en un point zyg tel que V f (zr0) = 0 ou bien

il génére une suite infinie{zy }, oy telle que

V() — 0

k—o0

Démonstration :

Supposons que I'e-steepest descent algorithme géneére une suite {x},y infinie. A I'étape principale
de 'algorithme deux recherches linéaires inéxactes sont nécessaires pour déterminer les deux successeurs
sget t de xp qui permettent par la suite de trouver xj11 : On considére pour les deux recherches linéaires
inexactes la recherche linéaire inexacte d’armijo.

Pour la premiére recherche linéaire, la régle d’Armijo est :

avec

0 (\) = 0(0) + Amo' (0)

et
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O(N) = f(zi +Adi),A>0

Ces relations sont équivalentes a :

0 (2);) =f (mk + 2)t\1dk> =f (Sk)

On a alors :

A 2
F(56) = (k) < —em |95 (2) |
D’autre part, en développant f au voisinage du point xy ; on obtient

f(sg)—fzr)=(sg —2p)Vf(Z);Z=azp+ (1 —a)sp;a€]0,1],

ou encore en remarquant que Sp = T — A\ V.f (zk)

Fsi)—f(zr) = =MVSf(a)' V(E):Z=0axr+(1—a)spaeld,l]
= —NVS (@) [V (2r) = VF (@r) + VF(@)];8 = azp + (1 —a)sp;a €10, 1]

NIV (@)l + XNV (2n) [V (1) = V(@))% = azp + (1 - a) spza €10, 1]

soit en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz et le fait que le gradient est lipschitzien de constante

G,
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Flse) = fla) < =MV @) 1P+ M IVF (@) | IVF (z1) = V@)
< NV (@) [P+ M VS (@) |-G llzi — 2]
< N VS @) P+ M VS (@) |G llngn — ol
< =N NVF @) 1P+ M IVF () 1| ARG IV (20)]
< MVS () P - MG
Finalement
Flon) = £ o) < =5 197 @) I 1= 6]

Choisissons maintenant le plus petit entier ¢; de sorte que

A

A A
i 197 @) I [1= 5 6] = g 198 o) I

24 — 2h

c’est & dire que t; vérifie en méme temps

1-— %.G >m
et
1-— 2%.6’ <m
Ceci implique que
A m(m —1)
2Tlm - T

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Bien sur n’oublions pas qu’avec ce choix et avec (4.23) on a aussi (4.22), qui donne en prenant en

considération (4.26)

m(m —1)

s IV @) |

fsk) = f () < =
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Posons

_m(m—1)
C="%
C <0 on a alors
fsk) = f(zn) < CIVf () |17 (4.27)

En procédant de la méme maniére pour la deuxiéme recherche linéaire inexacte d’Armijo on obtient :

Ft) = f(se) < C VS (s) |I° (4.28)

Montrons que

dim [V () || =0
Pour cela, considérons

f@ip) = flze) = flew) = f Q)+ f k)= fsk)+ f(sk) = f(an) (4.29)
< f(te) = f(se)+ f(sk) = f(2n).

car

flew) = f(tr) <0

D’apres les relations (4.28 ) et (4.29) on a :

@) = F@) < CVS () P+ C VS (s I
= C[IVf () 1P +1VF (0 1]

La suite {f (z%)},cy st une suite strictement décroissante, minorée (sinon inf f (x) = —oc)), donc

convergente. Par passage a klim , on obtient :
— 00
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0<C T [I95 (s0) [P+ 194 (@) ]

ou encore

0<C| T VS () I + i [V (o) ]

On a alors :
Tm [|Vf (sk) I”+ Tm [V (ze) |7 <0
k—o0 k—oo

d’autre part :

IVf (@) | 20 = lim [|Vf (ax) |* 20

k—o0

IV (s%) I* 2 0= lim [|Vf (s8) | = 0

k—o0

d’ou :

0< lim |[VF () |+ im |V () | < Jon [Vf (s0) | + Jm [IVS (z) | <0

Ceci implique

lim [|Vf () |* = T [Vf (zg) |* = lim |[Vf () | =0

k—oo

lim [V (s) I = T (V£ (si) |” = lim |[Vf (si) I =0

k—oo
Finalement on obtient

Jim [V (2) | =0
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Chapitre 5

I’EPSILON STEEPEST DESCENT
ALGORITHME ASSOCIE A LA
RECHERCHE LINEAIRE
INEXACTE DE WOLFE

5.1 INTRODUCTION
Dans ce chapitre on considére le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :
(P) min{f(x):2 € R"}.
ol f: R"™ — R est continument différentiable. Notons
gk = V f(zk)

On définit dans cette partie un nouveau algorithme qui accélére la convergence de la méthode du
gradient. On étudie la convergence globale du nouveau algorithme qu’on anommé Wolfe epsilon steepest
descent algorithme, en utilisant la recherche linéaire inéxacte de Wolfe ([35],[36]). Dans [16] et [33],
Benzine, Djeghaba et Rahali ont étudié le méme probléme en utilisant une recherche linéaire exacte et

une recherche linéaire inéxacte d’Armijo. On a aussi effectué 700 tests numériques et nous avons montré
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que le nouveau algorithme est plus pérformant que les deux autres déja étudiés i.e. I’epsilon steepest
algorithme avec des recherches linéaires exactes ou d’Armijo.

Comme on I'a vu aux chapitres suivant, on génére une suite {x}, oy de la forme suivante :
Tpy1 = Tg + pdy (5.1)

ol dj, est une direction de descente et ay, est le pas obtenu en effectuant une optimisation unidimension-

nelle. Dans les méthodes du gradient conjugué les directions de descente sont de la forme :
dp = —gk + Brdr—1 (5.2)

ou le scalaire [3;, caractérise les différentes variantes du gradient conjugué. Si 5, = 0, alors on obtient

la méthode du gradient. Un autre choix de directions est donné par
di = —Blzlgk (5.3)
ou By, est une matrice non singuliére symetrique. Comme cas importants :

B, = 1 (Méthode steepest descent )

B, = V?f(xy) (Methode de Newton)

Les méthodes quasi Newton sont aussi de la forme (5.3).
Toutes ces méthodes sont implémentées en prenant en considération que dj est une direction de
descente i.e.

d}fgk <0

Les propriétées de convergence des méthodes a directions de descente et recherches linéaires dépendent
du bon choix de dj et du pas ay. L’angle que fait la direction dj et la direction du gradient —g; est

fondamental. C’est pour celad qu’on définit

_dTgk
cos(f) = —KZT
S PR A

Nous choisirons «j, de sorte qu’on obtienne une décroissance suffisante de la fonction f, mais en

méme il faut que ce calcul ne soit pas coliteux en temps et en mémoire. Le choix optimal est obtenu en
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choisissant « comme solution optimale de la fonction d’une variable p(«) definie par

o(a) = f(xr + ady)

Les recherches linéaires exactes consistent & calculer o comme solution du probléme unidimensionnel
suivant :

f(zp + apdy) = min { f(xg + ady) : « > 0}

Malheureusement, les recherches linéaires exactes sont difficiles a réaliser pratiquement et sont cotiteuses
en temps et en mémoire. La stratégie que nous allons appliquer dans cette partie consiste a choisir ay

vérifiant les deux conditions suivantes :
f(@e + andi) < far) + or0kg;) di (5.4)

g(xy + ardy) diy > oagy dy, (5.5)

ou 0 < 01 < o2 < 1. La premiére relation (5.4) (condition d’Armijo ([5]), assure que la fonction décroite
suffisamment. La seconde condition (5.5) prévient que le pas oy devienne trés petit. Les deux conditions
(5.4) et (5.5) s’appellent conditions de Wolfe.

On peut aussi choisir «ay, vérifiant les conditions suivantes :
f@r + ardr) < fax) + ookgy di (5.6)

flan + ardi) > flax) + (1 = o)argy di. (5.7)

ot 0 < o < 1. (5.6) et (5.7) s’appellent conditions de Goldstein.
Le théoréme suivant est fondamental. On 1'utilise pour démontrer la convergence globale des algo-
rithmes utilisant des directions de descente et des recherches linéaires inéxactes. Ce résultat a été prouvé

par Zoutendijk ([39]) et Wolfe ([35], [36]). L’Algorithme commence par un point quelconque .

Théoréme 5.1 ([39], [35], [36])
Supposons que f est minorée dans R™ et que f est continuement différentiable dans un voisinage
N de lensemble L = {x : f(x) < f(x1)}. Supposons aussi que le gradient est Lipshitzien , i.e., il existe

L > 0 telle que
lg(z) =gl < Lz -yl (5.8)

pour x,y € N. Considérons une suite de la forme (5.2), avec di wune direction de descente et
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satisfaisant les conditions de Wolfe (5.4) et (5.5). Alors on a

> " cos(04) llg ]| < oo (5.9)
k=1

La condition (5.9) s’appelle condition de Zoutendijk. Supposons que {4}, o est de la forme suivante :
T41 = Tg + ady

est telle que

cos(f) >0 >0 (5.10)
pour tout k. (5.9) implique
Tim g = 0. (5.11)

La méthode du gradient est I'une des plus simples et célébres méthodes d’optimisation sans contraintes.
Pour beaucoup de problémes la méthode du gradient devient trés lente quans on s’approche d’un point
stationnaire. IL existe beaucoup de méthodes qui y rémedient & ce probléme. Au lieu de considerer

dy = =V f(xy), on peut se déplacer le long de dx = —DyV f(xy) ([8],[9,[10],[12],[13], [14], [15], [17],
[21], [22],]23],[24], [25], [28],[31],[32],[33]), ou bien le long di = —gi + hy. ([18], [19],[20],[21],[27], [29],[30]),
ot Dy, est une matrice choisie convenablement et hj est un vecteur approprié.

Dans [16] et dans [33], Benzine, Djeghaba et Rahali ont essayé de résoudre ce probléme par une autre
méthode, en accélérant la convergence de la méthode du gradient.

Pour arriver & ce but, ils ont élaboré un nouveau Algorithme qu’ils ont nommé V’epsilon steepest
descent algorithm, dans lequel la formule de Florent Cordellier et celle de Wynn ([11], [37], [38]) jouent
un role essentiel. Ils ont aussi prouvé la convergence globale en utilisant des recherches linéaires exactes
et d’Armijo.

Dans ce travail on accelére la convergence de la méthode du gradient et on étudie la convergence
globale en utilisant Epsilon Algorithme et les recherches linéaires inexactes de wolfe vérifiant (5.4) et
(5.5). Nous avons appelé le nouveau algorithme : Wolfe epsilon steepest descent algorithm.

700 tests numériques et nous avons montré que le nouveau algorithme est plus pérformant que les deux

autres déja étudiés i.e. I'epsilon steepest algorithme avec des recherches linéaires exactes ou d’Armijo

([16], [33]).
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5.2 L’ EPSILON ALGORITHME

L’Epsilon Algorithme est du & P. Wynn ([37], [38]).

Etant donnée une {xy}, .y, zx € R". Les cordonnées de z; seront notées comme suit :
T 1 2 7 n Rn
CUk = (zk,$k7 ...71'k, veey .’Ek) €

Pour i € {1,2,...,n}, PEpsilon Algorithme calcule les quantités & deux indices suivantes 5;”

(j,k=0,1,...) comme suit :

P =0 el = gf k=0,1,.. (5.12)
ki K+l 1 -
R A e My T W ¥ ik =0,1,...
& &

O
€21 =0
0,2 i
€y = Z§
1 _ 0,i
€21 =0 €5
1 ; 0,i
gy =} ey
i 1, 0,
€21 =0 €1 €5
24 3 1,2 N
€ = T2 €2 €4
i 2,i 1, 0,
€21 =0 €l €5 €5
3 4 2,i 1, 0,
gy = T4 €5 €4 [op
g 0 3,t 2,1 1,2 0,7
€1 = 1 €3 €5 €7
4i _ g 3,i 2,1 1,6
€y =4 €5 €4 g —
g 4,7 3,1 2,0 1,2
e =0 €1 €5 o o
54 4 4,i 3, 2,
€ = Ts €2 €4 €6 -
6,0 5,1 4.1 3,1 2,1
e =0 S €5 €y €7
6,0 4 5,1 ,t 3.t
gy = Zg € €4 [op —
Ti 6, 5,0 4,i 3,
e’ =0 € €5 Ex €y

Ce tableau est appelé I’ tableau.
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Pour i € {1,2,...,n}, 'Epsilon algorithm relie les quatres sommets du losange suivant :

ki
J
k1 ki
€01 €1
k10
&
ki : k4l k4l ki
Pour calculer 77, on a besoin de €577, &/ et de &},

5.3 L’ALGORITHME WOLFE EPSILON STEEPEST DES-
CENT

Pour construire notre algorithme on utilise les colonnes 5’2“ (i=1,2,...,n). Etant donnée {x};}keN
(i =1,2,..,n) F. Cordellier ([1], [6], [11]) a proposé une autre formule pour calculer eh* (1=

o Ky . -
1,2,...,n). Les quantités ey ' sont caculées comme suit :

1
) ) 1 1
ki i .
&' =xp 0+ |5 - — . , (1=1,2,...,n) (5.13)
k2 ~ Thp1 Thpor — T

ki T i i -
Pour calculer ,, on utilise xy, z,_ , et z}_ o (i =1,2,...,n).

Nous sommes maintenant en mesure de donner le nouveau Algorithme :
Wolfe epsilon steepest descent algorithme
Initialisation : Choisir un vecteur initial zg € R™ . Les coordonnées de g sont notées comme suit :
xo = (x5, 22, .., xh, ..., xh) € R"
Poser k£ = 0 et allez a ’étape principale.

Etape principale : A l'itération k, supposons qu’on ait le vecteur xy,

_ 1 2 7 n
Tl = (Thy iy eeny Ty vey Tho )

Si ||V f(zg)|| =0, stop. Sinon, posons r = xj et calculons s et ¢ en utilisant deux fois la méthode du
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gradient avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe, i.e.

sk =1k — MV (),

et
tr = sk — Bp V. f(sk),

A et B, sont des scalaires obtenus avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe (5.4) et (5.5).

Si

, , . . 1 1 .
s, —r,#0, t, —s;, #0 and t"'—si_si—ri#o’ it=1,..n
k Sk Tk

posons

-1

i 1 1 ,

82’1 = 87116 + - — — — = s 1= ].7 e,
th— gt gt — i

et

k_ (_k21 ki kn
€5 = |97,y E9 By ).

. , A . 1

0 0 __ 0 _ Qo __ _ — y
s —rP2 =0 ou t? —s” =0 ou PR T 0, ip € {1,...,n}.
E %% Sk T Tk

Poser zj = tx. Remplacez k par k + 1 et allez & Etape principale.

5.4 CONVERGENCE GLOBALE DE I’ALGORITHME WOLFE
EPSILON STEEPEST DESCENT

Le théoréme suivant garantit la convergence globale de la méthode Wolfe epsilon steepest descent

Algorithme.

Théoréme 5.2
Considérons le probléme de minimisation sans contraintes (P) et 1 le point de départ de I’Algorithme
Wolfe epsilon steepest descent. Supposons aussi que les conditions suivantes soient satisfaites : f est

minorée dans R™ et que f est continuement différentiable dans un voisinage N de l'ensemble L =
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{z: f(z) < f(x1)}. Supposons aussi que le gradient est Lipshitzien , i.e., il existe L > 0 telle que

lg(x) =gl < Lz -yl

pour z,y € N. Alors la suite {x1}, oy générée par I’Algorithme Wolfe epsilon steepest descent satisfait
lune des deux conditions suivantes : V f(xy,) = 0 pour un certain indice ko € N ou ||V f(xy)|| e 0.
Preuve
Supposons qu’on a une suite infinie {x}}, . générée par I’Algorithme Wolfe epsilon steepest descent.
Suivant ’Algorithme, les vecteurs s et t; sont obtenus en utilisant deux fois la méthode du gradient

avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe. Alors on a

f(sk) < f(ri) = f(z)

et

ftr) < f(sk)

Maintenant et en reconsidérant les conditions de 1’ Algorithme et si le calcul de €5 est possible, alors deux

cas sont possibles :

a) f(e%) < f(ty). Alorson a

f(@rer) = F(5) < f ()

ou bien

b) f (e5) > f (tx) ou le calcul de €5 n’est pas possible. Dans ce cas et d’aprés I’Algorithme, on a
fangr) = ft) < f (21) -
En conclusion I’ Algorithme Wolfe epsilon steepest descent garantit :
fapsr) < f(zk), E=0,1,2,... (5.14)
D’un autre coté, €5 s’écrit comme suit :
&b = app1 = xp + apdy, (5.15)

ol dk et Qe dépend de Sky Tk, tk, )\k et Bk

(5.14) implique que dj, est une direction de descente. Par conséquent, d’apres le théoréme de Zou-
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dentijk, on a

> " cos®(0k) llgil® < oo (5.16)
k=1

(5.16) implique
Jim cos?(01) |lgrl|> = 0. (5.17)

I’Algorithme Wolfe Epsilon steepest descent est semblable a la méthode steepest descent, donc il n’est

pas difficile de démontrer qu’il existe § > 0 telle que

cos(fx) >0 >0 (5.18)
pour tout k.
Notons
wp = cos?(0r), v = llgell®,  wk = up.vi (5.19)
(5.18) et (5.19) impliquent
Uk 7& 0, VE = % (520)
ug
et (5.17) donne
klim wr =0 (5.21)
(5.18) et (5.20) impliquent aussi
1
0<wv < 52 Wk (5.22)
Finalement (5.21) et (5.22) nous donnent
li =
Jim i =0
ou encore
klim llgr]l =0. W (5.23)

Remarque 5.1
Dans le théoréme 5.2, les hypothéses sur la fonction f sont minimales. Contrairement aux méthodes

quasi newtonniennes (BFGS, DFP,...), on n’exige pas la convexité de f.
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5.5 RESULTATS NUMERIQUES

On va exposer dans cette partie des résultats numériques obtenus par implémentation de la mé-
thode Wolfe Epsilon Steepest Descent algorithm. Pour obtenir nos résultats, nous avons utilisé les
fonctions tests et leurs programmes en fortran tirés de ([2]). On utilise les mémes critéres que ceux
utilisés dans ([3]). Les programmes ont été écrits en Fortran 90 et compilés dans une station Intel Pen-
tium 4 with 2 GHz. Nous avons choisi 52 fonctions test pour des problémes sans contraintes. Pour
chaque fonction test, nous avons associé un nombre de variables croissant n = 2,10, 30, 50, 70, 100,
300, 500, 700, 900, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 10000. On obtient ainsi 962 tests
numériques. Notre algorithme implémente la méthode Wolfe Epsilon Steepest Descent algorithm avec
les conditions de Wolfe (1.4), (1.5) ([35], [36]). L’algorithme s’arréte quand ||V f (zx)|| < 1076.

Pour comparer des algorithmes, nous avons utilisé le critére suivant : Soient fiALcl et fiALG2 les
valeurs optimales de f obtenus respectivement par ALG1 et ALG2, pour les problémes i = 1, ...,962.
Pour le test 4, nous dirons que l'algorithmel : ALG1 est plus performent que le deuxiéme algorithme2 :
ALG2 si :

}fiALGl _ fiALG2| < 10—3

et si le temps CPU accompli par ALGI est inferieur au temps CPU correspondant & ALG2. On
pourrait comparer aussi la performance par le nombre d’itérations.

Nous comparons & travers les tests numériques effectués, I'algorithme Wolfe Epsilon Steepest Des-
cent algorithm et I’Algorithme Armijo Epsilon Steepest descent, I’algorithme Epsilon steepest descent
algorithm version recherche linéaire exacte et enfin la méthode du gradient. Dans la Figure 1 on trouve
le procédé de Dolan et Moré CPU performance. Ce procédé montre clairement que la méthode Wolfe
Epsilon Steepest Descent algorithm est plus performente que I’Algorithme Armijo Epsilon Steepest des-
cent, ’algorithme Epsilon steepest descent algorithm version recherche linéaire exacte et la méthode du

gradient.
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5.6 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVE

RESULTATS

Dans cette theése, on a acceléré la convergence de la méthode du gradient et on a étudié la convergence
globale en utilisant ’Epsilon Algorithme et les recherches linéaires inexactes de wolfe.

Avec 700 tests numériques nous avons montré que le nouveau algorithme est plus pérformant que
les deux autres déja étudiés i.e. l'epsilon steepest algorithme avec des recherches linéaires exactes ou

d’Armijo ([16], [33]).

PERSPECTIVES

Probléme ouvert 1 Nous avons démontré que 'algorithme Wolfe epsilon steepest descent conver-
geait globalement . Nous avons montré numériquent qu’il est plus performent que d’autres algorithmes
de la méme classe. Reste a prouver ce résutat théoriquement, ou encore montrer que notre algorithme a

une vitesse de convergence superlinéaire. Nous conjecturons que cela est possible.
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