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Résumé

L’objectif de cette thése est de prouver I’existence d’au moins une solution pour un
probléme non linéaire parabolique unilatéral avec obstacle v # 0 de la forme:

(o
ot
p u>wy,u=>0 ,u<u—l//>=0 dans Q
u(x, t) = OsurX

u(x, 0) = uo(x) dans Q

+A(u)+g<u, Du) —f=u dans Q =Qx]0,7T[

~

A est un opérateur de type Leray-Lions qui opere de L7 (O, T; W(l)’p (Q)) dans son dual, f'est

donnée dans L”'(Q), g(x,t,u, Du) est un terme non linéaire de la forme u |[Du|? avec
q<p-1.

Ce travail est une généralisation des résultats obtenus par A. MOKRANE [M] pour
v = 0. Il constitue I’essentiel du chapitre 3. Les chapitres 1 et 2 sont consacrés a des

rappels respectivement, sur certaines notions et résultats utiles pour notre travail et sur la
méthode de pénalisation.

Enfin, le chapitre 4 est consacré a I’étude de I’inégalité de Lewy-Stampacchia pour le
cas particulier d’un probléme parabolique linéaire avec obstacle, quelques difficultés sont
soulignées aussi dans ce chapitre. Nous terminons cette theése par des perspectives, une
conclusion et une bibliographie.



Abstract

The main goal of this thesis is to prove the existence of at least one solution to a
nonlinear parabolic unilateral problem with obstacle y # 0 in the form:

( %+A(u)+g<u, Du)—f=pin Q=Qx]0,T]

p uzy,pu=>0 ,u(u—l//>=O in Q
u(x,t) = 0onX
u(x, 0) = uo(x) inQ

~

A is a Leray-Lions type operator acting from L” (0, T; W(l)’p (Q)) into its dual, fe LP'(Q), g
is a nonlinear lower order term having growth of order ¢ (¢ < p — 1) with respect to |Du|.

This result can be seen as a generalization of the result of A. MOKRANE [M] obtained
in the case where the obstacle is zero. This is the main subject of chapter 3. In Chapter land

2, respectively, we recall some notions and result about the penalization method.

Finally, chapter 4 is devoted to the study of the Lewy-Stampacchia’s inequality for the
particular case of a linear parabolic problem with obstacle, some difficulties are also
highlighted in this chapter. We end this thesis by prospects, conclusion and bibliography.
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Introduction générale

L’objet de cette these est de montrer qu’il existe au moins une solution pour le
probléme non linéaire parabolique unilatéral suivant :

QU+ A(u) + g, D) —f = g dans Q = Q x 10, T[

u>y, u>0etu(u—y)=_0dans Q
u(x,t) =0 surZ

u(x,0) = uo(x) dans Q.

A est un opérateur de type Leray-Lions qui opere de L? (O, T; W(l)’p (Q)) dans son dual. fest

donnée dans L”' (Q) et g(x, t,u, Du) est un terme non linéaire dont le prototype est de la
forme u|Du|? avec g < p — 1.

Nous supposerons tout au long de notre travail que : p > 2.

Dans cette thése nous montrons que pour un obstacle w qui est non nul et dépendant du
temps, la solution cherchée, satisfait I’équation apres modification par une fonction u
positive, et qui vérifie I’égalité complémentaire. Le terme unilatéral provient du fait que u
est une solution forte au sens de 1’inéquation variationnelle parabolique (1.1), (1.2), (1.3)
et (1.4).

Dans les cinquante dernicres années, les inéquations variationnelles sont devenues un
outil remarquable dans 1’étude mathématique de nombreux problémes non linéaires issus de
la physique et la mécanique. La complexité des conditions aux limites et la diversité des
équations constitutives conduisent a des formulations variationnelles de type inéquations.

Les bases de la théorie des inéquations variationnelles ont ét¢ introduites a partir des
résultats concernant les problémes unilatéraux obtenus par SIGNORINI [S] et FICHERA
[F]. Signalons par ailleurs les travaux de TING [T] concernant les problemes
d’¢lastoplasticité. Les fondements mathématiques de la théorie ont été élargis par les
contributions précieuses de STAMPACCHIA [St2], LIONS et STAMPACCHIA [LiS] et
puis développés par I’école frangaise et italienne: BREZIS [Br2], [Br1], STAMPACCHIA
[St4], LIONS [L], MOSCO [Mo2], KINDERLEHRER et STAMPACCHIA [KS].
Concernant I’approximation des inéquations variationnelles on rappelle, pour citer quelques
unes, les contributions de MOSCO [Mo1], GLOWINSKI, LIONS ET TREMOLIERES
[GLT] et GLOWINSKI [G].

La modélisation de phénomenes dépendant du temps conduit a considérer des
problémes d’évolution tenant compte d’éventuelles interactions entre objets et événements.
La préoccupation premiére du mathématicien confronté a ce genre de problémes est de lui
donner un sens dans des espaces fonctionnels appropriés et d’y démontrer 1’existence et

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)



[’unicité d’une solution.

La démonstration présentée dans cette theése utilise la méthode classique de
pénalisation et un nouveau théoréme de compacité (voir [BM2]) qui assure que les
gradients des solutions des problémes paraboliques non linéaires associés a des opérateurs
de type Leray-Lions sont compacts dans L9(Q) Vq < p, lorsque les données sont bornées
dans L'(0).

Un résultat similaire a été établi dans le cas ou g est nulle (voir par exemple [Do]).
D’autre part le cas ou dans 1’équation associée au probléme unilatéral (1.1), (1.3) et
(1.4) la mesure complémentaire est absentée (i.e. le cas ou u = 0 dans (1.1), les
contraintes (1.2) étant omises ) a été traité dans [BM1].

Signalons que d’aprés [M] le probléme (1.1) — (1.4) admet une solution pour v = 0.
Notre travail consiste a généraliser les résultats obtenus dans [M] en employant d’autres
types de techniques de résolution. Notons que plusieurs auteurs (voir par exemple [AAR],
[ABBM], [KKS] ont traité ce genre de probléme mais avec divers types d’hypothéses sur
I’opérateur A4, la fonction g ainsi que les données.

Cependant les travaux précédents n’ont pas étudié « 1’égalité complémentaire »
w(u —y) = 0 ainsi que I’existence d’une fonction positive y comme c’est le cas pour notre
probléme.

Dans le chapitre 1 de cette these on rappelle les définitions de certains espaces
fonctionnels et quelques résultats utiles pour notre travail. Au chapitre 2 nous rappellerons
la méthode de pénalisation ainsi que les outils nécessaires pour une bonne compréhension
de cette approche.

La contribution principale de cette thése est présentée au chapitre 3 ou nous établirons
un théoréme d’existence pour notre probléme.

Nous étudions au chapitre 4 1’inégalité¢ de Lewy-Stampacchia dans le cas particulier
d’un probléme linéaire parabolique avec obstacle.
Nous y formulerons également des remarques et des perspectives pour un travail futur.

Cette these se termine par une conclusion dans laquelle nous récapitulons les résultats
de notre travail.



CHAPITRE 1

RAPPELS



L’objectif de ce chapitre est de rappeler I’essentiel des notions et résultats utilisés tout
au long de cette thése. Nous commencons en premier lieu, par introduire quelques notations
générales. Ensuite nous rappelons certains espaces fonctionnels et quelques résultats qui
nous seront utiles par la suite.

1 Notations

Q : ouvert de RY

0Q) : fronticre topologique de Q2

x = (x1,...,xy) : point générique de RY

dx = dxdx,...dxy : mesure de Lebesgue sur QO
0:(0,T)xQ,t e (0,T),t variable de temps, 7 > 0
> (0,T) x 0Q

Du : gradient de u

S, f~  max(f,0), max(—£,0)

D(Q),D(Q),...: espace des fonctions indéfiniment différentiables et a support compact
dans Q,0, ...

CH(Q), C*(Q) : espace des fonctions k-fois continfiment différentiables dans Q, O
C(Q),C(Q) : espace des fonctions continues dans QQ, O

LP(Q)) : espace des fonctions de puissance p- iéme intégrables sur 2 pour la mesure de
Lebesgue

1
muni de lanorme  ||f] ., = (fgjf(x)|pdx> g
1
Whr(Q) = {u e LP(Q),Du € (L)} llull oy = (luellpqy + 1Dullfrg,)”
Wy?(Q) : adhérence de D(Q) dans WP (Q)
W-LP(Q) : espace dual de Wy (Q)

{,) : le produit de dualité entre W ~1-7'(QQ) et W(l)’p Q)

Si X un espace de Banach on pose:



LP(0, T3 X) = {f: (0,7) - X fortement mesurable;fgllf(t) |5 dt < oo}

L*(0,T;X) = {f: (0,7) - X fortement mesurable; supess |||, < oo}

t]0,7]

C* ([O, 1], X) . espace des fonctions k-fois continiment différentiables de [0,7] — X.

2 Espaces L’

soit Q un ouvert de RY, muni de la mesure de Lebesgue dx. On désigne par L' (Q)
I’espace des fonctions intégrables sur (2 a valeurs dans R. On le munit de la norme usuelle:

il oy = [ _luldx

Soitp € R avec 1 < p < +owo, on définit I’espace L?(QQ) par
LP(QY) = {f: Q - R, fmesurable et J ) |Pdx < +oo}
o)
Sa norme est
1
”U ” Q) — (jQW(X) ‘pdx) P

On définit aussi I’espace L*(Q2)

L*(Q) = {f: Q ~ R, fmesurable, 3¢ > 0, tel que |f{x)| < ¢ p.p sur Q}

I1 sera muni de la norme du sup-essentiel

lull 1=y = supess |u(x)| = Inf{c; u(x)| < c p.p sur Q}
xeQ

On dit qu’une fonction f : Q — R appartient a L .(Q) si f|x € L?(€) pour tout compact
K c Q.

Remarque 2.1

L’espace L? muni du produit scalaire

() = [ fods fig < 2

10



est un espace de Hilbert.

Théoréme 2.1 (de Vitali)
Soit (f,) o une suite de L'(Q), f, - fp.p sur Q, si [fu(x)| < ga(x) p.p sur Q,
et, sig, - gsur L'(Q) fort, alors f,, —» f'sur L' (Q) fort.
Remarque 2.2

Sig, = gindépondamment de n, alors c’est le théoréme de Lebesgue. On a le
méme résultat si on remplace L' (Q) par L2(Q) ou L' (Q) par L?(Q2), mais faux pour p = oo

Définition 2.1

On dit que la suite f*est équi-intégrable si
vn,36 > 0,tq: |[E|<6 = I [ffldx < n.
E

Ici E désigne un sous ensemble mesurable de mesure |E]|.
Lemme 2.1
Si

/
fé->fppsurQ, quande - 0

fefe LN (),
/¢ bornée dans L' (Q),

L f¢ est équi-intégrable

alors f* — fdans L'(Q) fort.
La démonstration de ce lemme repose sur celui de Fatou et le théoréme d’Egorov.
Lemme 2.2 (de Fatou)

Soit (f;) une suite de fonctions de L' telle que pour tout 7, f,,(x) > 0 p.p. sur Q et

sup Ifn < o0,

1"



Pour tout x € Q on pose f{x) = lim inf f,(x).

n—00

Alors f e L'(Q) et ff <lim infjfn.

n—0

Théoréme 2.2 (inégalité de Holder)

Soient fe LP etg € LF avec 1 <p <oo,4 + ﬁ = 1. Alors f.ge L' etona
[rel < W1, 181, @.1)
Remarque 2.3
On utilise souvent aussi (2.1) sous la forme:
ab < ea? + C;b? Ya > 0,¥b > 0 avec C, = & 77 . (2.2)

C’est la forme généralisée de I’inégalité de Young.

3 Espaces de Sobolev

Nous reprenons dans cette section certains énoncés de H. BREZIS [Br3] et J.L.
LIONS [L] sur le sujet. Pour une présentation plus compléte des espaces de Sobolev, on
pourra consulter I’ouvrage de R.A. ADAMS [A].

3.1 Dérivée faible
Définition 3.1

Soit Q un ouvert de RY, et 1 < i < N, une fonction u € L} .(Q) a une i-¢me
dérivée faible dans L} .(Q) :

s’il existe f; € L},.(Q) telle que pour tout ¢ € CH(Q) on a

| ue dio0) dx = =] £i(x) o(x) dx
Q Q

Cela revient a dire que f; est la dérivée partielle par rapport a la i-eme variable, au sens
des distributions de u € L},.. On posera

- Ou _ ¢
alu GX[ fl

12



3.2 Espace W'»(Q))

Soit Q un ouvert borné ounon de RY, etp € R, 1 < p < +oo, I’espace w7 (Q) est
défini par:

whP(Q) = {u € LP(Q); d,u € LP(Q), 1 <i < N} ou 9, est la i-¢me dérivée faible de la
fonction u € L},.(Q)

On posera également:
H'(Q) = W'2(Q)
Théoréme 3.1 (de Fréchet-Kolmogorov)

Soient Q un ouvert de RY et o = Q.

Soit F un sous-ensemble borné de L7 () avec 1 < p < . On suppose que

Ve > 0,38 >0, 6 < dist (0,RY\ Q) tel que
AR =) oy < € VA € RV avec |h| < S et Vf € F.

Alors F, est relativement compact dans L? ().
Théoréme 3.2 (de Rellich-Kondrachov)

On suppose Q borné de classe C!. Sip < N, alors

Lp q * 1 :l L
Q) € L1(Q) Vg < [Lp*[. ob ol = £ -

avec injection compacte. En particulier W'-7(Q) < L?(Q) avec injection compacte pour
tout p.

Voici une inégalité tres utile portant sur les normes de Sobolev:

Inégalité de Poincaré

Soient 1 < p < oo et Q un ouvert borné de R". Alors il existe une constante C telle
que pour tout u € Wy?(Q) on ait

lll 1oy < CliDul|

Py’

En particulier, || Dul|| 1 S5t UNE NOTME équivalente a celle de W(l)’p (Q) qui est définie par:

13



1
lull oy = CllullZoiey + 1D 18,00 )"
Définition 3.2
Soit 1 < p < o0 ; WyP(Q) désigne la fermeture de C1L(Q) dans W'7(Q).

On note
H§(Q) = W% (Q)

L’espace W(l)’p muni de la norme induite par W' ?est un espace de Banach séparable ; il
est réflexif si et seulement si 1 < p < .
H{(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'(Q2).

Remarque 3.1
CZ?(Q) est dense dans Wé’p (Q). Autrement dit on peut utiliser indifféremment
C?(Q) au lieu de CL(Q) dans la définition de W(l)’p (Q) (certains auteurs utilisent la
notation D(2) ou bien Ci(Q2) au lieu de C7(Q)).

Les fonctions de W(l)’p (Q) sont « en gros » les fonctions de W'7(Q) qui « s’annulent »
sur 0 Q.

Définition 3.3

On désigne par W17/ (Q) I’espace dual de Wy?(Q),1 < p < o et par H(Q) le dual
de HY(Q).

On identifie L*(Q) et son dual, mais en générale on n’identifie pas H} () et son dual. On
a le schéma

HY(Q) < [X(Q) ¢ H'(Q).

avec injections continues et denses.

Si Q est borné on a

W' (Q) € LA(Q) = W7 (Q)si 52 < p <o

avec injections continues et denses.

Si Q n’est pas borné on a

14



Wl (@)  12Q) = W (@) si 2 <p <2

On peut caractériser les éléments de W=7 par la
Proposition 3.1

Soit F € W-1P'(Q), alors, il existe fo , f1,...fn € L' (Q) telle que
N
_ - dv. Lp
Fovy=] fve 2| 1 Ny e W@
i=1

et

IF1 = max |[fill .
0<i<N

Si Q est borné, on peut prendre fy = 0.

3.3 Les espaces L”(0,T;.X)

On introduit maintenant des espaces de fonctions en x et #. Six, t - ¢@(x,?) est une
fonction définie dans O, on posera

(1) : < ~ p(x, 1),

et ¢ sera alors considérée comme fonction (ou distribution) en ¢ a valeurs dans un espace de
fonctions (ou distributions) en x.

De fagon générale, X étant un espace de Banach, on désigne par L?(0, T; X) I’espace des
(classes de) fonctions ¢ — f{¢) de 10, 7] - X qui sont fortement mesurables a valeurs dans
X et telles que

T Up
(Jo 1 de) " = g <o G.1)

Si p = oo, on remplace la norme (3.1) par

15



1 ooy =supess A0 1
t€]0,7T[

Naturellement, on a pour 1 < p < o0:

Lr(0,T,LP(Q)) = LP(Q),ouQ = ]0,T[ x Q

C(0,7T];X) = {u - [0,T] -» Xcontinue}.

Voici comment on définit, un peu plus généralement, of/0t pour f € LP(0, T; X).

On désigne par D'(0, T; X) I’espace des distributions sur ]0, 7] a valeurs dans X, défini
par (cf. L. SCHWARTZ [Sc]):

D'(0,T;.X) = L(D(]0,T[); X)

De fagon générale L(E; F') désigne I’espace des applications linéaires continues de £ dans
F.

Si fe D'(0,T;X), sa dérivée au sens des distributions est définie par
U o) = - d_w)
Loy =+(4Z) vo < DOO.TD, (2)

Si fe L?P(0,T;X), il lui correspond une distribution encore notée f sur ]0, 7] a valeurs
dans X, par:

fio) = | 0o, 0 < DAO,TD,

qui est une intégrale a valeurs dans X. On peut encore définir 0f/0f comme ¢élément de
D'(0,T;X)

Nous rappelons également ci-dessous quelques résultats que nous utiliserons par la suite

Proposition 3.2

Supposons X € B < Y tel que I’injection de X dans B est compact
(X,B et ¥ sont des espaces de Banach)

Soit £ un borné de L?(0,T;.X) avec 1 < p < +x, tel que %—I; = {% (fe F} est
borné dans L'(0,7.7Y).

16



Alors F est relativement compact dans L”(0,7; B)

Soit £ un born¢ de L*(0, 75 X) tel que %—Ij est borné dans L"(0,7;Y) (avecr > 1).

Alors F est relativement compact dans C (0, T3 B).
Proposition 3.3

Soit B un espace de Banach. Un sous-ensemble ' de C(0, T; B) est relativement
compact si et seulement si :

F(t) = {f(t) : f € F} estrelativement compact dans B,V 0 < ¢t < T, (3.3)

F est uniformément equicontinu c’est a dire :
v & > 0, dn tel que:

e (3.4)
fe2) =)l p < &, Vf € F,

L VO<Hh <t <Ttelque:|ta—ti| <1

Pour une preuve de ces deux propositions on peut consulter [Si] .

Théoréme 3.3 [BM2]

Soit Q un ouvert borné de RN et 7 > 0 fixé

On considére 1’équation non linéaire

ou,

—div a(x,t,u, ,Du,) = f, + g, dans D'(Q) (3.5)

Ou:A(u) = —div a(x,t,u,Du)

est un opérateur de Leray-Lions défini dans L7 (0, T; W'#)(Q) par la function de
Carathéodory a : Q x (0,7) x R x RN - RV qui satisfait

laCe,t,5,8)] < c,0) + Kafsp ™! + Kol ™! (3.6
tel que: ¢ € LP'(Q), ¢ > 0, et Ky, K» € R*. '

un ~ u dans L7 (0, T; W'-7(Q)) faible (3.7)

17



fn — f dans L” (O, T W‘l’p'(Q)> fort

ale - &P sip>2
|§_§* 2
a 2
(decsty+ [ +1E7)
L pp.(x,t) € O, Vs e R,V E, EF e RY

[a(x,t,s,f) —a(x,t,s,é‘*)][éf _5*] > <

sip<2

pour un certain a > 0, avec d € LP(Q), d > 0.
g, mesure de Radon bornée
Alors

Du, — Du dans (L1(Q))" fort Vg < p.
Proposition 3.4
Siu e W(l)’p (Q) etsit - G(t) est une fonction uniformément lipschitzienne
(c.a.d:|G({')-GE")| < K|t —1"))

définie pour ¢ € R, telle que G(0) = 0, alors G(u) € W(l)’p(Q) et

6x,~ axi

la démonstration de cette proposition se trouve, par exemple dans [St1].

Une conséquence de cette proposition est que si u € W(l)’p (QQ) alors |u|, u* = max(0,u) et

u~ = max(0,—u)sont dans Wy (Q).

18
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CHAPITRE 2

METHODE DE
PENALISATION



La pénalisation est un concept simple qui permet de transformer un probléme
d’optimisation avec contraintes en un probléme ou en une suite de problémes
d’optimisation sans contrainte. C’est un concept qui a une utilité a la fois théorique et
numeérique.

En analyse, I’approche par pénalisation est parfois utilisée pour étudier un probléme
d’optimisation dont les contraintes sont difficiles a prendre en compte, alors que le
probléme pénalisé a des propriétés mieux comprises ou plus simples a mettre en évidence.
Si on a de la chance ou si la pénalisation est bien choisie, des passages a la limite parfois
délicates permettent d’obtenir des propriétés du probléme originale (I’existence de solution
par exemple).

Cette méthode intervient dans la résolution des inéquations variationnelles notamment
celles qui sont étudiées aux chapitres trois et quatre. A cet effet nous avons consacré ce
chapitre a rappeler la méthode classique de pénalisation ainsi que les outils nécessaires

pour une bonne présentation de cette approche. Nous nous sommes basés sur 1’ouvrage de
J.L. LIONS [L] pour la rédaction .

1 Opérateurs monotones

Soit ¥ un espace de Banach réflexif séparable, V' sont dual.
Définition 1.1
On dit que I’opérateur 4 : V —» V' est

- monotone si
Yu,v eV, {(A(u) —AW),u—v) >0 (1.1)

- borné de ¥ dans V' si I’image d’un borné est un borné.

- Coercif si
— 00 5i ||[v]y = oo. (1.2)

- hémicontinu si

YuveV, ,teR, t- (A(u+1tv)—A(v),v) estcontinu. (1.3)
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Théoréme 1.1

Soit V" un espace de Banach réflexif, 4 un opérateur monotone, borné¢, hémicontinu
et coercif. Alors A4 est surjectif: ¢’est-a-dire quel que soit f € V' il existe u € V tel que

A(w) = f.

Exemple 1.1

V= W(l)’p(Q), V = W*l,p’(Q) 1 <p < 4o etA(u) _ _dl-v(|Du|p72Du)

Conséquence

Ve WP(Q), il existe u € Wy (Q) tel que —div(|DulP2Du) = f

Remarque 1.1

pour p = 2 on arésolu —Au = favecu € H)(Q), f€ H'(Q).

Démonstration du théoréme 1.1

On utilise la méthode d’approximation de Galerkin

Premiére étape: Probléme approché
Comme V est un espace séparable, il existe une base de Galerkin de V; wi,wa,ws,.....

dénombrable telle que les combinaisons lin€aires finies soient denses et
{wi,wa,ws,..... ,Wn ; soient linéairement indépandantes.

Proposition 1.1

m
I existe une solution approchée u,, =) a;mwj, ajm € R, telle que:
-1

Aum),wj) = fiwp), j=1,...,m.

Deuxieme étape: Estimations a priori et passage a la limite

On multiplie par o, et en sommant dej = 1 aj = m, on obtient:

(Aum),um) = Lrum) < Wl llumll v

d’ou de la coercivité

lumlly < C.

21



En extrayant une sous suite, on a u,, — u dans V faible, comme A4 est borné, alors
A(u,,) est borné dans V', en extrayant encore une sous suite on aura A(u,,) —~ v dans V'
faible et par suite

<A(1/lm),W]> = <f’W/'>, VJ fiXéa m >j'

d’ou: (yw,w;) = (f,w;). Comme les combinaisons linéaires des w; sont dense dans V cela
implique que v = f.

A est monotone, donc, Vv € V, on a

0 <{Aum) —AW),um —v)
= (A@um),tum) = (AW, um) = (A(Un),v) +{4(v),v)
= {fstm) = (AW), um) — (A(Un),v) +{4(v),v)

a la limite on obtient
(fru) = (AW),u) = (w,v) +(4(),v) 2 0
et comme f = y on obtient:
(y —AW),u—v) > 0.

On utilise une idée qui s’appelle (Astuce de Minty):

posonsv =u—tw,pourt € R, we V, t >0,ona

(y — A(tw),tw) > 0.
on divise par ¢ pour avoir

(y — A(u —tw),w) > 0.
En utilisant le faite que 4 est hémicontinu, et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
(w—A(u),w)y >0, VYwelV
donc
(v —Au),w) = 0,

ce qui donne v = A(u), i.e. il existe u € V, tel que A(u) = f.

Troisiéme étape: Démonstration de la proposition 1.1
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On utilise la variante du théoréme de Brouwer, R” de dimension finie; P : R” - R™,
tel que a » P(a), (il suffit de savoir que P est définie sur |a| < po), continue, et tel que
P(a) +a >0, Va e R"al= po. Alors il existe a, |a|< po tel que: P(a) = 0.

ICi o = {ajm/ j = 1,. .. .m}, P(a)/J = <A(u;n) _ﬁWJ>, (uyn :Z aijj).
j=1
pour démontrer ¢a on aura besoin du lemme suivant:

Lemme 1.1

Si A est monotone borné hémicontinu, alors 4 est continu de ¥ fort dans V' faible.

Démonstration du Lemme 1.1

Soit u, — u dans V fort, on veut démontrer que 4(u,) ~ A(u) dans V' faible.
Comme 4 est borné on peut extraire une sous suite telle que A(u,/) — & dans V' faible, si
on démontre maintenant que & = A(u) c’est fini.

En effet 4 monotone entraine que pour tout v € ¥, on a:
Au,) = AW),uy = vy = (A, ), uy —v) =AW, u, —v) 20, Vvel,
c’est-a-dire que
AO),u, = v) > (AWV),u—v)

et comme A(u, ) - £ dans V' faible et u,, — u dans V fort, leur crochet de dualité
converge:

AQuy),uy —v) > (Gu—v).
Par conséquent, on a:
YvelV, 0<(E—-AW),u—v).

En utilisant un procédé¢ caractéristique des opérateurs monotone et appelé "Astuce de
Minty" on montre que (1.4) détermine &. Soit w € V quelconque et f € R}. Appliquant a
(1.4),v=u+tw, u-v=—twetdivisant I’inégalité par ¢t > 0 on obtient:

(E—A(u+tw),w) <0.
Faisons tendre ¢ vers 0 , comme A4 est hémicontinu, il vient:

YweV, (&-A(u),w) <0.
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Cette inégalité est aussi vraie pour —w, donc en fait
YweV, (E—Aw),w) =0,

soit

£ = A(u).

On conclut par unicité de la limite faible des sous suite extraite de A(u,) et faiblement
convergente.

2 Opérateurs pseudo-monotones

Définition 2.1
On dit que I'opérateur 4 : V' - V" est:

- de type M si on a pour toute suite u, telle que:

u; — u, faible dans V

A(u;) — y faibledans V' > = v = A(u).

lim sup{A4(u;),u:) < {w,u) )

- pseudomonotone au sens 1 si on a pour toute suite u, telle que:

\
ug — u, faible dans V

A(ug) = y faibledans V' > = v = A(u) et {(A(ug),us) - (A(u),u).

lim sup{A4(ue),us) < {y,u) P

Théoréme 2.1
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1- A est pseudomonotone = A de type M.

2- A monotone, hémicontinu = 4 pseudomonotone.

Théoréme 2.2

A de type M, borné coercif, alors Vf € V', il existe u € V tel que A(u) = f.

Remarque 2.1
Pour résoudre les équations la bonne notion c’est: 4 de type M.

Pour résoudre les inéquations la bonne notion c’est: 4 est pseudomonotone.

Démonstration du Théoréme 2.2

On refait la démonstration par la méthode de Galerkin, et on prouve I’existence d’au
moins d’une solution u telle que:4(u) = f.

Autre définition de la pseudomonotonie

Onditque 4 : V —» V' est pseudomonotone au sens 2 si pour toute suite u, on a :

u, — u, faible dans V’
=> VveV, liminfld(u;),u; —v) > {A(u),u —v)..

lim sup{A(u;),u:) < {y,u)
Remarque 2.2

On peut donner cette définition (et aussi la précédente) pour des opérateurs non
définis sur V entier.

A Kc V-V,

Proposition 2.1

Sid : V- V' estborné, alors les deux définitions de 4 pseudomonotone sont
¢quivalentes.
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3 Inéquations variationnelles (1.V)

Soit ¥ un espace de Banach réflexif séparable, K un convexe fermé non vide de V et
soit 4 : K - V' un opérateur pseudomonotone, borné et f € V'. Sous ces hypothéses on a
les deux résultats d’existence suivants:

Théoreme 3.1
Si K est borné, alors il existe au moins u, u € K tel que

Aw)-fiv—uy >0 Vvelk

Théoréme 3.2

Si K n’est plus nécessairement borné, mais 4 est supposé coercif au sens suivant:

(Av),v = vo)

— 400, si ||[v||y = +oo.
(d17%

dvo € V telque

Alors il existe au moins une solution u# de I’LLV :

uek, Aw)-fiv—uy>0 Vvelk

Démonstration du Théoréme 3.2

On suppose que le Théoreme 3.1 est démontré et on approxime le convexe K non borné
par un convexe Kz (si R est assez grand), fermé non vide , défini par:

Kr =ALveK/|vl|yr <R}
d’apres le Théoréme 3.1, il existe ug € Kz solution de I’ V:
(A(ug) —f,v—ug) >0, Vv e Kg,
R assez grand pour que vy € Kg (vo de la coercivité), R > ||vo]|
Aur) = fiv—ur) < Alvoll+llurll), llurl< Co, VR

Donc une solution ug pour R > Cy fournit bien une solution du Théoréme 3.2.
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Remarque importante
Dans les inéquations variationnelles il y a toujours deux choses a vérifier
1- La fonction appartient au convexe K.
2- L’inéquation est vérifiée pour toutes les fonctions tests de Kz.
En effet,
1-soitv € K fixé, wg = Ov+ (1 — 0)ug,, 0 < 0 < 1.

Montrons que wy € Kg,, 0n a
[wellv < OlIv[[+(1 — 0)|[ur, |,

comme 6 est assez petit et ||ur||< Ro, alors |[wg| v < Ro, donc wg € Kg,.
2- Montrons que I’inéquation est vérifiée pour toutes les fonctions tests du

convexe, (A(ur,) — f,v —ug,) > 0, soit wg —ug, = Ov —Oug, = O(v — ug,), comme 6 > 0,
alors I’LV. suivante est vérifié

Ug, e K
(A(ug,) —f,v—ug,) >0, Vvek.

Reste 2 montrer le Théoréme 3.1

Théoréme 3.1

Soit 4 : V — V' borné, hémicontinu et monotone et soit K un convexe fermé borné
non vide de V. Alors, pour tout /' € V', I’inéquation variationnelle:

Trouver u € K telque :
Aw) —fiv—u) >0, Vv € K,

admet au moins une solution.

Démonstration du Théoréme 3.1
Par la méthode de Galerkin:

V' séparable alors il existe une famille dénombrable de sous espace de dimension
finie V; tel que:
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Vic Via, etUZ] Vi estdense dans V.

En fait, on peut prendre pour la construction de ces espaces une famille dénombrable w;
dense dans K. De cette fagon, les convexes K; = K N V; sont tels que U] K; est dense dans
K.

Lemme 3.1
L’inéquation variationnelle:

Trouver u; € K; tel que: Vv € K;, (A(u;) —f,v —u;) > 0 admet au moins une
solution.

Démonstration

On munit V; d’une structure euclidienne, dont on note le produit scalaire par (.,.);.
Par le théoréme de représentation de Riesz dans V/;, il existe une application linéaire
continue J; de V' faible dans V; telle que:

VgeV, YveV, (gv)=(igV).

Par définition, K; est un convexe fermé, borné, non vide de V; pour tout i. On
introduit la projection sur K;, noté par Pr;(v) € K; et

vw e K;, (v-Pri(v),Pri(v)—w;); > 0. (3.1)

C’est une application (non linéaire) en général continue de V; dans K;. On définit
alors une application:

T; : Ki — K;, par

Vv eK; Ti(v)=Pri(v-—JAW)+Jf) 3.2)

Comme 4 est continue de V fort dans V' faible, 7; est continue comme composé
d’applications continues. D’apres le théoréme de Brouwer, 7; admet au moins un point fixe
u; € K;, donc d’apres (3.1) et (3.2) on a pour tout v € K;,

(u,- —JA(I/[,) +Jf— Ti(ui), T,-(u,-) - V)i > 0.
Soit, comme u; est un point fixe,

«_A(ui)aui - v> = (Jf_ JA(H,’),M,’ - v)i 2 O
par définition de J.

Notons que la monotonie ne joue aucun rdle dans I’existence d’une solution de
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I’inéquation variationnelle en dimension finie (elle n’intervient que pour la continuité de
A).

Le lemme 3.1 donne I’existence d’une telle solution si 7 est de dimension finie, sans
autre hypothéses sur 4 que la continuité.

Comme K; < K, qui est borné, u; est borné dans V. Comme A est borné la suite A(u;)

est borné dans V' donc u; —~ u dans V faible et A(u;) —~ & dans V' faible. De plus comme K
est convexe fermé, u € K.

Lemme 3.2
lim inf{A (u;),u;) > (&, u).
Démonstration
En utilisant la monotonie de 4 ((A(u;) — A(v),u; —v) > 0) et la convergence faible

de u; et A(u;) on obtient lim inf(4(u;),u;) — (&,v) — (A(v),u) + (A(v),v) > 0, d’ou le résultat
en prenant v = u.

Lemme 3.3
On a aussi lim sup{4(u;),u;) < (&, u).
Démonstration

On utilise I’ 1.V en dimension finie.

Lemme 3.4

On a: (A(u;),u;) - (&,u),A(u) = & et u est solution de I’inéquation variationnelle.

Remarque 3.1
La difficulté essentielle: la suite u; converge faiblement, mais A est non linéaire. Il
n’y a donc aucune raison en général pour que 4(u;) tende en dans un sens quelconque vers
A(u). 1l est remarquable que I’astuce de Minty et la monotonie permettent a elles seules ce

passage a la limite quand u; est solution de I’.V sur une suite de convexe dont la réunion
est dense dans K.

Théoréme 3.3

Si A est strictement monotone alors la solution de I’V est unique.

Démonstration

ui,uy; € K deux solutions. Pour tous vi,v2 € K, (A(u1) —f,vi —u1) > 0 et
(A(uz) — f,va —uz) > 0onprend vi = up et vy = uy, d’ou (A(u1) — A(uz),u; —uz) < 0. Par
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conséquent, comme A4 est monotone, (4(u1) — A(u2),u1 —uz) = 0 = u; = us.
Cas d’un convexe non borné (il faut la coercivit¢)

Définition 3.1

On dit que A4 est coercif s’il existe vo € K (vo = 0si K = V) tel que :

lim <A(V)9V_V0> _

—+00,
[v]| o0 |vlv

Théoréme 3.4

Soit 4 : V — V' borné, hémicontinu, monotone et coercif et soit K un convexe
fermé, non vide. Alors pour tout f € V', 'LV admet au moins une solution.

Démonstration

(voir J.L. LIONS [L] p 247)

Corollaire 3.1

Soit 4 : V - V' borné, hémicontinu, monotone et coercif. Alors A est surjectif.

Démonstration
Onprend K = V,Vfe V' ,3u € V,Vv € Vona{A(u) —f,v—u) > 0.

Prenant v = u + w, on en déduit que pour tout w € V, (4(u) — f,w) > 0 d’ou, comme
cette inégalité a aussi lieu pour —w, (4(u) — f,w) < 0, d’ou: A(u) = fet A est surjectif.

4 Reésolution des inéquations variationnelles
par la méthode de pénalisation

Soit V" un espace de Banach réflexif, sa norme et celle de son dual sont strictement
convexes, et soit K un convexe fermé de V.

Définition 4.1

On appelle opérateur de pénalisation (attaché a K) tout opérateur § : V — V' ayant
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les propriétés suivantes:

B est monotone borné et hémicontinu de ¥ dans V' (4.1)

{viv e V,B(v) =0} =K. (4.2)

(Il existe toujours un tel opérateur: voir J.L. LIONS [L] p 370).

Exemple 4.1

1) Soit 4 une matrice symétrique a coefficients L, coercive et f € H'(Q),
K={ve H\{(Q), v>y =0 dans Q}.
On considere 1’application

Jv) = % J.Q ADv Dudx — {f,v).

Alors on a J atteint son minimum sur K, i.e.
JuekK, Ju)<Jy), Vvek

Ce u est caractérisé par I’inéquation variationnelle:

uelk
jQA Du D(v—u)dx > {f,v—u), Vvelk.

On peut choisir

BO) = I(v = Pi(v)),
(existe grace a J.L. LIONS [L] p 370), I c’est I’opérateur de dualité de V dans 7/,
K={veH\Q), v>0 p.p.dans Q},

[ = Id et Pr(v) = v* (i.e. on projette sur L2(Q2)), donc B(v) = —v~, par suite I’équation
pénalisé correspondante s’écrit
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A(us) = uz = f
u, € Hy(Q).

)V =Wy"(Q), 1<p < +x,Adonné par

a0 =31 Ger ),

i=1

K={ve W(l)’p (Q), v>0 p.p.dans Q}. On projette sur L”(Q) et en choisissant
’opérateur de dualité: /(v) = |v|[P~2v, on obtient:

PO) = 1(v = Pi(v)) =[Py,

et I’équation pénalisée correspondante est alors:
Aus) = +|uzuz = f

us € Wyt (Q).

Applications
Proposition 4.1

Soit 4 : ¥V — V',borné, pseudomonotone et coercif au sens suivant:

(A(),v = vo)

Jvo € K telque
a BB

- 400, si ||[v||y - +oo.

Alors pour tout f € V', il existe u € K tel que:
Aw),v—uy > {f,v—u), Vvek.
Démonstration

On démontre cette proposition par la méthode de pénalisation. Soit  un opérateur
de pénalisation attaché a K,
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Ve >0, ilexiste u; € K, telque :

Aug) + 5 pus) = f.
Pour cela on utilise les remarques suivantes:
i) Popérateur v — A(v) + + B(v) est pseudomonotone.
ii)
([ (AE).v = vo) + H(BO).v = vo)

< =),y =vo) + +(B() = B(vo),v = vo) = (A(¥),v = vo),

L (car vo € K = B(vo) = 0, et § est monotone)

et donc

1

] [A(W),v = vo) + H(BO),v = va)] — +o0, si [|v]|- +o0.

d’ou I’existence de u. qui vérifie: A(u.:) + +B(u:) = £, (qui est dit: probléme pénalisé
associé a (4(u),v —u) > {f,v — u), donc, on peut choisir u, solution du probléme pénalisé
telle que: u, demeure dans un borné de V lorsque € —» 0. Comme 4 est borné, A(u.)
demeure dans un borné de V' et

Blus) = e(f— A(u:)) - 0, quand & - 0 dans V.

On améme || B(u;)| ,» < Ci€e. On peut extraire une sous-suite, encore noté u,, telle que

us — u, faible dans V

A(ug) ~ &, faible dans V.

Vérifions que B(u) = 0, on déduit de (f(u.) — f(@),u:. — @) > 0, pour tout ¢ que
—(B(@),u— @) > 0, pour tout . Prenant ¢ = u — Ay, A > 0, v € V, on en déduit que
(B(u— Ay),w) < 0. Faisant tendre 4 vers 0, on a donc {(f(u),y) < 0, pour tout y, d’ou
B(u) = 0,donc u € K.

Si I’on prend alors v € K, on déduit de A(u;) + +B(us) = f, comme (B(v) = 0):
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Aus) —fv = us) > +(BO) - Blus),v —us) > 0.
On en déduit

lim sup{4(u.),u, —uy < lim sup{f,u. —uy = 0.

-0 -0
Donc comme u, converge faiblement vers u dans V et d’apres (4.4) on a
lim sup (A(u;),u. —u) < 0, ce qui implique (car 4 est pscudomonotone) que:

e-0

lim inf{A4(u;),us — v) > (A(u),u — v).

&0
d’ou d’apres (4.3), (f,v—u) > (A(u),v—u), Vv € K., i.e.

A),v—u) > {f,yv—u), Vvek.

Remarque 4.1

Cette démonstration fournit un procédé d’approximation de u par u.. A vrai dire ce
procédé n’est constructif que si u, et u sont définis de facons unique. Ce qui est le cas si,
par exemple A est strictement monotone.
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE
LA SOLUTION



1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons montrer qu’il existe au moins une solution du
probléme non linéaire parabolique unilatéral suivant :

%+A(u)+g(u,Du)—f=MdanSQ:QX]O’T[

u>y, u>0etyu(u—w)=0dans Q
u(x,t) =0 surX

u(x,0) = uo(x) dans Q.

Ou 4 est un opérateur du type Leray-Lions qui opére de L7(0, T; W(l)’p (Q)) dans son dual,
feL”(Q), g(x, t, u, Du ) est un terme non linéaire de la forme u|Du|? avec
q < p — 1.Nous supposons ici p > 2.

Nous employons dans cette démonstration la méthode de pénalisation et un nouveau
théoréme de compacité (voir [BM2]) qui affirme que les gradients des solutions des
problémes paraboliques non linéaires associés a des opérateurs de Leray-Lions sont
compacts dans L9(Q) pour tout g < p, lorsque les seconds membres de ces équations sont
bornés dans L' (Q).

Un résonnement analogue a déja été utilisé dans le cas ou g est nulle (voir par exemple
[Do]). D’autre par I’équation associée au probléme unilatérale (1.1), (1.3) et (1.4)
(i.e. lecasou u = 0dans (1.1), les contraintes (1.2) étant omises ) a été traitée dans
[BM1].

Signalons que d’aprés [M] le probléme (1.1) — (1.4) admet au moins une solution pour
v = 0. Notre travail consiste a généraliser les résultats obtenus dans [M] en employant
d’autres techniques de résolutions.

Notons que Plusieurs auteurs (voir par exemple [AAR], [ABBM], [KKS] ) ont traité ce
genre de probléme mais avec divers types d’hypothéses sur I’opérateur 4, la fonction

g ainsi que les données.

Cependant les travaux précédents n’ont pas étudi¢ 1’égalité complémentaire
u (u—w) = 0 ainsi que I’existence d’une fonction positive i qui la vérifie .

Le chapitre est organisé comme suit :
en premier lieu, nous introduisons les hypothéses nécessaires pour montrer le théoréme

2.1 qui représente 1’originalité de notre travail.
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Ensuite nous présentons une démonstration de ce théoréme basée sur la méthode de
pénalisation qui consiste a construire une famille de solution approchée et de montrer a
partir des estimations a priori qu’une suite extraite converge vers une solution de notre
probléme.

2 Hypotheése et résultat principale

Soit Q un ouvert borné de R¥, ayant une frontiére lipchitzienne notée 6Q (i.e. Q est
de frontiére "suffisamment réguliére"). On désigne par Q le cylindre de RY xR; 0 = Q
x]0, T, (T fini) et par )_ la frontiére latérale de Q : >_ = 0Q x 10, T[.

Soit 4 L’opérateur non linéaire défini de L7 (0, T; Wé’p (Q)) avec2 < p < + oo dans son

dual L?'(0,T; W=7 (Q)) (p' désigne I’exposant conjugué de p i.e. % + i =1),A4est

défini par :

A(u) = —div(a(x,t,u,Du))

ou A est de type Leray-Lions, et a(x, t, s, Zj) est une fonction de Carathéodory vérifiant :

(i) :V(s, §> € R xRN, (x,1) - a(x, t, s, £) est mesurable.

(if): Pour presque tout (x, ) dans Q, (s,&) - a(x, t, s, &) est continue.

On supposera vérifiées les hypothéses ci-dessous

(a1, s, &) < BlsP + &P +k (x, O k(r, 1) € L7(Q), B> 0

A

I:a(x’ l, S, é) —a(x, L, s, 77)][5_ T]:I > Ov Vé 1,

[ ae b5, 95> algl, a>0.

g(x, t, u, Du) est un terme non linéaire qui posséde une croissance d’ordre
q.(q < p—1)en |Dul,etune autre d’ordre m (1 < m < p — q) et qui vérifie également
une condition de signe. Plus précisément nous supposons que g est une fonction de
Carathéodory telle que :
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(et 5. E)| < bls)) (A (x, ©) + €%

oul<g<p-1,hel”(Q),eth:R* > R",

< (2.2)

une fonction croissante continue non négative qui possede une

croissance d’ordre

m(l <m<p—gq)en|u|:

b(jul) < p+ul";p>0; 1 <m<p-gq (2.3)

g(x,1,5,E)s > 0 V(x,t,5,8) € QxR?>xRY, (2.4)

Les hypotheses sur ug, f, w sont:

uyp € L2(Q) (2.5)
fe LV (Q) (2.6)
y € LP(0,T; W'#(Q)) avec y < 0 sur X (2.7)
w(0) < uy p.p.sur Q (2.8)
v e L*(0) (2.9)
aa—"t’ e L"'(0) (2.10)

Finalement nous donnons la condition supplémentaire suivante sur a et y :
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< etest borné dans L?' (Q) sur tout ensemble borné de

L7, T, W57 (Q).

Notre résultat principal est le suivant:

Théoréme 2.1

Sous les hypothéses (2.1) — (2.11) il existe au moins u et u solution du probléme

(1.1) — (1.4) vérifiant

u e L*(0,T;L*(Q)) N LP(0, T; Wy"(Q))

% — A1+ Az avec Ay € LP'(0, T, W17/ (Q)) et 4, € L'(Q)

u > y dans Q
ue LV (Q)
u=>0

g (x, t, u, Du) e L'(0O) et ug (x, t, u, Du) e L'(0)
% + A(u) + g (x,t,u,Du) — f = udans Q
uw(u—y) = 0dans Q.

ue C(O,T; W—l,r(Q)> pour r < inf(p,ppﬁ, N]YI )
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( div(a(x, {, u, Dl//)) e L7 (Q) pouru € L*(0, T, W(l)’p(Q))

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



u (x,0) = up(x) sur Q. (2.21)

3 Démonstration du theoreme 2.1

3.1 Approximations et pénalisation

Pour tout € > 0 nous définissons la fonction

g(x. 1,5 &)
& x’ t’ S’ = 3.1
g ( 5) 1+8|g<x,t,s,§>| (3.1)
Désignons par u. la solution du probléme approché et pénalisé suivant :
oA
e —div(a(x, t, ug, Due)) +ge(x, 1, us, Du)
= = (e — W) [P (us —y)” =, dans Q.

< u:(x,0) =uplx), x e Q, (3.2)

U = 0surx

Ue € L7 (O,T; W(l)”’(Q))

Le probléme (3.2) admet une solution faible d’aprés un résultat classique (voir par
exemple J.L. LIONS [L], F. DONATI [Do])

u. est une solution de (2.1) au sens suivant :
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(s e /(0L W) 0 C(0,T), LX),

Lo e [P0, T, WP (Q)

et u:(x,0) = uo(x),

T
J.()<%’V>dt+ '[Q a(x9 1, U, DMg)DVdth

A

(3.3)

+ng8(x, t’ uS,Dug)Vdth

gpl—l IQ((”S —w) )P 2(ue — ) vdxdt

= [ fv dvdt, v e L7(10, T, We ()
(G

3.2 Estimation de u, dans L?(0,T; Wy " (Q))

Multiplions 1’équation (3.2) par la fonction test (u. —w*) et intégronsde O a ¢ < T.

- J-z < Aus—y ) JUg — l//+>dt/ + I; IQ a(x, t', us, Dug)D(us — l//+)dxdt/

0 ot
t / ,
+J-0 J.Qgg(x, t , Ug, Dus)(us - l//+)dth
I (3.4)

- 8171—1 K)JQ (e = w) 7P (e — @)~ (ue — y*)dxdl

\=IMQVL%§x%—wﬂwwa

Ceci implique

41



4 t
% llue(t) —w*(2) IIEQ(Q) + Io _[Qa<x, ' ug ,Dug> Du . dxdt’

t t _
+I0 J.Q usge(x, 1, us,Dus)dth/'i'gp%l J.O [ (ue —y)~(t') ||1L7P(Q)dt/

¢ —1p- /
b [0 e —y) 1Py

epP
(3.5)
t owt
= % ”(MO — 1//"'(0)) ”22(9) + IO -[Q ( — %) Mgdx dt/
t ow™ p
~loJa (f - )dedf’ +J0 [ aCet' ue, Dug)Dy* ddt
! + ! !
+f0 le// ge(x, 1, ug, Duy )dxdt
D’aprés les conditions (2. 1),(2.2),(2.3),(2.4),(2.9), nous pouvons avoir les
estimations suivantes en utilisant les inégalités de Holder et de Poincaré.
-
IQIa(x, t, ug, Duz)Dy*|dxdt
< P Jusl"! Dy ldxdt + B[ |Dusl?! | Dy dxdr
+B ] kCe, | Dy* dxds
(3.6)

<0 p|Duteldxdt + My + M,

et

‘IQ l//+gg (_x’ t, Ug, Dug) dxdt‘ < 39j;||Du8 ||IL717(Q)dﬂ + M3
\

D’aprés la condition de coercivité de la fonction a (voir(2. 1)) nous avons
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J-:) IQa<x> t,a Ug, Dug) Dug dXdld

(3.7
t t
> o . IQ|Du5|dedt/ =af MDu 114t
ou # est un nombre réel positif et M, M et M3 sont fonctions de 6 de T ainsi que des
données.
5‘1//+ ' 2 , . 5 N ae s .,
Comme f, 5 € L? (Q) etup € L*(€2) nous déduisons d’apres (2.9) et I’inégalité de
Holder
jj( )ugddt jj( )‘P*ddt
9w = v O0) 10 (3.8)
L < M4 +9I ”Due ”Lp(Q)
En résumé (3.6), (3.7), (3.8) nous permettent d’écrire (3.5) comme suit
t
3 1) v O 2y + (@ =50) [ s 1710,
+j; jQ UeZe <x, t, ug, Dug> dx dt’
| - P
< [ =)@ 1, (3.9)

pl—l I; J.Q’(”s — ) P (us — w)” wodxdt!

<M+ M, + Mz + M.

On choisit alors 6 assez petit de sorte que @ — 56 > 0. (par exemple 6 = )

Ainsi nous pouvons déduire les estimations suivantes :
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(78 ”LP(O’T;W(I)’[)(Q)) < C (3.10)

e Nl oo 120y < C2 (3.11)

J us g:(x, ', ue,Dug) dx dt < Cs (3.12)
0

Remarque :
notons que 6, M; et C; sont des constantes positives qui ne dépendent pas de &

D’aprés (3.10) et (3.11) on peut extraire une sous-suite encore notée par u, tel que :

us € LP(0, T; Wy' (Q)) N L*(0,T: L2(Q)) (3.13)
tel que

us — u dans LP (o, T W};”(Q)) faible (3.14)

ue —~ u dans L*(0, T; L?>(Q))faible étoile (3.15)

ce qui prouve (2.12).

3.3 Estimation de ““* dans L?(Q)

Reprenons 1’équation pénalisée (3.2)
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Multiplions 1’équation (3.16) par la fonction test —

A

/
—6(”;?”) —div[(a(x, t, ug, Du;) —a(x, t, uz, Dy))]

< + 8¢ (xa L, Ug, Dus) - g],l_,l|(u8 - l//)_|p_2(1/lg - l//)_

=f- %—"[’ +div (a(x, t, us, Dy)),dans Q.
.

V) ot integrons de 0 a T

(b (2 vy )

-1 jQ[(a(x, t, ug, Dug) —a(x, t, ug, Dy))|D(us — v) dx dt

1 jQ(ug —v)" g (x, t, us, Du, )dxdt
b [ e ) s
L - L jg <f— %_y; +div(a(x,t,ue, Dy)), (us — l//)_>df-

En utilisant (2.6),(2.10), (2.11) nous

avons: f— %—"t’ +div (a(x, t, ug, Dy)) € LP (0, T; L? (Q)) ; alors en appliquant ’inégalité
de Young le second membre de (3.17) est absorbé par le quatriéme terme du membre du

gauche.

De plus et grace a la stricte monotonie de a (voir (2.1)) le second terme de (3.17) est

positif sur I’ensemble ou u, < v.

Concernant le troisiéme terme de (3. 17) nous pouvons écrire

I=-1 (us — ) ge(x, t, us, Dug)dxdt

J.{ugit//, ug<0}

1

5 I{OSugSw} (ue —w)” ge(x, t, ug, Dug) dxdt = 11 + I,

D’apres la condition de signe sur g, /1 est positif
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Pour /> nous pouvons utiliser les conditions de croissance de g, 4, b et y™.

Alors nous avons
|g(x9 t) Ug, DM8)| < Kl +K2 |D1/lg|q.

Ainsi nous pouvons avoir les estimations suivantes pour /5 :

AR Que—y)” dxdt + K |
{0<u; <y} {0 <ue <y}

Il est clair que

ug_ -
) <=V,

En ce qui concerne 4, nous utilisons (3. 10) et I’inégalité de Holder

A=K | Dugfr LV gar < &, |

{0<ue <y} {0<u <y

Choisissons 7 tel que : gr = p alors ¥’ = —£— alors 4, < C|| (”82")7
p—q

I L"(0)

Comme g < p — 1 et ainsi ¥ < p, nous obtenons |4, < C||2- | r(0)-

Finalement nous avons

p
<C

H (w:—y)~
&
LP(Q)

Quand ¢ - 0 nous avons

(uz —w)” - 0dans L”(Q) fort

Par conséquent

u > y p.p dans Q

Ainsi (2. 14) est démontré.
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Du e 2= e = 4, + 4.

1
]

" dxdt

(3.18)

(3.19)
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3.4 Equi-intégrabilité de g.(x,t,u.,Du,)

Nous adaptons une méthode dans [W] pour la démonstration de I’équi-intégrabilité de

gs <x, t, Ug, Du5>.

Soit 6 > 0 et soit £ un sous-ensemble mesurable inclus dans Q

On définit les ensembles :

En utulisant les estimations (3.10) et (3.12) de u. et g. ainsi que les conditions

Fs={(x,t)eQ:|u<5}

Gs={(x,1) €O |ul>5}

(2.2),(2.3) et (2.4) nous obtenons les majorations suivantes :

-

~

I, | g Gx t, us, Du,) |dxdt

'[EﬂF~| 8e <X, f, Ug, Dug) |dth

+J‘EQGN| 8e <X, I, U, Dug) | dx dt
< o ™) (G 1) +1Duc?)
+ %IEHGS us g (x, t, us, Du, ) dxdt

<(p+5") [ (h(x 1) +|Dus|") dxdt

+% _[E Ug Q¢ (x, t, Ug, Du8> dx dt

< (p+ ") (Il o g EFCI (BN ) + + Cs.

47

(3.21)



Nous déduisons alors de (3.21) en choisissant un ensemble £ de mesure suffisamment
petite et la premiere valeur delta suffisamment grande que

g (x, t, Ug, Dug> est équi-intégrable. (3.22)

En prenant £ = Q dans (3.21) nous obtenons

gs(x, t, us, Du;) estborné dans L'(Q). (3.23)

3.5 Convergence presque partout de u. et Du,

D’aprés (3.2) nous pouvons écrire

Oue

~= =div (a (x, 1, ug, Dug)) + gp+1 (e —w) 7|72 (s — p)
+f_ 8e (x, L, ug, Dus) = A7+ 435
avec :

A5 =g: (x, t, ug, Dug).

Comme u; est borné dans L?(0, T; Wy (Q)) (voir (3.10)) et 220 est borné dans
LP(Q) (voir (3.18)) nous déduisons alors d’apres (3.23)

/
Oug

ot

= Af+ 15

avee:

b (3.24)
A5 est borné dans L7 (0, T: W11 (QY))

et A% est borné dans L'(Q).
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Comme A] est borné dans L'(Q), g (x, t, U, Dug>est équi-intégrable.

Donc nous pouvons extraire les sous-suites encore notées par A5 et A5 tel que :

A% — A dans LP' (0, T; W~'7'(Q)) faible (3.25)
A5 — Ay dans L'(Q) faible. (3.26)

Ce qui implique
% = A1+ Ay € LP(0, T: W17 (Q)) + L1(O) (3.27)

Ce qui prouve (2.13).
D’aprés (3.24) et I’estimation (3.10) sur u, nous avons

p
u; estborné dans LP(0, T; Wy '"(Q))

avee:

Ug

< aat est bornée dans (3.28)

L7, T; wr'@)+ L' (0, T L'(Q)) < L'(0, T: W17(Q))

. N p
Vr<1nf{N_1,p_l}.

~

Comme W(l)’p (Q) cLP(Q) c WL (Q) pourp > r, la premiére injection étant
compacte ainsi d’apres un lemme de type Aubin (voir par exemple proposition 3.2 chapitre
1) u, est relativement compact dans L?(Q) alors on peut extraire une sous-suite encore
notée par u, tel que :

us ~ udans L? (0,T; LP(Q)) fort (3.29)
Ce qui entraine
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us > up.pdans Q. (3.30)

Pour la convergence presque partout de Du. nous appliquons un nouveau théoreme de
compacité dans [BM1] et [BM2] plus précisément le théoréme 3.3 [BM2] (voir chapitre 1).

Comme u. est borné dans L”(0, T; W(l)’p (Q)) et comme

ag; —div (a (x, t, U, Dug>> =f+ gplfl (e —w) P2 (ue — )~

(3.31)
—g:(x, t, ug, Du;) = A% + A§ estborné dans L' (Q) + L'(Q)
En raison du fait que I’approximation g.(x, ¢, u., Du,) est faiblement compacte dans
L1(Q) voir (3.22),(3.23)et (3. 18), ainsi pour une sous-suite encore indicée par epsilon
nous avons
Du, - Du dans L1(Q) fort Vg < p, (3.32)
Par conséquent
Du; - Dup.p dans Q. (3.33)
3.6 Passage a la limite dans I’équation
D’apres (3. 1) nous avons
g:(x, t, ug, Du.) — g(x, t, u, Du) p.p dans Q, (3.34)
D’aprés (3.30),(3.33) et (3.22), nous déduisons alors d’apreés le théoréme de Vitali
ge(x, t, ug, Du;) —» g(x, t, u, Du) dans L'(Q) fort . (3.35)

Comme u.g. (x, t, Ug, Du8> > 0 p.p dans Q alors d’aprés (3.12), et le lemme de Fatou
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ona:
ug(x, t, u, Du) € L'(Q). (3.36)

Ainsi (2. 17) est démontrée. De méme comme u, est borné dans L?(0, T; W(l)’p (Q)) (voir
(3.10)) et comme u, et Du, tendent vers u et Du p.p dans Q nous avons

a(x, t, us, Dug) — a(x, t, u, Du) dans L? (Q) faible (3.37)

Enfin comme @ est borné dans L?(Q) (voir (3.18)) nous avons

gl}_l s —w) P2 (us — )~ —~ pdans L” (Q) faible. (3.38)

Ainsi u € L (Q), u > 0 ce qui prouve (2.15),(2.16)

A présent nous pouvons passer  la limite dans I’équation (3.2), nous retrouverons ainsi
I’équation (2.18).

Reste a montrer (2. 19) c’est-a-dire

p (u—y) =0 p.pdans Q,

qui résulte de (3.29), (3.38), (3.18) et de I’équation suivante :

(ue —w)~ ||”
&

1

gp!

(e =) 172 (us — )™ (ue—y) = —¢ (3.39)

3.7 Condition initiale

Il reste a montrer (2.20) et (2.21) du théoréme.

Si pour 7 < inf {%, Ll nous avons
i
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ue — u dans C(0, T; W='"(Q)) fort . (3.40)

Alors nous pouvons passer a la limite dans 1’équation u.(x,0) = uo(x) et u vérifie la
condition initiale.

Rappelons que g.(x, ¢, u,Du.) converge dans la topologie forte de L'(Q), (voir (3.35)).

Nous pouvons alors améliorer comme suit (3.24)

6{;’; = A% + A5 avec A% borné dans L”' (0’ T: W—l,p'(Q)>

(3.41)
et A5 relativement compact dans L1<0, T; LI(Q)>
Comme on a I’injection continue
WL Q)+ LN(Q) ¢ W (Q) (3.42)
Alors pour tout 2 > 0 nous avons
/
||u8 (t + h) - ug(t) || W’L’(Q)
_ t+h o oo e '
= |17 ag+ a9 ar | .
< (3.43)
t+h t+h
< CJ Ay @'+ CJ RS N 1yt

1
S C h P ||A’§; ”Lp/((), T, W—l,p’(Q)) + CHA’E ”L1<t, t+/’l;L1(Q)>‘
N

Ce qui implique que u, est uniformément équi-continue dans C (0, T, w ’(Q)).
Sachant que u. est bornée dans L® (0, T; LZ(Q)>, (voir (3.11) ), alors d’apres le

théoréme d’Ascoli (voir par exemple proposition 3.3 chapitre 1 ) u, est relativement
compact dans C(O, T, Wf”(Q)) ce qui prouve (3.40).
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4 Commentaires sur la démonstration

1) Nous avons supposé aa—"t’ e L”'(Q) ainsi que &g—; e L”(Q) (voir (2.10)) d’aprés
proposition 3.4 chapitre 1.

2) Nous avons supposé¢ dans cette démonstration p > 2. Cette méthode nous semble
difficile a étendre pour le cas ou p < 2.

3) Il est difficile d’affaiblir I’hypothése (2.11) car celle-ci semble indispensable pour

mener cette démonstration. On retrouvera dans [Do], (voir, hypothéses (9), (10), pp. 4) une
condition similaire.

La condition (2. 11) peut étre considérée comme suit:

Nous définissons pour u € L? 0, T, W(l)’p (Q)) la fonction
G =f-=+ diva(x, t, u, Dy).

Les hypothéses sur a, v sont fixées afin d’avoir G € L”' (Q). Dans le cas ol @ est
indépendant de u, il est nécessaire d’avoir une condition de régularité sur I’obstacle .

Dans le cas contraire, ¢’est-a-dire lorsque a dépend de u il nous semble préférable

d’avoir une condition sur la dérivée de a(x, ¢, s, ) parrapportax, s, &. Ainsi (2.11) est
vérifiée pour une fonction a de la forme a(x, ¢, s, &) = b (x, t, s) |E]? 2E.
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CHAPITRE 4

INEGALITE DE
LEWY — STAMPACCHIA
PAR PENALISATION



1 Introduction

Notre but dans ce chapitre est I’étude de I'inégalité de Lewy-Stampacchia pour
I’inéquation variationnelle parabolique, traité dans le troisi¢éme chapitre.

On commence par présenter quelques résultats obtenus pour cette inégalité dans le cas
elliptique ou la partie principale est un opérateur de Leray-Lions.

D’abord nous présentons des résultats démontrés récemment par pénalisation, puis on
donne une démonstration de cette inégalité dans un cas linéaire parabolique simple avec un
obstacle v = 0 et enfin on donne comme perspective les étapes a suivre avec les difficultés
rencontrées pour I’obtention de cette inégalité dans le cas général.

L’inégalité¢ de Lewy-Stampacchia a d’abord ét¢ démontrée par Lewy-Stampacchia
dans [LeS] pour le probléme de Laplace avec obstacle. Elle a ensuite été généralisée a de
nombreux cas de problémes du deuxieme ordre avec obstacle, car elle constitue un outil
puissant pour démontrer des résultats d’existence et de régularité.

Il serait vain d’essayer de donner une bibliographie compléte de I’ensemble de ces
travaux. A. MOKRANE et F. MURAT ont récemment repris 1’étude de cette inégalité, et
ils ont donné une nouvelle démonstration, basée sur la pénalisation ’naturelle”. Cette
nouvelle méthode leur a permis de démontrer 1’inégalité de Lewy-Stampacchia pour une
classe d’opérateurs pseudomonotones et non pas seulement pour des opérateurs
monotones. Dans un premier temps ils ont obtenu cette inégalité pour un probleme
unilatéral [MM1].

Ensuite, ils ont poursuivi cette étude dans le cas du probléme bilatéral avec un
opérateur de type Leray-Lions assez général [MM2], puis le cas d’un probléme
quasilinéaire ou I’opérateur comporte un terme avec croissance quadratique par rapport au
gradient [MM3]. Enfin ils ont traité le cas d’un probléme non linéaire ou I’opérateur
comporte un terme avec croissance d’ordre p par rapport au gradient [MM4]. Chacune de
ces extensions a présenté ses difficultés et elles sont notables.

Pour illustrer la méthode de pénalisation utilisée par A. MOKRANE & F. MURAT, on

considére un probléme linéaire avec obstacle 0 [MM1]. On considere une fonction u dans
H{(Q) et une mesure de Radon u qui vérifient:
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-Au—f=pu dans Q,
u=>0, sur 0Q,
< u>0, dans Q, (1.1)
uw=0, dans Q,
L (w) =0,

ou le probléme équivalent: u solution de 1’inéquation variationelle

IQ DuD(v —u)dx > {f,v —u), Vv € K(0),
u € K(0),

avec
K@) ={ve H|(Q): v>0p.p.dans Q}.
Quand le second membre f'est dans le dual d’ordre V% de H{(Q), ou
3= H Q) - H ()",
on démontre que la mesure yu satisfait ’inégalité de Lewy-Stampacchia:

TR (1.2)

La nouveauté dans ces travaux est dans la méthode utilisée pour démontrer I’inégalité de
Lewy-Stampacchia. En effet on part du probléme pénalisé

~Aug — +u; =f*—f,  dans D'(Q),
u; € Hy(Q),

01‘1]‘6 e H\(Q), j’ > 0 est une approximation de la partie négative f ~ de f (I’existence
d’une telle approximation existe, voir [MM1]). On définit
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Le résultat principal est alors de démontrer que

zz — 0 fortement dans L2?(Q).

Pour cela on pose

et on a, par définition de z,

A

fg —Ue =Zg = Zf —Z; = —Zg,
Par passage a la limite on obtient

fT=n=0,
i.e. 'inégalité de Lewy-Stampacchia (1.2).

Cette démonstration est directe et relativement simple (au moins dans le cas linéaire).
Elle n’exige pas I’hypothése de monotonie sur 4 comme dans F. DONATI [Do] et
U. MOSCO [Mo3] ou a été supposé la stricte monotonie de 1’opérateur 4 (remarquons
qu’en général 4 n’est pas monotone quand a(x, s, &) dépend de s). Enfin notons aussi que
les hypotheses de régularité sur a, fet sur I’obstacle v, pour 1’étude des inéquations
variationnelles, sont dans un sens minimales.

On aura besoin aussi pour démontrer 1’inégalité¢ de Lewy-Stampacchia, d’un lemme de

densité : le cone positif de W(l)’p (Q) est dense dans le cone positif de W ~-7'(Q). Ce lemme
a ét¢ démontré par F. DONATIL.& M. MATZEU [DoMa], F. DONATI [Do] par utilisation
de I’inégalité de Lewy-Stampacchia. A. Mokrane. & F. MURAT [MM1], le démontrent ici
sans utiliser I’inégalité¢ de Lewy-Stampacchia, mais aussi par la méthode de pénalisation
naturelle.

En fait, I’inégalité¢ de Lewy-Stampacchia, a savoir

p=A@w-f<(-4W))", (1.3)

est satisfaite dans le cadre général des problémes elliptiques non linéaires avec obstacle du

type.

Au),v—uy > {f,v—u), Vve K(y),
(1.4)
ue Ky),

ou
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Kiy)={ve Wy”(Q): v>y pp.dans Q.

Ici ’inconnue est la fonction u € W(l)’p (Q). Les données sont I’opérateur

pseudomonotone de Leray-Lions A(v) = — div (a(x, v, Dv)), qui opére de W(l)’p (Q) dans
w17 (Q), obstacle y, qui appartient & W'-7(Q) avec v < 0 sur 0Q, et le second membre

£, qui est supposé tel que g = f— A(w) est dans le dual d’ordre
vV, = (W1 Q) — (W1 (Q))*. Sur la fonction a(x, s, &) on met I’hypothése de forte

monotonie, localement Lipschitz (ou continuit¢ Holderienne) en & et continuité
Holderienne locale en s ; ces hypotheses n’impliquent pas que le probleme (1.4) admet une

solution unique.

La démonstration de (1.3) est alors similaire a celle faite dans le cas linéaire, mais elle

est plus technique.

Posons
g=f-Aly) eV,

d’abord, on s’intéresse au cas des données régulicres ou

-
g € W(l)’p(Q) N L*(Q) (et non pas seulementa W17 (Q)),

v € Whr(Q)N L*(Q) (et non pas seulementa W-7(Q)), (1.5)

A

avec v < 0 sur 0Q.

On considére donc le probléme pénalisé
Aws) = s =) =f=g*—g +AW).
Posons
Ze=g — (s —w),
on obtient comme dans le cas linéaire

zz — 0 fortdans L'(Q).

On définit

He = %(MS - W)_a
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et en passant a la limite dans
- + - -
8§ —Ue =2Zg =Zs —Zg 2 —Zg,
qui découle de la définition de z., on obtient que

g —u=0, (1.6)

i.e. I’inégalité de Lewy-Stampacchia (1.3) sous les hypothéses précédentes (1.5) sur g~
ety.

Ensuite on considére le cas général ol g ~ appartient seulement & W 17 (Q) et y
seulement dans W'?(Q) avec v < 0 sur 6Q. On approche g ~ par
gn € W(l)’p Q)N L*(Q), g, > 0 (I’existence d’une telle approximation est démontrée
aussi par pénalisation, voir [MM1] et y par v, € W"7(Q) N L*(Q) avec v, < 0 sur 0Q.

On passe a la limite dans (1.6), i.e. dans g, — u, > 0, et en déduit I’inégalité de
Lewy-Stampacchia dans le cas général. Par ailleurs A. MOKRANE & F. MURAT [MM2]
ont considéré 1’inéquation variationnelle avec deux obstacles pour un opérateur de
Leray-Lions

/
ue Ky, ya),

< _[Q a(x, u, Du)(Dv — Du)dx + jQ ao(x, u)(v—u)dx > {f,v—u),

L Vv e K(V/la 1//2),

et ils ont démontré, sous des hypotheses minimales, assez faibles sur les données
Q, p, a, ao, f, y1 et w2, que toute solution de ce probléme vérifie I’'inégalité de
Lewy-Stampacchia

( (= div(a(x, ya. Dy2)) +ao(x, w2) —fx))"

A

< — div(a(x, u, Du)) +ao(x, u) —flx)

L < (=div(alx, y1, Dy1)) +aolx, y1) —fx)) "

Cependant, ces hypothéses de régularité assez faibles sur les fonctions a et ag et sur les
obstacles y| et v, n’entrainent pas ’unicité de la solution de 1’inéquation (ni de la solution
de I’équation correspondante) (voir [BGM], [CC], [CM]), IIs démontrent néanmoins
I’inégalité de Lewy-Stampacchia pour toute solution de ce probléme, et non seulement pour
une seule solution comme dans [MM1] pour le probléme unilatéral.
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Enfin cette méthode de pénalisation naturelle a permis de démontrer indépendamment
les deux parties de 1’inégalité de Lewy-Stampacchia.

Par la suite ils ont considéré dans [MM3], I’inéquation variationnelle avec obstacle
unilatéral pour le probléme quasilinéaire avec un terme non linéaire a croissance
quadratique par rapport au gradient

(e K(y) N L),

IQA(x)Du(Dv — Du)dx + XIQ u(v—u)dx

> IQ H(x,u,Du)(v — u)dx + Igﬂv —u))dx,

Vv e K@) NL (@),

pour laquelle ils ont démontré, sous certaines hypothéses sur les données, I’inégalité de
Lewy-Stampacchia:

0 < — div(4(x)Du) + Au — H(x, u, Du) — f(x)

< (= div(A)Dy) + Ay - Hx, v, Dy) —fix)) "

Enfin, ils considérent dans [MM4] un probléme avec obstacle pour un opérateur du
second ordre du type Leray-Lions perturbé par une non linéarité a croissance d’ordre p par
rapport au gradient:

( u e K(y) NL*(Q),Vv € K(y) N L7(Q),

J.Q a(x, u, Du)(Dv — Du) dx + /IIQ u(v—u)dx

A

—IQH(x, u, Du)(v—u)dx > 0,
(S

ouK(y) = {ve W"(Q) : v>y pp.dans Q}, a(x, s, &) : QxR x RY - R est une
fonction de Carathéodory qui est p-coercive et qui vérifie certaines hypotheses de
croissance , de monotonie en &, de locale lipschitzianité en & et s.

Soit A € Rety € W»(Q), avec A > 0, y* € Wy (Q) N L*(Q), et soit
H: QxR xRY — R une fonction de Carathéodory qui vérifie
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(H(x, s, | < C(1+EF)
et (|H(x, s, &) = H(x, y(x), Dy(x))| < C(ls—y )| +[¢ - Dy ()| +[S - Dy (x)[P).
On définit I’opérateur
B Whr(Q) » WP (Q) + L1(Q)
par
B(v) = — diva(x, v, Dv) + Av — H(x, v, Dv),
Vv e WLP(Q), et on suppose que B(y) € Vp*/ avec
By)t € L*(Q).

Sous ces hypotheses, et par 1’utilisation de la pénalisation naturelle, ils démontrent que
I’inégalité de Lewy-Stampacchia:

0 < B(u) < B(y)",

pour au moins une solution du probleme avec obstacle est vérifice.

2 Inégalité de Lewy-Stampacchia pour une
inéquation variationnelle parabolique linéaire avec
obstacle vy = 0

Nous présentons dans cette section une démonstration de 1’inégalité de
Lewy-Stampacchia par la méthode de pénalisation pour une inéquation variationnelle
parabolique linéaire avec obstacle y = 0 suivante :

( 2 — Au—f= pdans Q = Qx]0,T]

u>0, u>0, etp.u =0 dans Q
< 2.1)
u(x,t) =0 sur X = 0Q x]0, 7]

u(x,0) =0, xe Q.
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Cette démonstration consiste a prouver que la mesure u vérifie ’inégalité de
Lewy-stampacchia

w<f. (2.2)

ou f'est supposée appartenir au dual d’ordre V' * de L? (0, T, H} (Q)) qui est définie par
ve= (220, T; H'(Q)))" - (2*(0, T: H'(Q)))".

La preuve de I'inégalité de Lewy-Stampacchia (2.2) sera alors effectuée en quatre
étapes

1- Pénalisation et estimation a priori
2- Preuve du résultat d’existence
3 - Convergence forte dans L?(Q) de z;
4- Preuve de I’inégalité de Lewy-Stampacchia
L’idée de cette démonstration est inspirée de 1’article [MM1], dans lequel cette preuve a été

effectuée pour le cas elliptique.

2.1 Pénalisation et estimation a priori

Comme fe V*
f=r-r
(2.3)
ouf*et f~sont des éléments non négatifs de L2(0,T;H'(Q))
Nous approchons /™ par une suite f; qui satisfait
A
fg e L*(0, T H}(QY)), f; > 0,% >0, f; - f~ dans L%*(0,T;H'(Q)) fort; (2.4)
une telle approximation existe, selon le lemme 5.1 démontré dans [MM1].
Nous supposerons également que
2
e||fe 0. Hv) 0 quand e - 0. (2.5)
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Le probléme pénalisé correspondant a (2. 1) est

- .
Qe _ Auy — Lus =f*— f, dans Q,

ot

< ue € L2(0, T; HY(Q)) (2.6)

L u5<x, 0) = 0 sur Q.

le probléme (2.6) admet une solution d’apres un résultat classique (voir J.L. LIONS [L] p
69).

Multipliant I’équation pénalisée par la fonction test u, et intégrantde 0 a ¢ < 7 on
obtient:

[, ugdt + [ [ |Dug|*dx dt’

2.7)
t _12 ¢ A
i [ J |ue | dudi’ = [ (f* = for us)dt
Comme
t aug / 1 J‘ 2
JUgydt = = ugl||dx >0
J (Frued = 3] el
et que de plus
/ t ~ t A
Jo{f* e ey’ < [ [ = | el
< < ”f+ _f:()”Lz((),T;]—[*](Q))||u5||L2(O,T;H(1)(Q))
L < clluell 20,1505
il en résulte alors
et 17200 o oy < €l | 200 7
L2(0,T:HY(Q)) = & 11 2200, 1H) ().
Donc
2
||u8 “Lz(O,T;H(l)(Q)) < Cl (28)
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luz 1720y < € Co (2.9)

2.2 Preuve du résultat d’existence

Définissons

e = Lus. (2.10)

Il vient d’aprés (2.4) et (2.6) et de I’estimation (2. 8) que:
He = 6gf — Au; —f* + f; est borné dans L%(0, T; H'(Q)) et ainsi nous pouvons

extraire une sous suite (encore notée par ¢) telle que :

u; —~ udans L2(0, T, H{(Q)) faible,

(2.11)
pe ~ pdans L2(0, T; H'(Q)) faible
Par conséquent
ue L2(0, T, H(Q)), p e L2(0, T; H'(Q)).
En passant a la limite dans I’équation (2.6) on obtient
% “Au—u=fr—f =fdans (Q). (2.12)

D’aprés (2.9), nous déduisons que u; — 0 dans L?(Q) fort et comme u, = uf — uz il
en résulte que: u > 0 p.p. dans Q.

La propriété u > 0 suit de (2.10).

Pour obtenir “I’égalité complémentaire* u.u = 0 p.p dans Q" nous utilisons (v — u,)
avec v € L? (O, T; Hé(Q)), avec : v > 0 p.p dans O, comme fonction test dans (2.6)

Ainsi (u, 1) est une solution de (2.1).

2.3 Convergence forte de z; dans L>(Q)

Définissons a présent

64



Zg :fg - %u&'—.

Comme f, € L2(0, T; H\(Q)) z. € L*(0, T: H)(Q))

L’équation (2.6) peut étre réécrite comme

Oug
ot

Multiplions 1’équation (2. 14) par la fonction test — z; et intégrons de 0 a T:

T T T T
[ (e — 2yt + [ g —z5ydt + [ ozt = [ (25t
0 0 0 0

ot

Comme

f*=0dans 22(0, T; H'(Q)) = (f*,—z;) < 0.

Ainsi

ot

T Oue _ _
Jo (e 25y de+ ] DuD(=z;)dx

+[ e Pt = [ (=) di < 0

Montrons que z; - 0 dans L?(Q) fort.

Définissons

E;, = {(x, t) e Q: Zg<x, t) < 0}.
Comme fg > 0, il en résulte d’apres les définitions (2.13) et (2.16):

Uug < 0sur E,.

D’aprés (2.4) et (2.17) nous avons

_Aug'i'Zg =f+
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(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



-
JZ ag; ,—Z§>dt = J.OT_[Q ag; (=zz )dx dt = IZIQ ag; zg dx dt

r A T A T A
' J‘ojﬂ%(fg —%ug)dxdt: J‘OJ.Q % fo dxd —%JOIQ Sz dx dt
= _I:JQ ug%% dx dt + Zl—gfgwg(x’ T)Pdx > 0
.
Comme

Us = uf —ue,
alors (2.16) et (2.17) donnent
j Dut D(~z;) dx dt = j ut Az; dxdi = 0
0 0
Ainsi (2.15) s’écrit
| —Duz D(—z;) dvdr+ | |z5Pdxat < 0.
0 o
Utilisons la définition (2.13) de z; : —u: = &(z; — f;) et calculons le gradient:
—Du: = 8D<zg —f;) p.p. dans Q.

Nous obtenons alors

gj D(zs — f2) D(~z;)dxdt + j 125 |2dxdt < 0. (2.18)
0 0

Par I’inégalité¢ de Young a (2.18) il vient:

Ze

2 A
ef \Dzz|* drdi+] |zo | dvdt < e[ Df.D(~z;)dxdt

< £ [ | |"dvde+ £ [ |Dz; dat

Donc
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Ze 2alxdt

 ddt + j

dndt < £ jQ|ng

g Jos e,

Comme

2
dxdt > 0

o

et que de plus

) ;
I2i gy < 5 ] ID] dvdt = £DA g, 0

et ceci d’apres (2.5) alors

z¢ converge fortement vers 0 dans L2(Q). (2.19)

2.4 Preuve de I'inégalité de Lewy-Stampacchia

D’apres les définitions (2.13) et (2.10) de z; et u. on a:

A~

Je— He = Ze.
Comme
Ze 2 —Zg
alors
fot 2z 2 e (2.20)

I1 en résulte alors /= > pu qui est le résultat voulu, et ceci grace a I’hypothése (2.4) sur
fe et la convergence forte (2.19) de z- .

3 Idées pour I'obtention de l'inégalité de
Lewy-Stampacchia dans
le cas général

Notre but dans cette section ¢’est de donner une idée et des pistes possibles en vue de
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montrer cette inégalité¢ de Lewy-Stampacchia pour une inéquation variationnelle
parabolique et plus précisément pour le probléme qui a été traité dans le chapitre 3 de cette
thése. D’abord pour un obstacle v = 0, puis pour v # 0.

On reprend ici les hypothéses du théoréme d’existence dans le chapitre 3 sur les
données a , g, f.

On part du probléme pénalisé avec ’opérateur de pénalisation ——u. et on considére le
probléme suivant:

4 Oue

ot

m

div a(x, t, us, Dug) + ge(x, t, ug, Dug) — ~uz; = h$ —h

ug(x,O) = MO(X), X € Qa

< 3.1)
us =0 sur X =Qx]0,7]

| wee (0, T, Wi (©@),

avec pour ¢ fixé |g¢| < L, g.(x,1,5,E) s> 0. Ainsi g. € L ce qui donnera:

Ou, , Ly
SEelr (0,7, w17 (Q)).
L’existence est démontré par N. BELLAL [Be], méme dans le cas y # 0.

Notre but est de donner une idée pour démontrer cette inégalité¢ de Lewy- Stampacchia,
i.e., de démontrer le théoréme suivant avec

gs(x, 1,5, O < b(|s]) (h(x,0) +[£]7), h e L1(Q), ¢ <p.
Théoréme 3.1
Sif*, f~ e LP' (O, T; W7 (Q)) et si les hypothéses sur a, g assurent que le probléme:

/
% — div a(x, t, u, Du) + g(x, t, u,Du) — f = udans Q = Q x]0, 7]

u>0, u>0, etpu.u=0 dans Q
< (3.2)
u(x,t) =0 sur X =0Q x]0,7]

u(x,0) =0, xeQ,
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admet une solution, alors cette derniere vérifie I’inégalité¢ de Lewy-Stampacchia:

O<u<f.
C’est I’inégalité de Lewy-Stampacchia pour une solution de I’'inéquation variationnelle
(I.V.). Cette solution est une solution forte.
L’existence de solutions pour I’LLV. a ét¢ démontré par A. MOKRANE [M] et a été
généralisée récemment au cas ou I’obstacle w # 0 par N. BELLAL [Be] .
Pour démontrer 1’inégalité¢ de Lewy-Stampacchia, on utilise des techniques

¢lémentaires, mais on refait plusieurs fois la méme chose et on reprend des idées de
DONATI [Do] et de MOKRANE & MURAT [MM1].

Schéma a suivre pour la démonstration de I’'inégalité de Lewy-Stampacchia

Premiére étape : On considere le cas ou a est définie a partir d’un opérateur de

Leray-Lions,

C l+élgl”

h5 >0, h5 réguliere, h5 — f.

Deuxiéme étape : ( Lemme de densité)

On démontre que pour f~ donnée ,
[720, fTeLlr (0T W7 (),

Il existe un A5, tel que h5 — f~.

Pour cela aussi on reprend les idées de DONATI [Do] et MURAT & MOKRANE
[MM1], avec

g=0c¢eta(x, t, s, &) =|EP2E

On multiplie I’équation (3.1) par la fonction test —z, ou
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Zg - hg - %u&'—,

et on inteégre par parties, ce qui demandera a /5 assez de régularité en espace et en temps
qui serait éventuellement d’avoir:

B € LOTWIQ), <L)

par contre
hi =f* e L0, TP (Q),

devrait étre suffisant.

On effectue les calculs comme dans le cas elliptique ( voir MOKRANE & MURAT
[MM1]).

Il y a deux termes supplémentaires :

1) Le terme en g., qui ne pose aucun probléme, car
gs(x, 1, ug, Du,)(—z: ) # 0,
seulement si z, < 0, ce qui implique u, < 0, donc g.(x, t, u., Du;) < 0;
JQ g:(x, t, ug, Du;)(—z¢ )dxdt = J.Eg g:(x, t, us, Dug)(—ze )dxdt
ou
E. =<1 € Q,/ z:x,t) <0},
par suite
IEg g:(x, t,ug,Dug)(—z: )dxdt > 0.

2) Le deuxiéme terme est:

< aug -

comme
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ona
ug = 8(28 - hg):
par suite (formellement)

Ou.
ot

o(uf —ue ou} - R -
% L e Zg +8i(Z5— 2)(—28 )

(2 = ot ot

Hz) = -

Et on essaierait de montrer que pour ¢ > 0 fixé, on a

T ooug ., _ (7 ohs _ ..
-[o< EraL Ydt = jo JQ &5 % dxdt + (un terme positif) (3.3)
On approche
ue € LP(0, T WhP(Q))  avee % e 1P (0, T: W17 (Q))

par une suite
L,p 5§0n !
o, € LP(0,T; Wy (Q)) avec e e L7 (Q).
On travaille a € fixé on obtient de (3.3) :
T
[«
0

Dans ce cas les calculs sont licites dans (3.4) et on fait le passage a la limite en n d’ou
(3.3) pour &. Ceci nécessite la densité de H'(Q) dans

00, —, (Tt ony - .
ETREEL Yt = ¢ Io J.Q o dxdt + (un terme positif) (3.4)

W=<uelPQO,T; W(l)’p(Q)) avec % e LP (0, T, W17 (Q))},

On utilise alors le lemme de densité pour obtenir la convergence :
¢ — h~ fortdans L”(0,T: W 1r'(Q)).

Perspectives :

La démonstration de I’inégalité de Lewy-Stampacchia pour le probléme que nous
avons traité est I’une de nos principales perspectives. Elle a été prouvée, comme nous
I’avons vu au chapitre précédent, dans divers contextes. Mais il semble que pour les
¢quations ou les inéquations d’évolution un obstacle de structure persiste.
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Cet obstacle est analogue a celui qui fait que divers chercheurs dans le domaine ont été
amenés a ajouter une hypothese de régularité en temps sur la fonction y qui définit
I’obstacle et qui ne semble pas, a priori, tout a fait naturelle (voir [BC], [BGM], [CC], [Do],
[LeS], [MM1], [MM2], [MM3], [MM4]).
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Conclusion et perspective

Dans cette thése, en utilisant la méthode de pénalisation et des outils de 1’analyse
fonctionnelle non linéaire, nous avons établi un théoréme d’existence pour une inéquation
variationnelle parabolique avec obstacle v # 0, dont la partie principale est un opérateur

de Leray-Lions qui opere de L?(0,T; W(l)’p (QQ)) dans son dual, et avec une perturbation non
linéaire a croissance d’ordre ¢ < p — 1. Ce résultat généralise les résultats obtenus dans le
cas d’un obstacle y = 0.

Nous avons aussi obtenu par la méthode de pénalisation une inégalité de
Lewy-Stampacchia pour une inéquation variationnelle
parabolique dans le cas linéaire.

Quelques perspectives :
I1 serait intéressant de songer a étendre 1’étude de 1’inégalité de Lewy-Stampacchia
aux inéquations variationnelles paraboliques non linéaires. Il serait aussi souhaitable

d’obtenir les résultats de notre théoreme sous des hypotheses plus faibles et plus générales
(en particulier sur p et sur le second membre f).
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