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Résumé

Le but de cette these est d'étudier certaines propriétés
guantitatives et qualitatives de larges classes de systemes et
d'équations intégro-différentielles non linéaires a retard
fonctionnel de type neutre et de présenter des extensions de
résultats antérieurs. Ces extensions s’appliquent a des classes
plus étendues d’équations a retard fonctionnel non borné. Les
techniques de point fixe et du degré de coincidence de
Mawhin sont utilisés pour établir des résultats de stabilité
asymptotique et d'existence de solutions périodiques et
positives pour certains systemes a retard. Des exemples
d'applications sont fournis pour illustrer les travaux établis
dans cette these.

Mots clés : Equations différentielles a retard. Point fixe. Degré
Topologie



Abstract

The purpose of this thesis is to study some quantitative and
qualitative properties of large classes of systems and nonlinear
intégro-differential equations with functional delay of neutral
type in the hope to establish extensions of some anterior
results for a large class of equations and systems with
unbounded functional delay. The technique of fixed point
theory and the degree of coincidence due to Mawhin are
mainly used to establish asymptotic stability results and
existence of positive and periodic solutions of certain system
of equation with delay. Examples are given to illustrate our
claims.

Key words: Differential time equations. Fixed point. Degree
Topology
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Introduction

Les premiers travaux sur la stabilité ne retenaient, des équations différentielles ordi-
naires (EDO), que leurs approximations linéaires du premier ordre. Il a fallu attendre
quelques années pour que Lyapunov justifie et étend les propriétés locales déduites du
modele linéarisé. L'un des résultats principaux est la premiére méthode de Lyapunov qui
s’énonce

-si l'origine est asymptotiquement stable pour le systeme linéarisé alors il est locale-
ment asymptotiquement stable pour le systéme non linéaire.

Cependant il ne donne aucun renseignement quantitatif sur le domaine de stabilité
asymptotique. Cette lacune fut contournée par I'introduction des fonctions ou fonction-
nelles de Lyapunov. C’était la la seconde méthode de Lyapunov connu sous le nom de la
méthode directe de Lyapounov. D’autre part, ces fonctions ont une relation directe avec
la physique des systemes puisque tres souvent elles ne sont rien de plus que 'expression
de I’énergie totale du systeme qui, s’il est dissipatif, décroit au cours du temps afin que le
systéme rejoigne une configuration a énergie minimale.

Les premiers résultats sont apparus avec Lyapunov  la fin du 19°™¢ siécle et au début
du 20°™¢ siécle. Il donne alors une condition suffisante pour la stabilité des systémes non
linéaires. Chetaev, quant a lui, démontra un théoréme d’instabilité en 1934. Puis, Massera
établi une condition nécessaire et suffisante de stabilité. Hahn et Lefschetz achéveront
alors dans les années 1960 cette théorie.

Ces dernieres années, la théorie de point fixe a été introduite par les investigateurs
et elle s’est révélée un outil puissant pour la plupart des études de l'existence de so-
lutions périodiques, stabilité et stabilité asymptotique de la solution de certains pro-
blemes linéaires ou non linéaires associés a des équations différentielles et/ou intégro—
différentielles a retard fonctionnel non borné. La technique de point fixe a montré aussi
d’autres avantages sur celle de Lyapounov, les conditions de la premiere méthode sont
en moyenne, cependant celles de Lyapounov sont ponctuelles. Dans plusieurs études la
meéthode de point fixe s’est montré viable et incontournable.

Toutes les équations considérées dans ce projet sont des équations a retard. Dans la
description mathématique d’un grand nombre de phénomeénes, en biologie, en médecine,
en chimie, en physique, en technologie, et en sciences économiques, ... etc, on a I’habitude
de supposer que I’évolution du systeme dépend uniquement de son état actuel. Mais il
existe des situations ou 1’évolution d’un processus dépend non seulement de son état ac-
tuel, mais aussi des états antérieurs. On rencontre de tels phénomenes dans de nombreux
domaines, en particulier dans des systemes de dynamique de population. Parmi les mo-
deles mathématiques qui peuvent décrire de telles situations, on rencontre des équations
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Introduction 4

différentielles a retard, et des équations de type neutre. On trouve alors des équations dont
les termes temporels sont, d’'une maniere générale, des termes non locaux, faisant inter-
venir les valeurs de 1’état a des instants antérieurs, discrets ou distribués. Ces termes non
locaux sont soit d’ordre 0 (équations a retard), soit d’ordre 1 (équations de type neutre).
Enfin, les problemes étudiés peuvent se placer dans des domaines spatiaux ou autres et
se modélisent sous forme d’équations aux dérivées partielles. D’'une maniére générale, les
retards apparaissent a cause du temps nécessaire pour que le systéeme réponde a une cer-
taine évolution, ou parce qu'un certain seuil doit étre atteint avant que le systeme ne soit
activé. L'introduction des retards dans les modeles entraine l'apparition de fluctuations
avec des phases d’explosion, suivies de phases latentes ou méme des phases d’extinctions.
On peut grossierement situer les équations a retard comme étant a mi-chemin entre les
équations ordinaires et les équations aux dérivées partielles. La différence avec les équa-
tions ordinaires est que les données initiales sont elles mémes des fonctions. Ceci nécessite
une étude mathématique plus élaborée que pour les équations différentielles ordinaires.
La nature du retard (discret, continu, infini, dépendant de I’état, ... ) complique potentiel-
lement I’étude de I’équation.

De maniére générale, les équations a retard apparaissent de plus en plus fréquem-
ment dans la modélisation de I’évolution des populations. Les phénomeénes a " retard "
s‘observent également en physique, en mécanique des matériaux, dans la modélisation
des chocs de particules, ... etc. Dans la plupart des situations de la physique ou de la mé-
canique, le retard est considéré comme petit et estimé sans effet qualitatif, il est donc le
plus souvent ignoré. Dans ’étude des populations vivantes, la nécessité de tenir compte
du retard s’est imposée progressivement. Elle est introduite en écologie par V. Volterra,
elle a été étendue dans les années 70 a la biologie (prolifération de certains constituants
du sang, Glass et Mackey [72]), production cellulaire, Arino et Kimmel [13], a la théorie
des épidémies Yorke [[92] et Cooke [31] et a, peu a peu, fait son chemin dans ces domaines.

Dans le contexte des dynamiques des populations et de la biologie mathématique en
général, nous citons le livre de Bellman et Cooke [16] dans lequel nous pouvons trouver
les motivations pour étudier les systemes a retard. Des motivations biologiques, pour mo-
déliser et étudier théoriquement les systemes a retard, peuvent étre trouvées aussi dans
les livres de May [73]], Smith [74] et de Pielou [80]. Des exemples concrets de modéles
a retard en biologie mathématiques sont contenus dans les livres de Cushing [32]], Mac
Donald [71] et Gopalsamy [50]]. Nous citons aussi le livre de Hale [54, 87]] et Yang Kuang
[63] qui ont poussé I’étude des équations a retard a un niveau trés avancé, motivé par une
application biologique.

Volterra considéra en 1928 dans [89] le modeéle suivant

x'(t) = fi a(t —s)x(s)ds. (1)

avec un retard constant r > 0. Volterra a proposé une méthode pour construire une fonc-
tionnelle de Liapunov pour cette équation et son ceuvre a servi pour plateforme pour tous
les investigateurs venus apres lui. En 1963, motivé par les remarques de Volterra, Levin
[65] a construit une fonctionnelle de Liapunov pour 'analogue non linéaire de (1)). Il ré-
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Introduction 5

visa ensuite ce travail conjointement avec Nohel [66] et inclura dans ses études I’équation

t
X(1) = —f a(t,5)g (x(s)) ds 2)
t—r
avec la valeur initiale

x(t)=1(t) surl
On observe que si t = 0 I’équation (2)) devient

0
x'(0) = —J: a(0,s)g (x(s))ds.

r

Ceci nécessite la donnée initiale d’une fonction définie sur tout l'intervalle [-r,0] de R.

Lorsque I = [-r,0], il s’agit la d’équations différentielles a retard fini auquel cas l’es-
pace de phase C, est I’espace des fonctions continues de [—r,0] dans IR muni de la conver-
gence uniforme. Donc la solution x de (2)) doit dépendre d’un retard fonctionnel telle que
x(t) = (t), t € [-r,0]. Lorsque ¢ : (—o0,0] — R et x(t) = ¢ (t), t € (—00,0], alors pour ré-
soudre 1’équation (2)) pour t > 0, nous allons lui associer un retard fonctionnel infini qui
n’est pas nécessairement constant. On observe que lorsque le retard est non borné, on par-
lera d’équations différentielles a retard infini et cette propriété a permis de développer
une théorie complete des équations différentielles a retard sur des espaces multi dimen-
sionnels. Néanmoins, I'investigation des équations avec retard infini sur de tels espaces
exige et nécessite le développement d’autres outils d’analyse fonctionnelle pour faire face
aux problemes liés a ’aspect qualitatif des solutions. Les EDR et EIDR ont des applications
dans une tres grande variété de domaines. Nous donnerons quelques exemples d’EDR et
EIDR appliquées a la biologie et a I’écologie ainsi a I’électricité. D’autres exemples peuvent
se trouver dans la littérature foisonnante de ce domaine des mathématiques.

Dans le premier chapitre de cette these nous rappelons quelques outils de base et
nous présentons quelques résultats préliminaires essentiels pour ce travail. Nous donnons
en particulier quelques résultats fondamentaux sur la théorie de la point fixe et degré
topologique pris en majorité du fameux livres [86] et [75] . Un rappel sur les équations
différentielles a retard et les équations différentielles de type neutre est donné et pour de
amples détails on renvoi aux références [50},52, 53,54, 63}, [87].

Dans le deuxieme chapitre, nous allons étudier I’existence d’une solution périodique
positive pour un systeme d’équations différentielles non linéaire de type neutre a retard
donné sous la forme

% =+x (1) [G(tx (=11 (1), x(t =T, (1) — @ (1) X (t =7 (1))],
(3)
”;_‘t‘ —a(t)u ()= Ab(t) f (b u(t=5(8)=c(H)x(t=a (1)),

Avec, G(t,x1,...,X,) € C(IR”“,IR), G(t+w,x1,...,x,) = G(t,x1,..,x,) et f : RxR" - R,
€ C(R,R"), ¢,a,b,c e C(R,R"), r,0,0,7; € C(R,R) pour i = 1,n. sont des fonctions conti-
nues w—périodiques et w > 0 est une constante de R. Ou A > 0 est un parametre de R.
L'étude des systémes a retard appartenant au type neutre ne sera pas abordée. Cepen-
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dant, il est important de signaler la différence avec le type retardé. En effet, pour ce type,
les arguments du champ de vecteurs G font intervenir la dérivée de 1’état x; et par consé-
quent des dérivées retardées.

Dans le troisieme chapitre nous allons étudier une équation intégro-différentielle non
linéaire de type neutre a retards, 7;(t) >0 j = 1,N. Elle s’identifie a la forme

-

N
X4 f (%, %)%+ Zf aj(t,5)g; (s,x(s)ds+ ) bi(t)x'(t—7;(t)) = 0. (4)

j=1 _Tf(t) j=1

Ainsi, nous associons a cette équation une condition initiale,

x(t) = (1), t € [mto), to],

P € C([m(ty), to], R), mj(ty) = inf{t —7;(t), t > o},
m(tg) = min{mj(to) [1<j< N},

et
TjZ]R+—>IR+, b]-:1R+—>lR

sont des fonctions différentiables avec t — Tj(t) — 0, ] = 1,N lorsque t — oo et aj :
R* x [m(tg),c0) — R, sont des fonctions continues.

Beaucoup d’investigateurs des cas particuliers de (4) ont étudié la bornitude et la sta-
bilité de I’équation (4) par la technique de point fixe, Par exemple, T.A. Burton dans [18]
et D.Pi dans [79]

La notion de stabilité constitue une problématique centrale de la théorie du contrdle.
Souvent liée a la fagon d’appréhender un systéme, la stabilité possede un large éventail de
définitions. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a quelques notions particulieres de
stabilité. En particulier, on cite la stabilité au sens de Lyapunov. Les résultats que nous dé-
velopperons de ce Chapitre s’appuierons sur ces concepts pour démontrer des propriétés
de stabilité des systemes a retards étudiés.

Dans le dernier chapitre nous considérons I’équation intégro-différentielle de second
ordre non linéaire a retard variable 7(t) > 0.

t
X" () +p ()" (8) +q (1) x° () = j D(t,s) f (s,x(s = (s)))ds, (5)
—00
et nous allons proposer des conditions pour qu'une solution périodiques puisse exister.
L’idée consiste a faire une analyse sur les fonctions p, g de sorte que 1’équation (5) admette
I'inversion pour produire une nouvelle, mais équivalente, équation intégrale ayant les
mémes propriétés. Cette nouvelle équation se met sous forme d’une somme de deux ap-
plications, la premiere est une contraction et ’autre continue a image compact. Un choix
convenable des hypothéses permet de valider les conditions de ce dernier théoréeme de
sorte qu’'une solution périodique du probléeme étudié est conclue. Malheureusement, les
conditions qui permettent d’aboutir a I’'unicité de cette solution restent encore a trouver.

Le but principal dans la suite est d’étudier quelques propriétés qualitatives et quanti-
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tatives des solutions comme la stabilité, stabilité asymptotique et I’existence de solutions
périodiques. Nous nous intéressons a la stabilité asymptotique de la solution zéro. Dans
un premier temps on va présenter sommairement la théorie de la stabilité des équations
intégro-différentielles a retard fonctionnel de type neutre. Dans une deuxiéme étape on
présente deux exemples d’équations intégro-différentielles, la premieére étant linéaire et
I’autre non linéaire. Ces exemples font parties des probléemes qui ont résisté a I’étude par
la méthode de Lyapounov.

Les résultats établis dans ce projet de theése constituent, ce que I'on souhaite, une étape
avancée dans ce domaine de recherche car I’étude que nous proposons ici prend en charge
des équations intégro-différentielles totalement non linéaires de type neutre non traitées
jusqu’ici. En outre notre méthode de point fixe améliore nettement les résultats antérieurs
particulierement ceux de Becker et Burton [15, [17]] avec beaucoup moins de restrictions
et avec plus de rigueurs.

La méthode de point fixe utilisée pour des fins de stabilité a été utilisé dans un certain
nombre de travaux récents comme [[1]-[11]], [L5]], [17]-[27], [35]-[38]], [40], [45]-[44], [56]-
(58], [77]-[79], [81]-[83], [95],96]]. Cette méthode repose sur trois éléments fondamentaux.
A savoir,

@ une application de point fixe,

@ un espace fonctionnel convenable apte a contenir les solutions souhaitables,

@ un théoreme de point fixe convenable.

Cette méthode a montré des avantages significatifs sur celle de Liapunov. En particu-
lier lorsque les coefficients sont non bornés et/ou si le retard est non borné la méthode
directe de Liapunov a montré ses limites contrairement a celle du point fixe. De plus, les
conditions de la méthode de point fixe sont en moyenne par contre celles de la deuxieme
sont toujours ponctuelles.
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Préliminaires

Mots clés.
Point Fixe, Krasnoselskii, Contraction large, Degré topologique, Equation a retard.

Le but de ce premier chapitre est de présenter et rappeler un certain nombre d’outils
d’analyse, comme la théorie de point fixe, et degré topologique, les équations différen-
tielles a retard fonctionnel ainsi que l’essentiel des éléments qui seront utilisés dans ce
manuscrit. Nous en profiterons également pour introduire les principales notations. Nous
donnerons aussi la définition de la stabilité d’équations a retard. Pour de plus amples dé-
tails nous renvoyons le lecteur par exemple aux documents suivants 16,131,132, 133,
139,150,152, 153}, 154, 63|, 71,174, 76,186, [87]] et pour degré topologique nous citons ici quelques
références dans ce contexte [42]], [43l], [49], [75].

.1 Outils et notions fondamentales

Les définitions peuvent étre données pour des fonctions a valeurs complexes. Mais,
dans notre contexte, on parlera seulement des fonctions a valeurs réelles.

I.1.1 Distances et normes

— Définition 1 |

Le couple (S,p) est dit un espace métrique si S un ensemble arbitraire non vide et p :
S x & — R" une application vérifiant pour tout x,y et zde S,

(P1) p(x9) 20, p(x,x) =0, p(x,y) =0 = x =1y,

(p2) p(x,y) = p(p,x) (symétrie) et

(p3) p(x,v) <p(v,2)+ p(z,v) (inégalité triangulaire).

Définition 2

Un espace métrique (S, p) est dit complet si toute suite de Cauchy de points de & est
convergente dans S.
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Proposition 3 }

Dans un espace métrique (S, p), toute suite convergente est une suite de Cauchy.

~ Définition 4 |
Soit & un espace vectoriel. On appelle norme sur S toute application de $ dans R* habi-
tuellement notée ||-|| vérifiant pour tout x,y € S et tout A € kk,

nl ||Ax|| = |A|]|x]|, (homogénéité),

n2 ||x|| =0 si et seulement si x =0 et

n3 ||x+y“ <||x|| + ”y“ (inégalité triangulaire).

5

4 Exemple 5 }
Soient X = C([a,b],R") I'espace vectoriel des fonctions continues définies sur [0,1] et
Y = C!([a,b],R") le sous espace de C([a,b],IR") des fonctions continument différentiables.
Alors, le nombre ||f]|,, = max;¢o,1]|f ()| ou |-| est une quelconque norme sur IR", constitue

une norme sur X mais elle ne l’est pas sur Y. Cependant, les nombres
1 llo =11F Il + 1 (O et [Iflly =1f (O)]+ fiy ,If ()], définissent des normes sur Y.

\.

5

Définition 6 }

Un espace vectoriel normé est un couple (S, ||-||) ou S est un espace vectoriel sur K (= R
ou C) et |||| est une norme sur S.

Si (S, ||]]) est un espace vectoriel normé alors p(x,y) := ||x —y” définit une distance sur
S dite la métrique associée a cette norme.

Définition 7 }

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé ($,||-||) complet pour la métrique as-
sociée a cette norme.

A Exemple 8 .
Muni de la norme ||f]| = m[aif] |f(t)], C([a,b],R") est un espace de Banach. On peut égale-
t€la,

ment vérifier que C!([a,b],R") est un Banach lorsqu’il est muni d’une des normes ||-||, ou
||l'll; qui sont en fait équivalentes sur C!([a, b],R").

\.

~\
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Théoréme 91
Un sous espace fermé d’un espace de Banach est lui-méme de Banach. ]

4 Exemple 10\:}

Soit h: R* — ]0, oo[ une fonction continue donnée (un "poids "). Considérons

Sy = {f :R" — C telles que sup {h(x)|f (x)|} < oo}

xeR*

muni de la norme ||f||., , = sup {h(x)|f (x)|}. Alors, S, est un espace de Banach pour cette

xeR*
norme.

\. J

A Exemple 11 } \
Soit ¢ : [a,b] — R" une fonction continue donnée avec a,b € R. Soit S I’espace de fonctions

continues et bornées f : [a,00) — R", telles que f(t) = ¢(t) pour a <t < b. Pour f,g €S,
on pose

p(f,g) = sup [f(t)=gt)=f —8lle-

te[a,00)

Alors, (S, p) est un espace métrique complet.
Dénotons par C := C($,%,) I'espace de fonctions continues allant de $;a $,. Posons

M:={p:[0,00) = R| @ eC, |@(t) <1, ¢(t) — 0 lorsque t — oo},

et
Q:={p:[0,00) >R |@eC, |p(t) <1}

Soit ||| la norme du supremum et soit |-|;, une norme poids définie par la donnée d’une
fonction 4 : [0,00) — [1,00), h(0) = 1, h(t) — oo pour @ € M ou Q comme suit

|l == suplp(t)|/|h(t)].

t>0

Exemple 12\}

(IM, ||-||) est un espace de Banach.
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Exemple 13

(Q, |"],) est un espace de Banach.

(M, |-|;,) n’est pas un espace de Banach.

Preuve. Soit {¢,} la suite de fonctions continue définie par

$n(t) = 1, 0<t<n,
¢,(t) = 0, n+1<t<oo,

¢, est linéaire et continue sur [n,n+ 1].

Soit € > 0 un nombre choisi arbitrairement. On doit trouver un indice N tel que n,m >
N et t € R implique que

[u (1) = (0)] < B (2). (L1)

Choisissons T tel que ¢h(T) > 2. De toute évidence, pour tout n, m et pour tout t > T on a
(L.1). Le choix de N > T implique que pour n,m > N et 0 <t < N on aura ¢, (t) = ¢, (t) = 1
de sorte que est valide. Cela démontre que la suite de, en effet, est Cauchy. Cependant
pour un ¢ fixé on a ¢, (t) — 1 lorsque n — oo, or 1 nest pas un élément de M. D’ou la
conclusion. m

.2 Théorémesde pointfixe

Dans ce paragraphe on rappelle les théoremes de point fixe qu’on va utiliser dans ce
travail. Pour plus de détails sur les théorémes de point fixe on réfere au fameux livre de

Smart [86]].

— Définition 15

Soit P une application d’'un ensemble S dans lui-méme. On appelle point fixe de P tout
point u tel que Pu = u. Si un tel u existe on dit que P possede un point fixe. Il est clair
que la recherche d’un point fixe pour P est équivalent a la recherche d'un u € S tel que
Pu—u=0.

\.

=
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Exemple 16

Si f :[a,b] — [a,b] est une fonction continue alors f admet un point fixe au moins sur

[a,b].

Pour résoudre un probleme de point fixe relativement compliqué, on doit identifier
trois éléments fondamentaux, a savoir,

1. Un ensemble convenable S apte a contenir les solutions du probléme;
2. Une application P : $§ — S ayant la particularité qu'un point fixe est solution du
probleme;

3. Un théoreme de point fixe qui assure ’existence d’un tel point fixe de P sur S.

Il est donc naturel d’introduire des théoréemes de points fixe. La théorie de point fixe
aujourd’hui a pris des dimensions considérables. Ici, on va se contenter des théoremes
utiles pour notre analyse.

I.2.1 Le principe de l’'application contractante

En 1922 Stefan Banach établi un théoreme qui s’applique aux fonctions contractantes
définies sur des espaces métriques complets. Ce théoréme a fait preuve d’une grande
utilité en analyse. En particulier il a donné des résultats concluant dans le domaine de
I’existence de solutions et le calcul approché pour de nombreux problemes émanant de
I’analyse non linéaire. Ici on va découvrir une autre dimension de ce théoreme de Banach.

Théoréme 17 (Principe de I'application contractante)

Soit ($,d) un espace métrique complet non vide et soit f : $ — & une contraction i.e., il
existe une constante 0 < k < 1 telle que d(fx, fy) < kd (x,y), pour tout x,y € S. Alors f
admet un et seul point fixe x* € S ( fx* = x7).

Remarque 18

1) L'hypothese p(f(x), f(v)) < p(x,v) n’'implique pas que f est une contraction.
2) L'hypothese S complet est fondamentale. Par exemple, si $ =]0,1] et f(x) = x/2, alors f
est contractante et n’a pas de point fixe dans S.

I.2.2 Compacité et applications compactes

Soit ($,d) un espace métrique. Un sous ensemble M de S est dit compact ssi de tout
recouvrement ouvert de IM on peut extraire un sous recouvrement fini. D’'une maniere
équivalente, un sous ensemble IM de S est compact si et seulement si tout suite de IM
admet une sous suite convergeant dans IM.
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Un sous ensemble IM de S est dit totallement borné si pour tout € > 0, il existe un
ensemble fini de points x;, x5,..., X, dans S tels que M C U, B.(x;).

Remarque 19

1) Tout sous ensemble d’un ensemble totalement borné est totalement borné.
2) Tout ensemble totalement borné est borné. Cependant, un sous ensemble borné n’est
pas totalement borné en général.

~ Proposition 20 \

Soit $ un espace métrique. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes,
i) § est compact.

ii) Toute suite de & admet une sous suite convergente.

iii) S est complet et totalement borné.

Proposition 21

Soit M un sous ensemble d’un espace métrique complet S. Alors,
a) M est compact si et seulement si M est fermé et totalement borne.
b) M est compact si et seulement si IM est totallement borné.

Un sous ensemble IM d’un espace métrique est dit relativement compact si son adhé-
rence est compacte, i.e., M est compact. En particulier, on a la proposition suivante.

Proposition 22

Soit IM un sous ensemble fermé d’un espace métrique complet. Alors, IM est compact ssi
il est relativement compact.

— Définition 23 \

Soit {f,} suite de fonctions réelles f, : [a,b] > R, a,b € R.

a) {f,} est uniformément bornée sur [a,b] s’il existe un [ > 0 tel que |f, (t)] < I pour tout n
et tout t € [a, b].

b) {f,.} est équicontinue si pour tout € > 0 il existe un 6 > 0 tel que t1,t, € [a,b] et |[t; — 1| <O
implique |f,(t1) — f,(t2)| < € pour tout n.

Le théoréme suivant fourni la meilleure méthode pour prouver la compacité dans les
espaces de fonctions continues.
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— Théoreme 24 .

(d’Ascoli-Arzela) Soit {f,}, une suite de fonctions réelles uniformément bornée et équi-
continue sur [a, b]. Alors, il existe une sous-suite { fnk}k de {f,}, et une fonction f continue

dans [a, b] telles que {fnk}k converge uniformément vers f dans [a,b].

\. J

Il existe une version qui étend ce dernier théoréme d’Ascoli Arzela lorsque on travaille
sur des intervalles non compacts. Cette extension se trouve dans ([28]], Théorem 1.2.2 p.
20) dont I’énoncé est comme suit.

— Theéoreme 25 N

Soit g : R — IR une fonction continue telle que q(t) — 0 quand t — +o0. Si {@,(t))},
une suite équicontinue de fonction de R* dans RN avec |¢@,(t))| < q(t) pour t € R*, alors
il existe une sous suite qui converge uniformément sur IR* vers une fonction ¢ (t) avec
lp(t))| < q(t) pour t € R*, ou |-| dénote la norme Euclidienne sur R™.

\. J

Soit X et Y deux espaces vectoriels normés et () un sous ensemble de X.

— Définition 26 \

Une application continue T : X — Y est dite compacte si lorsque () est borné implique
T (Q)) est relativement compact i.e., T (1) est compact. C’est a dire si pour toute suite bor-
née {x,} dans X, la suite T (x,) possede une sous suite convergeant dans Y.

T est dite completement continue si elle est compacte et continue.

\. J

I.2.3 Théoreme de point fixe de Schauder

Théoreme 27 (Schauder)

[86] Soit M un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach
(S, ||-])- Alors, toute application completement continue T : M — IM admet un point fixe.

Le théoreme de Schauder s’applique en particulier aux équations différentielles non
linéaires. Cependant, le théoréme ne garantit pas 'unicité de la solution lorsque celle-
ci existe. Il existe beaucoup de problemes pour lesquels on peut conclure I'unicité de la
solution obtenue par le théoreme de Schauder avec des conditions moins restrictives que
des conditions de Lipschitz.
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I.2.4 Théoreme de point fixe de Krasnoselskii

Nous rappelons ici le théoréme hybride de point fixe due a Krasnoselskii dont la
preuve peut étre cherchée dans (voir [86]]).

— Théoréeme 28 N

Soit (S, ||-||) un espace de Banach et soit IM une partie non vide, convexe, bornée et fermée
de S.Si A,B: M — S sont deux applications satisfaisant,

i)Ax+ByeM, Vx,ye M,

ii) A est coplétement continue et

iii) B est une contraction de constante a < 1.

alors, il existe un point x € IM solution de I’équation Ax + Bx = x.

Indiquons enfin un lemme tres utile lorsque 'on cherche a prouver que ’existence et
la positivité d’une solution d’un probleme périodique.

— Lemme 29 |

Soit X un espace de Banach,et K est un cone de X. on suppose que (21,(),, sont des ouverts
de X avec 0€ Q;, Q; CQ, et soit A: KN ((2_2— Ql) — K est un opérateur completement
continue tel que

(i) ||Ax|| < ||x]| pour x € KN dQ; et ||Ax|| > ||x|| pour x € K N JdQ, ou

(ii) ||Ax|| = ||x|]| pour x € K N dQ; et ||Ax|| < ||x|| pour x € K N Q5.

Alors A admet au moins un point fixe dans KN (Q_z— (O] )

.3 Degrétopologique

Les éléments qu’on va exposer ci-dessous ont été cueilli de plusieurs ouvrages de I’ana-
lyse et certains livres de spécialisés sur Degré topologique et la plupart se trouve dans la
bibliographie suivante [75], 149,

I.3.1 Homotopie

L’homotopie est une notion de topologie algébrique. Elle formalise la notion de dé-
formation continue d’un objet a un autre. Deux lacets sont dits homotopes lorsqu’il est
possible de passer continument de I'un a l'autre. Ce concept se généralise a bien d’autres
objets que des lacets.

L’homotopie fournit des informations sur la nature topologique d’un espace. Une bande
circulaire d’un plan ne peut étre équivalente, au sens de ’homéomorphisme, a un disque.
Dans un disque, tout lacet est homotope a un point. Dans une bande circulaire, ce n’est
pas le cas. Cette remarque est source de démonstrations, comme celles du théoreme de
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d’Alembert-Gauss, du point fixe de Brouwer, de Borsuk-Ulam ou encore celle du théo-
reme du sandwich au jambon qui précise par exemple que, trois solides mesurables et
de mesures finies de ’espace usuel étant donnes, il existe un plan qui sépare chacun des
solides en deux parties de mesures égales.

— Définition 30 (Applications homotopes) \

Soient X, Y deux espaces topologiques et f,g: X — Y deux applications continues. On dit
que f et homotope a g s’il existe une application continue W : [0;1] x X — Y telle que

VexeX,W(0,x)=f(x)et W(1,x)=g(x)

On dit alors que W une homotopie de f a g.

\. J

De maniére imagée, en représentant le segment [0;1] verticalement, la tranche infé-
rieure donne f, la tranche supérieure donne g et les tranches intermédiaires des fonctions
qui font passer continiment de f a g. On définit méme une notion un peu plus générale
Invariance par homotopie.

— Définition 31 (Invariance par homotopie) \

Soit X un espace de Banach. Si W est une application compacte de [0;1] x Q, avec Q) un
sous-ensemble ouvert de X, soit y ¢ W(JQ,[0,1]), on a alors

d(\W(-,0)y)=d(\¥(-0),Q,y) pour tout 0 <O < 1.

I.3.2 Degré de Mawhin

Ici X, Z sont des espaces vectoriels normés. On s’intéressera par I’étude des équations
opérationnelles de la forme
Lx=Nx (L.2)

ouL:D(L) C X — Z est un opérateur linéaire et N : X — Z est une application non
nécessairement linéaire. L'équation ([.2) représente une grande classe de problémes, y
compris des équations différentielles non linéaires a retard. Il n’y a aucun probleme si
le noyau de la partie linéaire de cette équation ne contient que zéro, car dans ce cas L est
surjective. ’équation peut étre réduite & un probléme de point fixe pour I'opérateur L™! N ;
et pour le résoudre, on utilisera un théoreme convenable (par exemple celui de Schauder
si L"!N est compact ou de Banach si L™!N est contractant et X = Z est un Banach).

Dans le cas ou L~! n’existe pas (i.e ker L # {0}) et X, Z sont des espaces de Banach. En
1972, Mawhin a répondu a cette question dans son célebre article “Topological degree and
boundary value problems for nonlinear differential equations” [75]] ou il a supposé que L
est un opérateur de Fredholm d’indice 0. En effet, dans ce cas on a

dimkerL = codimImL) =n < oo
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Par conséquent, il existe deux projections continues P: X — X et Q: Z — Z telles que
ImP =kerL et kerQ =ImL

et un isomorphisme ] : ker L — Y, ou Y est le supplémentaire topologique de ImL. Maw-
hin a montré que l'application L + J P est bijective et que

(L+JP)' =JQ+ LN (- Q)
avec Lp = L|p(r)nkerp, alors I'équation ([.2) prend la forme
x=(P+J1QN +Lp' (I - Q)N)x

c’est a dire que I’équation donné, est équivalente a un probléme de point fixe pour l'opé-
rateur
M=P+] 'QN +L;}(I-Q)N,

qui est indépendant du choix des projections P et Q. Si M est compact, alors a partir du
degré de Leray- Schauder, il a développé une nouvelle théorie de degré topologique connu
sous le nom de degré de coincidence pour les couples (L, N).

— Définition 32 (Opérateurs de Fredholm)

Soit X et Z deux R-espaces vectoriels normés; on dit qu’une application linéaire L :
D (L) — Z, est de Fredholm si elle vérife les conditions suivantes

(i) ker L = L71 {0} est de dimension finie.

(i) ImL = L(D (L)) est fermé et de codimension finie.

\.

Définition 33 (Indice d’un opérateur de Fredholm)

L’'indice d’un opérateur de Fredholm L est l’entier

Ind (L) =dimker L —codimImL.

Définition 34 (Opérateur correcteur de L)

Toute application A : X — Z linéaire, continue et de rang fini telle que (L+A): D(L) - Z
soit bijective s’appelle correcteur de L.
On note par F (L) '’ensemble des correcteurs de L, d’apres ce qui précede F (L) # @
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Définition 35 (Opérateur L-compact)

[75] On dit que N : ) — Z est L-compact sur Q, s’il existe un opérateur A € F (L) tel que
(L+A)"'N est compact sur Q).

Définition 36 (Défnition équivalente)

[75] On dit que N : Q — Z est L-compact sur Q) si est seulement si 'opérateur M =
P+]J7'QN +Kp N est compact sur Q.

— Remarque 37

La définition de la L—compacité ne dépend ni du choix des projecteurs P et Q, ni de
I'isomorphisme J et comme P, J~1Q sont des opérateurs linéaires continus de rang fini
alors, pour que N soit L—compact sur (), il faut et il suffit que QN : () — Z soit continue,

ON (Q) soit borné et (I — Q)N : Q — X soit compact.

\. J

I.3.3 Théoréeme de continuation de Mawhin

Les propriétés d’existence et d’invariance par homotopie, conduisent a des théoremes
d’existence trés importants souvent utilisés pour résoudre des problémes non linéaires.
Tous ces théoremes sont des conséquences de la théorie du degré de Leray-Schauder. Le
théoréme suivant a été démontré par Gaines et Mawhin pour plus détail voir ([49], page
40). Soient X, Z deux espace vectoriels normé réels et L : D(L) C X — Z un opérateur de
Fredholm.

— Théoreme 38 \

Soit X et Z deux espaces de Banach réels, L un opérateur de Fredholm d’indice 0. On sup-
pose que N : QO — Z est L-compact sur Q) avec Q un ouvert borné de X. Si les conditions
suivantes sont satisfaites

(a) pour tout 71 € (0,1) et tout x € QA N DomL on a

Lx #nNx.
(b) pour tout x € dQ Nker L,on ait
ONx =0,
et
deg{QNx,dQ NkerL, 0} #0.

Alors I’équation Lx = Nx admet au moins une solution dans Q N DomL.
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Equations différentielles a retard

1.4
etde type neutre

Une équation différentielle a retard est une équation différentielle dont la dérivée par
rapport au temps présent de la solution dépend d’une donnée (de cette solution) sur un
temps antérieur. Une équation différentielle a retard est un modéle spécifique d’équations
différentielles fonctionnelles dans lesquelles la partie fonctionnelle de I’équation est I’éva-
luation d’une fonctionnelle sur une étape antérieure (le passé) au processus ([39], [52,/53],
[63]]). Ce type d’équations a connu ces dernieres décennies un grand intérrét. Les investi-
gateurs de toute les disciplines, physique, biologie, économie, logistiques, informatique et
autres, trouvent leurs models bien exprimés par des équations a retard qu’avec des EDO.

I.4.1 Equations différentielles a retard

Etant donné un nombre r > 0. Soit C([a, b],IR") I’espace de Banach de fonctions conti-
nues définies sur 'intervalle [a,b] a valeurs dans IR” muni de la topologie de la conver-
gence uniforme. Pour [a,b] = [-r,0] on pose

Co = C([-r,0], R")
et on désigne la norme d’un élément ¢ de C; par
||1,b|| = sup{|lp(s)|,—r <s< O}
ou |-| est une quelconque norme sur IR". Soient t; € R, 0 > 0 et soit
x€C([tg—r1,tg+0], R"), t € [tg, to+ 0]
Définissons la fonction x; de C( par

x:(s) = x(t+s),s € [-r,0].

Remarque 39

Pour tout t fixé, la fonction x; est obtenue en considérant la restriction de la fonction x sur
I'intervalle [t —r,t], translaté de [-r,0].

Exemple 40

x(t)=t2+1,tg=0,0=2,r=1alors t€[0,2], s€[-1,0], x:(s) = x(t+s) = (t+5)>+ 1, pour
t=lonax/(s)=(s+1)>+1,
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— Définition 41

Soient U un ouvert de Rx Cy et f : U — R” une fonction continue. On appelle équation
différentielle fonctionnelle a retard égal r sur U une relation de la forme

x'(t) = f(t,x;) (L3)

x¢(s):=x(t+s), se[-r,0].

On la désigne parfois par EDR(f). Le nombre r est appelé le retard. En clair, le cas r = 0
correspond au cas des équations différentielles ordinaires.

5

Définition 42

On dit que I’équation ([I.3)) est autonome si la fonction f ne dépend pas de t. Dans ce cas
on écrit f(u) au lieu de f (¢, u).

Il est évident qu’une condition initiale appropriée au temps t = t; exige la détermina-
tion de la fonction x sur tout 'intervalle [ty — 7, t(], i.e.,

x(t)=1(t), t€[to—r,t0],

ou P : [tg—r,tg] — IR” est une fonction donnée supposée continue appelée la condition
initiale de I’équation a retard ([.3). Ainsi, I’équation (I.3) peut se mettre sous la forme

X'(t) : =f(t,x), t>tg
X(t) = ¢(t),t€[t0—r,t0], (14)

avec ¢ une fonction donnée continue sur tout l'intervalle [ty — 1, tg].

L'équation est dite linéaire si f(t,¢) = L(t)@, ou L(t) est linéaire en chaque t.
L’équation (I.3) est dite non homogene si f(t,¢) = L(t)@+h(t), ou h(t) = 0. L'équation (I.3)
est dite autonome si f(t,p) = g(¢), g indépendante de t. A titre d’exemple, les équations
suivantes sont des équations différentielles a retard

x'(t) = 2x(t)+5x(t—1), :

xX'(t) = a(t)x(t)+b(t)x'(t—r(t))+h(t), (L.6)
0

x'(t) = J‘x(t+s)ds, (1.7)

a(t), b(t), r(t) sont des fonctions continues. L’équation ([.5) représente une équation dif-
férentielle linéaire autonome a retard constant r = 1, I’équation est une équation
différentielle linéaire a retard fonctionnel non homogene non autonome et I’équation (.7
représente une équation intégro-différentielle linéaire a retard.
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— Définition 43 \

Etant donnés ¢ € Cy et t; € R, une solution du probléme a valeur initiale

X' = f(t,x), t 2 tg, xpy = (1.8)

est une fonction notée x(t) telle que x(t) = (t) si t € [tg—r;ty] et satisfait (I.3) pour t €
[to;to+ 0], 0 > 0. Une telle fonction x(-) est dite solution de (1.3)) a travers (to, ) et est notée
souvent par x(-) := x(-, to, ).

Etant données une fonction ¢ € Cy, ty € R et f(t,1) une fonction continue. La re-
cherche d’une solution de I’équation (I.3)) a travers (¢, ¢) ([52]) est équivalente a la réso-
lution de I’équation intégrale

t

x(t)=9P0)+ | flu,x,)du, t>ty, x5 =1.

to

Définissons l'application A par l’expression

Ax(t) : =f(t,xs), t >tg,
Xy = Y.

Pour démontrer l'existence d’une solution de cette équation a travers (fy, ) € Rx C, on
considere un nombre o > 0, et toutes les fonctions définies sur [tq—1,ty + o] qui sont
continues et qui coincident avec ¢ sur [ty—7,ty]i.e., x;, = . On demande que les valeurs de
ces fonctions sur [ty, )+ 0] répondent a la condition |x(t) - ¢(0)| < B. La fonction obtenue
A correspondant a I’équation intégrale est bien définie et on démontre que o et f peuvent
étre choisis de sorte que A envoie cette classe (de fonctions continues) dans elle-méme,
qu’elle est continue et a image compacte. Dans ce contexte, le théoréme du point fixe
de Schauder peut s’appliquer pour conclure l’existence d’une probable solution (pour de
amples détails on renvoi aux livres ([52] et [63]).

Remarque 44

Dans le cas ou il y a unicité de la solution de a valeur initiale ¥ en t (c-a-d. la solution
du probléme celle-ci est notée par x(-) = x(-, to, P).

L’équation (I.3)) est d'un type qui inclut aussi bien les EDO

x’ = fl(t,X),

que les équations différentielles a retard

xX'(t) = fo(t, x(t), x(t = T1(1)), .., X(£ = T, (1))
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avec 0 <r;(t)<r,i=1,..,n puisqu’il suffit de poser

f(t; u)= fZ(tl u(0), u(=1y(t)), ..., u(_Tn(t)))'

Nous rappelons, dans ce paragraphe, les théorémes de base sur l'existence et 'unicité des
solutions de 1’équation ([.3).

Théoreme 45 (Existence)

Considérons I’équation (I.3)) et supposons que () est un sous ensemble ouvert de R x Cy
et f(t,¢) une application continue sur Q). Si (ty,1) € Q3, alors il existe une solution de

I’équation passant par (tg, {).

— Définition 46 \

On dit que la fonction f (t,¢) est Lipschitzienne par rapport a ¢ sur un compact K de
R x Cy s’il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (t,¢;) €K,i=1,20na

If (1) = f (@) < klpr — ol (I.9)

\. J

Théoreme 47 (Unicité)

Supposons que () est un sous ensemble ouvert de RxCy, f : 3 — R" est continue, f (t, @)
est Lipschitzienne par rapport a ¢ sur tout sous ensemble compact de Q. Si (ty, ¢) € Q,
alors il existe une unique solution pour I’équation (I.3) passant par (ty, ).

I.4.2 Equations différentielles de type neutre

On donne ici la définition d’une équation différentielle de type neutre avec quelques
exemples. Ici aussi on conseille de voir ([52] et [63]) pour plus d’informations sur ce type
d’équations.

— Définition 48 \

Supposons que () est un sous ensemble ouvert de RxCy, D : (Q — R" et f : (3 — R” sont
deux fonctions données continues. La relation

%D(t,xt) =f(t,x) (I.10)

est dite une équation différentielle de type neutre EDTN.
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,—( Définition 49 | \

Une fonction x est dite solution de ’équation ([.10) sur [ty — 1,y + o], s’il existe un t; € R
et 0 > 0 tels que

xeC([tg—r1,tg+0],R"), (t,x,) €Q, t €[ty tg+ 0],

D(t, x;) est continument différentiable et satisfait sur [tg, tg+ 0].

Etant donnés ty € R et p € Cj et (tp, 1) € Q on dit que x(t,ty,1) est une solution de
passant par (g, ) sil existe o > 0 telle que x(f, o,1) est une solution de sur
[to—7,to+ 0] et x; (o, 1) = 1p; on dit que x(t, o, ) est une solution de sur [ty —1,00)
si pour tout o >0, x(t,ty, 1) est une solution de sur [tg—r,tg+ 0] et x; (to, ) = .

N\

TThéore‘me 50 (Existence) :

Si Q est un sous ensemble ouvert de R x Cj et (¢, 1) € Q, alors il existe une solution pour

I’équation (I.10) passant par (tg, ).

'Théoréme 51 (Existence et Unicité) }

Si () est un sous ensemble ouvert de R x Cy et f (¢, @) est Lipschitzienne sur tout sous en-
semble compact (), alors pour tout (ty, 1) € Q) il existe une unique solution pour I’équation

(I.10) passant par (o, ).

~ Exemple 52 ,
Les équationé suivantes

xX'(t) = =x'(t-1), r(t)=1

K(t) = x(t-1)+[K(t=3)+1], r(t)=1L,r (1) =L (t) =3,

(1) = x(Z)+x(E=1)=x"(t=3), ()= 2= Lrs()=3,

sont des équations différentielles a retard de type neutre.

\. J
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Stabilité de solutions pour des

équations aretard

La théorie de la stabilité a été créé a la fin du XIXeme siécle par Liapounov. Cette théo-
rie a trouve une large application dans divers domaines de la physique et des sciences ma-
thématiques. D’un point de vue mathématique, la théorie de la stabilité présente un cas
particulier de la théorie qualitative des équations différentielles. La méthode de Liapou-
nov a été l'ultime objet permettant d’étudier la stabilité pour les équations différentielles
et les équations aux dérivées partielles. Néanmoins, cette méthode a rencontré de sérieux
obstacles et il existe encore un tas de problemes qui résistent a cette technique. Ce travail
contient des résultats de stabilité pour une classe d’équations totalement non linéaires de
type neutre a retard fonctionnel. Cette classe d’équations fait partie du nombre de pro-
blemes qui ont résisté a la méthode directe de Liapounov. En général l'inefficacité de la
méthode de Liapounov se manifeste lorsque les fonctions utilisées dans les équations ne
sont pas bornées en temps ([52, 53, [87]]), si le délai n’est pas borné ou si sa dérivée n’est

pas petite ( [22},[85]).

Récemment, un nombre d’investigateurs de ce domaine, comme Burton, Furumuchi,
Zhang, Hatvani, Djoudi, Ardjouni et autres, se sont penchés sur le probleme dans l’espoir
de trouver une autre issue pour contourner ces difficultés. Ils ont constaté, en utilisant
des exemples concrets, que la technique de point fixe peut servir pour alternative a la
meéthode directe. Ils ont remarqué aussi que cette derniere méthode ne résout pas unique-
ment des problémes qui ont jusque-la frustré les investigateurs en fréquentant la méthode
directe de Liapounov, mais la méthode possede aussi d’autres avantages. En particulier,
les conditions de la derniere méthode sont souvent exprimées en moyenne par contre ceux
de Liapounov se présentent sous des formes ponctuelles (voir Ardjouni [2]-[11]], Becker

[15], Burton [17]-[27], Djoudi [35]-[38], Gabsi [45]-[44], Jin [56]-[58], Pi [77]-{79] ).
Pour r > 0, considérons Cy = C([-r,0],R") 'espace de fonctions continues sur [-r,0] a
valeurs dans R". Ce dernier espace est de Banach lorsque on le muni de la norme ”gb” =

SUP_,<t<0 |’ab(t)

, P € Cy. On considere le probleme a valeur initiale a retard (voir) est

x'(t)

x(t)

ou : [ty —r,ty] — R" est une fonction donnée, supposée continue et f : RxCy — R” une
fonction continue. La fonction f (t,x) est supposée satisfaire les conditions nécessaires qui
garantissent I'existence de la solution x (£, to, 9) a travers (to,1p) du probléme (L.11)-([.12)
et d’étre continue en (t,ty, ) du domaine de définition de f (voir Hale [52]).

f(t,x;) pour t > t, (L.11)
P (t) pour tog—r< t <ty (I.12)
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— Définition 53 } \
Supposons que f (t,0) = 0 pour tout ¢t € R. La solution triviale x = 0 de (I.11) est dite stable
en ty (tp € R) si pour tout € > 0 il existe un nombre 6 = (¢, ty) > 0 tel que si ||1,b|| <9, la

solution ([.11)—(I.12) existe sur [ty —1,00) et |x(t, to,t,b)| < € pour tout t > t;. Dans le cas
contraire on dira que la solution est instable en #,. La solution x = 0 de ([.11) est dite
uniformément stable si le nombre ¢ est indépendant de t,.

— Définition 54 | .

La solution triviale x = 0 de (I.11] est dite asymptotiquement stable en ¢ si elle est stable
en ty et s’il existe 01 = 01 (ty) > O tel que toutes les fois que ||¢|| < 01, la solution du

probleme (I.11)—(I.12) satisfait

limx(t,tg,1) = 0 lorsque t — oo.

La solution triviale x = 0 de est dite uniformément asymptotiquement stable si elle
est uniformément stable et si il existe un 9; > 0 (indépendant de t;) tel que pour tout ¢,
et ”z,b“ < 01 la solution x du probleme ([.11)—(I.12)) satisfait la condition x(t,ty, ) — 0
lorsque t — oo de la maniere suivante : pour tout # > 0 il existe un T = T (1) > 0 tel que
|x(t, to,gb)| <npourt>ty+T.
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— Exemple 55

Considérons, pour t > 1, I’équation différentielle a retard

X (f) = %x(t)—(ti7;)3x3(t;2)
B l B 27t 4 B
= tx(t) (t+2)3x (t—t(t)),

avec T (t) = %(t —1), avec la condition initiale x (1) = xy. On vérifie facilement que la solu-

tion unique de ce probleme est
2
x(t) = xote @D, > 1,

Ainsi, tlimx(t) = 0 pour tout x,. Supposons que |xy| = 6, alors
(1+1) 1(6+1)>2
x =S |)=- -]=>-
o2/ e T e

o
. . 2
Par conséquent, pour tout o la solution se trouve en dehors de la boule |x| = Sen temps

t=1+ 61—2, et la solution est donc instable.

\.

Résolution d’une équation are-
tard

1.6

L'objet de cette partie est de proposer une introduction a 1’étude des équations dif-
férentielles a retard ordinaires (EDR) et de certaines équations intégro—différentielles a
retard (EIDR).

Il n’y a pas de méthode générale pour calculer les solutions des EDR et EIDR. On ne
sait résoudre explicitement que des types bien particuliers d’EDR, dont nous traitons ci-
apres les cas les plus fondamentaux. Pour les cas plus sophistiqués on renvoi par exemple
a [52],163]). Beaucoup de résultats existent dans ce domaine, il est possible de trouver des
solutions explicites a ces équations, mais elles ne sont pas nombreuses. La résolution ex-
plicite de la plupart des EDR et EIDR reste encore un probléeme ouvert. Les mathémati-
ciens se sont alors tournés vers une étude plus théorique qui permettait de trouver des
résultats sur les solutions (existence, unicité, stabilité par exemple,) sans les connaitre
explicitement. Cette partie sera un mélange des deux parce qu’il semble nécessaire de sa-
voir non seulement prouver que des solutions existent et que le cas échéant elles peuvent
étre unique mais également étre capable de résoudre “a la main” certaines EDR et EIDR
classiques.
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I.6.1 La meéthode des étapes

i) Pour résoudre une équation différentielle a retard = > 0. On se propose une fonction
initiale ¢ de C([-7;0];R).

ii) On peut procéder de la méme fagon pour construire la solution sur l'intervalle
[T;27] et par itération sur n'importe quel intervalle [(k—1)t;kt], k > 1. L'idée est simple
et consiste alors a déterminer la solution finale en intégrant d’un intervalle a un autre, les
EDOs. Cette méthode est appelée la méthode « pas-par-pas » (ou la méthode d’intégration
séquentielle). La fonction x () ainsi construite est une fonction continue et différentiable
sur chaque intervalle [ty + (k—1)7;tg+kt], k > 1. Au point t, seule la dérivée a droite
existe.

— Exemple 56

On considere 'EDR de la forme

dx(t)
dt
x(t) = @(t)=1sur [-7;0]

= —x(t-1)

On a déja remarqué que pour ¢ € [0; 7]. On obtient par simple intégration entre 0 et ¢

t—T

t
0 (f) = ¢<o>—f0x<s—r>ds:¢<o>— $(6)d0

= L=3

On obtient une solution élémentaire x; (t) sur ¢t € [0; ]. Et pour t € [7;27],

x; (t)

x1(t)— ftx(s —7)ds =x1(1)— J;t_T x1(s)ds

= (1—T)—(t—r)+%(t—1)2.

Ainsi de suite, on peut résoudre I’équation sur l'intervalle [27;37] en prenant comme don-
née initiale x () = x, (t) sur [t;27]. Par itérations successives, on peut résoudre I’équation
sur IR*. On suppose par exemple que T = 1 ici on voit que la solution générale

La fonction initjiale
e

054 X1(t)

-0.5—
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I.6.2 La Méthode d’équations caractéristiques

On s’intéresse exclusivement la forme la plus générale d’une équation différentielle
linéaire de type neutre a retard 7 > 0 (ou DDENSs en sigle) a coefficients constants est

n dk n dk

Zakﬁx(tHZbkﬁx(t—'c):O (1.13)

k:O kIO

ou x (t) est une fonction inconnue de la variable ¢.
Pour résoudre 1’équation (I.13), on cherche une solution sous la forme ceM. Alors on
obtient I’équation caractéristique

| Définition 57 |
L’équation caractéristique du systeme (I.13)) est définie par

n

Zak/\k +[Zbk/\k]e‘“ = 0. (1.14)
k=0

k=0

De plus, les racines de (I.14) sont appelées les valeurs propres (ou racines caractéristiques)

de (L.13).

— Exemple 58 }
On considere ’équation différentielle a retard = > 0 de la forme suivante

da;(tt)+adx(;t—1)+ﬂx(t)+7x(t_T):0_ (I.15)

Pour I’équation (.15 on associe 1’équation caractéristique de la forme
A+ale ™+ f+yeT=0

Ou a, B et y sont des constantes.

\.

— Exemple 59
Soit
X' (t)=x(t)—x(t-1)+x"(t-1),

I’équation caractéristique de cette EDRN est donnée par

(A-1)(1-e)=0.
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Quelques modéles d’équations a

.7
retard

On vient de voir que les équations différentielles a retard sont des équations différen-
tielles dans lesquelles la dérivée a un moment ¢ dépend de la fonction (et de la dérivée
dans le cas des équations de type neutre) a des moments antérieurs t — 7, T € R. Autre-
ment dit ces équations tiennent compte de l'effet du passé dans la prédiction du futur,
pour plus de détails voir [3]], [12]], [54], [56], [63] et [92]. Les systemes d’équations diffé-
rentielles a retard occupent désormais une place de premiere importance dans tous les
domaines de la science, en particulier dans la modélisation des phénomenes biologiques.
Les problemes a retard sont innombrables en littérature. Certains de ces problémes ont
connu un intérét particulier. On a choisi dans cette these quelques modéles intervenant
dans des domaines différents monde réel.

I.7.1 Un modele en logistique
Le premier modéle de développement démographique est introduit par Malthus

dx

i
Il traduit l'accroissement exponentiel d’'une population au cours du temps. Dans sa sim-
plicité, il oublie en particulier que de nombreuses populations ont un plafond démogra-
phique imposé par les contraintes extérieures comme 1’espace, les ressources, etc.... Pour
remédier a ce probleme, un des moyens les plus simples est d’évaluer la capacité maxi-
mum K de la population et de remplacer le taux de croissance A par une quantité qui sera
d’autant plus petite qu’elle s’approche de K. Encore une fois, le souci de simplification
ameéne a proposer le modéle suivant :

dx (t)(l x(t)

it - ?) (équation logistique).

Méme si ce modele parait plus réaliste, il présente encore un défaut de principe. Ainsi, il se
peut que la capacité maximale soit atteinte et méme dépassée (situation que le modele ne
peut pas prévoir). Cette situation ne se manifeste qu’a travers "apparition de problemes,
tels que l'apparition des maladies, le manque d’espace, le manque des ressources, ...etc.
On peut déduire au moins une remarque intéressante ; le taux de croissance de la popula-
tion a I'instant t dans 1’équation logistique ne fait pas intervenir la taille de la population
a cet instant mais il est fonction de la taille de la population précédente. Une traduction
mathématique simple de ce qui précede est I’équation logistique retardée, connue aussi
sous le nom de I’équation de Hutchinson suivante

Ax(t), A > 0 (équation Malthus).

% =rx(t) (1 - Q) (équation logistique a retard).

Ou r est le taux de croissance de la population, K est la capacité de charge du milieu et
T > 0 est le retard.
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L’équation de Hutchinson suppose que l'effet de régulation dépend de la population
au temps t—7 plutot qu’a l'instant t. Dans un modele réaliste, l’effet du retard devrait étre
une moyenne distribuée sur tout le passé de la population ou sur une partie de ce passé
(voir Kuang [63]]). Ceci a comme conséquence une équation a retard distribué ou a retard
infini. Le premier travail utilisant une équation a retard distribué est dii a Volterra. Ce
travail fut ensuite étendu par Kostitzin [62]]. Volterra [88]) a utilisé un terme intégral ou
il a distribué le retard pour examiner l'effet cumulatif du taux de mortalité d’une espece.
Le modeéle qui a été considéré est une équation intégro-différentielle

1

+00
dx _ rx(t) (1 - EJ F(t—s)x(s) ds) (logistique a retard distribué).
0

dt
Ou F représente le noyau retard, correspondant a une pondération du retard. Générale-
ment, le noyau retard est normalisé de sorte que

J:OOF(s)ds =1

Considérons a titre d’exemple I’évolution d’une population animale ne tenant compte que
de la natalité et de la mortalité naturelles. En supposant que la mortalité est instantanée
dans la population, par rapport a I’échelle de temps considérée (typiquement, la semaine
ou le mois), la description de 1’évolution de cette population nécessite de connaitre le
nombre d’individus a l'instant ¢, que 'on peut noter N (), mais également le nombre
d’individus a I'instant f — 7, ou 7 est la durée de gestation moyenne de la population. On
peut alors écrire I’équation linéaire a retard discret suivante,

d
=N
N (1)

—_
~

~
Il

—aN(t)+BN(t-1), t>0
p(t) te[-7,0]

Ou a et  sont respectivement les taux de mortalité et de naissance de la population, et ¢
une condition initiale, définie sur l’intervalle [-7,0].

I.7.2 Reéaction chimique avec recirculation

On considere un réacteur chimique ou se produit la réaction
A—B

Au fur et a mesure de 'avancement de la réaction, on admet a 'entrée une solution de
réactif A, dont la concentration est notée A. Si on note A(t) la concentration en le produit
A au temps, t un modele mathématique simple s’écrit

d

$A(t):a[AO—A(t)]—kA(t) (I.16)
ou k est la constante de la réaction (.16 et @ un parametre 1ié au débit d’admission. La
transformation du réactif A en le produit B n’est pas instantanée, si bien qu’a la sortie
du réacteur, on retrouve une partie du produit A, non transformée. Afin d’améliorer le
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rendement de la réaction, on procede a une recirculation (voire Fig.1)

A B

réactifs Produits

A
recirculation

Le modele (I.16]) régissant 1’évolution de A (t) devient

%A(t):a[(l—)\)A0+/\A(t—T)—A(t)]—kA(t), (I.17)
ou A €[0,1] désigne le taux de recirculation et t le retard da au transport dans la boucle
de recirculation. Lorsque f est strictement positif, I’équation différentielle ne releve
pas de la théorie générale des équations différentielles ordinaires (EDO) car elle comporte
le terme de retard A(t—7). Toutefois, on peut utiliser les résultats sur les EDO pour étudier
I’équation (I.17).

1.7.3 Controle d’un Bateau (Minorsky)

En 1962 Minorsky (voir [24]) a congu un dispositif pour le controle automatique de
la direction pour un bateau. Le modele se décrit comme suit. Soit x(f) une position an-
gulaire fixée du gouvernail de direction du bateau et supposons qu’il existe une force de
frottement proportionnelle a la vitesse, cx (). On suppose qu’il existe un dispositif qui
indique la direction du mouvement du bateau en temps réel et qu’il existe aussi un autre
dispositif qui pointe la direction désirée. Ces deux instruments sont reliés a un appareil
connecté a un moteur électrique qui produit une certaine force agissant sur le gouvernail
dans le but de le faire pivoter (orienter) pour ramener le bateau sur le chemin désiré. De
toute évidence il y a un décalage (retard) de magnitude r > 0 en temps entre le moment
ou le moteur électrique exerce la force pour redresser le bateau et le moment ou le bateau
réagit pour se réorienter. Minorsky décrit cela par ’équation suivante donnée sur x (t)

X(t)+cx(t)+g(x(t—-r)=0 (L.18)

ou il considere que xg(x) > 0, si x = 0 et ¢ une constante positive. L'objectif du probleme
est de chercher des conditions qui assurent le maintien de x(t) prés de zéro de sorte que
le bateau suivra étroitement son cours approprié pour arriver a sa destination fixée.

I.7.4 Contre-réaction (systeme contrdlé par boucle fermée)

(Dans [14] Page.88) La commande de rétroaction retardée par temps présentée par
Socolar (voir [76], ETDAS) est montrée dans la couleur rouge (Fig.2). Dans les composants
électricité, considérons par exemple (un circuit fermé) le schéma principal de la boucle
de contre-réaction est représenté ci—dessous
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h(t) - - - S(D=gx(1)
X' (t)=f(x(t))-h(t)

Fig.2 Diagramme de la méthode a retard de temps d’autosynchronisation.
Les différentes lois de I’électricité conduisent a un systeme d’équations

X(t) = Ax(t)+w(y) - K[x(t)—x(t—7)]
P (t) = —wx(t)+ Ay () =K [y (t) =y (t —1)]

Avec ) et w sont des constantes réelles positives. On peut écrire ce systeme sous la forme
matricielle
X (t)=AX(t)—F (1),

(1) —w A

Le but de la méthode de controle est de changer le signe de la partie réelle de la valeur
propre de la matrice A.

La couleur rouge montre la prolongation de la commande originale de Pyragas com-
prenant les retards multiples ou F (¢) désigne la force de commande donnée par

X(t):(x(t)),A:( A w)etF(t):K[X(t)—X(t—T)].

F(t)=K[X(t)-X(t—1)]
avec K € IR le gain de rétroaction, T > 0 est le retard de temps et R est le parameétre de mé-
moire, X (t) désigne 1’état du systéme au temps t et S () est le signal de commande, c-a—d.,

un certain composant de x (t) mesuré par g (x(t)) ou la fonction h(t) décrit I'accouplement
de F au systéeme dynamique X (¢).

Stabilité par la méthode de point
fixe

1.8

Lorsqu’on veut étudier la stabilité de la solution triviale d’'une équation différentielle
a retard par la méthode de point fixe il va falloir procéder comme suit

(i) Une équation différentielle a retard exige avant tout une donnée (une fonction)
initiale 1 définie sur un intervalle initiale approprié I, i.e., ¢ : I;, — RR". On doit choisir
aussitot apres un espace convenable $ de fonctions ¢ : Iy, U [ty, +00) — IR" qui coincident
sur I;, avec . Selon les cas de besoins on peut toujours ajouter d’autres restrictions aux
fonctions ¢ de S comme la bornitude par exemple ou la condition ¢ (t) — 0 lorsque
t — oo. Cette derniere condition s’impose si on souhaite étudier la stabilité asymptotique.
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(ii) Ensuite on doit inverser 1’équation différentielle pour définir ce qu'on appelle une
application de point fixe i.e., une application P : S — & dont le point fixe est solution de
I’équation a retard donnée (’équation originale). Néanmoins, cette inversion est inévitable
pour la méthode de point fixe et elle peut s’avérer une tache délicate dans plusieurs cas.
Par exemple si ’équation ne possede pas un EDO terme linéaire dans sa structure on
pourra pas utiliser la variation des parametres. Il est donc indispensable d’agir autrement
et essayer si une transformation de cette équation est possible.

(iii) A I'image de l'application P : $ — S obtenue en ii., un théoréme de point fixe
doit étre choisi permettant a I’équation Px = x d’avoir une solution. En particulier si P
est une contraction on pourra appliquer le théoréeme de point fixe de Banach, si P est
compacte alors on appliquera le théoreme de Schauder ou et si P se met sous forme d’une
somme d’une contraction et d’une application compacte alors le théoreme hybride de
Krasnoselskii peut donner satisfaction.

Il devient donc clair que la méthode de stabilité par la méthode de point fixe repose
sur trois choses essentielles, la variation des parametres, un espace complet et un Théo-
reme de fixe. En une étape on peut conclure 'existence (voire 'unicité) et la stabilité. En
outre, on verra que cette méthode exige toujours des conditions en moyenne cependant
les conditions de la méthode de Lyapounov sont toujours ponctuelles.

La méthode de point fixe utilisée ici repose sur trois éléments fondamentaux

— La construction d’une application de point fixe P associée a une équation différen-
tielle a retard

— Un espace fonctionnel convenable apte a contenir les solutions souhaitables

— Le Théoréeme de point fixe de Banach.

L'application de cette méthode a aussi montré des avantages significatifs de cette mé-
thode sur celle de Liapunov. Les conditions de la premiere méthode sont en moyenne par
contre celles de la deuxieme sont toujours ponctuelles.
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Mots clés.
Degré de coincidence, point fixe, solution périodique positive, systéeme d’équations
différentielles de type neutre, retard variable.

Le resultat suivant a fait I'objet d’un article publié dans (voir [44]),

Gabsi H., Ardjouni A., Djoudi A., Existence of positive periodic solutions of nonlinear
neutral differential systems with variable delays, Ann Univ Ferrara, Springer p
1-15(2017).

.1 Lesystémeetunpeud’histoire

Le modele qui a été considéré est un systeme d’équations différentielles a retards du
type neutre motivé par une application biologique

% = +x()[G(t,x(t—T (1), X (E=T, (1) =@ () X" (t =7 (1))], (IL.1)
% = a(B)u(t)=Ab(t) f(t,u(t-0o(t) —c(f)x(t—o (1)), (I1.2)

34
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ou, G(t,xq,...,x,) € C(IR”“,IR), G(t+w,x1,...,x,) = G(t,x1,...,x,) et f : RxR* > R, €
C(R,R*"), @,a,b,c e C(R,R"), r,0,0,7; € C(R,R) pour i = 1,...,n sont des fonctions conti-
nues w—périodiques et w > 0 est une constante. Ici A > 0 est un parameétre.

Dans ce chapitre on va établir un résultat sur I'existence d’une solution périodique
positive du systéme (II.I)-(IL.2) a retards, par en employant deux opérateurs disponibles
et en appliquant le théoreme de degré de coincidence et le théoréeme de point fixe. La dif-
ficulté de cette étude provient du fait que ce systéme est totalement non linéaire en (x, u).
Pour contourner cette situation nous utilisons alors une méthode différente, on donne la
preuve par étapes, dont chacune représentant un lemme a démontrer qui présentent 1'une
des difficultés principales pour conclure notre résultat. Le principe consiste a identifier
les étapes de construction un théoreme d’existence de solution périodique positive.

Avant d’entamer le cas général, nous rappelons d’abord que Yongkun Li dans [68] a
proposé une méthode pour établir un théoreme d’existence d’une solution périodique
pour l’équation

x'(t) = x(£)F(t, x(t — 1 (£)), .0, X (£ — T, (£)) ). (IL.3)

Cette équation, motivée par une application biologie, en particulier dans [94] si 7 (t) = mw
avec m est un nombre entier non négatif alors I’équation (II.3) se réduit a I’équation bien
connu dite I’équation logistique de croissance simple a retard

X(t—T(f))l

R (IL.4)

x'(t) = r(t)x(t)[l -

alors (II.4) admet une solution w—périodique positive. Ainsi I’équation suivante est repré-
sente un modeéle de croissance démographique (voir [94]). Dans [51] si 7(t) = mw, alors
I’équation
) R(t) - x(t—7(t))
t)=r(f)x(t ,
) =rif)x )lR(t)+r(t)c(t)x(t—T(t))

admet une solution w—périodique positive. Des cas particuliers de systéme (IL.1)-(II.2) ont
été étudiés par de nombreux auteurs. Par exemple, dans [55] Hai-Feng Huo Il révisa en-
suite ce travail avec Li ont étudié et établis ’existence d’une solution périodique positive
du systéme suivant

% =+x(t) G(t,x(t =11 (1), x(E =T, (1), u (t = 5(1))),
du
- = —a(t)u(t)+b(t)x(t—o(t)),

Ou a,b et G sont des fonctions w—périodique et w > 0 est une constante avec des hypo-
theses sur G.
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. 2

Degré de coincidence Périodicité

Il.2 et positivité pour 'Eq(Il.1)

Dans cette étape le procédé utilisé est basée sur le théoréme de continuation de Maw-
hin. Nous donnons quelques notions et notations utilisées dans la théorie de théoreme de
degré de coincidence en particulier le théoréeme de continuation de Mawhin (voir ,
[49] et [Z5]).

Pour voir l'existence de solution w—périodique de nécessite une préparation alors
pour w > 0, soit X I’ensemble de fonctions continues périodiques relativement a t de pé-
riode w, x : R — Ret || -|| la norme du supremum.

|Ix|| = sup|x ()| = sup |x(t)|.
teR te[0,w]

Alors, (X,]|]]) est un espace de Banach. Soit X et Z deux espaces vectoriels normés et (2 un
ouvert de X. On s’intéressera par 1’étude des équations opérationnelles de la forme

Lx=nNx, n€(0,1), (IL.5)

avec L: XN DomL — Z est un opérateur linéaire et 17 est un parameter. Soit P et Q deux
projections continues telles que

P:XNDomL—kerLetQ:Z — Z/ImL.

Rappelons qu’une application linéaire L : X N DomL — Z avec kerL = L™} (0) et ImL =
L(DomL), est de Fredholm si elle vérifie les conditions suivantes

(i) ker L = L~' {0} est de dimension finie.
(ii) ImL = L(Dom(L)) est fermé et de codimension finie.

Par la suite, sil’espace quotient Z/ImL est de dimension finie, on dit que le sous-espace
vectoriel fermé ImL de Z est de codimension finie dans Z et on écrit

codimImL = dim (Z/ImL)

i.e, le codimension de ImL est le dimension de Z/ImL, anisi que 1’'indice d’un opérateur
de Fredholm L est I’entier

Ind (L) = dimker L —codimImL.

On dit qu’une application N est L-compact sur Q) si I'application QN : Q — Z est conti-
nue, QN(Q) est borné, et Kp(I-Q)N : O — X est compact i.e., elle est continue et

Kp (I - Q)N(Q) est relativement compacte, avec Kp : ImL — DomL Nker P est I'inverse
de L, de telle Lp la restriction de L a DomL Nker P, de sotre que LKp =1 et KpL =1 - P.
D’abord nous commencgons par introduire la notation

g:lj u(t)dt,
w Jo
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d’ou u est une fonction continue périodique a période w. On considere 1’équation diffé-
rentielle non linéaire a retard de type neutre

dx_

=7 = X OG(Hx(t =T (1), x (=7, (1)) = @ ()X (E =1 (1))], (IL.6)

On suppose que G(t,Xq,...,Xp.1) € C(IR”*I,IR), G(t+w, X1, Xy) = F(t,X1,.00,%,), 7, €
C(R,R) et r,¢,1; € C(R,R") pour i = 1,...,n sont toutes des fonctions continues et w—
périodiques. nous prouvons que sous certaines conditions sur les fonctions G et ¢, il ad-
met au moins une solution positive périodique de (IL.6).

En opérant le changement de variable suivant

y(t) =In(x(t)), (I1.7)

d’ou on conclut que

et
x(t=r(t)y' (t—r(t) =x"(t—r(t)).

Alors, y satisfait I’équation suivante

% = =[Gt x(t=11 (1)), X (t =T, (1) = @ () X (£ = 7 (t))]
- _ [G (t, er(t-ult) ey(t—Tn(t))) —@(t)y (t—r(t)) ey(t—r(t))], (I1.8)
ou
r’(t) = 1 pour t € [0, w]. (I1.9)

On observe que l'existence d’une solution périodique de (I1.6) est équivalente a I’existence
d’une solution de I’équation (II.8).

Dans ce qui suit, nous allons donner le lemme nécéssaire pour la preuve
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— Lemme 60
Supposons que la condition (II.9) est satisfaite. On suppose que les conditions suivantes
sont vérifiées
(i) Il existe une constante C > 0 telle que si p est une fonction continue w-périodique et
satisfait

Jw (G (£, /=010, .., P00 g (1) 2] dt = g,
0

on ait ©
j 'G(t, ey(t‘Tl(t)), " ey(t—Tn(t))) + (1) ey(t—r(t))‘ dt < C.
0

(ii) Il existe une constante H > 0 telle que, quand v; > H,i=1,..,n+1,
G (t’ eVI""l eVn) + (’[)(t)evn-#l > 01 G (t: _eVIJ---; _evn) - Ill)(t) ev""'l < 01

est uniformément sur [0, o), avec

@’ (1) (1 —r’(t),)+(P(t)r”(t) . (IL.10)

[1-7 (1)

est une fonction positive continue et w—périodique. Alors I’équation (II.6) admet au moins
une solution positive w—périodique.

wm%

~\

Preuve. Il suffit donc d’appliquer le théoreme [38| En effet, en prenant

X=Z:={yeC(RR):y(t+w)=yp(t)},

on utilisera dans ce qui suit la norme suivante

[9]| = sup |y (1) = sup |y ().
telR te[0,w]

Alors, X et Z deux espaces de Banach sont induites par la norme ||-||. Définissons les ap-
plications N, L, P et Q comme suit pour y € X on a

Ny =—[G(t,e?0l), d=ulD) — g (1)y’ (£~ r (1) ¥ 1],

et
w

, 1
Ly=y;Py=Qy=5J; y(t)dt, y e X.

On remarque que, kerL = {y|ye X, y=¢&, E€R} et ImL = {y lyeX, fowy(t)dt = 0} sont
fermées dans X et dimker L = codimImL on conclure que L est une application de Fred-
holm d’indice zéro.

En outre pour y € ImL on a I'inverse Kp : ImL — ker PN\ DomL de L peut s’exprimer

sous la forme , ,
1 @
ko= [ pids— [ [ pspdsar.
0 w Jo Jo
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et

(QN)(y) = —é J [G (£ 2, Ly ) — g (1) y' (£ -1 (1) ey(t—r(t))] dt,
0

et le fait que

i
+le¢,(t) 1_r (t))+fp(f)(r”(t))ey(t—f(f))]dt
0

[1-r @)
w
= (1) e? gy
0
ce qui conduit que
(QN)(y) = - [G(t V(=) oyt Tn(t)))+1’b(t)ey(t r(t))]dt,
0
et
p(I-Q)N(y)

:__J G (1,111, ., V=T ) 1 (1) 2T g,

+—J J [G s,ey(s_fl(s)),...,ey(s_T”(s)))+zp(s)ey(s_r(s))]dsdt

L J [G (1,60, HI=5D) 4 (1) 200

Il est évident que QN et Kp (I — Q)N sont continues et de plus QN(Q) et Kp(I-Q)N (Q)

sont relativement compactes pour tout borné () C X et N est L-compact sur (3. On
construit facilement un sous—ensemble de X pour lequel le théoréme |38| peut étre ap-
pliqué a I’équation (1I.8)). En effet, ’équation correspondant a I’équation (II.8) est donnée

par
Ly =nNy,n€(0,1)

doncon a
Y (t) =1 [G(t, ),y nt) g 1)y (-1 (1) eﬂf—f(f))]. (IL11)

On suppose que y € X est une solution de (II.11) pour un certain # € (0,1). par intégration

(IT.11) sur [0, w], on obtient
Jw [G(t, dmnl), | eymmlt) 4 gb(t)ey(t‘r(t))] dt =0, (IL.12)
0
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Par suite, en utilisant (II.11]), (II.12) et la condition (i) on trouve

r

<y Jw |G(t, mnl), |yl 4y (1) ey dt < C. (IL.13)
0

v (1)|dt

D’un autre coté on observe que par (II.12) et (ii) il existe un entier (fixé) iy € {1,..,n},
t* € [0, w] et une constante /; > 0 telle que

Y (£ =1, () <Ly (= r () < 1. (IL.14)
D’autre part si pour tout /; >0ett € [0,w], on a
p(t'—7(t")=1,i=1,.,nand y(t—r(t)) > I;.

on remarque a partie de (ii) qui représente une contradiction avec (II.12), ce qui revient a
dire que (I1.14) est satisfait. Notons t* -1, (t*) = C; + kw, C; € [0,w] avec k est un nombre
entier alors,

y(C1) <. (I1.15)

En suivant la méme procédure on conclure a partie de (II.12) et (ii) que il existe i; € {1,..,n},
Cy € [0, w] et une constante I, > 0 telle que

Y(C2) > ~1y. (I1.16)

Par suite de (II.13)), (II.15) et (II.16) on arrive facilement a

y(t)Sy(C1)+JO y’(t)|dt<l1+C,

et

y(t)Z}/(Cz)—L y’(t)|dt>—(lz+C).

alors
[y|| < max {1, + C,1, + C} := 1.

Maintenant, on définit ’ensemble
Q={yex| <7}

avec | = max{l, H}. Il est clair que () est un sous-ensemble convexe, borné et non vide d'un
espace de Banach X, alors () satisfait la condition (a) du théoréme Pour y € dQNkerL =
dQ NI, y est une constante dans R avec ||y|| = ] alors,

(QN) ()
1 w

- G(t,ett-ut) op(t=(1) eVt 4t = 0.
wjo [ ( e e )+¢( )e ] #
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Considérons maintenant I’homotopie
WY(0,y)=0y+(1-0)QNy, 0<6<1.

le fait que pour y € JONR, O €[0,1] et yW (0,y) >00ona W (0,y) = 0, alors par la propriété
d’invariance par homotopie du degré on obtient

deg{ONvy,dQ NIR,0}

deg{W¥(0,v),0Q0NR,0} =deg{QONy,dQNR,0}=0.

Cela montre que toutes les hypotheses du théoreme [38|sont satisfaites alors, (II1.8) admet
une solution w—périodique y. Par conséquent d’apres on conclut que I’équation (I1.6)
est aussi admet une solution positive w—périodique donnée par x(t) = e¥*). m

On recommence la méme procédure pour étudier I’équation

% = x(1)[G(t,x (=T, (), 0 X (=T, (1)) — @ (1) X (£ =7 (1))]. (IL.17)

Remarquons que la déférence entre les équations (II.6) et (II.17) est seulement le signe
alors le traitement est comme le premier cas. On peut conclure de maniere analogue
comme dans (II.6)) on trouve le Lemme suivant

Sous les hypotheses du lemme [60| alors, I’équation (II.17) admet au moins une solution
positive w-périodique.

o #

Point fixe, Périodicité et positivité

pour U'Eq (1.2)

1.3

Le fait que I’équation admet une solution positive w—périodique alors on souhaite
déterminer des conditions nécessaires et suffisantes de sorte que I’équation (II.17)) admet
une solution w—périodique positive

Cette tache repose sur le choix d’hypotheses sur a, b, ¢ et f, de sorte que pour une
application de point fixe T associée a est construite sur un sous—ensemble Q) de X.
vers ce but on suppose que pour ¢ € [0, w] et une fonction positive x € X l'on a

(H1)a,b,c € C(R,IR") sont des fonctions w—périodiques avec fo t)dt > 0et Jo t)dt >
0.

(H2) 6,0 € C(R,IR) est w—périodique.

(H3) f R x R* — R* est continue et w—périodique.
(H4) 1 m LY
X

x—>+c>o

En utilisant les résultats précédents, on déduit que le probleme (II.1))—(II.2) est exprimé

= N € (0, +oo] uniformément sur [0, w].
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comme suit

du

- =
Dans cette partie nous employons une méthode différente pour établir I’'existence d’une
solution w—périodique de ([I.18). L'équation peut étre réduite & un probleme de point fixe
pour l'opérateur T et pour le résoudre, on utilisera un théoréme convenable. Alors on
définit la fonction ¢ par

a(t)u(t) = Ab () f (b u(t=5(8) —c(t)x(t— o (t)). (I1.18)

o (t):=c(t)x(t—o(t)). (I1.19)

Alors, ’équation (II.19) peut étre réduite a une équation différentielle a retard comme suit
du

7 =aut)=Ab() f(Lu(t=0(1)) - ¢(b). (I1.20)

Admettrons que ¢ : R — R* est une fonction continue w—périodique et u est une solu-
tion de I’équation (I1.20). En appliquant la méthode de variations des parametres, par la

t
multiplication les deux cotés de la derniére équation (I1.20) par le facteur e Joads ot o
intégrant de t a t + w, on obtient que la solution de 1’équation (I1.20) est exactement

u(t)= /\Jtm b(s)F(t,s)f(s,u(s—0(s)))ds+ waP(t,s)(p (s)ds,

d’ou )
exp(—| a(v)dv
F(t,s):= p( L — ) : (I1.21)
1 —exp(—f0 a(v)dv)
D’abord nous commengons par introduire les notations necéssaires pour la preuve
(N1 R(1):= [ F(1,5) ¢ (s)ds et Ro = [R(1)],
(N2) u= exp(—fowa(v)dv),
(N3) M =max{f (t,x): (t,x) € [0,w] x[0,Rg (p+ 1)/u]}.
Il est clair que la fonction R satisfait I’équation
R'(s)=-a(s)R(s)+ P (s). (I1.22)

En prenant le changement de variable suivant u (t) = z(t) + R(t) alors I’équation (II.20)
peut se mettre sous la forme

2(t) = a(t)z(t) = Ab(£) f (£,z(E =5 () + R(t = 5(1)). (I1.23)

On observera que l'existence d’une solution w—-périodique et positive u de basée
sur I'existence d’une solution w-périodique de de la forme z(t) = u(t) — R(t) pour
toute fonction ¢ : R — R* continue w—périodique vérifiant z(t) + R(¢t) > 0 sur t € [0, w].
Néanmoins, on a bien montré que la solution de est donnée par

z(t) = Aijb(s)P(t,s)f(s,z(s—6(5))+R(s—6(s)))d5.
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— Lemme 62 N

Admettons que les hypotheses (H1)-(H4) et (N3) sont satisfaites et supposons que
A<A<B. (I1.24)

Alors (II.20) admet au moins une solution positive w—périodique, ou A et B sont définis

par
2 1-u Ry l-u

—— @ e ————— (I1.25)

PN pf"b(s)ds My |, b(s)ds

Preuve. Rappelons la fonction F(.,.). Il est facile de voir que
1 H
F(t,s) < et F(t,s) > —, (IT.26)
1-p 1-p

pour t <s <t+w on en déduit

1 t+w

z(t) < |lzll < -— b(s)f (s,2(s=0(s)) + R(s = (s)))ds,

S l-pJy
et

A t+w
202 i [ B (52-306) + Ris=3(6))ds 2 el

Ceci montre que
z(t) > pl|z|| pour t € R.

Considérons X I'espace de fonctions continues réels et w—périodiques définies sur [m(tg), +0)
muni de la norme du supremum |-, i.e

||z|]| = max{z(t): t € [0, w]}
Alors X est un espace de Banach. Soit
K={zeX:z(t)> ullz||, t € [0, w]}.

alors K est un cone dans l'espace X. Soit l'opérateur T définie par : pour z€ X on a

(Tz)(t) = )\J:Hw b(s)F(t,s)f(s,z(s—09(s))+R(s—0(s)))ds, (I1.27)

Clairement T est complétement continue et TK C K (d’apres la condition de la périodi-
cité).
Le fait que A < B on choisit @ > 1 tel que A < B/a. Notons

Qq:={zeX:|z|| < Ro/p}.
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alors on a
u(t)=2z(t)+R(t) <llz+ Rl <zl + IRl = Ro/p + Ro = Ro (4 + 1) /s,
et comme z(t) > pl|z|| on arrive a
u(t) =z(t) + R(t) 2 pllzll = IRl = pRo/pt = Ro = 0, (I1.28)

pour z € X N dQ4, ce qui implique que
/\ @
(TZ)(t) < Emax{f(t,u):(t,u)e[O,w]x[O,RO(IJ+1)/,u]}J;
AM (¢

L=pJo
B M (¢ BM (¢
- b(s)ds < —— b(s)ds
al-pJy I-pJo

R

e

1z

IA

b(s)ds

IA

IA

b(s)ds

Autrement dit || Tz|| < ||z|| pour tout z € X N JdQ;. D’autre part choisissons € > 0 tel que

2 @
H (N—e)J
A——— b(s)ds>1, 11.29)
2(1=p) Jo ) (
En ayant en esprit la condition A > A, on peut choisir un H > % tel que
t,
lim f (x %) _ N pour t € [0,w] et x > H. (I1.30)
X—>+00
Par suite, soit
Q,:={zeX:|z|| < (H+Ry)/pu}.
il en découle que
u(t)=2z(t)+R(t) > p|lzl| -Ro = p(H+Rg)/p—Ry = H. (IT.31)
D’apres ([1.30) et (II.31)) on obtient
If (t,z(t—=0(t)+R(t—09(1)))| = (N—-¢)|lz+R|| > (N —¢)H. (I1.32)
D’apres la condition (I1.24)) et les résultats (I1.26)), (I1.29) et (11.32) on a
N_ w
(T2)(t) > Hkuf b(s)ds
L=p  Jo
H+R 2(N-¢) (¢
> 2% (A” ( g)f b(s)ds)
H 2(1-p) Jo
> (H+Ro)/p=l2ll. (IL33)
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on déduit que ||Tz|| > ||z|]| pour tout z € XNJQ,. Par conséquent T admet au moins un point

fixe z vérifiant % <|lz|]| < H;RO qui est solution w-périodique de ([I.23). Clairement on a
Ry < ||z||- En effet, S’il existe ¢, tel que % =z(ty) = (Tz)(tg) < 5—;’[ d’ou une contradiction.
D’autre part
R
u(t)=z(t)+R(t) > ullz]| - Ry = y—2 — Ry = 0. (11.34)
H

alors u (t) = z(t) + R(t) est une solution w-périodique et positive de I’équation (II.23)). m

Existence de solution périodique
positive de systéme (Il.1-11.2)

1.4

Théoréme 63
Sous les hypothéses des lemmes[60} [61]et[62] Alors le systéme (IL.1)-(IL.2) admet au moins

une solution positive w—périodique (x, u).

— Théoréme 64 <

Sous les hypothéses des lemmes et On suppose que f vérifiant la condition

suivante
t,
lim 5% N 2 oo, (I1.35)
X—>+00 X
uniformément sur [0, w] et
0<A<B. (I1.36)

alors le systeme (II.1)—(II.2) admet au moins une solution positive w-périodique (x, u).

\. J

Preuve. Le fait que le théoréme[63|est aussi valide si on remplace (H9) par (II.35) et (II.24)
par ([1.36)) alors nous utilisons les lemmes et[62]on peut conclure la preuve par une
procédure analogue utilisée dans Théoreme n
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— Exemple 65

Soit r(t) = r une constante positive. On considere le modele de logistique a retard

% =x(t)[n(t) - é“z’(t)x(t—ﬂ'(f))—§0(t)x’(t—r(t)) :

(I1.37)
du

Ir =ay(H)u(t)=Ab(t)u?(t—=06(t)) —c(t)x(t —o (1)),
avec 7;,0,0 € C(R,R), pour tout i = 1,...,n et n,¢,¢’,ap,c,b,a; € C(R,IR") sont des fonc-
tions w—périodique. Si

0< A< M,
nyO b(s)ds

d’ou Ry, p et M sont définis respectivement par (N1), (N2) et (N3). Alors, le systéeme (I1.37))
admet au moins une solution positive w—périodique.

(I1.38)

\.

Preuve. Soit y est une solution continue w—périodique et satisfait

w
J
d’ou ¢’ (t) = 1 (t) est définie par (IL.10) dans Lemme[60] Alors,

w «w n
f n(t)dt :J [Z“f (t)e}](t—’fi(t)) _ (P/(t)ey(t—r(t))]dt.
0 0

i=1

n(ﬂ-—[}ilai<ﬂey“‘”“”-—qf(wey“"“”]}dt::o, (I1.39)

i=1

D’une autre part

dt

w n
J; 1 (t) - [Zai (t)e?t=5 ) _ o’ (1) ey(t—r(t)))
i=1
Z“f (1) =) o’ (1) 2D

sfwMumu+fw
0 0 [i=1

gzjwhumﬁ:C>a
0

n

dt

Soit v;, 1 =1,...,n+ 1 sont des fonctions continues telles que

n
lim [Eimupw—¢%wamq:+w,
{v1,v2,, V41> +00

i=1
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avec v; =v(t—1;(t)) pour touti=1,..,netv,,; =v(t—r(t)). Alors, on trouve

{v11v2f"'lvn+l i1

et la limite

lim [11 (t)- [iai (t)e'i — (p'(t)ev”“]] =1(t)>0,

{v1,v2, Vs -0 =1

est uniformément pour t € [0, w]. Clairement, la fonction f : (t,u) > u?(t — 5 (t)) est posi-
tive sur R et satisfait la condition ([1.35) de Théoréme[64] le fait que

Ro(1—p)

0<A<B=—202"""
nyO b(s)ds

Par conséquent toutes les hypotheses du Théoreme [64]sont satisfaites. Cela montre que le
systeme (I1.37) admet au moins une solution w—périodique positive. m
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Mots clés.
Point Fixe, Equation intégro-différentielle a variables retards de type neutre.

Le contenu de ce chapitre est le travail publié dans [46] par :

Gabsi H., Ardjouni A., Djoudi A. fixed points and stability of a class of nonlinear
delay integro-differential equations with variable delays. Facta Universitatis, Series :
Mathematics and Informatics, 32(1), 031-057 (2017).

L'objectif dans ce travail est de présenter une extension des résultats et une amélio-
ration des conditions utilisées dans [78]. Cette extension établie dans [46] s’applique a
une classe plus large d’équations intégro-différentielles linéaire a retard fonctionnel de
type neutre présentée dans ([IL.I). Cette tache repose sur la définition d’une bonne fonc-
tion continue H (voir Théoréme |73| ci-dessous) et sur le choix des hypotheses sur cette
fonction, sans restrictions sur 'inverse de t — ’l’j(t) j=1,..,N, de sorte que, pour une fonc-
tion 1 continue initialement donnée une application de point fixe P associée a est
construite sur un espace métrique complet 5, dans lui-méme permettant a P d’avoir un
point fixe. Cette démarche va permettre d’établir et prouver un Théoreme de stabilité
asymptotique de la solution zéro de avec des conditions nécessaires et suffisantes
moins restrictives. On s’intéresse a I’équation intégro—différentielle a retards suivante

48
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N
+Zb]-(t)x’(t—'c]-(t)):0, (IIL.1)
=1

pour t > 0. Ou 7; : R" — Y, 4;(,,-) : ]R+><[—Tj(0),00) — R, f: R*xRxR — R,
bj :R" — Retgi(,):|-7;(0), oo) xR — IR sont des fonctions continues. On observe que
sit = 01’équation (III.1]) devient

0
0)+f(0,x(0),x(0))x(0)+ZJ: a;(0,5)g; (s, x(s)) ds

Ceci nécessite des fonctions initiales données sur [—T]' (0), O] a valeurs IR, donc la solution

x de (III.1) doit dépendre d’un retard fonctionnel telle que x (t) = ¢ (), t € [ ;(0), O] dans
le cas t—7; (t) est minorée. Ainsi, pour ¢ : (—c0,0] — R de sorte que x(t) = ¢ (t) t € (—00,0],
alors pour résoudre I’équation (I1I.1) pour ¢ > 0, nous allons lui associer un retard infini.

On suppose que

T;(t) # 1 pour tout t > 0, (I11.2)
et
t—7;(t) — oo lorsque t — o0, j =1, (II1.3)
Pour chaque t; > 0, nous notons m; (ty) = 1nf{s — s>t } = m (ty) = min{m; (o),
j=1N}.

Comme au premier chapitre, on désigne par C(tg) := C([m(ty),to],R) I'ensemble de
fonctions continues muni de la norme du supremum |||, c’est-a-dire, pour ¢ € C(ty),
||1/)|| = sup{|1/) | (tg) <t < to} Notons A(t) := f ((t,x(t),y(t)). On écrit (III.1) comme
suit

xX(t) =y (1),
: Nt I11.4
90 =AM - X [ ) ai(t9)g) (5, x(5)) ds - Zf" (0 dx(t-7(m), 4
1= ]
avec
w: (1) = itt) (IIL5)
I 1-7(1) '

Dans [18] T. Burton est développé une méthode, basée sur la notion de point fixe pour
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étudier I’équation
X+ f(t,x,%)%+b(t)g(x(t-L)) =0. (I1L.6)

En suivant dans [77, 78] D. Pi est appliqué méme idée pour les équations
X+ f(tx,x)x+b(t)g(x(t—r(t)) =0, (111.7)

et
F4+f (8%,0) %+ r a;(t,s)g; (s,x(s))ds = 0. (I11.8)

-7;(t)

Cette méthode elle a été ensuite utilisée par exemple voir [25] [11]-[37], [58]], [79]-[78]].

Inversion et transformation de
l'équation

1.1

Selon ce qu’on a vu au premier chapitre, pour chaque fonction i € C([m(t), ty],IR), une
solution de a travers (tp, 1) existe. C’est une fonction continue x : [m(ty),0) — R,
pour une constante positive o > 0, telle que x satisfait sur [0,0) et coincide avec ¢
sur [m(ty), to]. Elle est notée par x(t) = x(t, to, ).

Cependant, le calcul de cette solution n’est pas une chose facile. Pire encore, I’absence
d’un EDO terme non trivial complique la recherche d’une telle solution. On a besoin donc
de faire des préparations si on veut aboutir a un quelconque résultat. Une transformation
de I’équation (I1I.1) s’impose dans notre situation.

La méthode directe de Lyapunov n’a donné que de maigre résultats de stabilité et avec
beaucoup de restrictions sur le noyau. Il s’est avéré donc que 'espoir d’obtenir des amé-
liorations avec la méthode de Lyapounov semble une tentative vaine. C’est pourquoi, les
investigateurs se sont penchés sur la méthode de point fixe qui s’est plus concluante pour
ce type d’équations. Dans la suite on va utiliser le Théoréme de point fixe de Banach pour
conclure la stabilité asymptotique de la solution zéro. En particulier, on souhaite défi-
nir un espace convenable et une application P associée a sur un espace métrique
complet S, de sorte que pour une solution de (III.1) sera un point fixe de P. L'espace S,
possede toute les caractéristiques qui fait de la solution bornée, stable et/ou asymptoti-
quement stable.

Avant tout on rappelle que la fonction gamma d’Euler I'(s) est définie par l'intégrale
pour plus détail voir [84]

I'(s)= J et s> 0
0

Le théoreme suivant dii sera tres utile dans la stabilité asymptotique du modele que nous
allons étudier qu’est montré dans [41].
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— Théoréeme 66
Soit —co < @ < f < +00, @ : [a, ) = R. Pour A € R on définit la fonction
B
F(1) ;:J e MW 1 (t)dt.,
a

i) On admet qu’il existe une constante Ay > 0 telle que pour A > Aj on a

B
J e MW f ()| dt < +oo,
o4

ii) supposons que @ est de classe C! sur [a, B[, ¢’ (t) > 0 sur [a, B[ et que f est une fonction
continue en «a et f (a) = 0, alors

CY le_)\(p(a) (A — +00).

F~ @)

Preuve. (a) Supposons d’abord que, ¢ (t) =t, a« =0,

B
F()) :f e MF (t)dt.
0
Soit € > 0. Il existe # tel que, si 0 <t <1, alors

f ()= fO) <e.

Décomposons l'intégrale,

B
F(A)=f (O)J: e Mdt + JOW e M(f (t) - f(0))dt +j e Mf (t)dt.

n
Le résultat annoncé se déduit des estimations suivantes

J: e Mdt = %(1 —e"‘”),

o

Lne_’“(f(t)—f(O))dtSSJ e"”dt:%

0
et pour t > ona(A—Ag)(t—1)>0donc
P p
J e Mf(t)dt < e—ﬂ“—%)J e~ Ml f (t)dt.
Ul Ul

(b) La fonction t —> ¢ (t)—¢ (a) est une bijection de [a, B[ sur [0, Bo[, avec By = @ (B)—¢ ().
Soit i la fonction réciproque. En effectuant le changement de variable défini par t = ¢ (u)
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nous obtenons p
0
PO =0 | e () g ()
0
et nous trouvons la situation étudiée en (a) avec

—dﬁ(tu) =9 (@) -¢(@)¢’ (1) =1ety’(0) = q)'l<a>‘

Alors, le résultat découle immédiatement du (a) m
Avant d’expliciter cette construction, nous énongons les définitions de la stabilité et
stabilité asymptotique

— Définition 67

La solution triviale de (III.1)) est stable en t = £ si, pour tout € > 0, il existe un 6 = 0 (¢, ty) >
0 telle que si [z,l) eCl(ty), vo e R, 1,[1“ + |y0' < 6] alors |x(t, to,gb)|+|y (¢, t0,¢)| < ¢ quel que soit

\. J

— Définition 68
La solution triviale de (III.1)) est asymptotiquement stable si elle stable en t = #; et il

existe un o > 0 telle pour toute fonction [¢ eC(tg),vo € IR,| 1,D|| + |y0| < 61], la solution x
satisfaisante x = 1 sur [m(ty), o] tend vers zéro lorsque t — oo.

Il est clair que les notions de stabilité, énoncées ci-dessus, ne different pas trop de
celles des systemes sans retard, sauf pour les hypothéses concernant les conditions ini-
tiales.

On commence par transformer (III.1) pour obtenir une équation moins délicate pour
étre inverser.

— Lemme 69 N

En Appliquant la formule de la variation de parametre a seconde équation de (III.4), on
trouve

Js ai(s,v)g;j (v, x(v))dvds

s=T;(s)

N t .
: _ B( )_ —L A(u)du
x(t) t ]-Ezl J;O e

Y " A(u)d d
_Z e Js Al ”a)j(s)—x(S—Tj(S))dS, (I11.9)
g ds
ou
(I11.10)
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t
Preuve. En effet, en multipliant les deux cotés de (lII.1) par le facteur eLO AT ot en
intégrant par rapport a s de fj a t, on obtient
[ A()dv Nt s
Y(t) = y(tg)e o —§:J‘EL“””J“ a;(s,v)g; (v,x (v)) dvds
i1 to s=7(s)
N t ; d
- e_fsA(”)dvcu-(s —x(s—1;(s))ds. II.11
; I ds J
j=1770

En substituant x(t) dans (III.11]), on trouve
t
(1) = i(t)e "M

t ¢ N s
_J o) AWy ZJ a;(s,v)g; (v,x(v))dvds

to j=1 J57T(s)
L[ A v d
—J )i AW) ”ij(s)%x(s—’c]- (S))ds.
to =
u
—~ Lemme 70 ;
L’équation
N ~t
o(t) = —ZJ‘ ai(t,s)gj (s, x(s))ds, (IT1.12)
j=1 t—T]'(i')

est équivalente a

Ci(tt =T (t)(1 = T)(1)g; (£ - 7j(1) x(t - 7;(1))), (I11.13)

ou

t—Tj(t)
Cj(t,s) = J aj(u,s)du et C;(t,t —7;(t)) = j aj(u,t—7;(t))du.
t t
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Preuve. Par la différentiation du terme intégral dans (II1I.12)) on trouve

d t

' C;(t,5)g; (s, x(s))ds
t—T]'(t)

! %
:J = C;(t,5)g; (s, x(s))ds + C;(t, 1)g; (£, x(t))

-T;

= Ci(t,t = (B)(1 = T/(£)g) (£ — 7). x(t — 75(1))),

par suite, on voit que I’équation (I11.12) devient équivalente (III.13) si C; satisfait les deux
conditions suivantes
8C]~(t,5)

dt

alors, pour une certaine fonction C; (t,s) doit répondre a ces conditions si et seulement si

Ci(t,t)=0 et =-aj(t,s),

s t=1;(t)
Cj(t,s) = J aj(u,s)du et C;(t,t —7;(t)) = J aj(u,t—7;(t))du.
t t

En conséquence, (lII.12) est équivaut a ([1I.13). m
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— Lemme 71 \

Soient h; : [m]-(to), oo) — R, j = 1,...,N sont des fonctions arbitraires continues. Suppo-
sons que 7; sont de classe C? et T;(t) # 1 pour j =1,..,N. Si x est une solution de I’équa-

tion (III.1)) et (III.4) sur un intervalle [ty, T) et satisfait la condition initiale x(¢) = ¢ (¢) sur
[m(tg), to] alors x est solution de 1’équation intégrale suivante

H(v)dv

h (v)x(v)dv] ¢ o

N to
+ x(f0)+Z(wj(fo)x(to—%(to))—f Cj(tofv)gj(%x(v))dv]
=1 to—1j(fo)
to
N ¢ N ot u
+Z hj (v)x(v)dv—z e—juH(v)de(u)J- h]- (v)x(v)dvdu
jzldt—rj(t) =1 to u—t;(u)
N bi(u)
-, H(w)dv - A _ ] e
+ZJt e ), [(1 T].(u))h](u T](u)) 1_T{(u)}x(u T](u))du
j=1ore J
N ~t T
£y o~ e H(w)dv C;(u,v)g; (v,x (v)) dvdu
=1 Jto au—rj(u)
Nt t U u g
_ Z e S H@AY [ 4000~ ], AWWI Ci(s,v)gj (v, x (v))dvdsdu
=11 Jto s—T;(s)
N rt t U
e Y| e ke [ fTACY s s ()1 - 1)(9)g; (5 - 7] x(s — 7j(5)) ) dsdu
].:1 Jto Jtio
N rt t U u
+Z o iH@A [ . Ay, (S)x(s_ (s ))dsdu (IIL.14)
]-:1 Jto Jtio

sur [to, T), d’ou r;(-) et H sont données respectivement par

rj(t):[(bj(t)A(t)w]’.(t))( T/ (8)) + bi(H)T] ( ]/1 L ))2, (IT1.15)
N

H(t):= Zh]-(t), (II.16)
j=1

Réciproquement, si une fonction arbitrairement x est coincide avec 1 sur [m(ty),ty] et

solution de (III.14) sur un intervalle [#, T; ], alors x est une solution de (I11.4) sur [tq, T;].

\. J

Preuve. En utilisant le lemme [70| pour mettre (II1.9) sous cette autre, mais équivalente,
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forme

N t ¢ d S
X(t) = B(t) + J e A<V>dv_f Ci(s,v)gi (v, x(v))dvds
]-:Zf to ds S—T]'(S) J !

N ~t
+ Z{J: o) Aw)dy [C].(s,s - Ti(s)(1 - T]f(s))g]- (s - T;(s), x(s - Tj(S)))] ds
j= 0

N t ; d
- Z e J; A(”)d”a)j(s)—x(s - Tj (s)) ds. (I1.17)
= ds
_ s [, H(v)dv L .
En multipliant les deux cotés de (II1.17) par le facteur e’*o et en intégrant de 0 a

n'importe quel ¢ € [0, T), on obtient

_(t t ;
x(t) = x(tg)e LOH(v)dv+f B(u)e_juH(v)dvdu
to

rt ¢ u
e_qu(v)dvij h: (v)x(v)dvdu
—t;(u)

+
]
Jty du

-

~
I
—_

rt t
e H@)dv(q _ T]f(u))hj(u -7 (u))x(u —Tj
1Jt0

(u))du

e

~
I

—+

rt t U u s
e S H@Av [ A(”)d”if ( )Cj(s,v)gj(v,x(v))dvdsdu
(s

Jty Jty dS

(" ¢y H)v (" e_fsuA(”)d”Cj(s,s — ()1 —Ti(s)) x g (s — (), x(s — Tj(s)))dsdu

™M= T_l'[\Jrﬂz ™M=

Jty Jty
t t U u d
_ e_JuH(V)dv e_L A(V)dva)j(s)—x(s—’[j (s))dsdu.
Jty J to ds

-
Il
—_

D’apres (l1L.5), (I1I.10) et les définitions de r;(f) en effectuant une intégration par parties
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il vient

hy <v>x<v)dv} o

0—7T(to)

N to
+[x<to>+Z(wj<to)x(to—rj<to>)—L cj<to,v>gj<v,x<v>)dv]]

N ¢ N t t u
+ hi (v)x(v)dv - e S H@AY E )y hi (v)x(v)dvdu
j j
i1 Jt-1;(t) j=1 to u—t;(u)
SHE —ftH(v)dv , b(u)
+;Jtoe u (1_Tj(u))hj(u_Tj(u))_T]{(14) x(u—'cj(u))du
Nt t ru
+Z e uH(v)dv C](L[,V)g] (V,X(U))dVdu
= Jty Ju-7i(u)
Nt ¢ s u s
_ Z e—fu H(v)dv A(s)e_L A(”)d”j Ci(s,v)g; (v,x(v))dvdsdu
].=1 J tO J tO S—T]'(S)
Nt t ru u
N Z o h H@)dv e—L A(V)dej(s,s—’Cj(S))(l —T]f(s))xg]- (s—fc]-(s),x(s—’[j(s)))dsdu
]-:1 Jty Jty
Nt t U u
>y eI HA o [ S AR (1) x (s — 1y (5) ) dsdu,

j=1 Jtg Jty

ce qui donne exactement (III.14). Inversement, supposons qu'une fonction continue x
coincide avec ¥ sur [m(ty), to] et satisfait (III.14) sur un intervalle [ty, T) alors, x est diffé-

rentiable sur [tq, T}) alors en dérivant (III.14) on aboutit a (III.1). m

> Bornitude et stabilité asympto-

tique de solutions

Nous allons a partie de ’équation on extraire une application de point fixe P
correspondant a ([IL1). Le défi ici est le choix d’un espace et des hypothéses formulées au
début du cette partie ainsi une métrique est définie sur un espace bien spécifié. Pour cela
considérons (C,||-||) I’espace de fonctions continues et bornées a valeurs réelles définies
sur I'intervalle [m(t(), co) muni de la norme du supremum i.e.,

llpll :=supflp(t)|: t € [m(ty), )}, ¢ €C
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C est un espace de Banach. En d’autres expressions on va s’installer dans ’espace métrique
(C,p), avec p est la distance induite par la norme ci-dessus, c’est-a-dire

p(x,v):= sup |x(t)—y(t)| =|lx -yl pour tout x,y €C,

t>m(tg)
Soit i € C([m(ty), to], R) une fonction donnée. Définissons
Sy 1= g € [mlto),0) > R | 9 €C, (1) = (1) sur [mto) o))
Il est clair que (Sl[ﬂ” . ||) est un sous espace fermé de (C,||-||) et donc il est de Banach lui
aussi.

Dans la suite a 'aide du lemme [71] on définit explicitement ’application P sur l’en-
semble 5, et nous donnons des conditions importantes et nécessaires de sorte que I'ap-
plication P soit envoie 5, dans lui-méme pour vers ce but on suppose l'on a

i) Pour t > tyon a

t
liminfj H(s)ds > —oo0. (III.18)
to

t—o0

ii) Il existe des fonctions R; € C (R, R") telles que, pour x;, x, € Ron a

|gj (t,x1) = & (t,x2)| < R; (£)|x1 — x3|, j=1,...,N pour tout t € R, (I11.19)
gi(t,0)=0, j=1,..,N poutte R". (I11.20)

iii) Il existe une constante « > 0 telle que pour t > ¢,

N t N t ¢
- d
Y[ vy [k s [ ] dvan
]:1 —T]‘(t) ]:1 to M—T](M)
SN [ H(v)dv ’ bj(u)
+ .Zw e Ju (1= )()h; (1 -7 (u)) - oy du
j=1-1o ]
N rt ¢ ~u
+ Z ¢~ Ju Hw)dv |Cj(u,v)|Rj (v)dvdu
=1 Jty Ju-(u)
N rt ¢ ~u u S
+) | e hHea Afs)ek AWWJ |Ci(s,v)| R (v)dvdsdu
=1 Jtg Jtgy s=T;(s)
N rt ¢ U u
+ Z e~ S H@dv [ [ A@)dv Ci(s,s —tj(s))(1 - 'c]-'(s))’Rj (s —~ Tj(s))dsdu
j:l Jiy Jty
N rt ¢ ~u u
- Z e J H@dv | o= [T Ay |r]- (5)|dsdu
jzl Jto Jty
<a (II.21)

iv) Il existe des constantes ag > 0, ¥ > 0, Q > 0 et une fonction continue A; € C(R*,R")
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telles que pour tout t >t on ait
f(t,x,v)>A;(t)>0pourx,yeR,

etpourt>u>Qyona
t u
H(v)dv+f Aj(v)dv >agu” +b, beR.
to

v) Il existe une constante g > 0 de sorte que

2‘1 . ZJ ok Aw) (fTs)|aj(s,v)|Rj(v)dv+|r]-(s)| ds < B.

]

Maintenant on définit 'application P sur S, comme suit, pour ¢ € 5, (P$)(t) =

[m(tg), to], cependant t > t; on pose

Pp(t) =

P (to) — ZL 0 h (v)¢(v)dV:| o H@)

i=1 Zto~Tj(to)

N (bt to
X (to) + Z(%Mto — T (fo)) —J Ci(to,v)g; (V;HD(V))dV)]
=

to—7;(to)

rt

Jt-T;

N t ¢ u
T](t)hj(V)(p(V)dv_].:ZI’J;Oe_LH(V)dVH(u)L—Tj(u)hj(V)(P(V)dvdu
Fte_futH(v)d” (1—T’(u))h~(u—T~(u))—M (u—T'(u))du
PG T Gy | PN

rt ¢ U

N
eY [ el Ci(1,v)gj (v, (v)) dvdu

Jty Ju-7i(u)

U u $
LTI PRI A(v)dvf ( )C].(S,v)g]. (v, ¢ (v))dvdsdu
S—Tj S

Jty Jty

S J Ha e_LuA(v)dvrj (S)(P(S_ (s ))dsdu

Jty Jty

N
3
N u
+Z e s [ _f Awdv e, i(s,s=7i(s))(1 -7 ())xgj(s—'cj(s) x(s—1 ()))dsdu
=1
N

(I11.22)

(I11.23)

(I11.24)

() sur

(I11.25)
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Lemme 72

On admet que les hypotheses (II1.18)—(I11.23)) sont vérifiées, alors P: Sy, — 5.

Preuve. Premiérement, supposons que ([[11.18]) est vérifiée et posons

t
M = supe Jo 0, (IIL.26)

t>tg

il est évidemment que (Pg)(t) est continue parce que ¢ est une fonction continue et (P¢)
coincide avec 1 sur l'intervalle initiale. Aussi, pour t > tj, compte tenu des condition
(ITI.18)), (III.21)), (II1.19) et (III.20]) on a

N to
Po (1) =y [1 + ZJ |h; (v)|dv]M
=1 to—T;(to)
N b
+ [|X(to)|+ |I¢||Z[ +j |cj(t0,v)|R]-(t)dvﬂ
j=1 to—j(to)

t t -
xf o~y H@)dY, jroA(”)d”du+(Jé||(10||-
to

bj(to)
1 -7 (to)

¢ (U
Pour voire P : 5, > 5, il suffit de montrer que la quantité réelle Lt e Hwv, Jio A 4y,

0
est bornée. En effet, d’apres la condition [III.22]on a A(t) > A;(¢) > 0 pour t > t(, ce qui
implique

t u ¢ ;
J e—ﬂH(v)dve—LoA(v)dvduS e—f;H(v)dve—ftoAl(v)dvdu'
to

to

On décompose le terme du second membre de maniere suivante

t u ] y
j e—f;H(V)dve_LoAl(V)dvdu :J‘ e—j;H(v)dve—LoAl(v)dvdu
to to
t t _ u
+J e i@y MO g (I11.27)
J

pour | > Q, la derniére égalité découle que le premier terme dans le second membre de
(I11.27) est borné. Par suite, en utilisant la condition (III.23) on remarque que

t u t

f e‘f;H(”)d”e_Lo A g < e_bf e dy, (I11.28)
J J

On définit la fonctions F par

E(]):= jme_“(’”ydu (I11.29)
J
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1
alors, le changement de variable u = 67 donne

F(J)= lf e 097 40 < lj 09y~ 4o = 1Y) (I11.30)
Y Jyr Y Jo yaoy

Alors la fonction F (J) est bornée pour y > 0, ceci démontre que (Pg) est aussi bornée. Cela
veut dire que P applique $;, dans lui-méme. ®

A partir de lemmes et et sous les hypotheses (i)—(vi) on prouve que pour une
fonction continue donnée i : [m(ty), tg] — IR il existe une fonction unique continue x qui
est solution de sur [m(ty), 00) et coincide avec i sur [m(ty), t]. Ensuite on va montrer
que la solution zéro de satisfait les axiomes de la définition |68 cette conclusion est
résumée par le théoreme suivant.

— Théoreme 73

Sous les hypotheses du lemme 1b Supposons que R;, g; (pour j = 1,N), H et
A; répondent aux conditions (IL.18)-(II1.24) alors, pour toute fonction continue 1 :
[m(tg), tg] — IR, il existe une fonction unique x : [m(ty), c0) — R avec x = ¢ sur [m(ty), to],
qui est solution de sur [fp,o0). En outre, cette solution x est bornée par I sur
[m(tg), o). En plus, la solution triviale de est stable en t.

Preuve. On considere I'ensemble S, engendrée par la fonction continue (donnée initiale-
ment ) ¥ : [m(ty), to] = R . Le lemme donne que P: 5, — Sy On affirme que 'applica-
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tion P est une contraction sur 84,. En effet, soient ¢, 1 € Sz,b alors pour t >ty on a
IPe - Pg| <

[ijt |dv+ J - Hw) Vv | g |h]-(v)|dvdu
; t=7;(t)

j=1
oot o by(u)
-J,Hw)dv — Ay _ ]

+;Jt0ef (1 Tj(u))h](u T](u)) 1—1]7(u) du
N rt t U
+Z e~ H | uv|R ydvdu

=1 Jtg Ju—r;(u)

rt

~["HE)d [ ~[“Awyo [
e WAV As)e s A Vf | sv|R )dvdsdu
S—Tj()

1Jt0 Jty

U

e—fs A(v)dv

Ci(s,s—Tj(s)(1 - T ’R s— ())dsdu

Jty Jty

+i pte_utH(v)dv " o J AW dv|r )|dsdu ||<P—¢”
j:1“t0 Jty
<alp-9|,

pour t > t,. Clairement cette inégalité est aussi valide sur [m(ty),ty]. Conséquemment,
d’apres le lemme 72| P : 5, — 5, et comme a < 1, on conclut que P est une contraction
sur I'espace complet ($y, p). Par conséquent, par le principe de 'application contractante
(voir [86] p. 2]), P posséde un et seul point fixe x € S, qui est solution de sur
[m(tg),0) a cause du lemme [71] . On conclut que x est 'unique fonction continue bornée
vérifiant (TII.4) et (IL.1) en méme temps sur [m(ty), o) et coincide avec i sur [m(ty), to].

Tournons-nous enfin vers, la stabilité de la solution zéro de (II1.1) pour vers cette point,
notons

t ¢ _ru
L::supf ¢S HWdv~Jy M g (IIL.31)
to

t>tg

Soit € > 0 et choisissons 0 < 0 < ¢, X(t() et ”1,0” < o de sorte que

[1+ZJO o (v)'dv M

, bj(to) o
+ |:|X(t0)| +0 ;[ _1 _]T;(t—o) + J;O_Tj(to) |C](tO,V)|R] (t)dv)] L

<(1-a)e. (I11.32)

Si (x(t),y(t)) est une solution de (III.4) avec y = % on [m(ty), o) et y(ty) = x(ty) alors,
x = Px ou P désigne l'application définie dans . On affirme que |x(t)| + |y(t)| <e
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pour tout t > t(. Le fait que |x(t)| = |1,b(t)| < e sur [m(tg),ty] il est claire que |x(t)| < € sur
t e [m(ty),to]. D’autre part si x est une solution de (II1.4) et coincide avec ¥ sur [m(ty), to]
alors, en utilisant la condition (III.25) il vient

N

|x(t)|£[5+6z
]

1

S(l—a)e+ea£s. (II1.33)
Rappelons la formule ([II.9) du lemme[69} on a

t
X(t) — 5 —LOA(v)dv

‘f A | |
Z‘J Js T](S)a](s,v)g] (v,x(v))dvds
ZJ _I Al ' dsx(S—Tj (5))ds.

En effectuant l'intégration par partie on conclut que

t ¢ N s
+ | e fAwmdy Z(r]-(s)x (s -7 (s)) - L_T.(s) ai(s,v)g; (v, x(v)) dv] ds.

to j=1

On peut garantir par les conditions (I11.24) et (I1I.32)) ’estimation suivante

N b(t) t ot
+eZ u+ toe LA(u)du[|rj(S)|+L » |aj(s,0)| R; (v ]ds

j\$

€ 1
+ef<e (— +p )
L
On voit finalement que la solution triviale est stable en t = ¢;,. m
On va chercher des conditions nécessaires et suffisantes pour affirmer qu’une solution

triviale de (IIL.1)) sera asymptotiquement stabile. Vers cette fin, en supposant que les hy-
potheses du Théoréeme et la condition (I1I.34) sont valides. Cela est possible si on se
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laisse shifter vers I'espace de fonctions de 5, qui s’annulent a l'infini i.e,
S?b = {(j) €Sy | ¢(t) — 0lorsque t — oo}.

Ici aussi 52} est fermé dans 5, alors 'espace meétrique (S?b,p) est complet.

— Théoreme 74

Supposons que toutes hypotheses du Théoreme [73|sont valides. Alors, la solution zéro de
(III.1)) est asymptotiquement stable si et seulement si

t
f H(s)ds — oo, lorsque t — oo. (II1.34)
to

\.

Preuve. Tout d’abord on va essayer de montrer que pour ¢ € Sgb on ait Pe (t) — 0 lorsque

t — co. En effet, notons les neuf termes dans le second membre de ([11.25) respectivement
par I,I,....Ig et soit ¢ € Sg. Il est bien évident que le terme I; tend vers zéro quand

t — oo, d’apres la condition ([1I.34). Par suite pour ¢ > 0 choisissons T, > t, plus grand tel
que si t—7;(t) > Ty, j = 1,N on aura |@ (s)| < € pour tout s > Ty, d’ou I3 va satisfaire

N t N
Iy < _ZL_M ol eldv<e)” [
j=1 j j=1

<wae<e.

t
| (v)|dv
-7(t)

Par conséquent, I35 — 0 quand ¢t — oo. Soit I, alors a partir de la décomposition dans
([11.27) on a

J u ] u
J e_futH(v)dve_Lo Al(v)dvdu _ e—j]tH(v)va e—jL{H(v)dve—fto Al(V)dVdu, (IH.35)

to to

Donc (lI1.35) tend vers 0 si t — oo, d’apres la condition (I1I.34). on remarque déja que le
dernier terme de ([II.27) exiger une étude détaillée alors rappelons la formule (II1.29) et
nous remplacgons u par JO dans cette formule elle devient

F(])= ]J-oo e (@97 gg. (I11.36)
1

La fonction G () := Loo

e =197 40 est vérifié toutes les hypothéses du théoréme |66|avec
A=ag)?, a=1, ¢(0)=07, f=1 ¢ (a)=ya? ' =y, f(a)=1.
On calculera par la suite

G(A) ~ fla) 1 apta) - lle—A, (A —> +00).

¢’ (a) A Sy
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On écrit

F(J)~ L pyvear, (J — +00).
V4o

En effectuant le changement de variable z = ayJ” On obtient

1 1

1/y = 1/y
a
Y40 Vag Yay

zZm"e™* — 0 as z —> 0.

D’ou m :=[1/y]+ 1. Donc pour ¢ > 0 donné on peut choisir une constante suffisamment
grande J* > Q) telle que pour ] > J* on ait

-b
E el <, (I11.37)
Va0

Clairement, I’expansion ([II.27) est valide si on remplace ] par J*. Au vu de (I11.27), (II1.35)),
(LIL.36) et (III.37) il est naturel I, tend vers zéro lorsque t — oo. Il reste a montrer que

les termes I4, I et Iy tendent, également, vers zéro a l'infini. Vers cette fin. Notons I =
[I4] + ... + |Io] et soit

N u

V()= ZJ ( )[|hj (v) H(u)| + |Cj(u, )| R; (v)]dv
i=1 u—tj(u

bj(u)

1—T]f(u)

+

-

I
—_

(1- T]f(u))hj (u - T; (u)) —

]

u
—Lu A(v)dv
Y f ;
j=1 2t

N u u S
+ ;L e‘L A(v)dv [A(S)J |C]-(s,v)|R]- (v)dv + |rj (s)|]ds. (I11.38)
j= 0

s=Tj(s)

Ci(s,s—7(s))(1 - T;(S))‘ R; (s — Tj(s))ds

De méme pour ¢ > 0, il existe T* > t, tel que s > T* implique que |(p(s - T; (s))| < & pour
j =1, N.Clairement |p(s)| <& (car s >s—7;(s),j =1, N ).

le fait que t - T]'(t) —> oo quand t — oo, pour j = 1,2,---,N , donc en utilisant les
conditions (III.19), (IIL.20) alors I satisfait I'inégalité suivante

N t ;
ISEZJ |n; (v)|dv+ef V(u)e L@ gy
]':1 t—T](t) *

T
T* t
+ sup |p(Q)] V(e JH@)dv
sz(to) tO
T t
<2ae+ sup |p@) | V(w)e LHO gy,
sz(to) tO

pour t > T*. De plus I’hypothese (I11.34) implique que, il existe T** > T* de sorte que pour
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t > T* on ait
—(*.H "H(v)d
¢ H@)dY sup |@(C IJ J gy <.

C>m t()

On en déduit que, I — 0 si t — oo et il résulte que, (Pp)(t) — 0 quand t — oo. Par
conséquent,P applique Sg dans lui-méme.

En conclusion, pour une fonction continue ¢ : [m(ty),to], P posséde un point fixe
unique x € Sgb. Du Lemma x est I'unique solution continue de (III.1)) sur [, o) sa-

tisfaisant x(t) = @ (t) sur [m(ty),ty]. L'appartenance de x a Sgb, oblige x(t) de s’annuler
lorsque t — co En outre du Théoréeme|[73} la solution zéro est stable en t = t;. Ceci prouve
que la solution zéro de ([1I.1)) est asymptotiquement stable si (I11.34) est valide.

Réciproquement, On raisonne par l’absurde supposons que la condition (I1I.34)) n’est
pas valide. Alors, par la condition (III.18)) il existe une suite réelle {t,},, t, — oo lorsque

n — oo telle que
tn

lim H(u)du =1€R".
n—oo t()

On peut choisir aussi par la condition (III.34) une constante positif y > 0 satisfaisant,

tn
-u< H(v)dv < p, pour n>1.

to

Pour simplifier les notations, définissons, pour tout s > ¢,

N b to
Cri=) L‘))" ol [ L JGtonlr @]

Rappelons la formule (I11.38)) et considérons

W (1) = V (u) + Coe o

En vertu les hypotheses (I11.21]), (II1.22) et (II1.23)) on obtient

thw  (tn
j e Ji H(V)dvW(u)dus(a+COL),
to

ceci entraine ce qui suit
H(v
f LO u)du < (a+CyL)e

Pour n > 1, donc la suite {T,},,>1 est bornée dans IR, alors il existe une sous—suite noté {T,,}
convergente vers un certaine limite o > 0 i.e

lim T, =o.
n—o00
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Choisissons 1 assez grand tel que

o

" L';H(v)dv
W () du < 22,
¢ () du <01

tug

pour tout n > ng, ou € > oy > 0 satisfit

[W "

<(1-a).

Considérons maintenant la solution x(t) = x(t,t,,, 1) de (IIL.1)) avec le choix des conditions
initiales

300 . I
llb(tl’lo) = Tl x(tno) = Z

|7‘/) |+|x () <69, s<ty,

On peut choisir ¢ et x( ) de sorte que

Nty
™ ;:L (0)§ (v)dv > 2

4><§”

no)

De maniére similaire a (II1.33)) avec ¢ = 1 on trouve |x(t)] < 1 de plus x = Px donc, pour
n=> no

ty t (" Aw)d
+9&(tno)_[ e S HwY, Jing AV

no

tn t, "
Ze_ﬁ"lo H(V)dV%_J e_Jut H(v)de(u)du
Ly

0

— (" Hw)dv | & tn 1)
> ¢ g O Q0 _ [0 J- elo HOdvyyyay | > 20020 5 (I11.39)

D’autre part, la solution zéro est asymptotiquement stable on ait x (¢) = x(t, Y, x(tno)) —
0, as t — oo. Toujours par la condition (III.21]) et grace au théoreme des valeurs intermé-
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diaires on peut affirmer que

N -, N
ZJ-t hj(v)x(v)dv| = ‘x(m,,)‘ ;L:_Tj(tn)h]- (v)dv

<a |x(17tn)' < ‘x(ntn)

Comme t, et t, — 7;(t,) — oo quand n — oo, alors 1; —> co. Par suite

Z

—

lim [x(tn)
]

ty
Jim [xed =) [ <v>x<v>dv]=o,
nT](tn)

lorsque 1 —> oo. Or ceci est une contradiction avec (IL.39). Par conséquent la condition
(I11.34) est nécessaire pour la stabilité asymptotique de la solution zéro de (III.1). m

Dans cet exemple on va donner une illustration numérique de la situation présentée
dans le Théoreme

— Exemple 75

Considérons 1’équation intégro-différentielle non linéaire a retard de type neutre

t 2
X+ f(tx %)%+ (t,5)gi (s, x(s))ds+ ) bij(t)x"(t—7(t))=0, I11.40)
X+ f(tx,x)x ;L_Tj(t)a] 5)gj (s, x(s))ds j;]()x T (
pour t > 0, Avec A(t) := f(t,x(t),x(t)) = 1—0.5cos(x(lt)x(t)) + 2tanht, g (t,x(t)) :=
5(t+1)5
0.2tsinx(t), g (£, x(t)) := 0.4t cosx (), a; (t,s) = a, (t,s) := e~3+9), 1, (t) = 0.5¢, 7, () := 0.5¢
0.125t 0.125t

et by(t) ;= A—————, by(t) ;=0—————ou 0 < (A+0) < 1/7. On affirme la solution
0.25t2+1" ° 0.25¢% + 1
nulle. Alors, la solution zéro de (I11.40) est asymptotiquement stable.

\.

Preuve. On a évidemment que (II.19), (II1.20) et (III.22) sont satisfaites, avec R;(t) =

0.5 t+1
Ry(t):=tet Ay (t):= ———— +2tanht, pour t > 0. Choisissons hy (t) := A et hy (1) :=
5(t+1)5 t2+1
t+1
1 R Il est clair que les conditions (III.18)) et (III.34)) sont vérifiées. En outre, les calculs

montrent que pourt >u >0ona

t u u u 1
J;H(V)dV-I'J; Al(t)deJ; Al(t)dUZOSJ; md?]

u

—

v
| =
Uil

1
= 111.41

dong, la condition (III.23)) est valide avec ay = 1/8, by = —1/8 et y = 4/5. Il reste a prouver
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la condition (I1I.21)). En effet remarquons que

|

t t t
H(v)dv:f |y (v)ldv+J‘ |hy (v)|dv = (/\+0~)J 5
0.5t 0.5t 0.5t 0.50 17+ 1
<(A+0)0.84.

dv

Le fait que H(t) > 0 pour t > 0 et d’apres (I11.42). On obtient ainsi

j ~JiHEMY Iy (v)|dvdu

u—7y(u)

( pf i <v>|dv)j o~ FLHOY ) dud
u>0 J0.5u 0

<(A+0)0.84.

J ~J;H@v |
:JEL (v)dv
0

t
11 1 =
—050 | ——-—du=Aarctan-t < AT,
LO.25u2+4 wEdardannt= 4y
by(u)

t
f e—LjH(v)dv (1 .
0 1 -1 (u)

0.5 1 1 d t 1t< i
= U.00 —_— U = o arctan — o—.
0 0.25u2+4 2772

Par suite,

e (= 1) - 2

A0.25u + 0.5 A0.25u
0.25u+1  0.25u2+1

du

et

= Ty ()ha (1 = (u)) - du

D’autre part,

ICy (u,v)| =

f a, (w,v)dw‘ =

1

v
e—3v J e—3wdw'
u

o3 (e—3u _ 6—31/) )

3

-3v _ e—3u

Comme (e ) >0, pour 0<v <u cequidonne,

J ~J Hw) j |C1(u VIR, (v)dvdu

1
J J |C1 u,v ||R1( )ld'l/dl/l
0.5u

< 0.2§f f (e_6” —e—3”—3”)vdvdu := N (t) <0.00026
0.5u

(I11.42)

(I11.43)

(I11.44)

(I11.45)

(I11.46)
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Puisque, la fonction N (-) est strictement positif et croissante sur [0,00) et que N (t) —
0.00027 lorsque t — co. On recommence la méme procédure on trouve

t u

f [ HE f |C2(u,v)|R2(v)dvdusJ-J- IC (1, V)| IRy (v)| dvdu
u—ty(u) 0 J0.5u
<0.00052.

Aussi, on observe que

1
A(t) < ——— +2tanht < 2.3,

5(t+1)5

Par le calcul directement on ait

. 2
oS AWY o [f M@y 2 [ (S )dv cosh”s

coshv =

cosh?u

ce qui signifie que

t u u 5
te ) H(V)d”j A(s)e s A(”)d”J |C1(s,v)||Ry (v)|dvdsdu
0 s=11(s)

t u u 1 S
< (0.2)2.3[ J e tanh”d”—j (€_6V - 6_3”_35)vdsdvdu
0 Jo 3 Jo.ss

04611 (* 1 s
< —J (625+2+€_25)J (6_6” —6_3”_3S)vdsdvdu
0 0.5s

3 4 cosh? 10
< —su
u>%)| iJ; cosh? u
0.46 0.46 0.09
< ——0.09 du = 0.09tanht < 0.46—— = 0.00345. (II1.47)
12 o cosh?u 12 12

vdvds est strictement posi-

Puisque, la fonction N (u) := ( 424 6_25); 56 (6_6” - e‘3”_35)

tive et croissante sur [0, 00) et Nj (u) < 0.09 pour u > 0. On recommence la méme procé-
dure on trouve

t u u §
o) Hwdv f A(s)e s AWWJ |Co(s,v)| R, (v)|dvdsdu
0 5=T5(8)
<0.0069

avec N, (1) = Ny (u). Par un calcul analogue, on obtient
L Hd [ [ Ay
e~ ) H@) ”J e Js Ay (5,5 1 (9))]|(1 = 7] (5)] IRy (s = T(5))| dsdu
to 0

t u
1 1 0.25
SO.2J > J —(625+2+e‘2s)—(e_35—e_4'55)5d5du
o cosh”u Jo 4

3

025 (" 1 "

<0.2 j . f (€% +2+e7) (e —e>) sdsdu < 0.0041666 (I11.48)
12 Jy cosh®u
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et

t ¢ u
feLHW)d”J e AW 0, (5,5~ Ty (s))I|(1 = Th(5)| IR (s — T(5))] dsdu
to 0
<0.0083332.

On sait d’autre part que pour t >0 on a

(Br(HA() +b)(1)
ri(t) = 05
t 1-1¢2
10.125 A(t)+
t2+1 (t2+ 1)
42
=10.125 21 0.5¢ -+ 2ttanht + 12 !
tc+1 5(t+1)§ tc+1
1
2/\0.125( . ) (I11.49)
t-+1

t
Il est clair que la fonction r; (-) est strictement positive et H () > (A +0) — 1 pour t >0

donc on ait

J R J e LAV |1 (5)] dsdu

J - [, H@ vy (u du—j oS H®) dVMdu

0.25u?+1

_0125 A A H@a At o)u
0.25 A+o0 uz+4

(A+o)v
A 0125J J 2y PAro)u, 0125 A

=110 0.25 2+1 Y025  Ato

t t
J\ e—LH(V)dVJ e j A dvlrz( )ldsdus/\o—
0 + 0

I1 faut maintenant justifier que a <1

0.5. (I11.50)

et
0.5.

=(1+0)0.84+(1+0)0.84+ (A + 0)% +0.00052. +0.00026

+0.0083332+0.0041666 + A 0.5+ g 0.5
A+o A+o

- (/\+o)(1.68+ %)+ 0.51276

2
< 3:2508 +0.51276 = 0.97716.

De plus la condition ([II.24) est vérifiée, car ona 0 < 2(by () + b, () + — (N]L (t)+ N, (t)) <
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+00. En clair, toutes les conditions du Théoréme [74|sont vérifiées. En conclusion, la stabi-
lité asymptotique de la solution zéro de ([11.40) s’en déduit immédiatement du Théoreme
[

— Remarque 76

Clairement, dans le cas b = 0 alors la solution triviale de (III.40) est asymptotiquement
stabile. Néanmoins, que cette conclusion est n’est peut pas obtenir dans [78]]. Car, dans
[78]], la fonction R(-) est considérée bornée mais dans notre travail nous supposons que
non bornée. En outre, la condition (iii) du théoréme 2 dans [78] n’est pas valide dans ce
cas. Par conséquent notre résultat c’est une généralisation du probléme étudié dans [18]]
et [78].
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IV diques d’'une équation différen-
tielle a retard de second ordre
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Mots clés.
Solution périodique, Point fixe, Contraction large, équation intégro-différentielle non
linéaire a retard variable.

L'objectif principal de ce chapitre est de présenter le travail qu’on a publié dans [45],
a sa voir,

H.Gabsi, A.Ardjouni, A.Djoudi, Existence of periodic solutions of second-order
nonlinear integro-differential equations with variable delay, Journal of Nonlinear
Functional Analysis 2016 (2016), Article ID 34.

IV.1 Introduction al'étude d’existence

Dans ce chapitre, Nous allons donner un résultat d’existence de la solution du pro-
bleme périodique pour cela nous utilisons alors le théoreme de Krasnoselskii qui est tres
robuste et efficace pour montrer l'existence d’une solution périodique de (IV.1)). Comme
souvent les hypotheses physiques/biologique/---, prises sur les données du probleme ne
permettent pas d’avoir terme EDO de qui est nécessaire pour avoir 'existence de la
solution de probléeme non linéaire, alors I’idée consiste a faire une analyse sur les fonc-
tions p,q de sorte que ’équation admette l'inversion pour produire une nouvelle,
mais équivalente, équation intégrale ayant les mémes propriétés.

Vers cet objet, nous commencons d’abord par une définition d’un espace de Banach
X et une sous-ensemble IM de X. Nous proposons ensuite quelques des hypotheses suffi-
santes sur f,p,q de sorte que I’équation (IV.1) sera équivalente a une équation intégrale se
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Chapter 4 Existence d’une solution periodique 74

met sous forme somme de deux applications P}, P, : M — X la premieére est une contrac-
tion large et l'autre est continue a image compact telles que Pyx + P,y € M, pour x,y € M.

Un choix convenable des hypothéses permet de valider les conditions de ce dernier
théoréeme de sorte qu'une solution périodique du probléeme étudié est concluée. Beaucoup
d’investigateurs ont étudié 'existence d’une solution périodique par la technique de point

fixe. Par exemple [1I], [3]], [5], [8], [9], [34], [36], [55], [69], [81], [90] et [93]. Malheureuse-

ment, les conditions qui permettent d’aboutir a 'unicité de cette solution restent encore a
trouver.

Soit I’équation intégro-différentielle a retard

X" (H)+p )X (1) +q(t)x>(t) = J:t D(t,s)f (s,x(s—17(s)))ds, (IV.1)

[S0]

On suppose que

(I) p,g € C(R,R") et T € C(R,R). p, g et T sont des fonctions continues et T—périodiques
ou T > 0 est une constante fixée de IR.

(I) D: RxR— R pour t >s, et f: RxR — R sont des fonctions continues, avec 7 est
une fonction continue et satisfait 7 (¢) > 7* > 0.

(IIT) Pour une suite x,, — x convergente dans Cr on a |f (t,x,) — f (t,x)| — 0 est converge
uniformément sur R, quand n — oo.

Inversion ettransformation de
'équation

V.2

Avant de passer a notre objectif nous énoncerons quelques notations et des hypotheéses.
Soit T > 0, Comme au premier chapitre, on désigne par C7(IR,IR) I'’ensemble de fonctions
continues périodiques de période T, ¢ : R — Ret || - || la norme du supremum.

llxll = sup|x (¢)| = sup |x(¢)].
teR te[0,T]

Alors, (Cr,|||l) est un espace de Banach. On définit sous-ensemble CIT de C7 comme suit,
Cr={peCr:llpl<J), (IV.2)

il est clair que ’espace (C]T, ||-||) est un Banach, nous supposons que

D(t+T,s+T)=D(s,t)et f(t+T,x)=f(t,x). (IV.3)

et T T
J p(u)du>0etf g(u)du > 0. (IV.4)

0 0
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Il existe une fonction continue Fj(t) > |f (£, x)| pour x € C] et une constante E; > 0 telles
que

t
j |D(t,s)F] (s)|ds <E;, E; < a]_T' (IV.5)

[ee]

avec a est définie par (IV.8)). Cette condition tres importante sera souvent utilisée dans la
suite. On écrit plus simplement

o =max{q(t), 0<t<T},
et que

2

T
q(s)ds|, Qq :(1 +epr; p(u)du) R%

R; = max
t€[0,T]

J‘HT expfsp (u)du
exp (fo du)

—~ Lemme 77 ;
[70] Sous les hypotheses (IV.4 et (I). On suppose que

R, (exp(jo du) )

>1,
O T
alors, il existe deux fonctions continues périodiques a et b telles que b(t) > 0, fo u)du >
0 et
a(t)+b(t)=p(t) etb’ (t)+b(t)a(t)=q(t) pour t € R.
—~ Lemme 78 ;

2
[91] Soient, A = fo v)dvetB= Tzexp( f lnq(v)dv) . On pose

A? > 4B. (IV.6)

Alors, A et B sont vérifient les propriéteés

. T T 1 TIE
mm{JO a(v)dv,J; b(v)dv} > §< - VA —4B):: I,
max{JO a(v)dv,f0 b(v)dv} < E(A—VA —4B):: m.
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~ Lemme 79
[91]]Sous les conditions du lemme 77| Soit ¢p € Cr alors I’équation suivante
X" (8)+p(B)x"(5) +q () g (x(1) = P (s),
admet une solution T—périodique, donnée par
t+T
x(t) = Jt G(t,s)p(s)ds,

d’ou
s+T

LS (effu b(v)dv_i_eﬁa(v)dv)du_’_LHT (eft“ b(v)dv+efu a(v)dv)du

(exp (joTa(u)du) — 1)(exp (IOT b(u)du)— 1)

En outre la fonction de Green G est satisfait les propriétés suivantes

G(t,s) =

G(t,t+T)=G(t,t), G(t+T,s+T)=G(t,s), (IV.7)
et ( . )
Texpf p(u)du
r < <— 2 -y IV.
(em_1)2 — G(t’s) — (el_l)z a ( V8)

et il est facile de vérifier que

%c(m = —b(H)G(ts) +K (L,5),

avec K (t,s) = .
( ) exp(jOT a(v)dv)—l

~ Lemme 80|

Supposons que les hypothéses du lemme sont vraies. Alors si x est solution
T—périodique de I’équation (IV.1) si et seulement si x est solution de I’équation intégrale

t+T
x(t) :J G(t,s)q(s)H (x(s))ds (IV.9)

t+T s
+J G(t,s)J‘ D(s,u)f(u,x(u—7(u))duds.

—00
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Preuve. En effet, tout d’abord on prend H (x) = x — x> et soit x € Cy et on écrit () sous
la forme

t

X" (t)+p ()X (£)+q(t)x () =61(t)H(X(t))+f D(t,s)f (s,x(s =1 (s)))ds.

—0

Alors, en utilisant Lemme [79]on conclut que toute solution x € Ct de (IV.1) s’écrit sous la
forme

t+T s
x(t):J: G(t,s)(q(s)H(x(s))+j D(s,u)f (u,x(u—1(u)))du|ds.

]
On définit maintenant des opérateurs P, P, : Cr — Cp par
t+T
(Pyx)(t):= J G(t,s)q(s)H (x(s))ds, (IV.10)
t
et
t+T s
(Pyx)(t) := j G(t,s)J D(s,u) f(u,x(u—1(u)))duds. (IV.11)
t —00

On observe que a partie de (IV.9), (IV.10) et (IV.11)) ’existence d’une solution périodique
de (IV.1) est équivalente a ’existence d’une solution de I’équation opérationnelle qui peut
se mettre sous la forme

Pyx + P,x = x dans Cr. (IV.12)

V3 Existence d'une solution pério-

dique

— Lemme 81

Soit B une application définie sur M par

(Bp)(t):=q@(t)- (p3 (t), pour tout g € M,

ou
1
M := {(p eCr: ol < —3},

alors, B est contraction large sur IM.

\.

Preuve. En effet, soient ¢, ¢ € M on a pour tout t € R

|(Be) (1) = (B) (¢)]

o= ()-{e* 11-¢> )
(@) -p O] |1~ {02 () + (1) +[p (D) (1)

}
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d’autre part,
(P =) =@* ()+> (1) =20 ()@ (t) < 2(° () + > (1))
Le fait que @ (t)+ ¢ (t) < 1 il en découle que

(92 (t)+ 2 (1)
2

|(Bo) (1) = (BY) (1)] < | (1) = (1)] |1 - <|le-9]| (IV.13)

Par suite, soit € € (0, 1) et soient ¢, ¢ € M de sorte que “(p - ¢|| > €. Supposons d’abord que
pour un certain ¢

donc

dés lors on obtient que
50~ 5l <o oll(1- 55 < o - 1] Vs
D’autre part, pour un certain t on a
ORLIGIE
Par conséquent, pour ¢, @ € M
(Be)®) - (Bo) (0] < 5 o 0)- 9 (1] < 3 - 9] (1V.15)

et des lors (IV.14)) et (IV.15) on déduit que

1 2
50 - 5] < max{ 5.1~ 55 ) o -1,

N

alors on prend 6 = max{%,1 - £! ce qui conclut la preuve. m
P 2 16 q p

— Lemme 82

Soit P; I'application qui définit dans (IV.11). On suppose que
acT <1 (IV.16)

alors, P; : IM — M est contraction large.
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Preuve. Il est claire que (P;¢)(t) est continue, on va montrer que Py¢ € Cr alors, soit
peCrona

t+T
Bl = [ 1669 o]

IN

t+T
max {|q<s>|}ft G (1,5)][Bep ()| d

0<t<T
woTflp-g]|
Puisque ||@|| <] et de (IV.13)) on déduit que

(Pro) ()| < aoT||Bell<aoT|lpll<acT] <],

IA

ce qui donne P; ¢ € M. Conséquence, P; envoie M dans lui-méme c’est-a-dire P, : M — M.
Il reste a montrer que P, est contraction large. Pour cela, soit ¢ € (0,1) et soient ¢, € M
de sorte que ||(p—¢|| > ¢. des lors (IV.16) et revenons a la preuve du lemme |81|il existe
0 <1 tel que

|(PLp) (1) = (P ) (1) < a0 TS |- || <8l — ¢
|Pio-Pigp|| <|o-¢

J

alors, , ce qui nous donne le résultat attendu. m

Lemme 83

Sous les hypotheses de les Lemmes|[77}[78] Supposons que les conditions (IV.3), (IV.5) sont

vérifiées. Alors, P, : M — M est continue, de plus 'image de P, est contenue dans partie
compacte, ou P, est définie dans (IV.11).

Preuve. Premierement, P, est continue. Il est facile de voir que (P,@)(t+ T) = (P,@)(t).
En fait, si l'on observe la condition (IV.5) on peut donc conclure que pour ¢ € M on ait

t+T s
(Pagp) ()] < f |G<t,s>|f_ ID (s, w)l1f (1t (1 — ()| duds

IA

t+T s
j |G(t,s)|f D (s, u)| [F; (u)| duds
t —00
< aE T<]J. (IV.17)
c’est-a-dire, P, € M. Pour voir que P, est continue sur C]T il suffit donc de montrer que,

pour toute suite {¢,},., de points de M telle que ¢,, — ¢ lorsque n — co implique que la
suite (P,¢,),-;de points de M est convergente dans IM quand n — co. En effet le fait que
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¢, — @ € M, donc P, € Cr, par suite, soit r > 0 est donnée, comme

t+T
i |Gts|f D (s, w)lIf (1t 0 (1 — (1)) | duds

t

SJ tslf D (s,u)|Fy(u)duds
SJ‘ ts|J D (s,u)|Fy(u)duds <],

alors, pour n>0etr>0o0na

t+T s
J |G<t,s>|j ID (5, w)1f (1t (1 — 7 (1)) | dueds < J. (IV.18)
t S—r

Il résulte de I’hypothese (III) et le théoreme de convergence dominée que

t+T s
16w [ D6l =) = (0, (= )l dds = 0

quand n — oco. Autrement dit que P,¢, — P, € IM.

Par suite, en effectuant (IV.18), (IV.8) et (IV.7) et par la différentiation du (P,¢,,)(t), on
arrive a

S

t+T
= (5609 [ Do gy - ) duds

—00

t+T s
:—b(t)J- G(t,s)j D(s,u)f (u, @, (u—1(u))duds
t

—00

+T s
+Jj K(t,s)f D(s,u)f (u, @, (u—1(u))duds.

- t+T s
:—b<t><P2<pn><t>+£ K(t»)f D (s,u) f (1, o (1t — 7 (10))) duds.

—0

Par conséquent

exp(fOTu(v)dv) _E
exp(foT u(v)dv)—l T

pour une certaine constante E,, ce qui montre que la suite de fonctions (P,¢,,) est unifor-
mément bornée sur RR. Cela prouve que {P,¢ : ¢ € M} est équicontinue. En lui appliquant
le théoréme d’Ascoli et par (IV.17) on conclut que {P,¢ : ¢ € M} est une partie compacte
de M. m

=Jmax{b(t),0<t<T}+TE,

d
HE(P2(P11)
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— Théoreme 84

alors, I’équation

V.1

Considérons M := {@ € C7 : ||@|| < J}. Soit (Cr,||-||) un Banach (espace de fonctions conti-
nues et T-périodiques). Supposons que les conditions (IV.2)-(IV.4), (IV.6) et (IV.16) sont

vérifiées. On remplace I’hypothese (IV.5) par

1
E < —J,
13,70

admet une solution T-périodique x € M. ou J =

L

S

~\

Preuve. D’apres le lemme [82| I'application P, : M — M est completement continue de
plus, le lemme [81| montre que l'application P, : M — M est une contraction large. Par
suite, pour @, ¢ € M, on a |(P,@)(t)| < aoT||Bp| < aoT ||| et le fait que ||(p - (p3|| < %%

d’ou l'on déduit que

||P1§0+P2¢”

IA

2 1
< (XO'T——+6¥E1TS§]+§]:];

21
33

1Pl +||P29|| < a0 T || — @°|| + «Ey T

ce qui conduit que P, ¢ + P, € IM. Cela montre que toutes les hypothéses du Théoreme
sont satisfaites alors, il existe un point fixe x € M tel que P, x + P,x = x, d’apres 1’équation

opérationnelle (IV.12) et par le lemme 80| cette point fixe est aussi solution de (IV.1). Par
conséquent, I’équation (IV.1) admet une solution T-périodique dans M. m
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Conclusion et Perspectives

Les travaux de cette these représentent des généralisations qui émanent de systémes
différentielles a retards du type neutre et d’équations non linéaires intégro-différentielles
a retard non borné de type Liénard qui sont motivés par des application biologiques du
monde réel. Nous avons abordé des questions sur l'existence de solutions périodiques et
la stabilité asymptotique par la technique de point fixe de la solution triviale de ces équa-
tions et systemes. Cette étude montre une fois de plus l'efficacité de cette technique dans
les domaines des équations et des systemes a retard non bornés. En outre les conditions de
cette technique sont en moyenne contrairement a ceux de Liapunov qui sont ponctuelles.
Cette remarque est fondamentale, car les problemes du monde réel sont incertains et
chaotiques et par conséquent, des conditions en moyennes semblent plus convenables.
Aussi, les espaces utilisés par la méthode sont des espaces fonctionnels de dimension in-
finie permettant de contenir des solutions raisonnables pour une variété de problemes de
la vie courante. La littérature contemporaine montre aussi que la méthode de point fixe
reste applicable pour les probléemes a retard perturbés pour des termes stochastiques. De
ce point de vue-la, cette technique semble avoir de bon jours devant elle. Dans plusieurs
études la méthode de point fixe s’est montré incontournable comme pour les systeme
d’équations différentielles non linéaire de type neutre a retard. Néanmoins, il reste en-
core beaucoup de problemes pour lesquels la littérature n’a pas encore tranché. A titre
d’exemple on a pas pu conclure 'unicité de la solution obtenue pour ’équation du cha-
pitre (4) via le théoréme de Krasnoselskii. Faut-il encore rajouter des conditions pour ga-
rantir I'unicité. Généralement la plupart des systemes d’équations différentielles a retards
reste encore un probleme ouvert.
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