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Résume

La présente these est consacrée a I'étude d'une classe de problémes inverses de type Cauchy. La
nature de ces problémes est instable (mal posé), et demande un traitement spécifique. Pour traiter
ces problémes, on doit passer par une procédure de régularisation pour pouvoir tirer de ces modéles
des informations significatives. Dans ce but, on propose une méthode simple, basée sur une
perturbation non-locale des données, dite, méthode des conditions auxiliaires. Cette approche sera
appliquée a un probléme elliptique posé sur une géométrie bornée et non-bornée, ainsi qu‘un
probléme biparabolique abstrait. On démontre le caractere stable des solutions approchées, ainsi que
leurs convergences vers les solutions des probléemes originaux. Des estimations d'erreurs seront
aussi données sous une certaine régularité des solutions des problémes considéreés.

Mots clés : Problémes de Cauchy inverses, Problémes mal posés, Méthode des conditions auxiliaires,
régularisation.
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Abstract

This thesis is devoted to study a class of inverse problems of the Cauchy type. The nature of these
problems is unstable (ill-posed), and requires specific treatment. To deal with these problems, one
must go through a regularization procedure in order to be able to derive meaningful information
from these models. For this purpose, we propose a simple method, based on a non-local data
perturbation, known as the auxiliary conditions method. This approach will be applied to an elliptic
problem posited on a bounded and unbounded geometry, as well as an abstract biparabolic problem.
The stable nature of the approximate solutions is shown, as well as their convergence towards the
solutions of the original problems. Error estimates will also be given under a certain regularity of
the solutions of the considered problems.

Key words : Inverse Cauchy problems, ill-posed problems, Quasi-boundary value method, regularization.
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Introduction

Problématique de la these

En 1923, le mathématicien francais J]. HADAMARD a écrit son livre célébre sur les équations
aux dérivées partielles et leur signification physique [31]]. Cet ouvrage fit le point de départ au
développement du concept de probleme bien posé en physiqueﬂ mathématique. Il s’agit d’'un
probleme dont la solution existe, est unique et dépend contintiment des données (stabilité).
Dans ce méme livre J. HADAMARD laissait entendre (et c¢’était aussi une opinion partagée
avec LG. PETROVSKY que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correctement un
phénomene physique.

La réalité actuelle est toute autre : le caractére fondamentalement mal posé de certains pro-
blémes pratiques est reconnu et se manifeste dans une tres large classe de problémes, dits
"Problemes inverses" et motive de nombreuses recherches en mathématiques.

La non-unicité de la solution constitue un probléme sérieux : en effet, lorsque plusieurs solu-
tions sont possibles, il devient nécessaire de trouver un moyen de choisir la meilleure, c’est-a-
dire la plus exacte d’un point de vue physique.

L’instabilité la plus problématique, en particulier en vue d’une résolution approchée ou numé-
rique. Cela veut dire qu’il ne sera pas possible (indépendamment de la méthode numérique)
d’approcher de facon satisfaisante la solution du probleme mal-posé, puisque les données dis-
ponibles seront bruitées donc proches, mais différentes, des données réelles[42].

Les problemes mal-posés apparaissent dans de nombreuses branches des sciences et tech-
niques comme les problémes géophysiques, le probléeme du corps supersonique, le controle
non destructif, la corrosion, 'imagerie médicale, le traitement d’images, et d’autres domaines
pratiques.

Les méthodes générales de I’analyse mathématique ont bien été adaptées pour les solutions des
problémes bien-posés, cependant, ce n’était pas clair dans quel sens les problémes mal-posés
peuvent avoir des solutions. Plusieurs mathématiciens comme Tikhonov, John, Lavrentiev,
Ivanov et d’autres ont travaillé pour développer la théorie et les méthodes pour résoudre les
problémes mal-posés. IIs ont pu donner une définition mathématique précise "des solutions
approchées" pour des classes générales de ces problémes. Aujourd’hui, ces problemes sont un
cadre de recherche tres riche. Pour plus de détails du traitement des problémes mal-posés, on
réfere a deux excellents livres de D. Colton, HW. Engel, A K. Louis [19] et de H. W.Engl, M.

1. JJHADAMARD, Lectures on Cauchy’s problem in linear PDEs, Yale University Press, New Haven (1923).

2. LG. PTEROVSKY, Lecture on Partial Differential Equations, New York : International Publishers (1954).

3. Un probléme inverse consiste a déterminer des causes connaissant des effets. Ainsi, ce probléme est I'in-
verse de celui appelé probléme direct, consistant a déduire les effets, les causes étant connues.
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Hanke et A. Neubauer [29],(74].

Les problémes inverses sont un domaine trop vaste pour que nous puissions en donner un
exposé exhaustif. Cette thématique a connu un essor considérable ces dernieres décennies, pa-
rallélement au développement de techniques numériques et de moyens de calcul permettant
leur résolution. On peut les classer en deux catégories : les problemes qui visent a déterminer
des conditions aux limites ou des sources inconnues, et les problemes liés a I'estimation de
parameétres intrinséques du systéme. Le premier type de problémes apparait dés que la mesure
directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en pratique. Dans la deuxiéme ca-
tégorie de problémes inverses, 'objectif est de déterminer a partir d’'une connaissance partielle
de I'état du systeme, les parameétres décrivant le modele physique.

Le probléme inverse est un probléme dans lequel, a partir des observations expérimentales,
on cherche a déterminer la cause d’'un phénomeéne. Les problemes inverses sont multiples et
leurs applications, se retrouvent dans de nombreux domaines tels que I’électromagnétisme,
la géophysique, I'imagerie médicale, la détection des fissures, le contréle non destructif, la
mécanique des structures,...

Dans ce travail, on étudie deux classes de problémes inverses : les problémes inverses ellip-
tiques de type <« complétion de données »>> et les problémes biparaboliques mal posés.

Dans le premier cas : il s’agit de reconstituer une donnée au bord, inaccessible a la mesure a
partir d’'une mesure interne. Le modeéle physique est donné par un probleme de Cauchy de type
elliptique a données manquantes. Ce probleme est qualifié de mal posé au sens d’ Hadamard
et de nature extrémement instable; les solutions, lorsqu’elles existent, ne dépendent pas de
maniére continue des données, de sorte qu'une petite erreur sur ces derniéres peut induire des
erreurs importantes sur les solutions calculées.

Les problémes inverses elliptiques intervenant dans la reconstitution de sources et/ou de condi-
tions aux limites sur le bord ou une partie du bord, ont été largement étudiés et expérimen-
tés dans plusieurs applications : la détection des fissures, le controle non destructif, la corro-
sion, I'imagerie médicale, et d’autres domaines pratiques. Voir : [[1]], [25], [40], [54]], [[29],
[18],[36]], ainsi que les références qui y sont citées.

Le probleme inverse biparabolique est utilisé dans la modélisation mathématique pour décrire
les caractéristiques spéciales de la dynamique des milieux poreux déformables saturé d’eau
pendant leur consolidation et leur filtration soumises a des charges appliquées.

On sait aussi que, ’équation de la chaleur classique ne décrit pas de manieére précise la conduc-
tion de la chaleur. De nombreux modéles ont été proposés pour mieux décrire ce phénomeéne.
Parmi ceux-ci, on peut citer le modele biparabolique proposé dans [38] et le modele biparabo-
lique fractionnaire. Pour une description mathématique plus adéquate des processus de chaleur
et de diffusion par rapport a ’équation classique de la chaleur. Pour la motivation physique et
d’autres modéles, nous renvoyons le lecteur a [[5]], [16]], [62], [79].

Lorsqu’il s’agit d’identifier ou de calculer une grandeur physique a partir des observations
(mesures), on est amené souvent a inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution
du probléme direct). Cette inversion, qui est souvent mal posée et nécessite un traitement
particulier des instabilités, par des techniques dites de régularisation qui consistent a perturber
légeérement le probléme, ou d’éliminer les hautes fréquences responsables de cette instabilité,

2 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba
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de maniére a rendre le probléme en question bien posé et numériquement résoluble.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées pour
résoudre certains problemes de Cauchy mal posés. Parmi elles, on cite :

1. La méthode de quasi-réversibilité, introduite par Lattes & Lions (1969) [49], qui consiste
a transformer le probléeme de Cauchy mal posé d’ordre 2 en un probléme différentiel bien
posé d’ordre plus élevé (d’ordre 4), en perturbant 'opérateur-coefficient de 1’équation. Cette
méthode a été ensuite reprise par plusieurs auteurs pour résoudre le probleme de Cauchy,
notamment : Klibanov & Santosa [46] et plus récemment Bourgeois [11]].

2. La méthode de quasi-réversibilité modifiée Elle a introduite par Gasjewski et développée
par plusieurs auteurs : F. Rebbani et N. Boussetila [13].

3. La méthode de régularisation de Tikhonov [73] est la méthode de régularisation la plus
ancienne. Elle consiste a transforme le probleme original mal-posé en un probléme de mini-
misation.

4. La méthode de la convexité logarithmique appliquée aux problémes mal posés par Pucci
(1955), Lavrentiev (1956) et Payne (1960).

5. La méthode itérative de Kozlov et al.[45] : Cette méthode est basée sur une procédure ité-
rative qui consiste a résoudre une suite alternative de problemes bien-posés aux conditions
aux limites mélées jusqu’a satisfaire un certain critére d’arrét. La solution converge pour des
données compatibles, vers la solution du probléme de Cauchy considéré.

6. La méthode de régularisation par les conditions non locales ««Quasi-Boundary-Value Me-
thod>>, a été introduite par Showalter [4]. L’idée dans cette méthode est de remplacer le pro-
bléme mal-posé par un probléme bien posé, ot on perturbe la condition finale en la remplacant
par une condition non-locale dépendant d’un petit parametre a. Elle a été utilisée par plusieurs
auteurs dont D.N. Hao, Abdulkerimov, V.D. Nguyen and H. Sahli [32]], Samariski [71]].

Contenu de la these

Le but de ce travail est d’étudier quelques méthodes de régularisation appliquées a une classe
de problémes de Cauchy inverses.

La thése est composée d’une introduction et de cinq chapitres.

Dans I'introduction on décrit les motivations et les objectifs de I’étude abordée, on développe
la problématique, et on donne une description détaillée de la these.

Le premier chapitre est un rappel de certains outils d’analyse fonctionnelle nécessaires a I’étude
proposée, comme la théorie spectrale des opérateurs linéaires et la théorie de Riesz-Fredholm.
On introduit aussi quelques notions de base des problémes mal posés et des problémes inverses,
avec une illustration de quelques exemples de probléemes mal posés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions un probléme inverse elliptique mal-posé de complé-
tion de données dans un domaine non borné. Pour régulariser le probleme en question, on
propose la méthode des conditions aux limites auxiliaires ( Q.B.V. Method), et on étudie la
convergence de la méthode.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions un probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace
sur un domaine borné. Pour stabiliser le caractére mal posé du probléme considéré, on adopte

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 3
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une version modifiée de la méthode des conditions aux limites auxiliaires. On démontre la
convergence des solutions régularisées produite par cette méthode, et on établit aussi quelques
estimations d’erreur sous certaines conditions de régularité de la solution du probléme original.
Apres 'approximation de la solution, on démontre certains résultats de convergence.

Le chapitre quatre est consacré a I’étude d’un probléme elliptique mal posé dans un cadre abs-
trait. Toujours, dans le méme contexte de la méthode des conditions aux limites auxiliaires
modifiée, on régularise le probléeme en question et on démontre quelques résultats de conver-
gence et des estimations d’erreurs.

Quant au chapitre cing, on y étudie un probleme de Cauchy biparabolique abstrait. Pour régu-
lariser le probléme en question, on propose une variante modifiée abstraite de la méthode des
conditions aux limites auxiliaires modifiée et on démontre sa convergence.

4 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba



1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Ce chapitre est consacrée pour rappeler quelques définitions et résultats d’analyse fonction-
nelle qui seront utilisés tout le long de ce travail.

Dans tout ce qui suit, nous désignons par H; les espace de Hilbert sur K = R ou C, muni de
la norme ||, et le produit scalaire (.); , (i = 1,2)

1.1 Eléments de la théorie spectrale

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1. (voir [76] [75] [41] [43] [14])

Un opérateur linéaire et continu est une application linéaire et continue A : D(A) C H; — H,
linéaire, ou D(A) est le domaine de définition de A qui est un sous espace vectoriel de Hy,
suppose en général dense dans H;.

Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vectoriel
de Hy x H, défini par G(A) ={(v,Av), v e D(A)}.

Pour tout opérateur linéaire A : D(A) € H; — H,, on note par :

N(A)={xe D(A), Ax = 0} (noyau de A),

R(A) ={y = Ax, x € D(A)} (image de A).

On note L (Hy,H;) (resp . L(H;)) lespace vectoriel des opérateurs continus de H; dans
Hj(resp. des endomorphismes continus de H;) muni de la topologie de la convergence uni-
forme, soit

||Butl|g,
Be L(Hy,Hy),  |IBllgm,,my) = Sup :
ueH; \{0} ||”||H1

Opérateur inverse

Définition 1.1.2. (voir [76]) On dit qu’une application linéaire continue A € £ (H;, H,) est
inversible si et seulement si il existe une application B € £ (H,, H;) telle que

BOA:IHI, AOB:IH2 (111)

L’application B si elle existe est dite opérateur inverse de A. On notera B= AL,

Chapitre 1



1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.1.1. [Théoréeme de Banach] [41] [76] [ 75]
Tout application bijective linéaire continue A € £(H;, H;) est inversible.

Théoréme 1.1.2. Soit A € £L(H;, H,). L’opérateur inverse A™! existe et continu sur AH, C H,
si et seulement s’il existe un nombre k > 0, telle que

Chapitre 1

kllx|lg, < |Ax||g, pour tout x € E.

1.1.2 Spectre d’un opérateur linéaire et décomposition spectrale
Définition 1.1.3. [41] [[76] [75] Soit A € L(H). On appelle ensemble résolvant de A, I'en-
semble

p(A) = {/\ € C, (AI—A) est bijectif et||[(AT - A) || < oo} (1.1.2)
Son complémentaire dans le plan complexe est dit spectre de A et noté o (A) = C\p(A).

On note R (A) = (AI —A)_1 est appelé la résolvante de A en A.

Remarque :
Le spectre d’'un opérateur borné est compact non vide.
Le rayon spectral de 'opérateur A est défini par

r(A) = sup |A|.
Aea(A)

Si H est un espace de Hilbert et A auto-adjoint alors

r(A)=[All.

Opérateur adjoint
Définition 1.1.4. [41]] [76] [75] Soit A € L (H;, H,). On appelle adjoint de 'opérateur A 'opé-

rateur A* € L (H,, Hy), qui vérifie la relation suivante

(Au ,v), =(u, A™v),, VYueH;, YveH, (1.1.3)
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1.1 Eléments de la théorie spectrale

Théoreme 1.1.3. [41] [76] [75] Soit A € L(H). Alors il existe un seul opérateur A* € L(H), tel
que

(i) (Ax, y)=(x, A*p), pour tout x,y € H

(i) (A" = A

(i) [|A]] = |A™]]-

Si A est bijectif (= inversible), alors A* I’est aussi, et (A*)"! = (A_l )*.
Opérateur auto-adjoint

Définition 1.1.5. [41] [76] [75] Soit H un espace de Hilbert. On dit que A € £ (H) est auto-
adjoint si A =A".

A=A (Ax,y)=(x,Ay),Vx,y € H.

Théoreme 1.1.4. [41] [76] [75] Soit H un espace de Hilbert sur le corps C et soit A € L(H).
Alors A est auto-adjoint si il vérifie (Au,u) € R, pour tout u € H.

L’opérateur auto-adjoint est dit positive si et seulement si (Au, u) > 0 pour tout u € Dy.

1.1.3 Opérateurs non bornés

Opérateur fermé
On appelle graphe de A, le sous espace I'(A) de H; x H,, tel que

T(A) = {(x,Ax), x € D(A)} c H; x H,.

Définition 1.1.6. [41] [76] [75] On dit qu'un opérateur A est fermé si son graphe I' (A) est
fermé dans H; xH,,i.e, pour toute suite {x,},cp C D (A) telle que x,, — x dans H; et Ax,, —
ydans Hyona xe D(A) et Ax =y.

Remarque : L’opérateur fermé A est borné de son domaine de définition D (A) muni de la
norme du graphe (||u||r = [[u|p, +||Aul|y,) dans Hy.

Théoréme 1.1.5. [41] [76] [75] [ Théoréme du Graphe fermé]

Soient H; et H, deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire de H; dans H,. Alors A
est un opérateur continu si et seulement si le graphe de A est fermé dans H; x H,.

Définition 1.1.7. [41] [76] [75] Soit A : D(A) C H — H, un opérateur non borné a
domaine dense. On appelle adjoint de I'opérateur A 'opérateur

A* : D(AY)cH,—H

v - Av=w

défini par

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 7

Chapitre 1



1 Rappels d’analyse fonctionnelle

D(A")={veH, telque dw e Hy, (v,Au) ={w,u) =(A™v,u), Yu e D(A)} (1.1.4)

Proposition 1.1.1. [41] [76] [75] Si A : D(A) C Hy — H, est un opérateur non-borné a
domaine dense, alors A est fermé.

Définition 1.1.8. [41] [[76]] [75] On dit que 'opérateur A : D (A) C H — H est symétrique si
(Au,v) =(u,Av), Yu,v € Dy (1.1.5)

Définition 1.1.9. [41] [76] [75] Soit H un espace de Hilbert. On dit que A € £ (H) est auto-
adjoint si A = A%, c.-a-d,,
(Au,v) ={(u,Av), Vu,ve H (1.1.6)

Théoreme 1.1.6. [41] [76] [75] Soit H un espace de Hilbert sur le corps C et soit A € L(H).
Alors A est auto adjoint si et seulement si {(Au,u) € R, pour tout u € H.

Théoreme 1.1.7. [41] [76] [75] [ Caractérisation des opérateurs a image fermé]

Soit A : D(A) C Hy — H, un opérateur non-borné, fermé, avec D (A) = H;. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) R(A) est fermé, (ii) R(A*) est fermé, (iii) R(A) = N (A*)*, (iv) R(A*) = N (A)*+

Théoreme 1.1.8. [41] [76] [75] Soit A : D (A) C Hy — H; un opérateur non-borné, fermé, avec
D (A) = Hy. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) A est surjectif, i.e., R(A) = H,,
(b) il existe une constante k > 0 telle que
lv| < k|A™v|, YveD(AY), (1.1.7)

(c) N(A*) = {0} et R(A") est fermé.

Corollaire 1.1.1. [41] [76] [75] Soit A : D (A) C Hy — H, un opérateur non-borné, fermé, avec

D(A) = H,. L’opérateur A admet un inverse borné A™* sur H, si et seulement si, il existe deux
constantes my et m; telle que

< my|Au|, NYueD(A),
lv|] < my|A™v|, VYveD(A").
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1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

1.1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A : D(A) € H; — H, un opérateur non-borné que 'on suppose fermé et a domaine
dense.

Définition 1.1.10. [41] [76] [[75] On appelle ensemble résolvant de A, ’ensemble

Chapitre 1

p(A)={AeC:A, = Al - A est bijectif]

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté o (A) =
C\p(A).

+ On note que si A € p(A), I'inverse R(A;A) = A;l est défini sur tout I'espace et est fermé. Par
le théoreme du graphe fermé, il est borné, i.e., A/_\1 € L(H). Cet opérateur est appelé résolvante
de A.

+ L’ensemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et I'application A = R(A;A)
est analytique sur chaque composante convexe de p(A). La résolvante satisfait a ’équation
fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante :

R(A1;A) = R(ApA) = (A, = A1) R(A;A)R(Ag;A).

+ Le spectre de A est un fermé de C, et si de plus I'opérateur A est borné, alors o (A) est un
compact non vide.

Examinons a présent de plus prés la structure du spectre.

Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :

0,

p(A) ={A/ (A — A) n’est pas injectif }

* Soit
0.(A)={A/ (A — A) est injectif et R(Al — A) est dense}

0. (A) est appelé le spectre continu de A.
* Soit
0,(A)={A /(A — A) est injectif et R(AI — A) n’est pas dense}

alors 0, (A) est appelé le spectre résiduel de A.
Etona
0(A)=0,(A)Vao.(A)U o, (A)

1.2 Theéorie de Riesz-Fredholm

1.2.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.2.1. [41] [76]] [75] On dit qu’un opérateur A € £ (H;, H,) est compact si A (BH1 (0, 1))
est relativement compact par rapport la topologie forte, ot By, (0, 1) est la boule unité ouverte.
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1 Rappels d’analyse fonctionnelle

On désigne par K (H;, H,) 'ensemble des opérateurs compacts de H; dans H, est on pose
K(Hy, Hy) = K(Hy)

> La compacité d’un opérateur T € L (H;, H,) est caractérisée comme suit :

T e K(H;,H,) @ VY(x,) C Hy, x,, — 0 (faiblement)= Tx,, — 0 (fortement).

> Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si S; € L(E,F) et S, € K(F,G) (resp S; € K(E, F)
et S, € L(F,G)), alors §,51 € K(E, G).

> [Théoréme de Shauder] [65]

Si A est compact, alors A* est compact, et réciproquement.

Théoreme 1.2.1. [14] Soit A € K (H) avec dim(H) = co. Alorson a :

(a)0ea(A),

(b) 0(A)\{0} =0, (A)\{0},

(c) 'une des situations suivantes :

ou bien o (A) = {0},

ou bien o (A)\ {0} est fini,

ou bien o (A)\ {0} est une suite qui tend vers 0.

Théoreme 1.2.2. [14] On suppose que H est séparable. Soit A € K (H) un opérateur auto-adjoint
compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de A :

VxeH, x=x+ Z(x, exyer, Xo€N(A), Ax = ZAk (x,ex)eg.
k>1 k>1

1.2.2 Famille spectrale et résolution de I’identité

e Version discreéte

Définition 1.2.2. [3] Soit A : D(A) C H — H un opérateur non-borné. Alors A est dit a
résolvante compacte si

VAep(A), R(A;A)eK (H).

On a le résultat suivant :

Théoréeme 1.2.3. Un opérateur A : D (A) C H — H est a résolvante compacte si et seulement
si il existe p € p (A) tel que R(p; A) € K(H).

Théoréme 1.2.4. [21],[10] Soit A: D (A) C H — H un opérateur auto-adjoint. Alors
(1) 0, (A) =2,

(2) 0 (A) = 0,(A)Uo.(A)CR,
3)A>0] 0o(A)C [0, .
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1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

Théoréeme 1.2.5. [65] L
v

Soit A : D(A) € H — H un opérateur auto-adjoint borné inférieurement et a résolvante =

compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne dans H, (em)le C o

D (A), et une suite de réels (A,,),,> telle que g

A< <L <A, > 4o, Aey, = A e, m=1,2,.. &)

De plus, les valeurs propres (A,,) admettent la caractérisation (formule de min-max de Courant-

Fisher) suivante :

. Au,u
Ay = min  max { )

VeV, (D(A)0=ueV  |y|?
Au,
Ay = min max (Au 2u>
VeV, 1 (H)02ueVnD(A)  |u|
Vu(D(A)) ={V sev.de D(A) tq. dim(V) = m},
Vi (H)={V s.ev.de H tq. dim(V) = m}
Remarque 1.2.1. Si A : D(A) C H — H est un opérateur auto-adjoint avec A > 6 > 0 =

(0€p(A)), et I'injection H! := (D(A), ||g) = H est compacte, alors A est & résolvante
compacte et donc diagonalisable.

e Version continue
Résolution de I’'identité

Définition 1.2.3. [3], [65], [75]

Une famille {E, }, gde projection orthogonales dans H est appelée famille spectrale ou réso-
lution de I'identité si elle satisfait les conditions :
(@ E_=0, E,o=1,
ou E_f :/\l_i>mooE/\ f, Eicof :/\l_iHlOOE/\f, feH,
(b)E,E, =E; (s=min{p,v}), pveR
(c)Exvo=EyouEy f = €>10ir£rLOE/\+s fr feH.

Les limites sont prises au sens de la norme de H

Théoréme 1.2.6. [65],[3] Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint dans H.
Alors il existe une famille spectrale {E )} g telle que

(Ax,v) = J/\d (Exx,v), Ax= Jz\dE,\x
R R

On note symboliquement A = J AE).
R

Théoréme 1.2.7. [65],[3] Soit A — f (A) une fonction continue da valeurs réelles. Soit D C H
défini par :
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1 Rappels d’analyse fonctionnelle

D=|x eH: J|f (V)2 d(E x,x) < o0
R

Alors D est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :
(Sx,p) = Jf (AM)d{E,x,v), xeD,yeH
R

de domaine D (S) =D.

Chapitre 1

1.2.3 Fonction d’opérateurs auto-adjoint
+00

Soit A un opérateur auto-adjoint dans I’espace de Hilbert H, A = J AdE),sa décomposition

Ao
spectrale, Ay =info (A).
Définition 1.2.4. [65], [3] On définit :
e Les puissance de A par :
+00 +0o
A= J MAE,, reR xeD(A)e | A\7d|E x| < .
/\O /\0

On note ici, que pour tout r <0, A" € L(H), etsir =0, AV=1.

Pour tout 7 > 0 et pour tout x € D(A”), on a (A"x,x) > AJ |x|*.

Pour tout 7 > 0, D(A”) muni de la norme |x|? = |A"x|>, x € D(A"), est un espace de Hilbert.
e et f (A) pour une fonction f continue sur IR par :

£ (A) = ff ()dE,, xeD(f (A) o f|f (WPd |ExxP < o0
Ao Ao

1.3 Problemes inverses, probleme mal-posés et théorie de
régularisation

1.3.1 Problemes inverses et problemes mal-posés

Soit :
Af =y, A: X->Y (1.3.1)
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1.3 Problémes inverses, probleme mal-posés et théorie de régularisation

Soient X, Y deux espaces de Banach, et A est un opérateur non linéaire en général. Le probléeme
(1.3.1) est appelé bien posé si A est un homéomorphisme de X sur Y. En d’autres termes, la
solution de(1.3.1) existe pour tout y € Y, elle est unique et dépend continiiment de y, alors
A~ est une application continue. Si I'une de ces conditions n’est pas vérifiée, le probléme est
dit mal-posé.

1.3.2 Notions de probleme inverse

Deux problémes sont dits inverses 'un de I'autre si la formulation de 'un met I’autre en cause.
Une définition plus opérationnelle est qu'un probléme inverse consiste a déterminer des causes
connaissant des effets. Ainsi, ce probléme est I'inverse de celui appelé probleme direct, consis-
tant a déduire les effets, les causes étant connues.

1.3.3 Exemples des problemes inverses mal-posés

Exemple :

La différentiation est 'intégration sont deux problémes inverses I'un de 'autre. 1l est plus ha-
bituel de penser a la différentiation comme probleme direct, et a 'intégration comme probléme
inverse. En fait, I'intégration posséde de bonnes propriétés mathématiques qui conduisent a
la considérer comme le probleme direct. Et la différentiation est le prototype du probléme mal
posé, comme nous allons le voir.

Considérons I'espace de Hilbert L2 (Q)), et I'opérateur intégral A défini par

Af = [ fdi=g, g(0)=0 (13.2)
0

Il est facile de voir directement que A € £ (L2 (]o, 1[))
Cet opérateur est injectif, par contre son image est le sous espace vectoriel

R(A):{geHl(o,l), g(O):O} (1.3.3)
ou H' (0,1) est 'espace de Sobolev. En effet, 'équation

Af =g (1.3.4)

est équivalente a f (x) = g’ (x) et g(0)=0.

L’image de A n’est pas fermée dans L (]0, 1[). L’inverse de A n’est pas continu sur L (]0, 1[),
comme le montre 'exemple suivant.

Considérons une fonction g € ct ([0,1]), et n € IN. Soit

0 (x) = g (x) + - sin %) (139
Alors
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1 Rappels d’analyse fonctionnelle

fu(x) =g (x)+ncos(n’x) (1.3.6)
De simples calculs montrent que
1
111 a2 (1
||g—gn||z—§(§—ﬂsm(2n )) _O(n) (1.3.7)
alors que
LN WA R
||f—fn||2—n(§+gsm( n )) =0(n) (1.3.8)

Ainsi, la différence entre f et f, peut-étre grande, alors que la différence entre g et g, est
aussi petite. L’opérateur de dérivation ('inverse de A) n’est donc pas continu, au moins avec
ce choix des normes.

L’instabilité de l'inverse est typique des problemes mal posés. Une petite perturbation sur les
données (g) peut avoir une grande influence importante sur le résultat (f).

Exemple :

Il est a noter que la définition de problemes mal posés ne se rapporte qu’au couple donné
d’espaces métriques (F, U) car, transposé dans d’autres espaces métriques, le méme probléme
peut s’avérer bien posé, comme nous allons le voir dans ’exemple suivant :

Le calcul de la série de Fourier a Coefficients approchés dans la métrique de ¢,.

Considérons une série de Fourier que nous écrivons :

fx)= Zan cos(nx) (1.3.9)

n=0

et supposons que chaque coeflicients a,, soit entaché d’une erreur — (a '’exception de a évi-
n

dement) ; nous écrivons donc :

€
c,=a,+—, co=ay ete>0. (1.3.10)
n

La fonction f(x) est remplacée par la fonction g(x) :

g2(x) = ch cos(nx) (1.3.11)
n=0

En supposant que f et g sont continues et bornées pour appliquer la norme (1) dans ¢,.
Dans la métrique ¢, les coefficients différent de la quantité :

€1:{Z(Cn_an)2 —€ Z%} :e—\;é (1.3.12)
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1.3 Problémes inverses, probleme mal-posés et théorie de régularisation

Par conséquent, €; est aussi petite que ’'on veut par un choix approprié de la quantité e.
D’autre part, si la distance entre f(x) et g(x) est donnée par la norme de la convergence uni-
forme, nous avons :

Chapitre 1

€2 =sup|g(x)— f (x)| = sup

= cos(nx)
ey .

n=1

o 1
- -, 1.3.13
'6';n (13.13)

Cette quantité peut étre aussi grande que I'on veut.

Ainsi, sil’écart de la somme de la série est pris dans la métrique de C, la sommation de la série
de Fourier n’est pas stable.

Exemple :

Contre exemple de Hadamard

Considérons le probléeme de Cauchy pour I’équation de Laplace suivante :

Uyy (X,9) + Uy (x,9) = 0 dans xe€Rx(yp>0) (1.3.14)
u(i%,y):o pour >0

u(x,0)=f(x), pour —00< X< +00

g—;(x,O):go(x) pour —oo<x<+o0

ou f (x) et ¢ (x) sont des données

1
Si nous avons donné f; (x) =0 et ¢y (x) = " sin (nx), alors la solution du probléme de Cauchy

1
est donnée par : u; (x,) = — sin (nx)sinh (ny), ot n >0
n
Si on prend f, (x) = @, (x) = 0, alors la solution du probleme de Cauchy est donnée par :

up (x,v) = 0.
Si nous estimons la différence dans les données initiales et la solution dans I'espace metric C,
nous avons :

Ifi = follc = suplfi (x) - f2(x)| =0
X
1
lp1 = @alle = suplps (x) — @2 (x)| =
la second peut étre petit quand 7 plus grand.

Pour tout y > 0 fixé, la différence ente la solution :
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1 Rappels d’analyse fonctionnelle

||t — 15l sup |uy (x) — uy (x)|
X

L . :
= sgp ﬁsm(nx)smh(ny)

.
= ﬁsmh(ny)

peut étre grand quand n plus grand.

Alors le probléme est instable donc mal-posé.

Exemple :Probleme rétrograde pour I’équation de la chaleur. Ce probleme consiste a détermi-
ner u (x,0) = ug (x) (condition initiale inconnue), sachant que le champ de temperature u (x, t)
vérifie :

%(x, t) = %(x, t) x€[0,7],t€[0,T] (1.3.15)
u(x,T) = ¢(x) x €[0,7]
u(0,t) = u(m,t)=0 +t€][0,T]

ou ¢ € L?[0, 7] est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la
solution du probléme (BP) sous la forme :

u(x,t)= iexp ((T - t)nz)(pn sin (nx),
n=1

T
0
Soit 1 (x) = ug (x, 0) la température initiale. Alors d’apres I’égalité de Parseval, on a :

2
ou ¢, est le coefficient de Fourier d’'ordrende ¢ : ¢, = — j @ (x)sin (nx) dx.

||¢’H2 = %XGXP(MzT) ol (1.3.16)

n>1
On considére maintenant le probleme (BP) avec des données bruitées :
L.
Q=@+ T sin(kx) (1.3.17)
on remarque que ||@; — || = 0, k — 400 mais

|t (@k, 0) —u (¢, 0)]| = 7 &P (kZT) — 400, k — +o00. On voit tres clairement que le pro-

bléme (BP) est instable, ce qui explique que ce dernier est mal posé.

La solution de ’équation de la chaleur avec la condition initial u (x,0) = ¢ (x) € L, (0, 1) est
donnée par la formule :
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1.3 Problémes inverses, probleme mal-posés et théorie de régularisation

v

[eS) i 00 S

u(x,t :Zexp ¢n81n(nx) J %Zexp(—nZt)sin(nx)sin(né) P (&)dE E_
n=1 0 n=1 «

=

@)

Ainsi, u est solution du probleme (BP) si et seulement si ¢ satisfait 'équation de Fredholm de
premiere espece :

TC
K= [ K op(ede = pw, 0<x<r
0
\ 2y 2\ o . , .
ou K(x,¢&) = po Zexp (—n t)51n(nx)51n(n§). IK est un opérateur intégral de noyau K., .).
n=1

11 est bien connu que IK est compact, d’ott IC™! n’est pas borné. Ce qui montre le caractére de
probléme (BP).

Le fait qu’un probleme est bien posé n’est pas une condition suffisante pour la stabilité de
la solution du probléme inverse. Supposons que A™! est bien défini et continu, alors si dans
(1.3.1) 6y est une petite Varlatlon de la donnée et Of est la variation correspondant sur la
solution, la continuité de A~} implique :

19f1x < [la~[l]ov ],
et par la continuité de A :

lo [l
0

alors

|6 f||x ”” _1H “ y ”Y
Ifllx || ||Y

Le nombre C(A) = [|A]| ||A_1 || est appelé le nombre conditionné et il donne une estimation de

(1.3.18)

I'instabilité du probléme. Si C(A) = ||A]| ||A_1 || est plus grand que 1, alors la présence méme
d’une petite erreur sur les données d’un probléme mal posé peut rendre sa solution extréme-
ment instable. (voir [66] )

1.3.4 Théorie de régularisation

La régularisation de problémes mal-posés, due initialement a Tikhonov, cherche a redéfinir les
notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée,..), de facon que la «<so-
lution régularisée>> obtenue par ««inversion régularisée>> dépende continiment des données
et soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données proches
des valeurs effectivement obtenues par la mesure).
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En d’autres termes, on remplace le probléme initial mal posé par un autre <« probléme ap-
proximant>> bien posé.

Opérateur de régularisation

Dans la pratique, les opérateurs les plus rencontrés sont des opérateurs différentiels, donc
Iexpression u € D(A) exprime une certaine régularité. Les opérateurs de régularisation sont
un outil qui permet de faire correspondre a un élément d’un espace fonctionnel donné son
régularisé, i.e., un élément du méme espace mais possédant des propriétés de régularité plus
importantes et qui lui est en méme temps proche par rapport a la norme considérée.
Considérons le probléme inverse Ax =y ou A H; dans H, est un opérateur compact injec-
tif.On suppose que y € R(A), i.e., le probléme inverse posseéde une solution unique.

Définition 1.3.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés {R, (t)},.o H; dans Hp, a > 0
est dite "famille régularisante” pour I'opérateur A si

Vx € Hy, R,Ax converge vers x, quand &« — 0, i.e., R, A converge simplement vers I.
Remarque 1.3.1. Si R, est une famille régularisante pour 'opérateur A : H; — H,

ou H; est de dimension infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés, i.e.,
il existe une suite («,,) C R, telle que lim ”R%H = 400
n—+o0

La donnée initiale y € H, n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient
la perturber. Notons yé la donnée perturbée ou le nombre 6 > 0 est le niveau du bruit, i.e.,
y-9°|<e. ‘

Notons xg = Rayb I'approximation de la solution du probléme inverse Ax = y obtenue avec
I'opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant I'inégalité triangulaire sur
| — xg|, on obtient

”x_xa,é

| =[x = Ra) + (Ray = x3)]| < S IRl + ||Ray - 53] (1.3.19)

Le premier terme de droite de I’équation (1.3.19)) représente la majoration de I'erreur due au
niveau de bruit. Par la Remarque(1.3.1) , nous avons vu que linb [|[R4|| = +00. Donc il ne faut
a—

pas choisir a trop petit sinon I'erreur peut devenir trés grande. Par contre le second terme de
droite de tend vers 0 quand a tend vers 0 par définition de R . Nous allons faire tendre
le niveau de bruit 6 vers 0 et nous allons choisir une stratégie de régularisation de maniére a
ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution x.

Proposition 1.3.1. [61] Soient X, Y deux espaces de Hilbert, et A : X —> Y un opérateur linéaire
fermé. Alors la famille de régularisation {R,},-, est bornée (uniformément) si et seulement si
R(A) est fermée dans Y.

1.3.5 Choix optimal :

Soit @ = & (5, y((;)), si a ne dépend pas de ys5) mais seulement de 9, alors nous disons que «
est un choix a priori. Si non «a est dit choix a posteriori.
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1.3 Problémes inverses, probleme mal-posés et théorie de régularisation

L’idée de la stratégie est de choisir le parameétre de régularisation tel que
|Au =), =6 (1.3.20)
Un algorithme de régularisation {R,},-( est dit régulier si

o— 0, a(,pt (6) — 0Qet Raopt(é)y(é) — 1 (1.3.21)

Choix du parametre de régularisation

Dans les applications, un choix de la stratégie de régularisation a-posteriori est préférable a
une stratégie de régularisation a-priori. On adopte la démarche suivante

pour y € D (A;) et 0 > 0, on choisit y5) € Y tel que

|90~ 2|, <0 et = A"y, ug = Ray, ud = Raygs) (1.3.22)

ou
Ry, = (A*A+al)™' A* pour a > 0. (1.3.23)

(i) Méthode de Mozorov : [61]
Dans la méthode de Mozorov, le parameétre « est choisi tel que :

|A ud = y6)|| = 6 (1.3.24)
(ii) Méthode d’Arcangeli :

L’équation devant étre satisfaite est :

|4 43 =90 = (1.3.25)

B
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2 Régularisation d’un probleme inverse
elliptique dans un domaine non
borné par la méthode des conditions
aux limites auxiliaire

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’étude d’un probléme inverse elliptique de complétion de
données dans un domaine non-borné. Notre objectif est de reconstruire des données man-
quantes a partir de mesures internes effectuées sur la solution. Ces problémes sont mal posés
et nécessitent des procédures de régularisation. En adoptant une variante de la méthode des
conditions aux limites auxiliaires pour construire une approximation stable, on démontre la
convergence de cette approche d’approximation.

2.1 Formulation du probleme

2.1.1 Probleme direct et probleme inverse

Considérons le probléme aux limites pour I’équation elliptique avec condition de Dirichlet
suivant :

U (X, 1) + Uy (X, ) = 0 xeR, 0<t<T
u(x, T)=0 x€R (2.1.1)
u(x,0)=q@(x) xeR

Ce probleme direct consiste a déterminer u (x, t) pour tout (x,¢) € Rx [0, T] connaissant ¢.
le probléme inverse correspondant a ce probléeme directe est de trouver la condition aux limites
u(x,0) = @ (x) & partir de la condition aux limites connue en t =7 € |0, T|.

Soit le probleme inverse :

U (X, 1) + Uy (X, ) = 0 xeR, 0<t<T

u(x,T)=0 x€R

u(x,t)=h(x) xeR (2.12)
u(x,0)=q@(x) xeR

Nous supposons que u (x, t) est 'unique solution du probleme ([2.1.2). En appliquant la trans-
formée de Fourier au probléme (2.1.2)) par rapport a la variable x, nous obtenons le probléme
suivant :

20
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2.1 Formulation du probleme

hy (&,8) = £%0(&,4) =0 £eR 0<t<T
u(&,T)=0 el
(&)= h() £eR (2:13)
1(&,0)=¢(&) &eR
Dont la solution est donnée par : ~
h((T -t)[¢]) s
. sinh (T —t)|&]) . -
(&) Sinh (TIE) P (&) (2.1.4) -%

sinh (T - 7)[&])
D’ou on déduit la solution du probléme (2.1.2)) est donnée par :

1 [ sinh(T-1)E])
u(x,t) = \/T_T(J e Sinh (TI2) Q(&)dé (2.1.6)
1 (e sinh((T-1)le) e 01

VarJ & Binh((T=7)[€D)]

ou h désigne la transformation de Fourier de h.
L’identité de Parseval pour la transformée de Fourier donne

[l
<
—_
~
~
~—
N

e (., O

hg)| de

sinh (T —7) <)

—00

Considérons alors une perturbation de la forme

= b (T oy (6 +2)

et la donnée bruitée /1° est donnée par
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

on remarque que

sinh ((T)|£])

AS oA — — 0
PUE =P =0T ey T

quand |&] — +oo

Ce facteur peut amplifier 'erreur de maniére arbitraire. Une petite erreur sur les données h
peut mener a une grande erreur sur la fonction inconnue ¢. Alors le probléme inverse est
mal-posé.

Théoréme 2.1.1. Soit h € L? (R). Supposons que u € C> ([O, T], L*(R) )ﬂ C ([0, T], H? (IR))
est une solution de I’équation ((2.1.8)), ot i1 est donnée par :

sinh ((T —#)[£])
sinh ((T - 7)[¢])

() = h(&) (2.1.8)
Alors uy, (x,t) et uy, (x,t) € C([O, T], L? (]R)) et u est une solution de I’équation de Laplace
(2.1.2).

Preuve.

Posons t = T et t = T dans 'expréssion

n(& )=

sinh ((T - T)|<¢])
sinh ((T - 7)[¢])

, _sinh((T=1)&N) s ¢ - _ 2
etu(é,’c)—sinh((T_T)lél)h(é)—h(é)douu(x,’c)—h(x) dans L” (R).

En multipliant I’équation ci-dessus par (£2), on a

on obtient (&, T) = (&) = 0 dott on déduit u (x, T) = 0

2 sinh ((T - #)|£])
sinh ((T —7)|<])

En dérivant I’équation deux fois, nous obtenons

E(E ) =¢& h(&)

i - ST =DlED

= Sinh(T— o))

sinh (T — 1) [¢])
sinh (T —7)|<])

2 sinh ((T - #)|£])
sinh (T —7)|<])

i, (&, 1) = —|&] h(&),

gy (§,8) = & h(&),

et
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2.1 Formulation du probleme

2 sinh ((T - #)|£])

sinh (T o)) &) ¢

g (&)= E20(E, 1) = &

Comme u € CZ([O, T], L? (R) )ﬂ C([O, T], H? (IR)) nous avons

&2 (&, 1) = 1y (£,1)
D’ol, a partir de (2.1.9), on a

Upp (X, 1) + Uyy (x, 1) = 0.

&N
v
p

.t
Q.
<

-

@)

Théoréme 2.1.2. Le probléeme (2.1.2) admet une solution unique u € C2([0, T], L*(R) ) N
C ([O, T], H? (IR)), si et seulement si

J|exp(r|£|)fl(§)|2dé < oo (2.1.10)

R

Preuve. Supposons que le probléme (2.1.2) admet une solution exacte 1 € C? ([O, T], L*(R) )ﬂ

C([0,T], H*(R))
alors u peut étre représentée dans le domaine fréquentiel

+00

_ L iexsinh (T -#)[E])
u(x,t) = E_u e sinh(TTE)) Q(&)dé (2.1.11)
1 ' ey SINh ((T = 1) [€])
= —= | " h(&)d 2.1.12
V) ¢ sinh(T-n)e) " G112
Ce qui implique que
. __sinh(T[E])
i (&,0) = Sh (T —T)Icfl)h(é) (2.1.13)
d’ou
o (] sinh(TIE) PP
12 (., O)l| _HI SRR (T O] h(E| de < oo (2.1.14)
et comme -
sinh (T |¢]) > exp (7€),

sinh (T —7)|<])
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

il résulte donc

sinh (T |&]) '
>
J sinh (T —7)[€]) e ae jexp 2elep ()] de,
R R
. s2
d’ouJeXp(2T|§|)|h(£)| d& < oo. ~
R o
Si jexp(21|£|)|fz(€)|2d€ < oo, on définit v (f) par -‘é‘_
R 3]
+0o0 5
1 - sinh(T[&])
v(x)= —— | = h(&)d&.
W= ) ¢ SRy
Considérons le probleme
Upp (X, 1) + Uy (x,2) =0 xeR, 0<t<T
u(x,T)=0 xeR (2.1.15)
u(x,0)=v(x) x€R

Il est clair de voir que (2.1.15)) est un probléme direct donc il a une solution unique #,donnée
par

L1 [ eesinh(T-1)E)
u(x t)_\/T_nJeé sinh (T [€])

Posant t = 7 dans (2.1.16|), On obtient :

(&) dE. (2.1.16)

T eesinh (T - 1) &)
sinh (T [€)

S R
| |

u(x,t)

v(&)de

=

(x)

Par conséquent, u est la solution unique du probléme (2.1.2).
2.2 Méthode de régularisation

Dans cette section, on propose une stratégie de régularisation basée sur la méthode des condi-
tion aux limites auxiliaires.
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2.2 Meéthode de régularisation

Méthode des conditions aux limites auxiliaires

On approche le probléme mal posé (2.1.2), par le probléme perturbé suivant pour avoir une
approximation de la solution du probléme (2.1.2].

%, (x, 1)+ g (x,6) =0 xeR, 0<t<T
au, (x,0)+u, (x,7)=h, xeR (Py)
u, (x,T)=0, xeR
0Filg (&)= &%, (E,4) =0 EecR, 0<t<T
atig (£,0)+ i, (E,7)=h, EeR (By)
u,(&,T)=0, EeR
ou
e (E,t) = sinh ((T = 1) €] h(&) (2.2.1)

[asinh (T |£]) +sinh ((T - 7)[&])]

D’ou la solution du probléme (P,) :

sinh ((T —#)[£]) )

t (3,1) = @J lasinh (T]2]) +sinh (T )] 4¢ (2.2.2)

Théoréme 2.2.1. Pour tout h € L (R), la fonction

L i&x sinh ((T —t)|&]) )
\/ﬁ_\[ € [asinh (T |&]) +sinh ((T _T)|5|)]h(£)d5

Uy (x,t) =

est I'unique solution du probléme (P,).
Preuve. On considére le probleme classique de Cauchy

It t)+azu“(Xt) 0 x€R, 0<t<T
sinh ((T)[£]) o
Ha(%,0) = \/ﬁj [asinh(T|£|)+sinh((T_T)|§|)]h(5)d5 xe€R
U, (x, T)=0, LR

(2.2.3)
(2.2.3)) est un probléme direct donc il a une solution unique

L ( sinh (T - £)[<)) A
“a 0= r | ¢ Tasimh (TR +sinh(T—olEn] %

—00

etona
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

+00

1 jeigxlasinh((T)lél)+Sinh((T—T)|€|)

aig (x,0) + 1, (x,7) = Nors [asinh (T [&]) + sinh ((T — 7)|&])]

—00

h(g)de

d’ou

au, (x,0)+u, (x,7) = h(x)

&N
. . . R v

Par conséquent, u, est 'unique solution du probléme (P,). =

Montrons maintenant que la solution du probléme (P,) dépend continiiment de . ‘&
<

Théoreme 2.2.2. Soient u, etu,, deux solutions du probléme (P, ) correspondantes aux données 5

: S s 1 1
h? et hg respectivement, vériﬁant”h‘f - hg” <9, alorspour0<a<let N = m ln(l +— )
nous avons : (1oge) a
L)y 5
Jite, )= e, (0 < €1 £ | 12 - 13 (2.2.4)
ou

1
C :4[2<TT>+1]2.

Preuve. Pour tout & € L?(IR) nous avons

sinh ((T —t)|&))
[asinh (T |&]) +sinh (T — 7)|&])]

sinh ((T —t)|&))
[asinh (T |E]) +sinh ((T —7)[&])]

=

g, (&,1) = (&)

h

[\SRe%)

g, (&,1) (€).

Par conséquent, en utilisant I’égalité de Parseval, nous obtenons

ﬁal ('1 t) - ﬁaz ('1 t)||2

it 1) = 1, )] =

On calcule

g, (1) =1lg, (,1)|| = J Fo (&) (R (8) S (5))‘2515 (2.2.5)

R
ou
_ sinh ((T - ) [£])
Fal& )= (G Sinh (T 1] +sinh (T — 1) €] (220
. 1 1

SOltN:mln(l+ah)
alors
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2.2 Meéthode de régularisation

V=h+b (2.2.7)

ou
r ~s ~s 2
L= | |Fa(&n(i@©) -3 de (2.28)
E/<N i
et r 2 'g
L= | [Fo@n(i@-io)| de. (229) S
N =
Ona >
sinh (T —t)|&))
Fo(éit) = — [ sinh(T[E]) '
sinh (T - 7)1€]) | @ smrr—oep + 1
~sinh(T - t)le) oy + 1] 7
- [ in -
sinh (T - 7) &) [ somi el 1] 7
. sinh (T —t)|&]) — (2.2.10)
sinh (T ~ )| [agmntMED - 1] 7
sinh (T |&]) 7]
comme Snh(T=1)]) >e alors
sinh(Tle) 17 ¢ eyt
sinh((T—T)|€|)+1] >[aertlen] e
o SINR(T=0IE) _ sinh(T-#)[E]) _ sinh((T-#)[€) _sinh(T|E) _ _ sinh(T|<)
sinh(T|&]) ~  sinh((T-7)|&]) sinh(T|&]) sinh((T-1)|&|) ~ sinh((T —7)|&])
ce implique alors
e < sinh (T-0ED__ (2.2.12)
sinh (T - 7)[€]) [ael+1] 7
. sinh (T |£]) — = E,(&1) (2.2.13)
sinh (T = 7)[&]) [aeml+1] T
Si|&|<N
- sinh(T&) sinh(T|E) _ sinh(TN) _
a ronction su’lh((T—’()é) €St croi1ssante, alors Slnh((T—T)lél) _sinh((T—T)N) — AN
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

d’ou
_ K
F (&)< N — (2.2.14)
[aer|5|+1] '
donc
&N
2 K 2 -g
Eo(&0)(i0 () -13(9))| de < Y (i () - 13(0))| e 2
E[<N e [[aeél+ 1] <
[ N A As 2 U
< (KN)za—(l—T)] f hS (&) - h(&)| d&
' EI<N
\12
1 (1_7) As 25112
< |k [ ] i -]
alors
. . 2
o= fren(ie-iso)f a (22.15)
|E|<N
_ (1_L) 2 o
< |Ky 1 T} |h§>_hg||2. (2.2.16)
| o
D’autre part nous avons
sinh (T£)) < erlél[l _e—leél] < R
sinh((T-1)|&]) = 1-e2AT-0lEl 7 1 — - 2T-0)E"
) sinh (T [£]) elél .
Si & > N alors Snh(T=1) ) < PR d’ou
~ eT|£| 1
Fo (&) <
’ [1 - e_z(T_T)N] [aeTlél + 1]1_%
1 1
- [1_6—2(T—T)N][a]1—%
e

OleN:

[1 _ e—2(T—T)N]
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2.2 Meéthode de régularisation

Ce qui implique que :

. . 2
L = J- Pa(érf)(h?(é)—hg(é))‘ 3 (2.2.17)
|E|<N
2
1 R “ e 2
< |Bv 1 j (h?(é)—hg(é))' dé (2.2.18) ‘:
o) 0
|EI<N b=
1Y A5 25|12 %
< |Bn——| | -3 (2.2.19) s
[a] 7T 5
En combinant (2.2.7), (2.2.15) et (2.2.17), on obtient
1720-1)
|MA0(1 (-;t)—l/lAaz (,t)”z :[(KN)2+(BN)2] [a] T |h?—hg |2
N = ! In(1 1
pour = Z(T— ) n|{l+ TT

-1
1 1 1
et ez(T_T)N =1+— T] donc [1 T_T)N] = [1 — ll + TT] ] = —
a T a T a T +1
D’ou
-1 -7
By = [1 - e‘M‘”N] —a Tt (2.2.20)
o R TN
Ky < ¢ ke [aTT+1] “ )[—] (2.2.21)
a

(KN)2 +(BN)2 < ([aTTT+1]1+2(TT_T)[l]2TT) +(0¢TTT+1)2

si 0<a <1 alors

(Ky)? + (By)? < 4[2<Tr> ; 1] H% (2.2.22)

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 29



2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode

des conditions aux limites auxiliaire

De (2.2.22)), on déduit que

, ) 2 172071) s s
o, (1) o GO = [+ B[] -2
. 1 21—L+ﬁ) s roll2
< 4fom T)“HE] ho i
1 (1_%4'% 2 rs o 2sll2
< lal7] [ = i3
ouc1:4[2<ﬁr>+1].
Le probléme (P, ) est bien posé, et sa solution est donnée par :
sh((T —1)|£]) ;
t h(&)d
1) = mf R T +smh (O] &%
Théoréme 2.2.3. Pour tout h € L? (R), nous avons
lluy (., T)—h|| — 0, quand @ — 0
Preuve.
(&) =h(E)
[sinh (T — 1) |£])] ;
o &) = iR (TJED)] + fsinh (T~ 0D
I (1) =10 (O < 12 7) = il (7))
On calcule
o sinh (T —7)[¢]) )
I ) =t (O = l asinh (T [E]) + sinh (T — 7)&)) [pe)f"dz

(©) de

|
Joe

ou

(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)
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2.2 Meéthode de régularisation

~ asinh(T|&|)
Gq () asinh (T |&]) +sinh ((T — 1) [€])
~ asinh(TE)
Slnh [0( s1rﬂ1nh Té + 1]

h € L?(R) implique que th(x)lz dx < oo, d’ott J |fz(5>|2 d& < oo.

Fixons € > 0 et ch0151ssons M () tel que

+00 )
I fz(g)|2dés% (2.2.26)
|E|=M((¢)
a () —da (LN =I5+ 14
ou
N GG
|E|<M(e)
L= [ 1e©P e g
E[=M(e)
sinh (T |&]) 7)¢]
comme Sinh (T = 7)[2]) >e''°l alors
asinh (T |&])
G, (&)<
(€) sinh((T—'c)lcfl)[aeT|5|+1]
et
Ga (§) < 25D (T IE) Ga (&) (2227)

. < su
sinh ((T —7)[£]) |g|g1\/1[3(g)
G, est croissante ce qui implique G = sup G, (&) = G, (M (g))

|£|<M (e)
D’ou
< asinh (TM (¢))

b Gald) = (T -0 M (@)

si|€]<M(e),ona
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

L= | fe@ief

|E|<M(e)

J

|&]<M(¢)

asinh (TM (¢g))

SiHh((T—T)M(&))h(E)

IN

On remarque que

inh (T
Ga (&) = — asinh jn)h(Té) =1
51nh((T—T)5)[am+1]

d’ou

L= [ Jea@he) e

[E[=M ()

|

|>M((e)

he)| de

IA

e

IA
N m

. 2
1 7) g (DI < f sijf(??(fffj\ffl)) [ de + f (o) de

|E|<M(e) |E|=M(e)

en choisissant a tel que :

2 ~
<

| <&
2

asinh (TM (¢))
sinh ((T —t)M (¢))

on obtient

a” <

e 1 lsinh((T _ T)M(e))r
5 2

i sinh (TM (¢))

D’ou
(2.2.28)
(2.2.29)

(., T) = g (., T)II

IAN A
MmN m
N ™

alors

A

Iz (., t) =1, (., 7)]| = 0, quand @ — 0
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2.2 Meéthode de régularisation

Ce qui prouve que

Uy (x,7t) > h(x), quand a — 0.

Théoréme 2.2.4. Supposons que u est la solution du probleme (2.1.2)) et u, est la solution du
probléme (P,), Si||u(.,0)|| < oo, nous avons :

N
o
lluy (,0)—u(.,0)]| >0, a >0 ‘E-
£
= OSI;lfT”ua (L) —u(, ) <|lug(,0)—u(.,0)| >0, a >0 @)
Preuve. On a
) sinh(T|E))
10 = R0
) B [sinh (T &])] X
Tal&0) = R (TIE) +sinh (T =)&)
On calcule
X i > ([ sinh(TIE) [sinh (T|&)) NG
6,0~ = [ | e b€~ s
R
2
f a[sinh (T|&))]° ;
_ . h(E)| de
J | oot metes + 1] [sinh (T = ) jE)))?
o [sinh (T[] o |
~ ) Fnnr o ¢
ou
[sinh (T |£])]
Go(E)= —————=
[ st Shes + 1] [sinh (T = 1) |€])]
donc
112 (., 0) = i (, OI> =I5 +1I¢
ou
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

_ [sinh (T(ED] 7 o[
b= | Jee g #

|&]<M(€)
~ [sinh(TIEN] |
Is = ) L) Gu (&) iy 6| de

On suppose maintenant que le probléme (2.1.2) est résoluble, et soit u(x, t) sa solution. D’aprés
le théoréme (2.1.1) on a

&N
v
p

.t
Q.
<

-

@)

J sinh ((T)|<])
" Van [sinh (T - 7)[£])]

h(&E)dE € L* (R)

u(x,0)

d’ou
. 2
1 (x, 0)|® < co. D’aprés Iégalité de Parseval [|u (., 0)||% = |2 (., 0)||* = Hsini??ﬁ'f)'ig') hE)| de
R
sinh(T[e) ¢
>
etcommeJ[sinh((T—’c)ED (&) dé |exp T|E| | dé
R
alors
f|exp T|&)h | d& < 0. (2.2.30)
R
Fixons € > 0 et choisissons M (¢) tel que
2
|Buge)] lexp (t|€))h | d5<—
€=M ()
1 B 1
Ou DM(e) = 1 — ¢~2(T-1)M(e)
Ona
asinh (T |€]) =
G < — < sup G, (& (2.2.31)
)= G (T—r)leD = b, ")
si|é|<M(e),ona
~ asinh (TM (¢))
G, (5)< sup G,(&) < — (2.2.32)
a(é) o) )< Snh(T-1)M(e))

De ((2.2.32), on déduit que
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2.2 Meéthode de régularisation

. 22
f ‘al sinh (TM (¢)) l'm(é)zdé

Is = sinh ((T — 1) M (¢))
|E]1<M ()
sinh (TM (¢)) 212 o
[alsinh((T—T)M(g))] } f |h(5)| aé c:
|EI<M () .E
»|  sinh(TM (¢)) 12 =
< lal lsinh((T—T)M(g))l h g

en choisissant « tel que :

[ _sinh(TM@e) |
sinh ((T —t)M (¢)) =35
d’ou
2 e 1 sinh ((T — )M (¢)) 4
CEAEL M)
on remarque que
Go(&)<1et sinh(Tle) _ e

sinh (T —1)|&]) ~ 1 — e~ 2T—7)]

sinh (T&)) ol
< — By etlél
sinh (T = 7)[&]) = 1 — e~ 2(T-1)M(e) M(e)€

si|€] > M (e) alors

d’ou
_ 2 sinh(TIE)  \*17 .2
b = J G“(é)(sinh«T—ma)) e as
|E|=M(¢)
< f [Baoe™“lh ()| de
|E|=M(¢)
_ 2 20€] |7 (2|2
= [BM(s)] J‘ >l i (&) ag
|E]=M(e)
&
< =
= 2
donc
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

) . ) [ sinh(TM(e))  1*yp2 2 el
l4(.,0) =i, , O < 2[a] sinh((T—T)M(e))] |7 +2[BM(€)] ) L)k h(&| de
L ELE _
< 2+2—€
14 (.,0) =11, (,0)|* < € (2.2.33)
implique
i (., 0) =1, (,O))? <€ (2.2.34)
alors

Uy (x,0) > u(x,0) quand «a — 0.

On montre que

sup lug (,8) —u( Ol <llua(,0)=u(,0)| 0, a =0

0<t<T
oM mh((T 1))
R _sin - .
(&, t)= sinh (T]2)) ¢ (&)
. _ sinh ((T —1)|&]) .
o (&) fo R (TTe) + sinh (T~ 0D
On calcule
() =t GOIP = (1) =i (DI
_ (|[sinh(T-1)E) sinh ((T = 1)[£]) .
=) |[sinR (T =olel [asinh<T|é|>+sinh<<T—r>|5|>]]h(5) 4
il [asinh (T &])] [sinh (T — ) |€])] P
") _[asinhma)+sinh((T—r>|5|>]sinh<<T—r>|5|>lh(5) as
r 2
. (|l alsin(Tiepy }fwa i
|| [ st + 1] [sinh (T = ) &)
< | (& 0) - 0q (5, 001h(E)| e
%

= [12(.,0) =i, (., O
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2.2 Meéthode de régularisation
D’ou
sup |1 ()= (,1)II” < 12 (., 0)— g (, O)]

0<t<T

alors

sup [u(.t) =g (O < |t (., 0) =g (,0)|

0<t<T

Théoréme 2.2.5. Soit u et u, les solutions des problemes (2 et (P,) avec la méme donnée
exacte h. Supposons que

&N
v
p

.t
Q.
<

-

@)

J-|eT|5|fl(£)|2dé < E? (2.2.35)

ou E un nombre positif tel que alors nous avons I’estimation de la convergence suivante :

(T-1)
sup |lu(.,t)—uy ()] < [C4aT]E (2.2.36)
0<t<T
ou
2(T-71)12
(2T-7) T - T
Cy=[2]0 1+[ TT] }

Preuve. On a

l142(., 0) = 1iq (., O

2
l [asinh (T |&])][sinh ((T - t)[£])]
[

: @) de
511ihhTT|f||£| +1][Smh (T -7)l&)]?

o a

j loa@lh© de+ | [oaeniel de

[EI<N €N
I7 + IS

ou

a[sinh (T &)}

h(T
[a—suﬁﬂ(; |15||§| +1] [sinh ((T - T)|(E|)]

Qa(g):
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

1Qu (6)1h(8)| de (2.2.37)
[E]<N
et
Iy = J 1Qu ()| de (2.2.38) N
[E[=N ‘?-:
sinh (TIE) e =
comme Snh (T -7 > e'!“l, alors ‘g
asinh (T |¢)))" o abinhTIEDE 5 ©
[a% [sinh ((T - T)|E| [aeT|‘5|+1] [sinh ((T - T)|£|)] “
) smh(T|c§|) sinh(TN)
SHEVSN Ao SR (T o) je]) = Sk (T -ON) Y
donc

0ue) = [ llQuteniie ae (22.39)
|E]<N
[ sinh (TN) r a (2240
sinh ((T —7)N) [aer|é|+1] o
2 (04
< [kl [aeT|‘5|+1]
< [Ky]a (2.2.41)

o sinh(TN)
AN = SGnh (T - 1) N)
De (2.2.37)), (2.2.39) et (2.2.41)), on déduit que

R 2
I, < f H[KN]Za]h(E)‘ d&
|E|<N
< :[KN]Za 2 j 'e—TléleTlélfl(g)fdé
jEI<N
< [KyPa] j|eT|5|h &)’ de
|EI<N
- 2 2
< [KN] 04 E
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2.2 Meéthode de régularisation

sinh (T |&]) - el
ASinh(T—1)|E]) = 1= e 200kl
sinh(Te)) et el

i > 1 =B
Si|&| >N alors Sh (T 1)) = e 2N Ne
donc
N
r B . 2 8
s < | [Qe@]ie)| s £
3 (=¥
|E|=N _ ) =
~ ) aetél . -é:)
< [BN] 7 |h(&)| d&
J aeT|5|+1]
|E|<N 't
- 2
dgl ],
< f Byl — 2 i) de
a+e—T|5|]
|E]l<N H
~(T-1)IEl ,TIEIT 2
2 2 e e A
< [[BN] a] J N asem h(&)| d&
|E|<N i
(Tl ,TIE| T 2
) 12 e e A
< [[BN] 0‘] J N aremm h(€)| dé
IEI<N ’
[ ~(T-7)[¢]
< [BN]zasup J|€T|£|I’l |d6
i &0 [a+e‘T|‘5|] eion
Posant
(((?’) e_(T_T)|£|
S e et

dg (é) — (T — T) e_(T_T)|€| [a + e_T|CE|] + Te_T|(E|e_(T_T)|‘E|
e [oz+e—T|5|]2
d
Donc g6 = 0 implique — (T — ) e~ (T~ [a + e_T|5|] + Te TEle(T-0lEl = o,

dé
1 d d
d’ou |5| = Tln(ﬁ) = 5*_ Puisque i(gé) |CE| < (S df;:)

éhm 2 (&) =0, alors £* est un point critique qui réalise le maximum de g(&).
—+00

Ainsi, on a I'inégalité

Une dérivation simple par rapport a £ donne

<0si|&]>E& et
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2 Régularisation d’un probléeme inverse elliptique dans un domaine non borné par la méthode
des conditions aux limites auxiliaire

T-t
a(T—T)]T Tt
[T epre
gl6)= supg (&)= 1= || | a7
|€]>N [a+@] TL =
d’ou
N
T -7 ’ T -7 ? 8
Tl —-7]T 2 It TED (ov|2 T[ —T]T 2 I-t| o -
I <|= B T h dé <|= B T | E oo
o< |7l [N1a]f|e @ ag<| 7| =] " ByPa 2
I€1=N 1)
-—
donc )
A A 2
i (,t) =t (I < I;+1g
T\ [T—11 " 2T—1)
< [KN]4a2+(—)[ ] (Byl*a’ T |E2.
T T
Ona
1 1
N = In(1+
2(T-7) n( aTT-T)
d’ou .
1 2(T—7) . r —
eTN:[1+ TT] :[a]_ﬁ[aTT+1]2(T )
a T
2(T-7)
1 ]2 1
2 T-ON _ 11 4 TT] =1+ TT]
a T a T
-1
1—e—2<T—T>N:[1— 1+ 1 l ]: Tl
aT aT +1
d’ou
1 Tt
1 — e 2(T-7)N =aT +1
ce qui nous donne
T-t
BNZCKT-Fl
C e e P 12(;_’) =g o™ 11+ﬁ
ommem—[a] (04 + (04 + = a +
alors
eTN . Tor 1+2(TTT)
Ky < TN =q 2T [a T +1]
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2.2 Meéthode de régularisation

et
B Lo
NS T =[]
Si0d<a<l
T T-t 1+2(TT—1) 1+t — T ™
Ky < a™oT [aT+1] [2] 2T g or o
.t
. Q.
By <laT +1]|<2 <
N = =
| @)
alors
2(T-1)
2rIT—-7]° T
i) =i (O < (Kt a?+ (2] [ 5| T Batat T2
5 5 T (T-1
T T — T —
=
) X T 2(T-t
21 -7 T 2T-7)
S [2]4+(T—T) 1+[2](T—T)[ - ] a” T E2
5 T 2(T-7)
_2t —_ T 2(T-t
< M 1+[ T] ‘a g2
T
(T-1)12
< [C4a T ] Ez
avec )
2AT-1) 732
(2T-7) T— T
Cy=[2]T9 1+[ T] } .
T
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3 Meéthode des conditions aux limites
auxiliaires modifiée pour une classe
de problemes elliptiques mal-posés

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude d’un probléme de Cauchy pour I’équation de Laplace
sur un domaine borné. Pour régulariser notre probleme mal posé, on propose une variante
modifiée de la méthode des conditions aux limites auxiliaires.

3.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace

3.1.1 Introduction :

Dans cette partie, on consideére le probleme de Cauchy mal-posé suivant :

wxx+ww:0, O<x<m 0<y<T
w(x,0)=¢@(x), 0<x<m (3.1.1)
wy (x,0) = (x), 0<x<m "
w(0,y)=w(m,y)=0, O<y<T
: . s || OPW
Il existe une constante E > 0 telle que la solution exacte w vérifait a_yp (.T)|<E.

La solution du probléme (3.1.1) obtenue par la résolution des deux problémes de Cauchy pour
I’équation de Laplace ci-dessous :

Upy iy, =0, 0<x<m 0<y<T
)

u(x,0)=q@(x 0<x<m
uy (x,0) =0, 0<x<m (3.12)
u(0,y)=u(m,y)=0, O<y<T
et
vxx+vyy:0, O<x<m 0<y<T
v(x,0)=0, 0<x<m
v, (x,0) = (x), 0<x<m (3.13)
v(0,y)=v(m,y)=0, O<yp<T

Alors w = u + v est la solution du probléme (3.1.1). Ces problémes apparaissent dans plu-
sieurs applications, en geophysique , cardiology etc. Le probleme de Cauchy pour I’équation
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3.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace

de Laplace est mal-posé, i.e. : la solution si elle existe ne dépend pas continiiment des données.
Une petite perturbation sur les données peut induire une grande erreur sur les solutions. Plu-
sieurs méthodes de régularisations ont été considérées pour résoudre ce probléme, comme la
méthode Q.R, la méthode de Tikhonov, la méthode des différences finies et aures.

En 1983, Vabishchevich [77] a examiné le probleme elliptiques de Cauchy suivant

~ 9 ou
u/lr, =y

u
W/r1 =1

(3.1.4)

L’auteur a proposer d’approché le probléme (3.1.4)), en utilisant la méthode des valeurs limites
non locales pour le probléme suivant :

=~ 9 du
_ijZ:ia_)(ji(aij(x)a_)cj)+a(X)u =0, x€Q

u/r, +au/r, =, a>0 (3.1.5)

u
W/r1 =1

Dans [32], Hao-Duc-Lesnic a utiliser cette méthode de résolution pour le probléme de Cauchy
elliptique dans un domaine cylindrique qui suit

l/ltt:Au, tG(O,T)

| (0) - || < & (3.1.6)
ut(O) = 0
qu’il approche par :
uy =Au, te(0,T)
u(0)+au(aT)=¢ (3.1.7)
u (0)=0

Dans ce travail nous présentons la méthode des conditions aux limites auxiliares modifiée.
Pour construire une approximation stable de la solution du probléme (3.1.2) et (3.1.3). Nous

remplagons les conditions initiales u (x,0) = ¢ (x) dans (3.1.2) v, (x,0) = ¥ (x) dans (3.1.3]

par :
u(x,0)+ a% =@ (x) (3.1.8)
vy (x,0) + a% =1 (x) (3.1.9)

respectivement, ou a > 0 est un parametre de régularisation et p > 1 est un entier.
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3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modifiée pour une classe de problemes
elliptiques mal-posés

3.1.2 Méthode de régularisation et estimation de la convergence

Considérons le probléme (3.1.2) et (3.1.3)). Pour le probléme ([3.1.2)), nous utilisons la solution
du probléme perturbé suivant pour avoir une approximation de la solution.

(ug)xx+(u2)w:0, O0<x<m 0<y<T
; Pul (x,T)
o a \*r )
ua(x,0)+0( ayp =@ (X), OSxST( (3110)
(13), (00 =0, 0<x<m
u3(0,9) =u (m,p) =0, O<p<T

ol a > 0 est un paramétre de régularisation, p > 1 est un entier, et la donnée mesurée ¢° €
L?(0,7), satisfait

l? - <6 (3.1.11)

ot ||.|| est la norme dans L.
Grace a la méthode de séparation des variables, on trouve aisément la solution du probléme

(3.1.2)) donnée par :
u(x,y)= Z(pn sin (nx)cosh (ny), (3.1.12)
n=1

ou
TC

O 2 f @ (x)sin(nx)dx

TC
0

et la solution du probleme (|3.1.10) est donnée par

icosh(ny)/sinh(nT) 5 sin (1) £ .
_ an? + 1/sinh (uT) @y sin (nx), p est impair

ug (x,y) = (3.1.13)
icosh(ny)/cosh(nT) 5 sin
— anP +1/cosh (nT) @ns

(nx), p est pair

ou

TC

oi=2 [ ¢ wsin(ud G114
0

Nous montrons que le probléme (3.1.10)) est bien posé, i.e. la solution (3.1.13)) dépends conti-

ntiment des données de Cauchy ¢°.
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3.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace

Lemme 3.1.1. Pour M,a,x >0, p > 1 alors nous avons :

1 P MP\]P
sup o~ oxp (M) <(pM) «a lln( Da )l (3.1.15)

Théoréeme 3.1.1. Soient ugl et ugz deux solutions régularisées du probléeme (3.1.10)) correspon-
) i TP
dantes aux données @° et @3 respectivement, alors pour & < — nous avons :

p\17P ) !
T_)] I =2 GL16)

pa

- - 2 B
H”gl (’y) - MZZ (:}2)” < m(pT)Pa 1 [ln(

Preuve. On considére deux cas.
- Cas p pair :

De (3.1.13)), nous avons :

+00
s _ cosh(ny)/cosh(nT) 5 .
ual (XJ}) - ; anP + 1/COS].’1(”T) QOLnSln(nX)
i <2 cosh (ny)/cosh (nT) < .
1422 (xl y) = Z ( y) ( )gog,n sin (TZX)

— anP +1/cosh (nT)

T
ou (pin = j (p? (x)sin (nx)dx pouri=1,2.
0

On calcule
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3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modifiée pour une classe de problemes
elliptiques mal-posés

2

+00
cosh(ny)/cosh(nT) , s 5\
Zl’ anP +1/cosh (nT) (901,,1 (PM)sm(nx)

Jud, (9) = ud, o)

+oo 2
e cosh (ny)/cosh (nT) s S 2
= 5 —_
- 2;_ anP +1/cosh (nT) ( Ln (P2n)
+oo )
Tt cosh (ny) s 52
= 5 —_
-2 o | anP cosh (nT) + 1] (gol,n (Pz,n)
3 z toor [1 +eXP(—2le)]exp(ny) ( s s )2
= 5 I _anPexp(nT)(l +exp(—2nT))+1 P10~ P2n 03
400 [ I v
V[ 2exp(ny) 5 S 2 g
< 2 - o
= 2 ; _anpexp (nT)+ 1 | <(P1,n (PZ,n) %
7 +oor ) 12 ) ‘5
_ I s s
- 9 — _anp_q_exp (—nT)_ ((Pl,n §02,,1)
TC 2 2 +oo ,
< = 5 s
- 2?11;}; | anP +exp(—nT) | n;((Pl,n 902,,1)
2
_ 2 5 si2
- iuzﬁ)lanpﬁtexp(—n:r)l ||<P1 902“
(n) = !
on pose ¢ o anp +exp (_nT)
d’aprés le lemme ona
TP\|?
()< (1) o™ [ln(ﬁ)l (3.1.17)
alors
o S P 1 TP\ P s S
i b= Lol < 2 g ot =] (3.1.18)
- Cas p impair
. s ., COSh(nT) 2 ’
1. - 3
de (3.1.13), utilisant I'inégalité sinh(nT) ~ 1-exp(-2nT) ~ 1—exp(-2T)’ on trouve
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3.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace

S ; = h(ny)/sinh (nT) s 2
|2, (o) -ud, L) = };;[C°ip_+ﬁ/si:;(nqj ] (90 -93,)
7 v [ cosh (ny)/sinh (nT) 2 5 \2
= E; anP +exp (—nT) l ( (Pz’”)
o 2
T e 5 5 \?
= E;«_anp+exp(—nT) ((Pl'”_(PZ”)

2 2 . ™\ .
(1—eXP(—2T)) ((pT)Pa llln(l’_a)l ) ||(pf—(p§||2

d’ou

p

: 2 TPATP\ . . .
||u§1(-,}’)—u22(-,}’)||2S(m) ((pT)pa_1 lln(p—a)] )H(p?—(p§”2 (3.1.19)

En utilisant (3.1.18) et (3.1.19) déduit (3.1.16).
Dans le théoréme suivant on montre que la solution régularisée 12 ’ donnée par (3.1.13)) est
une approximation stable de la solution exacte u donnée par (3.1. 12

Théoréme 3.1.2. Supposons que u est la solution du probléme (3 et u est la solution du
probleme 1) Soit la donnée @°, satisfaisant ”(p (p” <9, et la solutlon exacte u vérifait

de la convergence :

TP
<E avecp > 1, alors pour 0 <y < T et 6 < —, nous avons l’estimation suivante

w3 (y)-uy)|<cC Pn(iﬁ)l (3.1.20)

o 2
ouC = (m)([)’r)p(l +E)

ou le parametre de régularisation « est choisi comme suit :

a=o (3.1.21)

Preuve. Notons u, la solution du probléme (3.1.10) correspondent aux données exactes ¢.
Il est clair que

[ = ]| < || 8 = ]| + it = el (3.1.22)
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3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modifiée pour une classe de problemes
elliptiques mal-posés

on considere deux cas.
- Cas p pair:
A partir du théoréme (3.1.2) nous avons

™\ P 1%, .
2(pT)Pa_1lln(p—a)] l”(pb—(p”2 (3.1.23)

42 (2 9) 10 ()| <

De (3.1.11])), (3.1.12)), (3.1.13)), (3.1.17)) nous déduisons

2
2 — cosh (ny)/cosh (nT) _
o () —u)|” = [Z anP+31}/cosh(nT) —cosh(ny)](pnsm(nx)
=1
2
_ I anPcosh(ny) ,
B Zanl’ + l/cosh(nT)gon sin (nx)

an? cosh (ny) 2 )
anP +1/cosh(nT)] ™"

IA
(ST
s -

™M
)
F
lt
Q.
5]
=
o

=
I
—_

anP cosh (ny)cosh (nT) 2 5
anP cosh (nT)+1 "

I
(ST
gk

=
Il
—_

aexp (ny)[1 +exp(-ny)]
anPcosh(nT)+1

2
) n*? cosh? (nT) @2

I
(ST
gk

=
I
—_

2aexp(nT) Zn
anPexp(nT)(1+exp(-2nT))+1

2P cosh? (nT) @2

IA
N[ R
gk

=
Il
—_

2aexp (nT)
anPexp(nT)+1

2
) n*P cosh? (nT) @2

IA
N R

P1e 30T

2aexp(nT)

2
2p 2 2
eXP(”T)[anP+exp(_nT)]) nP cosh” (nT) ¢y

SIS

=
Il
—

2
2a

[anP +exp (—nT)] )
20 2 o

" 2p 2 2

ZSup([anP+exp(—nT)]) Zn cosh” (nT) ¢,

n=1

n?P cosh? (nT) >

I
(ST
gk

=
I
—_

IA

on a

20( P TP P
SUP Lo v exp (o] = 2 PT) lln(ﬁ)l

donc
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3.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace

-p12 8 2
lta o) -u LD < [2<pT>P[1n(%)] ] aiyj,fc, )
—p12
< owrr (2] ] =
d’ou
p\17P
[ z<pT>P[1n(Z—a)] E
alors
-p
”ug (.,y)—u(.,y)“ <2(pT)? lln(:—;)] (L+E) (3.1.24)

. : o . A e .. , +.,cosh(nT)
Revenons au cas ou p est impair, a partir du théoreme (3.1.2) en utilisant I'inégalité s1nh—(nT) <
2

1—e2nT = 1

, on trouve
_e2T

2 p\1P 2
””2(-)?)—%(-,}1)”2S(m) l(pT)poz_1 lln(}%)] l ||(p5—(p||2. (3.1.25)

D’autre part
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3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modifiée pour une classe de problemes
elliptiques mal-posés

2

o2 00 cosh(ny)/sinh(nT)_ ‘
||ua M|| - Z a”p+1/Sinh(nT) COSh(le) (PnSID(nX)
2
i anP cosh (ny) i (1)
- in
L auP+1/sinh (uT) "
iy 2
< s Z anP cos.h(ny) 5
2 t—| anP +1/sinh (nT) n
: Ei_ - [/ [coshmm) ) 20 sinh? (nT) @2
I e anP +exp(-nT)| |sinh(nT) e smheAnd ) @y i~
& 7 )
= ni' - I 2exp (1y) [ h? (nT) @} =
= 24| anP +exp(-nT)| [exp(nT)[1-exp(-2nT)]| n*Psinh” (nT) ¢; %
o o 127 2exp (ny) 12 5
< — 2p o h2 T 5
< 2;«_anp+exp(—nT)_ | exp (nT)[1 —exp (-2nT)] | n“Psinh (nT) ¢,
77w | a 127 ZeXp(ny) -
=32 2p cinh? 2
< 2;_anp+exp(—nT)_ -eXP(nT)[l—eXp(—ZnT)]_ n“P sinh (nT)(Pn
oo r _2— 2
) P
) ;_anp+exp(—nT)_ -[1—eXp (_2T)]l n“Fsinh (nT)ggn
2 2 a 2 oo
) 2p inh? 2
< Sl wtlrarem| L ons:
2 5 ,
2 a apu
< = )
) [1—exp(—2T)]l iu;;[anp+exp(_n"f)l ayp( T)
d’ou 2 2 2
2 TP\ || 0Pu
i <) 077 a 5> 6T 3.1.2
”ua M” _(1_exp(_2T)) (p ) [n(pa)l 8}]1)(’ ) ( 6)
En combinant (3.1.25)), (3.1.26), nous obtenons
: 2 TP dPu
| - _—_—
ity < (1—GXP(—2T))(pT) lln(Pa)l ( ‘83217 H)

IA
@

D
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3.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace

Pour le probléme (3.1.3), nous considérons le probléme perturbé suivant :

(vg)xx+(vg)yy:0, O<x<m 0<y<T
2 (x,0) =0, 0<x<m
: oPv0 (x, T : (3.1.27)
(vg)y(x,0)+a$:ybb(x), 0<x<m
(Oy)—v(ny) O0<y<T

ou a > 0 est un parametre de régularisation, p > 1 est un entier, et la donnée mesurée ybé €
L?(0,7), satisfait

o -y <. (3.1.28) °3
Grace a la méthode de séparation des variables, un calcul trivial nous donne : .:
Q.
e 4]
Z—sm nx)sinh (ny), (3.1.29) =
= @)
ou
T
2
Y, = p J P (x)sin(nx)dx. (3.1.30)
0

La solution du probleme (3.1.27)) est donnée par

= h h
Z sin (lny)/cos (nT) & sin (nx), p estimpair
— anP” +1/cosh(nT) n

v2 (x,9) = (3.1.31)
i sinh (ny)/sinh (nT)

anP~! +1/sinh (nT)

3

P2 sin (nx), p est pair

n=1

ou

TC

yl= —fz,bé (x)sin () dx (5.132)

0

Lemme 3.1.2. PourO<m <M, a>0, x>0, p>1, nous avans:

) P2
XP (1Y) aiyp ot [m(Mp)l , (3.1.33)

axP +exp (—Mx) pa

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 51



3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modifiée pour une classe de problemes
elliptiques mal-posés

Théoreme 3.1.3. Supposons que v est la solution du probléme (3.1.3) et vg la solution du pro-
bléme (3.1.27). Soit la donnée mesurée ° satisfaisant Hi,bb — || < 0, et la solution exacte v

oP TP
vérifait a—;; (.T)|| < E avecp > 1, alors pour 0 <y < T et 6 < ?, nous avons l’estimation
suivante de la convergence :
T;_l)
; (T e [ (12T
[v2 (.v)-v ()| < m[a] T |ln a (1+E) (3.1.34)

ou le parametre de régularisation « est choisi comme :

a=é. (3.1.35)

Preuve. On considére deux cas :
-Cas p impair. La condition ||1,bfJ - i,bH < 0 conduit a

%i(l[iﬁ—%)z <é% (3.1.36)
n=1

A partir de (3.1.29), (3.1.31]), (3.1.36)), et n > 1, nous avons

2

i sinh (ny)/cosh (nT)

5 _ .
n(“”p_l + 1/cosh(nT)) (% ¢”)Sln(”x)

[02 (%) = ve ()|

n=1
sinh (ny)/cosh (nT)
_n(anp‘l + 1/cosh(nT))

’ 2

IA
|

sinh (ny)

_n(anl"lcosh(nT)+1

)]2(¢g_¢n)2

(1,02 - 11011)2

- o eny(l_e—Zny)
B EZ (anPenT (1 +e=21T) 4+ n)

e’y 17

(#’2 - 1#71)2

IA
(Y|
gk

| anPerT +1 |
e(T-y) 1

(lzbg - an)z

[ Ty P&

(IPZ - ¢n)2
=1

IA
I~
gk

| anP + e T |

IA
N
w»
c

ae]

nx1|an? +e T | .
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3.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace

d’aprés le lemme(3.1.2), on a :

—n{l= T-y ¥_1)
£< (pT)P[a]T—l [m(T_p)r(

anP +enT —

TP
pour o < —, nous obtenons
p

p(*-1)
[va (-9) = va (L 9)|| < (PTY[8] T lln(—)] (3.1.37)

et

™M
)
F
lt
Q.
5]
=
o

s B 2 = [ sinh(ny)/cosh(nT) . Py
2y -vi)| = Z[ an 1+ 1/cosh (nT)) smh(ny)] sin (r1x)

n
2

B i anflsinh(ny) ¢,

— sin (nx)
anP~! +1/cosh (nT)) ™

—_——

n=

2
[ anp! sinh (ny)cosh (nT)
n(l +anp~1 cosh(nT))

2
n

=
Il
—_

IA
N
Mg

aey
n(l +anP-lenT
12

2
)} n?P~Y cosh? (nT) 2

=
Il
—_

IA
N[ R
gk

ae™

2(p-1) 2 2
h(1+a—nPe”T)_ n p cosh (nT)i,bn

IA
(ST
gk

=
Il
—_

[ ae_n(T_y)

_ae 7 207D cosh? (nT) 002
(anp o) n cosh” (nT);;

IA
N[ R
gk

=
Il
—_

2 oPv 2

ayp ('1

IA

T)

ae ™MT-)
sup |2

on a

TP
alors pour 6 < —
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3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modifiée pour une classe de problemes
elliptiques mal-posés

] Ty TP p(-1) P
o2 () =v ()] < (TP 8] [m(p—é)] ey 6.138)
de (3.1.37), (3.1.38)), nous déduisons
. T—y (T%_l)
103 ()= v ()| < (pTP 8] T [ln(Z—g)]p (1+E) (3.1.39)

-Soit p pair
Pour n > 1 et sinh(nT) > e"T (1 - e_zT), nous avons

2
B 2 = sinh(ny)/sinh (nT) 5 .
[02 (+9) = va ()| Zln (enr1+ 1/sinh (nT))(sbn b, )sin ()
2
= sinh (ny)/sinh (nT) 5 2
B ;[n anP~ 1+1/smh(nT))] (¢n ll)n)
2
n = sinh (ny) 5 2
= 2; n(1+anplsinh(nT))] (wn an)
2
E s ey 5 2
< 2; n(1+a(1_e2T)nplenT)] (17bﬂ ¢H)
& e (T-2) I ERY
= E;>e‘"T+a(l—e‘2T)nPl (z,bn—llln)
-n(T-y) ; 2
= iug[a(l—e—”)nl’+e‘”] ”1102—1!’14”
ona:
e~ 1(T-) e—M(T-) e~MT-y)

a(l—e2TynP +enT —

<
(L—e=2T)|anP + e ”T] (1—e?T)[an? +eT]

(1-e2T)
d’aprés le lemme(3.1.2), on a :

-n(T-y) - (pT)P Ty [ln(Tp )r(ry

(1-e2T)[anP +e"T] = (1—e2T)
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3.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace

TP
pour o< —, NNous avons
@_1)
i (pT) Ty TP p(-r
193 (. %) = va (.,y)||s(1f—e_2T)[a] ™ |In ba (3.1.40)
S’autre part
o0 . . 2
et vl = ||y | SRR gin ng) | 22 gin v
=\ (an?~! +1/sinh (nT)) n
o0 — . 2
_ Z anP~lsinh (ny) ﬂsin(nx) o
2 (anP +1/sinh (nT)) 7 _?_:
2 *
- Ei anP~lsinh (ny)sinh (nT) | %
I n(1+anp—1sinh(nT)) ! ‘é:)
00 2
< EZ ac? n2P=Dsinh? (nT) 2
2 L=\1+anP~ ! (1-e2T)enT "
o ae(T-y) ? )
_ (p—1) q3:~10 2 2
< 2 ; a(l—e‘zT)nP+e—”T) n sinh” (nT)y;;
Tt ae T=Y) ‘e )
i (P-1D ginh? 2
< ng}f a(l—e—zT)nP+e—”T) Zn sinh” (nT);,
n= n=1
ae MTY) 21| 9Pv 2
< s T
DAL a(l—e-2T>nP+e-"T) ayr )
2
ae”™MT=Y) dPv 2
= suIi 2T 1 T ‘ayp 1)
n= —p— —n
(1-e )[anp+(l_e_2T)e ]
ae MT=Y) 21|aPv 2
< s T
e e ||

d’aprés le lemme(3.1.2), on a :

ae—"T-9) (TP [ (TP p(*-1)
(1-e2T)[anP + e T] = (1—e‘2T)[a] [ln(p_a)]
TP

pour o < —, nous avons
p
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3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modifiée pour une classe de problemes
elliptiques mal-posés

oo
dyP

p Ty p(*2-1)
||va () —v(.,y)” < L_)H) [a] T lln(T—p)l (.,T)H (3.1.41)

(1-e pa

alors de (3.1.40) et (3.1.41), nous avons

p T—y p(?—l)
[v2 (. v) —v (o) SL_)ZT)[CY] [m(T—p)] (1+E).

(1-e pa
Théoréme 3.1.4. Supposons que w = u + v est la solutlon du probléeme (3.1.1)) et w =ul+ vb
la solution perturbée. Soit les données mesurées ° et ° satisfaisant ”(p | + ||1,b ¢T| < 5
op
et la solution exacte w vérifait 8_;: (,T)|| <E avecp > 1, alors pour 0 <y < T et o < ?

nous avons ’estimation suivante de la convergence :

Ty
- PA\TP - p\1P(T1)
[w (. v) —w ()| < 2C( 1+E)l1n(T )l +CA+E)[a] T lln(T—)l (3.1.42)
pa pa

o (pT)? »
ouc= (1 —exp(-2T) pT)
ou le parametre de régularisation « est choisi comme :

a=54. (3.1.43)

Preuve. En utilisant'inégalité triangulaire ”wg () —w(.,y)” < ||u2 (,y)—u (.,y)||+”v2 ()

et le théoréme (3.1.2.) et (3.1.3.).
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4 Régularisation d’un probleme inverse
elliptique abstrait par la méthode des
conditions aux limites auxiliaires
modifiée

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’étude d’'un probléme inverse elliptique abstrait. En utilisant
une méthode de régularisation basée sur la méthode des conditions aux limites auxiliaires
modifiées pour construire une approximation stable, on établit des résultats de convergence
et des estimations d’erreur liés a cette approche.

4.1 Formulation du probleme

Soient H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.) et de lanorme ||.||, et £ (H) 1’ algébre
de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H.

4.1.1 Probleme direct et probleme inverse

Considérons le probléme aux limites pour ’équation elliptique abstraite avec condition de
Dirichlet suivante :

APu(t)—Au(t)=0, 0<t<T (4.1.1)
=0, u(0)=¢ (4.1.2)

Ici A:D(A) C H—H est un opérateur auto adjoint défini positif (A > yI), a domaine
dense(m = H), ouy =inf(o (A)) > 0.
Ce probleéme direct consiste a déterminer u (f) pour 0 <t < T connaissant A et ¢.
Le probleme inverse que nous considérons est de trouver la condition aux limites # (0) = ¢ a
partir de la condition aux limites connue en t =7 € |0, T|
i.e,
B(u)=u(t)=h (4.1.3)

pour u (t) vérifiant ’équation (4.1.1) et la condition u (T) = 0.
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

Considérons le probléeme suivant :

Pu(t)—Au(t)=0, 0<t<T (4.1.4)
u0)=¢, u(T)=0 (4.1.5)

Ce probléme se rameéne a I’équation de Fredholm de premiére espéce :

K:H—H

@ —u(t)=R(t)o — h=B(u)=R(1)p =K¢ (4.1.6)

Pour I'etude de ce probléme nous avons besoin d’étudier les propriétés de 'application X :
1 L’injectivité de K (identifiabilité).

2- La continuité de IC et son inverse si il existe (stabilité).

3- L’image de K (les parties admissible de R (K)).

4- La reconstruction de ¢ a partir de h.

Exemple :

Considérons le probléme aux limites suivant :

Up (X, 1) + Uy (x,8) =0 0<x<1,0<t<1
u(t,0)=u(t,1)=0, 0<t<l1
u(l,x)=0 0<x<1 (41.7)
u(t,x)=h(x) 0<x<1
Le probléme (4.1.7) peut étre formulé sous la forme abstraite suivante :
Uy (t)—Au(t)=0 0<t<1,0<y<l1
{ w(1)=0, u(r)=h(x) (41
ou 'opérateur linéaire :
A:D(A)CcH —H =/L,(0,r) — £,(0,1)
est défini par :
92
A=— 4.1.9
%2 (4.1.9)
avec
D(A)=H?(]0,1[)n Hy (]0,1]). (4.1.10)

Il est facile de montrer que I'opérateur A est auto-adjoint défini positif avec un spectre discret
o(A)={A,, n>1}.
Nous notons par {e,, n > 1} telle que :

Ae, = Aye,, A, = (nm0)?, e, (x) = V2sin(nmx), n=1,2,... (4.1.11)

la base propre orthonormée de H, associée a '’ensemble des valeurs propres {A,, n > 1}.
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4.2 Résultats préliminaires fondamentaux

4.2 Résultats préliminaires fondamentaux

Si B € L(H), soit N (B) son noyau, R(B) son image, et soit {E), A >y >0} la résolution
spectrale de I'identité associée a A :

S(t) —exp( t\/_) Jexp(—t\/z)dE,\eﬁ(H),tZO
)4

le Cp—semi groupe généré par ~VA.
les propriétés de base de S (t) sont données dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.1. ([64] Chap. 2, théoréme 6.13, p.74)

Pour cette famille d’opérateurs, les propriétés suivantes sont vérifiées :
I |Is(t)|<1,Vt>0

2-la fonction t :—> s(t) , t > 0 est analytique

3- pour toutréel r > 0 et t > 0, opérateur s(t) € L(H,D (A"));

o) =[lats o] < cor

5- pour tout x € D(A") ,# > 0 nous avons s (t)A"x = A"s(t)x

Théoréme 4.2.2.

Pour tout t > 0, 'opérateur S(t) est auto-adjoint injectif et a image dense
alors

Q‘
v
S

.ﬁ
Q.
5]

=

o

S(t)=S(t)", N(S(t))=1{0} et R(S(¢t))=H.

Preuve. Soit

S(t) = exp(—t\/Z) alors S (t)" = (exp(—t\/Z))* = exp (—t(\/Z) ) = exp( t\/E)
va)

= exp (—t

car A=A".D’ou

{0}

Montrons que N (S (t)) =
tg)). Alors S (ty) x = 0,ce qui implique que S () S (tg)x = S (t +ty)x =0

Soittg > 0etx € N (S (
pour tout ¢ > 0.

S (t + ty) x est analytique, donc par prolongement S () x = 0 pour tout ¢ > 0.
De la représentation

R(MA) x=(A+A)” Jexp t)xdt =0
0
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

et de la bijectivité de R(A;A)x, on a

x=0= N(S(t))={0} pour tout t > 0.

comme N (S*(t)) = R(S(t))" et N(S*(t)) = N (S(t)) = {0}, alors R(S (t)) = N (S*(t))* = H
Considérons le probléeme de Dirichlet suivant :

d*v—Av(t)=0, 0<t<T (4.2.1)
v(0)=1, v(T)=0
Définition 4.2.1. Lafonction v € C! ([0, T]; H) est dite solution classique de I’équation (4.2.1))

si cette fonction est deux fois continiiment différentiable sur I'intervalle |0, T[ et v () € D (A),
pour tout t € ]0, T[ et vérifie I’équation (4.2.1]).

Théoréeme 4.2.3. (cf. Prilepko 67, p. 366-373.)

Le probleme de Dirichlet (4.2.1)) admet une solution unique classique si et seulement si ¢ €

1
D (Af) et sa solution est représentée par :

R(t)yp = (I —exp (—Zt\/Z))_l (exp (—t\/Z) - exp(—(2T —t) \/Z))l[) (4.2.2)

+00

sinh((T —t) \/X)
J sinh(T\/X)

v (t)

dE ¢

Lemme 4.2.1. (voir Prilepko [67], p.502) (Théoréme de Picard généralisé)

Soit A un opérateur auto-adjoint dans I'’espace de Hilbert H et E, la résolution spectrale de
'identité. Supposons en outre que ¢ € C(RR,IR) et que I’ensemble des zéros de g est vide ou
contient seulement des points isolés, alors I’équation :

g(A)x:fg(A)dEAx:y , x,yeH (4.2.3)
R

est résoluble si et seulement si

jlg(/\)l_deEsz < oo (4.2.4)
R
de plus
N(g(A)={0} oo, (A)N{teR:g(t)=0}=@.
On définit :
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4.3 Analyse du probleme

Co(A)={seH:|E[E, = jexp(ZGT\ﬁ)dHE/\EHz <+oolb, 0>1 (4.2.5)
)4

De la définition de Cgy (A) on a les inclusions topologiques suivantes :

Ces ensembles sont appelés les classes admissibles. Si 6 = 1 on trouve C; (A) = R(K).

4.3 Analyse du probleme

Soit h € H, considérons I’équation opératorielle suivante :

H— C([0,T],H)—H

@ —u(t)=R(t)o — B(u)=h (4.3.1)

le probléeme inverse (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) est équivalent a :

K = x (A)g = sinh((T ) VA)sinh (TVA) ¢ = h 43.2)

Définition 4.3.1. La solution u (t) = R(#) ¢ correspondante a un élément ¢ € H, est appelée

1
solution généralisée de 1'équation (4.1.1). Si de plus @ € D(Af), alors la solution est dite
classique.

Définition 4.3.2. La solution généralisée du probléme (4.1.1) est définie par la fonction
u(t)=R(t)p, (4.3.3)
correspondante a I’élément ¢ € H et satisfaisant la condition (4.1.2).

Définition 4.3.3. Nous dirons que le probléeme (4.3.2) est bien posé dans le sens de Hadamard,
s’il a une solution unique ¢ = K11 pour tout 1 € H et ”K_IhH <M|H||.

Théoréme 4.3.1. La fonction u (t) = R(t) @ est solution du probléme (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) si
et seulement si le couple (¢, h) satisfait I’équation (4.3.

Preuve.

Kop=x(A)p = sinh((T—’c)\/Z) [sinh(T\/K)]_1 @=nh

supposons que u (t) = R(t) ¢ est solution du probléme (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3)
alors

u(t)=R(t)p = sinh((T —t) \/Z) [sinh(T‘/E)]_1 Q
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

et
u (t) vérifie et
donc
u(0)=R(0)p=¢
et

u(t) = R(t)g = sinh ((T ~7) VA) [sinh (TVA)] " ¢ = h

d’ou (@, h) vérifie que (4.3.2).
Supposons que (@, h) vérifie alors :

u(t) = R(t)@ = sinh ((T - ) VA)[sinh (TVA)] " o.

Montrons que u (t) = R(t) ¢ est solution du probléme (4.1.1)), (4.1.2) et (4.1.3)
(@, h) vérifie implique que

Kp=nh <
et ., 2
R(t) g =sinh((T - 1) VA)[sinh(TVA)| ¢ =Ko =h =
donc %
u(t)=nh 6

et

R(0)¢ = sinh (T VA)[sinh(TVA)| " ¢ = ¢
d’ou u (t) vérifie et (4.1.3), de plus
u’ = Asinh((T - t) VA) [sinh(T\/K)]_1 p=A[R(t)p] = Au(t)

donc
u —Au(t)=0 Vtel0,T]

ce qui permet de dire que u (t) satisfait (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3)

Caractére mal posé du probléme inverse(4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3):

La résolution de I’équation opératorielle est I'instrument principal dans I’étude du pro-
bléme (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3).

Considérons I'équation (4.3.2). En utilisant la méthode de diagonalisation a I’aide de I'intégrale
Hilbertienne, I'opérateur de I’équation (4.3.2)) prend la forme :

R(A)@=x(N)g=h (4.3.4)
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4.3 Analyse du probleme

ou

sinh ((T - 1) VA)
x (1) =—
smh(T\/X)

qui est connue comme était la fonction caractéristique du probleme (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3).
Pour la suite de notre étude, nous avons besoin de connaitre exactement I’ensemble admissible
pour le quel le probleme a une solution. Les théorémes suivants donnent une réponse
a cette question.

Théoréme 4.3.2.

L’opérateur K est auto adjoint (K = K) injectif (N (K) = {0}) et a image dense (R(K) = H)
Preuve. On a:

Ko=x(A)p= sinh((T - T)\/Z) [sinh(T\/Z)]_l p=nh

K'o=x(A" = sinh((T - 1) \/E) [sinh(T\/E)]_l @ =h, comme A = A" et x est réelle,

alors :

K = sinh((T - 1) VA)[sinh (TVA)] " ¢ = h

le semi groupe s(t) = exp (—T\/Z) est auto-adjoint, d’our :

Q‘
v
S

.ﬁ
Q.
5]

=

o

K'o=R'(t)p=x(A)p=R(t)p=x(A)p=Kgp

=K=K"

d’aprées le lemme
g(A)¢=h, heH, peH

donc
X(A)p=Kp=h

cette équation est résoluble si

~[\xun”dnwnz«x
R

alorssih=0ona:

X(A)p=0 = Ke=0
d’ou

¢ €N (x(A)) =N (K)
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

d’aprés le lemme
N(K)={0} == o, N{teR x(t)=0} =0

soit

x(t)= sinh((T - T)\/Z)sinh(T\/E)_l =0
x(t)>0 pourt>0

alors
donc
R(K)=N(K*)*=N(K)*=H

En appliquant le lemme (4.2)) et le théoréeme(4.3), nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 4.3.3. Le probléme (4.3.4) est équivalent au probléme (4.3.2), et qu’il est résoluble si
et seulement si

he Cl (A)

et

dE\h (4.3.5)

= sinh(T\/X)
¢_!sinh((T—T)ﬁ)

On note ici que le probléme (4.3.2) est mal-posé d’ou (4.1.1),(4.1.2), (4.1.3) est mal-posé, ceci
découle du comportement des hautes fréquences

sinh(T\/X)
— 400 (4.3.6)
sinh ((T - 7) V) Ao

Preuve. Supposons que

le probléme ~ probléme o x(A)p=h (4.3.7)

cette équation est résoluble si et seulement si

f|x</\>r2d||EAh||2 <00
R
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4.3 Analyse du probleme

(d’apres le lemme (4.2)) et le théoréme (4.3)) on a :

N (x(A)=N(K)={0} eto,N{t R x (1) =0} = @

f|x<A>r2d||EAh||2
R

et

[sinh ((7 =) VX) [sinh (TV2)] |_2 d||E\HIP

+

ro‘oexp(—Z(T - T)\/Z)exp(2T\/1)
[1 —exp( 2(T-n) \/7)]2

< fexp (2TV)d[IEHIP P (-2(T-07)
5 [1—exp(—2(T—T)\/7)]

< cllull3, , <+oo

IA

d |[Eh|I®

2

ce qui implique que (4.3.7) est résoluble, alors les deux problemes (4.3.2) et (4.3.4) est résoluble.
Montrons que h € Cl( A)

on a
(@34 ~@32) = x(A)@=h résolvable alors j|X(A)|_2d||E,\h||2<oo
R
Calculons
+00 oo
2 Vi 2 x2(A) Vi 2
g, = exp (2t VA)d||E k| = TRy exp (27VA)d|[E,H|
)4 Y

20 exp(2n/1)exp(2(T—r)x/i)[l—exp(—z(T—r)\/i)]2
exp (2TVA)[1 - exp(-2TVA)|"

0 [1-exp(-2(T -0 VA)|
[1-exp(-27VA)|

d|[EhII®

IA
%
>

N

2
IEAR]]

IA
Y%-é— <
><

1

[1—exp ZT\/_)

IA

J |x 2 (M| IEARI? < +o0

D'ouh € Cy4), etona
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

TA)h=¢= (i (TvY) dEh
) _Q_Jsinh((T—T)ﬁ) g

p=K"'h

1 sinh(T\/X)
- T 43.
X0~ Sinh((T— ) V1) 10 (43.8)

Ce qui montre que K~! est non borné

4.4 Approximation et stabilisation

La donnée h est basée sur I'observation (physique) et n’est pas connue avec exactitude com-
pléte, mais elle est ettachée l'erreur 9, ||l — hg|| < O. La solution (si elle existe) ne dépend pas
continiment des données.

4.4.1 Description de la méthode

Etape1 : Soit u, () la solution du probléme perturbé suivant :

azua( t)—Aug () =0
aVA u, (0)+u, (1) = h, (P.)
uq (T) =0,

oua>0
Etape 2 : Nous montrons que

|IB(ugy)—h|| = ||ty (t)—h|| — 0, — 0 (4.4.1)

Théoréme 4.4.1. Pour tout h € H, la fonction

smh( [a\/z smh \/_) + sinh ((T - 1) \/Z)]_l h  (44.2)

~ ' smh(( —t)\ﬁ)
- Ja\/xpsinh(T\/X)+sinh((T—T)\/K)

Uq (1)

dE h (4.4.3)

est la solution unique du probléme (P,) et elle dépend continiment des données.
Preuve. Pour montrer la dépendance continue de u, de h, on calcule
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4.4 Approximation et stabilisation

too 2
2 sinh((T—t)\/X) )
lua (DII° = J(“ A"sinh(T\/X)+sinh((T_T)\/i) d||E | (4.4.4)
+00 2
< | [sint((7 - V)] _d||E, h?
; [a\ﬁpsmh(T\/_)+smh((T T)\/_)]
[ (H, ()P d|EB? (045)
y
sinh ((T - ) VA)
H, (1) (4.4.6)
a )\psinh(T\/X)+sinh((T—T)\/X) -
sinh ((T - ) VA) v
= o
a VA’ sinh(TVA _ o=
[W—r)ﬁ))H sinh ((T - 7) VA) E
@)

sinh((T—t) \/X) - sinh(T\/X)
sinh((T-7)VA) ~ sinh((T-7)VA)
eT‘ﬁ[l - e‘”‘ﬁ]
el T-0VA[1 - =2T-0VA]
VI
[1 _ e—z(T—r)\ﬁ]

IA

A > y implique que eT-0VA > eT=IV7 alors 1 — ¢~2(T-TIVA >1—e 2TV
1
d’ou

<
1= e—Z(T—T)\/X - 1- e—Z(T—T)W
sh (T\/I) er\/X

sh((T - T)\/X) = 1—e 2T-1VY

donc

alors
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eTVA
A) <
[1 - 6_2(T_T)‘/77] [ac\/ipe“/X + 1]
supH, (1) < max{A, B} ou

H,( =H, (1) (4.4.7)

Azy
A= sup H,()), B=supH,(A)
y<A<A* A1 (4.4.8)
Vs = Lln(l) h
pT o
siA< At
_ eT\/X et A
<
H,(A) < [ 2Ty = [ 20y (4.4.9)
ce qui implique que
~ A eT A e%ln(é)
H —
7/21;</\* a(d)= 1—e 2Ty 1 _ e AT-1)VY <+
d’ou v
=
- 1
sup H, (1) <G (4.4.10) %
ySA<A* [a]? =
1 @)
ou(C; = TN
si A>A°
- e“ﬁ
H,(1) < 4.4.11
a( ) [1 _e_z(T_T)W]a /\Pe,[\ﬁ ( )
3 1
= [1 _e_z(T_T)‘W]OC\/Xp
alors
- 1 1
supH, (1) <
/\z}\)* «d) [1 —6_2(T_T)\/7] ava
3 1 1
_ _ p
(pT)p[l —e AT T)W]a[ln(é)]
1
= c

afin(z)]
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4.4 Approximation et stabilisation

1
op [1- 2]

Posons ¢z = max(cy,¢;), €1 =

OﬁCzZ

pour p>0, 0<a<l,ona

et

ce qui est équivalent a

e=1,3ay telque p(a)>e=1

1 1 v
) o déduit — < Q
D’ou on déduit a% <_a[1n(%)]p i
donc =
max{A,B} =c 1 5

, by =CG3——"=5

afin(z)f

alors

sup [[ug (t)ll < luq (O)| < cs Al
0<t<T

ce qui permet que la solution du probleme (P, ) dépend continiiment des données.

Théoréme 4.4.2. Pour tout h € H , nous avons

||ty (T) —h|| > 0,quand @ — 0 (4.4.12)

Preuve. Soit u(t)=h

et WMT%:ﬁnhUT—IOVZ”aVE?ﬁnh(TVZ)+ﬁnh«T—1)VZﬂ4
~ ' sinh((T—T) \/X)
- J o /\pSinh(T\/X)-i-Sinh((T—T)\/X)

Y

dEh

Calculons
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

+ oo 2
5 sinh((T—T)\/X) 5
_ — - d||E,h
Ju(2) -, ()] yj_l v e o ey e UL
pal a\ﬁp sinh(T\/X) 2 5
- - _ 4 |E
g »a\/i smh(T\/X)+smh((T—T)\/X)

= | [Ga(MPd||E R

~ C

ou
avA? sinh(T\/X) -
Ga (/\) P . K (<]
a VA smh(T\/X)+51nh((T—T)\/X) 5
p . o mmm
_ aVvAi s1nh(T\/I) E
D sinh(T\/X) .
|i1+0(\/1 m]Slﬂh((T—T)\/X) u
<1
+0o0
Fixons € > 0 et choisissons N tel que J d||E h||* < %
N
alors
N +00
[ (1) = g (0)|| = j [Ga () d|[EHIP + f [Ga (M) d||ELHIP
V4 N
+0c0 )
comme G, (A)<1lona J (G, (M) d||E k| < %
N
donc

N
2
I (7) = 1 (DI < f [Ga (VP IENHI? + .
4
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4.4 Approximation et stabilisation

sinh(T\/X) eTVA
On a <
sinh ((T - 1) V1) [1 _e—Z(T—T)\/X]
sinh(T\/X) eTVA

siy <A< Ay alors

sinh (T - 1) V2) = [1 - 6_2(T—1)W]
sinh(T\/X) i
sinh((T_T)\/X) >
d’ou
avVa¥ 3 avi’
1+a\/_pM T 1+ayAferVd

sinh(T\/X)
sinh((T -T) \/1)

>1 +0c\/xpe“/X

et ce qui implique que 1+ aVa

h((T-7)VA)
donc
p T\ﬁ
G, (1) < avA e .
[1 — e‘Q(T‘T)\a] [1 +aVA eT\/X]
oWV (1) M
T {_pAT-oVA ¢ g
siy <A< Ay alors =
g
\//\_eT /\N p
G, (A )_1 _NZ(T - aB, Ay eV (4.4.13) O
1
B —
ou by, [1 e_z(T_T)W]
D’ou
N N
P 2
[16apaieme < [an, i eST [ aim?
14
2
< [aBy AN e VW] P
2
PoavAN 2 < € 1
E ta tel B\/ATNh< btient @ < —
n prenant « tel que [0( yVAN € ] ||A]| on obtient o \/_B TP oV

donc

2 52
(D) =g (OIF < [aB, AN eV JIHIP + =

52 2

&
_— 4 —
2 2

IA
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

d’ou

llu () —uqs ()| <€ (4.4.14)
ce qui implique que

|| (T)—u, (7)]| = 0 quand o — 0

Théoréme 4.4.3. Pour tout u(0) € C; (A), nous avons :

sup |luq (£) —u(t)ll < lluq (0) —u(0)]| - 0, quand @ — 0
0<t<T

Preuve. On a

(0) = [sinh ( T\/_][sinh ((T- T)\/Z)]_l

u, (0)= s1nh ][a s1nh T\/Z)+s1nh( \/Z)]_l
On calcule
e \/Xp inh T\/X ?
UEACTE| ) ;[ i AIIE P
[smh ][a(\/x) smh T\/X)+smh( (T-7 \/_)] <
. o
: b=
4 (0) = ua (O)I> = | [Fa(M)I*d[ELKI o
y £
N o0 @)
= [Fau)]zdnwn%I[Pau)]zdnwnz (4.4.15)
14
oV [ (1)
F,(\) = (4.4.16)
[smh ][a smh \/1)+sinh((T—T)\/1)]
sinh(TVA 2
a(ﬁ)”[m«ﬁ—_ﬂ%]
= o sh(TY (4.4.17)
[1 +“(\ﬁ) sinh((T—r)\ﬁ)]
a(\/i)p sinh(T\/X)
comme b s (TVA) Linh((T—’c)\/X) <1 alors
[1 +(X(\/X) sinh((T—T)\/X)]
sinh(T\/X)
F,(A) < (4.4.18)

sinh((T—T)\/K)
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4.4 Approximation et stabilisation

T sinh (T\/X)

u(0) € H implique que ||u (0)]|? < +oco donc J d||E || < +o0
sinh((T—T)\/X)

+00
2
Choisissons € > 0, AN tel que Jd ||E u (O)||2 < % d’ou
N
0 0 2
¥ ) 5 ' sinh(T\/X) 5
J[Fa(A)] d||Eyh||° < f : d||E | (4.4.19)
smh((T—T)\/X)
N
2
€
—. 4.4.20
< 5 (4.4.20)
P inh(TVA VI
A sin
Ona a\/__ h(TVY) <aVX’, A< ¥ nous donne h(( ( )\)/_) < ez(T i
p_smhZv4) sinh((T-7)VA) 1-¢2T-7
L+avi sinh((T-7)VA)
eV
< -
- 1 _e—Z(T—T)\/?
etsiy <A< Ay alors
P 2t\Ay
Fo(d) < — v e 5 (4.4.21)
[1 _ e—2(T—r)W]
de (4.4.21) on obtient
N N 12
5 ) avA peZTm 5
J[Fa(/\)] dl|EAh|I~ < J 5| dlIEAH| (4.4.22)
[1 _ e—2(T—T)\/)7]
)4 V4 §
P 2ty I N
aAyN e TVAN "
= || ANEAHI
[1 _ e—Z(T—T)W] v,
17
12
P 2t\Ay
< | oVANe N (4.4.23)
[1 _ e—Z(T—T)W]

P 2t+/A .
aVAy e TV €
En prenant « tel que - N < —.

1 e—z(T—r)W]Z \V2
En combinant (4.4.15), (4.4.19)), (4.4.22)) et (4.4.23) on obtient
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

=

8

=2
|

=

2

—

IA

[1 e—z(T—T)\/?] 2
d’ou ,
& 3
It (0) = (O)]" < =+ = = ¢2

Ce qui implique que

||t (0) =1 (0)]] = 0, quand a — 0.

Montrons que

sup |lug (t) —u ()] < |luq (0) —u (O)]

0<t<T
On a
u(t)= [sinh((T —t) \/Z)] [sinh((T - 1) \/Z)]_l h
i (£) = [sinh ((T ) VA)| [« VA” sinh (TVA) +sinh (T 1) VA)| &
Calculons :

[ (8) =y (D)2 = I aVA’ [sinh (T V)| [sinh ((T - ) VA)] 2
a 3}/ [a s1nh T\/—)+smh T -1) ][Slnh T . \/—)]
= P[ H, (A)]>d||E )

~ C

ou

_ a\ﬁp [sinh(T\/X)”sinh((T—t)\/X)]
[a\ﬁpsinh(T\/_)+sinh((T T) ”sinh((T—T)\/X)]

ava? [smh(T\/_)]2 _Slzzlh(TT\t)F‘?)

[a\/X” sinh(T\/X)+sinh((T—T )”smh T—T)\/X)]

d|[Eh1®
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4.4 Approximation et stabilisation

sinh((T —t) \/X)
comme <1l,ona

sinh(T\/X)

B a\/Xp [sinh(T\/X)]2
B [a\ﬁp sinh(T\/X) + sinh((T - 1) \/X)] [sinh((T - 1) \/X)]

H, (/\) :Pa(/\)

d’ou
g (£) = u (1)]* < f [Fo ()P IEARI? = [l (0) = (0)|
Y

alors

sup |lug (8) —u ()l < [Juq (0) —u (0)]]
0<t<T

Théoréme 4.4.4. Siu(0) € D(Ag), 0>1,p<0Oet

H\/Zpu(O)H <E (4.4.24)

alors nous avons 'estimation suivante :

o0-1
sup |lug () —u(t)|| < cafa] @ ||E]| (4.4.25)
0<t<T

1

. O—p)(1_ 0-p)(L—
ot ¢4 = s = ey PO = max(er, ) V7O, 0 = s

1
(p7)P [1 - e_z(T_T)‘W].
Preuve. On a

:B)/’ et Cr =

llug (1) = u (B < [[u(0)—u, (O (4.4.26)
+oo V4 sinh(T\/X)
(VI | |

= J [1+a(ﬁ)p sinh(T V1) ]

v sinh((T-7)VA)

d||Eyu (0)|? (4.4.27)

Vi - sinh(T\/X) . er\/X
B Siﬂh((T—T) \/X) T ] AT-TVA

comme e"*

et si A > y alors
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux

limites auxiliaires modifiée

sinh(T\/X) oVA g
< — T
sinh (T -7) V)~ 1-¢ 2TV ye

d’ou

r ﬁperﬁ
w0 —u, (02 < | |B,—Z A||E 1 (0)|
||l (0) (0)]] )/[1+a\/1pel_\ﬁ] IEAu (O)]]

+ =G

= | [A. ] aiEw P

~ C

ou

oz\/TDeT‘ﬁ
7/[1 +a\/§peﬂr/\]

VA eV IYT VI
v [1 + a\ﬁpeﬂa]
avVA? et VI’
W ﬁpemﬁ]
ae™VIy?
F\/XG_p +a AQeT‘ﬁ]

H,()) = B

= B

= B

Y

sip<0etA>y alors

B ae“ﬁ\/ie
V4
[We_p + a\/xee“a]
ae"aﬁe
V4
\/76—}7 [1 + \/;é_p \/Xeer\ﬁ]

= B

(4.4.28)

(4.4.29)

(4.4.30)

(4.4.31)

(4.4.32)
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4.4 Approximation et stabilisation

donc
6-p
™A N
supB,, ¢ 5 < C3\/7 - (4.4.33)
21 Ve (@)
U c3 =max(cy,¢y), € B, etc !
ou = x(cq1,¢r), =— =B, e = .
3 bRl T ATy T Y T2 (pT)p[l_e-zmTW]
En combinant (4.4.26)), (4.4.29), (4.4.32) et (4.4.33) on obtient
+00
2 (5 2 2
() -u (> < | [He (W] dIIEsu(0)]
J
Y
+Oo— 0 2
r VA
< [|B—pt |Exu )] -
0
Ve g Y
-
+o00 2 -‘l:
VA 2 o
< [|5 1 d[Etu) s
Y \/76_p [1 +%ﬁ eT‘ﬁ] u
2
+00
Vi 5
< (og_p)supBy ¢ 5 JdHEA/\gu(O)H
\Y A>y [1—1-@(0;_17)\/1 e“ﬁ]
2 2
< (C3W(9—p)(é—1)(a)1—9) ”Agu(o)H
1-1 2 0 2
< 64[(a) e] [a%u )|
ce qui implique que
o-1
sup |luq () —u(t)l| <ca[a] @ |E] (4.4.34)
0<t<T
o e-p)(h1) _ ©O-p)(5-1) . _ 1 _
ol g = c31/y max (cy, )y » a 1 — g 2AT-0)yy BV’
et
1
Cy =

(pr)? [1 - 2T-0N7|
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux

limites auxiliaires modifiée

Théoréme 4.4.5. Sih € Cy,g(A), nous avons

0
sup [liug (£) = u (£ < lluq (0)—u (O] <(B,)" [ 1 "51_6 ] IklIE,

0<t<T [1n ()]
. _0(pp+1) . (p+1) ~ 1
ou k5 = p— ke = 5 et B, = . 6—2(T—T)W]2.

Preuve. Calculons

g (£) = u ()P < lug (0) = u ()]
= [ e e g e
14

2
d||Ehl?

aﬁpeT\/} -0tV 0TV
e e
-[a\/x +e T ]

1 a (VA el@+neVa 2 2
_[“(ﬁ)peef‘aw—r Aeen/x]] d[|Eh]

A
™
~
=
—

I
™
<
<
—

4
[3,] f [ ()] 2OV, )
V4

ou

()
[a (\/X)p 0TV 4 e—rﬁeefﬁ]

a

[ eV

D (1)

0 _
comme /7 > 79V et (\/K) P > e PV alors
a a

[ozeeT‘ﬁ + e‘T\F/‘(\/X)_p] = [a’ce \/19 i e—(P+T)\/X]

de (4.4.40) on déduit que

(4.4.35)

(4.4.36)

(4.4.37)

(4.4.38)

(4.4.39)

(4.4.40)
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4.4 Approximation et stabilisation

@, (1) < — (4.4.41)
[QTQ\/X +e‘(P+T)‘/X]
En combinant (4.4.35), (4.4.37), et (4.4.41) on obtient
2
+00
4 a
e (-l < [5,]° [ _ 200V |, P
> [areﬂ + e‘(P”)‘ﬁ]
+00
4 1
< [By] (@)?|sup 5 fez““”fﬁd I I
Azy [afexﬁ +e‘(p”)\a] 5
d’aprés le lemme (2.1) on a
0
1 ol 1
sup 5 S(G(p+'c))6’c 0_ 5 <
27 |ar0 VI etV “|[m(2525)] J
o
alors %
-—
012 @)
4 O(p+1)
lua ()= u@> < (By) || —"—=| | IHIE,,,
o ()
012
4 k
= (B»)/) 1 5;{6 ] || ||%6+1
[in(%)]
0 0 1
Oﬁk5: (p+T),k6:(p+T) etBy: R
T 0 [1 _ e—Z(T—T)\/T/

Nous terminons notre étude par la construction de la famille d’opérateurs régularisants de
@1.1),@E1.2) et (@1.3).

Définition 4.4.1. La famille {R, (t),a >0,t€[0,T]} € L(H) est dite famille d’opérateurs
régularisante pour le probléme (4.1.1),(4.1.2), (4.1.3) si pour tout solution u(t), 0 < ¢t < T
du (4.1.1),(4.1.2) et (4.1.3) avec la donnée @,et pour tout # > 0, il existe un choix a (17) > 0, tel
que

a(n)—0,n1—0
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4 Régularisation d’un probléme inverse elliptique abstrait par la méthode des conditions aux
limites auxiliaires modifiée

[Ragy (8) 1y = (t)| — 0, 1 — 0 (4.4.42)
pour tout ¢ € [0, T] dés que h,, satisfait Hh,, - h” <.
Soit
Rq (t) = sinh (T - t) VA)[a VA" sinh (T VA) +sinh (T - 1) VA)| (4.4.43)
alors

R, (t)e L(H) et |R, ()| < c3 (4.4.44)

ou c3 =max(cy,cp), €1 = etcy =

1 — = 2AT-1)\7 (pT)p [1 _ e—2(T—T)W]

Dans ce qui suit, on montre que R, (t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le pro-
bléme (4.1.1),(4.1.2), (4.1.3)

Théoréme 4.4.6. Si h € Cy (A), alors la condition (4.4.42) est verifiée.

Preuve. Supposons que h € C;(A),on a

[Ragp () —u (1) = ||R (£) hy = Ray) (1) B+ Ry () =1 ()|
= ) (1) (By = h) + 1t ( H
< (1) (h, —h)”+||ua )—u (1)
< ||Ra<rz>(f)||H (1 = )| + Nty (61 = )]
calculons ( ) )
 F sinh ((T —t) VA )
a<ﬂ>(t)(h'7‘h)H yjL(q)\ﬁpsinh(T\ﬁ)+sinh((T—T)\/X) dHEA(h”_h)H

s[cgm]znwnz

ol c3 = max(cy,¢), €=

alors

1R (1] H(h,, ~h) “ <c L (4.4.45)

D’apres le théoréme (4.4.3) on a
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4.4 Approximation et stabilisation

”ua(,]) (t)—u (t)H < sup ||ua(,,) (t)—u (t)” < ||ua(,,) (0)—u (O)” —0, a(y) > 0,1 —>0
0<t<T

ce qui implique que

[Rat (6112 =10 (8)] < 35—
n

Q‘
v
S

.ﬁ
Q.
5]

=

o
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5 Régularisation d’un probleme de
Cauchy biparabolique abstrait par la
méthode des conditions aux limites
auxiliaires modifiée

5.1 Introduction

La modélisation mathématique de la conduction thermique est basée sur I’équation linéaire
classique de type parabolique :

Liu :(%—}tzvz)u(x,t):o (5.1.1)

ol X = (X1,X,...,X,,), ¥ > 0 est une constante caractérisant le milieu physique, et V2 est I'opé-
rateur de Laplace. Ce modele souffre de certaines insuffisances de point de vue modélisation de
beaucoup de problémes pratiques. Plus précisément, la vitesse infinie des fréquences propres.
Il est bien connu, que 1’équation ne décrit pas correctement la dynamique de la chaleur
et les processus de transfert de masse et conduit a un certain nombre de paradoxes [57], [56]]
et [78]].

Fushchich dans [38] donne une généralisation naturelle de I’équation sous la forme :

Lu=a;Liu+ayLou=0 (5.1.2)

ou a; et a, sont des parameétres réels. L, = L1L; et L; est 'opérateur de conduction de la
chaleur classique.

L’équation est dite équation biparabolique de conduction de la chaleur.

L’équation peut étre obtenue a partir de ’équation de conservation de I’énergie

(9@ B
i —divg =0 (5.1.3)

en supposant que I'énergie e et le flux g sont données par :
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5.1 Introduction

e = e0+cv(u—u0)+vgo(%,v2u) (5.1.4)
— Ju 2
q = —-Agradu —pgrad ¢ E,V u (5.1.5)

ou A est le coefficient de conductivité thermique, c, est la capacité thermique, v et y sont des
constantes non nulles, ¢ et ) sont des fonctions scalaires. De toute évidence, pour v = pu =0,

les relations (5.1.4)-(5.1.5) se réduisent a I’équation classique (5.1.1).

du A
Dans les équations (5.1.4)-(5.1.5), posons ¢ = a—btl—a—vzu, Y= ba—I:——Vzu, a, b =const >
c c
0. Alors I’équation (5.1.5) se ramene a I’équation d’évolution suivante :
d A 0? A d A
cy —u—a—Vzu +v g a—+bﬁ —V2u+—EV2V2u =0 (5.1.6)
at ¢, ot? c, v]ot c, v

En affectant différentes valeurs aux parametres a,b, p et v dans I’équation (5.1.6), nous ob-
tenons d’autres équations de conduction de la chaleur qui comprennent I’équation classique

(5.1.1) comme cas particulier.

supposant

2_ A _i_zz _i_zzﬁ_zz
x_cV’L1_8t nVe, et L, = 5 n°vV > n°Vol]. (5.1.7)

Nous nous intéressons a I’équation qui se déduit de (5.1.6) et qui prend la forme (5.1.2).

5.1.1 Formulation du probleme

Soit H un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire {.) et de la norme ||.||. On note
par L (H) 'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H.

Soit A : D(A) C H—H un opérateur auto adjoint défini positif, a résolvante compacte.
Dans ce cas A admet une base orthonormée formée de vecteurs propres (¢,,) C H associés
aux valeurs propres réelles (1,) C R™, i.e.,

Chapitre 5

sii#]

Ay = A €N (i) = 0y = {[é e j],

O<V§/\1S/\2S/\3S..., lim/\n:oo,

n—-o00

VheH, h= Zhn(pn, hy = (b ).
n=1

Dans ce chapitre, nous considérons le probléeme de Cauchy pour I’équation biparabolique abs-
traite suivante :
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5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée

2
L*u = (z —A) u(t) = u”(t) + 2Au’(t)+A2u(t) =0, 0<t<T
ot (5.1.8)
M(T) = é;
ut(o) =0,

Notre probleme inverse est de déterminer la condition de source inconnue u(0) = f etla
distribution de la température u(t) pour 0 <t < T < oo.

Ce probléeme est fortement mal posé au sens d’Hadamard, car la solution si elle existe,
elle ne dépend pas continiment de la donnée.

En 2015, dans [48]] est considéré ce probleme et est établi un résultat de stabilité de type Hol-
derien, puis est appliquée la méthode itérative de Kozlov-Mazya; les résultats de convergence
correspondant ont été donnés, mais malheureusement, le résultat de la condition de stabilité
dans [48] n’est pas établi pour le cas T = 0.

Dans [35]; Hongwu Zhang, propose méthode de régularisation modifiée pour résoudre ce
méme probléme inverse .

Il pose

o 1 eT/\n
fa=u®=) Tomy g sXe &= (eX)
n=1 " n

pour construire une approximation stable de la solution du probléme.

Dans notre travail nous proposons pour I’étude de ce probleme méthode des conditions aux
limites auxiliares modifiée. L’idée dans cette méthode est de remplacer le probleme mal-posé
par un probléme bien posé, dans lequel on perturbe la condition finale # (T) = g en la
remplacant par une condition non-locale «A"u (0)+u (T) = g dépendante d’un petit paramétre
a.

On donne quelques estimations pour la solution du probleme régularisé et on montre aussi
que le probleme modifié est stable et que sa solution est 'approximation de la solution exacte
du probléme original. Enfin, on termine par certains résultats de convergence.

5.2 Analyse du probleme

5.2.1 Caractere mal posé du probleme inverse et résultat de stabilité
conditionnelle

Nous considérons le probléme bien-posé suivant :

2
sz:(%—A) wt)=w (t)+24Aw (1) +A%w()=0, 0<t<T
w(0)=¢, (5.2.1)
Jw(0,t)
ot
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5.2 Analyse du probléeme

ou & € D(A).

231

Notons H! = D (A)xH. En désignant par U = ( ), on définit la norme dans H' par || U||§{1 =

U
2 2

A ||” + [l

Dans ce cadre, I’équation différentielle du second ordre (5.2.1) peut étre réduite a un systéme

de premier ordre dans I’espace de Hilbert H' de la forme :

W' (t)= AW (t), W(0) = (5) (5.2.2)

avec " :
wi (f w t) 0 I
W (t) = =, ) A=
S O R B R
ou A est un opérateur linéaire non borné de domaine D (A) =D (Az) xD(A).
On sait que A est générateur d’un semi-groupe fortement continu {T (t) = etA}t>0 dans H!

[17, Theorem 2.1], plus précisément, 7 (t) est analytique avec la forme explicite suivante :

[¢]

T(t)Z = e”‘(zl) - Ze“g(g;iziiz) Z= (2) eH',

n=1

. 0 1 s . o Tes .
ouBB, = 12 /\l . En utilisant des techniques de ’algebre matricielle, nous pouvons don-
ner la forme de B,, comme suit
1By _ e~ Mt 4 ), et te~tnt
—t/\%e_’\”t — A te Mt 4ot

Il en résulte que
> —A,t —Aut —Aut
e+ A te te " (21, Pu) Pn
T(t)Z = "
(#) Z( —tA2e™ Mt —/\nte_A"t+e_""t)(<zz,¢n)({)n

En utilisant la théorie des semi-groupes [64], nous montrons I'existence et I'unicité de la so-

lution (mild) du probléme (5.2.2).

Théoréme 5.2.1. Pour toute W (0) € H, le probléme admet une solution unique W €
C'(10,+co[;H') N C(10,+00[;H' )N C' (10, +00[; D (A)), donnée par

n=1

e_/\”t + /\nte_’\”t te_/\"t )((le ¢n>¢n)

—tA2e7 Mt “Apte Mt et \(zy, 0,) ¢,

a%Y
S —
o
=
o

En particulier, pour W (0) = (0
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5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée

s —Aput —Aut —Apt
et 4 A et te (& D)
W(H=THW(0)=) ( S Zeht g te_AntM_A,,t)( o
n n

n=1

En appliquant le théoreme (5.2.1), nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 5.2.1. [48] Pour toute & € D(A), le probléme(5.2.1 admet une solution unique
w e C?(]0,+oo[ ; H)NC (10, +o0[; H)NC (]0, +00[ ;D (A))NC" (10, +00[; D(A)NC? (10, +00[ ;D (A?))

donnée par

w(t)=R(LA)E = (I +tA)e & = i(l +tA,) e (E b)Y P
n=1

Remarque 5.2.1. il est facile de vérifier que

IR (t;A)]| = sup (1+tA) e < (1+1tA;)e M,
A>A

sup ||[R(t;A)]| = sup (1+tA))e ™M =1.

0<t<T 0<t<T

5.2.2 Caractere mal posé du probléeme inverse (5.1.8)

Théoreme 5.2.2. [59] Soit g € H, La fonction L;
P
.t
0 Q.
=) [—* (g, .
u(t) ;(H“n)e (8 bu) b 2

est la solution unique du probléme (5.1.8).

Dans ce cas,

f=u(0)= Zﬁem” (& Pn) P
n=1 n

A partir de cette représentation, nous voyons que u(t) est instable dans [0, T[. Cela découle
de la haute fréquence

1+tA,
1+TA,

)e(T_t)/\" — +00,1 — +00.

o(t,A,)= (

Remarque 5.2.2. Dans le probléme rétrograde parabolique classique
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5.2 Analyse du probléeme

v+Av=0, 0<t<T, v(T)=g, (5.2.3)

la solution unique est donnée par

V() =) 04t ) (S Pu) Pu (5.2.4)
n=1
ou
0, (t,A,)=e T 5 400, 11— +00. (5.2.5)

(T-t)

Dans ce cas, les hautes fréquences 0,, (¢, A,,) sont égales a e!T =4 et le probléme est fortement

mal posé.

Dans le cas du modéele biparabolique, les fréquences sont représentée par r,6,,, ou
1+tA,
ry = ———0f)
"T1+TA,

est le coeflicient de relaxation résultant du caractere hyperbolique du modéle biparabolique.
Remarquons que

(5.2.6)

t 1+t/\1

— < < 2.
T 1+TA = G27)
et
u(t)=R(t)v(t), (5.2.8)
ou
1+tA
IR(E)I = supira) =11 = 77~

De cette remarque, nous observons que le degré de la position incorrecte dans le modele bipa-
rabolique est plus relaxé comparé au cas parabolique classique.

5.2.3 Approximation et stabilisation

Dans notre travail, il est important de caractériser la classe admissible pour laquelle le pro-
bléme (5.1.8) admet une solution.
Notre but est d’obtenir une estimations de la forme

[l ()l <P (ligll) (5.2.9)

pour une certaine fonction W (.) qui satisfait la condition W (s) — 0 quand s — 0.
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5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée

Etant donné que le probléme de la détermination de u (¢) & partir de la connaissance de {u (T)=g u (0) = 0}

est mal posé, une estimation tel ne sera pas possible a moins que notre solution ()
n’appartienne a un certain sous-ensemble M C H.

Dans notre modele, nous allons voir que nous pouvons employer la méthode de la convexité
logarithmique pour identifier cet ensemble :

M, ={u(t) € H : u vérifiée (5.1.8) et [[Au (0)|| < p < oo}. (5.2.10)

Théoréme 5.2.3. [59] Le probléme (5.1.8) est conditionnellement bien posé sur ’ensemble

M ={u(t)e H:||Au(0)|| < o0 } (5.2.11)
si et seulement si
gec! :{heH: Z e2“n|(h,<pn)|2<oo}. (5.2.12)
n=1

De plus, si u (t) € Mp, alors nous avons la continuité Holderienne suivante :

I (o) < W (gl = k(o7 gl (5:213)

T—t
1+T/\1) T

oﬁk:( W

5.2.4 Régularisation et estimations d’erreurs

Dans cette étude, nous proposons une version modifiée de la méthode des conditions aux
limites auxiliaires (Q.B.V.method).

L’idée dans cette méthode est de remplacer le probléme mal-posé par un probléme “proche”,
ou on perturbe la condition finale u(T) = g en la remplagant par une condition non-locale

aA"u(0)+u(T)=g (5.2.14)

dépendant d’un petit parametre a.
On approche le probléme a valeur finale (5.1.8), par le probleme perturbé suivant :

{ (0 + A u(t) = u” (£)+2Au (1) +A%u(t)=0, 0<t<T, (5.2.15)

aA"u(0)+u(T)=g, u;(0) =0,

our>0eta>0.
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5.2 Analyse du probléeme

Remarque 5.2.3. Le cas r = 0, correspond a la méthode des conditions aux limites auxiliaires
classique.

Notant u,(t) la solution du probléme (5.2.15). Elle est donnée par

(I+tA)[ad’ +(1+TA)eTA] " g (5.2.16)

+00

(1 + t/\n) —tA
= e (G P) Py
: T,
;a/\n

g (1)

+(1+TA,))e

Nous montrons que le probleme (5.2.15)) est bien posé.

Notation : Sloit G 'espace fonctionnel :
G =C?(]0,+oo[; H)NC' (0, +00[ ; H)NC (10, +00[ ; D (A))NC (]0, +o0[ ; D (A))NC? (10, +00[ ; D (A?))

Définition 5.2.1. La fonction v : [0,T] — H est appelée une solution de (5.2.15) si v € G

satisfait

(0, +A)u(t)=0, 0<t<T,

et les conditions aux limites

aA"u(0)+u(T)=g, u;(0)=0,

Théoréme 5.2.4. Pour tout f € D(A) et r > 0, le probléme (5.2.15) admet une solution unique

u, € G donné par L;
.E

-1 Q

u,(t) = (I+tA) [aAr +(1+ TA)e_TA] e_tAg (5.2.17) g

+00 @)

_ Z (1+tA,)
B La)+(1+TA,)e ™
+00 (
(

- ;a/\ﬁ

e (g, ) s

1+tA,)

_t/\n —
+(1+TA,)eTA &n, &= (& Pn)Pn

De plus
lua (DI < C3P (a)|g]l (5.2.18)
% (1) O<r<l1
ou®(a)= @
r>1
a[ln a ]
et C3 = maX(Cl,Cz) (TT)r, C2 =T7.
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5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée

Preuve. On a

+00

E (1 + t/\n) —tA
t) = " s &n — ' ¥n n

n=1
On calcule
+00 2
2 (1 + t/\n)e_t/\” 2
Hllf =
e (1) lea T | 8l
on pose
g(A)=(1+tA,)e ™ < sup g(A,) = (1+1tA;)e ™M
/\712/\1
comme
—tA 1
sup (1+tAy)e""1 <1, —<1
0<t<T [1+TA,]T
donc
1 A 1 -
H() = — ¥ e < =H(1)
aAl+(1+TA))e TA = adl,+(1+TA,)e T
supH (1) <{A,B} ou
A=Ay LA
A=supH o
— supH () o
A<Ar =
B=supH () Q.
A> )% «
/\*—Lln(l) O<ax<l 5
T Tr \a S
- 1 TA,
(A) < =
(1+TA)e T 1+TA,
eS
ts=TA, et =
posant s aetf(s) d1f+5 e 5
eS(l+s)—e se
(0)=1, f (+0) = +00, — = = >0 dou f croissante
f f ds (1+s)? (1+s)? f
alors
B At L 0
supH (1) < - - = = —
A<) 1+TA " TA T(%ln(%)) arln(%)
SiAx> A"
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5.2 Analyse du probléeme

~ 1 11\ 1,1y
H(A) = <—|=) <= —)
) all+(1+TA,)e TAn a(/\) a(/\*

ce qui implique que

Posons C; = (rT)", C, =r, C3 =max(Cy,C,).
Sio<r<1

lirr(l)y/(a):+oo(:)pour€: Ldagtelquea<ay=y(a)>e=1
a—

si0<r<letO<ac<1alors

1 1
>

a%ln( a[ln )]r

O<a<l,r>1 hmy( a)=0poure=1,dagtelquea<ay=>y(a)<e=1

Chapitre 5

O(—)
d’ou
1 1
: <
arln % [ln %
ce qui implique
max (A, B) = Cs
a[ln é

alors

sup |luq (£l < [[uq (0)]] < CD (a) 18l

0<t<T
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5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée

1
1
ou®(a)= Olflrll( ) )
r>

a[in(z)] i

Théoréme 5.2.5. Siu(0)e H, etu(0) € D(A),ie., ||u(0)||+||Au (0)|| < oo, alors nous avons

Q=

sup {[lu(t) = ug (O +[|A (u (t) —ua (D))} < (5.2.19)

0<t<T

{2 (0) = g (O] +[|A (1 (0) = g ()} — 0, =0

Remarque 5.2.4. Nous rappelons ici que

[l (0[] +|Au (0)]| < c0 & g € C*
Preuve. On a

<
—_

~
~

[l

(I+tA) I+ TA) " T g, 0.) @,
+00

(L+tA,) (-
Liretay< e
n=1 h
et

u, (t) = (I+ tA)[a/\; +(1+ TA)e_TA]_1 e A (2,01 Pn

L
- (1+1t4,) v
= n e_t/\n g’(p (P 1
;a% +(1+TA,)e T (& ®u) P -li
En calculant g
22 (1+tA,) (1+t1,) 2 >

2 _ n) (T-t)A, n —tAy, 2

t)— t = E S T _
””( ) ”a( )” - _(1+T/\n)e a/\z—k(l—kT/\n)e_T’\”e l |gn|

B +00 —(1 + t/\n)[(a/\; +(1+ T,\n)e—T/\n)eT/\n (14 T/\n)] » 2 :
: ; (1+T/\n)(05/\1r1+(1+T/\n)e—T/\n) € } 18]
= i | 1+ t/\n)[a,\zeT/\n] e tAn 2|g |2

n=1 _(1+TAH)(0(A:1+(1+T/\H)3_T/\:1) "

< [axse™] 2

|2

™1

[ (1+ T/\n)(a/\z +(1+ T/\n)em”)} |81
= [lu(0) - ugy ()]
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et

A (u(t) = ug (D =

=
I
—_

+
8

An

5.2 Analyse du probléeme

2
(L+1tA,) T4 _ (1+1A,) || g
(1+TA,) al,+(1+TA,)eTH "

a1+ 04,) [ane™] 2

=
1
—_

IA
18

[(1+ TA) (@A) + (1+TA,) e )

e—t/\nj| |gn|2

O I

= (1A (u(

on obtient alors

sup {||u (t) = uq (£l +[|A (u

0<t<T

Sachant que

et

1 (0) = [a,+(1+TA) ] (g @)

ona:

On calcule

2018 LMA U. Annaba

T+ T/\n)(a/\; +(1+ T,\n)em,,)} 18
0) - 1q (0))

1
ZaA,z AT e T (& P bn

n=1

() = 1t (1))} < {llu (0) = uq (0)[] + A (14 (0) = g (O}

(I+TA) " ™ (g, 0.) pn

+00 TAn
= Ze—<g,<ﬁn>%
L (1+TA,)

Chapitre 5

+00

eT4A 1
(1+TA) aA"+(1+ TA)e‘TAlg
aAreTA

B [aAr +(1+ TA)e—TA](1 + TA)g

KHELILI Besma 93



5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions

aux limites auxiliaires modifiée

[[14/(0) = 1 ()|

ou

u (0) € H implique que ||u (0)||* < +oo donc Z

+00 2
> adie 18l
[adi+(1+TA e TH](1+TA,) |

n=1
+00 al’ 2 eT’\" 2 ,
;(a2\2+(1+T/\n)e—“n) [(1+T/\n)l 8
+00 ’
(E (D) Ju(0)?
n=1
N B ) +00 ) )
Y (FQO) TP+ ) (E) lu(0)f
n=1 n=N
all
A) = n
) aAl,+(1+TA,)e T
+00 TA 2 +00
e 2 _ 2
(7o) s = L0 <o

+o0 TA, 2
Choisissons € > 0, alors 4 N telque Z (1 i T/\n) |gn|2 < %
1 n=N
comme F (1) = 2 n <1 alors O
aAl+(1+TA,) e TA )
-
+0o0 +00 2 .
- 2 € =
D (FQ) 1 0P < ) s (0 < S
- - <
n=N n=N
==
et @)

A, < Ay implique que F (1) <

d’ou

1<n<N

94

n=1
N
< sup [F(A)|)Y |u,(0)f
1<n£N[ ];
all

N
sup [E(N]) 1, (0 < [adyy ™ fluo))?
n=1
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2
En prenant « tel que [a/\g, e“N] [l (0)])* <

on obtient

[[14(0) = 1, (0)|I°

Ce qui implique que

5.2 Analyse du probléeme

&
2
r ,TA 2 €
N P
< [a/\ e ] lu (O +
2 2
ec ¢ 2
< —_— "t — =
= 5 > &

|| (0) — 1, (0)]] > 0 quand @ — 0
De plus
1A (e (6) = () < ||A u
a/\r-rl TA, 2 )
= |8nl
ad,+(1+TA)e TW|[(1+TA,)
- Z ) 1Aian ()
n=1
N 5 +00 9 ™
= ) (FOO) M OF + ) (F() Ay (0) o
n=1 n=N :
+00 TA, 2 (@l
comme on a supposé que ||Au(0)||2 = Z({\j-eTAn) |g,1|2 < 400 alors g
n=1 U
+00 all 2 ) +00 5
n
[A,u, (0)° < |A,u,,(0)
r;v(mh(umn)e—”n) e ; e

Choisissons € > 0, 4 N telque Z A, u, (0)|2 <

n=N
Sid, <Ay alors

IA 1y (0

[\/]z

=
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5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée

. .. r Tan]? 2 _¢€
Fixons € > 0 et choisissant « tel que|a Ay e |Au (0)|I” < —
on obtient alors

2 82 82
A - <— 4+—=
1AW (0)—ua (O <5 +5 = ¢
d’ou
sup [|A (u(t) —uq (1)) < |A(u(0) =1y (0))]| = 0 quand @ — 0
0<t<T
ce qui implique que

sup {[lu(t) = ug (O +[|A (u (t) —ug (D))} < (5.2.20)

0<t<T

{1l (0) = 1 ()| + A (1 (0) — 1 (ODII} — 0,0 0

Théoréme 5.2.6. Siu(0) € D(A(9+1)) tel que ||A(6+1)u(0)|| < Eg, et1 <r < 0 nous avons alors
Pestimation suivante :

OiltlfT Il (£) = ug (DI + 1A (u (8) — 1 (1)1} (5.2.21)
o 0
< {llu(0) = ug (0)|| +[|A (1 (0) — 1, (0))|} < CZ Eg
ln(;“)

ouCy=A{"etC5=A71 +1.
Preuve. On calcule

Chapitre 5

2
5 +00 a/\ZeT/\n/\;(9+1)/\ﬁ19+l) ,
() ~ug O = Y | ; 2
n=1 [a/\n + (1 + T/\n)e_ Ay (]_ + T/\n)
= —(6+1 20 (041
= +Z a1, Ay eTAn 1gul?
- n
n=1 [a/\z + (1 + T/\n)e_T/\n 1+ T/\n
2
- io at, " Ay et 18l”
S\ [areTagazremu] ) [ THTA )
+00 01 5
= ) (@Ga (1) A, (0)
n=1
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ou

Gq (An)

5.2 Analyse du probléeme

—-(6+1)

An 1

U lar T AT A (@A (14 TA,) AT T

sir<Betld,>A; alors

1
Gy (A,) <
a A [@dd + (14 TA,) A7 e ]
B 1
A= [A? A9 +(1+ T/\n)e—“n]
donc
o[-
R 0<6<1
1 a aeln(l—)
sup =0, E; = _1a
150N \0+1- /\?_r)\2+(1+T/\n)e—TAn] i A 6 .
/\G—r
o)
Si 6 >1 alors
+00 (9 1) 2
+
14(0) =g (O <) (G (A, A, (0)
n=1
/\_1 +00 )
c o
ln( L ) =
/\—l
< Ao
[ A6-7 10
ln( 1 )
et
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5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée

1A (1 (0) = 1, (0))|I

comme 6 > 1 alors

ce qui implique que

sup {[|u(t)-
0<t<T
{l124(0) = uq (
{4 (0) — 1 (

2
I a/\H—l TA, /\—9 /\9 5
= 18]
;[ax (1+TA)eTh|1+TA,))
+00 2
_ z /\r /\_9 (A9+1L)|g |2
= [a/\r 1 +TA ) -TA, " (1 +T/\n) "

2
+00 R 2
HZ[[“/\Q +(1+ T,\n)Agremn]] A 1, 0)]

ouCy=A{"etCs=A71 +1.

<
=1
<y a A8, (0)°
;A?—f[AQ,AG (1+T/\n)e—T/‘n]| |
1 2
< al| sup A9+Ly,
1SnSN/\§’—f[A6,A9 (1+TA,) ] Z'
IA48(0) = 1 O < ———5 [ 4% u(0)]
()]
g (D] + 1A (1 (£) = g ()]} < (5.2.22)
O)lI+ 1A (1(0) = 14 (ODII} < ﬁ(h +1)]|A% 1w (0)]
()
Ol 1A (1 (0)~ 40 O} < —=— (Eg) (5223)

Nous terminons notre étude par la construction de la famille d’opérateurs régularisants de(5.1.8}

Définition 5.2.2. La

famille {R, (t),a>0,t€[0,T]} ¢ L(H

) est dite famille d’opérateurs

régularisante pour le probléme (5.1.8) si pour tout solution u (t), 0 < t < T du (5.1.8) avec la

donnée g,et pour tout

98

n >0, il existe un choix a (77) > 0, tel que

a(n)—0,n1—0
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5.2 Analyse du probléeme

[Rap (B gy —u(8)]| — 0, n—0 (5.2.24)
pour tout ¢ € [0, T] dés que g, satisfait ”g,l —g” <.
Soit
R (1) = (I +tA)[aA™ + (1+ TA) e TA] ¢4 (5.2.25)
alors
R, (t)e L(H) et ||R, (t)]| < C3P () (5.2.26)
! O0<r<l1
ar ln(l)
ou®(a) @

1
_ r>1
1\ -
alin()
Dans ce qui suit, on montre que R, (t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le pro-

bleme (5.1.8).
Théoréme 5.2.7. Si g € C', alors la condition (5.2.24) est verifiée.

Preuve. Supposons que g € ¢l ona

R 08y =1 (O] = [[Ray) ()8 = Ragp (18 + Ragyy (1) g = (1)
= aq)(t)(g,,—g)+ pDg—u
< [|Retn ) (24 - l|+||R Hg—u)
< [|Rain ]| (21 = 2)]| + IR (g = u 0]

Ay (t) + Ay (1)

ou
Ay (1) = ||Ragy (8 (g, - 8)|| < 5@ (@),
et
0= R (1)
Nous observons que
1

Cy—— 0<r<l

30(%111(%) <r<
Ap(t) < 1

C3— r>1

1\l -
afin(z)]
Choisissons @ =2 si0<r<1l,eta=+/sir>1,
alors
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5 Régularisation d’un probléme de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée

Cs Vil O<r<l1
L
A (t) < i — 0 quand 71— 0 (5.2.27)
. V1
1
()
D’aprés le théoréme ona
Ay (t) = ||Raqy) () g = 1 (t)]| — 0 quand y — 0 (5.2.28)

Combinant (5.2.27) et (5.2.28) on obtient
sup ||Ragy (1)gy—u(t)]| =0, n—0.

0<t<T

Chapitre 5
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, on a étudié deux classes de problémes mal posés. Dans la premiere classe,
on a étudié un probléme inverse elliptique du type <<complétion de données>>posé sur une
géométrie bornée et non-bornée, ou des résultats de stabilisation et de régularisation ont été
obtenus. Quant a la deuxiéme classe, elle comporte 1’étude d’un probléeme de Cauchy bipara-
bolique abstrait.

On a adopté la méthode des conditions aux limites auxiliaries modifiées, ou des résultats de
convergence et des estimations d’erreur on été établis sous certaines conditions de régularité
des solutions des problémes originaux mal posés.

Dans le futur, on projette de faire 'approximation numérique de ces problémes pour valider
les résultats théoriques obtenus.

101



Bibliographie

102



Bibliographie

[1] G. Alessandrini. Stable determination of a crack from boundary measurements, Proc. R.
Soc. Edinb. Sect. A 123 (1993) 497-516.

[2] Atakhadzhaev, MA, Egamberdiev, OM : The Cauchy problem for the abstract bicaloric
equation, Sibirskii Matematicheskii Zhurnal, Vol. 31, No. 4, 187-191 (1990)

[3] N.I. Akhiezer and I. M. Glazman. Theory of linear operator in Hilbert space, translated
from the Russian by Merlynd Nestell p. cm. Originally published : New York : F. Ungar
Pub. Co., cl961- cl1963. Dover Publications, Inc.New York, (1993).

[4] L. S. Abdulkerimov. Regularization of an ill-posed Cauchy problem for evolution equa-
tions in a Banach space, Azerbaidzan. Gos. Univ. Ucen. Zap. Fiz. Mat., 1(1977), 32-36
(MR0492645) (in Russian).

[5] Ames, KA, Straughan, B : Non-Standard and Improperly Posed Problems, Academic Press
(1997).

[6] Azariel Paul Eyimi Mintoo Ebang.Thése de doctorat. Sur un probléme inverse de type
Cauchy en théorie des plaques minces élastiques. Université de Poitiers, 2011.

[7] J.Banasiak, L. Arlotti. Perturbations of positive semigroups with applications, Springer-
Verlag London Limited, (2006).

[8] J. Baumeister and A Lietao. On iterative methods for solving ill-posed problems modeled
by partial diferential equations. J. Inv. Ill-Posed Problems. Vol. 9.1 (2001), 1-17.

[9] R. Beals. Non-Local Boundary Value Problems for Elliptic Operators, Amer. J. Math.,
87(1965), 315-362.

[10] Boccara N. Analyse fonctionnelle. Une introduction pour physiciens (Ellipses,
1984)(fr)(ISBN 2729896058).

[11] L.Bourgeois. A mixed formulation of quasi-reversibility to solve the Cauchy problem for
Laplace’s equation, Inverse Problems 21, 1087-1104, (2005).

[12] N. Boussetila, F. Rebbani. Optimal Regularisation method for ill-posed Cauchy problems.
Electronic Journal of Differential Equations, Vol. (2006), No. 147, pp. 1-15.ISSN : 1072-
6691.

[13] N. Boussetila. Thése de Doctorat : Etude de problémes non locaux et régularisation de
problémes mal posés en EDP, (2005).

[14] H. Brezis. Analyse Functionnelle Théorie et applications MASSON Paris New York Bar-
celone Milan Mexico Sao Paulo (1987).

103



Bibliographie

[15]

[16]

[24]

[25]

[26]

[27]
[28]

[29]

[30]

Gordon W. Clark and Seth F. Oppenheimer, Quasireversibility Methods for Non-Well-
Posed Problems, Electronic Journal of Differential Equations Vol. 1994(1994), No. 08, pp.
1-9, 1994.

Carasso, AS : Bochner Subordination, Logarithmic Diffusion Equations, and Blind Decon-
volution of Hubble Space Telescope Imagery and Other Scienti ¢ Data, SIAM ]. Imaging
Sciences, Vol. 3, No. 4, pp. 954-980 (2010)

M. Choulli, X.Yang , J. Cheng. An iterative BEM for the inverse problem of detecting
corrosion in a pipe, Vol.14, No.3, Series A Journal of Chinese Universities Aug, (2005).

M. Choulli. Une introduction aux problémes inverses elliptiques et paraboliques. Springer
(2009).

D. Colton, HW. Engel, A K. Louis, J.R. Mc Laughlin and W. Rundell (editors), Survey on

solution methods for inverse problems, Springer, Wien, New York (2000).

Cote Ph., Lagabrielle R. La tomographie sismique comme méthode de reconnaissance
détaillée du sous-sol. Rev. Fran c, Géotech, 36 : 47-53 (1986).

R. Dautray, J.-L. Lions; Analyse mathématique et calcul numérique. Tome 5 (spectre des
opérateurs), Edt. Masson, (1988).

Delvare, F., Cimeti‘ere, A., Pons, F. 2002 An iterative boundary element method for Cau-
chy inverse problems. Computational Mechanics 28 291-302

Delvare, F., Cimeti‘ere, A., Hanus, J.L., Bailly, P. 2010 An iterative method for the Cauchy
problem in linear elasticity with fading regularization effect. Comput. Methods Appl.
Mech. Engrg 199 3336-3344

M. Denche and K. Bessila. Quasi-boundary Value Method for Non-well Posed Problem
for a Parabolic Equation with Integral Boundary Condition, Math. Probl. Eng., 7(2001),
129-145.

A. M. Denisov, E. V. Zakharov, A. V. Kalinin, & V. V. Kalinin. Numerical Methods for Some
Inverse Problems of Heart Electrophysiology, Differential Equations, (2009) Vol. 45, No.
7, 1034-1043.

E. Dibenedetto. Partial Differential Equations, Springer New York Dordrecht Heidelberg
London, (2000).

Dimitri NICOLAS. Thése de doctorat, Couplage de méthodes d’échantillonnage

H. W. Engl and A. Leitdo. A mann iterative regularization methode for elliptic Cauchy
problems. Numer. Funct. Anal. Optim., (2001), 22(7-8) : 861-884.

H. W. Engl, Martin Hanke, Andreas Neubauer. Regularization of inverse problems, kluwer
P.O. Box 17, 3300 AA Dordrecht, (1996).

M. Farah. Thése de Doctorat : Problémes inveres de sources et lien avec I'Electro-
Encéphalo-Graphie, (2007).

[31] J. Hadamard. Lecture note on Cauchy’s problem in linear partial differential equa-

tions,Yale Uni Press, New Haven, (1923).

104 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba



Bibliographie

[32] D.N. Hao, V.D. Nguyen and H. Sahli. A non-local boundary value problem method for
parabolic equations backward in time, ]J. Math. Anal. Appl., 345(2008), 805-815.

[33] Dinh Nho Hao, Tran Duc Van and Gorenflo R 1992 Towards the Cauchy problem for the
Laplace equation Banach Center Publ. 27 111-28

[34] Hayashi, K., Ohura, Y., Onishi, K. 2002 Direct method of solution for general boundary
value problem of the Laplace equation. Engineering Analysis with Boundary Elements
26 763-771

[35] Hongwu Zhang, Xiaoju Zhang, Stability and Regularization Method for Inverse Initial
Value Problem of Biparabolic Equation. School of Mathematics and Information Science,
Beifang University of Nationalities, Yinchuan, China, 2015.

[36] V. Isacov. Inverse Problems for Partial Differential Equations, Springer-Verlag, (2006).
[37] LGohberg and S.Goldberg. Basic operator theory, Birkhauser. Boston, (1981).

[38] Fushchich, VL, Galitsyn, AS, Polubinskii, AS : A new mathematical model of heat conduc-
tion processes, Ukrainian Math. J., 42, 210-216 (1990)

[39] S.I. Kabanikhin. Definitions and examples of inverse and ill-posed problems. Survey pa-
per, J. Inv. Ill-Posed Problems 16 (2008), 317-357.

[40] P.G.Kaup & F. Santosa. Nondestructive evaluation of corrosion damage using electrosta-
tic boundary measurements, J. Nondestruct. Eval. 14 (1995) 127-136.

[41] T. Kato. Perturbation theory for linear operators, University of california, berkely,berlin
Heidelberg New york, (1980).

[42] M. Kern. Problemes inverses aspects numériques. Lecture, école superieure d’ingénieurs
Léonard de vinci, (2002-2003).

[43] A.Kolmogorov, S. Fomine. Eléments de la théorie des fonctions et de I’analyse Function-
nelle. Edition Mir. Moscou, (1973).

44 . A. Kozlov, V.G. Maz ya. On the 1terative method for solving ill-posed boundary value

[44] V. A. Kozlov, V.G. Maz’ya. On the iterati hod for solving ill-posed boundary val
problems that preserve differential equations, Leningrad Math. J., 1 (1990), No. 5,1207-
1228.

[45] V.A. Kozlov, V.G. Maz’ya, AV. Fomin. An iterative method for solving the Cauchy pro-
blem for elliptic equation, Comput. Math. Phys. 31, 45-52, (1991).

[46] M.V. Klibanov, F. Santosa. A computational quasi-reversibility method for Cauchy pro-
blems for Laplace’s equation, SIAM J. Appl. Math. 51, 1653-1675, (1991).

[47] M. A. Krasnosel’skii, G.M. Vainikko, P.P. Zabreko, Yu.B. Rutitskii and V.Yu. Stetesenko.
Approximate Solution of Operator Equations,Wolters-Noordhoff Publishing, Groningen,
(1972).

[48] Lakhdari, A. and Boussetila, N. (2015) An Iterative Regularization Method for
an Abstract Ill-Posed Biparabolic Problem. Boundary Value Problems, 55, 1-17.
http ://dX.doi.org/lO.l186/813661-015-0318-4.

[49] R. Lattes, J.L. Lions. Méthode de Quasi-réversibilité et Applications, Dunod, (1967).

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 105



Bibliographie

[50] S.Lang.Real analysis. Addison-Westly Publishing company, (1927) ISBN : 0-201-14179-5.

[51] A. Leitao. Iterative method for solving elliptic Cauchy problems. Numer. Funct. Anal.
Optim.,(2000), 21(5-6) : 715-742.

[52] J.L. Lions, E. Magenes. Problemes aux limites non homogenes et applications, volime 1.
Dunod-(1967).

[53] M.M. Lavrent’ev, V.G. Romanov and S.P. Shishatskii, Ill-Posed Problems of Mathematical
Physics and Analysis, American Mathematical Society, Providence, RI, (1986).

[54] L.Marin. An alternating iterative MFS algorithm for the Cauchy problem for the modified
Helmbholtz equation, Comput Mech, (2010). 45, 665-677.

[55] Marin, L. 2005 Numerical solution of the Cauchy problem for steady-state heat trans-
fer in twodimensional functionally graded materials. International Journal of Solids and
Structures 42 4338-4358

[56] A.V.Lykov, Theory of Heat Conduction [in Russian], Vysshaya Shkola, Moscow (1967).
[57] P. M. Morse and H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, McGraw, New York (1953).

[58] K. Miller, “Stabilized quasi-reversibility and other nearly-best-possible methods for non-
well-posed problems,” in Symposium on Non-Well Posed Problems and Logarithmic
Convexity (Heriot-Watt University, Edinburgh, Scotland, 1972), vol. 316 of Lecture Notes
in Mathematics, pp. 161-176, Springer, Berlin, Germany, 1973.

[59] Lakhdari, N, Boussetila, N : An iterative regularization method for an abstract ill-posed
biparabolic problem, Boundary Value Problems 2015, 2015 :55

[60] M. M. Lavrentiev, Some Improperly Posed Problems of Mathematical Physics, vol. 11 of
Springer Tracts in Natural Philosophy, Springer, Berlin, Germany, 1967.

[61] M. T. Nair. Linear operator equations : approximation and regularization. World Scienti-
fic, (2009).

[62] L. E. Payne, “Some general remarks on improperly posed problems for partial differen-
tial equations,” in Symposium on Non-Well Posed Problems and Logarithmic Convexity
(Heriot-Watt University, Edinburgh, Scotland, 1972), vol. 316 of Lecture Notes in Mathe-
matics, pp. 1-30, Springer, Berlin, Germany, 1973.

[63] Payne, LE : On a proposed model for heat conduction, IMA Journal of Applied Mathema-
tics, 71, 590-599 (2006)

[64] A.Pazy.Semigroupe of linear operators and Applications to Pratial Differential equations.
Springer-Verlag, (1983).

[65] Pierre Lévy-Bruhl. Introduction a la théorie spectrale, cours et exercices corrigés, Dunod,
Paris, (2003).

[66] M. Prato. Regularization methods for the solution of inverse problems in solar X-ray and
imaging spectroscopy. Archives of Computational Methods in Engineering manuscript,
(2007).

106 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba



Bibliographie

[67] A.L Prilepko, D.G. Orlovsky and I.A. Vasin. Methods for solvin inverse problems in ma-
thematical physics, p. cm —(Monographs and textbooks in Pure and Applied Mathematics
222, Marcel Dekker, (2000).

[68] Yu.P. Pterov and V.S. Sizikov. Welle-posed. Ill-posed, and intermediate problems with
applications, Koninklijke Brill NV, (2005).

[69] A.G.Ramm. Inverse problems mathematical and analytical techniques with applications
to engineering, Springer, (2005).

[70] M. Reed, B. Simon Vol 1. Methods of mathematical physics. Functional analysis, (1980)
ACADEMIC PRESS, INC.

[71] A. A. Samarskii, P. N. Vabishchevich. Numerical Methods for Solving Inverse Problems
of Mathematical Physics, Walter de Gruyter Berlin New York, (2007).

[72] R. E. Showalter, “The final value problem for evolution equations,” Journal of Mathema-
tical Analysis and Applications, vol. 47, no. 3, pp. 563-572, 1974.

73] AN. Tikhonov, VY. Arsenin. Solutions of Ill-posed Problems, Winston and Sons, (1977).
74] Teniou Nihed. These de Doctorat : L’étude d’une classe de problemes mal posés, (2012).
75] N.JaVilenkin. Functional analysis, Wolters-Noordhoff Publishing, (1972).

76] W. Hengartner, M. Lambert, C. Reischer. Introduction a I’analyse fonctionnelle. Les
Presses de I'Université du Québec, (1981).

— /o

[77] Vabishchevich, P.N. : Numerical solution of nonlocal elliptic problems. Izv. Vyssh.
Uchebn. Zaved. Mat., 5, 13-19 (1983) (in Russian)

[78] E. V. Tolubinskii, Theory of Transfer Processes [in Russian], Naukova Dumka, Kiev
(1969).

[79] Wang, L, Zhou, X, Wei, X : Heat Conduction : Mathematical Models and Analytical So-
lutions, Springer-Verlag (2008)

[80] y. Wenhuan. Well- posedness of determining the source term of an elliptic equation, Bull.
Austral. Math. SOC.VOL. 50 (1994) [383-398]

[81] N.I. Yurchuk. An a priori estimate for the convergence of a modified quasi-inversion
method, Nonlinear analysis and related problems, Tr. Inst. Mat. Minsk., 2, Nat. Akad.
Nauk Belarusi, (1999), 155-158, (Russian).

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 107



DE GRUYTER OPEN Open Math. 2017; 15: 1649-1666

Open Mathematics

Research Article

Khelili Besma, Boussetila Nadjib*, and Rebbani Faouzia

A modified quasi-boundary value method for
an abstract ill-posed biparabolic problem

https://doi.org/10.1515/math-2017-0140
Received August 29, 2017; accepted November 16, 2017.

Abstract: In this paper, we are concerned with the problem of approximating a solution of an ill-posed
biparabolic problem in the abstract setting. In order to overcome the instability of the original problem,
we propose a modified quasi-boundary value method to construct approximate stable solutions for the
original ill-posed boundary value problem. Finally, some other convergence results including some explicit
convergence rates are also established under a priori bound assumptions on the exact solution. Moreover,
numerical tests are presented to illustrate the accuracy and efficiency of this method.
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1 Formulation of the problem

Throughout this paper H denotes a complex separable Hilbert space endowed with the inner product (., .)
and the norm |.|, £(H) stands for the Banach algebra of bounded linear operators on H.

Let A : D(A) ¢ H — H be a positive, self-adjoint operator with compact resolvent, so that A has an
orthonormal basis of eigenvectors (¢, ) c H with real eigenvalues (\,) c Ry, i.e.,

1,ifi=j

An = Angpn, n e N¥, (¢i’¢j):6ij:{0 ifi#j’

O<v<Ai < <3<, lim A\, = oo,

n—oo
VhGH, h:Zhn¢n, hn:<h;¢n>-
n=1
In this paper, we consider the following inverse source problem of determining the unknown source term
u(0) = f and the temperature distribution u(t) for 0 < t < T, of the following biparabolic problem

B*u = (% +A)zu(t) =u"(t) +2Au'(t) + A>u(t) =0,0< t< T,
@
u(T) =8, u,(O) =0,

where 0 < T < oo and g is a given H-valued function.
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To our knowledge, the literature devoted to this class of problems is quite scarce, except the papers [1-6].
The study of this case is caused not only by theoretical interest, but also by practical necessity. In particular,
the biparabolic model is used in mathematical modeling to describe specials features of the dynamics of
deformable water-saturated porous media during their filtration consolidation subject to applied loads [7-
9l.

It is well-known that the classical heat equation does not accurately describe the conduction of heat
[10, 11]. Numerous models have been proposed for better describing this phenomenon. Among them, we
can cite the biparabolic model proposed in [12], the fractional biparabolic model [13], for a more adequate
mathematical description of heat and diffusion processes than the classical heat equation. For physical
motivation and other models we refer the reader to [14-21].

This work is a continuity of the work developed recently by Lakhdari and Boussetila [2], where the
strategy of regularization which will be used is completely different that used in [2]. Our new strategy is
motivated by the simplicity of the method, as well as the numerical results obtained, which are better
compared to those obtained using a variant of an iterative regularization [2]. More precisely, we propose an
improved modified quasi-boundary-value method with two parameters « > 0 and r > 0, where the parameter
« is introduced to filter the high frequencies, and the second parameter r to include the regularity of the
solution of the original problem. The advantage of the multi-parameter regularization is such that it gives
more freedom in attaining order optimal accuracy [22-29].

The quasi-boundary value method, also called non-local auxiliary boundary condition, introduced and
developed by Showalter [30, 31], is a regularization technique by replacing the final condition or boundary
condition by a nonlocal condition such that the perturbed problem is well-posed.

The main advantage of the quasi-boundary-value method is that it gives a well-posed problem, where the
differential equation has not been changed, only the boundary values have been modified. Therefore, we can
exploit various numerical methods to approach the problem in question, for arbitrary geometry [0, T] x {2,
where 2 is a sub-set of R", n > 1.

This method has been used to solve some ill-posed problems for parabolic, hyperbolic and elliptic
equations; for more details, see [22, 32-44] and the references therein.

2 Ill-posedness of the problem and a conditional stability result

We point out here some results established in [2].
Let use consider the following well-posed problem.

Bw-= (4 +A)2w(t) =w'(t) + 24w/ (t) + A*w(t) = 0,0 < t < T,
@
w(0) =¢, w'(0) =0,

where ¢ e D(A).

Theorem 2.1 ([2]). For any ¢ € D(A), problem (2) admits an unique solution
w e C? (J0, +oo[; H) N C" ([0, +oo[; H) N C ([0, +oo[; D(A)) nC" (J0, +oo[; D(A)) n €? (10, +oo[; D(47) )
given by
W(0) = R(A)E = I+ tA)e ¢ = 321+ O)e” (¢, dnhon. 6)

Remark 2.2. [tis easy to check that

—tA

IRt A)] = sup(1+ex)e™ < (1+tar)e™™, @)
2A1

tAr

sup |[R(t; A)|| = sup (1 +tr)e” "t =1. (5)
o<t<T 0<t<T
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2.1 Ill-posedness of the problem (1)

Theorem 2.3 ([2]). Let g € H, then the unique formal solution of the problem (1) is given by

= ﬂ (T-t)A\,
u(t)_n;(um)e (g, Sn)bn.

In this case,
s 1
=u(0) =
f=u(0)=2 T

n=1

eTA" <gr ¢n>¢n-

— 1651

(6)

@

From this representation we see that u(t) is unstable in [0, T[. This follows from the high-frequency

—> 400, N —> +o0.

1 _
o(t, An) = (LA") o(T-OM

1+T)\n

Remark 2.4.
— In the classical backward parabolic problem

vi+Av=0,0<t<T, v(T)=g,

the unique formal solution is given by
v(t) = Z On(t, An)(g, dn)dn,
n=1

where

On(t, An) = e(T0M

—> 400, N —> +00.

(8)

©)

In this case, the high-frequency 0, (t, \n) is equal to e =% and the problem is severely ill-posed.

— Inthe case of biparabolic model, we have oy, = rn,0,, where

. ( 1+ thn )
"T\1+TN, )]
is the relaxation coefficient resulting from the hyperbolic character of the biparabolic model.
Observe that

t 1+t)\1
—<rp < <1
T 1+ T/\1
and
u(t) = R(t)v(t),
where

1+t)\1
1+ T

IR = sup{ra} =11 =
nz

From this remark, we observe that the degree of ill-posedness in the biparabolic model is relaxed
to the classical parabolic case.

2.2 Conditional stability estimate

We would like to have estimates of the form

[u® <(lgl.

for some function ¥(.) such that ¥(s) — 0ass — 0.

(10)

1)

(12)

compared

Since the problem of determining u(t) from the knowledge of {u(T) = g,u’(0) = 0} is ill-posed, an
estimate such as the above will not be possible unless we restrict the solution u(t) to certain source set M c H.
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In our model, we will see that we can employ the method of logarithmic convexity to identify this source
set:
M, ={w(t) e H:w obeys (1) and [Aw(0)| < p < co}. (13)

On the basis {¢»} we introduce the Hilbert scale (H®)scg (resp. (€°)scr) induced by A as follows

H° =D(A%) = {heH: |h|fs = > AR, on)| < +00},
n=1

¢ =D(e"™) = (he H: |he = Y ™V |(h, gn)|* < +o0},
n=1
We give here a result of conditional stability. The demonstration is given in the paper [2].

Theorem 2.5. The problem 1 is conditionally well-posed on the set
M={w(t) e H: ||Aw(0)| < oo}

if and only if
ge€ ={heH: Y e"™|(h,¢n)|" < oo}

n=1

Moreover, if u(t) € M, then we have the following Hélder continuity
I-t t
lu@®)l <w(lgh) =~ (o) lgl (14)

T—t
1+T>\1) T

where ~ = ( 5

3 Regularization and error estimates

In this work, we propose a modified quasi-boundary value method (MQBVM) to solve the inverse problem 1,
i.e., replacing the final condition u(T) = g with the functional time nonlocal condition,

aA"u(0) +u(T) =g, (15)
to form an approximate regularized problem
{ (& +A)2 u(t)=u" (t)+24u’ (t) +A’u(t)=0, 0<t<T, i~
aA"u(0)+u(T)=g, u'(0) =0,
where r > 0 is a real parameter and « > O is the regularization parameter.

Remark 3.1. The caser = 0, corresponds to the classical quasi-boundary value method.

Denoting by u,, (t) the solution of 16. By the separation of variables and the formula (3), we show the well-
posedness of (16), and its solution can be expressed by
= (1+t\n)

3 r -tA1 ! A —tAn
Uq (t) = (I+tA) [aA +(1+TA)e ] e g—n=1 a)\;+(1+T/\n)e—T/\ne (g, én) ¢n (17)

Theorem 3.2. Forall g € D(A) and r > 0, the approximate problem 16 admits an unique solution u., given by

(1+t\n)

—tA
n — 1
+(1+T)\n)e_T)‘"e Endn, &n <g,¢n) (18)

1 +o0
o (£) = (I+tA) [0d”+ (1+TA) e ] e g =y —
n=1 @An
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Moreover, the following inequality holds

Sup lua (O] < [ua (0)] < G35 () [ 8], (19)
where
7;11(1), 0<r<1,
=] arin(y 2
k() B N (20)
a[in(1)]

and C3 =max (C1,C3), C1= (rT), Cy = 1.

Proof. We compute
2

o (1+thy) e )
ua ()% =
” Oz( )H rlz:1|:aA2+(1+T)‘")e_TA" |gn|
Putting
G(Mn)=(1+thn)e ™ <supG (An) = (1+tA1) e ™ <1, 1)
n>1
and
H () = ! (22)
YT + (L4 Tag) e T
Our goal here is to prove that
) ———, 0<r<1,
sup H(\) = k() = oulri(;) 1 (23)
A= EICIEY) I
Indeed, we have
(1+thy) e 1 N
H(\) = < =H(\n).
(An) ad+ (1+Thp) e T = adl + (1 + Thp) e T (An)
Now to estimate H (), we proceed as follows
sup H (\) < max {A, B}, where
A=\
A=supH()),
ASAT
B=supH(}\),
ASA*
N=2In(L), O<ac<l.
For0 <v <\ <\, we have
Ty 1 ) T
YT A+ Ta) e ™ 14T,
We denote s = T\, and the function )
e
s)= .
f(s) 1+s
The function attains its maximum at \*,
T\ P T(Lin(1))
~ e e e \1r @
sup H()\) = < = .
SUpHO) = 77 < T T(ZIn(1))
Hence, we get .
sup H(\) € ——- (24)
ASA* arln(2)

If A > \*, we can write

~ 1 171\ 1/(1Y
H(\) = <=[=) <=|=
) a/\’+(1+T)\)e*TA_a()\) _a()\*)



1654 —— K.Besmaetal. DE GRUYTER OPEN

which implies that
r
sup H(A)gl(lll) :(rT)'%. (25)
7n(3) afln(3)]

ASA* (€7

Putting C, = (rT)", C; = r, C3 = max (C1, C3).
eIfO<r<1andO < «a < 1, we observe that

[oﬁ li(i)] [a[lnl(i

Il
Q
|
—
=]

a) 1
(r

= =7(a) — +o0, asa — 0.

Therefore,
max (A, B) = Cg%. (26)
n

eIfr>1and0 < «a <1, we have lin%)’y(oc):0:>f0r5:1, Jap such that a < ag = v () < e = 1. Then, for
=

a sufficiently small, we have
1 1
<

arin(g) " afn(3)]"

and thus 1
max(4,B) =CG———. 27)
afln(3)]

From (26) and (27), we obtain the desired estimate:

sup [ua (8)] < |ua (0)] < Cs5 () 8],
0<t<T

where

———, 0<r<1,
K}(C(): O"II;(E) ro1 0

Theorem 3.3. Ifu (0) € H and u(0) € D(A), i.e., [|u(0)| + |Au(0)| < oo, then we have
Osgltlng{Hu () —ua (O] + |A (u(t) —ua ()]} < (28)
{[u(0) —ua (0)] + A (u(0) ~ua (0))[} » 0, asa — 0
Remark 3.4. We recall here that
[u(0)] + [Au(0)] < o0 > g € €.

Proof. We have

- 1 TA
0 = " ’ ’
u(0) n; 1+ T)\ne (g, dn)odn
+oo 1

ua(o): Z <g,¢n>¢n,

n=1

aXh+ (1+Thp) e T
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and

S (L +Tan) (@dh+ (L + Thp) e TAn)

+o0 a ; TAn 2
[u(0) ~ ua (O)? = 3 [odre ] ] gl

From this equality we can write

X[ (A +tAn) (1-p)a (1+thn) ot
-ua ()= | —lxe "
() =ua (O = 2 | 5 N+ (1 TAn)e—“ s

=~ —(1+t)‘") [(O‘/\r +(1+Tag)e ™ ) (1+T/\n)] ot ’ 2
=t (1+TAn)(aAZ+(1+TAn)e—TA) 8nl

- 2
+00 (1+thn) [a)\{,eT)‘"] —tA igal?
e n
(1+ Thn) (aN, + (1 + Thg) e o) En

=
I
[y

+
8

IN

=
Il

2
[a)\;e”"] 2
|gnl
] (14 Thn) (X, + (1 + TAp) e Tn)

= [u(0) - ua (0)]%,

and

toof (1 +txn) (T-t)2 (1+t\n) ey 2 2
A t) - t 2 = A _— no_ n
A (u(8) —ua (t))] n§:1: i ”((1 T/\n)e AN+ (1 T)\n)e—T/\,,e |gn]

[ 2
= An (1 +thn) [arpe™ ] 0] gt
n=1 (1+T>\n) ((X)\;,+(1+T)\n)e—T)\,,) Sn

oo [ An [N e™] ]Zg :
n

= (1 +TAn) (aXp + (1 + Thp) e Tn)

= A (u(0) ~ ua (0))1%,

thus we get
osfffr{”u () = ua (O] + A (u(t) —ua ()]} < {[u (0) - ua (0)] + A (u(0) -~ ua (0))]} .

Now, we show that
{lu(0) —ua (0)] +[A (u(0) - ua (0))[} - 0, asa - 0.

We have
1 TA e
=(I+TA s s
4(0) = (1+ 7)™ Mg = 3% 2 Ers (g, onhn
and
Uy (0) = [aA'+(I+ TA)efTA]ilngi:<> ! (g, dn) &n,
2 ad, + (1+ Thp) e T

then we get

a)\LeD‘" 2| |2
AN, + (Lt Tan)e ] (1+Th) ) &"

[1(0) - 1o (0)]2 f([

+
8

ay 2 o™ P
) =1(a)\;1+(1+T>\n)€_T)\n) |:(1+T)\n):| |gn|

Ot)\r 2 2
un (0
nzl(a)\r"—(l"'T)\ ) e~ TAn ) [un (0))
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§ (F ()2 [un (O),

where
a\)

F() = .
(An) X, + (1+ Thy) e T

We assume that u(0) € H.

T)\n 2 +o00

e

) eH = 3 (157 ) Il = X (OF = [ O)f < oo
n=1

For ¢ > 0, we choose N > O such that Z (1+T)\ ) lgn|” < E . Thus

N +o00

|u (0) - ua (0)[ = ; (F(N)” [un (0)) + Z;V(F(/\n))z lun (0)[° . 29)
aly

We observe that F (\,) = T Ty

< 1, then we can write

+ 00

+ 00 82
> [E )] lun (0) < > O <=,

n=N

The other quantity can be estimated as follows

arpe™ ? 2 o, 2 5
Z( aXy + (1+ Thp) e T ](1+T>\n)) & |:[a>\;,+(1+TAn)e—T)\n]:| [un (0)|

M= iD=

[F ()] [un (0))?

=
Il
[u

<

~ 2 N
sup mn)] > s OF

1<n<N

r—|

It is clear that
o) a\l oz/\;eT’\"

F >\ = > = ’
(An) o+ (L+Th) e ™ = (1+Thp)e T = 1+ T,

and A\, < \y implies that
oy X

FOn) < —20n T ¢ o\ Ty
(An) (1+Thn) AN

It follows that

sup F (M) <aly e™
1<n<N

and consequently
N 2
Z(F(An) un(0) < [axy ™ ] Ju(0))?.

If we choose the parameter o such that e\l ™" |u (0)| < f, we obtain

2
J(0) - wa ()] < [axiy €™ Ju(0))* + 5

£ 2
2

2
2.,
cZaso2

Which shows that
Us (0) > u(0), asa — 0.

To complete the proof, it remains to show that

|A (u(0)-uq(0))| -0, asa—0.
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We compute
+o00 /\r+leT)\,, 2 ,
AU (0) -uq (0))]? = %2n
H ( ( ) Oé( ))H ,;([OCA;I+(1+T)\;1)€T/\"](1+TAn) |gn|
+o00 )
[F () ] |Anttn (0)]°.
n=N

We have

5 +oo AneT)\" 2 3
0)eD(A Au (0)|” = .
u(0) €D(A) = [Au O - 5 (120 ) e < oo

For £ > 0, we choose N > 0 such that

+o0 +o00 TAp \2 2
)\ne " 2 3
Anlin (0) = .

> [Antn (0)] n§=N(1+TAn) gnl” <5

n=N

Then, we can write
too 2 ) 400 5 62
S (F ()" Aatta (0)° < 37 [Anun (0)] <5
n=N n=N

and

N N
> (FOw)’ Poaen (0)F < sup [F ()] 3wt (O)F

n=1

2
<[ary e™ ] Jau(0)|*.

If we choose the parameter « such that [aAy €™ ] |Au (0)] < ~5 we get

2 &2
4 (u(0) ~ua ()] < [adky e”N] ZHOIES

m

2
2
=€ .

IN

N\
N\“’N

Which shows that
A(u(0)-uqs(0)) >0, asa — 0.

In conclusion,
sup {[u(6) ~ua (6] + 4 (u(0) ~ua ()]} <

{[u(0) —ua (0)] + |A (u(0) - ua (0))[} = 0,0 >0

— 1657

(30)

O

Theorem 3.5. If u(0) € D(AY*D) such that HA(O”)u(O)H < Eg,and 1 < r < 6, then we have the following

estimate

Sup {fu(0) —ua (O] + A4 w(0) ~ua (O)]} <

(%)
(€]

In (

iy

)]QEG

2
+00 )\r T)\,l)\—(«9+1))\(9+1)
|u(0) - ua (0)]* = Z ( 18nl®

{[u(0) —ua (0)] + A (u(0) ~ua (0))[} < [

Proof. We have

[aXh+ (1 +Thxn) e T/\](1+T)\ )

2
_ oo a}\p\;(eu) )\Sle+1)eT>\,, |g ‘2
[l + (1 + TAy) e~ TAn] 1+ Thn :

n=1

+

(1)
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+
8

WG 2 A(0+1) g TA, 2 ,
n
[a+(1+Thn) A" e T 1+ Thn g

Mz LM

- 2 2
=3 (aGa (M) Un (0)| ,
n=1
where
6 ()\ )_ )\;(9+1) B 1
T fa+ (T Ta) AT e ™ ] Mg [add + (1+ Tan) AT ]
Ifr <6, then
— 1
Go (Mn) <
@ (n) A [ad] + (1+ Tan) A 7e T ]
1 1 =
- - s On),
AG+1-r [Ae XS+ (1+ Thg) e T ] 1
where 8 = 5= Now by (23), we conclude that
1
1 -~
sup = o sup Hg(An) =
n>1 A?H" |:)\0 r)\e + (1 + T)\,,)e‘” ] 1 1
/\;G[Ai'é]r
0<6<1
1 NEAN
a® In| —L
(Afl ) 9>1
T /.0-r\19° < 1.
[n(*)]
If 6> 1, we can write
4(0) ~ua () < 3 (oG ()’ P utn (O
n=1
2
)\—1 +oo 2
< ﬁ > A (0)]
’ n=1
[ ()]
2
-1
P P 5 ‘
)\9 r
[ (%))

and

+

_ 2 2
JA((0) - ua (0)2= 3 o’ VSN
[aXL + (1 + Thp) e TAn] (1+Txn)

n=1

2
+o00o a
< un (0
n_l([aAQ +(1+ TAn)Aﬂ’e—”n]) n( )|
2
+o00o 2
< = n (0)]
n=1| \0- [,\3,)\9 +(1+ T/\n)e—T/\n]
2
1 = 2
<ol sup > n un(0)| .

n>1 )\ﬁir[)\e r)\e + (1 + T)\n)e‘T’\ ] n=1

(32)

33)

(34)

(35)
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By virtue of (23), we obtain

4 ((0) - e (0))]* < 47w @) (36)

Combining (33) and (36), we obtain

sup {[u(6) ~va (O] + A ((6) ~ua ()]} < (37)
{1(0) ~ e (0) + |4 (u (0) ~ ua O]} € ————— (3" +1) [a"u (0)
[in ()]
Cs
< ———F,, (38)
)
where C4 =AY and C5 = A7 + 1. O

We conclude this paper by constructing a family of regularizing operators for the problem 1.

Definition 3.6. A family {R.(t), a > 0, t € [0, T]} c L(H) is called a family of regularizing operators for
the problem (1) if for each solution u(t), 0 < t < T of (1) with final element g, and for any n > 0, there exists
a(n) > 0, such that

a(n) >0, n-0, (39)
|Raen) (D)gn —u()| =0, 10, (40)
foreach t € [0, T] provided that g, satisfies |g, - g|| < n.

Define Ro(t) = (I+tA) [aA” + (1+ TA) e‘TA]_1 e . Itis clear that R, (t) € L(H) (see (19)). In the following
we will show that R (t) is a family of regularizing operators for the problem 1.

Theorem 3.7. Under the assumption g € ¢, the condition (40) holds.

Proof. We have
Aa(t) = [Ra(t)gn —u(t)] < [Ra(t)(8n - &) + |Ra(t)g —u(t)| = As(t) + Aa(1),
where

Ai(t) = [Ra(t)(8n - 8)] < w(a)n,
Ax(t) = |Ra(t)g - u(t)].

n
m, O<r<1,
Al(t)S [

sy 2L

We observe that

Choose o = rﬁ ifo<r<1,and a=/mifr > 1, it follows

VAl O<r<1,

m(—-)’
Aq(t) < n("”') — 0, asnpn—0. ()]
%, r>1,
[in(5)]
Now, by Theorem 3.3 we have
Ay () = |uay (t) —u(t)| -0, asn—0, (42)

uniformly in ¢. Combining (41) and (42) we obtain

sup [Ra(t)gy —u(t)| — 0, asn — 0.
o<t<T

This shows that R (t) is a family of regularizing operators for the problem 1. O
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4 Numerical results

In this section we give a two-dimensional numerical test to show the feasibility and efficiency of the proposed
method. Numerical experiments where carried out using MATLAB.
We consider the following inverse problem
(2-2) ut =0, xe(0.m), te(0,1),
u(0,t) =u(m,t)=0, te(0,1), (43)
u(x,1) =g(x),ut(x,0)=0, xe[0,n],

where f(x) = u(x, 0) is the unknown initial condition and u(x, 1) = g(x) is the final condition.
It is well known that the operator

aZ
Sox?’
is positive, self-adjoint with compact resolvent (A is diagonalizable).
The eigenpairs (\n, ¢n) of A are

2 +
An = 1%, qsn(x)_\/;sin(nx), neN",

In this case, the formula (7) takes the form

A= D(A) = Hy(0,7) n H>(0,7) c H=L*(0, ),

f0) =u(x0) =23

2
migl+n

e (/ g(x) sin(nx)dx) sin(nx). (44)
0
In the following, we consider an example which has an exact expression of solutions (u(x, t), f(x)).

Example. Ifu(x,0) = ¢1(x) = \/gsin(x), then the function

u(x, t) = fj(l +tAn)e (b1, dn)on(x) = (1 + thr)e ™oy (x) = \/3(1 +th)e ™ sin(x)
n=1 s

is the exact solution of the problem (43). Consequently, the data functionis g(x) = u(x, 1) = \/g % sin(x).
By using the central difference with step length h = 5 to approximate the first derivative ux and the second

derivative uyx, we can get the following semi-discret problem (ordinary differential equation):
(4 - Ap) u(xi,t) =0, xi=ih,i=1,...N, te(0,1),
u(xo=0,t) =u(xys1 =m,t) =0, te(0,1), (45)
u(x;,0) = g(x;), ue(xi,0) =0, x;=ih,i=1,...N,

where Ay, is the discretisation matrix stemming from the operator A = — j—;:
1. ...
Ap = ﬁTndlag(—l, 2,-1) e My(R)

is a symmetric, positive definite matrix. We assume that it is fine enough so that the discretization errors are

small compared to the uncertainty § of the data; this means that Ay, is a good approximation of the differential
2

operator A = —%, whose unboundedness is reflected in a large norm of Ay,. The eigenpairs (ux, ex) of Ay are

given by
N+1\? ., kn . jkr \\V
_ ], e = , k=1...N.
M 4( 7r )Sm (2(N+1)) €k (Sm(N+1)),~=1

Adding a random distributed perturbation (obtained by the Matlab command randn) to each data function, we
obtain the vector g‘s:

g5 = g + erandn(size(g)),
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where ¢ indicates the noise level of the measurement data and the function "randn(.)" generates arrays of
random numbers whose elements are normally distributed with mean O, variance o? = 1, and standard deviation
o = 1. "randn(size(g))" returns an array of random entries that is the same size as g. The bound on the
measurement error § can be measured in the sense of Root Mean Square Error (RMSE) according to

s 1 N s ) 1/2
t5|g—g*(N§Xg&0—g(mﬂ) :
i=1
The discret approximation of (18) takes the form
ui(xj,o) :fa"s(xj) = (aAp + (Iy +Ah)e_A")71g6(x,~), j=1...N, (46)

where Iy is the identity matrix.

In our numerical computations we always take N = 40 and consider only the cases when £ = 0.001, 0.01.
The regularization parameter (o, r) is chosen in the following way: for any fixed r € {0, 1, 2, 3}, we try to find
a satisfactory error by varying the second parameter o = €° with step length s = 0.1. We note oo one of the
best choice which gives this result. Now, for a = ao fixed, we try to find an acceptable error by varying the first
parameter r = 0,1, 2, 3 in order to obtain the best possible convergence rate. It is important to note that this
choice is of heuristic nature and the multiparameter discrepancy principle is quite scarce in the literature.

The relative error RE(f) is given by
i

REC) ="

Conclusion and discussion
Numerical results are shown in Figures 1-8 and Tables 1-2.

Fig. 1.  (noise level) =0.001, « (regularization parameter)=0.015849, r (relaxation parameter)=0

QBV regularization method with two parameters (o,r)
1.2 T T T T T

—*— excact solution
1= approximate solution

Error: |excact solution — approximate solution|

02 T T T T

0.15— -

0.05— : =1

o i i i i |
05 1 15 2 25 3 35

—o— Error: ¢ (noise level) =0.001,u (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameler)=0|

In this paper, we have proposed an improved two-parameter regularization method (MQBVM) to solve an ill-
posed biparabolic problem. The convergence and stability estimates have been obtained under a priori bound
assumptions for the exact solution. Finally, some numerical tests show that our proposed regularization
method is effective and stable.
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Fig. 2. ¢ (noise level) =0.001, o (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=1

QBYV regularization method with two parameters (o,r)

08—

06—

02—

—*— excact solution
approximate solution

0 0.5 1

25 3 35

Error: |

solution - appr

solution|

o i i

0 0.5 1

1

5

2

25 3 35

| —o— Error: g (noise level) =0.001,0. (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=1 |

Fig. 3. € (noise level) =0.001, « (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=2

08 T T

QBYV regularization method with two parameters (o,r)

06—

04—

02—

—%— excact solution
approximate solution

x 10

25 3 35

Error: |excact solution — approximate solution|

05—

o I I

T

0 0.5 1

1.

5

2

25 3 35

| —o— Error: ¢ (noise level) =0.001,0. (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=2|

Table 1. The absolute errors Era for fixed o and for various value of r

N | « a r RE |
40 | 0.001 | 0.015849 [ 0 | 0.0920 |
40 | 0.001 | 0.015849 [ 1 | 0.0035
40 | 0.001 | 0.015849 | 2 | 0.0019
40 | 0.001 | 0.015849 | 3 | 0.0003501 |
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Fig. 4. ¢ (noise level) =0.001, « (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=3

QBV regularization method with two parameters (o,r)

08 T T

02—

—*— excact solution
approximate solution
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35 T

25 3 35

X107 Error: |excact solution — approximate solution|
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| —o— Error: ¢ (noise level) =0.001,o (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=3|

35

Fig. 5. ¢ (noise level) =0.01, o (regularization parameter)=0.025119, r (relaxation parameter)=0

QBV regularization method with two parameters (o,r)

038 . :
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0.2
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—%— excact solution
approximate solution

-02 | L
0

25 3 35

Error: |excact solution — approximate solution|
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0.05—

o i \

0.5 1

15

2

25 3 35

l —o— Error: ¢ (noise level) =0.01,a (regularization parameter)=0.12589,r (relaxation parameter)=0|

Table 2. The absolute errors Era for fixed o and for various value of r

N € « r RE
‘ 40 | 0.01 | 0.025119 | 0 | 0.1707 ‘
40 | 0.01 | 0.025119 | 1 | 0.0103
‘ 40 | 0.01 | 0.025119 | 2 | 0.0070 ‘
‘ 40 | 0.01 | 0.025119 | 3 | 0.0061 ‘

According to the numerical tests, we observe the following regularizing effect:
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Fig. 6. c (noise level) =0.01, « (regularization parameter)=0.025119, r (relaxation parameter)=1

08 T

QBV regularization method with two parameters (o,r)
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—%— excact solution
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| —o— Error: ¢ (noise level) =0.01,0. (regularization parameter)=0.025119,r (relaxation parameter)=1|

Fig. 7. € (noise level) =0.01, « (regularization parameter)=0.025119, r (relaxation parameter)=2

QBYV regularization method with two parameters (o,r)

3

35

08 T
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Error: | solution - appr

solution|

35

o I

0 0.5

1

15
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—o— Error

: e (noise level) =0.01,u (regularization parameter)=0.025119,r (relaxation parameter)=2|

35

e Inthecaser = 0, = 0.001 and o = 0.015849 (resp.r = 0, = 0.01 and « = 0.025119), the
approximate solution is far from the exact solution. But for the case r = 1, 2, 3, we observe that the solution

becomes precise and very near to the exact solution (in particular for r = 2, 3).

This shows that our approach has a nice regularizing effect and gives a better approximation with comparison

to the classical QBV-method.

Acknowledgement: The authors thank the referees for their constructive comments which improved this

paper.
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Fig. 8. ¢ (noise level) =0.01, « (regularization parameter)=0.025119, r (relaxation parameter)=3

QBV regularization method with two parameters (o,r)
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