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Résumé 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

     

 

 

La  présente  thèse  est  consacrée  à  l'étude  d'une  classe de  problèmes  inverses  de  type  Cauchy.  La 
nature de ces problèmes est instable (mal posé), et demande un traitement spécifique. Pour traiter 
ces problèmes, on doit passer par une procédure de régularisation pour pouvoir tirer de ces modèles 
des  informations  significatives. Dans  ce  but,  on  propose  une  méthode  simple,  basée  sur  une 
perturbation  non­locale  des  données,  dite,  méthode  des  conditions  auxiliaires.  Cette  approche  sera 
appliquée  à  un problème  elliptique posé  sur  une  géométrie  bornée  et  non­bornée,  ainsi  qu'un 
problème biparabolique abstrait. On démontre le caractère stable des solutions approchées, ainsi que 
leurs convergences vers les solutions des problèmes originaux. Des  estimations d'erreurs seront  
aussi  données sous une certaine régularité des solutions des problèmes considérés. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mots  clés :  Problèmes  de  Cauchy  inverses,  Problèmes  mal  posés,  Méthode  des  conditions  auxiliaires, 
régularisation. 
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Abstract 
 
 
 
 
 
 
 

 

   
 
               
                
 
  
                
 

   
 
               
                
 
  
                

 
 

This thesis is devoted to study a class of inverse problems of the Cauchy type. The nature of these 
problems is unstable (ill­posed), and requires specific treatment. To deal with these problems, one 
must go through a regularization procedure in order to be able to derive meaningful information 
from these models. For this purpose, we propose a simple method, based on a non­local data 
perturbation, known as the auxiliary conditions method. This approach will be applied to an elliptic 
problem posited on a bounded and unbounded geometry, as well as an abstract biparabolic problem. 
The stable nature of the approximate solutions is shown, as well as their convergence towards the 
solutions of the original problems. Error estimates will also be given under a certain regularity of  
the solutions of the considered problems. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Key words : Inverse Cauchy problems, ill­posed problems, Quasi­boundary value method, regularization. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

THESE DE DOCTORAT  KHELILI BESMA

 

 ملخص
 

 

 

 

.الجزئیة التفاضلیة المعادلات من لجملة ھادمار بمفھوم المعتلة المسائل من صنفین ندرس طروحةالأ هھذ في  

 الناقصة الحدیة البیانات استكمال ھو وھدفنا .مجردة ناقصة جزئیة معادلة ذات عكسیة لةأمس ھو الأول نوعال 

 ذات تكافئیةال ثنائیة عكسیة مسألة درسنا الثاني صنفال في. الحل على المطبقة الداخلیة القیاسات خلال من

.الثانیة الدرجة من مجردة تفاضلیة معادلة    

        

:للتعدیل طریقتین اخترنا دراستنا في  

 مسألةال استبدال ھي تینطریقال فكرة. المعدلة المضافة الحدیة القیم وطریقة المضافة الحدیة القیم طریقة

 بوسیط مرتبطة موضعیة غیر حدیة بشروط الحدیة الشروط تستبدل ثیبح الطرح جیدة مسألة ب المعتلة

α الأصلیة للحلول مستقرة تقریبیة حلول على الحصول جلأ من.  

 لكلتا التقارب نتائج بعض برھنا كما الأصلیة الحلول نحو المعدلة الحلول تقارب بتبیان الدراسة ھذه ننھي
.الطریقتین  

 
 

 
 

 
 

 ثنائیة مسألة عكسیة ،الناقصة المعادلات التفاضلیة الجزئیة ،ق التعدیلرمسائل عكسیة، مسائل معتلة، ط :تدلالیةالكلمات الاس
  .طریقة القیم الحدیة المضافة، والاستقرارالتقریب  ،تكافئیةال
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Introduction

Problématique de la thèse
En 1923, le mathématicien français J. HADAMARD à écrit son livre célèbre sur les équations
aux dérivées partielles et leur signi�cation physique [31]. Cet ouvrage fût le point de départ au
développement du concept de problème bien posé en physique 1 mathématique. Il s’agit d’un
problème dont la solution existe, est unique et dépend continûment des données (stabilité).
Dans ce même livre J. HADAMARD laissait entendre (et c’était aussi une opinion partagée
avec I.G. PETROVSKY 2) que seul un problème bien posé pouvait modéliser correctement un
phénomène physique.
La réalité actuelle est toute autre : le caractère fondamentalement mal posé de certains pro-
blèmes pratiques est reconnu et se manifeste dans une très large classe de problèmes, dits
"Problèmes inverses" 3, et motive de nombreuses recherches en mathématiques.
La non-unicité de la solution constitue un problème sérieux : en e�et, lorsque plusieurs solu-
tions sont possibles, il devient nécessaire de trouver un moyen de choisir la meilleure, c’est-à-
dire la plus exacte d’un point de vue physique.
L’instabilité la plus problématique, en particulier en vue d’une résolution approchée ou numé-
rique. Cela veut dire qu’il ne sera pas possible (indépendamment de la méthode numérique)
d’approcher de façon satisfaisante la solution du problème mal-posé, puisque les données dis-
ponibles seront bruitées donc proches, mais di�érentes, des données réelles[42].
Les problèmes mal-posés apparaissent dans de nombreuses branches des sciences et tech-
niques comme les problèmes géophysiques, le problème du corps supersonique, le contrôle
non destructif, la corrosion, l’imagerie médicale, le traitement d’images, et d’autres domaines
pratiques.
Les méthodes générales de l’analyse mathématique ont bien été adaptées pour les solutions des
problèmes bien-posés, cependant, ce n’était pas clair dans quel sens les problèmes mal-posés
peuvent avoir des solutions. Plusieurs mathématiciens comme Tikhonov, John, Lavrentíev,
Ivanov et d’autres ont travaillé pour développer la théorie et les méthodes pour résoudre les
problèmes mal-posés. Ils ont pu donner une dé�nition mathématique précise "des solutions
approchées" pour des classes générales de ces problèmes. Aujourd’hui, ces problèmes sont un
cadre de recherche très riche. Pour plus de détails du traitement des problèmes mal-posés, on
réfère à deux excellents livres de D. Colton, H.W. Engel, A.K. Louis [19] et de H. W.Engl, M.

1. J.HADAMARD, Lectures on Cauchy’s problem in linear PDEs, Yale University Press, New Haven (1923).
2. I.G. PTEROVSKY, Lecture on Partial Di�erential Equations, New York : International Publishers (1954).
3. Un problème inverse consiste à déterminer des causes connaissant des e�ets. Ainsi, ce problème est l’in-

verse de celui appelé problème direct, consistant à déduire les e�ets, les causes étant connues.
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Hanke et A. Neubauer [29],[74].
Les problèmes inverses sont un domaine trop vaste pour que nous puissions en donner un
exposé exhaustif. Cette thématique a connu un essor considérable ces dernières décennies, pa-
rallèlement au développement de techniques numériques et de moyens de calcul permettant
leur résolution. On peut les classer en deux catégories : les problèmes qui visent à déterminer
des conditions aux limites ou des sources inconnues, et les problèmes liés à l’estimation de
paramètres intrinsèques du système. Le premier type de problèmes apparaît dès que la mesure
directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en pratique. Dans la deuxième ca-
tégorie de problèmes inverses, l’objectif est de déterminer à partir d’une connaissance partielle
de l’état du système, les paramètres décrivant le modèle physique.
Le problème inverse est un problème dans lequel, à partir des observations expérimentales,
on cherche à déterminer la cause d’un phénomène. Les problèmes inverses sont multiples et
leurs applications, se retrouvent dans de nombreux domaines tels que l’électromagnétisme,
la géophysique, l’imagerie médicale, la détection des �ssures, le contrôle non destructif, la
mécanique des structures,...
Dans ce travail, on étudie deux classes de problèmes inverses : les problèmes inverses ellip-
tiques de type ‹‹ complétion de données ›› et les problèmes biparaboliques mal posés.
Dans le premier cas : il s’agit de reconstituer une donnée au bord, inaccessible à la mesure à
partir d’une mesure interne. Le modèle physique est donné par un problème de Cauchy de type
elliptique à données manquantes. Ce problème est quali�é de mal posé au sens d’ Hadamard
et de nature extrêmement instable ; les solutions, lorsqu’elles existent, ne dépendent pas de
manière continue des données, de sorte qu’une petite erreur sur ces dernières peut induire des
erreurs importantes sur les solutions calculées.
Les problèmes inverses elliptiques intervenant dans la reconstitution de sources et/ou de condi-
tions aux limites sur le bord ou une partie du bord, ont été largement étudiés et expérimen-
tés dans plusieurs applications : la détection des �ssures, le contrôle non destructif, la corro-
sion, l’imagerie médicale, et d’autres domaines pratiques. Voir : [[1], [25], [40], [54]], [[29],
[18],[36]], ainsi que les références qui y sont citées.
Le problème inverse biparabolique est utilisé dans la modélisation mathématique pour décrire
les caractéristiques spéciales de la dynamique des milieux poreux déformables saturé d’eau
pendant leur consolidation et leur �ltration soumises à des charges appliquées.
On sait aussi que, l’équation de la chaleur classique ne décrit pas de manière précise la conduc-
tion de la chaleur. De nombreux modèles ont été proposés pour mieux décrire ce phénomène.
Parmi ceux-ci, on peut citer le modèle biparabolique proposé dans [38] et le modèle biparabo-
lique fractionnaire. Pour une description mathématique plus adéquate des processus de chaleur
et de di�usion par rapport à l’équation classique de la chaleur. Pour la motivation physique et
d’autres modèles, nous renvoyons le lecteur à [[5], [16], [62], [79].
Lorsqu’il s’agit d’identi�er ou de calculer une grandeur physique à partir des observations
(mesures), on est amené souvent à inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution
du problème direct). Cette inversion, qui est souvent mal posée et nécessite un traitement
particulier des instabilités, par des techniques dites de régularisation qui consistent à perturber
légèrement le problème, ou d’éliminer les hautes fréquences responsables de cette instabilité,

2 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba
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de manière à rendre le problème en question bien posé et numériquement résoluble.
Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées pour
résoudre certains problèmes de Cauchy mal posés. Parmi elles, on cite :
1. La méthode de quasi-réversibilité, introduite par Lattes & Lions (1969) [49], qui consiste
à transformer le problème de Cauchy mal posé d’ordre 2 en un problème di�érentiel bien
posé d’ordre plus élevé (d’ordre 4), en perturbant l’opérateur-coe�cient de l’équation. Cette
méthode a été ensuite reprise par plusieurs auteurs pour résoudre le problème de Cauchy,
notamment : Klibanov & Santosa [46] et plus récemment Bourgeois [11].
2. La méthode de quasi-réversibilité modi�ée Elle a introduite par Gasjewski et développée
par plusieurs auteurs : F. Rebbani et N. Boussetila [13].
3. La méthode de régularisation de Tikhonov [73] est la méthode de régularisation la plus
ancienne. Elle consiste à transforme le problème original mal-posé en un problème de mini-
misation.
4. La méthode de la convexité logarithmique appliquée aux problèmes mal posés par Pucci
(1955), Lavrentiev (1956) et Payne (1960).
5. La méthode itérative de Kozlov et al.[45] : Cette méthode est basée sur une procédure ité-
rative qui consiste à résoudre une suite alternative de problèmes bien-posés aux conditions
aux limites mêlées jusqu’à satisfaire un certain critère d’arrêt. La solution converge pour des
données compatibles, vers la solution du problème de Cauchy considéré.
6. La méthode de régularisation par les conditions non locales ‹‹Quasi-Boundary-Value Me-
thod››, a été introduite par Showalter [4]. L’idée dans cette méthode est de remplacer le pro-
blème mal-posé par un problème bien posé, où on perturbe la condition �nale en la remplaçant
par une condition non-locale dépendant d’un petit paramètreα. Elle a été utilisée par plusieurs
auteurs dont D.N. Hào, Abdulkerimov, V.D. Nguyen and H. Sahli [32], Samariski [71].

Contenu de la thèse
Le but de ce travail est d’étudier quelques méthodes de régularisation appliquées a une classe
de problèmes de Cauchy inverses.
La thèse est composée d’une introduction et de cinq chapitres.
Dans l’introduction on décrit les motivations et les objectifs de l’étude abordée, on développe
la problématique, et on donne une description détaillée de la thèse.
Le premier chapitre est un rappel de certains outils d’analyse fonctionnelle nécessaires à l’étude
proposée, comme la théorie spectrale des opérateurs linéaires et la théorie de Riesz-Fredholm.
On introduit aussi quelques notions de base des problèmes mal posés et des problèmes inverses,
avec une illustration de quelques exemples de problèmes mal posés.
Dans le deuxième chapitre, nous étudions un problème inverse elliptique mal-posé de complé-
tion de données dans un domaine non borné. Pour régulariser le problème en question, on
propose la méthode des conditions aux limites auxiliaires ( Q.B.V. Method), et on étudie la
convergence de la méthode.
Dans le troisième chapitre, nous étudions un problème de Cauchy pour l’équation de Laplace
sur un domaine borné. Pour stabiliser le caractère mal posé du problème considéré, on adopte

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 3
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une version modi�ée de la méthode des conditions aux limites auxiliaires. On démontre la
convergence des solutions régularisées produite par cette méthode, et on établit aussi quelques
estimations d’erreur sous certaines conditions de régularité de la solution du problème original.
Après l’approximation de la solution, on démontre certains résultats de convergence.
Le chapitre quatre est consacré à l’étude d’un problème elliptique mal posé dans un cadre abs-
trait. Toujours, dans le même contexte de la méthode des conditions aux limites auxiliaires
modi�ée, on régularise le problème en question et on démontre quelques résultats de conver-
gence et des estimations d’erreurs.
Quant au chapitre cinq, on y étudie un problème de Cauchy biparabolique abstrait. Pour régu-
lariser le problème en question, on propose une variante modi�ée abstraite de la méthode des
conditions aux limites auxiliaires modi�ée et on démontre sa convergence.
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1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Ce chapitre est consacrée pour rappeler quelques dé�nitions et résultats d’analyse fonction-
nelle qui seront utilisés tout le long de ce travail.

Dans tout ce qui suit, nous désignons par Hi les espace de Hilbert sur K = R ou C , muni de
la norme |.|Hi et le produit scalaire 〈.〉i , (i = 1,2)

1.1 Eléments de la théorie spectrale

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés
Dé�nition 1.1.1. (voir [76] [75] [41] [43] [14])

Un opérateur linéaire et continu est une application linéaire et continue A :D(A) ⊆H1 −→H2
linéaire, où D(A) est le domaine de dé�nition de A qui est un sous espace vectoriel de H1,
suppose en général dense dans H1.
Tout opérateurA est complètement dé�ni par son grapheG(A) qui est un sous-espace vectoriel
de H1 ×H2 dé�ni par G(A) = {(v,Av) , v ∈D(A)} .
Pour tout opérateur linéaire A :D(A) ⊆H1→H2, on note par :

N (A) = {x ∈D(A), Ax = 0} (noyau de A),

R(A) = {y = Ax, x ∈D(A)} (image de A).
On note L (H1,H2) (resp . L (H1)) l’espace vectoriel des opérateurs continus de H1 dans
H2(resp. des endomorphismes continus de H1) muni de la topologie de la convergence uni-
forme, soit

B ∈ L (H1,H2) , ‖B‖L(H1,H2) = sup
u∈H1\{0}

‖Bu‖H2

‖u‖H1

.

Opérateur inverse

Dé�nition 1.1.2. (voir [76]) On dit qu’une application linéaire continue A ∈ L (H1,H2) est
inversible si et seulement si il existe une application B ∈ L (H2,H1) telle que

B ◦A = IH1
, A ◦B = IH2

(1.1.1)

L’application B si elle existe est dite opérateur inverse de A. On notera B = A−1.

5
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Théorème 1.1.1. [Théorème de Banach] [41] [76] [75]

Tout application bijective linéaire continue A ∈ L (H1,H2) est inversible.

Théorème 1.1.2. Soit A ∈ L (H1,H2) . L’opérateur inverse A
−1 existe et continu sur AH1 ⊂H2

si et seulement s’il existe un nombre k > 0, telle que

k ‖x‖H1
≤ ‖Ax‖H2

pour tout x ∈ E.

1.1.2 Spectre d’un opérateur linéaire et décomposition spectrale
Dé�nition 1.1.3. [41] [76] [75] Soit A ∈ L (H) . On appelle ensemble résolvant de A, l’en-
semble

ρ (A) =
{
λ ∈C, (λI −A) est bijectif et

∥∥∥(λI −A)−1∥∥∥ <∞}
(1.1.2)

Son complémentaire dans le plan complexe est dit spectre de A et noté σ (A) =C\ρ (A) .

On note Rλ (A) = (λI −A)−1 est appelé la résolvante de A en λ.

Remarque :
Le spectre d’un opérateur borné est compact non vide.
Le rayon spectral de l’opérateur A est dé�ni par

r (A) = sup
λ∈σ (A)

|λ| .

Si H est un espace de Hilbert et A auto-adjoint alors

r (A) = ‖A‖ .

Opérateur adjoint

Dé�nition 1.1.4. [41] [76] [75] SoitA ∈ L (H1,H2) .On appelle adjoint de l’opérateurA l’opé-
rateur A∗ ∈ L (H2,H1), qui véri�e la relation suivante

〈Au ,v〉2 = 〈u , A∗v〉1 , ∀u ∈H1, ∀v ∈H2 (1.1.3)

6 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba
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1.1 Eléments de la théorie spectrale

Théorème 1.1.3. [41] [76] [75] Soit A ∈ L (H) . Alors il existe un seul opérateur A∗ ∈ L (H) , tel
que

(i)
〈
Ax, y

〉
=

〈
x, A∗y

〉
, pour tout x,y ∈H

(ii) (A∗)∗ = A
(iii) ‖A‖ = ‖A∗‖ .
Si A est bijectif (⇒ inversible), alors A∗ l’est aussi, et (A∗)−1 =

(
A−1

)∗
.

Opérateur auto-adjoint

Dé�nition 1.1.5. [41] [76] [75] Soit H un espace de Hilbert. On dit que A ∈ L (H) est auto-
adjoint si A = A∗.

A = A∗⇔
〈
Ax,y

〉
=

〈
x,Ay

〉
,∀x,y ∈H.

Théorème 1.1.4. [41] [76] [75] Soit H un espace de Hilbert sur le corps C et soit A ∈ L (H) .
Alors A est auto-adjoint si il véri�e 〈Au,u〉 ∈R, pour tout u ∈H.

L’opérateur auto-adjoint est dit positive si et seulement si 〈Au,u〉 > 0 pour tout u ∈DA.

1.1.3 Opérateurs non bornés
Opérateur fermé
On appelle graphe de A, le sous espace Γ (A) de H1 ×H2, tel que

Γ (A) = {(x,Ax) , x ∈D (A)} ⊂H1 ×H2.

Dé�nition 1.1.6. [41] [76] [75] On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe Γ (A) est
fermé dansH1×H2,i.e, pour toute suite {xn}n∈N ⊂D (A) telle que xn −→ x dansH1 etAxn −→
y dans H2 on a x ∈D (A) et Ax = y.

Remarque : L’opérateur fermé A est borné de son domaine de dé�nition D (A) muni de la
norme du graphe (‖u‖Γ = ‖u‖H1

+ ‖Au‖H2
) dans H1.

Théorème 1.1.5. [41] [76] [75] [Théorème du Graphe fermé]

Soient H1 et H2 deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire de H1 dans H2. Alors A
est un opérateur continu si et seulement si le graphe de A est fermé dans H1 ×H2.

Dé�nition 1.1.7. [41] [76] [75] Soit A : D (A) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur non borné à
domaine dense. On appelle adjoint de l’opérateur A l’opérateur

A∗ : D (A∗) ⊂H2 −→H1

v → A∗v = w

dé�ni par

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 7
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D (A∗) = {v ∈H2 tel que ∃w ∈H1, 〈v,Au〉 = 〈w,u〉 = 〈A∗v,u〉 , ∀u ∈D (A)} (1.1.4)

Proposition 1.1.1. [41] [76] [75] Si A : D (A) ⊂ H1 −→ H2 est un opérateur non-borné à
domaine dense, alors A∗ est fermé.

Dé�nition 1.1.8. [41] [76] [75] On dit que l’opérateur A :D (A) ⊂H −→H est symétrique si

〈Au,v〉 = 〈u,Av〉 , ∀u,v ∈DA (1.1.5)

Dé�nition 1.1.9. [41] [76] [75] Soit H un espace de Hilbert. On dit que A ∈ L (H) est auto-
adjoint si A = A∗, c.-à-d.,

〈Au,v〉 = 〈u,Av〉 , ∀u,v ∈H (1.1.6)

Théorème 1.1.6. [41] [76] [75] Soit H un espace de Hilbert sur le corps C et soit A ∈ L (H) .
Alors A est auto adjoint si et seulement si 〈Au,u〉 ∈R, pour tout u ∈H.

Théorème 1.1.7. [41] [76] [75] [Caractérisation des opérateurs à image fermé]

Soit A : D (A) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur non-borné, fermé, avec D (A) = H1. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) R(A) est fermé, (ii) R(A∗) est fermé, (iii) R(A) =N (A∗)⊥ , (iv) R(A∗) =N (A)⊥

Théorème 1.1.8. [41] [76] [75] SoitA :D (A) ⊂H1 −→H2 un opérateur non-borné, fermé, avec
D (A) =H1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) A est surjectif, i.e., R(A) =H2,
(b) il existe une constante k > 0 telle que

|v| ≤ k |A∗v| , ∀v ∈D (A∗) , (1.1.7)

(c) N (A∗) = {0} et R(A∗) est fermé.

Corollaire 1.1.1. [41] [76] [75] SoitA :D (A) ⊂H1 −→H2 un opérateur non-borné, fermé, avec
D (A) = H1. L’opérateur A admet un inverse borné A−1 sur H2 si et seulement si, il existe deux
constantes m1 et m2 telle que

|u| ≤ m1 |Au| , ∀u ∈D (A) ,

|v| ≤ m2 |A∗v| , ∀v ∈D (A∗) .

8 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba
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1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

1.1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné
Soit A : D (A) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur non-borné que l’on suppose fermé et à domaine
dense.

Dé�nition 1.1.10. [41] [76] [75] On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ (A) = {λ ∈C : Aλ = λI −A est bijectif}

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté σ (A) =
C\ρ (A) .
∗ On note que si λ ∈ ρ (A) , l’inverse R (λ;A) = A−1λ est dé�ni sur tout l’espace et est fermé. Par
le théorème du graphe fermé, il est borné, i.e.,A−1λ ∈ L (H) .Cet opérateur est appelé résolvante
de A.
∗ L’ensemble résolvant ρ (A) est un ouvert du plan complexe et l’application λ 7→ R (λ;A)
est analytique sur chaque composante convexe de ρ (A) . La résolvante satisfait à l’équation
fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante :

R (λ1;A)−R (λ2;A) = (λ2 −λ1)R (λ1;A)R (λ2;A) .

∗ Le spectre de A est un fermé de C, et si de plus l’opérateur A est borné, alors σ (A) est un
compact non vide.
Examinons à présent de plus prés la structure du spectre.
Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :

σp (A) = {λ / (λI −A) n’est pas injectif }

∗ Soit
σc (A) = {λ / (λI −A) est injectif et R (λI −A) est dense}

σc (A) est appelé le spectre continu de A.
∗ Soit

σr (A) = {λ / (λI −A) est injectif et R (λI −A) n’est pas dense}

alors σr (A) est appelé le spectre résiduel de A.
Et on a

σ (A) = σp (A)∪ σc (A)∪ σr (A)

1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

1.2.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Dé�nition 1.2.1. [41] [76] [75] On dit qu’un opérateurA ∈ L (H1,H2) est compact siA
(
BH1

(0,1)
)

est relativement compact par rapport la topologie forte, où BH1
(0,1) est la boule unité ouverte.

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 9
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On désigne par K (H1,H2) l’ensemble des opérateurs compacts de H1 dans H2 est on pose
K (H1,H1) =K (H1)
B La compacité d’un opérateur T ∈ L (H1,H2) est caractérisée comme suit :
T ∈ K (H1,H2)⇔∀ (xn) ⊂H1, xn→ 0 (faiblement)⇒ T xn→ 0 (fortement).
B Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si S1 ∈ L (E,F) et S2 ∈ K (F,G) (resp S1 ∈ K (E,F)
et S2 ∈ L (F,G)), alors S2S1 ∈ K (E,G) .
B [Théorème de Shauder] [65]
Si A est compact, alors A∗ est compact, et réciproquement.

Théorème 1.2.1. [14] Soit A ∈ K (H) avec dim(H) =∞. Alors on a :

(a) 0 ∈ σ (A) ,
(b) σ (A)\{0} = σp (A)\{0} ,
(c) l’une des situations suivantes :
ou bien σ (A) = {0} ,
ou bien σ (A)\{0} est �ni,
ou bien σ (A)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théorème 1.2.2. [14] On suppose queH est séparable. SoitA ∈ K (H) un opérateur auto-adjoint
compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de A :

∀x ∈H, x = x0 +
∑
k≥1
〈x,ek〉ek , x0 ∈N (A), Ax =

∑
k≥1

λk 〈x,ek〉ek .

1.2.2 Famille spectrale et résolution de l’identité
• Version discrète

Dé�nition 1.2.2. [3] Soit A : D (A) ⊂ H −→ H un opérateur non-borné. Alors A est dit à
résolvante compacte si

∀λ ∈ ρ (A) , R (λ;A) ∈ K (H) .

On a le résultat suivant :

Théorème 1.2.3. Un opérateur A : D (A) ⊂H −→H est à résolvante compacte si et seulement
si il existe µ ∈ ρ (A) tel que R (µ;A) ∈ K (H) .

Théorème 1.2.4. [21],[10] Soit A : D (A) ⊂H −→H un opérateur auto-adjoint. Alors

(1) σr (A) = ∅,
(2) σ (A) = σp (A)∪ σc (A) ⊆R,
(3) A ≥ θI ⇔ σ (A) ⊂ [θ,∞[.

10 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba
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1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

Théorème 1.2.5. [65]

Soit A : D (A) ⊂ H −→ H un opérateur auto-adjoint borné inférieurement et à résolvante
compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne dans H, (em)m≥1 ⊂
D (A) , et une suite de réels (λm)m≥1 telle que
λ1 ≤ λ2 ≤ .... ≤ λm→ +∞, Aem = λmem, m = 1,2, ...
De plus, les valeurs propres (λm) admettent la caractérisation (formule de min-max de Courant-
Fisher) suivante :

λm = min
V ∈Vm(D(A))

max
0,u∈V

〈Au,u〉
|u|2

,

λm = min
V ∈Vm−1(H)

max
0,u∈V ⊥∩D(A)

〈Au,u〉
|u|2

,

Vm(D (A)) = {V s.e.v. de D (A) tq. dim(V ) =m} ,
Vm (H) = {V s.e.v. de H tq. dim(V ) =m}
Remarque 1.2.1. Si A : D (A) ⊂ H −→ H est un opérateur auto-adjoint avec A ≥ θ > 0⇒
( 0 ∈ ρ (A) ) , et l’injection H1 := (D (A) , |.|G) ↪→ H est compacte, alors A est à résolvante
compacte et donc diagonalisable.

• Version continue
Résolution de l’identité

Dé�nition 1.2.3. [3], [65], [75]

Une famille {Eλ}λ∈Rde projection orthogonales dans H est appelée famille spectrale ou réso-
lution de l’identité si elle satisfait les conditions :
(a) E−∞ = 0, E+∞ = I,

où E−∞f = lim
λ→−∞

Eλ f , E+∞f = lim
λ→+∞

Eλf , f ∈H,
(b) Eµ Eν = Es (s =min

{
µ,ν

}
) , µ,v ∈R

(c) Eλ+0 = Eλ où Eλ+0 f = lim
ε>0,ε→0

Eλ+ε f , f ∈H.
Les limites sont prises au sens de la norme de H

Théorème 1.2.6. [65],[3] SoientH un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint dansH.
Alors il existe une famille spectrale {Eλ}λ∈R telle que

〈
Ax,y

〉
=

∫
R

λd
〈
Eλx,y

〉
, Ax =

∫
R

λdEλx

On note symboliquement A =
∫
R

λdEλ.

Théorème 1.2.7. [65],[3] Soit λ 7→ f (λ) une fonction continue à valeurs réelles. Soit D ⊂ H
dé�ni par :

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 11
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D =

x ∈H :
∫
R

|f (λ)|2d 〈Eλx,x〉 <∞


Alors D est dense dans H et on dé�nit un opérateur auto-adjoint S dans H par :〈
Sx,y

〉
=

∫
R

f (λ)d
〈
Eλx,y

〉
, x ∈ D, y ∈H

de domaine D (S) =D.

1.2.3 Fonction d’opérateurs auto-adjoint

Soit A un opérateur auto-adjoint dans l’espace de Hilbert H , A =

+∞∫
λ0

λdEλ,sa décomposition

spectrale, λ0 = infσ (A).

Dé�nition 1.2.4. [65], [3] On dé�nit :

• Les puissance de A par :

Ar =

+∞∫
λ0

λrdEλ, r ∈R, x ∈ D (Ar)⇔
+∞∫
λ0

λ2rd |Eλx|2 <∞.

On note ici, que pour tout r ≤ 0, Ar ∈ L (H) , et si r = 0, A0 = I.
Pour tout r ≥ 0 et pour tout x ∈ D (Ar), on a 〈Arx,x〉 ≥ λr0 |x|

2 .
Pour tout r ≥ 0, D (Ar) muni de la norme |x|2r = |Arx|

2 , x ∈ D (Ar) , est un espace de Hilbert.
• et f (A) pour une fonction f continue sur R par :

f (A) =

+∞∫
λ0

f (λ)dEλ, x ∈ D (f (A))⇔
+∞∫
λ0

|f (λ)|2d |Eλx|2 <∞

1.3 Problèmes inverses, problème mal-posés et théorie de
régularisation

1.3.1 Problèmes inverses et problèmes mal-posés
Soit :

Af = y , A : X→ Y (1.3.1)

12 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba
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1.3 Problèmes inverses, problème mal-posés et théorie de régularisation

SoientX,Y deux espaces de Banach, etA est un opérateur non linéaire en général. Le problème
(1.3.1) est appelé bien posé si A est un homéomorphisme de X sur Y . En d’autres termes, la
solution de(1.3.1) existe pour tout y ∈ Y , elle est unique et dépend continûment de y, alors
A−1 est une application continue. Si l’une de ces conditions n’est pas véri�ée, le problème est
dit mal-posé.

1.3.2 Notions de problème inverse
Deux problèmes sont dits inverses l’un de l’autre si la formulation de l’un met l’autre en cause.
Une dé�nition plus opérationnelle est qu’un problème inverse consiste à déterminer des causes
connaissant des e�ets. Ainsi, ce problème est l’inverse de celui appelé problème direct, consis-
tant à déduire les e�ets, les causes étant connues.

1.3.3 Exemples des problèmes inverses mal-posés
Exemple :
La di�érentiation est l’intégration sont deux problèmes inverses l’un de l’autre. Il est plus ha-
bituel de penser à la di�érentiation comme problème direct, et à l’intégration comme problème
inverse. En fait, l’intégration possède de bonnes propriétés mathématiques qui conduisent à
la considérer comme le problème direct. Et la di�érentiation est le prototype du problème mal
posé, comme nous allons le voir.
Considérons l’espace de Hilbert L2 (Ω), et l’opérateur intégral A dé�ni par

Af =

x∫
0

f (t)dt = g(x), g (0) = 0 (1.3.2)

Il est facile de voir directement que A ∈ L
(
L2 (]0,1[)

)
Cet opérateur est injectif, par contre son image est le sous espace vectoriel

R (A) =
{
g ∈H1 (0,1) , g (0) = 0

}
(1.3.3)

où H1 (0,1) est l’espace de Sobolev. En e�et, l’équation

Af = g (1.3.4)

est équivalente à f (x) = g
′
(x) et g (0) = 0.

L’image de A n’est pas fermée dans L2 (]0,1[) . L’inverse de A n’est pas continu sur L2 (]0,1[) ,
comme le montre l’exemple suivant.
Considérons une fonction g ∈ C1 ([0,1]), et n ∈N. Soit

gn (x) = g (x) +
1
n
sin

(
n2x

)
(1.3.5)

Alors

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 13
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fn (x) = g
′
(x) +ncos

(
n2x

)
(1.3.6)

De simples calculs montrent que

‖g − gn‖2 =
1
2

(1
2
− 1
4n

sin
(
2n2

)) 1
2
=O

(1
n

)
(1.3.7)

alors que

‖f − fn‖2 = n
(1
2
+

1
4n

sin
(
2n2

)) 1
2
=O (n) (1.3.8)

Ainsi, la di�érence entre f et fn peut-être grande, alors que la di�érence entre g et gn est
aussi petite. L’opérateur de dérivation (l’inverse de A) n’est donc pas continu, au moins avec
ce choix des normes.
L’instabilité de l’inverse est typique des problèmes mal posés. Une petite perturbation sur les
données (g) peut avoir une grande in�uence importante sur le résultat (f ) .
Exemple :
Il est à noter que la dé�nition de problèmes mal posés ne se rapporte qu’au couple donné
d’espaces métriques (F,U ) car, transposé dans d’autres espaces métriques, le même problème
peut s’avérer bien posé, comme nous allons le voir dans l’exemple suivant :
Le calcul de la série de Fourier à Coe�cients approchés dans la métrique de `2.
Considérons une série de Fourier que nous écrivons :

f (x) =
∞∑
n=0

an cos(nx) (1.3.9)

et supposons que chaque coe�cients an soit entaché d’une erreur
ε
n

(à l’exception de a0 évi-
dement) ; nous écrivons donc :

cn = an +
ε
n
, c0 = a0 et ε > 0. (1.3.10)

La fonction f (x) est remplacée par la fonction g(x) :

g(x) =
∞∑
n=0

cn cos(nx) (1.3.11)

En supposant que f et g sont continues et bornées pour appliquer la norme (1) dans `2.
Dans la métrique `2, les coe�cients di�érent de la quantité :

ε1 =

 ∞∑
n=0

(cn − an)2


1
2

= ε

 ∞∑
n=1

1
n2


1
2

=
επ
√
6

(1.3.12)
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1.3 Problèmes inverses, problème mal-posés et théorie de régularisation

Par conséquent, ε1 est aussi petite que l’on veut par un choix approprié de la quantité ε.
D’autre part, si la distance entre f (x) et g(x) est donnée par la norme de la convergence uni-
forme, nous avons :

ε2 = sup |g (x)− f (x)| = sup

∣∣∣∣∣∣∣ε
∞∑
n=1

cos(nx)
n

∣∣∣∣∣∣∣ = |ε|
∞∑
n=1

1
n
, (1.3.13)

Cette quantité peut être aussi grande que l’on veut.
Ainsi, si l’écart de la somme de la série est pris dans la métrique de C, la sommation de la série
de Fourier n’est pas stable.
Exemple :
Contre exemple de Hadamard
Considérons le problème de Cauchy pour l’équation de Laplace suivante :

uyy (x,y) +uxx (x,y) = 0 dans x ∈R× (y > 0) (1.3.14)

u
(
±π
2
, y

)
= 0 pour y > 0

u (x,0) = f (x) , pour −∞ < x < +∞
∂u
∂y

(x,0) = ϕ (x) pour −∞ < x < +∞

où f (x) et ϕ (x) sont des données

Si nous avons donné f1 (x) = 0 etϕ1 (x) =
1
n
sin(nx) , alors la solution du problème de Cauchy

est donnée par : u1 (x,y) =
1
n2

sin(nx) sinh(ny) , où n > 0

Si on prend f2 (x) = ϕ2 (x) = 0, alors la solution du problème de Cauchy est donnée par :
u2 (x,y) = 0.

Si nous estimons la di�érence dans les données initiales et la solution dans l’espace metric C,
nous avons :

‖f1 − f2‖C = sup
x
|f1 (x)− f2 (x)| = 0

‖ϕ1 −ϕ2‖C = sup
x
|ϕ1 (x)−ϕ2 (x)| =

1
n

la second peut être petit quand n plus grand.
Pour tout y > 0 �xé, la di�érence ente la solution :

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 15
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‖u1 −u2‖C = sup
x
|u1 (x)−u2 (x)|

= sup
x

∣∣∣∣∣ 1n2 sin(nx) sinh(ny)
∣∣∣∣∣

=
1
n2

sinh(ny)

peut être grand quand n plus grand.
Alors le problème est instable donc mal-posé.
Exemple :Problème rétrograde pour l’équation de la chaleur. Ce problème consiste à détermi-
ner u (x,0) = u0 (x) (condition initiale inconnue), sachant que le champ de temperature u (x, t)
véri�e :

∂u
∂t

(x, t) =
∂2u

∂x2
(x, t) x ∈ [0,π] , t ∈ [0,T ] (1.3.15)

u (x,T ) = ϕ (x) x ∈ [0,π]
u (0, t) = u (π,t) = 0 t ∈ [0,T ]

où ϕ ∈ L2 [0,π] est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la
solution du problème (BP) sous la forme :

u (x, t) =
∞∑
n=1

exp
(
(T − t)n2

)
ϕn sin(nx) ,

où ϕn est le coe�cient de Fourier d’ordre n de ϕ : ϕn =
2
π

π∫
0

ϕ (x) sin(nx)dx.

Soit ψ (x) = u0 (x,0) la température initiale. Alors d’après l’égalité de Parseval, on a :∥∥∥ψ∥∥∥2 = π
2

∑
n≥1

exp
(
2n2T

)
|ϕn|2 (1.3.16)

On considère maintenant le problème (BP) avec des données bruitées :

ϕk = ϕ +
1
k
sin(kx) (1.3.17)

on remarque que ‖ϕk −ϕ‖ → 0, k→ +∞ mais

‖u (ϕk ,0)−u (ϕ,0)‖ =
1
k
exp

(
k2T

)
→ +∞, k → +∞. On voit très clairement que le pro-

blème (BP) est instable, ce qui explique que ce dernier est mal posé.

La solution de l’équation de la chaleur avec la condition initial u (x,0) = ψ (x) ∈ L2 (0,π) est
donnée par la formule :
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u (x, t) =
∞∑
n=1

exp
(
−tn2

)
ψn sin(nx) =

π∫
0

 2π
∞∑
n=1

exp
(
−n2t

)
sin(nx) sin(nξ)

ψ (ξ)dξ

Ainsi, u est solution du problème (BP) si et seulement si ϕ satisfait l’équation de Fredholm de
première espèce :

IK =

π∫
0

K(x,ξ)ψ (ξ)dξ = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ π,

où K(x,ξ) = 2
π

∞∑
n=1

exp
(
−n2t

)
sin(nx) sin(nξ) . IK est un opérateur intégral de noyau K(., .).

Il est bien connu que IK est compact, d’où IK−1 n’est pas borné. Ce qui montre le caractère de
problème (BP).
Le fait qu’un problème est bien posé n’est pas une condition su�sante pour la stabilité de
la solution du problème inverse. Supposons que A−1 est bien dé�ni et continu, alors si dans
(1.3.1) δy est une petite variation de la donnée et δf est la variation correspondant sur la
solution, la continuité de A−1 implique :

‖δf ‖X ≤
∥∥∥A−1∥∥∥∥∥∥δy∥∥∥

Y

et par la continuité de A :

‖δf ‖X ≥

∥∥∥δy ∥∥∥
Y

‖A‖
alors

‖δf ‖X
‖f ‖X

≤ ‖A‖
∥∥∥A−1∥∥∥ ∥∥∥δy ∥∥∥

Y∥∥∥y∥∥∥
Y

(1.3.18)

Le nombre C(A) = ‖A‖
∥∥∥A−1∥∥∥ est appelé le nombre conditionné et il donne une estimation de

l’instabilité du problème. Si C(A) = ‖A‖
∥∥∥A−1∥∥∥ est plus grand que 1, alors la présence même

d’une petite erreur sur les données d’un problème mal posé peut rendre sa solution extrême-
ment instable. (voir [66] )

1.3.4 Théorie de régularisation
La régularisation de problèmes mal-posés, due initialement à Tikhonov, cherche à redé�nir les
notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée,..), de façon que la ‹‹so-
lution régularisée›› obtenue par ‹‹inversion régularisée›› dépende continûment des données
et soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données proches
des valeurs e�ectivement obtenues par la mesure).

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 17
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En d’autres termes, on remplace le problème initial mal posé par un autre ‹‹ problème ap-
proximant›› bien posé.

Opérateur de régularisation

Dans la pratique, les opérateurs les plus rencontrés sont des opérateurs di�érentiels, donc
l’expression u ∈ D(A) exprime une certaine régularité. Les opérateurs de régularisation sont
un outil qui permet de faire correspondre à un élément d’un espace fonctionnel donné son
régularisé, i.e., un élément du même espace mais possédant des propriétés de régularité plus
importantes et qui lui est en même temps proche par rapport à la norme considérée.
Considérons le problème inverse Ax = y où A H1 dans H2 est un opérateur compact injec-
tif.On suppose que y ∈ R(A), i.e., le problème inverse possède une solution unique.

Dé�nition 1.3.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés {Rα (t)}α>0 H1 dans H2, α > 0
est dite "famille régularisante" pour l’opérateur A si

∀x ∈H1,RαAx converge vers x, quand α −→ 0, i.e., RαA converge simplement vers I.
Remarque 1.3.1. Si Rα est une famille régularisante pour l’opérateur A : H1→H2

où H1 est de dimension in�nie, alors les opérateurs Rα ne sont pas uniformément bornés, i.e.,
il existe une suite (αn) ⊂R+ telle que lim

n→+∞

∥∥∥Rαn∥∥∥ = +∞
La donnée initiale y ∈ H2 n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient
la perturber. Notons yδ la donnée perturbée où le nombre δ > 0 est le niveau du bruit, i.e.,
|y − yδ| ≤ δ.
Notons xδα = Rαy

δ l’approximation de la solution du problème inverse Ax = y obtenue avec
l’opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant l’inégalité triangulaire sur
|x − xδα |, on obtient∥∥∥x − xα,δ∥∥∥ = ∥∥∥(x −Rαy) + (Rαy − xδα)

∥∥∥ ≤ δ ‖Rα‖+ ∥∥∥Rαy − xδα∥∥∥ . (1.3.19)

Le premier terme de droite de l’équation (1.3.19) représente la majoration de l’erreur due au
niveau de bruit. Par la Remarque(1.3.1) , nous avons vu que lim

α→0
‖Rα‖ = +∞. Donc il ne faut

pas choisir α trop petit sinon l’erreur peut devenir très grande. Par contre le second terme de
droite de (1.3.19) tend vers 0 quandα tend vers 0 par dé�nition deRα.Nous allons faire tendre
le niveau de bruit δ vers 0 et nous allons choisir une stratégie de régularisation de manière à
ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution x.

Proposition 1.3.1. [61] SoientX, Y deux espaces de Hilbert, etA : X −→ Y un opérateur linéaire
fermé. Alors la famille de régularisation {Rα}α>0 est bornée (uniformément) si et seulement si
R (A) est fermée dans Y .

1.3.5 Choix optimal :

Soit α = α
(
δ,y(δ)

)
, si α ne dépend pas de y(δ) mais seulement de δ, alors nous disons que α

est un choix a priori. Si non α est dit choix a posteriori.
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L’idée de la stratégie est de choisir le paramètre de régularisation tel que∥∥∥Au − y(δ)∥∥∥Y = δ (1.3.20)

Un algorithme de régularisation {Rα}α>0 est dit régulier si

δ→ 0, αopt (δ)→ 0 et Rαopt(δ)y(δ)→ û (1.3.21)

Choix du paramètre de régularisation

Dans les applications, un choix de la stratégie de régularisation a-posteriori est préférable à
une stratégie de régularisation a-priori. On adopte la démarche suivante
pour y ∈D

(
A−1g

)
et δ > 0, on choisit y(δ) ∈ Y tel que∥∥∥y(δ) − y∥∥∥Y ≤ δ, et û = A−1g y, uα = Rαy, u

δ
α = Rαy(δ) (1.3.22)

où
Rα = (A∗A+αI)−1A∗ pour α > 0. (1.3.23)

(i) Méthode de Mozorov : [61]
Dans la méthode de Mozorov, le paramètre α est choisi tel que :∥∥∥A uδα − y(δ)∥∥∥ = δ (1.3.24)

(ii) Méthode d’Arcangeli :
L’équation devant être satisfaite est :∥∥∥A uδα − y(δ)∥∥∥ = δ

√
α

(1.3.25)
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2 Régularisation d’un problème inverse
elliptique dans un domaine non
borné par la méthode des conditions
aux limites auxiliaire

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’étude d’un problème inverse elliptique de complétion de
données dans un domaine non-borné. Notre objectif est de reconstruire des données man-
quantes à partir de mesures internes e�ectuées sur la solution. Ces problèmes sont mal posés
et nécessitent des procédures de régularisation. En adoptant une variante de la méthode des
conditions aux limites auxiliaires pour construire une approximation stable, on démontre la
convergence de cette approche d’approximation.

2.1 Formulation du problème

2.1.1 Problème direct et problème inverse
Considérons le problème aux limites pour l’équation elliptique avec condition de Dirichlet
suivant : 

utt (x, t) +uxx (x, t) = 0 x ∈R, 0 < t < T
u (x,T ) = 0 x ∈R
u (x,0) = ϕ (x) x ∈R

(2.1.1)

Ce problème direct consiste à déterminer u (x, t) pour tout (x, t) ∈R× [0,T ] connaissant ϕ.
le problème inverse correspondant à ce problème directe est de trouver la condition aux limites
u (x,0) = ϕ (x) à partir de la condition aux limites connue en t = τ ∈ ]0,T [ .
Soit le problème inverse :

utt (x, t) +uxx (x, t) = 0 x ∈R, 0 < t < T
u (x,T ) = 0 x ∈R
u (x,τ) = h (x) x ∈R
u (x,0) = ϕ (x) x ∈R

(2.1.2)

Nous supposons que u (x, t) est l’unique solution du problème (2.1.2). En appliquant la trans-
formée de Fourier au problème (2.1.2) par rapport à la variable x, nous obtenons le problème
suivant :
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2.1 Formulation du problème


ûtt (ξ, t)− ξ2û (ξ, t) = 0 ξ ∈R, 0 < t < T
û (ξ,T ) = 0 ξ ∈R
û (ξ,τ) = ĥ (ξ) ξ ∈R
û (ξ,0) = ϕ̂ (ξ) ξ ∈R

(2.1.3)

Dont la solution est donnée par :

û (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)
sinh(T |ξ |)

ϕ̂ (ξ) (2.1.4)

=
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ) (2.1.5)

D’où on déduit la solution du problème (2.1.2) est donnée par :

u (x, t) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − t) |ξ |)
sinh(T |ξ |)

ϕ̂ (ξ)dξ (2.1.6)

=
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − t) |ξ |)
[sinh((T − τ) |ξ |)]

ĥ (ξ)dξ (2.1.7)

où ĥ désigne la transformation de Fourier de h.
L’identité de Parseval pour la transformée de Fourier donne

‖u (., t)‖2 = ‖û (., t)‖2

=

+∞∫
−∞

|û (ξ, t)|2dξ

=

+∞∫
−∞

∣∣∣∣∣ sinh((T − t) |ξ |)sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ)

∣∣∣∣∣2dξ
Considérons alors une perturbation de la forme

ϕ̂δ (ξ) =
sinh((T ) |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
(
ĥ (ξ) + δ

)
et la donnée bruitée ĥδ est donnée par

ĥδ (ξ) =
(
ĥ (ξ) + δ

)
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on remarque que

ϕ̂δ (ξ)− ϕ̂ (ξ) = δ
sinh((T ) |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
→∞,

quand |ξ | → +∞

Ce facteur peut ampli�er l’erreur de manière arbitraire. Une petite erreur sur les données ĥ
peut mener à une grande erreur sur la fonction inconnue ϕ̂. Alors le problème inverse est
mal-posé.

Théorème 2.1.1. Soit h ∈ L2 (R) . Supposons que u ∈ C2
(
[0,T ] , L2 (R)

)
∩C

(
[0,T ] , H2 (R)

)
est une solution de l’équation (2.1.8), où û est donnée par :

û (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ) (2.1.8)

Alors utt (x, t) et uxx (x, t) ∈ C
(
[0,T ] , L2 (R)

)
et u est une solution de l’équation de Laplace

(2.1.2).
Preuve.
Posons t = T et t = τ dans l’expréssion

û (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ)

on obtient û (ξ,T ) =
sinh((T − T ) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ) = 0 d’où on déduit u (x,T ) = 0

et û (ξ,τ) =
sinh((T − τ) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ) = ĥ (ξ) d’où u (x,τ) = h (x) dans L2 (R) .

En multipliant l’équation ci-dessus par (ξ2), on a

ξ2û (ξ, t) = ξ2
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ)

En dérivant l’équation deux fois, nous obtenons

û (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ) ,

ût (ξ, t) = −|ξ |
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ) ,

ûtt (ξ, t) = ξ
2 sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ) ,

et
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2.1 Formulation du problème

ûtt (ξ, t)− ξ2û (ξ, t) = ξ2
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ)− ξ2 sinh
((T − t) |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ) = 0 (2.1.9)

Comme u ∈ C2
(
[0,T ] , L2 (R)

)
∩C

(
[0,T ] , H2 (R)

)
nous avons

−ξ2û (ξ, t) = ûtt (ξ, t)

D’où, à partir de (2.1.9), on a

utt (x, t) +uxx (x, t) = 0.

Théorème 2.1.2. Le problème (2.1.2) admet une solution unique u ∈ C2
(
[0,T ] , L2 (R)

)
∩

C
(
[0,T ] , H2 (R)

)
, si et seulement si

∫
R

∣∣∣exp(τ |ξ |) ĥ (ξ)∣∣∣2dξ <∞ (2.1.10)

Preuve. Supposons que le problème (2.1.2) admet une solution exacteu ∈ C2
(
[0,T ] , L2 (R)

)
∩

C
(
[0,T ] , H2 (R)

)
alors u peut être représentée dans le domaine fréquentiel

u (x, t) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − t) |ξ |)
sinh(T |ξ |)

ϕ̂ (ξ)dξ (2.1.11)

=
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ĥ (ξ)dξ (2.1.12)

Ce qui implique que

û (ξ,0) =
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ) (2.1.13)

d’où

‖û (.,0)‖2 =
∫
R

∣∣∣∣∣ sinh(T |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

∣∣∣∣∣2 ∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ <∞ (2.1.14)

et comme
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≥ exp(τ |ξ |) ,
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il résulte donc ∫
R

∣∣∣∣∣ sinh(T |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

∣∣∣∣∣2 ∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ ≥ ∫
R

exp(2τ |ξ |)
∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ,

d’où
∫
R

exp(2τ |ξ |)
∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ <∞.

Si
∫
R

exp(2τ |ξ |)
∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ <∞, on dé�nit v (t) par

v (x) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ)dξ.

Considérons le problème
utt (x, t) +uxx (x, t) = 0 x ∈R, 0 < t < T
u (x,T ) = 0 x ∈R
u (x,0) = v (x) x ∈R

(2.1.15)

Il est clair de voir que (2.1.15) est un problème direct donc il a une solution unique u,donnée
par

u (x, t) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − t) |ξ |)
sinh(T |ξ |)

v̂ (ξ)dξ. (2.1.16)

Posant t = τ dans (2.1.16), On obtient :

u (x,τ) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − τ) |ξ |)

sinh(T |ξ |)
v̂ (ξ)dξ

=
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξxv̂ (ξ) ĥ (ξ)dξ

= h (x)

Par conséquent, u est la solution unique du problème (2.1.2).

2.2 Méthode de régularisation
Dans cette section, on propose une stratégie de régularisation basée sur la méthode des condi-
tion aux limites auxiliaires.

24 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba



C
ha

pi
tr
e
2

2.2 Méthode de régularisation

Méthode des conditions aux limites auxiliaires

On approche le problème mal posé (2.1.2), par le problème perturbé suivant pour avoir une
approximation de la solution du problème (2.1.2).

∂2t uα (x, t) +∂
2
xuα (x, t) = 0 x ∈R, 0 < t < T

αuα (x,0) +uα (x,τ) = h, x ∈R
uα (x,T ) = 0, x ∈R

(Pα)


∂2t ûα (ξ, t)− ξ2ûα (ξ, t) = 0 ξ ∈R, 0 < t < T
αûα (ξ,0) + ûα (ξ,τ) = ĥ, ξ ∈R
ûα (ξ,T ) = 0, ξ ∈R

(P̂α)

où

ûα (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ) (2.2.1)

D’où la solution du problème (Pα) :

uα (x, t) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ)dξ (2.2.2)

Théorème 2.2.1. Pour tout h ∈ L2 (R), la fonction

uα (x, t) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ)dξ

est l’unique solution du problème (Pα).
Preuve. On considère le problème classique de Cauchy


∂2t uα (x, t) +∂

2
xuα (x, t) = 0 x ∈R, 0 < t < T

uα (x,0) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T ) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ)dξ x ∈R

uα (x,T ) = 0, x ∈R
(2.2.3)

(2.2.3) est un problème direct donc il a une solution unique

uα (x, t) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sinh((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ)dξ

et on a
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αuα (x,0) +uα (x,τ) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
[
α sinh((T ) |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)
[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]

]
ĥ (ξ)dξ

d’où

αuα (x,0) +uα (x,τ) = h (x)

Par conséquent, uα est l’unique solution du problème (Pα) .
Montrons maintenant que la solution du problème (Pα) dépend continûment de h.

Théorème 2.2.2. Soient uα1et uα2 deux solutions du problème (Pα) correspondantes aux données

hδ1 et h
δ
2 respectivement, véri�ant

∥∥∥hδ1 − hδ2∥∥∥ ≤ δ, alors pour 0 < α < 1 et N =
1

2(T − τ)
ln

(
1+

1

α
T−τ
T

)
nous avons : ∥∥∥uα1 (., t)−uα2 (., t)∥∥∥ ≤ C1

[1
α

](1− tT + τ
2T ) ∥∥∥hδ1 − hδ2∥∥∥ (2.2.4)

où

C1 = 4
[
2

τ
(T−τ) +1

] 1
2
.

Preuve. Pour tout h ∈ L2 (R) nous avons

ûα1 (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥδ1 (ξ)

ûα2 (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥδ2 (ξ) .

Par conséquent, en utilisant l’égalité de Parseval, nous obtenons∥∥∥uα1 (., t)−uα2 (., t)∥∥∥2 = ∥∥∥ûα1 (., t)− ûα2 (., t)∥∥∥2
On calcule ∥∥∥ûα1 (., t)− ûα2 (., t)∥∥∥2 = ∫

R

∣∣∣∣Fα (ξ)(ĥδ1 (ξ)− ĥδ2 (ξ))∣∣∣∣2dξ (2.2.5)

où

Fα (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
(2.2.6)

Soit N =
1

2(T − τ)
ln

(
1+

1

α
T−τ
T

)
alors
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∥∥∥ûα1 (., t)− ûα2 (., t)∥∥∥2 = I1 + I2 (2.2.7)

où

I1 =
∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣Fα (ξ, t)(ĥδ1 (ξ)− ĥδ2 (ξ))∣∣∣∣2dξ (2.2.8)

et
I2 =

∫
|ξ |≥N

∣∣∣∣Fα (ξ, t)(ĥδ1 (ξ)− ĥδ2 (ξ))∣∣∣∣2dξ. (2.2.9)

On a

Fα (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
[
α sinh(T |ξ |)

sinh((T−τ)|ξ |) +1
]

=
sinh((T − t) |ξ |)

[
α sinh(T |ξ |)

sinh((T−τ)|ξ |) +1
]− tT

sinh((T − τ) |ξ |)
[
α sinh(T |ξ |)

sinh((T−τ)|ξ |) +1
]1− tT

≤ sinh((T − t) |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
[
α sinh(T |ξ |)

sinh((T−τ)|ξ |) +1
]1− tT (2.2.10)

comme
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≥ eτ |ξ | alors[
α

sinh(T |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

+ 1
]1− tT

≥
[
αeτ |ξ | +1

]1− tT (2.2.11)

comme
sinh((T − t) |ξ |)
sinh(T |ξ |)

≤ 1 et
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

=
sinh((T − t) |ξ |)
sinh(T |ξ |)

sinh(T |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

≤ sinh(T |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

ce implique alors

Fα (ξ, t) ≤
sinh((T − t) |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
[
αeτ |ξ | +1

]1− tT (2.2.12)

≤ sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
[
αeτ |ξ | +1

]1− tT = F̃α (ξ, t) (2.2.13)

Si |ξ | ≤N

la fonction
sinh(T ξ)

sinh((T − τ)ξ)
est croissante, alors

sinh(T |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

≤ sinh(TN )
sinh((T − τ)N )

= KN
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d’où

F̃α (ξ, t) ≤
KN[

αeτ |ξ | +1
]1− tT (2.2.14)

donc

∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣F̃α (ξ, t)(ĥδ1 (ξ)− ĥδ2 (ξ))∣∣∣∣2dξ ≤
∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
KN[

αeτ |ξ | +1
]1− tT (

ĥδ1 (ξ)− ĥ
δ
2 (ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

dξ

≤
[
(KN )

2α−(1−
t
T )

]2 ∫
|ξ |≤N

∣∣∣ĥδ1 (ξ)− ĥδ2 (ξ)∣∣∣2dξ
≤

KN [1
α

](1− tT )2 ∥∥∥ĥδ1 − ĥδ2∥∥∥2
alors

I1 =
∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣Fα (ξ, t)(ĥδ1 (ξ)− ĥδ2 (ξ))∣∣∣∣2dξ (2.2.15)

≤
KN [1

α

](1− tT )2 ∥∥∥ĥδ1 − ĥδ2∥∥∥2 . (2.2.16)

D’autre part nous avons
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤
eτ |ξ |

[
1− e−2T |ξ |

]
1− e−2(T−τ)|ξ |

≤ eτ |ξ |

1− e−2(T−τ)|ξ |
.

Si ξ ≥N alors
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤ eτ |ξ |

1− e−2(T−τ)N
, d’où

F̃α (ξ, t) ≤
eτ |ξ |[

1− e−2(T−τ)N
] 1[
αeτ |ξ | +1

]1− tT
≤ 1[

1− e−2(T−τ)N
] 1

[α]1−
t
T

= BN
1

[α]1−
t
T

où BN =
1[

1− e−2(T−τ)N
]
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Ce qui implique que :

I2 =
∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣Fα (ξ, t)(ĥδ1 (ξ)− ĥδ2 (ξ))∣∣∣∣2dξ (2.2.17)

≤
BN 1

[α]1−
t
T

2 ∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣(ĥδ1 (ξ)− ĥδ2 (ξ))∣∣∣∣2dξ (2.2.18)

≤
BN 1

[α]1−
t
T

2 ∥∥∥ĥδ1 − ĥδ2∥∥∥2 (2.2.19)

En combinant (2.2.7) , (2.2.15) et (2.2.17), on obtient

∥∥∥ûα1 (., t)− ûα2 (., t)∥∥∥2 =
[
(KN )

2 + (BN )
2
] [1
α

]2(1− tT ) ∥∥∥ĥδ1 − ĥδ2∥∥∥2
pour N =

1
2(T − τ)

ln
(
1+

1

α
T−τ
T

)
.

On a

eτN =
[
1+

1

α
T−τ
T

] τ
2(T−τ)

=
[1
α

] τ
2T

[
α
T−τ
T +1

] τ
2(T−τ)

et e2(T−τ)N =
[
1+

1

α
T−τ
T

]
donc

[
1− e−2(T−τ)N

]
=

1− [1+ 1

α
T−τ
T

]−1 = 1

α
T−τ
T +1

.

D’où

BN =
[
1− e−2(T−τ)N

]−1
= α

T−τ
T +1 (2.2.20)

KN ≤
eτN[

1− e−2(T−τ)N
] = [

α
T−τ
T +1

]1+ τ
2(T−τ)

[ 1
α

] τ
2T

(2.2.21)

En utilisant les estimations (2.2.20) et (2.2.21), on obtient

(KN )
2 + (BN )

2 ≤
([
α
T−τ
T +1

]1+ τ
2(T−τ)

[ 1
α

] τ
2T

)2
+
(
α
T−τ
T +1

)2
=

(
α
T−τ
T +1

)2 [[
α
T−τ
T +1

] τ
(T−τ)

+ [α]
τ
T

][1
α

] τ
T

si 0 < α < 1 alors

(KN )
2 + (BN )

2 ≤ 4
[
2

τ
(T−τ) +1

][ 1
α

] τ
T

(2.2.22)
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De (2.2.22), on déduit que

∥∥∥ûα1 (., t)− ûα2 (., t)∥∥∥2 =
[
(KN )

2 + (BN )
2
] [1
α

]2(1− tT ) ∥∥∥ĥδ1 − ĥδ2∥∥∥2
≤ 4

[
2

τ
(T−τ) +1

][ 1
α

]2(1− tT + τ
2T ) ∥∥∥ĥδ1 − ĥδ2∥∥∥2

≤
C1

[1
α

](1− tT + τ
2T )

2 ∥∥∥ĥδ1 − ĥδ2∥∥∥2
où C1 = 4

[
2

τ
(T−τ) +1

]
.

Le problème (Pα) est bien posé, et sa solution est donnée par :

uα (x, t) =
1
√
2π

+∞∫
−∞

eiξx
sh ((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ)dξ

Théorème 2.2.3. Pour tout h ∈ L2 (R), nous avons

‖uα (., τ)− h‖ → 0, quand α→ 0 (2.2.23)

Preuve.

û (ξ,τ) = ĥ (ξ) (2.2.24)

ûα (ξ,τ) =
[sinh((T − τ) |ξ |)]

α [sinh(T |ξ |)] + [sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ) (2.2.25)

‖u (., τ)−uα (., τ)‖2 ≤ ‖û (., τ)− ûα (., τ)‖2

On calcule

‖û (., τ)− ûα (., τ)‖2 =
∫
R

[
1− sinh((T − τ) |ξ |)

α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)

]2 ∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
=

∫
R

[Gα (ξ)]
2
∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ

où
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Gα (ξ) =
α sinh(T |ξ |)

α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)

=
α sinh(T ξ)

sinh((T − τ)ξ)
[
α sinh(T ξ)

sinh((T−τ)ξ) +1
]

h ∈ L2 (R) implique que
∫
R

|h (x)|2dx <∞, d’où
∫
R

∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ <∞.
Fixons ε > 0 et choisissons M (ε) tel que

+∞∫
|ξ |≥M(ε)

∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ ≤ ε2
2

(2.2.26)

‖û (., τ)− ûα (., τ)‖2 = I3 + I4
où

I3 =
∫

|ξ |≤M(ε)

[Gα (ξ)]
2
∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ

I4 =
∫

|ξ |≥M(ε)

[Gα (ξ)]
2
∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ

comme
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≥ eτ |ξ |, alors

Gα (ξ) ≤
α sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
[
αeτ |ξ | +1

]
et

Gα (ξ) ≤
α sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤ sup
|ξ |≤M(ε)

G̃α (ξ) (2.2.27)

G̃α est croissante ce qui implique G̃∞α = sup
|ξ |≤M(ε)

G̃α (ξ) = G̃α (M (ε))

D’où
sup
|ξ |≤M(ε)

G̃α (ξ) =
α sinh(TM (ε))

sinh((T − τ)M (ε))

si |ξ | ≤M (ε) ,on a
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I3 =
∫

|ξ |≤M(ε)

∣∣∣Gα (ξ) ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
≤

∫
|ξ |≤M(ε)

∣∣∣∣∣ α sinh(TM (ε))
sinh((T − τ)M (ε))

ĥ (ξ)
∣∣∣∣∣2dξ

On remarque que

Gα (ξ) =
α sinh(T ξ)

sinh((T − τ)ξ)
[
α sinh(T ξ)

sinh((T−τ)ξ) +1
] ≤ 1

d’où

I4 =
∫

|ξ |≥M(ε)

∣∣∣Gα (ξ) ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
≤

∫
|ξ |≥M(ε)

∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
≤ ε

2

‖û (., τ)− ûα (., τ)‖2 ≤
∫

|ξ |≤M(ε)

∣∣∣∣∣ α sinh(TM (ε))
sinh((T − τ)M (ε))

∣∣∣∣∣2 ∥∥∥ĥ∥∥∥2dξ + ∫
|ξ |≥M(ε)

∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
en choisissant α tel que :[

α sinh(TM (ε))
sinh((T − τ)M (ε))

∥∥∥ĥ∥∥∥]2 ≤ ε
2

on obtient

α2 ≤ ε
2

1∥∥∥ĥ∥∥∥2
[
sinh((T − τ)M (ε))

sinh(TM (ε))

]2
D’où

‖û (., τ)− ûα (., τ)‖2 ≤
ε
2
+
ε
2

(2.2.28)

≤ ε (2.2.29)

alors
‖û (., τ)− ûα (., τ)‖ → 0, quand α→ 0
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Ce qui prouve que

uα (x,τ)→ h (x) , quand α→ 0.

Théorème 2.2.4. Supposons que u est la solution du problème (2.1.2) et uα est la solution du
problème (Pα), Si ‖u (.,0)‖ <∞, nous avons :

‖uα (.,0)−u (.,0)‖ → 0, α→ 0

⇒ sup
0≤t≤T

‖uα (., t)−u (., t)‖ ≤ ‖uα (.,0)−u (.,0)‖ → 0, α→ 0

Preuve. On a

û (ξ,0) =
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ)

ûα (ξ,0) =
[sinh(T |ξ |)]

α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ)

On calcule

‖û (.,0)− ûα (.,0)‖2 =
∫
R

[
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ)− [sinh(T |ξ |)]

α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ)

]2
dξ

=
∫
R

∣∣∣∣∣∣∣∣ α [sinh(T |ξ |)]2[
α sinh(T |ξ |)

sinh((T−τ)|ξ |) +1
]
[sinh((T − τ) |ξ |)]2

ĥ (ξ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

dξ

=
∫
R

∣∣∣∣∣Gα (ξ) [sinh(T |ξ |)]
[sinh((T − τ) |ξ |)]

ĥ (ξ)
∣∣∣∣∣2dξ

où

Gα (ξ) =
α [sinh(T |ξ |)][

α sinh(T |ξ |)
sinh((T−τ)|ξ |) +1

]
[sinh((T − τ) |ξ |)]

donc

‖û (.,0)− ûα (.,0)‖2 = I5 + I6

où
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I5 =
∫

|ξ |≤M(ε)

∣∣∣∣∣Gα (ξ) [sinh(T |ξ |)]
[sinh((T − τ) |ξ |)]

ĥ (ξ)
∣∣∣∣∣2dξ

I6 =
∫

|ξ |≥M(ε)

∣∣∣∣∣Gα (ξ) [sinh(T |ξ |)]
[sinh((T − τ) |ξ |)]

ĥ (ξ)
∣∣∣∣∣2dξ

On suppose maintenant que le problème (2.1.2) est résoluble, et soit u(x, t) sa solution. D’après
le théorème (2.1.1) on a

u (x,0) =
1
√
2π

∫
R

eiξx
sinh((T ) |ξ |)

[sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ)dξ ∈ L2 (R)

d’où

‖u (x,0)‖2 <∞.D’après l’égalité de Parseval ‖u (.,0)‖2 = ‖û (.,0)‖2 =
∫
R

[
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ)

]2
dξ

et comme
∫
R

[
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
ĥ (ξ)

]2
dξ ≥

∫
R

∣∣∣exp(τ |ξ |) ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
alors ∫

R

∣∣∣exp(τ |ξ |) ĥ (ξ)∣∣∣2dξ <∞. (2.2.30)

Fixons ε > 0 et choisissons M (ε) tel que[
BM(ε)

]2 ∫
|ξ |≥M(ε)

∣∣∣exp(τ |ξ |) ĥ (ξ)∣∣∣2dξ < ε
2

où BM(ε) =
1

1− e−2(T−τ)M(ε)
.

On a

Gα (ξ) ≤
α sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤ sup
|ξ |≤M(ε)

G̃α (ξ) (2.2.31)

si |ξ | ≤M (ε) ,on a

Gα (ξ) ≤ sup
|ξ |≤M(ε)

G̃α (ξ) ≤
α sinh(TM (ε))

sinh((T − τ)M (ε))
(2.2.32)

De (2.2.32), on déduit que
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I5 =
∫

|ξ |≤M(ε)

∣∣∣∣∣∣α
[

sinh(TM (ε))
sinh((T − τ)M (ε))

]2∣∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ

≤
α [

sinh(TM (ε))
sinh((T − τ)M (ε))

]22 ∫
|ξ |≤M(ε)

∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
≤ [α]2

[
sinh(TM (ε))

sinh((T − τ)M (ε))

]4 ∥∥∥ĥ∥∥∥2
en choisissant α tel que :

α2
[

sinh(TM (ε))
sinh((T − τ)M (ε))

]4 ∥∥∥ĥ∥∥∥2 ≤ ε
2

d’où

α2 ≤ ε
2

1∥∥∥ĥ∥∥∥2
[
sinh((T − τ)M (ε))

sinh(TM (ε))

]4
on remarque que

Gα (ξ) ≤ 1 et
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤ eτ |ξ |

1− e−2(T−τ)|ξ |

si |ξ | ≥M (ε) alors
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤ eτ |ξ |

1− e−2(T−τ)M(ε)
= BM(ε)e

τ |ξ |

d’où

I6 =
∫

|ξ |≥M(ε)

G2
α (ξ)

(
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)

)2 ∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
≤

∫
|ξ |≥M(ε)

∣∣∣BM(ε)e
τ |ξ |ĥ (ξ)

∣∣∣2dξ
=

[
BM(ε)

]2 ∫
|ξ |≥M(ε)

e2τ |ξ |
∣∣∣ĥ (ξ)∣∣∣2dξ

≤ ε
2

donc
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‖û (.,0)− ûα (.,0)‖2 ≤ 2[α]2
[

sinh(TM (ε))
sinh((T − τ)M (ε))

]4 ∥∥∥ĥ∥∥∥2 +2
[
BM(ε)

]2 ∫
|ξ |≥M(ε)

∣∣∣eτ |ξ |ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
≤ ε

2
+
ε
2
= ε

‖û (.,0)− ûα (.,0)‖2 ≤ ε (2.2.33)

implique

‖u (.,0)−uα (.,0)‖2 ≤ ε (2.2.34)

alors

uα (x,0)→ u (x,0) quand α→ 0.

On montre que

sup
0≤t≤T

‖uα (., t)−u (., t)‖ ≤ ‖uα (.,0)−u (.,0)‖ → 0, α→ 0

On a
û (ξ, t) =

sinh((T − t) |ξ |)
sinh(T |ξ |)

ϕ̂ (ξ)

ûα (ξ, t) =
sinh((T − t) |ξ |)

[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]
ĥ (ξ) .

On calcule

‖u (., t)−uα (., t)‖2 = ‖û (., t)− ûα (., t)‖2

=
∫
R

∣∣∣∣∣∣
[
sinh((T − t) |ξ |)
sinh((T − τ) |ξ |)

− sinh((T − t) |ξ |)
[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)]

]
ĥ (ξ)

∣∣∣∣∣∣2dξ
=

∫
R

∣∣∣∣∣∣
[

[α sinh(T |ξ |)] [sinh((T − t) |ξ |)]
[α sinh(T |ξ |) + sinh((T − τ) |ξ |)] sinh((T − τ) |ξ |)

]
ĥ (ξ)

∣∣∣∣∣∣2dξ
≤

∫
R

∣∣∣∣∣∣∣∣
 α [sinh(T |ξ |)]2[
α sinh(T |ξ |)

sinh((T−τ)|ξ |) +1
]
[sinh((T − τ) |ξ |)]2

 ĥ (ξ)
∣∣∣∣∣∣∣∣
2

dξ

≤
∫
R

∣∣∣[û (ξ,0)− ûα (ξ,0)] ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
= ‖û (.,0)− ûα (.,0)‖2
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D’où

sup
0≤t≤T

‖û (., t)− ûα (., t)‖2 ≤ ‖û (.,0)− ûα (.,0)‖2

alors

sup
0≤t≤T

‖u (., t)−uα (., t)‖2 ≤ ‖u (.,0)−uα (.,0)‖2

Théorème 2.2.5. Soit u et uα les solutions des problèmes (2.1.2) et (Pα) avec la même donnée
exacte h. Supposons que

∫
R

∣∣∣eT |ξ |ĥ (ξ)∣∣∣2dξ ≤ E2 (2.2.35)

où E un nombre positif tel que alors nous avons l’estimation de la convergence suivante :

sup
0≤t≤T

‖u (., t)−uα (., t)‖ ≤
[
C4α

(T−τ)
T

]
E (2.2.36)

où

C4 = [2]
(2T−τ)
(T−τ)

1+ [T − τ
τ

] 2(T−τ)
T


1
2

Preuve. On a

‖û (.,0)− ûα (.,0)‖2 =
∫
R

∣∣∣∣∣∣∣∣
 [α sinh(T |ξ |)] [sinh((T − t) |ξ |)][
α sinh(T |ξ |)

sinh((T−τ)|ξ |) +1
]
[sinh((T − τ) |ξ |)]2

 ĥ (ξ)
∣∣∣∣∣∣∣∣
2

dξ

=
∫
R

∣∣∣[Qα (ξ)] ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
=

∫
|ξ |≤N

∣∣∣[Qα (ξ)] ĥ (ξ)∣∣∣2dξ + ∫
|ξ |≥N

∣∣∣[Qα (ξ)] ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
= I7 + I8

où

Qα (ξ) =
α [sinh(T |ξ |)]2[

α sinh(T |ξ |)
sinh((T−τ)|ξ |) +1

]
[sinh((T − τ) |ξ |)]2

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 37



C
ha

pi
tr
e
2
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I7 =
∫
|ξ |≤N

∣∣∣[Qα (ξ)] ĥ (ξ)∣∣∣2dξ (2.2.37)

et

I8 =
∫
|ξ |≥N

∣∣∣[Qα (ξ)] ĥ (ξ)∣∣∣2dξ (2.2.38)

comme
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≥ eτ |ξ |, alors

α [sinh(T |ξ |)]2[
α sinh(T |ξ |)

sinh((T−τ)|ξ |) +1
]
[sinh((T − τ) |ξ |)]2

≤ α [sinh(T |ξ |)]2[
αeτ |ξ | +1

]
[sinh((T − τ) |ξ |)]2

= Q̃α (ξ)

Si |ξ | ≤N alors
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤ sinh(TN )
sinh((T − τ)N )

= KN

donc

Q̃α (ξ) =
∫
|ξ |≤N

∣∣∣[Qα (ξ)] ĥ (ξ)∣∣∣2dξ (2.2.39)

≤
[

sinh(TN )
sinh((T − τ)N )

]2
α[

αeτ |ξ | +1
] (2.2.40)

≤ [KN ]
2 α[
αeτ |ξ | +1

]
≤ [KN ]

2α (2.2.41)

où KN =
sinh(TN )

sinh((T − τ)N )
De (2.2.37), (2.2.39) et (2.2.41), on déduit que

I7 ≤
∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣[[KN ]2α] ĥ (ξ)∣∣∣∣2dξ
≤

[
[KN ]

2α
]2 ∫
|ξ |≤N

∣∣∣e−T |ξ |eT |ξ |ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
≤

[
[KN ]

2α
]2 ∫
|ξ |≤N

∣∣∣eT |ξ |ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
≤

[
[KN ]

2α
]2
E2
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On a
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤ eτ |ξ |

1− e−2(T−τ)|ξ |
.

Si |ξ | ≥N alors
sinh(T |ξ |)

sinh((T − τ) |ξ |)
≤ eτ |ξ |

1− e−2(T−τ)N
= BN e

τ |ξ |

donc

I8 ≤
∫
|ξ |≥N

∣∣∣∣[Q̃α (ξ)] ĥ (ξ)∣∣∣∣2dξ
≤

∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣∣∣∣
[BN ]2 αe2τ |ξ |[

αeτ |ξ | +1
] ĥ (ξ)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dξ

≤
∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣∣∣∣
[BN ]2 αeτ |ξ |[

α + e−τ |ξ |
] ĥ (ξ)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dξ

≤
[
[BN ]

2α
]2 ∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣∣∣
[
e−(T−τ)|ξ |eT |ξ |

α + e−τ |ξ |

]
ĥ (ξ)

∣∣∣∣∣∣
2

dξ

≤
[
[BN ]

2α
]2 ∫
|ξ |≤N

∣∣∣∣∣∣
[
e−(T−τ)|ξ |eT |ξ |

α + e−T |ξ |

]
ĥ (ξ)

∣∣∣∣∣∣
2

dξ

≤

[BN ]2αsup
ξ≥0

e−(T−τ)|ξ |[
α + e−T |ξ |

]
2 ∫
|ξ |≤N

∣∣∣eT |ξ |ĥ (ξ)∣∣∣2dξ
Posant

g (ξ) =
e−(T−τ)|ξ |[
α + e−T |ξ |

]
Une dérivation simple par rapport à ξ donne

dg (ξ)
dξ

=
− (T − τ)e−(T−τ)|ξ |

[
α + e−T |ξ |

]
+ T e−T |ξ |e−(T−τ)|ξ |[

α + e−T |ξ |
]2 .

Donc
dg (ξ)
dξ

= 0 implique − (T − τ)e−(T−τ)|ξ |
[
α + e−T |ξ |

]
+ T e−T |ξ |e−(T−τ)|ξ | = 0,

d’où |ξ | =
1
T
ln

(
τ

α (T − τ)

)
= ξ∗. Puisque

dg (ξ)
dξ

> 0 si |ξ | < ξ∗ et
dg (ξ)
dξ

< 0 si |ξ | > ξ∗ et

lim
ξ→+∞

g (ξ) = 0, alors ξ∗ est un point critique qui réalise le maximum de g (ξ) .

Ainsi, on a l’inégalité

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 39



C
ha

pi
tr
e
2
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g (ξ) ≤ sup
|ξ |≥N

g (ξ) =

[
α(T−τ)
τ

] T−τ
T[

α + α(T−τ)
τ

] = τ
T

[T − τ
τ

] T−τ
T

α−1+
T−τ
T

d’où

I8 ≤
 τT [T − τ

τ

] T−τ
T

[BN ]
2α

T−τ
T

2 ∫
|ξ |≥N

∣∣∣eT ξ ĥ (ξ)∣∣∣2dξ ≤  τT [T − τ
τ

] T−τ
T

[BN ]
2α

T−τ
T

2E2

donc

‖û (., t)− ûα (., t)‖2 ≤ I7 + I8

≤

[KN ]4α2 +
( τ
T

)2 [T − τ
τ

] 2(T−τ)
T

[BN ]
4α

2(T−τ)
T

E2.

On a

N =
1

2(T − τ)
ln

(
1+

1

α
T−τ
T

)
d’où

eτN =
[
1+

1

α
T−τ
T

] τ
2(T−τ)

= [α]−
τ
2T

[
α
T−τ
T +1

] τ
2(T−τ)

e2(T−τ)N =
[
1+

1

α
T−τ
T

] 2(T−τ)
2(T−τ)

=
[
1+

1

α
T−τ
T

]
1− e−2(T−τ)N =

1− [1+ 1

α
T−τ
T

]−1 = 1

α
T−τ
T +1

d’où

1
1− e−2(T−τ)N

= α
T−τ
T +1

ce qui nous donne

BN = α
T−τ
T +1.

Comme
eτN

1− e−2(T−τ)N
= [α]−

τ
2T

[
α
T−τ
T +1

] τ
2(T−τ)

[
α
T−τ
T +1

]
= α−

τ
2T

[
α
T−τ
T +1

]1+ τ
2(T−τ)

alors

KN ≤
eτN

1− e−2(T−τ)N
= α−

τ
2T

[
α
T−τ
T +1

]1+ τ
2(T−τ)
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et

BN ≤
1

1− e−2(T−τ)N
=

[
α
T−τ
T +1

]
Si 0 < α < 1

KN ≤ α−
τ
2T

[
α
T−τ
T +1

]1+ τ
2(T−τ) ≤ [2]1+

τ
2(T−τ) α−

τ
2T

BN ≤
[
α
T−τ
T +1

]
≤ 2

alors

‖û (., t)− ûα (., t)‖2 ≤

[KN ]4α2 +
( τ
T

)2 [T − τ
τ

] 2(T−τ)
T

[BN ]
4α

2(T−τ)
T

E2

≤

[2]4+ 2τ
(T−τ) α2− 2τ

T +
( τ
T

)2 [T − τ
τ

] 2(T−τ)
T

[2]4α
2(T−τ)
T

E2

≤ [2]4+
2τ

(T−τ)

1+ [2]
−2τ
(T−τ)

[T − τ
τ

] 2(T−τ)
T

α 2(T−τ)
T E2

≤ [2]4+
2τ

(T−τ)

1+ [T − τ
τ

] 2(T−τ)
T

α 2(T−τ)
T E2

≤
[
C4α

(T−τ)
T

]2
E2

avec

C4 = [2]
(2T−τ)
(T−τ)

1+ [T − τ
τ

] 2(T−τ)
T


1
2

.
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3 Méthode des conditions aux limites
auxiliaires modifiée pour une classe
de problèmes elliptiques mal-posés

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude d’un problème de Cauchy pour l’équation de Laplace
sur un domaine borné. Pour régulariser notre problème mal posé, on propose une variante
modi�ée de la méthode des conditions aux limites auxiliaires.

3.1 Problème de Cauchy pour l’équation de Laplace

3.1.1 Introduction :
Dans cette partie, on considère le problème de Cauchy mal-posé suivant :

wxx +wyy = 0, 0 < x < π, 0 < y < T
w (x,0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ π
wy (x,0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ π
w (0, y) = w (π,y) = 0, 0 < y < T

(3.1.1)

Il existe une constante E > 0 telle que la solution exacte w vérifait
∥∥∥∥∥∂pw∂yp (.,T )

∥∥∥∥∥ ≤ E.
La solution du problème (3.1.1) obtenue par la résolution des deux problèmes de Cauchy pour
l’équation de Laplace ci-dessous :

uxx +uyy = 0, 0 < x < π, 0 < y < T
u (x,0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ π
uy (x,0) = 0, 0 ≤ x ≤ π
u (0, y) = u (π,y) = 0, 0 < y < T

(3.1.2)

et 
vxx + vyy = 0, 0 < x < π, 0 < y < T
v (x,0) = 0, 0 ≤ x ≤ π
vy (x,0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ π
v (0, y) = v (π,y) = 0, 0 < y < T

(3.1.3)

Alors w = u + v est la solution du problème (3.1.1). Ces problèmes apparaissent dans plu-
sieurs applications, en geophysique , cardiology etc. Le problème de Cauchy pour l’équation
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de Laplace est mal-posé, i.e. : la solution si elle existe ne dépend pas continûment des données.
Une petite perturbation sur les données peut induire une grande erreur sur les solutions. Plu-
sieurs méthodes de régularisations ont été considérées pour résoudre ce problème, comme la
méthode Q.R, la méthode de Tikhonov, la méthode des di�érences �nies et aures.
En 1983, Vabishchevich [77] a examiné le problème elliptiques de Cauchy suivant

−
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)

∂u
∂xj

)
+ a (x)u = 0, x ∈Ω

u/Γ1 = ψ1
∂u
∂N

/Γ1 = ψ2

(3.1.4)

L’auteur a proposer d’approché le problème (3.1.4), en utilisant la méthode des valeurs limites
non locales pour le problème suivant :

−
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)

∂u
∂xj

)
+ a (x)u = 0, x ∈Ω

u/Γ1 +αu/Γ2 = ψ1, α > 0
∂u
∂N

/Γ1 = ψ2

(3.1.5)

Dans [32], Hao-Duc-Lesnic a utiliser cette méthode de résolution pour le problème de Cauchy
elliptique dans un domaine cylindrique qui suit

utt = Au, t ∈ (0,T )∥∥∥u (0)−φ∥∥∥ ≤ ε
ut (0) = 0

(3.1.6)

qu’il approche par : 
utt = Au, t ∈ (0,T )
u (0) +αu (aT ) = φ

ut (0) = 0
(3.1.7)

Dans ce travail nous présentons la méthode des conditions aux limites auxiliares modi�ée.
Pour construire une approximation stable de la solution du problème (3.1.2) et (3.1.3). Nous
remplaçons les conditions initiales u (x,0) = ϕ (x) dans (3.1.2) vy (x,0) = ψ (x) dans (3.1.3)
par :

u (x,0) +α
∂pu (x,T )
∂yp

= ϕ (x) (3.1.8)

vy (x,0) +α
∂pv (x,T )
∂yp

= ψ (x) (3.1.9)

respectivement, où α > 0 est un paramètre de régularisation et p ≥ 1 est un entier.
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elliptiques mal-posés

3.1.2 Méthode de régularisation et estimation de la convergence
Considérons le problème (3.1.2) et (3.1.3). Pour le problème (3.1.2), nous utilisons la solution
du problème perturbé suivant pour avoir une approximation de la solution.

(
uδα

)
xx

+
(
uδα

)
yy

= 0, 0 < x < π, 0 < y < T

uδα (x,0) +α
∂puδα (x,T )

∂yp
= ϕδ (x) , 0 ≤ x ≤ π(

uδα
)
y
(x,0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

uδα (0, y) = u
δ
α (π,y) = 0, 0 < y < T

(3.1.10)

où α > 0 est un paramètre de régularisation, p ≥ 1 est un entier, et la donnée mesurée ϕδ ∈
L2 (0,π) , satisfait ∥∥∥ϕδ −ϕ∥∥∥ ≤ δ (3.1.11)

où ‖.‖ est la norme dans L2.
Grace à la méthode de séparation des variables, on trouve aisément la solution du problème

(3.1.2) donnée par :

u (x,y) =
∞∑
n=1

ϕn sin(nx)cosh(ny) , (3.1.12)

où

ϕn =
2
π

π∫
0

ϕ (x) sin(nx)dx

et la solution du problème (3.1.10) est donnée par

uδα (x,y) =



∞∑
n=1

cosh(ny) / sinh(nT )
αnp +1/ sinh(nT )

ϕδn sin(nx) , p est impair

∞∑
n=1

cosh(ny) / cosh(nT )
αnp +1/ cosh(nT )

ϕδn sin(nx) , p est pair

(3.1.13)

où

ϕδn =
2
π

π∫
0

ϕδ (x) sin(nx)dx (3.1.14)

Nous montrons que le problème (3.1.10) est bien posé, i.e. la solution (3.1.13) dépends conti-
nûment des données de Cauchy ϕδ.
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Lemme 3.1.1. PourM,α,x > 0, p > 1 alors nous avons :

sup
1

αxp + exp(−Mx)
≤ (pM)P α−1

[
ln

(
Mp

pα

)]−p
(3.1.15)

Théorème 3.1.1. Soient uδα1et u
δ
α2 deux solutions régularisées du problème (3.1.10) correspon-

dantes aux données ϕδ1 et ϕδ2 respectivement, alors pour α <
T p

p
nous avons :

∥∥∥uδα1 (., y)−uδα2 (., y)∥∥∥ ≤ 2
1− exp(−2T )

(pT )P α−1
[
ln

(
T p

pα

)]−p ∥∥∥ϕδ1 −ϕδ2∥∥∥ (3.1.16)

Preuve. On considère deux cas.
- Cas p pair :
De (3.1.13), nous avons :

uδα1 (x,y) =
+∞∑
n=1

cosh(ny) / cosh(nT )
αnp +1/ cosh(nT )

ϕδ1,n sin(nx)

uδα2 (x,y) =
+∞∑
n=1

cosh(ny) / cosh(nT )
αnp +1/ cosh(nT )

ϕδ2,n sin(nx)

où ϕδi,n =
2
π

π∫
0

ϕδi (x) sin(nx)dx pour i = 1,2.

On calcule
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∥∥∥uδα1 (., y)−uδα2 (., y)∥∥∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
+∞∑
n=1

cosh(ny) / cosh(nT )
αnp +1/ cosh(nT )

(
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)
sin(nx)

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤ π
2

+∞∑
n=1

[
cosh(ny) / cosh(nT )
αnp +1/ cosh(nT )

]2 (
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)2
≤ π

2

+∞∑
n=1

[
cosh(ny)

αnp cosh(nT ) + 1

]2 (
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)2
≤ π

2

+∞∑
n=1

[
[1 + exp(−2ny)]exp(ny)

αnp exp(nT ) (1 + exp(−2nT )) + 1

]2 (
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)2
≤ π

2

+∞∑
n=1

[
2exp(ny)

αnp exp(nT ) + 1

]2 (
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)2
=

π
2

+∞∑
n=1

[
2

αnp + exp(−nT )

]2 (
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)2
≤ π

2
sup
n ≥1

[
2

αnp + exp(−nT )

]2 +∞∑
n=1

(
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)2
= sup

n ≥1

[
2

αnp + exp(−nT )

]2 ∥∥∥ϕδ1 −ϕδ2∥∥∥2

on pose g (n) =
1

αnp + exp(−nT )
d’aprés le lemme(3.1.2) on a

g (n) ≤ (pT )P α−1
[
ln

(
T p

pα

)]−p
(3.1.17)

alors

∥∥∥uδα1 (., y)−uδα2 (., y)∥∥∥ ≤ 2(pT )P α−1
[
ln

(
T p

pα

)]−p ∥∥∥ϕδ1 −ϕδ2∥∥∥ (3.1.18)

- Cas p impair

de (3.1.13), utilisant l’inégalité
cosh(nT )
sinh(nT )

≤ 2
1− exp(−2nT )

≤ 2
1− exp(−2T )

, on trouve
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∥∥∥uδα1 (., y)−uδα2 (., y)∥∥∥2 =
∞∑
n=1

[
cosh(ny) / sinh(nT )
αnp +1/ sinh(nT )

]2 (
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)2
≤ π

2

∞∑
n=1

[
cosh(ny) / sinh(nT )
αnp + exp(−nT )

]2 (
ϕδ1,n −ϕ

δ
2,n

)2
≤ π

2

∞∑
n=1

 2
1−e−2T

αnp + exp(−nT )

2 (ϕδ1,n −ϕδ2,n)2
≤

(
2

1− exp(−2T )

)2 (
(pT )P α−1

[
ln

(
T p

pα

)]−p)2 ∥∥∥ϕδ1 −ϕδ2∥∥∥2
d’où

∥∥∥uδα1 (., y)−uδα2 (., y)∥∥∥2 ≤ (
2

1− exp(−2T )

)2 (
(pT )pα−1

[
ln

(
T p

pα

)]−p)2 ∥∥∥ϕδ1 −ϕδ2∥∥∥2 (3.1.19)

En utilisant (3.1.18) et (3.1.19) déduit (3.1.16).
Dans le théorème suivant on montre que la solution régularisée uδα donnée par (3.1.13) est
une approximation stable de la solution exacte u donnée par (3.1.12).

Théorème 3.1.2. Supposons que u est la solution du problème (3.1.2) et uδα est la solution du
problème (3.1.13). Soit la donnée ϕδ, satisfaisant

∥∥∥ϕδ −ϕ∥∥∥ ≤ δ, et la solution exacte u vérifait∥∥∥∥∥∂pu∂yp (.,T )
∥∥∥∥∥ ≤ E avec p ≥ 1, alors pour 0 < y ≤ T et δ <

T p

p
, nous avons l’estimation suivante

de la convergence :

∥∥∥uδα (., y)−u (., y)∥∥∥ ≤ C [
ln

(
T p

pα

)]−p
(3.1.20)

où C =
(

2
1− exp(−2T )

)
(pT )p (1 +E) .

où le paramètre de régularisation α est choisi comme suit :

α = δ (3.1.21)

Preuve. Notons uα la solution du problème (3.1.10) correspondent aux données exactes ϕ.
Il est clair que ∥∥∥uδα −u∥∥∥ ≤ ∥∥∥uδα −uα∥∥∥+ ‖uα −u‖ . (3.1.22)
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on considère deux cas.
- Cas p pair :
A partir du théorème (3.1.2) nous avons

∥∥∥uδα (., y)−uα (., y)∥∥∥2 ≤ [
2(pT )P α−1

[
ln

(
T p

pα

)]−p ]2 ∥∥∥ϕδ −ϕ∥∥∥2 (3.1.23)

De (3.1.11), (3.1.12), (3.1.13), (3.1.17) nous déduisons

∥∥∥uα (., y)−u (., y)∥∥∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
n=1

cosh(ny) / cosh(nT )
αnp +1/ cosh(nT )

− cosh(ny)

ϕn sin(nx)
∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

αnp cosh(ny)
αnp +1/ cosh(nT )

ϕn sin(nx)

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤ π
2

∞∑
n=1

(
αnp cosh(ny)

αnp +1/ cosh(nT )

)2
ϕ2
n

=
π
2

∞∑
n=1

(
αnp cosh(ny)cosh(nT )
αnp cosh(nT ) + 1

)2
ϕ2
n

=
π
2

∞∑
n=1

(
α exp(ny) [1 + exp(−ny)]

αnp cosh(nT ) + 1

)2
n2p cosh2 (nT )ϕ2

n

≤ π
2

∞∑
n=1

(
2α exp(nT )

αnp exp(nT ) (1 + exp(−2nT )) + 1

)2
n2p cosh2 (nT )ϕ2

n

≤ π
2

∞∑
n=1

(
2α exp(nT )

αnp exp(nT ) + 1

)2
n2p cosh2 (nT )ϕ2

n

=
π
2

∞∑
n=1

(
2α exp(nT )

exp(nT ) [αnp + exp(−nT )]

)2
n2p cosh2 (nT )ϕ2

n

=
π
2

∞∑
n=1

(
2α

[αnp + exp(−nT )]

)2
n2p cosh2 (nT )ϕ2

n

≤ π
2
sup

(
2α

[αnp + exp(−nT )]

)2 ∞∑
n=1

n2p cosh2 (nT )ϕ2
n

on a

sup
n ≥1

2α
[αnp + exp(−nT )]

≤ 2(pT )P
[
ln

(
T p

pα

)]−p
donc
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∥∥∥uα (., y)−u (., y)∥∥∥2 ≤ [
2(pT )P

[
ln

(
T p

pα

)]−p]2 ∥∥∥∥∥∂pu∂yp (.,T )
∥∥∥∥∥2

≤
[
2(pT )P

[
ln

(
T p

pα

)]−p]2
E2

d’où

∥∥∥uα (., y)−u (., y)∥∥∥ ≤ 2(pT )P
[
ln

(
T p

pα

)]−p
E

alors

∥∥∥uδα (., y)−u (., y)∥∥∥ ≤ 2(pT )P
[
ln

(
T p

pα

)]−p
(1 +E) (3.1.24)

Revenons au cas où p est impair, à partir du théorème (3.1.2) en utilisant l’inégalité
cosh(nT )
sinh(nT )

≤
2

1− e−2nT
≤ 2
1− e−2T

, on trouve

∥∥∥uδα (., y)−uα (., y)∥∥∥2 ≤ (
2

1− exp(−2T )

)2 [
(pT )pα−1

[
ln

(
T p

pα

)]−p]2 ∥∥∥ϕδ −ϕ∥∥∥2 . (3.1.25)

D’autre part

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 49



C
ha

pi
tr
e
3

3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modi�ée pour une classe de problèmes
elliptiques mal-posés

‖uα −u‖2 =

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
n=1

cosh(ny) / sinh(nT )
αnp +1/ sinh(nT )

− cosh(ny)

ϕn sin(nx)
∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

αnp cosh(ny)
αnp +1/ sinh(nT )

ϕn sin(nx)

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤ π
2

∞∑
n=1

[
αnp cosh(ny)

αnp +1/ sinh(nT )

]2
ϕ2
n

≤ π
2

∞∑
n=1

[
α

αnp + exp(−nT )

]2 [ cosh(ny)
sinh(nT )

]2
n2p sinh2 (nT )ϕ2

n

≤ π
2

∞∑
n=1

[
α

αnp + exp(−nT )

]2 [ 2exp(ny)
exp(nT ) [1− exp(−2nT )]

]2
n2p sinh2 (nT )ϕ2

n

≤ π
2

∞∑
n=1

[
α

αnp + exp(−nT )

]2 [ 2exp(ny)
exp(nT ) [1− exp(−2nT )]

]2
n2p sinh2 (nT )ϕ2

n

≤ π
2

∞∑
n=1

[
α

αnp + exp(−nT )

]2 [ 2exp(ny)
exp(nT ) [1− exp(−2nT )]

]2
n2p sinh2 (nT )ϕ2

n

≤ π
2

∞∑
n=1

[
α

αnp + exp(−nT )

]2 [ 2
[1− exp(−2T )]

]2
n2p sinh2 (nT )ϕ2

n

≤ π
2

[
2

[1− exp(−2T )]

]2
sup
n ≥1

[
α

αnp + exp(−nT )

]2 ∞∑
n=1

n2p sinh2 (nT )ϕ2
n

≤ π
2

[
2

[1− exp(−2T )]

]2
sup
n ≥1

[
α

αnp + exp(−nT )

]2 ∥∥∥∥∥∂pu∂yp (.,T )
∥∥∥∥∥2

d’où

‖uα −u‖2 ≤
(

2
1− exp(−2T )

)2
(pT )2p

[
ln

(
T p

pα

)]−2p ∥∥∥∥∥∂pu∂yp (.,T )
∥∥∥∥∥2 (3.1.26)

En combinant (3.1.25), (3.1.26), nous obtenons

∥∥∥uδα (., y)−u (., y)∥∥∥ ≤ (
2

1− exp(−2T )

)
(pT )p

[
ln

(
T p

pα

)]−p (
1+

∥∥∥∥∥∂pu∂yp (.,T )
∥∥∥∥∥)

≤ C

[
ln

(
T p

pα

)]−p (
1+

∥∥∥∥∥∂pu∂yp (.,T )
∥∥∥∥∥)
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Pour le problème (3.1.3), nous considérons le problème perturbé suivant :

(
vδα

)
xx

+
(
vδα

)
yy

= 0, 0 < x < π, 0 < y < T

vδα (x,0) = 0, 0 ≤ x ≤ π(
vδα

)
y
(x,0) +α

∂pvδα (x,T )
∂yp

= ψδ (x) , 0 ≤ x ≤ π

vδα (0, y) = v
δ
α (π,y) = 0, 0 < y < T

(3.1.27)

où α > 0 est un paramètre de régularisation, p ≥ 1 est un entier, et la donnée mesurée ψδ ∈
L2 (0,π) , satisfait ∥∥∥ψδ −ψ∥∥∥ ≤ δ. (3.1.28)

Grace à la méthode de séparation des variables, un calcul trivial nous donne :

v (x,y) =
∞∑
n=1

ψn
n

sin(nx) sinh(ny) , (3.1.29)

où

ψn =
2
π

π∫
0

ψ (x) sin(nx)dx. (3.1.30)

La solution du problème (3.1.27) est donnée par

vδα (x,y) =



∞∑
n=1

sinh(ny) / cosh(nT )
αnp−1 +1/ cosh(nT )

ψδn
n

sin(nx) , p est impair

∞∑
n=1

sinh(ny) / sinh(nT )
αnp−1 +1/ sinh(nT )

ψδn sin(nx) , p est pair

(3.1.31)

où

ψδn =
2
π

π∫
0

ψδ (x) sin(nx)dx (3.1.32)

Lemme 3.1.2. Pour 0 < m <M, α > 0, x > 0, p > 1, nous avans :

sup
exp(−mx)

αxp + exp(−Mx)
≤ (pM)pα

m
M −1

[
ln

(
Mp

pα

)]p( mM −1)
. (3.1.33)
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Théorème 3.1.3. Supposons que v est la solution du problème (3.1.3) et vδα la solution du pro-
blème (3.1.27). Soit la donnée mesurée ψδ satisfaisant

∥∥∥ψδ −ψ∥∥∥ ≤ δ, et la solution exacte v

vérifait
∥∥∥∥∥∂pv∂yp

(.,T )
∥∥∥∥∥ ≤ E avec p ≥ 1, alors pour 0 < y ≤ T et δ <

T p

p
, nous avons l’estimation

suivante de la convergence :

∥∥∥vδα (., y)− v (., y)∥∥∥ ≤ (pT )p

(1− e−2T )
[α]

T−y
T

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1)
(1 +E) (3.1.34)

où le paramètre de régularisation α est choisi comme :

α = δ. (3.1.35)

Preuve. On considère deux cas :
-Cas p impair. La condition

∥∥∥ψδ −ψ∥∥∥ ≤ δ conduit à

π
2

∞∑
n=1

(
ψδn −ψn

)2
≤ δ2. (3.1.36)

A partir de (3.1.29), (3.1.31), (3.1.36), et n ≥ 1, nous avons

∥∥∥vδα (., y)− vα (., y)∥∥∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

sinh(ny) / cosh(nT )

n
(
αnp−1 +1/ cosh(nT )

) (ψδn −ψn)sin(nx)
∥∥∥∥∥∥∥
2

≤ π
2

∞∑
n=1

 sinh(ny) / cosh(nT )

n
(
αnp−1 +1/ cosh(nT )

)
2 (
ψδn −ψn

)2
=

π
2

∞∑
n=1

 sinh(ny)

n
(
αnp−1 cosh(nT ) + 1

)
2 (
ψδn −ψn

)2
=

π
2

∞∑
n=1

 eny
(
1− e−2ny

)
(αnpenT (1 + e−2nT ) +n)


2 (
ψδn −ψn

)2
≤ π

2

∞∑
n=1

[
eny

αnpenT +1

]2 (
ψδn −ψn

)2
≤ π

2

∞∑
n=1

[
e−n(T−y)

αnp + e−nT

]2 (
ψδn −ψn

)2
≤ π

2
sup
n ≥1

[
e−n(T−y)

αnp + e−nT

]2 ∞∑
n=1

(
ψδn −ψn

)2
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d’aprés le lemme(3.1.2), on a :

e−n(T−y)

αnp + e−nT
≤ (pT )p [α]

T−y
T −1

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1)

pour δ <
T p

p
, nous obtenons

∥∥∥vδα (., y)− vα (., y)∥∥∥ ≤ (pT )p [δ]
T−y
T

[
ln

(
T p

pδ

)]p( T−yT −1)
(3.1.37)

et

∥∥∥vδα (., y)− v (., y)∥∥∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

 sinh(ny) / cosh(nT )(
αnp−1 +1/ cosh(nT )

) − sinh(ny) ψnn sin(nx)

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

αnp−1 sinh(ny)(
αnp−1 +1/ cosh(nT )

)ψn
n

sin(nx)

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤ π
2

∞∑
n=1

αnp−1 sinh(ny)cosh(nT )n
(
1+αnp−1 cosh(nT )

) 
2

ψ2
n

≤ π
2

∞∑
n=1

 αeny

n
(
1+αnp−1enT

)
2

n2(p−1) cosh2 (nT )ψ2
n

≤ π
2

∞∑
n=1

[
αeny

(1 +αnpenT )

]2
n2(p−1) cosh2 (nT )ψ2

n

≤ π
2

∞∑
n=1

[
αe−n(T−y)

(αnp + e−nT )

]2
n2(p−1) cosh2 (nT )ψ2

n

≤ sup
n ≥1

[
αe−n(T−y)

(αnp + e−nT )

]2 ∥∥∥∥∥∂pv∂yp
(.,T )

∥∥∥∥∥2
on a

αe−n(T−y)

(αnp + e−nT )
≤ (pT )p [α]

T−y
T

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1)

alors pour δ <
T p

p

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 53



C
ha

pi
tr
e
3

3 Méthode des conditions aux limites auxiliaires modi�ée pour une classe de problèmes
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∥∥∥vδα (., y)− v (., y)∥∥∥ ≤ (pT )p [δ]
T−y
T

[
ln

(
T p

pδ

)]p( T−yT −1) ∥∥∥∥∥∂pv∂yp
(.,T )

∥∥∥∥∥ (3.1.38)

de (3.1.37), (3.1.38), nous déduisons

∥∥∥vδα (., y)− v (., y)∥∥∥ ≤ (pT )p [δ]
T−y
T

[
ln

(
T p

pδ

)]p( T−yT −1)
(1 +E) (3.1.39)

-Soit p pair
Pour n ≥ 1 et sinh(nT ) ≥ enT

(
1− e−2T

)
, nous avons

∥∥∥vδα (., y)− vα (., y)∥∥∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

sinh(ny) / sinh(nT )

n
(
αnp−1 +1/ sinh(nT )

) (ψδn −ψn)sin(nx)
∥∥∥∥∥∥∥
2

≤
∞∑
n=1

 sinh(ny) / sinh(nT )

n
(
αnp−1 +1/ sinh(nT )

)
2 (
ψδn −ψn

)2
≤ π

2

∞∑
n=1

 sinh(ny)

n
(
1+αnp−1 sinh(nT )

)
2 (
ψδn −ψn

)2
≤ π

2

∞∑
n=1

 eny

n
(
1+α (1− e−2T )np−1enT

)
2 (
ψδn −ψn

)2
≤ π

2

∞∑
n=1

[
e−n(T−y)

e−nT +α (1− e−2T )np

]2 (
ψδn −ψn

)2
≤ sup

n ≥1

[
e−n(T−y)

α (1− e−2T )np + e−nT

]2 ∥∥∥ψδn −ψn∥∥∥2
on a :

e−n(T−y)

α (1− e−2T )np + e−nT
=

e−n(T−y)

(1− e−2T )
[
αnp + 1

(1−e−2T )e
−nT

] ≤ e−n(T−y)

(1− e−2T )
[
αnp + e−nT

]
d’aprés le lemme(3.1.2), on a :

e−n(T−y)

(1− e−2T )
[
αnp + e−nT

] ≤ (pT )p

(1− e−2T )
[α]

T−y
T −1

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1)
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3.1 Problème de Cauchy pour l’équation de Laplace

pour δ <
T p

p
, nous avons

∥∥∥vδα (., y)− vα (., y)∥∥∥ ≤ (pT )p

(1− e−2T )
[α]

T−y
T

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1)
(3.1.40)

S’autre part

∥∥∥vα (., y)− v (., y)∥∥∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

 sinh(ny) / sinh(nT )(
αnp−1 +1/ sinh(nT )

) − sinh(ny) ψnn sin(nx)

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

αnp−1 sinh(ny)(
αnp−1 +1/ sinh(nT )

)ψn
n

sin(nx)

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤ π
2

∞∑
n=1

αnp−1 sinh(ny) sinh(nT )n
(
1+αnp−1 sinh(nT )

) 
2

ψ2
n

≤ π
2

∞∑
n=1

(
αeny

1+αnp−1 (1− e−2T )enT

)2
n2(p−1) sinh2 (nT )ψ2

n

≤ π
2

∞∑
n=1

(
αe−n(T−y)

α (1− e−2T )np + e−nT

)2
n2(p−1) sinh2 (nT )ψ2

n

≤ π
2
sup
n ≥1

(
αe−n(T−y)

α (1− e−2T )np + e−nT

)2 ∞∑
n=1

n2(p−1) sinh2 (nT )ψ2
n

≤ sup
n ≥1

(
αe−n(T−y)

α (1− e−2T )np + e−nT

)2 ∥∥∥∥∥∂pv∂yp
(.,T )

∥∥∥∥∥2

≤ sup
n ≥1

 αe−n(T−y)

(1− e−2T )
[
αnp + 1

(1−e−2T )e
−nT

]

2 ∥∥∥∥∥∂pv∂yp

(.,T )
∥∥∥∥∥2

≤ sup
n ≥1

(
αe−n(T−y)

(1− e−2T )
[
αnp + e−nT

])2 ∥∥∥∥∥∂pv∂yp
(.,T )

∥∥∥∥∥2
d’aprés le lemme(3.1.2), on a :

αe−n(T−y)

(1− e−2T )
[
αnp + e−nT

] ≤ (pT )p

(1− e−2T )
[α]

T−y
T

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1)

pour δ <
T p

p
, nous avons
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∥∥∥vα (., y)− v (., y)∥∥∥ ≤ (pT )p

(1− e−2T )
[α]

T−y
T

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1) ∥∥∥∥∥∂pv∂yp
(.,T )

∥∥∥∥∥ (3.1.41)

alors de (3.1.40) et (3.1.41), nous avons

∥∥∥vδα (., y)− v (., y)∥∥∥ ≤ (pT )p

(1− e−2T )
[α]

T−y
T

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1)
(1 +E) .

Théorème 3.1.4. Supposons que w = u +v est la solution du problème (3.1.1) et wδα = uδα +v
δ
α

la solution perturbée. Soit les données mesurées ϕδ et ψδ satisfaisant
∥∥∥ϕδ −ϕ∥∥∥+ ∥∥∥ψδ −ψ∥∥∥ ≤ δ,

et la solution exacte w vérifait
∥∥∥∥∥∂pw∂yp (.,T )

∥∥∥∥∥ ≤ E avec p ≥ 1, alors pour 0 < y ≤ T et δ <
T p

p
,

nous avons l’estimation suivante de la convergence :

∥∥∥wδα (., y)−w (., y)
∥∥∥ ≤ 2C (1 +E)

[
ln

(
T p

pα

)]−p
+C (1 +E) [α]

T−y
T

[
ln

(
T p

pα

)]p( T−yT −1)
(3.1.42)

où C =
(

(pT )p

1− exp(−2T )

)
(pT )p

où le paramètre de régularisation α est choisi comme :

α = δ. (3.1.43)

Preuve. En utilisant l’inégalité triangulaire
∥∥∥wδα (., y)−w (., y)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥uδα (., y)−u (., y)∥∥∥+∥∥∥vδα (., y)− v (., y)∥∥∥
et le théorème (3.1.2.) et (3.1.3.) .
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4 Régularisation d’un problème inverse
elliptique abstrait par la méthode des
conditions aux limites auxiliaires
modifiée

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’étude d’un problème inverse elliptique abstrait. En utilisant
une méthode de régularisation basée sur la méthode des conditions aux limites auxiliaires
modi�ées pour construire une approximation stable, on établit des résultats de convergence
et des estimations d’erreur liés à cette approche.

4.1 Formulation du problème
SoientH un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈.〉 et de la norme ‖.‖ , etL (H) l’ algèbre
de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H.

4.1.1 Problème direct et problème inverse
Considérons le problème aux limites pour l’équation elliptique abstraite avec condition de
Dirichlet suivante :

∂2t u (t)−Au (t) = 0 , 0 < t < T (4.1.1)
u (T ) = 0, u (0) = ϕ (4.1.2)

Ici A : D (A) ⊂ H−→H est un opérateur auto adjoint dé�ni positif (A ≥ γI) , à domaine
dense

(
D (A) =H

)
, où γ = inf(σ (A)) > 0.

Ce problème direct consiste à déterminer u (t) pour 0 < t < T connaissant A et ϕ.
Le problème inverse que nous considérons est de trouver la condition aux limites u (0) = ϕ à
partir de la condition aux limites connue en t = τ ∈ ]0,T [

i.e,
B (u) = u (τ) = h (4.1.3)

pour u (t) véri�ant l’équation (4.1.1) et la condition u (T ) = 0.
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Considérons le problème suivant :

∂2t u (t)−Au (t) = 0 , 0 < t < T (4.1.4)
u (0) = ϕ, u (T ) = 0 (4.1.5)

Ce problème se ramène à l’équation de Fredholm de première espèce :

K :H−→H

ϕ −→ u (t) = R (t)ϕ −→ h = B (u) = R (τ)ϕ =Kϕ (4.1.6)

Pour l’etude de ce problème nous avons besoin d’étudier les propriétés de l’application K :
1· L’injectivité de K (identi�abilité).
2· La continuité de K et son inverse si il existe (stabilité).
3· L’image de K (les parties admissible de R (K)) .
4· La reconstruction de ϕ à partir de h.
Exemple :
Considérons le problème aux limites suivant :

utt (x, t) +uxx (x, t) = 0 0 < x < 1, 0 < t < 1
u (t,0) = u (t,1) = 0, 0 ≤ t ≤ 1
u (1,x) = 0 0 ≤ x ≤ 1
u (τ,x) = h (x) 0 ≤ x ≤ 1

(4.1.7)

Le problème (4.1.7) peut être formulé sous la forme abstraite suivante :{
utt (t)−Au (t) = 0 0 < t < 1, 0 < y < 1

u (1) = 0, u (τ) = h (x)
(4.1.8)

où l’opérateur linéaire :

A :D (A) ⊂H −→H = L2 (0,π) −→L2 (0,1)
est dé�ni par :

A = − ∂
2

∂x2
(4.1.9)

avec
D (A) =H2 (]0,1[)∩H1

0 (]0,1[) . (4.1.10)

Il est facile de montrer que l’opérateur A est auto-adjoint dé�ni positif avec un spectre discret
σ (A) = {λn, n ≥ 1} .

Nous notons par {en, n ≥ 1} telle que :

Aen = λnen, λn = (nπ)2 , en (x) =
√
2sin(nπx) , n = 1,2, ... (4.1.11)

la base propre orthonormée de H , associée à l’ensemble des valeurs propres {λn, n ≥ 1} .
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4.2 Résultats préliminaires fondamentaux

4.2 Résultats préliminaires fondamentaux
Si B ∈ L (H) , soit N (B) son noyau, R (B) son image, et soit {Eλ, λ ≥ γ > 0} la résolution
spectrale de l’identité associée à A :

S (t) = exp
(
−t
√
A
)
=

+∞∫
γ

exp
(
−t
√
λ
)
dEλ ∈ L (H) , t ≥ 0

le C0−semi groupe généré par −
√
A.

les propriétés de base de S (t) sont données dans le théorème suivant :

Théorème 4.2.1. ([64] Chap. 2, théorème 6.13, p.74)

Pour cette famille d’opérateurs, les propriétés suivantes sont véri�ées :
1· ‖s (t)‖ ≤ 1 ,∀t ≥ 0
2· la fonction t :−→ s (t) , t > 0 est analytique
3· pour tout réel r ≥ 0 et t > 0 , l’opérateur s (t) ∈ L (H,D (Ar)) ;

4· pour tout entier k ≥ 0 et t > 0 ,
∥∥∥s(k) (t)∥∥∥ = ∥∥∥∥A k

2 s (t)
∥∥∥∥ ≤ c (k) t−k

5· pour tout x ∈D (Ar) , r ≥ 0 nous avons s (t)Arx = Ars (t)x

Théorème 4.2.2.

Pour tout t > 0 , l’opérateur S(t) est auto-adjoint injectif et à image dense
alors

S (t) = S (t)∗ , N (S (t)) = {0} et R (S (t)) =H.

Preuve. Soit

S (t) = exp
(
−t
√
A
)

alors S (t)∗ =
(
exp

(
−t
√
A
))∗

= exp
(
−t

(√
A
)∗)

= exp
(
−t
√
A∗

)
= exp

(
−t
√
A
)

car A = A∗. D’ou
S (t) = S (t)∗

Montrons que N (S (t)) = {0}
Soit t0 > 0 et x ∈N (S (t0)) .Alors S (t0)x = 0,ce qui implique que S (t)S (t0)x = S (t + t0)x = 0
pour tout t > 0.
S (t + t0)x est analytique, donc par prolongement S (t)x = 0 pour tout t > 0.
De la représentation

R (λ;A)x = (A+λ)−1x =

∞∫
0

exp(−λt)S (t)xdt = 0
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et de la bijectivité de R (λ;A)x, on a
x = 0⇒N (S (t)) = {0} pour tout t > 0.
comme N (S∗ (t)) = R (S (t))⊥ et N (S∗ (t)) =N (S (t)) = {0} , alors R (S (t)) =N (S∗ (t))⊥ =H
Considérons le problème de Dirichlet suivant :

∂2t v −Av (t) = 0, 0 ≤ t ≤ T (4.2.1)
v (0) = ψ, v (T ) = 0

Dé�nition 4.2.1. La fonction v ∈ C1 ([0,T ] ;H) est dite solution classique de l’équation (4.2.1)
si cette fonction est deux fois continûment di�érentiable sur l’intervalle ]0,T [ et v (t) ∈D (A) ,
pour tout t ∈ ]0,T [ et véri�e l’équation (4.2.1) .

Théorème 4.2.3. (cf. Prilepko [67], p. 366-373.)

Le problème de Dirichlet (4.2.1) admet une solution unique classique si et seulement si ψ ∈
D

(
A

1
2
)

et sa solution est représentée par :

v (t) = R (t)ψ =
(
I − exp

(
−2t
√
A
))−1 (

exp
(
−t
√
A
)
− exp

(
− (2T − t)

√
A
))
ψ (4.2.2)

=

+∞∫
γ

sinh
(
(T − t)

√
λ
)

sinh
(
T
√
λ
) dEλψ

Lemme 4.2.1. (voir Prilepko [67], p.502) (Théorème de Picard généralisé)

Soit A un opérateur auto-adjoint dans l’espace de Hilbert H et Eλ la résolution spectrale de
l’identité. Supposons en outre que g ∈ C (R,R) et que l’ensemble des zéros de g est vide ou
contient seulement des points isolés, alors l’équation :

g (A)x =
∫
R

g (λ)dEλx = y , x,y ∈H (4.2.3)

est résoluble si et seulement si ∫
R

|g (λ)|−2d
∥∥∥Eλy∥∥∥2 <∞ (4.2.4)

de plus
N (g (A)) = {0} ⇔ σp (A)∩ {t ∈R : g (t) = 0} = ∅.

On dé�nit :
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4.3 Analyse du problème

Cθ (A) =

ξ ∈H : ‖ξ‖2Cθ =
∞∫
γ

exp
(
2θτ
√
λ
)
d ‖Eλξ‖2 < +∞

 , θ ≥ 1 (4.2.5)

De la dé�nition de Cθ (A) on a les inclusions topologiques suivantes :

Cθ2 (A) ⊂ Cθ1 (A) , θ2 ≥ θ1
Ces ensembles sont appelés les classes admissibles. Si θ = 1 on trouve C1 (A) = R (K) .

4.3 Analyse du problème
Soit h ∈H, considérons l’équation opératorielle suivante :

H −→ C ([0,T ] ,H) −→H

ϕ −→ u (t) = R (t)ϕ −→ B (u) = h (4.3.1)

le problème inverse (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) est équivalent à :

Kϕ = χ (A)ϕ = sinh
(
(T − τ)

√
A
)
sinh

(
T
√
A
)−1

ϕ = h (4.3.2)

Dé�nition 4.3.1. La solution u (t) = R (t)ϕ correspondante à un élément ϕ ∈H, est appelée
solution généralisée de l’équation (4.1.1). Si de plus ϕ ∈ D

(
A

1
2
)
, alors la solution est dite

classique.

Dé�nition 4.3.2. La solution généralisée du problème (4.1.1) est dé�nie par la fonction

u (t) = R (t)ϕ, (4.3.3)

correspondante à l’élément ϕ ∈H et satisfaisant la condition (4.1.2).

Dé�nition 4.3.3. Nous dirons que le problème (4.3.2) est bien posé dans le sens de Hadamard,
s’il a une solution unique ϕ = K−1h pour tout h ∈H et

∥∥∥K−1h∥∥∥ ≤M ‖h‖ .
Théorème 4.3.1. La fonction u (t) = R (t)ϕ est solution du problème (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) si
et seulement si le couple (ϕ,h) satisfait l’équation (4.3.2)

Preuve.

Kϕ = χ (A)ϕ = sinh
(
(T − τ)

√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ = h

supposons que u (t) = R (t)ϕ est solution du problème (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3)
alors

u (t) = R (t)ϕ = sinh
(
(T − t)

√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ
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et
u (t) véri�e (4.1.2) et (4.1.3)

donc

u (0) = R (0)ϕ = ϕ

et

u (τ) = R (τ)ϕ = sinh
(
(T − τ)

√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ = h

d’où (ϕ,h) véri�e que (4.3.2).
Supposons que (ϕ,h) véri�e (4.3.2) alors :

u (t) = R (t)ϕ = sinh
(
(T − t)

√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ.

Montrons que u (t) = R (t)ϕ est solution du problème (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3)
(ϕ,h) véri�e (4.3.2) implique que

Kϕ = h

et
R (τ)ϕ = sinh

(
(T − τ)

√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ = Kϕ = h

donc
u (τ) = h

et

R (0)ϕ = sinh
(
T
√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ = ϕ

d’ou u (t) véri�e (4.1.2) et (4.1.3), de plus

u” = Asinh
(
(T − t)

√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ = A [R (t)ϕ] = Au (t)

donc
u” −Au (t) = 0 ∀ t ∈ [0,T ]

ce qui permet de dire que u (t) satisfait (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3)

Caractère mal posé du problème inverse(4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3):

La résolution de l’équation opératorielle (4.3.2) est l’instrument principal dans l’étude du pro-
blème (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3).
Considérons l’équation (4.3.2). En utilisant la méthode de diagonalisation à l’aide de l’intégrale
Hilbertienne, l’opérateur de l’équation (4.3.2) prend la forme :

K̂ (λ) ϕ̂ = χ (λ) ϕ̂ = ĥ (4.3.4)
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où

χ (λ) =
sinh

(
(T − τ)

√
λ
)

sinh
(
T
√
λ
)

qui est connue comme était la fonction caractéristique du problème (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3).
Pour la suite de notre étude, nous avons besoin de connaitre exactement l’ensemble admissible

pour le quel le problème (4.3.4) a une solution. Les théorèmes suivants donnent une réponse
à cette question.

Théorème 4.3.2.

L’opérateur K est auto adjoint (K = K∗) injectif (N (K) = {0}) et à image dense
(
R (K) =H

)
.

Preuve. On a :

Kϕ = χ (A)ϕ = sinh
(
(T − τ)

√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ = h

K∗ϕ = χ (A∗)ϕ = sinh
(
(T − τ)

√
A∗

) [
sinh

(
T
√
A∗

)]−1
ϕ = h, comme A = A∗ et χ est réelle,

alors :

K∗ϕ = sinh
(
(T − τ)

√
A
) [
sinh

(
T
√
A
)]−1

ϕ = h

le semi groupe s (t) = exp
(
−T
√
A
)

est auto-adjoint, d’où :

K∗ϕ = R∗ (τ)ϕ = χ (A∗)ϕ = R (τ)ϕ = χ (A)ϕ = Kϕ

⇒ K = K∗

d’après le lemme (4.2)
g (A)ϕ = h, h ∈H, ϕ ∈H

donc
χ (A)ϕ = Kϕ = h

cette équation est résoluble si ∫
R

|χ (λ)|−2d ‖Eλh‖2 <∞

alors si h = 0 on a :
χ (A)ϕ = 0 ⇒ Kϕ = 0

d’où
ϕ ∈N (χ (A)) =N (K)
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d’après le lemme (4.2)

N (K) = {0} ⇐⇒ σp ∩ {t ∈R,χ (t) = 0} = ∅

soit
χ (t) = sinh

(
(T − τ)

√
t
)
sinh

(
T
√
t
)−1

= 0

χ (t) > 0 pour t > 0

O (χ (t)) = {t ∈R∗+ : χ (t) = 0} ⇒O (χ (t)) = ∅

alors
σp (A)∩ {t ∈R,χ (t) = 0} = ∅

donc
N (χ (A)) =N (K) = {0}

R (K) =N (K∗)⊥ =N (K)⊥ =H

En appliquant le lemme (4.2) et le théorème(4.3), nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 4.3.3. Le problème (4.3.4) est équivalent au problème (4.3.2), et qu’il est résoluble si
et seulement si

h ∈ C1 (A)

et

ϕ =

+∞∫
γ

sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)dEλh (4.3.5)

On note ici que le problème (4.3.2) est mal-posé d’où (4.1.1),(4.1.2), (4.1.3) est mal-posé, ceci
découle du comportement des hautes fréquences

sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) →
λ→∞

+∞ (4.3.6)

Preuve. Supposons que

le problème (4.3.4) ≈ problème (4.3.2)⇔ χ (A)ϕ = h (4.3.7)

cette équation est résoluble si et seulement si∫
R

|χ (λ)|−2d ‖Eλh‖2 <∞
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(d’après le lemme (4.2) et le théorème (4.3)) on a :

N (χ (A)) =N (K) = {0} et σp ∩ {t ∈R,χ (t) = 0} = ∅

et ∫
R

|χ (λ)|−2d ‖Eλh‖2 =

+∞∫
γ

∣∣∣∣sinh(
(T − τ)

√
λ
) [
sinh

(
T
√
λ
)]−1∣∣∣∣−2d ‖Eλh‖2

≤
+∞∫
γ

exp
(
−2(T − τ)

√
λ
)
exp

(
2T
√
λ
)

[
1− exp

(
−2(T − τ)√γ

)]2 d ‖Eλh‖2

≤


+∞∫
γ

exp
(
2T
√
λ
)
d ‖Eλh‖2

 exp
(
−2(T − τ)√γ

)
[
1− exp

(
−2(T − τ)√γ

)]2
≤ c ‖h‖2C1(A)

< +∞

ce qui implique que (4.3.7) est résoluble, alors les deux problèmes (4.3.2) et (4.3.4) est résoluble.
Montrons que h ∈ C1(A)
on a

(4.3.4) ' (4.3.2)⇔ χ (A)ϕ = h résolvable alors
∫
R

|χ (λ)|−2d ‖Eλh‖2 <∞

Calculons

‖h‖2C1(A)
=

+∞∫
γ

exp
(
2τ
√
λ
)
d ‖Eλh‖2 =

+∞∫
γ

χ2 (λ)
χ2 (λ)

exp
(
2τ
√
λ
)
d ‖Eλh‖2

≤
+∞∫
γ

χ−2 (λ)
exp

(
2τ
√
λ
)
exp

(
2(T − τ)

√
λ
) [
1− exp

(
−2(T − τ)

√
λ
)]2

exp
(
2T
√
λ
) [
1− exp

(
−2T
√
λ
)]2 d ‖Eλh‖2

≤
+∞∫
γ

χ−2 (λ)

[
1− exp

(
−2(T − τ)

√
λ
)]2[

1− exp
(
−2T
√
λ
)]2 d ‖Eλh‖2

≤ 1[
1− exp

(
−2T√γ

)]2
+∞∫
γ

∣∣∣χ−2 (λ)∣∣∣d ‖Eλh‖2 < +∞

D’où h ∈ C1(A), et on a
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χ−1 (A)h = ϕ =

+∞∫
γ

sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)dEλh

ϕ = K−1h

1
χ (λ)

=
sinh

(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) →
λ→∞

+∞ (4.3.8)

Ce qui montre que K−1 est non borné

4.4 Approximation et stabilisation
La donnée h est basée sur l’observation (physique) et n’est pas connue avec exactitude com-
plète, mais elle est ettachée l’erreur δ, ‖h− hδ‖ ≤ δ. La solution (si elle existe) ne dépend pas
continûment des données.

4.4.1 Description de la méthode
Étape1 : Soit uα (t) la solution du problème perturbé suivant :

∂2t uα (t)−Auα (t) = 0
α
√
A
p
uα (0) +uα (τ) = h,
uα (T ) = 0,

(Pα)

où α > 0
Étape 2 : Nous montrons que

‖B (uα)− h‖ = ‖uα (τ)− h‖ −→ 0,α −→ 0 (4.4.1)

Théorème 4.4.1. Pour tout h ∈H , la fonction

uα (t) = sinh
(
(T − t)

√
A
) [
α
√
A
p
sinh

(
T
√
A
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
A
)]−1

h (4.4.2)

=

+∞∫
γ

sinh
(
(T − t)

√
λ
)

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)dEλh (4.4.3)

est la solution unique du problème (Pα) et elle dépend continûment des données.
Preuve. Pour montrer la dépendance continue de uα de h, on calcule
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‖uα (t)‖2 =

+∞∫
γ

 sinh
(
(T − t)

√
λ
)

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)

2

d ‖Eλh‖2 (4.4.4)

≤
+∞∫
γ

[
sinh

(
(T − t)

√
λ
)]2[

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)]2d ‖Eλh‖2

+∞∫
γ

[Hα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 (4.4.5)

où

Hα (λ) =
sinh

(
(T − t)

√
λ
)

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
) (4.4.6)

=
sinh

(
(T − t)

√
λ
)[

α
√
λ
p
sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

+ 1
]
sinh

(
(T − τ)

√
λ
)

comme

sinh
(
(T − t)

√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≤ sinh

(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)

=
eT
√
λ
[
1− e−2T

√
λ
]

e(T−τ)
√
λ
[
1− e−2(T−τ)

√
λ
]

≤ eτ
√
λ[

1− e−2(T−τ)
√
λ
]

λ ≥ γ implique que e(T−τ)
√
λ ≥ e(T−τ)

√
γ alors 1− e−2(T−τ)

√
λ ≥ 1− e−2(T−τ)

√
γ

d’où
1

1− e−2(T−τ)
√
λ
≤ 1

1− e−2(T−τ)
√
γ

donc
sh

(
T
√
λ
)

sh
(
(T − τ)

√
λ
) ≤ eτ

√
λ

1− e−2(T−τ)
√
γ

alors
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Hα (λ) ≤
eτ
√
λ[

1− e−2(T−τ)
√
γ
] [
α
√
λ
p
eτ
√
λ +1

] = H̃α (λ) (4.4.7)

sup
λ≥γ

H̃α (λ) ≤max {A,B} où
A = sup

γ≤λ≤λ∗
H̃α (λ) , B = sup

λ≥λ∗
H̃α (λ)

√
λ∗ =

1
pτ

ln
( 1
α

) (4.4.8)

si λ ≤ λ∗

H̃α (λ) ≤
eτ
√
λ

1− e−2(T−τ)
√
γ
≤ eτ

√
λ∗

1− e−2(T−τ)
√
γ

(4.4.9)

ce qui implique que

sup
γ≤λ≤λ∗

H̃α (λ) ≤
eτ
√
λ∗

1− e−2(T−τ)
√
γ
=

e
1
p ln( 1α )

1− e−2(T−τ)
√
γ

d’où

sup
γ≤λ≤λ∗

H̃α (λ) ≤ C1
1

[α]
1
p

(4.4.10)

où C1 =
1

1− e−2(T−τ)
√
γ
.

si λ ≥ λ∗

H̃α (λ) ≤
eτ
√
λ[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]
α
√
λ
p
eτ
√
λ

(4.4.11)

=
1[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]
α
√
λ
p

alors

sup
λ≥λ∗

H̃α (λ) ≤
1[

1− e−2(T−τ)
√
γ
] 1

α
√
λ∗
p

=
1

(pτ)p
[
1− e−2(T−τ)

√
γ
] 1

α
[
ln

(
1
α

)]p
= c2

1

α
[
ln

(
1
α

)]p
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où c2 =
1

(pτ)p
[
1− e−2(T−τ)

√
γ
]

Posons c3 =max(c1, c2) , c1 =
1

1− e−2(T−τ)
√
γ

et c2 =
1

(pτ)p
[
1− e−2(T−τ)

√
γ
] .

pour p > 0, 0 < α < 1,on a

α
1
p

α
[
ln

(
1
α

)]p = α−
(
1− 1

p

) [
ln

(1
α

)]−p
= µ (α)

et

lim
α→0

µ (α) = +∞

ce qui est équivalent à

ε = 1,∃α0 tel que µ (α) ≥ ε = 1

D’où on déduit
1

α
1
p

≤ 1

α
[
ln

(
1
α

)]p
donc

max {A,B} = c3
1

α
[
ln

(
1
α

)]p
alors

sup
0≤t≤T

‖uα (t)‖ ≤ ‖uα (0)‖ ≤ c3 ‖h‖

ce qui permet que la solution du problème (Pα) dépend continûment des données.

Théorème 4.4.2. Pour tout h ∈H , nous avons

‖uα (τ)− h‖ → 0,quand α→ 0 (4.4.12)

Preuve. Soit u (τ) = h

et uα (τ) = sinh
(
(T − τ)

√
A
) [
α
√
A
p
sinh

(
T
√
A
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
A
)]−1

=

+∞∫
γ

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)dEλh

Calculons
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‖u (τ)−uα (τ)‖2 =

+∞∫
γ

1− sinh
(
(T − τ)

√
λ
)

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)

2

d ‖Eλh‖2

=

+∞∫
γ

 α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)

2

d ‖Eλh‖2

=

+∞∫
γ

[Gα (λ)]
2d ‖Eλh‖2

où

Gα (λ) =
α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)

=
α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)

[
1+α

√
λ
p sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

]
sinh

(
(T − τ)

√
λ
)

≤ 1

Fixons ε > 0 et choisissons N tel que
+∞∫
N

d ‖Eλh‖2 <
ε
2
.

alors

‖u (τ)−uα (τ)‖2 =
N∫
γ

[Gα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 +

+∞∫
N

[Gα (λ)]
2d ‖Eλh‖2

comme Gα (λ) ≤ 1 on a
+∞∫
N

[Gα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 <

ε2

2

donc

‖u (τ)−uα (τ)‖2 ≤
N∫
γ

[Gα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 +

ε2

2
.
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On a
sinh

(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≤ eτ

√
λ[

1− e−2(T−τ)
√
λ
]

si γ ≤ λ ≤ λN alors
sinh

(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≤ eτ

√
λ[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]

et
sinh

(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≥ eτ√λ ce qui implique que 1+α

√
λ
p sinh

(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≥ 1+α

√
λ
p
eτ
√
λ

d’où
α
√
λ
p

1+α
√
λ
p sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

≤ α
√
λ
p

1+α
√
λ
p
eτ
√
λ

donc

Gα (λ) ≤
α
√
λ
p
eτ
√
λ[

1− e−2(T−τ)
√
λ
] [
1+α

√
λ
p
eτ
√
λ
]

≤ α
√
λ
p
eτ
√
λ

1− e−2(T−τ)
√
λ
= G̃α (λ)

si γ ≤ λ ≤ λN alors

G̃α (λ) ≤
α
√
λN

p
eτ
√
λN

1− e−2(T−τ)
√
γ
= αBγ

√
λN

p
eτ
√
λN (4.4.13)

où Bγ =
1[

1− e−2(T−τ)
√
γ
] .

D’où

N∫
γ

[Gα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 ≤

[
αBγ

√
λN

p
eτ
√
λN

]2 N∫
γ

d ‖Eλh‖2

≤
[
αBγ

√
λN

p
eτ
√
λN

]2
‖h‖2

En prenant α tel que
[
αBγ

√
λN

p
eτ
√
λN

]2
‖h‖2 <

ε2

2
on obtient α <

ε
√
2

1

Bγ
√
λN

p
eτ
√
λN

donc

‖u (τ)−uα (τ)‖2 ≤
[
αBγ

√
λN

p
eτ
√
λN

]2
‖h‖2 +

ε2

2

≤ ε2

2
+
ε2

2
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d’où

‖u (τ)−uα (τ)‖ ≤ ε (4.4.14)

ce qui implique que
‖u (τ)−uα (τ)‖ → 0 quand α→ 0

Théorème 4.4.3. Pour tout u (0) ∈ C1 (A), nous avons :

sup
0≤t≤T

‖uα (t)−u (t)‖ ≤ ‖uα (0)−u (0)‖ → 0, quand α→ 0

Preuve. On a
u (0) =

[
sinh

(
T
√
A
)] [

sinh
(
(T − τ)

√
A
)]−1

uα (0) =
[
sinh

(
(T − t)

√
A
)] [
α
(√
A
)p
sinh

(
T
√
A
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
A
)]−1

On calcule

‖u (0)−uα (0)‖2 =
+∞∫
γ

 α
(√
λ
)p [

sinh
(
T
√
λ
)]2[

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)] [
α
(√
λ
)p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)]

2

d ‖Eλh‖2

‖u (0)−uα (0)‖2 =

+∞∫
γ

[Fα (λ)]
2d ‖Eλh‖2

=

N∫
γ

[Fα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 +

+∞∫
N

[Fα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 (4.4.15)

où

Fα (λ) =
α
(√
λ
)p [

sinh
(
T
√
λ
)]2[

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)] [
α
(√
λ
)p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)] (4.4.16)

=
α
(√
λ
)p [ sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

]2
[
1+α

(√
λ
)p sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

] (4.4.17)

comme
α
(√
λ
)p[

1+α
(√
λ
)p sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

]  sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≤ 1 alors

Fα (λ) ≤
sinh

(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) (4.4.18)
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u (0) ∈H implique que ‖u (0)‖2 < +∞ donc
+∞∫
γ

 sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)

2

d ‖Eλh‖2 < +∞

Choisissons ε > 0, ∃N tel que
+∞∫
N

d ‖Eλu (0)‖2 <
ε2

2
d’où

+∞∫
N

[Fα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 ≤

+∞∫
N

 sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)

2

d ‖Eλh‖2 (4.4.19)

<
ε2

2
. (4.4.20)

On a
α
√
λ
p

1+α
√
λ
p sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

≤ α
√
λ
p
, λ ≤ γ nous donne

sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≤ eτ

√
λ

1− e−2(T−τ)
√
λ

≤ eτ
√
λ

1− e−2(T−τ)
√
γ

et si γ ≤ λ ≤ λN alors

Fα (λ) ≤
α
√
λN

p
e2τ
√
λN[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]2 (4.4.21)

de (4.4.21) on obtient

N∫
γ

[Fα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 ≤

N∫
γ

 α
√
λN

p
e2τ
√
λN[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]2


2

d ‖Eλh‖2 (4.4.22)

≤

 α
√
λN

p
e2τ
√
λN[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]2


2 N∫
γ

d ‖Eλh‖2

≤

 α
√
λN

p
e2τ
√
λN[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]2


2

‖h‖2 (4.4.23)

En prenant α tel que
α
√
λN

p
e2τ
√
λN[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]2 < ε

√
2
.

En combinant (4.4.15), (4.4.19), (4.4.22) et (4.4.23) on obtient
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‖uα (0)−u (0)‖2 ≤

 α
√
λN

p
e2τ
√
λN[

1− e−2(T−τ)
√
γ
]2


2

‖h‖2 +
ε2

2

d’où

‖uα (0)−u (0)‖2 ≤
ε2

2
+
ε2

2
= ε2

Ce qui implique que

‖uα (0)−u (0)‖ → 0, quand α→ 0.

Montrons que

sup
0≤t≤T

‖uα (t)−u (t)‖ ≤ ‖uα (0)−u (0)‖

On a

u (t) =
[
sinh

(
(T − t)

√
A
)] [

sinh
(
(T − τ)

√
A
)]−1

h

uα (t) =
[
sinh

(
(T − t)

√
A
)] [
α
√
A
p
sinh

(
T
√
A
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
A
)]−1

h

Calculons :

‖u (t)−uα (t)‖2 =

+∞∫
γ

 α
√
λ
p [
sinh

(
T
√
λ
)] [

sinh
(
(T − t)

√
λ
)][

α
(√
λ
)p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)] [

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)]

2

d ‖Eλh‖2

=

+∞∫
γ

[Hα (λ)]
2d ‖Eλh‖2

où

Hα (λ) =
α
√
λ
p [
sinh

(
T
√
λ
)] [

sinh
(
(T − t)

√
λ
)][

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)] [

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)]

=
α
√
λ
p [
sinh

(
T
√
λ
)]2 sinh((T−t)

√
λ)

sinh(T
√
λ)[

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)] [

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)]
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comme
sinh

(
(T − t)

√
λ
)

sinh
(
T
√
λ
) ≤ 1, on a

Hα (λ) ≤
α
√
λ
p [
sinh

(
T
√
λ
)]2[

α
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)] [

sinh
(
(T − τ)

√
λ
)] = Fα (λ)

d’où

‖uα (t)−u (t)‖2 ≤
+∞∫
γ

[Fα (λ)]
2d ‖Eλh‖2 = ‖uα (0)−u (0)‖2

alors

sup
0≤t≤T

‖uα (t)−u (t)‖ ≤ ‖uα (0)−u (0)‖

Théorème 4.4.4. Si u (0) ∈D
(
A

θ
2

)
, θ > 1, p ≤ θ et

∥∥∥∥√Apu (0)∥∥∥∥ ≤ E (4.4.24)

alors nous avons l’estimation suivante :

sup
0≤t≤T

‖uα (t)−u (t)‖ ≤ c4 [α]
θ−1
θ ‖E‖ (4.4.25)

où c4 = c4 = c3
√
γ (θ−p)( 1θ−1) = max(c1, c2)

√
γ (θ−p)( 1θ−1), c1 =

1

1− e−2(T−τ)
√
γ
= Bγ , et c2 =

1

(pτ)p
[
1− e−2(T−τ)

√
γ
] .

Preuve. On a

‖uα (t)−u (t)‖2 ≤ ‖u (0)−uα (0)‖2 (4.4.26)

=

+∞∫
γ


α
(√
λ
)p [ sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

]
[
1+α

(√
λ
)p sinh(T

√
λ)

sinh((T−τ)
√
λ)

]

2

d ‖Eλu (0)‖2 (4.4.27)

comme eτ
√
λ ≤

sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≤ eτ

√
λ

1− e−2(T−τ)
√
λ
et si λ ≥ γ alors
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sinh
(
T
√
λ
)

sinh
(
(T − τ)

√
λ
) ≤ eτ

√
λ

1− e−2(T−τ)
√
γ
= Bγe

τ
√
λ

où Bγ =
1

1− e−2(T−τ)
√
γ

d’où

‖u (0)−uα (0)‖2 ≤
+∞∫
γ

Bγ α
√
λ
p
eτ
√
λ[

1+α
√
λ
p
eτ
√
λ
]

2

d ‖Eλu (0)‖2 (4.4.28)

=

+∞∫
γ

[
H̃α (λ)

]2
d ‖Eλu (0)‖2 (4.4.29)

où

H̃α (λ) = Bγ
α
√
λ
p
eτ
√
λ[

1+α
√
λ
p
eτ
√
λ
] (4.4.30)

= Bγ
α
√
λ
p
eτ
√
λ
√
λ
−θ√

λ
θ[

1+α
√
λ
p
eτ
√
λ
]

= Bγ
α
√
λ
p
eτ
√
λ
√
λ
θ[√

λ
θ
+α
√
λ
θ√
λ
p
eτ
√
λ
]

= Bγ
αeτ

√
λ
√
λ
θ[√

λ
θ−p

+α
√
λ
θ
eτ
√
λ
] (4.4.31)

si p ≤ θ et λ ≥ γ alors

H̃α (λ) ≤ Bγ
αeτ

√
λ
√
λ
θ[√

γθ−p +α
√
λ
θ
eτ
√
λ
] (4.4.32)

= Bγ
αeτ

√
λ
√
λ
θ

√
γθ−p

[
1+ α√

γθ−p

√
λ
θ
eτ
√
λ
]
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donc

sup
λ≥γ

Bγ
eτ
√
λ[

1+ α√
γθ−p

√
λ
θ
eτ
√
λ
] ≤ c3

√
γ
θ−p
θ

(α)
1
θ

(4.4.33)

où c3 =max(c1, c2) , c1 =
1

1− e−2(T−τ)
√
γ
= Bγ , et c2 =

1

(pτ)p
[
1− e−2(T−τ)

√
γ
] .

En combinant (4.4.26), (4.4.29), (4.4.32) et (4.4.33) on obtient

‖uα (t)−u (t)‖2 ≤
+∞∫
γ

[
H̃α (λ)

]2
d ‖Eλu (0)‖2

≤
+∞∫
γ

Bγ αeτ
√
λ
√
λ
θ

√
γθ−p

[
1+ α√

γθ−p

√
λ
θ
eτ
√
λ
]

2

d ‖Eλu (0)‖2

≤
+∞∫
γ

Bγ αeτ
√
λ

√
γθ−p

[
1+ α√

γ (θ−p)

√
λ
θ
eτ
√
λ
]

2

d
∥∥∥∥Eλλθ

2u (0)
∥∥∥∥2

≤

 α
√
γ (θ−p) sup

λ≥γ
Bγ

eτ
√
λ[

1+ α√
γ (θ−p)

√
λ
θ
eτ
√
λ
]

2
+∞∫
γ

d
∥∥∥∥Eλλθ

2u (0)
∥∥∥∥2

≤
(
c3
√
γ (θ−p)( 1θ−1) (α)1−

1
θ

)2 ∥∥∥∥Aθ
2u (0)

∥∥∥∥2
≤ c4

[
(α)1−

1
θ

]2 ∥∥∥∥Aθ
2u (0)

∥∥∥∥2
ce qui implique que

sup
0≤t≤T

‖uα (t)−u (t)‖ ≤ c4 [α]
θ−1
θ ‖E‖ (4.4.34)

où c4 = c3
√
γ (θ−p)( 1θ−1) = max(c1, c2)

√
γ (θ−p)( 1θ−1), c1 =

1

1− e−2(T−τ)
√
γ
= Bγ ,

et
c2 =

1

(pτ)p
[
1− e−2(T−τ)

√
γ
] .
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Théorème 4.4.5. Si h ∈ C1+θ (A), nous avons

sup
0≤t≤T

‖uα (t)−u (t)‖ ≤ ‖uα (0)−u (0)‖ ≤
(
Bγ

)4 
 k5[
ln

(
k6
α

)]
θ

2

‖h‖2Cθ+1

où k5 =
θ (p+ τ)

τ
, k6 =

(p+ τ)θ

θ
et Bγ =

1[
1− e−2(T−τ)

√
γ
]2 .

Preuve. Calculons

‖uα (t)−u (t)‖2 ≤ ‖uα (0)−u (0)‖2 (4.4.35)

=

+∞∫
γ

[Fα (λ)]
2 e−2θτ

√
λe2θτ

√
λd ‖Eλh‖2 (4.4.36)

≤
[
Bγ

]4 +∞∫
γ

 α
√
λ
p
eτ
√
λ[

α
√
λ
p
+ e−τ

√
λ
]e−θτ√λeθτ√λ

2

d ‖Eλh‖2

=
[
Bγ

]4 +∞∫
γ

 α
(√
λ
)p
e(θ+1)τ

√
λ[

α
(√
λ
)p
eθτ
√
λ + e−τ

√
λeθτ

√
λ
]

2

d ‖Eλh‖2

=
[
Bγ

]4 +∞∫
γ

[Φα (λ)]
2 e2(θ+1)τ

√
λd ‖Eλh‖2 (4.4.37)

où

Φα (λ) =
α
(√
λ
)p[

α
(√
λ
)p
eθτ
√
λ + e−τ

√
λeθτ

√
λ
] (4.4.38)

=
α[

αeθτ
√
λ + e−τ

√
λ
(√
λ
)−p] (4.4.39)

comme eθτ
√
λ ≥ τθ

√
λ
θ

et
(√
λ
)−p
≥ e−p

√
λ alors

α[
αeθτ

√
λ + e−τ

√
λ
(√
λ
)−p] ≤ α[

ατθ
√
λ
θ
+ e−(p+τ)

√
λ
] (4.4.40)

de (4.4.40) on déduit que
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Φα (λ) ≤
α[

ατθ
√
λ
θ
+ e−(p+τ)

√
λ
] (4.4.41)

En combinant (4.4.35), (4.4.37), et (4.4.41) on obtient

‖uα (t)−u (t)‖2 ≤
[
Bγ

]4 +∞∫
γ

 α[
ατθ
√
λ
θ
+ e−(p+τ)

√
λ
]

2

e2(θ+1)τ
√
λd ‖Eλh‖2

≤
[
Bγ

]4
(α)2

supλ≥γ

1[
ατθ
√
λ
θ
+ e−(p+τ)

√
λ
]

2
+∞∫
γ

e2(θ+1)τ
√
λd ‖Eλh‖2

d’aprés le lemme (2.1) on a

sup
λ≥γ

1[
ατθ
√
λ
θ
+ e−(p+τ)

√
λ
] ≤ (θ (p+ τ))θ τ−θ

1
α

 1[
ln

(
(p+τ)θ

θα

)]

θ

alors

‖uα (t)−u (t)‖2 ≤
(
Bγ

)4 


θ(p+τ)
τ[

ln
(
(p+τ)θ

θα

)]

θ

2

‖h‖2Cθ+1

=
(
Bγ

)4 
 k5[
ln

(
k6
α

)]
θ

2

‖h‖2Cθ+1

où k5 =
θ (p+ τ)

τ
, k6 =

(p+ τ)θ

θ
et Bγ =

1[
1− e−2(T−τ)

√
γ
]2 .

Nous terminons notre étude par la construction de la famille d’opérateurs régularisants de
(4.1.1),(4.1.2) et (4.1.3).

Dé�nition 4.4.1. La famille {Rα (t) ,α > 0, t ∈ [0,T ]} ⊂ L (H) est dite famille d’opérateurs
régularisante pour le problème (4.1.1),(4.1.2), (4.1.3) si pour tout solution u (t) , 0 ≤ t ≤ T
du (4.1.1),(4.1.2) et (4.1.3) avec la donnée ϕ,et pour tout η > 0, il existe un choix α (η) > 0, tel
que

α (η) −→ 0, η −→ 0
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∥∥∥Rα(η) (t)hη −u (t)∥∥∥ −→ 0, η −→ 0 (4.4.42)

pour tout t ∈ [0,T ] dés que hη satisfait
∥∥∥hη − h∥∥∥ ≤ η.

Soit

Rα (t) = sinh
(
(T − t)

√
A
) [
α
√
A
p
sinh

(
T
√
A
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
A
)]−1

(4.4.43)

alors
Rα (t) ∈ L (H) et ‖Rα (t)‖ ≤ c3

1

α
[
ln

(
1
α

)]p (4.4.44)

où c3 =max(c1, c2) , c1 =
1

1− e−2(T−τ)
√
γ

et c2 =
1

(pτ)p
[
1− e−2(T−τ)

√
γ
]

Dans ce qui suit, on montre que Rα (t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le pro-
blème (4.1.1),(4.1.2), (4.1.3)

Théorème 4.4.6. Si h ∈ C1 (A) , alors la condition (4.4.42) est veri�ée.

Preuve. Supposons que h ∈ C1 (A) ,on a

∥∥∥Rα(η) (t)hη −u (t)∥∥∥ =
∥∥∥Rα(η) (t)hη −Rα(η) (t)h+Rα(η) (t)h−u (t)∥∥∥

=
∥∥∥∥Rα(η) (t)(hη − h)+uα(η) (t)−u (t)∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥Rα(η) (t)(hη − h)∥∥∥∥+ ∥∥∥uα(η) (t)−u (t)∥∥∥

≤
∥∥∥Rα(η) (t)∥∥∥∥∥∥∥(hη − h)∥∥∥∥+ ∥∥∥uα(η) (t)−u (t)∥∥∥

calculons∥∥∥∥Rα(η) (t)(hη − h)∥∥∥∥2 = +∞∫
γ

 sinh
(
(T − t)

√
λ
)

α (η)
√
λ
p
sinh

(
T
√
λ
)
+ sinh

(
(T − τ)

√
λ
)

2

d
∥∥∥∥Eλ (hη − h)∥∥∥∥2

≤

c3 1

α
[
ln

(
1
α

)]p

2 ∥∥∥hη − h∥∥∥2

où c3 =max(c1, c2) , c1 =
1

1− e−2(T−τ)
√
γ

et c2 =
1

(pτ)p
[
1− e−2(T−τ)

√
γ
] .

alors ∥∥∥Rα(η) (t)∥∥∥∥∥∥∥(hη − h)∥∥∥∥ ≤ c3 η

α
[
ln

(
1
α

)]p (4.4.45)

D’après le théorème (4.4.3) on a
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4.4 Approximation et stabilisation

∥∥∥uα(η) (t)−u (t)∥∥∥ ≤ sup
0≤t≤T

∥∥∥uα(η) (t)−u (t)∥∥∥ ≤ ∥∥∥uα(η) (0)−u (0)∥∥∥→ 0, α (η)→ 0,η→ 0

ce qui implique que∥∥∥Rα(η) (t)hη −u (t)∥∥∥ ≤ c3 η

α (η)
1
p

+
∥∥∥uα(η) (t)−u (t)∥∥∥→ 0, α (η)→ 0,η→ 0 (4.4.46)
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5 Régularisation d’un problème de
Cauchy biparabolique abstrait par la
méthode des conditions aux limites
auxiliaires modifiée

5.1 Introduction

La modélisation mathématique de la conduction thermique est basée sur l’équation linéaire
classique de type parabolique :

L1u =
(
∂
∂t
−κ2∇2

)
u (x, t) = 0 (5.1.1)

où x = (x1,x2, ...,xn) , κ > 0 est une constante caractérisant le milieu physique, et ∇2 est l’opé-
rateur de Laplace. Ce modèle sou�re de certaines insu�sances de point de vue modélisation de
beaucoup de problèmes pratiques. Plus précisément, la vitesse in�nie des fréquences propres.
Il est bien connu, que l’équation (5.1.1) ne décrit pas correctement la dynamique de la chaleur
et les processus de transfert de masse et conduit à un certain nombre de paradoxes [57], [56]
et [78].
Fushchich dans [38] donne une généralisation naturelle de l’équation (5.1.1) sous la forme :

Lu = α1L1u +α2L2u = 0 (5.1.2)

où α1 et α2 sont des paramètres réels. L2 = L1L1 et L1 est l’opérateur de conduction de la
chaleur classique.
L’équation (5.1.2) est dite équation biparabolique de conduction de la chaleur.
L’équation (5.1.2) peut être obtenue à partir de l’équation de conservation de l’énergie

∂e
∂t

= −div→q = 0 (5.1.3)

en supposant que l’énergie e et le �ux q sont données par :
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5.1 Introduction

e = e0 + cν (u −u0) + νϕ
(
∂u
∂t
,∇2u

)
(5.1.4)

→
q = −λ grad u −µ grad ψ

(
∂u
∂t
,∇2u

)
(5.1.5)

où λ est le coe�cient de conductivité thermique, cν est la capacité thermique, ν et µ sont des
constantes non nulles, ϕ et ψ sont des fonctions scalaires. De toute évidence, pour ν = µ = 0,
les relations (5.1.4)-(5.1.5) se réduisent à l’équation classique (5.1.1).

Dans les équations (5.1.4)-(5.1.5), posons ϕ =
∂u
∂t
−a λ
cν
∇2u, ψ = b

∂u
∂t
− λ
cν
∇2u, a, b = const >

0. Alors l’équation (5.1.5) se ramène à l’équation d’évolution suivante :

cν

(
∂u
∂t
− a λ
cν
∇2u

)
+ ν

[
∂2u

∂t2
−
(
a
λ
cν

+ b
µ

ν

)
∂
∂t
∇2u + λ

cν

µ

ν
∇2∇2u

]
= 0 (5.1.6)

En a�ectant di�érentes valeurs aux paramètres a,b, µ et v dans l’équation (5.1.6), nous ob-
tenons d’autres équations de conduction de la chaleur qui comprennent l’équation classique
(5.1.1) comme cas particulier.
supposant

x2 =
λ
cν
, L1 =

∂
∂t
−κ2∇2, et L2 =

(
∂
∂t
−κ2∇2

)(
∂
∂t
−κ2∇2

)
. (5.1.7)

Nous nous intéressons à l’équation qui se déduit de (5.1.6) et qui prend la forme (5.1.2).

5.1.1 Formulation du problème
SoitH un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire 〈.〉 et de la norme ‖.‖. On note
par L (H) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H.
Soit A : D (A) ⊂ H−→H un opérateur auto adjoint dé�ni positif, à résolvante compacte.

Dans ce cas A admet une base orthonormée formée de vecteurs propres (φn) ⊂ H associés
aux valeurs propres réelles (λn) ⊂ R+ , i.e.,

Aφn = λnφn,n ∈N∗,〈φi ,φj〉 = δij =
{[

1, si i = j
0, si i , j

]
,

0 < ν ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ..., lim
n→∞

λn =∞,

∀h ∈H, h =
∞∑
n=1

hnφn, hn = 〈h,φn〉.

Dans ce chapitre, nous considérons le problème de Cauchy pour l’équation biparabolique abs-
traite suivante :
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5 Régularisation d’un problème de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modi�ée


L2u =

(
∂
∂t
−A

)2
u (t) = u

′′
(t) + 2Au

′
(t) +A2u (t) = 0, 0 < t < T

u (T ) = ξ,
ut (0) = 0,

(5.1.8)

Notre problème inverse est de déterminer la condition de source inconnue u (0) = f et la
distribution de la température u(t) pour 0 < t < T <∞.
Ce problème (5.1.8) est fortement mal posé au sens d’Hadamard, car la solution si elle existe,
elle ne dépend pas continûment de la donnée.
En 2015, dans [48] est considéré ce problème et est établi un résultat de stabilité de type Hôl-
derien, puis est appliquée la méthode itérative de Kozlov-Mazya ; les résultats de convergence
correspondant ont été donnés, mais malheureusement, le résultat de la condition de stabilité
dans [48] n’est pas établi pour le cas T = 0.
Dans [35] ; Hongwu Zhang, propose méthode de régularisation modi�ée pour résoudre ce
même problème inverse .
Il pose

f α = uα (0) =
∞∑
n=1

1
1+ T λn

eT λn

1+αλneT λn
gnXn, gn =

〈
g,Xn

〉
pour construire une approximation stable de la solution du problème.

Dans notre travail nous proposons pour l’étude de ce problème méthode des conditions aux
limites auxiliares modi�ée. L’idée dans cette méthode est de remplacer le problème mal-posé
(5.1.1) par un problème bien posé, dans lequel on perturbe la condition �nale u (T ) = g en la
remplaçant par une condition non-localeαAru (0)+u (T ) = g dépendante d’un petit paramètre
α.
On donne quelques estimations pour la solution du problème régularisé et on montre aussi
que le problème modi�é est stable et que sa solution est l’approximation de la solution exacte
du problème original. En�n, on termine par certains résultats de convergence.

5.2 Analyse du problème

5.2.1 Caractère mal posé du problème inverse et résultat de stabilité
conditionnelle

Nous considérons le problème bien-posé suivant :
L2w =

(
∂
∂t
−A

)2
w (t) = w

′′
(t) + 2Aw

′
(t) +A2w (t) = 0, 0 < t < T

w (0) = ξ,
∂w (0, t)
∂t

= 0,

(5.2.1)

84 KHELILI Besma 2018 LMA U. Annaba



C
ha

pi
tr
e
5

5.2 Analyse du problème

où ξ ∈D (A) .

Notons H1 =D (A)×H. En désignant parU =
(
u1
u2

)
, on dé�nit la norme dans H1 par ‖U‖2

H
1 =

‖Au1‖2 + ‖u2‖2 .
Dans ce cadre, l’équation di�érentielle du second ordre (5.2.1) peut être réduite à un système
de premier ordre dans l’espace de Hilbert H1 de la forme :

W
′
(t) =AW (t) , W (0) =

(
ξ
0

)
, (5.2.2)

avec
W (t) =

(
w1 (t)
w2 (t)

)
=

(
w (t)
w′ (t)

)
, A =

(
0 I
−A2 −2A

)
où A est un opérateur linéaire non borné de domaine D (A) =D

(
A2

)
×D (A) .

On sait que A est générateur d’un semi-groupe fortement continu
{
T (t) = etA

}
t>0

dans H
1

[17,Theorem 2.1] , plus précisément, T (t) est analytique avec la forme explicite suivante :

T (t)Z = etA
(
z1
z2

)
=
∞∑
n=1

etBn
(〈
z1,φn

〉
φn〈

z2,φn
〉
φn

)
, Z =

(
z1
z2

)
∈H1,

où Bn =
[
0 1
−λ2 −2λ

]
. En utilisant des techniques de l’algèbre matricielle, nous pouvons don-

ner la forme de Bn comme suit

etBn =
(
e−λnt +λnte

−λnt te−λnt

−tλ2ne−λnt −λnte−λnt + e−λnt

)
Il en résulte que

T (t)Z =
∞∑
n=1

(
e−λnt +λnte

−λnt te−λnt

−tλ2ne−λnt −λnte−λnt + e−λnt

)(〈
z1,φn

〉
φn〈

z2,φn
〉
φn

)
En utilisant la théorie des semi-groupes [64], nous montrons l’existence et l’unicité de la so-
lution (mild) du problème (5.2.2).

Théorème 5.2.1. Pour toute W (0) ∈H1, le problème (5.2.2) admet une solution unique W ∈
C1

(
]0,+∞[ ;H1

)
∩C

(
]0,+∞[ ;H1

)
∩C1 (]0,+∞[ ;D (A)) , donnée par

W (t) = T (t)W (0) = T (t)Z =
∞∑
n=1

(
e−λnt +λnte

−λnt te−λnt

−tλ2ne−λnt −λnte−λnt + e−λnt

)(〈
z1,φn

〉
φn〈

z2,φn
〉
φn

)

En particulier, pour W (0) =
(
ξ
0

)
on a :
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5 Régularisation d’un problème de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
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W (t) = T (t)W (0) =
∞∑
n=1

(
e−λnt +λnte

−λnt te−λnt

−tλ2ne−λnt −λnte−λnt + e−λnt

)(〈
ξ,φn

〉
φn

0

)
En appliquant le théorème (5.2.1), nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 5.2.1. [48] Pour toute ξ ∈ D (A) , le problème 5.2.1 admet une solution unique

w ∈ C2 (]0,+∞[ ;H)∩C1 (]0,+∞[ ;H)∩C (]0,+∞[ ;D (A))∩C1 (]0,+∞[ ;D (A))∩C2
(
]0,+∞[ ;D

(
A2

))
donnée par

w (t) =R (t;A)ξ = (I + tA)e−tAξ =
∞∑
n=1

(1 + tλn)e
−tλn 〈ξ,φn〉φn.

Remarque 5.2.1. il est facile de véri�er que

‖R (t;A)‖ = sup
λ≥λ1

(1 + tλ)e−tλ ≤ (1 + tλ1)e
−tλ1 ,

sup
0≤t≤T

‖R (t;A)‖ = sup
0≤t≤T

(1 + tλ1)e
−tλ1 = 1.

5.2.2 Caractère mal posé du problème inverse (5.1.8)

Théorème 5.2.2. [59] Soit g ∈H , La fonction

u (t) =
∞∑
n=1

(
1+ tλn
1+ T λn

)
e(T−t)λn

〈
g,φn

〉
φn.

est la solution unique du problème (5.1.8).
Dans ce cas,

f = u (0) =
∞∑
n=1

1
1+ T λn

eT λn
〈
g,φn

〉
φn.

A partir de cette représentation, nous voyons que u(t) est instable dans [0,T [. Cela découle
de la haute fréquence

σ (t,λn) =
(
1+ tλn
1+ T λn

)
e(T−t)λn → +∞,n→ +∞.

Remarque 5.2.2. Dans le problème rétrograde parabolique classique
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5.2 Analyse du problème

vt +Av = 0, 0 < t < T , v (T ) = g, (5.2.3)

la solution unique est donnée par

v (t) =
∞∑
n=1

θn (t,λn)
〈
g,ϕn

〉
ϕn, (5.2.4)

où

θn (t,λn) = e
(T−t)λn → +∞, n→ +∞. (5.2.5)

Dans ce cas, les hautes fréquences θn (t,λn) sont égales à e(T−t)λn et le problème est fortement
mal posé.

Dans le cas du modèle biparabolique, les fréquences sont représentée par rnθn, où

rn =
1+ tλn
1+ T λn

, (5.2.6)

est le coe�cient de relaxation résultant du caractère hyperbolique du modèle biparabolique.
Remarquons que

t
T
≤ rn ≤

1+ tλ1
1+ T λ1

≤ 1, (5.2.7)

et

u (t) = R (t)v (t) , (5.2.8)

où

‖R (t)‖ = sup
n
{rn} = r1 =

1+ tλ1
1+ T λ1

.

De cette remarque, nous observons que le degré de la position incorrecte dans le modèle bipa-
rabolique est plus relaxé comparé au cas parabolique classique.

5.2.3 Approximation et stabilisation
Dans notre travail, il est important de caractériser la classe admissible pour laquelle le pro-
blème (5.1.8) admet une solution.
Notre but est d’obtenir une estimations de la forme

‖u (t)‖ ≤ Ψ (‖g‖) , (5.2.9)

pour une certaine fonction Ψ (.) qui satisfait la condition Ψ (s)→ 0 quand s→ 0.
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5 Régularisation d’un problème de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
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Étant donné que le problème de la détermination deu (t) à partir de la connaissance de
{
u (T ) = g, u

′
(0) = 0

}
est mal posé, une estimation tel (5.2.9) ne sera pas possible à moins que notre solution u(t)
n’appartienne à un certain sous-ensemble M ⊂ H .
Dans notre modèle, nous allons voir que nous pouvons employer la méthode de la convexité
logarithmique pour identi�er cet ensemble :

Mρ =
{
u (t) ∈H : u véri�ée (5.1.8) et ‖Au (0)‖ ≤ ρ <∞

}
. (5.2.10)

Théorème 5.2.3. [59] Le problème (5.1.8) est conditionnellement bien posé sur l’ensemble

M = {u (t) ∈H : ‖Au (0)‖ <∞ } (5.2.11)

si et seulement si

g ∈C1 =

h ∈H :
∞∑
n=1

e2T λn |(h,ϕn)|2 <∞

 . (5.2.12)

De plus, si u (t) ∈Mρ, alors nous avons la continuité Hölderienne suivante :

‖u (t)‖ ≤ Ψ (‖g‖) = k
(
ρ
T−t
T

)
‖g‖

t
T , (5.2.13)

où k =
(
1+ T λ1
λ1

) T−t
T

.

5.2.4 Régularisation et estimations d’erreurs
Dans cette étude, nous proposons une version modi�ée de la méthode des conditions aux
limites auxiliaires (Q.B.V.method).

L’idée dans cette méthode est de remplacer le problème mal-posé par un problème “proche”,
où on perturbe la condition �nale u(T ) = g en la remplaçant par une condition non-locale

αAru (0) +u (T ) = g (5.2.14)

dépendant d’un petit paramètre α.
On approche le problème à valeur �nale (5.1.8), par le problème perturbé suivant :{

(∂t +A)
2u (t) = u” (t) + 2Au

′
(t) +A2u (t) = 0, 0 < t < T ,

αAru (0) +u (T ) = g, ut (0) = 0,
(5.2.15)

où r > 0 et α > 0.
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Remarque 5.2.3. Le cas r = 0, correspond à la méthode des conditions aux limites auxiliaires
classique.
Notant uα(t) la solution du problème (5.2.15). Elle est donnée par

uα (t) = (I + tA)
[
αAr + (1+ TA)e−TA

]−1
e−tAg (5.2.16)

=
+∞∑
n=1

(1 + tλn)
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

e−tλn
〈
g,ϕn

〉
ϕn

Nous montrons que le problème (5.2.15) est bien posé.

Notation : Sloit G l’espace fonctionnel :
G = C2 (]0,+∞[ ;H)∩C1 (]0,+∞[ ;H)∩C (]0,+∞[ ;D (A))∩C1 (]0,+∞[ ;D (A))∩C2

(
]0,+∞[ ;D

(
A2

))
Dé�nition 5.2.1. La fonction v : [0,T ] → H est appelée une solution de (5.2.15) si v ∈ G
satisfait

(∂t +A)
2u (t) = 0, 0 < t < T ,

et les conditions aux limites

αAru (0) +u (T ) = g, ut (0) = 0,

Théorème 5.2.4. Pour tout f ∈ D(A) et r > 0, le problème (5.2.15) admet une solution unique
uα ∈ G donné par

uα (t) = (I + tA)
[
αAr + (1+ TA)e−TA

]−1
e−tAg (5.2.17)

=
+∞∑
n=1

(1 + tλn)
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

e−tλn
〈
g,ϕn

〉
ϕn

=
+∞∑
n=1

(1 + tλn)
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

e−tλngn, gn =
〈
g,ϕn

〉
ϕn

De plus
‖uα (t)‖ ≤ C3Φ (α)‖g‖ (5.2.18)

où Φ (α) =


1

α
1
r ln

(
1
α

) 0 < r < 1

1

α
[
ln

(
1
α

)]r r ≥ 1

et C3 =max(C1,C2), C1 = (rT )r , C2 = r.
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Preuve. On a

uα (t) =
+∞∑
n=1

(1 + tλn)
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

e−tλngn , gn =
〈
g,ϕn

〉
ϕn

On calcule

‖uα (t)‖2 =
+∞∑
n=1

[
(1 + tλn)e−tλn

αλrn + (1+ T λn)e−T λn

]2
|gn|2

on pose

g (λn) = (1 + tλn)e
−tλn ≤ sup

λn≥λ1
g (λn) = (1 + tλ1)e

−tλ1

comme

sup
0≤t≤T

(1 + tλ1)e
−tλ1 ≤ 1,

1

[1+ T λn]
t
T

≤ 1

donc

H (λ) =
(1 + tλn)e−tλn

αλrn + (1+ T λn)e−T λn
≤ 1
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

= H̃ (λ)

sup
λ≥λ1

H̃ (λ) ≤ {A,B} où


A = sup

λ≤λ∗
H̃ (λ)

B = sup
λ≥λ∗

H̃ (λ)

λ∗ =
1
T r

ln
(1
α

)
0 < α < 1

H̃ (λ) ≤ 1
(1+ T λn)e−T λn

=
eT λn

1+ T λn

posant s = T λn et f (s) =
es

1+ s

f (0) = 1, f (+∞) = +∞,
df

ds
=
es (1 + s)− es

(1 + s)2
=

ses

(1 + s)2
≥ 0 d’où f croissante

alors

sup
λ≤λ∗

H̃ (λ) ≤ eT λ
∗

1+ T λ∗
≤ e

T λ∗

T λ∗
=
eT (

1
T r ln( 1α ))

T
(
1
T r ln

(
1
α

)) = r

α
1
r ln

(
1
α

)
Si λ ≥ λ∗
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5.2 Analyse du problème

H̃ (λ) =
1

αλrn + (1+ T λn)e−T λn
≤ 1
α

(1
λ

)r
≤ 1
α

( 1
λ∗

)r
ce qui implique que

sup
λ≥λ∗

H̃ (λ) ≤ 1
α

 1
1
T r ln

(
1
α

)
r

= (rT )r
1

α
[
ln

(
1
α

)]r
Posons C1 = (rT )r , C2 = r, C3 =max(C1,C2) .
Si 0 < r < 1

 1

α
1
r ln

(
1
α

)
 1

α
[
ln

(
1
α

)]r

−1

=
α
[
ln

(
1
α

)]r
α

1
r ln

(
1
α

)
= α

r−1
r

[
ln

( 1
α

)]r−1
=

1

α
1−r
r

[
ln

(
1
α

)]1−r = γ (α)
lim
α→0

γ (α) = +∞⇔ pour ε = 1, ∃α0 tel que α ≤ α0⇒ γ (α) ≥ ε = 1

si 0 < r < 1 et 0 < α < 1 alors

1

α
1
r ln

(
1
α

) ≥ 1

α
[
ln

(
1
α

)]r
0 < α < 1, r ≥ 1 lim

α→0
γ (α) = 0⇔ pour ε = 1, ∃α0 tel que α ≤ α0⇒ γ (α) ≤ ε = 1

d’où

1

α
1
r ln

(
1
α

) ≤ 1

α
[
ln

(
1
α

)]r
ce qui implique

max(A,B) = C3
1

α
[
ln

(
1
α

)]r
alors

sup
0≤t≤T

‖uα (t)‖ ≤ ‖uα (0)‖ ≤ CΦ (α)‖g‖

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 91



C
ha

pi
tr
e
5

5 Régularisation d’un problème de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modi�ée

où Φ (α) =


1

α
1
r ln

(
1
α

) 0 < r < 1

1

α
[
ln

(
1
α

)]r r ≥ 1

Théorème 5.2.5. Si u (0) ∈H, et u (0) ∈D (A) ,i.e., ‖u (0)‖+ ‖Au (0)‖ <∞, alors nous avons

sup
0≤t≤T

{‖u (t)−uα (t)‖+ ‖A (u (t)−uα (t))‖} ≤ (5.2.19)

{‖u (0)−uα (0)‖+ ‖A (u (0)−uα (0))‖} → 0,α→ 0

Remarque 5.2.4. Nous rappelons ici que

‖u (0)‖+ ‖Au (0)‖ <∞⇔ g ∈C1

Preuve. On a

u (t) = (I + tA) (I + TA)−1 e(T−t)A
〈
g,ϕn

〉
ϕn

=
+∞∑
n=1

(1 + tλn)
(1 + T λn)

e(T−t)λn
〈
g,ϕn

〉
ϕn

et

uα (t) = (I + tA)
[
αλrn + (1+ TA)e−TA

]−1
e−tA

〈
g,ϕn

〉
ϕn

=
+∞∑
n=1

(1 + tλn)
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

e−tλn
〈
g,ϕn

〉
ϕn

En calculant

‖u (t)−uα (t)‖2 =
+∞∑
n=1

[
(1 + tλn)
(1 + T λn)

e(T−t)λn − (1 + tλn)
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

e−tλn
]2
|gn|2

=
+∞∑
n=1

(1 + tλn)
[(
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

)
eT λn − (1 + T λn)

]
(1 + T λn)

(
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

) e−tλn


2

|gn|2

=
+∞∑
n=1

 (1 + tλn)
[
αλrne

T λn
]

(1 + T λn)
(
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

)e−tλn
2

|gn|2

≤
+∞∑
n=1


[
αλrne

T λn
]

(1 + T λn)
(
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

)
2

|gn|2

= ‖u (0)−uα (0)‖2
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et

‖A (u (t)−uα (t))‖2 =
+∞∑
n=1

[
λn

(
(1 + tλn)
(1 + T λn)

e(T−t)λn − (1 + tλn)
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

e−tλn
)]2
|gn|2

=
+∞∑
n=1

 λn (1 + tλn)
[
αλrne

T λn
]

(1 + T λn)
(
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

)e−tλn
2

|gn|2

≤
+∞∑
n=1

 λn
[
αλrne

T λn
]

(1 + T λn)
(
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

)
2

|gn|2

= ‖A (u (0)−uα (0))‖2

on obtient alors

sup
0≤t≤T

{‖u (t)−uα (t)‖+ ‖A (u (t)−uα (t))‖} ≤ {‖u (0)−uα (0)‖+ ‖A (u (0)−uα (0))‖}

Sachant que

u (0) = (I + TA)−1 eTA
〈
g,ϕn

〉
ϕn

=
+∞∑
n=1

eT λn

(1 + T λn)
〈
g,ϕn

〉
ϕn

et

uα (0) =
[
αλrn + (1+ TA)e−TA

]−1 〈
g,ϕn

〉
ϕn

=
+∞∑
n=1

1
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

〈
g,ϕn

〉
ϕn

on a :

u (0)−uα (0) =
[

eTA

(1 + TA)
− 1
αAr + (1+ TA)e−TA

]
g

=
αAreTA[

αAr + (1+ TA)e−TA
]
(1 + TA)

g

On calcule
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‖u (0)−uα (0)‖2 =
+∞∑
n=1

 αλrne
T λn[

αλrn + (1+ T λn)e−T λn
]
(1 + T λn)


2

|gn|2

=
+∞∑
n=1

(
αλrn

αλrn + (1+ T λn)e−T λn

)2 [
eT λn

(1 + T λn)

]2
|gn|2

=
+∞∑
n=1

(
F̃ (λ)

)2
|u (0)|2

=
N∑
n=1

(
F̃ (λ)

)2
|u (0)|2 +

+∞∑
n=N

(
F̃ (λ)

)2
|u (0)|2

où

F̃ (λ) =
αλrn

αλrn + (1+ T λn)e−T λn

u (0) ∈H implique que ‖u (0)‖2 < +∞ donc
+∞∑
n=1

(
eT λn

1+ T λn

)2
|gn|2 =

+∞∑
n=1

|un (0)|2 < +∞

Choisissons ε > 0, alors ∃ N telque
+∞∑
n=N

(
eT λn

1+ T λn

)2
|gn|2 ≤

ε2

2

comme F̃ (λ) =
αλrn

αλrn + (1+ T λn)e−T λn
≤ 1 alors

+∞∑
n=N

(
F̃ (λ)

)2
|un (0)|2 ≤

+∞∑
n=N

|un (0)|2 ≤
ε2

2

et

N∑
n=1

(
F̃ (λ)

)2
|un (0)|2

≤ sup
1≤n≤N

[
F̃ (λ)

] N∑
n=1

|un (0)|2

λn ≤ λN implique que F̃ (λ) ≤ αλrn
(1 + T λn)

eT λn ≤ αλrN e
T λN

d’où

sup
1≤n≤N

[
F̃ (λ)

] N∑
n=1

|un (0)|2 ≤
[
αλrN e

T λN
]2
‖u (0)‖2
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En prenant α tel que
[
αλrN e

T λN
]2
‖u (0)‖2 ≤

ε2

2
on obtient

‖u (0)−uα (0)‖2 ≤
[
αλrN e

T λN
]2
‖u (0)‖2 +

ε2

2

≤ ε2

2
+
ε2

2
= ε2

Ce qui implique que

‖u (0)−uα (0)‖ → 0 quand α→ 0

De plus

‖A (u (t)−uα (t))‖2 ≤ ‖A (u (0)−uα (0))‖2

=
+∞∑
n=1

 αλr+1n eT λn[
αλrn + (1+ T λn)e−T λn

]
(1 + T λn)


2

|gn|2

=
+∞∑
n=1

(
F̃ (λ)

)2
|λnun (0)|2

=
N∑
n=1

(
F̃ (λ)

)2
|λnun (0)|2 +

+∞∑
n=N

(
F̃ (λ)

)2
|λnun (0)|2

comme on a supposé que ‖Au (0)‖2 =
+∞∑
n=1

(
λne

T λn

1+ T λn

)2
|gn|2 < +∞ alors

+∞∑
n=N

(
αλrn

αλrn + (1+ T λn)e−T λn

)2
|λnun (0)|2 ≤

+∞∑
n=N

|λnun (0)|2

Choisissons ε > 0, ∃ N telque
+∞∑
n=N

|λnun (0)|2 ≤
ε2

2
.

Si λn ≤ λN alors

N∑
n=1

(
F̃ (λ)

)2
|λnun (0)|2 ≤

[
sup

1≤n≤N
F̃ (λ)

] N∑
n=1

|λnun (0)|2

≤
[
αλrN e

T λN
]2
‖Au (0)‖2
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Fixons ε > 0 et choisissant α tel que
[
αλrN e

T λN
]2
‖Au (0)‖2 ≤

ε2

2
on obtient alors

‖A (u (0)−uα (0))‖2 ≤
ε2

2
+
ε2

2
= ε2

d’où

sup
0≤t≤T

‖A (u (t)−uα (t))‖ ≤ ‖A (u (0)−uα (0))‖ → 0 quand α→ 0

ce qui implique que

sup
0≤t≤T

{‖u (t)−uα (t)‖+ ‖A (u (t)−uα (t))‖} ≤ (5.2.20)

{‖u (0)−uα (0)‖+ ‖A (u (0)−uα (0))‖} → 0,α→ 0

Théorème 5.2.6. Si u(0) ∈D(A(θ+1)) tel que
∥∥∥A(θ+1)u(0)

∥∥∥ ≤ Eθ , et 1 ≤ r ≤ θ nous avons alors
l’estimation suivante :

sup
0≤t≤T

{‖u (t)−uα (t)‖+ ‖A (u (t)−uα (t))‖} (5.2.21)

≤ {‖u (0)−uα (0)‖+ ‖A (u (0)−uα (0))‖} ≤

 C5

ln
(
C4
α

)
θ

Eθ

où C4 = λ
θ−r
1 et C5 = λ

−1
1 +1.

Preuve. On calcule

‖u (0)−uα (0)‖2 =
+∞∑
n=1

 αλrne
T λnλ

−(θ+1)
n λ

(θ+1)
n[

αλrn + (1+ T λn)e−T λn
]
(1 + T λn)


2

|gn|2

=
+∞∑
n=1

 αλrnλ
−(θ+1)
n[

αλrn + (1+ T λn)e−T λn
]

2 λ(θ+1)n eT λn

1+ T λn

 |gn|2
=

+∞∑
n=1

 αλ
−(θ+1)
n[

α + (1+ T λn)λ
−r
n e−T λn

]
2 λ(θ+1)n eT λn

1+ T λn

 |gn|2
=

+∞∑
n=1

(αGα (λn))
2
∣∣∣∣λ(θ+1)n un (0)

∣∣∣∣2
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où

Gα (λn) =
λ
−(θ+1)
n[

α + (1+ T λn)λ
−r
n e−T λn

] = 1

λn
[
αλθn + (1+ T λn)λ

θ−r
n e−T λn

]
si r ≤ θ et λn ≥ λ1 alors

Gα (λn) ≤
1

λ1
[
αλθn + (1+ T λn)λ

θ−r
1 e−T λn

]
=

1

λθ+1−r1

[
α
λθ−r1

λθn + (1+ T λn)e−T λn
]

donc

sup
1≤n≤N

1

λθ+1−r1

[
α
λθ−r1

λθn + (1+ T λn)e−T λn
] = Φα (

α

λθ−r1

)
=



λ−θ1

[
λ
1− 1

θ
1

]r
α

1
θ ln

(
λθ−r1
α

) 0 < θ < 1

λ−11

α
[
ln

(
λθ−r1
α

)]θ θ ≥ 1

Si θ ≥ 1 alors

‖u (0)−uα (0)‖2 ≤
+∞∑
n=1

(αGα (λn))
2
∣∣∣∣λ(θ+1)n un (0)

∣∣∣∣2
≤

λ−11[
ln

(
λθ−r1
α

)]θ +∞∑
n=1

∣∣∣λθ+1n un (0)
∣∣∣2

≤
λ−11[

ln
(
λθ−r1
α

)]θ ∥∥∥A(θ+1)u(0)
∥∥∥2

et

2018 LMA U. Annaba KHELILI Besma 97



C
ha

pi
tr
e
5

5 Régularisation d’un problème de Cauchy biparabolique abstrait par la méthode des conditions
aux limites auxiliaires modi�ée

‖A (u (0)−uα (0))‖2 =
+∞∑
n=1

 αλr+1n eT λnλ−θn λ
θ
n[

αλrn + (1+ T λn)e−T λn
]
(1 + T λn)


2

|gn|2

=
+∞∑
n=1

 αλrnλ
−θ
n[

αλrn + (1+ T λn)e−T λn
]

2 (
λθ+1n

eT λn

(1 + T λn)

)
|gn|2

≤
+∞∑
n=1

 α[
αλθn + (1+ T λn)λ

θ−r
n e−T λn

]
2 ∣∣∣λθ+1n un (0)

∣∣∣2
≤

+∞∑
n=1

α

λθ−r1

[
α
λθ−r1

λθn + (1+ T λn)e−T λn
] ∣∣∣λθ+1n un (0)

∣∣∣2

≤ α

 sup
1≤n≤N

1

λθ−r1

[
α
λθ−r1

λθn + (1+ T λn)e−T λn
]

2
+∞∑
n=1

∣∣∣λθ+1n un (0)
∣∣∣2

comme θ ≥ 1 alors ‖A (u (0)−uα (0))‖2 ≤
1[

ln
(
λθ−r1
α

)]2θ ∥∥∥Aθ+1u (0)∥∥∥2
ce qui implique que

sup
0≤t≤T

{‖u (t)−uα (t)‖+ ‖A (u (t)−uα (t))‖} ≤ (5.2.22)

{‖u (0)−uα (0)‖+ ‖A (u (0)−uα (0))‖} ≤
1[

ln
(
λθ−r1
α

)]θ (
λ−11 +1

)∥∥∥Aθ+1u (0)∥∥∥
{‖u (0)−uα (0)‖+ ‖A (u (0)−uα (0))‖} ≤

C5[
ln

(
C4
α

)]θ (Eθ) (5.2.23)

où C4 = λ
θ−r
1 et C5 = λ

−1
1 +1.

Nous terminons notre étude par la construction de la famille d’opérateurs régularisants de(5.1.8.

Dé�nition 5.2.2. La famille {Rα (t) ,α > 0, t ∈ [0,T ]} ⊂ L (H) est dite famille d’opérateurs
régularisante pour le problème (5.1.8) si pour tout solution u (t) , 0 ≤ t ≤ T du (5.1.8) avec la
donnée g,et pour tout η > 0, il existe un choix α (η) > 0, tel que

α (η) −→ 0, η −→ 0
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∥∥∥Rα(η) (t)gη −u (t)∥∥∥ −→ 0, η −→ 0 (5.2.24)

pour tout t ∈ [0,T ] dés que gη satisfait
∥∥∥gη − g∥∥∥ ≤ η.

Soit

Rα (t) = (I + tA)
[
αAr + (1+ TA)e−TA

]−1
e−tA (5.2.25)

alors
Rα (t) ∈ L (H) et ‖Rα (t)‖ ≤ C3Φ (α) (5.2.26)

où Φ (α) =


1

α
1
r ln

(
1
α

) 0 < r < 1

1

α
[
ln

(
1
α

)]r r ≥ 1

Dans ce qui suit, on montre que Rα (t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le pro-
blème (5.1.8).

Théorème 5.2.7. Si g ∈C1, alors la condition (5.2.24) est veri�ée.

Preuve. Supposons que g ∈C1, on a

∥∥∥Rα(η) (t)gη −u (t)∥∥∥ =
∥∥∥Rα(η) (t)gη −Rα(η) (t)g +Rα(η) (t)g −u (t)∥∥∥

=
∥∥∥∥Rα(η) (t)(gη − g)+Rα(η) (t)g −u (t)∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥Rα(η) (t)(gη − g)∥∥∥∥+ ∥∥∥Rα(η) (t)g −u (t)∥∥∥

≤
∥∥∥Rα(η) (t)∥∥∥∥∥∥∥(gη − g)∥∥∥∥+ ∥∥∥Rα(η) (t)g −u (t)∥∥∥

= ∆1 (t) +∆2 (t)

où
∆1 (t) =

∥∥∥∥Rα(η) (t)(gη − g)∥∥∥∥ ≤ C3Φ (α)η,
et
∆2 (t) =

∥∥∥Rα(η) (t)g −u (t)∥∥∥
Nous observons que

∆1 (t) ≤


C3

η

α
1
r ln

(
1
α

) 0 < r < 1

C3
η

α
[
ln

(
1
α

)]r r ≥ 1

Choisissons α = η
r
2 si 0 < r < 1, et α =

√
η si r ≥ 1,

alors
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∆1 (t) ≤



C3

√
η

ln
(

1
η
r
2

) 0 < r < 1

C3

√
η[

ln
(

1√
η

)]r r ≥ 1

−→ 0 quand η −→ 0 (5.2.27)

D’après le théorème (4.4.3) on a

∆2 (t) =
∥∥∥Rα(η) (t)g −u (t)∥∥∥ −→ 0 quand η −→ 0 (5.2.28)

Combinant (5.2.27) et (5.2.28) on obtient
sup
0≤t≤T

∥∥∥Rα(η) (t)gη −u (t)∥∥∥→ 0, η→ 0.
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Conclusion et perspectives
Dans ce travail, on a étudié deux classes de problèmes mal posés. Dans la première classe,
on a étudié un problème inverse elliptique du type ‹‹complétion de données››posé sur une
géométrie bornée et non-bornée, où des résultats de stabilisation et de régularisation ont été
obtenus. Quant à la deuxième classe, elle comporte l’étude d’un problème de Cauchy bipara-
bolique abstrait.
On a adopté la méthode des conditions aux limites auxiliaries modi�ées, où des résultats de
convergence et des estimations d’erreur on été établis sous certaines conditions de régularité
des solutions des problèmes originaux mal posés.
Dans le futur, on projette de faire l’approximation numérique de ces problèmes pour valider
les résultats théoriques obtenus.
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1 Formulation of the problem
Throughout this paper H denotes a complex separable Hilbert space endowed with the inner product ⟨., .⟩
and the norm ∥.∥, L(H) stands for the Banach algebra of bounded linear operators on H.

Let A ∶ D(A) ⊂ H Ð→ H be a positive, self-adjoint operator with compact resolvent, so that A has an
orthonormal basis of eigenvectors (φn) ⊂ H with real eigenvalues (λn) ⊂ R+, i.e.,

Aφn = λnφn , n ∈ N∗, ⟨φi , φj⟩ = δij = {1, if i = j
0, if i ≠ j

,

0 < ν ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . , lim
n→∞λn = ∞,

∀h ∈ H, h = ∞∑
n=1 hnφn , hn = ⟨h, φn⟩.

In this paper, we consider the following inverse source problem of determining the unknown source term
u(0) = f and the temperature distribution u(t) for 0 ≤ t < T, of the following biparabolic problem

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B2u = ( d

dt + A)2u(t) = u′′(t) + 2Au′(t) + A2u(t) = 0, 0 < t < T,

u(T) = g, u′(0) = 0,
(1)

where 0 < T < ∞ and g is a given H-valued function.
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To our knowledge, the literature devoted to this class of problems is quite scarce, except the papers [1–6].
The study of this case is caused not only by theoretical interest, but also by practical necessity. In particular,
the biparabolic model is used in mathematical modeling to describe specials features of the dynamics of
deformable water-saturated porous media during their �ltration consolidation subject to applied loads [7–
9].

It is well-known that the classical heat equation does not accurately describe the conduction of heat
[10, 11]. Numerous models have been proposed for better describing this phenomenon. Among them, we
can cite the biparabolic model proposed in [12], the fractional biparabolic model [13], for a more adequate
mathematical description of heat and di�usion processes than the classical heat equation. For physical
motivation and other models we refer the reader to [14–21].

This work is a continuity of the work developed recently by Lakhdari and Boussetila [2], where the
strategy of regularization which will be used is completely di�erent that used in [2]. Our new strategy is
motivated by the simplicity of the method, as well as the numerical results obtained, which are better
compared to those obtained using a variant of an iterative regularization [2]. More precisely, we propose an
improvedmodi�ed quasi-boundary-value method with two parameters α > 0 and r ≥ 0, where the parameter
α is introduced to �lter the high frequencies, and the second parameter r to include the regularity of the
solution of the original problem. The advantage of the multi-parameter regularization is such that it gives
more freedom in attaining order optimal accuracy [22–29].

The quasi-boundary value method, also called non-local auxiliary boundary condition, introduced and
developed by Showalter [30, 31], is a regularization technique by replacing the �nal condition or boundary
condition by a nonlocal condition such that the perturbed problem is well-posed.

Themain advantage of the quasi-boundary-valuemethod is that it gives a well-posed problem, where the
di�erential equation has not been changed, only the boundary values have beenmodi�ed. Therefore, we can
exploit various numerical methods to approach the problem in question, for arbitrary geometry [0, T] × Ω,
whereΩ is a sub-set of Rn, n ≥ 1.

This method has been used to solve some ill-posed problems for parabolic, hyperbolic and elliptic
equations; for more details, see [22, 32–44] and the references therein.

2 Ill-posedness of the problem and a conditional stability result
We point out here some results established in [2].

Let use consider the following well-posed problem.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B2w = ( d

dt + A)2w(t) = w′′(t) + 2Aw′(t) + A2w(t) = 0, 0 < t < T,

w(0) = ξ, w′(0) = 0,
(2)

where ξ ∈ D(A).
Theorem 2.1 ([2]). For any ξ ∈ D(A), problem (2) admits an unique solution

w ∈ C2 (]0,+∞[;H) ∩ C1 ([0,+∞[;H) ∩ C ([0,+∞[;D(A)) ∩ C1 (]0,+∞[;D(A)) ∩ C2 (]0,+∞[;D(A2))
given by

w(t) = R(t;A)ξ = (I + tA)e−tAξ = ∞∑
n=1(1 + tλn)e−tλn⟨ξ, φn⟩φn . (3)

Remark 2.2. It is easy to check that

∥R(t;A)∥ = sup
λ≥λ1

(1 + tλ)e−tλ ≤ (1 + tλ1)e−tλ1 , (4)

sup
0≤t≤T ∥R(t;A)∥ = sup

0≤t≤T(1 + tλ1)e−tλ1 = 1. (5)
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2.1 Ill-posedness of the problem (1)

Theorem 2.3 ([2]). Let g ∈ H, then the unique formal solution of the problem (1) is given by

u(t) = ∞∑
n=1(

1 + tλn
1 + Tλn

) e(T−t)λn⟨g, φn⟩φn . (6)

In this case,
f = u(0) = ∞∑

n=1
1

1 + Tλn
eTλn⟨g, φn⟩φn . (7)

From this representation we see that u(t) is unstable in [0, T[. This follows from the high-frequency

σ(t, λn) = ( 1 + tλn
1 + Tλn

) e(T−t)λn Ð→ +∞, n Ð→ +∞.

Remark 2.4.
– In the classical backward parabolic problem

vt + Av = 0, 0 < t < T, v(T) = g, (8)

the unique formal solution is given by

v(t) = ∞∑
n=1 θn(t, λn)⟨g, φn⟩φn , (9)

where
θn(t, λn) = e(T−t)λn Ð→ +∞, n Ð→ +∞.

In this case, the high-frequency θn(t, λn) is equal to e(T−t)λn and the problem is severely ill-posed.
– In the case of biparabolic model, we have σn = rnθn, where

rn = ( 1 + tλn
1 + Tλn

) ,
is the relaxation coe�cient resulting from the hyperbolic character of the biparabolic model.
Observe that

t
T
≤ rn ≤ 1 + tλ1

1 + Tλ1
≤ 1, (10)

and
u(t) = R(t)v(t), (11)

where ∥R(t)∥ = sup
n≥1 {rn} = r1 = 1 + tλ1

1 + Tλ1
. (12)

From this remark, we observe that the degree of ill-posedness in the biparabolic model is relaxed compared
to the classical parabolic case.

2.2 Conditional stability estimate

We would like to have estimates of the form

∥u(t)∥ ≤ Ψ(∥g∥),
for some function Ψ(.) such that Ψ(s) Ð→ 0 as s Ð→ 0.

Since the problem of determining u(t) from the knowledge of {u(T) = g, u′(0) = 0} is ill-posed, an
estimate suchas the abovewill not bepossibleunlesswe restrict the solution u(t) to certain source setM⊂ H.
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In our model, we will see that we can employ the method of logarithmic convexity to identify this source
set:

Mρ = {w(t) ∈ H ∶ w obeys (1) and ∥Aw(0)∥ ≤ ρ < ∞}. (13)

On the basis {φn} we introduce the Hilbert scale (Hs)s∈R (resp. (Es)s∈R) induced by A as follows

Hs = D(As) = {h ∈ H ∶ ∥h∥2Hs = ∞∑
n=1λ

2s
n ∣⟨h, φn⟩∣2 < +∞},

Es = D(esTA) = {h ∈ H ∶ ∥h∥2Es = ∞∑
n=1 e

2Tsλn ∣⟨h, φn⟩∣2 < +∞},
We give here a result of conditional stability. The demonstration is given in the paper [2].

Theorem 2.5. The problem 1 is conditionally well-posed on the set

M = {w(t) ∈ H ∶ ∥Aw(0)∥ < ∞}
if and only if

g ∈ E1 = {h ∈ H ∶ ∞∑
n=1 e

2Tλn ∣(h, φn)∣2 < ∞}.
Moreover, if u(t) ∈ Mρ, then we have the following Hölder continuity

∥u(t)∥ ≤ Ψ(∥g∥) = γ (ρ T−t
T ) ∥g∥ t

T , (14)

where γ = ( 1+Tλ1
λ1

) T−t
T .

3 Regularization and error estimates
In this work, we propose a modi�ed quasi-boundary value method (MQBVM) to solve the inverse problem 1,
i.e., replacing the �nal condition u(T) = g with the functional time nonlocal condition,

αAru (0) + u (T) = g, (15)

to form an approximate regularized problem

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
( d
dt + A)2 u (t) = u′′ (t) + 2Au′ (t) + A2u (t) = 0, 0 < t < T,

αAru (0) + u (T) = g, u′ (0) = 0, (16)

where r > 0 is a real parameter and α > 0 is the regularization parameter.

Remark 3.1. The case r = 0, corresponds to the classical quasi-boundary value method.

Denoting by uα (t) the solution of 16. By the separation of variables and the formula (3), we show the well-
posedness of (16), and its solution can be expressed by

uα (t) = (I + tA) [αAr + (1 + TA) e−TA]−1 e−tAg = +∞∑
n=1

(1 + tλn)
αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn

e−tλn ⟨g, φn⟩φn (17)

Theorem 3.2. For all g ∈ D(A) and r > 0, the approximate problem 16 admits an unique solution uα given by

uα (t) = (I + tA) [αAr + (1 + TA) e−TA]−1 e−tAg = +∞∑
n=1

(1 + tλn)
αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn

e−tλngnφn , gn = ⟨g, φn⟩ (18)
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Moreover, the following inequality holds

sup
0≤t≤T ∥uα (t)∥ ≤ ∥uα (0)∥ ≤ C3κ (α) ∥g∥ , (19)

where

κ (α) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

α
1
r ln( 1

α
) , 0 < r < 1,

1
α[ln( 1

α
)]r , r ≥ 1, (20)

and C3 = max (C1, C2) , C1 = (rT)r , C2 = r.

Proof. We compute

∥uα (t)∥2 = +∞∑
n=1 [

(1 + tλn) e−tλn

αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn
]2 ∣gn ∣2

Putting
G (λn) = (1 + tλn) e−tλn ≤ sup

n≥1 G (λn) = (1 + tλ1) e−tλ1 ≤ 1, (21)

and
H̃ (λn) = 1

αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn
. (22)

Our goal here is to prove that

sup
λ≥λ1

H̃ (λ) = κ (α) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

α
1
r ln( 1

α
) , 0 < r < 1,

1
α[ln( 1

α
)]r , r ≥ 1, (23)

Indeed, we have

H (λn) = (1 + tλn) e−tλn

αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn
≤ 1
αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn

= H̃ (λn) .
Now to estimate H̃ (λ), we proceed as follows

sup
λ≥λ1

H̃ (λ) ≤ max{A, B} , where

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A = sup
λ≤λ∗H̃ (λ) ,

B = sup
λ≥λ∗H̃ (λ) ,

λ∗ = 1
Tr ln ( 1

α) , 0 < α < 1.
For 0 < ν ≤ λ ≤ λ∗, we have

H̃ (λn) ≤ 1(1 + Tλn) e−Tλn
= eTλn

1 + Tλn
We denote s = Tλn and the function

f (s) = es

1 + s
.

The function attains its maximum at λ∗,

sup
λ≤λ∗ H̃ (λ) = eTλ

∗

1 + Tλ∗ ≤ eTλ
∗

Tλ∗ = eT( 1
Tr ln( 1

α
))

T ( 1
Tr ln ( 1

α)) .
Hence, we get

sup
λ≤λ∗ H̃ (λ) ≤ r

α
1
r ln ( 1

α) . (24)

If λ ≥ λ∗, we can write
H̃ (λ) = 1

αλr + (1 + Tλ) e−Tλ ≤ 1
α

(1
λ
)r ≤ 1

α
( 1
λ∗ )

r
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which implies that

sup
λ≥λ∗ H̃ (λ) ≤ 1

α

⎛⎝ 1
1
Tr ln ( 1

α)
⎞⎠
r = (rT)r 1

α [ln ( 1
α)]r . (25)

Putting C1 = (rT)r, C2 = r, C3 = max (C1, C2).● If 0 < r < 1 and 0 < α < 1, we observe that

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

α
1
r ln ( 1

α)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1
α [ln ( 1

α)]r
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
−1

= α [ln ( 1
α)]r

α
1
r ln ( 1

α)
= α r−1

r [ln(1
α
)]r−1

= 1
α

1−r
r [ln ( 1

α)]1−r = γ (α) Ð→ +∞, as αÐ→ 0.

lim
α→0

γ (α) = +∞Ô⇒ for ε = 1, ∃α0 such as α ≤ α0 ⇒ γ (α) ≥ ε = 1. Then, for α su�ciently small, we have

1
α

1
r ln ( 1

α) ≥ 1
α [ln ( 1

α)]r .
Therefore,

max (A, B) = C3
1

α
1
r ln ( 1

α) . (26)

● If r ≥ 1 and 0 < α < 1, we have lim
α→0

γ (α) = 0Ô⇒ for ε = 1, ∃α0 such that α ≤ α0 ⇒ γ (α) ≤ ε = 1. Then, for
α su�ciently small, we have

1
α

1
r ln ( 1

α) ≤ 1
α [ln ( 1

α)]r ,
and thus

max (A, B) = C3
1

α [ln ( 1
α)]r . (27)

From (26) and (27), we obtain the desired estimate:

sup
0≤t≤T ∥uα (t)∥ ≤ ∥uα (0)∥ ≤ C3κ (α) ∥g∥ ,

where

κ (α) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

α
1
r ln( 1

α
) , 0 < r < 1,

1
α[ln( 1

α
)]r , r ≥ 1.

Theorem 3.3. If u (0) ∈ H and u(0) ∈ D(A), i.e., ∥u(0)∥ + ∥Au(0)∥ < ∞, then we have

sup
0≤t≤T {∥u (t) − uα (t)∥ + ∥A (u (t) − uα (t))∥} ≤ (28)

{∥u (0) − uα (0)∥ + ∥A (u (0) − uα (0))∥} → 0, as α→ 0

Remark 3.4. We recall here that

∥u(0)∥ + ∥Au(0)∥ < ∞⇐⇒ g ∈ E1.

Proof. We have

u(0) = ∞∑
n=1

1
1 + Tλn

eTλn⟨g, φn⟩φn ,
uα(0) = +∞∑

n=1
1

αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn
⟨g, φn⟩φn ,
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and

∥u(0) − uα(0)∥2 = +∞∑
n=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
[αλrneTλn](1 + Tλn) (αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
2

∣gn ∣2 .
From this equality we can write

∥u (t) − uα (t)∥2 = +∞∑
n=1 [

(1 + tλn)(1 + Tλn) e(T−t)λn − (1 + tλn)
αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn

e−tλn]2 ∣gn ∣2

= +∞∑
n=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(1 + tλn) [(αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn) eTλn − (1 + Tλn)](1 + Tλn) (αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn) e−tλn

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
2

∣gn ∣2

= +∞∑
n=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(1 + tλn) [αλrneTλn](1 + Tλn) (αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn) e−tλn

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
2

∣gn ∣2

≤ +∞∑
n=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
[αλrneTλn](1 + Tλn) (αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
2

∣gn ∣2
= ∥u (0) − uα (0)∥2 ,

and

∥A (u (t) − uα (t))∥2 = +∞∑
n=1 [λn (

(1 + tλn)(1 + Tλn) e(T−t)λn − (1 + tλn)
αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn

e−tλn)]2 ∣gn ∣2

= +∞∑
n=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λn (1 + tλn) [αλrneTλn](1 + Tλn) (αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn) e−tλn

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
2

∣gn ∣2

≤ +∞∑
n=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λn [αλrneTλn](1 + Tλn) (αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
2

∣gn ∣2
= ∥A (u (0) − uα (0))∥2 ,

thus we get

sup
0≤t≤T {∥u (t) − uα (t)∥ + ∥A (u (t) − uα (t))∥} ≤ {∥u (0) − uα (0)∥ + ∥A (u (0) − uα (0))∥} .

Now, we show that {∥u (0) − uα (0)∥ + ∥A (u (0) − uα (0))∥} → 0, as α→ 0.

We have

u (0) = (I + TA)−1 eTAg = +∞∑
n=1

eTλn

(1 + Tλn) ⟨g, φn⟩φn ,
and

uα (0) = [αAr + (I + TA) e−TA]−1 g = +∞∑
n=1

1
αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn

⟨g, φn⟩φn ,
then we get

∥u (0) − uα (0)∥2 = +∞∑
n=1(

αλrneTλn

[αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn] (1 + Tλn))
2 ∣gn ∣2

= +∞∑
n=1(

αλrn
αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn

)2 [ eTλn

(1 + Tλn)]
2 ∣gn ∣2

= +∞∑
n=1(

αλrn
αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn

)2 ∣un (0)∣2
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= +∞∑
n=1 (F̃ (λn))2 ∣un (0)∣2 ,

where
F̃ (λn) = αλrn

αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn
.

We assume that u(0) ∈ H.

u(0) ∈ H ⇐⇒ +∞∑
n=1(

eTλn

1 + Tλn
)2 ∣gn ∣2 = +∞∑

n=1 ∣un (0)∣2 = ∥u (0)∥2 < +∞
For ε > 0, we choose N > 0 such that

+∞∑
n=N ( eTλn

1+Tλn
)2 ∣gn ∣2 ≤ ε2

2 . Thus

∥u (0) − uα (0)∥2 = N∑
n=1 (F̃ (λ))2 ∣un (0)∣2 + +∞∑

n=N (F̃ (λn))2 ∣un (0)∣2 . (29)

We observe that F̃ (λn) = αλr
n

αλr
n+(1+Tλn)e−Tλn ≤ 1, then we can write

+∞∑
n=N [F̃ (λn)]2 ∣un (0)∣2 ≤ +∞∑

n=N ∣un (0)∣2 ≤ ε2

2 .

The other quantity can be estimated as follows

N∑
n=1(

αλrneTλn

[αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn] (1 + Tλn))
2 ∣gn ∣2 = N∑

n=1 [
αλrn[αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn]]

2 ∣un (0)∣2
= N∑

n=1 [F̃ (λn)]2 ∣un (0)∣2
≤ [ sup

1≤n≤NF̃ (λn)]2 N∑
n=1 ∣un (0)∣2 .

It is clear that
F̃ (λn) = αλrn

αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn
≤ αλrn(1 + Tλn) e−Tλn

≤ αλrneTλn

1 + Tλn
,

and λn ≤ λN implies that
F̃ (λn) ≤ αλrn(1 + Tλn) eTλn ≤ αλrN eTλN .

It follows that
sup
1≤n≤NF̃ (λn) ≤ αλrN eTλN ,

and consequently
N∑
n=1 (F̃ (λn))2 ∣un(0)∣2 ≤ [αλrN eTλN ]2 ∥u (0)∥2 .

If we choose the parameter α such that αλrN eTλN ∥u (0)∥ ≤ ε√
2
, we obtain

∥u (0) − uα (0)∥2 ≤ [αλrN eTλN ]2 ∥u (0)∥2 + ε22
≤ ε2

2 + ε22 = ε2.
Which shows that

uα (0) → u (0) , as α→ 0.

To complete the proof, it remains to show that

∥A (u (0) − uα (0)) ∥ → 0, as α→ 0.
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We compute

∥A (u (0) − uα (0))∥2 = +∞∑
n=1(

αλr+1n eTλn

[αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn] (1 + Tλn))
2 ∣gn ∣2

= +∞∑
n=N [F̃ (λn)]2 ∣λnun (0)∣2 .

We have

u(0) ∈ D(A) ⇐⇒ ∥Au (0)∥2 = +∞∑
n=1(

λneTλn

1 + Tλn
)2 ∣gn ∣2 < +∞.

For ε > 0, we choose N > 0 such that

+∞∑
n=N ∣λnun (0)∣2 = +∞∑

n=N ( λneTλn

1 + Tλn
)2 ∣gn ∣2 < ε2

2 .

Then, we can write
+∞∑
n=N (F̃ (λn))2 ∣λnun (0)∣2 ≤ +∞∑

n=N ∣λnun (0)∣2 ≤ ε2

2 .

and
N∑
n=1 (F̃ (λn))2 ∣λnun (0)∣2 ≤ sup

1≤n≤N [F̃ (λn)] N∑
n=1 ∣λnun (0)∣2

≤ [αλrN eTλN ]2 ∥Au (0)∥2 .
If we choose the parameter α such that [αλrN eTλN ] ∥Au (0)∥ ≤ ε√

2
, we get

∥A (u (0) − uα (0))∥2 ≤ [αλrN eTλN ]2 ∥Au (0)∥2 + ε22
≤ ε2

2 + ε22 = ε
2.

Which shows that
A (u (0) − uα (0)) → 0, as α→ 0.

In conclusion,

sup
0≤t≤T {∥u (t) − uα (t)∥ + ∥A (u (t) − uα (t))∥} ≤ (30)

{∥u (0) − uα (0)∥ + ∥A (u (0) − uα (0))∥} → 0,α→ 0

Theorem 3.5. If u(0) ∈ D(A(θ+1)) such that ∥A(θ+1)u(0)∥ ≤ Eθ, and 1 ≤ r ≤ θ, then we have the following
estimate

sup
0≤t≤T {∥u (t) − uα (t)∥ + ∥A (u (t) − uα (t))∥} ≤ (31)

{∥u (0) − uα (0)∥ + ∥A (u (0) − uα (0))∥} ≤ ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
C5

ln ( C4
α )

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
θ

Eθ

Proof. We have

∥u (0) − uα (0)∥2 = +∞∑
n=1

⎛⎝ αλrneTλnλ
−(θ+1)
n λ

(θ+1)
n[αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn] (1 + Tλn)

⎞⎠
2 ∣gn ∣2

= +∞∑
n=1

⎛⎝ αλrnλ
−(θ+1)
n[αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn]⎞⎠

2 ⎛⎝λ
(θ+1)
n eTλn

1 + Tλn
⎞⎠
2 ∣gn ∣2



1658 | K. Besma et al.

= +∞∑
n=1

⎛⎝ αλ
−(θ+1)
n[α + (1 + Tλn)λ−rn e−Tλn]⎞⎠

2 ⎛⎝λ
(θ+1)
n eTλn

1 + Tλn
⎞⎠
2 ∣gn ∣2

= +∞∑
n=1 (αĜα (λn))2 ∣λ(θ+1)n un (0)∣2 ,

where

Ĝα (λn) = λ
−(θ+1)
n[α + (1 + Tλn)λ−rn e−Tλn] = 1

λn [αλθn + (1 + Tλn)λθ−rn e−Tλn] .
If r ≤ θ, then

Ĝα (λn) ≤ 1
λ1 [αλθn + (1 + Tλn)λθ−r1 e−Tλn]

= 1

λθ+1−r1 [ α
λθ−r
1
λθn + (1 + Tλn) e−Tλn] = 1

λθ+1−r1
H̃β(λn),

where β = α
λθ−r
1

. Now by (23), we conclude that

sup
n≥1

1

λθ+1−r1 [ α
λθ−r
1
λθn + (1 + Tλn) e−Tλn] = 1

λθ+1−r1
sup
λ≥λ1

H̃β(λn) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ−θ1 [λ1− 1
θ

1 ]r

α
1
θ ln(λθ−r

1
α

) , 0 < θ < 1,
λ−11

α[ln(λθ−r
1
α

)]θ , θ ≥ 1. (32)

If θ ≥ 1, we can write

∥u (0) − uα (0)∥2 ≤ +∞∑
n=1 (αĜα (λn))2 ∣λ(θ+1)n un (0)∣2 (33)

≤
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ−11
[ln(λθ−r

1
α )]θ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

2
+∞∑
n=1 ∣λθ+1n un (0)∣2 (34)

≤
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ−11
[ln(λθ−r

1
α )]θ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

2

∥A(θ+1)u(0)∥2 , (35)

and

∥A (u (0) − uα (0))∥2 = +∞∑
n=1(

αλrnλ
−θ
n[αλrn + (1 + Tλn) e−Tλn])

2 (λθ+1n
eTλn

(1 + Tλn))
2 ∣gn ∣2

≤ +∞∑
n=1

⎛⎝ α[αλθn + (1 + Tλn)λθ−rn e−Tλn]⎞⎠
2 ∣λθ+1n un (0)∣2

≤ +∞∑
n=1

⎛⎜⎜⎜⎝
α

λθ−r1 [ α
λθ−r
1
λθn + (1 + Tλn) e−Tλn]

⎞⎟⎟⎟⎠
2

∣λθ+1n un (0)∣2

≤ α⎛⎜⎜⎜⎝supn≥1
1

λθ−r1 [ α
λθ−r
1
λθn + (1 + Tλn) e−Tλn]

⎞⎟⎟⎟⎠
2
+∞∑
n=1 ∣λθ+1n un (0)∣2 .
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By virtue of (23), we obtain

∥A (u (0) − uα (0))∥2 ≤ 1

[ln(λθ−r
1
α )]2θ ∥Aθ+1u (0)∥2 . (36)

Combining (33) and (36), we obtain

sup
0≤t≤T {∥u (t) − uα (t)∥ + ∥A (u (t) − uα (t))∥} ≤ (37)

{∥u (0) − uα (0)∥ + ∥A (u (0) − uα (0))∥} ≤ 1

[ln(λθ−r
1
α )]θ (λ−11 + 1) ∥Aθ+1u (0)∥

≤ C5
[ln ( C4

α )]θ Eθ , (38)

where C4 = λθ−r1 and C5 = λ−11 + 1.
We conclude this paper by constructing a family of regularizing operators for the problem 1.

De�nition 3.6. A family {Rα(t), α > 0, t ∈ [0, T]} ⊂ L(H) is called a family of regularizing operators for
the problem (1) if for each solution u(t), 0 ≤ t ≤ T of (1) with �nal element g, and for any η > 0, there exists
α(η) > 0, such that

α(η) → 0, η → 0, (39)
∥Rα(η)(t)gη − u(t)∥ → 0, η → 0, (40)

for each t ∈ [0, T] provided that gη satis�es ∥gη − g∥ ≤ η.
De�ne Rα(t) = (I + tA) [αAr + (1 + TA) e−TA]−1 e−tA. It is clear that Rα(t) ∈ L(H) (see (19)). In the following
we will show that Rα(t) is a family of regularizing operators for the problem 1.

Theorem 3.7. Under the assumption g ∈ E1, the condition (40) holds.

Proof. We have

∆α(t) = ∥Rα(t)gη − u(t)∥ ≤ ∥Rα(t)(gη − g)∥ + ∥Rα(t)g − u(t)∥ = ∆1(t) +∆2(t),
where

∆1(t) = ∥Rα(t)(gη − g)∥ ≤ κ(α)η,
∆2(t) = ∥Rα(t)g − u(t)∥.

We observe that

∆1(t) ≤
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

η

α
1
r ln( 1

α
) , 0 < r < 1,

η

α[ln( 1
α
)]r , r ≥ 1.

Choose α = η r
2 if 0 < r < 1, and α = √

η if r ≥ 1, it follows

∆1(t) ≤
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
η

ln( 1
η1/r )

, 0 < r < 1,
√
η

[ln( 1√
η
)]r , r ≥ 1, Ð→ 0, as η Ð→ 0. (41)

Now, by Theorem 3.3 we have

∆2(t) = ∥uα(η)(t) − u(t)∥ → 0, as η Ð→ 0, (42)

uniformly in t. Combining (41) and (42) we obtain

sup
0≤t≤T ∥Rα(t)gη − u(t)∥ Ð→ 0, as η Ð→ 0.

This shows that Rα(t) is a family of regularizing operators for the problem 1.
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4 Numerical results
In this sectionwe give a two-dimensional numerical test to show the feasibility and e�ciency of the proposed
method. Numerical experiments where carried out using MATLAB.

We consider the following inverse problem
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
( ∂
∂t − ∂2

∂x2 )2 u(x, t) = 0, x ∈ (0, π), t ∈ (0, 1),
u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ (0, 1),
u(x, 1) = g(x), ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, π],

(43)

where f(x) = u(x, 0) is the unknown initial condition and u(x, 1) = g(x) is the �nal condition.
It is well known that the operator

A = − ∂2

∂x2
, D(A) = H1

0(0, π) ∩ H2(0, π) ⊂ H = L2(0, π),
is positive, self-adjoint with compact resolvent (A is diagonalizable).

The eigenpairs (λn , φn) of A are

λn = n2, φn(x) =
√

2
π
sin(nx), n ∈ N∗.

In this case, the formula (7) takes the form

f(x) = u(x, 0) = 2
π

+∞∑
n=1

1
1 + n2

en
2 ⎛⎜⎝

π

∫
0

g(x) sin(nx)dx⎞⎟⎠ sin(nx). (44)

In the following, we consider an example which has an exact expression of solutions (u(x, t), f(x)).
Example. If u(x, 0) = φ1(x) = √

2
π sin(x), then the function

u(x, t) = ∞∑
n=1(1 + tλn)e−tλn⟨φ1, φn⟩φn(x) = (1 + tλ1)e−tλ1φ1(x) =

√
2
π
(1 + tλ1)e−tλ1 sin(x)

is the exact solution of the problem (43). Consequently, the data function is g(x) = u(x, 1) = √
2
π
2
e sin(x).

By using the central di�erencewith step length h = π
N+1 to approximate the �rst derivative ux and the second

derivative uxx, we can get the following semi-discret problem (ordinary di�erential equation):

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
( d
dt −Ah)2 u(xi , t) = 0, xi = ih, i = 1, . . . N, t ∈ (0, 1),

u(x0 = 0, t) = u(xN+1 = π, t) = 0, t ∈ (0, 1),
u(xi , 0) = g(xi), ut(xi , 0) = 0, xi = ih, i = 1, . . . N, (45)

where Ah is the discretisation matrix stemming from the operator A = − d2
dx2 :

Ah = 1
h2

Tridiag(−1, 2,−1) ∈ MN(R)
is a symmetric, positive de�nite matrix. We assume that it is �ne enough so that the discretization errors are
small compared to the uncertainty δ of the data; this means that Ah is a good approximation of the di�erential
operator A = − d2

dx2 , whose unboundedness is re�ected in a large norm of Ah. The eigenpairs (µk , ek) of Ah are
given by

µk = 4(N + 1
π

)2 sin2 ( kπ
2(N + 1)) , ek = (sin( jkπ

N + 1))N
j=1 , k = 1 . . . N .

Adding a random distributed perturbation (obtained by the Matlab command randn) to each data function, we
obtain the vector gδ:

gδ = g + εrandn(size(g)),
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where ε indicates the noise level of the measurement data and the function "randn(.)" generates arrays of
randomnumberswhose elements are normally distributedwithmean0, varianceσ2 = 1, and standarddeviation
σ = 1. "randn(size(g))" returns an array of random entries that is the same size as g. The bound on the
measurement error δ can be measured in the sense of Root Mean Square Error (RMSE) according to

δ = ∥gδ − g∥∗ = ( 1
N

N∑
i=1 (g(xi) − gδ(xi))2)1/2 .

The discret approximation of (18) takes the form

uδα(xj , 0) = fα,δ(xj) = (αAr
h + (IN +Ah)e−Ah)−1gδ(xj), j = 1 . . . N, (46)

where IN is the identity matrix.
In our numerical computations we always take N = 40 and consider only the cases when ε = 0.001, 0.01.

The regularization parameter (α, r) is chosen in the following way: for any �xed r ∈ {0, 1, 2, 3}, we try to �nd
a satisfactory error by varying the second parameter α = εs with step length s = 0.1. We note α0 one of the
best choice which gives this result. Now, for α = α0 �xed, we try to �nd an acceptable error by varying the �rst
parameter r = 0, 1, 2, 3 in order to obtain the best possible convergence rate. It is important to note that this
choice is of heuristic nature and the multiparameter discrepancy principle is quite scarce in the literature.

The relative error RE(f) is given by

RE(f) = ∥fα,δ − f∥∗∥f∥∗ .

Conclusion and discussion
Numerical results are shown in Figures 1-8 and Tables 1-2.

Fig. 1. ε (noise level) =0.001, α (regularization parameter)=0.015849, r (relaxation parameter)=0

In this paper, we have proposed an improved two-parameter regularization method (MQBVM) to solve an ill-
posed biparabolic problem. The convergence and stability estimates have been obtained under a priori bound
assumptions for the exact solution. Finally, some numerical tests show that our proposed regularization
method is e�ective and stable.



1662 | K. Besma et al.

Fig. 2. ε (noise level) =0.001, α (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=1

Fig. 3. ε (noise level) =0.001, α (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=2

Table 1. The absolute errors Era for �xed α and for various value of r

N ε α r RE
40 0.001 0.015849 0 0.0920
40 0.001 0.015849 1 0.0035
40 0.001 0.015849 2 0.0019
40 0.001 0.015849 3 0.0003501
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Fig. 4. ε (noise level) =0.001, α (regularization parameter)=0.015849,r (relaxation parameter)=3

Fig. 5. ε (noise level) =0.01, α (regularization parameter)=0.025119, r (relaxation parameter)=0

Table 2. The absolute errors Era for �xed α and for various value of r

N ε α r RE
40 0.01 0.025119 0 0.1707
40 0.01 0.025119 1 0.0103
40 0.01 0.025119 2 0.0070
40 0.01 0.025119 3 0.0061

According to the numerical tests, we observe the following regularizing e�ect:
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Fig. 6. ε (noise level) =0.01, α (regularization parameter)=0.025119, r (relaxation parameter)=1

Fig. 7. ε (noise level) =0.01, α (regularization parameter)=0.025119, r (relaxation parameter)=2

● In the case r = 0, ε = 0.001 and α = 0.015849 (resp. r = 0, ε = 0.01 and α = 0.025119), the
approximate solution is far from the exact solution. But for the case r = 1, 2, 3, we observe that the solution
becomes precise and very near to the exact solution (in particular for r = 2, 3).
This shows that our approach has a nice regularizing e�ect and gives a better approximationwith comparison
to the classical QBV-method.

Acknowledgement: The authors thank the referees for their constructive comments which improved this
paper.
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Fig. 8. ε (noise level) =0.01, α (regularization parameter)=0.025119, r (relaxation parameter)=3
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