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Résumé

Ce travail est consacré a I'analyse numérique des inéquations variationnelles et
quasi variationnelles. Plus précisément les problemes de controle ergodique ainsi que
leur discrétisation par la méthode des éléments finis de type linéaire combinée a des
algorithmes de type de Schwarz.

Le principe de la méthode de décomposition de domaine consiste a découpler
le probléme initial posé dans un domaine (généralement de forme complexe et de
grande taille) en plusieurs sous problemes. En effet ces bords étant des frontieres
fictives, la physique du probleme ne permet pas d’y fixer des conditions. Deux
stratégies, toutes les deux itératives, sont possibles : la premiere consiste a découpler
le domaine global en sous domaines qui se couvrent partiellement.

La deuxieme consiste a découpler le domaine sur partition et imposer des condi-
tions de continuité aux interfaces.

On s’intéresse dans ce travail a la méthode de décomposition en deux sous do-
maine pour résoudre des problemes de controle optimal régis par des inéquations
variationnelles et quasi variationnelles. Des estimations d’erreur ont été obtenues et

des comparaisons ont été faites dans ce sens.



Abstract

This work is considered to study the numerical analysis of variational inequa-
lities and quasi-variational inequalities. Precisely the ergodic control problem and
this discretization by finite element method of linear type combined the Schwarz
alternating algorithm. The principal of the decomposition method is to decoupled
the initial problem composed in the domain (generally of complex shape and large
sized) in several sub problems.

Indeed the edges being of border, the physics of problem does not allow to fix
it conditions. Two strategies, both iterative are possible, the first on consists in
decoupling the global domain in sub domains which cove themselves partially.

The second consists in decoupling the domain on a partition and in imposing
conditions on the interfaces.

In this work we interested to decomposition method in two sub domains for
resolve the control ergodic problem modeled by variational and quasi variational
inequalities.

Estimations of errors we obtained and comparisons we made in this sens.
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Notations

1) Soit © un ouvert borné de RY A frontiere lipschitzienne.
2) L>° (2) est I'espace de Banach, des fonctions mesurables et bornées définies

presque partout de 2 dans R, muni de la norme

||u||IL°°(Q) = sup essyeq |ul .

3) LP () est l'espace de Banach des fonctions mesurables définies presque partout
de  dans R, tel que [[u]|, soit intégrable, muni de la norme

1/p

Jull, = /\u<x>|pdx 1<p<oo

4) Soient m > 1 un entier, et p un réel avec, 1 < p < 0.
W ™P (Q) désigne I'espace de Sobolev des fonctions de L? (2) dont les dérivées

partielles jusqu’a 'ordre m sont dans L? (£2), muni de la norme

1/p

[l mP(Q) T Z ||8au||£p(9)

laj<m



5 W 12(Q) =H'(Q)
Hy (Q) = {v € H' (Q) ,yv = 0 sur 00}

Ou, ~ est 'application trace sur la frontiere de (2.
6) V désigne un espace de Hilbert H' () ou H (Q).

Siv € H' (Q), on pose :

vt =sup (v,0), v =sup(—v,0).

7) Soit P, 'espace des fonctions polynomiales de degré inferieur ou égale a 1 telle
que :

Pr={p:p(z,y) = az+ By +v,a,0,7 € R}
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Introduction

Les méthodes de décomposition de domaine ont subi depuis leurs introduction
par Schwarz en 1890 un développement intense et trés accéléré durant les deux
dernieres décennies. Ceci est du principalement au développement considérable qu’a
vecu le monde des ordinateurs durant cette période.

Ces méthodes permettent principalement de réduire des systemes de grande taille a
des systemes de petites taille facile et moins cotiteux de point de vue résolution. Elles
permettent aussi de transformer des problémes aux limites posés sur des régions
a géométrie irréguliere a un ensemble de problemes posés sur des sous domaine
réguliers et simples.

La premiere idée a été introduite par Schwarz, c’est pourquoi une attension parti-
culiere a été accordée et un nombre important de travaux réalisés depuis plus de
deux décennies sur la méthode alternée de Schwarz en particulier et les méthodes
de décompositton en sous domaines sur les inéquations variationnelles et plus
précisement avec recouvrement pour un probleme elliptique modele avec conditions

de Dirichlet aux bord.
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La premiere partie de notre these concerne des généralités sur les inéquations va-
riationnelles elliptiques, nous introduisons également quelques notions supplémentaires
sur "'approximations qui nous seront utiles dans les chapitres a suivre, telle que ’ap-
proximation en norme uniforme donnée par Cortey-Dumont [22].

Dans la deuxieme partie, nous étudions une approximation numérique
d’inéquation variationnelle ou le terme d’ordre zéro tend vers zéro. Des estimations
d’erreurs ont été obtenues en norme L*> en utilisant la méthode de sous solution.

La troisieme partie est consacrée a la méthode de décomposition en deux sous
domaines pour le probleme de controle ergodique, un ordre de convergence quasi
optimal est obtenu par cette méthode et des expérimentations numériques ont été
faites dans ce sens.

Comme extension de ce travail, on considere la méthode de Schwarz "nonmat-
ching grids methods” pour le probleme d’obstacle lié a un probleme de controle
ergodique ou 'obstacle dépend de la solution, sous I'’hypothese de principe de maxi-
mum discret, nous démontrons que la solution sur chaque sous domaine converge

toujours de fagon quasi optimale en norme L.

12



Chapitre 1

Généralités sur les inéquations

variationnelles elliptiques

1.1 Notations et hypotheses

Soit © un ouvert borné de RV & frontiere réguliere I'. L’opérateur elliptique

considéré dans notre travail étant de la forme :

== Y T fapl) s )+ o S+ ool (L.1)

1<5, k<N J

La forme bilineaire a(.,.) associée est définie par :



O les coefficients a;i, (), a;(z), ap(z) sont supposés étre suffisamment réguliers,
et ap(x) satisfait :

Ve € Q ag(x) 2 6 > 0; (1.3)

> am (@)&& 27 IE7 (EER", zeQ) (14)
7,k

Ou : (et v sont des constantes positives.

Nous supposons aussi que la forme bilinéaire est continue et fortement coercive :
a(v,v) > « ||v||§{1 ,a>0,Yve H (Q).
Soit enfin un second membre f € L>(£2), et un obstacle
€ W3 (Q) tel que: v > 0sur . (1.5)
On prend une fonction p = ¥\ gag,cn), alors
Vx € B(zg,Ch) telle que u(x) = ¢(z)

Nous obtenons

lu(z) — p(2)| < Ch* [logh|”. (1.6)

Remarque 1.1 Dans la suite on prend les hypothéses (1.1) a (1.5).

14



1.1.1 Inéquation variationnelle continue

Définition 1.1 Le probléme suivant est appelé inéquation variationnelle elliptique
(L.V) :
Trouver u € V tel que :

a(u,v—u)>(f,v—u), VvoeV (1.7)

v<Y,u<Y

Ou 'V est l'espace H} () ou H' ().

1.1.1.1 Inégalité de Lévy-Stampacchia

Lemme 1.1 [14] Soit ¢ € H' (Q) tel que v > 0 sur 9. Soit aussi A un opérateur
differentiel associé a la forme bilinéaire a (.,.) et u la solution du probleme (1.7) tel

que Au > g (au sens de H1 (Q)),0u g € L? (). Alors,
f= A= fAg=min{f g} (1.8)
Théoréme 1.1 [14] Sous la condition (1.8), la solution w de (1.7) appartient

W22 (Q),2<p<oo, et Au e L™ (Q).

1.1.1.2 Existence et unicité de la solution

Théoréme 1.2 [22] Sous les hypothéses et les notations précédentes, le probléme

(1.7) admet une solution unique.

15



Lemme 1.2 Si la forme bilinéaire a(.,.) n'est pas coercive, l’adjonction d'un A

assez grand nous permet de considérer la forme bilinéaire fortement coercive :

b(,)=a(,)+A(,.) (1.9)

1.1.2 Caractérisation de la solution continue comme enve-

loppe des sous-solutions continues

Définition 1.2 Soit X ['ensemble des sous-solutions pour ULV (1.7), c’est a dire

l’ensemble des z € V tel que

a(z,v) <(f,v) YoeV (1.10)

z2<y, v=>20

Théoréme 1.3 [22] Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution u de

ULV (1.7) est le plus grand élément de X.

1.1.3 Propriété de monotonie de la solution continue

On notera la solution de 'LV (1.7) par o (f, %), ou f est le second membre et

1 est 'obstacle.

16



Proposition 1.1 [41] Soient f et g deux seconds membres et 1), ¢ deuz obstacles.
Sous les hypotheses et notations précédentes, la solution de I’L.V (1.7) est croissante

par rapport a l'obstacle 1 et au second membre [ | i.e :
si f<gety<i alorsa(f,@b)ﬁa(g,@@) (1.11)
Considérons maintenant ’application ¢ définie comme suit

51 L (Q) — L®(Q)

(f;9) =0 (f,4) =u.
Ou u est la solution de I'l.V (1.7).

Proposition 1.2 [41] Soit ¢ une constante positive alors

S(f+apc,v+c¢)=06(f,0)+c

1.2 Probleme discret

Considérons un espace d’éléments finis conforme construit a partir d'un polynome
de degré 1. On établit sur €2 une triangulation réguliere &, composée d’un nombre

fini des triangles non dégénérés tels que

Q =Unpes,Th

17



ThﬂTfLZQ

T, NT; = un sommet commun (1.12)

\ T, NT; = un coté commun

On note par h(T) le diametre de chaque triangle T et p(T') le sup des spheres
inscrites dans 7' , on suppose que :

h(T
Te%h,ogvgﬁgﬁ (1.13)

p(T)

On introduit maintenant V},, 'espace discret suivant
Vi={veC(Q)NnH) Q) tel quev/T € P, VT € S} (1.14)

On notera par {gpm}%ﬂ) les fonctions de base usuelles définies par

lsim=j
Om (M;) = 0pnj, telles que : 6,,; =
0sim=#j

ou M, sont les sommets de la triangulation qui n’appartiennent pas a I', et M (h)
étant le nombre de noeuds de triangulation.

L’opérateur de restriction naturel sera pour

M (h)
veC’(Q)NHy (Q),rp(z) = 0(Mp) ()
m=1
Rappelons maintenant la propriété :

M(h)
Om >0 Ym=1...,M(h), et Z V(M) om =1

m=1

18



1.2.1 Position du probleme

Considérons maintenant le probleme discret associé au probleme continu (1.7) :

(
Trouver u;, € Vy, tel que :

a (Uh,’Uh — uh) > (f, Vp — uh) , Yy, € Vy, (115)

| vp < rph,up < R

1.2.1.1 Existence et unicité de la solution

Théoréme 1.4 [22] Sous les hypothéses et notations précédentes le probléme

(1.15), admet une solution unique.

1.2.2 Caractérisation de la solution discréete comme enve-
loppe des sous-solutions discretes

Définition 1.3 Soit X, I'ensemble des sous-solutions pour ULV (1.15), c’est a dire

l’ensemble des z, € V}, tel que

a(zn,om) < (fyom) VYm=1...,M(h)
(1.16)

zp S TRt
Théoréme 1.5 [22] Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution wy,

de 'LV (1.15) est le plus grand élément de X,.

19



1.2.3 Propriété de monotonie de la solution discrete

On notera la solution uy, de 'LV (1.15) par oy (f, r37) .

Proposition 1.3 [41] Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution de

ULV (1.15) est croissante par rapport a l'obstacle 1) et au second membre f.
Si f< g et < alors oy (f,rn) < op (gﬂ";ﬂﬂ) (1.17)
Par analogie au cas continu, considérons ’application &y,

5 L7 (Q) — L™ (Q) (1.18)

(f,0) = 0 (f,rnt)) = up.

Ot uy, est la solution discrete de 'LV (1.15).

Proposition 1.4 [41] Soit ¢ une constante positive, alors

on (f + aoc,ri(p +¢)) = 0 (f, ra00) + ¢ (1.19)

20



1.3 Approximation en norme L* ({})

Remarque 1.2 La nature du probleme d’inéquation variationnelle est [’existence

de deux sous-ensembles de () notés Qg et CQy tels que :

Qp = {z € Q/u(z) = P(x)}

CQy est le complémentaire de )y dans 2.
Soit maintenant approximation discréete de l’ensemble :
Qp ={z € UT,/T, N Qy # 0}
D’aprés [22], on a le lemme suivant :
Lemme 1.3 Sous les hypotheses et notations précédentes, nous avons
lu— 9]l < Ch?[log hf”

[ — rpp|. < Ch? |log h|* (1.20)

21



Preuve 1 Soit Tj, dans )y, il existe xo appartient a T), tel que :

u(zo) = (o)

De plus
Ty, C B (x,Ch)
Alors, pour tout x dans T),
u(z) < (x)
Comme u est la solution de (1.7) et d’aprés I’hypothése (1.5) et (1.6), on sait que
u(r) < p(x)
C’est a dire
u(x) < p(z) < u(x) + Ch? [log hl?
Donc
lu— vl < Ch* floghf?
Pour la deuziéme estimation ; d’aprés [’hypothése (1.20) on a
lu —rpull, < Ch? |log h[Q
et
rou < rpth < rpu + Ch?|log |
D’ou
19 = ]l < Ch? [log h[*

22



Théoreme 1.6 Sous les hypothéses précédentes, on a :
Ju —up||, < Ch?[logh|? (1.21)

Preuve 2 Partie 1 :

Construction d’une foction discréte oy, proche de u qui vérifie
ap < uy et |log —upll, < Ch? |log h|2

Partie 2 :

Construction d’une foction discrete By, proche de uy qui vérifie
2
Up, S ﬁh et Hﬁh — uh||oo S Ch2 |10g h|
La démonstration du théoreme se poursuit alors comme suit

lu = unlloo < llu— anllg +2116n — unllo

< Ch?|log h|*.

23



Chapitre 2

Approximation par élément finis
d’une classe d’inéquation
variationnelle liée a un probleme

de controle ergodique

2.1 Introduction

I1 est bien connu que les problemes de controle impulsionnel pour refléter un pro-
cessus de diffusion peuvent étre résolu en considérant une solution d’une inéquation

variationnelle.

24



Le but d’utilisation d’un probleme de controle ergodique est la minimisation de
la fonction cott a long terme par unité de temps.
De tels probleme sont naturels lorsque 'ont veut éviter 'introduction d'un taux

d’actualisation dont la valeur est souvent arbitraire.

2.1.1 Notations et Hypotheses

Soit 2 un polygone convexe de RY de frontiere I' réguliere.

Les coefficients a;; et a; sont suffisamment réguliers. On suppose que pour tout

£€RY, ona
a;(z), a;(x) € CT (), i, =1,2,..,N (2.1)
N N
(p—1) ay (@ <@+Zaz )G+ >0, p>2. (22)
ij=1

Pour u, v € H*(f2), on pose

al (9u ov a
ao(u,v) = /Q <Z () pr ax] Zal ) dx (2.3)
7,7=1 =1
et
N N
Ju Ov Ju
b(u,v) = /ﬂ <”21 aij (x)a_xla_% + ; a; () amiv + uv) dx; (2.4)
Ou b(u,v) est la forme bilinéaire associée a 'opérateur elliptique suivant :
N N
0 ou ou Ou
Bu=S —a;— 2 i+ 2.5
Y zjzzl &Uiaj&cj + i—1 (%:ia (%:Z tu ( )

25



2.2 Probléme continu

On s’intéresse ici a 1’étude mathématique du probleme de controle ergodique

modélisé par une inéquation variationnelle. Plus précisément nous considérons le

probleme suivant :

Aug + auy < f
Ug <

(uo — ) (Aug + qttg — ) =0

Jug —_0N-
L on - 07

(2.6)

Avec

N N

0 0

A=— L T
(' ' 1awaxj) "’;bzaxi

17]:

0
aiL‘i
Q est un ouvert de RY & frontiere régulicre, 1 est 'obstacle dans W2 (Q).
La formulation variationnelle du probleme (2.6) est définie comme suit :

Trouver u, solution d’inéquation variationnelle suivante :

a (U, U — Ugy) + @ (Up, ¥ — Uug) > (f,0 — uy),

(2.7)
Uo € H (Q) , ua <5 ve H'(Q), v <,
tel que a tend vers 0; a > 0.
Ou f est une fonction positive dans L> () ;
et
a(u,v) = /Qgrad (u) . grad (v) dz; (2.8)

26



(,.) désigne le produit scalaire dans L? (Q); et ||.||, la norme L.
Sous les hypotheses précédentes, on montre que u, converge vers ug la solution

unique de :
CL(UO,U—U()) > (fav_u())a

up € H' () , wy<v; ve H (Q), v <,
2.2.1 Position du probleme

Soit v € ]0, 1], par une transformation facile, u, est une solution du probleme

suivant :
b (U, ¥ — Ug) = (f + Yo, ¥ — Uq) s
(2.10)
Ou
y=1—«
b(u,v) = a(u,v)+ (u,v) (2.11)
Preuve 3

b (U, v — ) = @ (s 0 — tUa) + (Uery ¥ — Uey)
> (f,v—ug) — a(Ua, ¥ — Uy) + (Ug, v — ug)
= (f — QUa + Ua, v — Uy
=([+ (1= a)ua,v—uy)

:(f+’7ua7v_ua) ’ 7:1_05

27



Proposition 2.1 [7,26] Sous les hypotheses (2.8) et (2.10), u, est uniformement
bornée dans WP (Q), p < +00. De plus u, converge uniformement sur S et forte-

ment dans H' () vers ug la solution unique de (2.9).

Remarque 2.1 Dans tout ce qui suit, C désignera une constante positive

indépendante de a.

2.2.2 Régularité de la solution

Lemme 2.1 [26] Sous les hypothéses et notations précédentes, nous avons
||Ua||H1(Q) <C;
Ot u, est la solution du probléeme (2.10).
Lemme 2.2 Sous les hypothéses et notations précédentes, nous avons
HuaHWQ»P(Q) < C;

Preuve 4 La démonstration est une adaptation de [26].

Posons

g = f+7Ua;

28



Alors

9]l @) = IIf + Yuall ()
<l ooy + 7 1t poo )

< Nl poogy + 190l ooy -

Considérons maintenant le probleme pénalisé

(e %}

b (us v)—i—é((ui—w)Jr,v) =(g,v), Yve H (Q);

D’aprés (2.4), on a :

b(p, (")) >0, (2.12)

1l vient donc,
€ € +)yp~1 Lo e P
b( a_wa«ua_w) ) )+EH(U’a_¢) HLP(Q)
= (9-Be. (. -0))")).
Ainsi, d’apres la formule (2.12), on obtient

1 P
Lt = 6 gy < Mo = Bl 5 = ) o

29



Avec

1
-4 —-= 1)
P q
D’ou
1 5 +
— (ug —¥) <C
€ Lr(Q)

Aussi, on a

Et comme
o= 2] <l + 205 -
Donc
[1Bug | o) < C,
D’ou

[ugllw2p@) < €

Par passage a la limite sur €, nous obtenons

||u06||W27P(Q) <C.
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2.2.3 Propriété de lipschitzianité continue

Notation : On note par w = o (g;%) la solution de l'inéquation variationnelle

suivante :
b(w,v—w) > (g,0—w)
(2.13)
v <P, w < Py
Alors
Uq = 0 (f 4 Yua; ) (2.14)

Soient g, g € L™ () et u=0(g,v); u = 0(g,1) les solutions associeés a (2.13).

Proposition 2.2 : Sous les notations au dessous, on a :

lo(g:¢) =0 (@)l < llg =9l -

Preuve 5 On pose ¢ = ||g — §l| - Alors

ut+p=0(g+p,v+e).
O :

G<g+lg—0gllo=9+¢
et

Y <Y+
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Grace a la propriété de monotonie pour la solution de linéquation variationnelle

elliptique, on obtient :

0(g,0)<o(g+e,v+p)=0(9,0)+ ¢

Donc
U(g7¢) _U(g>¢) S P-

Finalement, comme g et g sont symétriques; on a le résultat désiré.

La propriété suivante est crucial dans ce travail :

2.2.4 Notion des sous solutions

Définition 2.1 Soit X [’ensemble des sous solutions de probléme (2.10), tel que
we X si:

b(w,v) < (f +yw,v),

VUGHl(Q),sz,w§¢.

Lemme 2.3 : La solution u, de (2.10) est le plus grand élément de X.

La preuve est standard ; on adaptant [21].
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2.3 Probleme discret

On établit sur €2 une triangulation réguliere quasi-uniforme et on introduit V}

I’espace d’élément finis conforme suivant :
Vi ={v, € C () NH (Q) tel que vp~7 € P} . (2.15)
On considere 'inéquation variationnelle discrete suivante :

a (Uah, Vp — Uan) + & (Uanh, U — Uan) > (f, Un — Uan) ,

(2.16)
Uah € Vi s Uan ST 5 vp € Vi, o <),
Comme dans le cas continu, ce probleme sera :
b (Uah, Vn — Uan) = (f + Yan, Uh — Uan)
(2.17)
Uah € Vi s Uan S5 vp € Vi, o ST,
2.3.0.1 Principe de maximum discret [2]
On suppose que la matrice B, de coefficient générique
b (pi, p;) est une M-matrice. (2.18)

Comme dans le cas continu, il est facile de montrer que wu,;, converge vers ugp,

la solution de I'L.V discréte suivante :

a (won, v, — uon) > (f, vn — won) (2.19)

wop, € Vi, uon <rpp;y vp € Vi, vp < mpp,
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Proposition 2.3 [26] Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution u,y,
de (2.17) converge uniformement sur Q et fortement dans H' () vers ug, ['unique

solution de (2.19).
Notation : On note wy, = 0y, (g, %) la solution de 'LV discrete suivante :
b (wh, vn — wr) > (g, vn — wr), vn < TRY, Wy < TRY.
Alors,
Uah = 03 (f + Yan; P)
Comme dans le cas continu, on établit la propriété de lipschitzianité discrete
suivante :

Proposition 2.4 Si ['hypothése (2.18) est vérifiée, alors on a :

lon (9,4) = on (3,9l < llg = 9ll - (2.20)

La preuve est similaire a celle de la proposition 2.2.
On définit X}, I'ensemble des sous solution discrete du probleme 2.17; tel que :
wy, € X, si
b(wn, i) < (f +ywn, ¢i)

Vie{l,..m(h)}, w, < rpp

Lemme 2.4 Si ['hypothése (2.18) est vérifiée, la solution u,p de (2.17) est le plus

grand élément de X,
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La preuve est similaire a celle du lemme 2.3.

Soit @y, la solution de 'LV discrete :

b (tp,vp, — ap) > (f + Yo, vn — ),
(2.21)
v STty up S TRt
U est solution de (2.10)

Soit u™ la solution de I'LLV continue :

(2.22)

telle que uqy la solution de (2.17).

Lemme 2.5

o Jua—anl, < Ch?floghl?,

o |Ju™ —ual|, < Ch?[loghf? (2.23)

Preuve 6 C’est une adaptation de [21].

2.4 Estimation d’erreur en norme L

Théoréme 2.1

o lua — tanll < Ch* |10gh|2,
o |luo — uonl,, < Ch*|logh|?. (2.24)
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Preuve 7 Etape 1 :
On définit wy, une approrimation de u, en norme L™ qui satisfait wy, < Uqp.

D’aprés le lemme 2.4, il est clair que :

b (tn, i) < (f + Yta, @)
Vie{l,..m(h)}, ap < rpyp
Ou :
U < T+ [[ua — Ul
et :

Uah = 0.

b(un, vi) < (f +7llua — nll o + Y0 + YUan, i) -

Appliquant une autre fois le lemme 2.4, il suit que up, € Xy ot f+ Au,, est remplacé
par :

9 =1+ lua = unllo + tn + Ytian-
Soit :

Un = 0on(9,¢) -

D’apreés la proposition 2.4, on obtient :

1Un — tanllog < 7 l|tta — Unl 5
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et d’apres le lemme 2.5 :

Uy < Ugp + Ch? |log h|2 )
Soit,

wy, = 1y, — Ch?|log h|* .

1l est clair que :

| wh — uq| . < Ch?[loghl”.

et

Wy, < Ugh-
Etape 2 :Similairement, on définit ) une approzimation de uqy qui satisfait ;

ﬁ(h) < u,.

Ot u™ est la solution de (2.23),
U < u™ + | wan — u(h)”OO.
u™ e X, alors
b (u™,v) < (f +7|Jtan —u™]|_ +yu™, v)
u® <, VUEHl(Q); v > 0.

Ot uy > 0.
b(u™ v) < (f +7|uan — u™ || +yu™ + yuq,v)
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u™ <4, Ywoe H (Q); wv>0.

De plus, d’aprés le lemme 2.3, u™ € X avec le second membre :
9= +7|tan — u®] _ +7u™ +yuq

Soit U = o (g,) . Alors appliquant la proposition 2.2, on obtient :

U —uall o, < Huah — u(h)Hoo :

Alors :

u™ < uy 4+ Ch? loghl.

Accordant au lemme 2.5 :
B =4 — Ch? |log h)*.

Avec

Hﬁ(h) — uahHoo < Ch?|log h|*.

38



Etape 3 : On conclut que :
U < B + CH? llog h\2 )
< u®
< Uy + Ch?|log h|2 .
< wy, + Ch? |log h)?
< Ugp, + Ch? |log h|?

De plus,

|ta = Uan|l o, < Ch? |log h|2 )

Et

luo = ttonll oo < lluo = tallog + [[ta = tanllo + 1tuan = vonll
< lim [lug — tta | + [[tta = tanl| o + 1 [tian = von|, -

Donc, appliquant la proposition 2.1 et 2.3; on obtient :

luo = uonl, < CB* log h*.

39



Chapitre 3

Méthode de décomposition en
deux sous domaines pour le

probleme de controéle ergodique

3.1 Application de la méthode de décomposition
en deux sous domaines pour le cas d’un

probleme d’obstacle
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3.1.1 Introduction :

Les problemes a frontiere libre possedent plusieurs importants phénomenes en
physique, qui sont bien connu comme problemes d’obstacles, et sont modélisés par
des inéquations variationnelles. Pendant les deux dernieres décinnies, une attention
particuliere a été accordée et un nombre important de travaux réalisés sur la méthode
alternée de Schwarz en particulier et les méthode de décomposition en sous domaines
pour les équations aux dérivées partielles.

Cependant, quelques travaux seulement sont connus sur le sujet, pour les
inéquations variationnelles qui résultent de beaucoup d’applications physiques,
comme le flux de fluide dans des milieux poreux, le comportement des matieres
d’elasto-plastique. Ces problemes sont en général a frontiere libre comme bien connu
le probleme d’obstacle. La premiere partie de ce chapitre concerne la méthode de
décomposition en sous domaines pour le probleme d’obstacle :

Trouver u solution de :

(

Au< f dans €2

u <P dans 2 (3.1)
3.1

(Au— f)(u—4) =0

P conditions aux limites.
\

Ou Q un ouvert polygonal de R? & frontiere réguliere 052,
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f est une fonction réguliere et v est un obstacle dans W°°(Q) tel que ¢ > 0
sur Of).

Ce probleme se caractérise par une zone ou ’équation Au = f est satisfaite et
une zone ol u touche 'obstacle, la courbe de séparation appelée frontiere libre étant
une inconnue.

De trés nombreux phénomenes physiques, mécaniques, économiques,..sont

modélisables par des inéquations variationnelles de type :

Trouver u € k tel que
(3.2)

a(u,v —u) > (f,v —u), Vovek

Ou k est un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert V' présenté sous la
forme :

k={ueV telqueu<vy p.psurdQ} (3.3)

Ou a( ,) est une forme bilinéaire continue, coercive sur V- xV et f €V .

L’existence et I'unicité de la solution, pour ce type d’inéquation variationnelle
simple ont été démontrées par J-L.Lions et G-Stampacchia [1].

Nous étudions dans ce travail la convergence de ’approximation par élément finis

de la méthode alternée de Schwarz pour le probleme de 1'obstacle (3.1)
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a(u,v) / VuVudez,

(f,0) = /f

f un second membre régulier.

1 € W2°°(Q) un obstacle tel que 1) > 0 sur 9.
k = {v € Hy(Q) tel que v <1 p.p sur Q}
On décompose {2 en deux sous-domaines €2y et )y avec recouvrement, tel que :
Q=0,UQ,

On note par 0€); i=1,2 la frontiere de Q; , et I'; = 9Q; NQ;.
L’intersection de I'; et T'; (i # j) est supposé vide.
Partant de u® = v, la méthode alternée de Schwarz appliquée au probleme (3.1)

conduit a la résolution des sous problemes suivants :

a(ui™ v —u) > (fuo—uiT) Woek, v=up surl
(3.4)
u =l sur I', ul*! ek
et
a(uy™ v —uyt) > (froo—uy™)  Veek, v=ui" sur Iy
(3.5)
uh ™t =t sur [y, uft! ek
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a(u,v) = /(Vqu)dx, i=1,2.
Q

et

L’étude de la convergence uniforme des suites de Schwarz (u}"') et (uj™) a

été réalisée par P-L.Lions [30].

Nous établissons sur 2jet €2y des triangulations indépendantes au sens ou sur
Q1N € un triangle appartenant a une triangulation n’appartient pas nécéssairement
a l'autre. Ce type de discrétisation offre divers avantages,

Plus précisément le choix de la triangulation sur un sous domaine peut se faire
en fonction de la géométrie de celui-ci ainsi que du degré de régularité locale de la
solution. Sur le plan purement calcul, le temps est économisé dans la triangulation
automatique de problemes avec géométrie complexe. Notre propos dans ce contexte
est la contribution a 1’étude de l'analyse de I'erreur en norme L*° de la méthode

alternée de Schwarz.
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La discrétisation par éléments finis P; des problemes (3.4) et (3.5) est définie

trés classiquement par :

n+1 n+1 n+1 n+1 .
ay(ufy v —ufy ) = (fi,v —ufy)) Vv € Vi, (uy,, ) sur Tz € ky,
n+1
Ulhl E khl’
et

ag(utt v —ultl) > (fo, 0 —ulyh) Vo € Vi, (ufi!) sur To; vy € ky,

Vi, = {U € H&(Qi), v\ € P1,Vk € T }7

Et pour tout w; € C(T}) :
Vh(iwi) ={veV,, v=0sur 0 NQ;, v=rpy(w)sur I';},

khi = {U S Vhi tel que v < Thﬂ”;

(3.6)

Vi, = Vi, (§;) étant lespace d’éléments finis Py sur le sous domaine €; et 7, est

I'opérateur d’interpolation usuel.
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3.2 Méthode alternée de Schwarz pour le probleme

de 'obstacle :

Considérons le probleme de ’obstacle suivant :

(

Trouver u € H} (Q) tel que :

a(u,v—u) > (fiv—u) , YveHN(Q), v (3.8)

u < 1.

\

On décompose €2 en deux domaines €2; et ()5, avec recouvrement, tels que

QleLJQQ

L’intersection de I'; et T'; (i # j) est supposée vide.

3.2.1 Algorithme de Schwarz

Pour u® = ¢, on définit respectivement les suites (u}") sur Q; et (uj™!) sur Qy

générées par la méthode alternée de Schwarz :

a(ui™ v —ut) > (foo—u™h) W<y, v=up sur T
(3.9)
u;‘""l = ug sur I'q,
et
a(uy™ v —uy™) = (fo,v —uzth) Vo<, v=ut s Iy
(3.10)
US'H — u?"_l sur FQ.
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fi == f\ﬂzv
et,
a;(u,v) = /(Vqu)dx, i=1,2.
Q

Le théoréme suivant, dit & P-L.Lions [30], établit la convergence géométrique des

suites (uf*') et (u5™") vers la solution du probleme de l'obstacle (3.8).

3.2.2 Convergence géométrique

Théoréme 3.1 [30] Les suites (u’f“) ; (ug“) ,n >0, générées par l’algorithme
de Schwarz convergent géométriquement vers la solution u du probléme d’obstacle

(3.8). Plus précisément il existe deux constantes ky, ko €]0,1] telle que pour tout

n >0,

|ur — uf (3.11)

+1HL°°(§21) < Ky H“O

_UHLOO(Fl)’

etz = 5™ ey < RTRS [[1” — ] ey

Ou u; =u\g,, i =1,2.

3.2.3 Discrétisation de ’algorithme de Schwarz

h

Pour ¢ = 1,2, on note par 7" une famille de triangulations réguliere quasi uni-

forme de €;, h; étant le pas de discrétisation sur §2;.
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On suppose également que les deux triangulations sont mutuellement indépendantes
sur £2; N €2y, au sens ou un triangle appartenant a un domaine de triangulation

n’appartient pas nécéssairement a l’autre. (voir Figure 3.1, 3.2)

Figure 3.1

Figure 3.2- la partie nonmatching
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hi , qui

Soit V},, l'espace des fonctions linéaires, continues par morceaux sur 7
s’annulent sur 92 N 05);.

Pour w € C ( fz») , nous définissons
Vh(fu) ={veV, v=0sur 0% NQ et v=m, (w) sur I';}. (3.12)

ou m,, désigne un opérateur d’interpolation convenable sur I';, qui préserve la
précision.
Soit aussi

k;:’) = {v ‘. Vh(iw) v < Thiﬂ)} . (3.13)

Hypothése du principe de Maximum Discret (pmd) [2] :

Nous supposons que les matrices de rigidité A® qui résultent de la discrétisation
sur chaque sous-domaine, sont des 1\/[-Inatlrices.((Ai)_1 existe et est non négative, de
plus A%, > 0, Ai, <0 pour [ # s).

Nous définissons maintenant les analogues discrets des suites de Schwarz définies
dans (3.9) et (3.10), respectivement par : (uf;') et (uf "), telles que uy U est

I'unique solution de I'l.V discrete :
ar(uft v —uft ) > (o —uftl) Vo e ]k}(:%"’) : (3.14)

et u, ! est I'unique solution de I'L.V discréte

n+1
aQ(ughtl? U= ugggl) = (f27 v = ughtl) V€ ]klgzlhl ) ) (315)
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3.2.4 Analyse de I’erreur en norme L%

Cette section est consacrée a la démonstration du résultat principal de ce travail.
Pour cela, nous commencons par introduire deux suites intermédiaires discretes et

montrer un lemme fondamental.

3.2.4.1 Définition de deux suites auxiliaires

Pour wl, = ul, = r,%; i = 1,2, on définit les suites (wﬁzl) et (wg}j;l) telles que

nl ¢ k<?2), satisfait :

Wip, h

n
al(w?,jll,v —w?,fll) > (f1,v —w?,fll) Yo € k,(:Q) ,

respectivement ws, N par :

un+1
ag(wg,:gl,v — wg,;;l) > (fo,v — wg,;;l) Vv € ]1<§,(l21 ) )
Dans la suite de ce travail, nous adapterons les notations suivantes :
=l ey 5 =1y

M=, M=,

h1=h2:h,rh1:7’h2=7’h77h1:7Th2=7Th-

Le lemme suivant joeura un réle crucial dans la démonstration du résultat prin-

cipal.
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Lemme 3.1 [40] Soit (u]™") et (ut'), (i = 1,2.), les suites définies en (3.9),

(3.10) et (3.14), (3.15), respectivement. Alors, on a :

n+1 n

Jurt —upt ], < Yl = bl + ) b —wh,ll, (3.16)
p=1 p=0
et
n+1 n+1
Just —ug ], < Xl = whylly + Yl = why |l - (3.17)
p=0 p=1

3.3 Estimation d’erreur en norme L

Théoréme 3.2 [40] 1l existe deuz constantes k, 0 < k < 1 et ¢ indépendante de h

et n telle que pour tout
1
"< og h7
~ logk

n+1

i = ”Loo(m) < ch?|loghl®,i=1,2
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3.4 Application de la méthode de décomposition
pour le probleme d’obstacle lié a un probleme

de controle ergodique

3.4.1 Suites de Schwarz continues

On considere le probleme suivant :

4

Trouver u, € Hj () tel que :

b(Ua, v —us) > (f + Yo, v — Uy) Yo < 1, (3.18)

Yu, <

« est la constante d’ergodicité; a € ]0.1]
et

y=1—«

On décompose §2 en deux sous domaines €2y et €y, avec recouvrement, tel que
Q=0,UQ,

L’intersection de I'; et T ; (1 # 7) est toujours supposée vide.
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3.4.2 Algorithme de Schwarz

Pour u? = uy, telle que g est la solution unique de :

a (ug, v —ug) > (f,v—ug), (3.19)

n+1

On définit respectivement les suites (u”{1) sur € et (u4') sur Q, générées par

la méthode alternée de Schwarz, telles que :

b o) > (e — ) V<, v=—ul, suTy
ultt = un, sur 'y,
(3.20)
et
baups v —ups’) = (fa+yuip, v —upd') Vo <o, v=ug{t surly
u'St = u sur I's.
(3.21)
Ou
fi=Nas
et,
bi (Ue, V) = a;(Uq,v) + 'y/ uqvdx i=1,2. (3.22)
Q;

Le théoreme suivant, di a P-L.Lions, établit la convergence géométrique des

suites (ugf) et (uggl) vers la solution du probleme de I'obstacle (3.18).
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3.4.3 Convergence géométrique

Théoréme 3.3 [30] Les suites (uli'); (upg').n > 0, générées par Ualgorithme
de Schwarz convergent géométriquement vers la solution u, du probleme d’obstacle

(3.18). Plus précisément il existe deux constantes py, ps €]0,1[ telle que pour tout

n >0,
et = | ey < (P05 [t = vl ey

[ ez — UZSFIHLOO(QQ) < (P1058) Jlua — ugHLOO(FQ) ' (3.23)

Principe de maximum discret [2] :
On suppose que la matrice sur chaque sous domaines A,; ,s = 1,2 de coefficients
génériques :

An; (QOZ, QO]) (324)

est une M —matrice.

3.4.4 Suites de Schwarz discretes

Soit 7; (¢ = 1,2) une triangulation réguliere quasi uniforme par élément finis
standard dans (2;.

On considere une méthode de décomposition en deux sous domaines avec re-
couvrement pour un probleme de controle ergodique. On utilise sur chaque sous

domaine la méthode de Schwarz (non-matching grids).
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3.4.4.1 Algorithme discret
On choisit 4%, = ugp, telle que ug, est la solution de I'inéquation suivante :

a (uon, v — uop) > (f, v — uon)

On définit la suite (u) sur Q; générée par la méthode alternée de Schwarz; telle

que :

n+1 n+1 n+1 .
bl(%lha” - Uam) > (fi +yulyp, v — ulah) Vo < rpy ), v = Uy, sur Iy

nt+l _ n
UL, = Upgy Sur L'y,

(3.25)

et (u$!) sur Q telle que :

n+1 n+1 n+1 . n+l
ba(ulsy , v — Uy ) 2 (f2 + YUpgp, © — Ungy ) YO < 1iyth, v = ugy, sur Iy

1 1
uZ;h = ugfh sur I's.
(3.26)

Ou 7y, est un opérareur de restriction usuel dans €.
3.4.5 Estimation d’erreur :
3.4.5.1 Définition des suites auxilliaires :

Pour 20, = u®,, = ugp; i = 1,2, on définit la suite 2! sur Q; :

1 1 1
bi(zoln >0 = zatn) = (fi + 72 v — 200n) Yo S rgth,v = 2y, sur Ty (3.27)

n+l _ _n
200 = Zhan sur I'y
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et zg;hl sur €2, telle que :

n+1 n+1 n n+1 _ .n+1
ba(zgon U = 209 ) = (fo + Vzaan, v — 200n ) YU <ripth, v =207, sur Iy

n+l _ _n+1
Zoon =z, sur I'y

(3.28)

n+1

), t = 1,2 est approximation par éléments finis de (uZ-“) définies

Notons par (z i

dans (3.20) et (3.21).
Le lemme suivant jouera un role crucial dans la démonstration du résultat prin-

cipal.

Lemme 3.2 On a :

n+1 n

ot =it < 30 by = 2l + D llubhs = 22l (3.29)
p=1 p=0
et

n+1 n+1
”Uggl - UZ—;thQ < Z [t — Zaanlla + Z [taa1 — Zoanlly - (3.30)

p=0 p=1

Telle que :

Hugz - Zg2hH2 = |luo — uonll o, < Ch® |log h|2

Preuve 8 Raisonnons par récurrence ;

Pour n =0, en utilisant [’analogue discret de la proposition 2.3, on obtient :

1 0
Huil - Uilhul < Z gy — ZZIhHl + Z [uge — Z§2hH2
p=1 p=0
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1 1
1 1 p p p p
Hua2 - ucx2h“2 < § ||ua2 - Za2h||2 + § : ||ua1 - Zalh”l
p=0 p=1
Pour le sous domaine 0y :
1 1 1 1 1 1
Hual - uathl < Hual - Zathl + Hzalh - uathl
1 1 0 0
< Hual - zathl + |7Thua2 - 7Thuonh‘l
1 1 0 0
S Hucxl - Zathl + {an - ua2h’1
1 1 0 0
< Huoal - Zoathl + Hua2 - uaZhHQ
le sous domaine s :
1 1 1 1 1 1
Hua2 - ua2h”2 < Hua2 - za2h”2 + Hza2h - anhHQ
1 1 1 1
< Hucx2 - ZonhHQ + |7Thua1 - Trhualh‘g
1 1 1 1
< Huoa2 - ZothHQ + |ua1 - ualh’z
1 1 1 1
< Hua2 - Za2hH2 + Hual - uathl

1 1 1 1 0 0
< |Juas = Zazn |y + [|ta1 = Zarnll, + ||1az — uozn|
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Maintenant, supposons que :

n n
[tas — tgaplly < Z ez — Zaanlla + Z s — zaanlly
p=0 p=1
Alors

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
||Ua1 — Un1n H1 < Hual ~ Zalh Hl + ||Za1h — Up1n H1
n+1 n+1 n n
< Hual ~ Zalh Hl + |7Thua2 - 7Thuo&h|1

n+1 n+1 n n
S Hual — Zalh Hl + |ua2 - ua2h|1

< fuai " = 2o [, + luas = veanll,
n n
< Huﬁl - ZZTh1H1 + Z [t — zpanlly + Z gy — zoanlly
p=0 p=1
Par conséquent,

n+1

n
n+1 n+1 p p p p
Huoal — Uq1p Hl < E : Hual - Zalh”l + E : ”an - ZaZhHQ
p=1 p=0
De méme, en utilisant [’estimation précédente, nous obtenons :

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
||Ua2 — Unzn Hz < Han ~ Za2h Hg + ||Za2h — Un2n Hg
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n+1 n+1 +1

n+1 n+1 n
= Zaon [lo + |

ez = wiznll, < [z

I, <

n+1 n+1 n+1 n+1
< lutst =2l + [l — il

< sz = zazully + leat” = wiully

n+1

n
< luas = 2 lly + D b = 2hanlly + D by — 2

n+1 n+1

< Z [tz — Zaonlls + Z g — Zaanlly
p=0 p=1

n+1

— Thlg1p g

alh”l

Théoréme 3.4 [l existe deuzr constantes p, 0 < p <1 et C' indépendantes de h et

n telle que pour tout

log h
n+1< o8
log p
On a
n 3 .
[ttas = i || oo ) < CH* [log hf”, i = 1,2
et

u0: — ug;llHLoo(Qi) < Ch*|logh|*, i=1,2

Preuve 9 Prouvons l’estimation pour i = 1, le cas i = 2 étant similaire.

En effet, soit p = max(p1, p2).
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Donc

n+1 n+1 n+1 n+1
e =l lly < fwan = wiH{f, + [Jui™ — il

< (0)" uar = ugu ||, + (n + 1) C1k? [log b + nCah® [log h|?
< ()" [tar — won )y + (n + 1) C1h? [log A|* + nCyh? [log hl?
< (p)"* lim [|uar — upnl; + (n + 1) C1h* [log h|? 4+ nCsyh? [log h|* .
Ou nous avons employé le théoreme 3.4, le lemme 3.3, nous obtenons :
Hual thlHl < OR?|log h|3

D’ou Uestimation d’erreur désirée.

Pour le cas a = 0, nous adaptons [40].

3.5 Expérimentations numeériques

Afin de valider la théorie, nous avons fait les expérimentations numériques sur

la méthode alternée de Schwarz pour le probleme de controle ergodique :

;

Trouver u, € Hj () tel que :
b(Ua, v — Ua) = (f + Vo,V — Uy) Yo < 1,

Uy <
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avec

y=1—a avec «a€]0.l1]

on a :

Q=101 x[0,1], V=HQ)

ou ou
— +0.5y— +0.45
o7 + y@y + U

Au=—Au+ 0.5z
f(z,y) = sin(2nx) sin(27y),
=0, Vxr €
Q=0 UQy telle que : dist( 'y, I's) =d,
Processus d’arrét :
e, =iy <en (g, = ugil, < e
Avec
€1, 6 fixés; e, =107% e, =105 ), =0,Vi=1,2

Ou, a chaque macro-iteration (itération de Schwarz), nous avons employé sur

chaque sous domaine, la méthode de sur relaxation avec projection; avec le pa-

rametre w = 1.5

Ql = [O,Il] X [O, ]_], QQ = [I’Q, 1] X [O, 1],

d:JZl—(L’Q, O<ro < < 1.
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On prend ici :

21 =075 , 5 =0.25

h;,i = 1.2 est le pas de discrétisation sur chaque sous domaine.

its : indique le macro itération de Schwarz (itération extérieure),

ity ; ity : indiquent les micro itérations de relaxation avec projection pour chaque
sous domaine (itérations intérieures),

p; : est 'ordre de convergence sur chaque sous domaine.

Temps : est le temps sur chaque macro-itérartion

Formule de l’erreur

Soit v une solution exacte et u;, une solution approchée.

Soit
erreur = |[u — uy|| < Ch?,
avec
hy hs
hy=—, hy=—
2 9 ) 4 2

Pour les premiers pas : hy = %1, ho = %, hs =+ hy =%

Ry = —— =2,
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Ou erreury est 'erreur sur Ql our les pas hl hg
) )
erreuryy est I'erreur sur Ql pour les pas hg, h4.

€rreurs
2 = - = 2p27
erreurio

erreury est 'erreur sur {29 pour les pas hq, ho,
erreurys est 'erreur sur €2, pour les pas hg, hy.
Pour les deuxiemes pas : h; = %, hy = %, hs = 5,

erreuryy
Ry =—-=2"

erreursgy
ou erreurs; est I'erreur sur €2; pour les pas hs, hy.
erreuryo

y = = 9Pz
€rreursog

erreurss est l'erreur sur €2, pour les pas hg, hy.
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Tableau 1 : it3 =5

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
o} 0.20 0.20

hy=1,2 1/4 1/8

hi = 2,3 1/8 1/16

hi = 3,4 1/16 1/32

itér; 29 109

erreur; 2.6328e-003 1.0874e-003
erreur;; i =1,j =12 | 6.1958¢-004 | 2.9844¢-004

Ordre P,

2.0872e+000

1.8653e+-000

temps

1.6287e+4-001

1.6287e+001
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Tableau 2 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
o 0.20 0.20

hy=1,2 1/8 1/16

h; =2,3 1/16 1/32

hi = 3,4 1/32 1/64

itér; 109 346

erreur; 6.1958e-004 2.9844e-004
erreur; ; , ¢ = 2,5 = 1.2 | 1.6300e-004 7.7811e-005

Ordre P,

1.9264e+000

1.9394e+000

temps

8.0422¢+002

8.0422e+002
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Tableau 3 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
a 0.40 0.40

h; =1,2 1/4 1/8

h; =2,3 1/8 1/16

h; =3,4 1/16 1/32

itér 29 108

erreur; 2.6422e-003 1.0937e-003
erreur; ; , ¢ = 1,7 = 1.2 | 6.2622e-004 3.0467e-004

Ordre P;

2.0770e+-000

1.8438e+000

temps

1.6396e+001

1.6396e+001
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Tableau 4 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
Q@ 0.40 0.40

h; =1,2 1/8 1/16

h; =2,3 1/16 1/32

h; = 3,4 1/32 1/64

itér; 108 345

erreur; 6.2622e-004 3.0467e-004
erreur; ; , ¢ = 2,7 = 1.2 | 1.5286e-004 7.7542e-005

Ordre P;

2.0345e+000

1.9742e+4-000

temps

7.9297e+002

7.9297e+-002
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Tableau 5 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
« 0.60 0.60

h;=1,2 1/4 1/8

h; =2,3 1/8 1/16

h; = 3,4 1/16 1/32

itér; 29 108

erreur; 2.6515e-003 3.1064e-004
erreur; ; , ¢ = 1,7 = 1.2 | 6.3271e-004 1.0999e-003

Ordre P;

2.0672e+-000

1.8240e+000

temps

1.5553e+001

1.5553e+001
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Tableau 6 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
a 0.60 0.60

h; =1,2 1/8 1/16

h; =2,3 1/16 1/32

h; =3,4 1/32 1/64

itér 108 344

erreur; 6.3271e-004 1.0999¢-003
erreur; ; , ¢ = 2,7 = 1.2 | 1.5180e-004 7.9378e-005

Ordre P;

2.0594e+-000

1.9685e+000

temps

7.8698e+-002

7.8698e+002
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Tableau 7 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
o 0.80 0.80

h; =1,2 1/4 1/8

h; =2,3 1/8 1/16

h; =3,4 1/16 1/32

itér; 29 107

erreur; 2.6608e-003 1.1060e-003
erreur; ; , ¢ = 1,7 = 1.2 | 6.3909¢-004 3.1660e-004

Ordre P;

2.0577e+000

1.8046e+000

temps

1.2636e+001

1.2636e+001
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Tableau 8 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
o 0.80 0.80

h;, =1,2 1/8 1/16

h; =2,3 1/16 1/32

h; =3,4 1/32 1/64

itér; 107 344

erreur; 6.3909e-004 3.1660e-004
erreur; ; , ¢ = 2,7 = 1.2 | 1.5480e-004 8.2352e-005

Ordre P;

2.0456e+-000

1.9428e+-000

temps

7.7238e+002

7.7238e+002
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Tableau 9 : it; = 4

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
a 0.99 0.99

h;=1,2 1/4 1/8

hi =2,3 1/8 1/16

hi = 3,4 1/16 1/32

itér; 29 107

erreur; 2.6695e-003 1.1117e-003
erreur; ; , 1 =1,j = 1.2 | 6.4501e-004 3.2197e-004
Ordre P, 2.0491e+4-000 1.7878e+-000
temps 1.2558e+001 1.2558e+001
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Tableau 10 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
a 0.99 0.99

h; =1,2 1/8 1/16

h; =2,3 1/16 1/32

h; =3,4 1/32 1/64

itér 106 343

erreur; 6.4501e-004 3.2197e-004
erreur; ; , ¢ = 2,5 = 1.2 | 1.5738e-004 8.5051e-005

Ordre P;

2.0351e+000

1.9205e+000

temps

6.3516e+002

6.3516e+002
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Présentations graphiques, Pour a = 0.20 :

Surface de l'obstacle

axes des z

0.4

axes des Y oo axes des X

Figure 3.3- Pas de discrétisation : h; = Lll, hy = %,

Surface de la solution numérigue uh

axes des z

0.4

axes des Y oo axes des X

Figure 3.4- Pas de discrétisation : hy =, hy = g,

74



Surface de la solution numérigque uh et Surface de l'obstacle

Icapsaxe

axes des

axes des Y

hy =

Figure 3.5- Pas de discrétisation :

Surface de l'obstacle

Z 58p saxe

axes des X

axes des Y

h1:

Figure 3.6- Pas de discrétisation :
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Surface de la solution numérigue uh

..

i

(YN

-0.005
0.01
-0.015

Icapsaxe

axes des

axes des Y

hi =

étisation :

Figure 3.7- Pas de discr

Surface de la solution numérigue uh et Surface de l'obstacle

Zcap saxe

axes des X

axes des ¥

h1:

Figure 3.8- Pas de discrétisation :
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Surface de l'obstacle

axes des z

0.6

axes des Y oo axes des X

Figure 3.9- Pas de discrétisation : hy = &, hy = &

Surface de la solution numérigue uh

1]
\etins X, _
D o g
s 0T O\ N\
N
0.02 -
. 1

axes des ¥

axes des X

Figure 3.10- Pas de discrétisation : h; = %6, hy = &
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Surface de |a solution numérique uh et Surface de I'obstacle

0005 {7

0014

axes des z

A015 T

u.5 06

0.4

axes des ¥ oo axes des X

Figure 3.11- Pas de discrétisation : h; = &, hy = &

3.5.1 Eude Comparative :

Si on prend par exemple les résultats des tableaux 1 et 2 :

Pour une décomposition symétrique : €, = [0,0.75] x [0, 1], Qo = [0.25, 1] x [0, 1].

Dans € :

Pour les pas : h; = %,hg = %,hg = L hy = L : nous avons les erreurs et les
ordres de convergence :

Ry =4.2494e + 000, P, = 2.0872e 4000, Ry = 3.6435e 4000, P» = 1.8653e + 000

Etpourlespas:hlzé,fmz— hy = &, hy = L :

Ry = 3.8011e + 000, P, = 1.9264e 4000, Ry = 3.8354e 4000, P» = 1.9394e + 000
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On remarque que : P; = 1.9264e+-000 est plus proche de la valeur 2 que 2.0872e-+
000, en effet

|2 — 1.9264e + 000| = 0.0736 < |2 — 2.0872¢ 4+ 000| = 0.0872

De méme dans €, :

P, = 1.9394¢ + 000 est plus proche de la valeur 2 que 1.8653e 4+ 000, en effet

|2 — 1.9394e + 000| = 0.0606 < |2 — 1.8653e + 000| = 0.1317

Remarque importante :

Si on considere une décomposition non symétrique, par exemple :

Q; =[0,0.5] x [0,1], Q9 = [0.25,1] x [0, 1]

On risque d’avoir un ordre de convergence perturbé pour certains problemes,
mais les erreurs diminuent toujours avec le raffinage des deux sous domaines c.a.d
dés que les pas de discrétisation diminuent. On conlut alors que les résultats
numeériques obtenus sont en adéquation avec le résultat d’approximation théorique.
Plus présisement, pour ce type de triangulation, nous remarquons que la constante
d’ergodicité « ainsi que le rafinement du pas de discretisation dans chaque sous
domaine jouent un role crucial, ¢a nous permet d’obtenir une bonne estimation
d’erreur, ainsi qu’un ordre de convergence quasi optimal. Nous remarquons qu’il est
préférable de choisir une valeur optimale de «, on rappelle que dans notre cas

a = 0.20, pour les pas : hy = %,hg =1L hy= %7}14 = é.
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Chapitre 4

Méthode de Schwarz pour les
inéquations quasi-variationnelles
liées a un probleme de controle

ergodique

4.1 Introduction

On commence par donner quelques résultats classiques sur les inéquations quasi-

variationnelles liées & un probleme de controle ergodique ; voir [42]
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Les problemes de controle impulsionnel pour les processus de diffusion peuvent
étre résolu par considérer la solution d’inéquation quasi variationnelle (QVI) (voir
Bensoussan [17] et A.Bensoussan and J.L.Lions [19] ), I'exemple typique est donné
comme suit :

a (U, U — Ug) + @ (Up, v — Uug) > (f,0 — uy),
(4.1)
Ug € HY () , ug < Mu,; ve H (Q), v< Mu,,
Ou Q est un ouvert borné régulier dans RY | avec a > 0.
f est une fonction donnée, la fonction cout Mu représente 'obstacle de controle

impulsionnel défini par :
Mo(z)=k+info(z+&);6>0,2+£6€Q, on k>0 (4.2)

Ot k est un nombre positive, M est un opérateur défini sur C'(€2) dans lui méme,
tel que,

My (x) < M@ (z) alors ¢ (z) < @ (). (4.3)

a(u,v) = [, VuVudz; et (.,.) désigne le produit scalaire sur .

On note par :

(W) = —/dex, Wa = Ug — (Ug) €t Ag = a (Uy)
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P.L.Lions and B.Perthame [25] ont montrés que la solution (wa, Ay) de 'IQV

suivante :

a4 (Way ¥ — Wa) + @ (Wa, ¥ —Wa) = (f — Ao, ¥ — Wa) ,

(4.4)
we € H' (Q) , woa < Mw,; ve HY(Q), v< Mw,, (wa) =0
converge vers la solution de I'lQV :
a(wo, v —wo) = (f — Ao, v — wp),
(4.5)

wo € HY(Q) , wo < Muwy; ve H (Q), v < Mw,{wy) =0

Comme indiqué dans ce théoreme :

Théoréme 4.1 [42] N, converge uniformement dans C (Q) vers une certaine
constante \g quand o tend vers 07, et w, converge uniformement dans C (Q) et

fortement dans H' () vers wo. De plus , (Mg, wo) est la solution de 'IQV (4.5).

Position de probleme

Soit av un parametre fixé dans l'intervalle ]0.1] , alors, on peut voir facilement

que le probleme (4.1) est equivalent le probleme suivant :

b(ua,v—ua)z(fnLvua,v—ua),
(4.6)
Uy € H'(Q) , uo < Muy; ve H (Q), v< Mu,
Ou

b(u,v) =a(u,v)+ (u,v) (4.7)
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D’apres [19], les IQV (4.1), (4.6) ont une solution unique. Et comme la forme
bilinéaire (4.7) est indépendante de «, alors le membre & gauche de 'IQV (4.6) est

aussi indépendant de .

4.2 Meéthode de Schwarz pour le probleme de

I’obstacle :
On decompose €2 en deux sous domaines polygonales 2 et (s, tels que :
Q=0 UQ,, (4.8)
la solution u, satisfait la condition de régularité locale :
Ug 10,€ WP (Q;),2 < p < o0 (4.9)
On note par 0€); le bord de Q;, et I'; = 09Q; N Q. L’intersection de T, et f‘j est

supposé vide.

4.2.1 Suites de Schwarz pour le probléeme (4.4)

On note par

Wit =gt = Q) et N = o () n 2 0 (4.10)
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Choisir w? = wy, telle que wy est la solution de :

G(Wo,v_wo) > (f—)\o,U—CUo),

(4.11)
wo € H' (Q) ,wy < Mwy ;v € H' (Q), v < Mwy, (wo) =0
On définit respectivement les deux suites alternatives de Schwarz telles que :
(
a(waity v —wai") +a(wa v —wa') = (i = A v —wat)
(4.12)
\ Wit =Wy sur Ty, Wi < Mw?y 5 v < Muwl, (wif') =0
et
(
a(Witv—wi) +a(wiiv—wi") > (fo— gt v—wizg'),
(4.13)
\ Wit =wift sur Ts, wii3' < Mw?y 5 v < Muwly, (wiz') =0
Ou

i=1,2 et fi=f\o,,
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4.2.2 Suites de Schwarz continues pour le probleme princi-
pal
On considere le probleme suivant :

(

Trouver u, € H*(Q) solution de :

DU,V — Ug) > (f + VU, v —uy), Yo e H(Q), (4.14)
\ v< Mu, ; ug € Mu, , uy < Mu,
Soit u® = ug, solution de :
a(ug,v —ug) > (f,v —uo),
(4.15)

up € H' (Q) , uo < Mug; ve H' (Q), v < Mug.

n+1

oY) sur £ est

Pour le probleme principal la suite de Schwarz alternative (u

définie comme suit :

(

bi(upt' v —upi) = (fi +yunlt v —ugl') Vo e H'Y(Q)

n+1 n n
W< Mur, , Mu®, >0 (4.16)
W =y sur Ty, v=u", sur I

al — Ya2 1, — Uqn2 1
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Et (u"J') sur Q :

ba(ugs v —upg') = (fo+yups ' v —ugy?) Vo€ H' (Q)

wift < Mu, . Muly >0 (4.17)
st =u T sur Ty, v =u ! sur Iy
Avec
bi (U, v) = a;(ug,v) + 7/ Uqvdx (4.18)
Q;
7=1—-« (4.19)

Lemme 4.1 [24] Mul{' (resp. Mul3') € C (), pour chaque n > 0.

al

4.3 Probleme discret

Soit 2 un domaine polygonal, 7, une triangulation réguliere et quasi uniforme
sur €2, on note par V}, 'espace d’élément finis linéaire continu par morceaux.

On considere I'IQV discrete :

a (Uah, Vp — Uan) + & (Uan, U — Uan) = (f, Un — Uan)
(4.20)

Uah € Vi, Uan < T Mugp, v, € Vi, v < rpMugy,.
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D’aprés [15], 'IQV (4.20) a une solution unique.
Comme dans le cas continu, il est facile de voir que u,, la solution de (4.20), est

équivalente a la solution de I'IQV :

b(uaha U — uah) > (f + YUah, UV — uah)
(4.21)

Uah € Vi, Uan < tpMugp, vy € Vi, v < mpMug,.

Théoréeme 4.2 [42] Soient u, et uqy les solutions de (4.14) et (4.20), respective-

ment. Alors, il existe une constante C' indépendante de o et h telle que :
[tt — tan]|,, < C.a~2h*|log h|*
Théoreme 4.3 [42] Sous les conditions du théoréme 4.1 et 4.2, on a :
lim [l — woll o, = 0

lim [ Ao, — Aol = 0

4.3.1 Suites de Schwarz discretes :

Algorithme discret :

Partant de u?, = wgp, telle que ugy, est une solution d’IQV suivante :

a (uon, vp — uon) > (f, vn — won) ,
(4.22)

uop € Vi, uon < rpMuop, vy, € Vi, v < 1 Mugp,.
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On définit la suite de Schwarz alternative (u!'f!) sur Q; telle que :

n+1 n+1 n+1 n+1
bl(ual}wvh - ualh) > (fi+ YUaips Vh — ualh) vp € Vi

n+1
upi, <rpMuby, o, Muby, >0 (4.23)
n+l _ . n r _.mn r
\ Uiy = Ungp, Sur 'y, v, = uby, sur I'y
Et (u3}!) sur Qy :
(
n+1 n+1 n+1 n+1
ba(Unan s Un — Ungy ) > (fo + YUpgn» Vn — Upgy ) Un € Vi
(4.24)

n+1 n n
Unop < rnMuby, , Muby, >0

n+l _  n+t+l . n+1
\ Upop, = Upqp SUr Lo, v = w7, sur I'y

Nous adapterons les mémes notations précédentes pour les normes |.|; et [|.]|; ,

avec 1 = 1, 2.
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4.4 Analyse de ’erreur en norme L™

Lemme 4.2 [43] On suppose que Bo = (baij); j_q1 . nyest une M-matrice telle

que by = baij (i, ;) , alors il existe deux constantes ky; ko telles que :

ki = Sup{wh (‘T)v S 771} < (071)

et
ke = sup{wy, (x), x €y} € (0,1)
sup ’Uam — ugﬁ‘l < ki sup ’ualh — uglh}l (4.25)
m m

n+1 0
sup ’uo&h - uagh ‘2 S k? sup ‘U'c&h - quh}Q
2 72

Théoréme 4.4 [43] Les suites de Schwarz alternées (u'f)), (u'3!), n > 0

convergent geométriquement vers la solution du probléme d’obstacle (4.21) , plus
précisément, il existe deux constantes ki, ko € (0.1) qui dépendent respectivement de

(Q21,m) et (Q2,m2), tel que pour n >0

sup |ua1n — ugfhl‘l < kTR sup [uain — u81h|1 (4.26)

971 m

n+1 n+1lg.n 0
sSup |ua2h — Upop |9 < K kg sup ’anh - u01h}2
Qo 72
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Théoréme 4.5 Soit h = max(hy,he). Alors, il existe une constante C

indépendante de h et n telle que :
et = w2, < Ca702 flog hl*

et

lwas =il < C.a™*.1* [log b
Preuve 10

w1 = ulin ], < lura = taanlly + ||varn — uliy ||,
< Cr.a 2 W log h* + K ||warn — s,
< Cra 212 |log hf* + K |wse — taanlly + [[ttar = udys|,]
< Cra 2 floghl* + K [ua — tarnlly + B [[uar — ufy |,

< Cr.a”2.h? log h|* 4+ (K7 Cy.07 2. h? |log h)?

log h

Tog k1 alors on obtient

Si on posen +1 <
o = i, < Ca™.A% log A’

Le cas i = 2 est similaire.
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Théoreme 4.6 Soient (wgﬁ) et ()\Z;zl) , 1= 1.2 les suites alternatives de Schwarz

discretes, alors :

n+1

tim oz ], = 0

lim AL — Noi| =0

Preuve 11 1-

HW?;;S — wloHl < ngzl — WlahHl + [|wiah — wioll,

< lwmnt = wianl, + lwian = wionlly + llwrion — wioll,

< ngzl o wlahHl +1m oo lwian — wionll; + [[wion — wioll;

S ngl—l_l - wlahHl + ||w10h - wl()Hl

< Hug—li_hl - <“Zirhl — Uqa1h + <Ua1h>H1 + [Juron — (uion) — u10 + (u10)||;
< Hugfhl - uath1 + (meas ()" ||U31+h1 - Ualh”1 + |lwion — w10ll4

+ (meas (Q)) 7 |Juion — u10]|,

< 4.C.a”2.h?|logh|!

Pour : a=+h, et h—0

Le cas i = 2 est similaire.

lim [lwpd! = woil|, =0 =12
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P\Zﬂ} — )\10|OO < ‘)\thl — >\1a|oo + [Aa — Ao o

< ol ) = o (uar)| L+ [Ma — Aol

Comme : |a"™Y < |al| , pour a € 0.1 , alors

n+1 n+1
‘)\alh - )\10|1 Sa ’ualh o ua1|1 + ’)‘101 - )‘10‘1

<o |ulfy — tar|, + [Aa — Awoly

< a.C.a”2h? loghl* + [Ma — Mol
< C.a . h? log h* + [ Ao — Miol,
< C.a"L.h? loghl* + lim [Ara = Asoly

< C.a™t.h?|log h\4

Pour : a=+h, et h—0

Le cas i = 2 est similaire.

}lzirr(l) A= o, =0 Li=12
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Conclusion et Perspectives

D’apres ce qui précede, nous pouvons conclure ce qui suit :

La nouvelle approche utilisée dans notre thése « nonmatching grid method »
pour le probleme de controle ergodique .

Dans la premiere partie, pour le cas d’inéquation variationnelle liée a un probleme
de controle ergodique nous a permis d’obtenir une approximation en norme L quasi
optimale sur chaque sous domaine.

De bons résultats numériques ont été obtenus aussi dans ce sens; qui sont en
adéquation avec le résultat d’approximation théorique.

Concernant la deuxieme partie, en appliquant la méme méthode mais pour le
cas d’inéquation quasi variationnelle, ’estimation d’erreur obtenue sur chaque sous
domaine est toujours quasi optimal avec un ordre de convergence h? [log h|4.

Nous suggérons, cependant, quelques problemes ouverts :

- Estimation d’erreur en norme L* pour le cas de m (m > 2) sous domaines.

- Méthode de Schwarz additive et multiplicative pour une classe d’inéquation
variationnelle et quasi-variationnelle pour le probleme de controle ergodique.

- Méthode alternée de Schwarz pour le cas d’un systeme d’L.V et [.Q.V.
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Annexe

Les étapes de la Programmation de la Méthode
de Schwarz sur un Logiciel MATLAB (7.10.0 R2010a) pour un Probléme

d’Inéquation Variationnelle liée a un Probléeme de Controle Ergodique

1. Calcul des coordonnés nodales

2. Connectivité nodale

3. Conditions aux frontieres

4. Remplissage des conditions aux limites discretes des 2 problemes
5. Assemblage des matrices élémentaires

6. Calcul des 2 vecteurs de droite

7. Assemblage des vecteurs de droite

8. Ajout des conditions aux limites aux membres de droite

9. Matrices extraites

10. Itération de I'algorithme de Schwarz

10.1. Remplissage des conditions aux limites discretes probleme 1
10.2. Ajout des conditions aux limites au membre de droite FF1
10.3. Vecteur de droite extrait FFF1

10.4. Méthode de relaxation pour le probleme 1
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10.5. Passage au probleme 2

10.6. Remplissage des conditions aux limites discretes probleme 2

10.7. Ajout des conditions aux limites au membre de droite FF2

10.8. Vecteur de droite extrait FFF2

10.9. Méthode de relaxation pour le probleme 2

10.10. Test d’arréet des itérations de l'algorithme de Schwarz

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Remplissage du vecteur solution globale v, composé de vl et v2
Remplissage du vecteur obstacle global G, composé de G1 et G2
Conditions aux frontieres sur le carré entier

Chargement du vecteur solution numérique U, et de I'obstacle GG
Tracé de I'obstacle GG

Tracé de la solution numérique Usol

Tracé de l'obstacle GG et de la solution numérique Usol

Calcul de la solution exacte

Calcul de l'erreur

erreurl=norm(Usol- uexact, inf)
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