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Abstract

The objective of this dissertation is to study the differentiability of solutions
of neutral stochastic differential equations driven by G-Brownian motion (G-
NSDEs, in short) with respect to the initial data and parameter.

First, we proved that the solution to an n-dimensional G-NSDE is diffe-
rentiable with respect to the initial data = which belongs to the Banach space
BC ([-r,0];R™), and the derivative is the solution of a given operator-valued
G-NSDE. Then, we prove the existence-uniqueness of the solution based on the
existence-uniqueness theoreme of standard G-NSDEs. This result, is followed by
two examples to exhibit the accuracy of the obtained results.

Secondly, we prove that the solution of G-NSDE is also differentiable with
respect to a parameter, in particular, this parameter included in the initial data.
The G-NSDE of the derivative is given, along with an example to illustrate the
theory’s findings. This study was performed in a 1-dimensional case, and yet, it
can be generalized to an n-dimensional case.

Keywords :
G-expectation, G-Brownian motion, Differentiability, G-neutral stochastic
differential equations.



Résumé

L’objectif de cette thése est d’étudier la différentiabilité de la solution d’une
équation différentielle stochastique de type neutral gouvernées par G-mouvement
Brownien (G-EDSNs, en abrégé) par rapport a la condition initiale et parametre.

Nous avons d’abord prouvé que la solution d’une G-EDSN de dimensions n
est différentiable par rapport a la condition initiale z qui appartient a ’espace
de Banach BC ([—r,0];R"™), et la dérivée est la solution d’'une G-EDSN & valeur
opérateur donnée. Un théoreme d’existence et d’unicité de la solution a été prouvé
en se basant sur le théoreme d’existence et d’unicité des G-EDSNs standards. Ce
résultat a été illustré par deux exemples pour montrer 'efficacité des résultats
obtenus.

Ensuite, nous avons montré que la solution d’une G-EDSN dont la condition
initiale dépend d’un parametre est également différentiable par rapport a celui-ci.
La G-EDSN de la dérivée ainsi qu’un exemple ont été également donnés. Cette
étude a été menée dans un cadre unidimensionnel et elle peut étre généralisée au
cas n-dimensionnel.

Mots-clés :
G-espérance, G-mouvement Brownien, Différentiabilité, G-équations différentielles
stochastiques de type neutral.
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Notations

— f(t,x) = W : La dérivée de la fonction f par rapport a x.

— E: Espérance sous-linéaire.

— E : G-espérance.

— aVb=sup(a,b): Le suprémum entre a et b.

— a™ : La partie positive du nombre réel a.

— a” : La partie négative du nombre réel a.

— fog: La composée des fonctions f et g.

— R : Ensemble des nombres réels.

— RT : Ensemble des nombres réels positifs.

— N : Ensemble des nombres naturels.

— N*: Ensemble des nombres naturels strictement positifs.

— (2, H,E) : Espace d’espérance sous-linéaire.

— Sy : Ensemble des matrices carrés et symétriques d’ordre d > 1.

— Cg(R*) : Espace des fonctions w : R +— RY continues telles que wy = 0.

— H : Espace linéaire des fonctions réelles définies sur 2.

— Ci.Lip (R™) : Espace linéaire des fonctions localement lipschtiziennes sur
R™.

— L%(R"™) : Espace des fonctions Borel-mesurables sur R”.

— L (R™) : Espace des fonctions bornées et Borel-mesurables sur R”.

— C}p (R™) : Espace des fonctions continues et bornées sur R".

— Cunif (R™) : Espace des fonctions uniformément continues sur R".

— Ch.ip (R™) : Espace des fonctions continues, Lipschitziennes et bornées
sur R™.

— Cf (R™) : Espace des fonctions bornées k-fois continument différentiable
sur R™ dont les dérivées de tout ordre inférieur ou égale a k sont bornées.

— CrLip (R™) : Espace des fonctions Lipschitziennes sur R".

— SCS (R") : Espace des fonctions semi-continues supérieurement sur R™.

— SCI (R™) : Espace des fonctions semi-continues inférieurement sur R.

— BC = BC([-r,0];R™) : Espace des fonctions continues et bornées de
[—7,0] dans R™ (r > 0).

— Lpc (R™) : Espace des opérateurs linéaires définis sur BC ([—r,0]; R") a
valeurs dans R".
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Introduction

Les équations différentielles ont toujours été considérées comme un des ou-
tils les plus puissants pour étudier et modéliser des phénomenes évolutifs de
nature tres diverses, par exemple la décroissance radioactive, la chute des corps
mécaniques, les circuits électriques etc. ..

Il est bien connu que I’évolution d’un systeme dynamique qui ne dépendant
que de son état actuel, peut souvent étre décrite par une équation différentielle
ordinaire. Cependant, si on veut se rapprocher plus de la réalité, il faut te-
nir compte de ’état passé du systeme. En effet, il existe des situations ou
I’évolution d’un processus dépend non seulement de son état actuel, mais aussi
des états antérieurs <<états passés>>, nous rencontrons de tels phénomenes
dans de nombreux domaines, notamment en économie (évolution des marchés
financiers), en physique (propagations physiques), en médecine (description de
plusieurs aspects de la dynamique de maladies infectieuses, la pharmacothérapie
et la réponse immunitaire), en biologie (dynamique des populations), en écologie
(écologie de population : relation de concurrence et de prédateur proie), voir
[2, 111, 2] 13), B3, B34, 4T, 54 55].

L’inclusion de ’état passé dans les équations différentielles a donné naissance
aux équations différentielles a retard (EDRs en abrégé), qui surviennent dans la
formalisation des phénomenes dynamiques, ou certains effets ne sont pas instan-
tanés. Autrement dit, elles tiennent compte de 'effet du passé dans la prédiction
du futur, c’est pour cela qu’elles sont souvent appelées ”les équations & mémoire”,
”les équations héréditaires”, ”équations a post-effet”, ou encore ”équations a ar-
gument dévié”. D’une maniere générale, les retards apparaissent a cause du temps
nécessaire pour que le systéme réponde a une certaine évolution, ou parce qu’un
certain seuil doit étre atteint avant que le systéme ne soit activé. Dans certaines
situations de la physique ou de la mécanique, le retard peut étre considéré comme
petit et estimé sans effet qualitatif, il est donc le plus souvent ignoré, cependant
dans I’étude des populations vivantes, la nécessité de tenir compte du retard s’est
imposée progressivement.

Une classe plus générale d’équations a retard, c’est la classe d’équations
différentielles neutrales (EDNs en abrégé), dans laquelle 'argument de retard
peut également apparaitre dans la dérivée de la variable d’état. Autrement dit,



le taux de changement du systéme dépend non seulement de ses états présents
mais aussi de ses états passés. C’est certainement une motivation suffisante pour
considérer cette classe d’équations a part entiere. Elles ont été étudiées par de
nombreux chercheurs, nous citons parmi eux Hale [30], Mao [38], Cushing [14] et
Gopalsamy [26].

Les systemes dans nombreuses branches de la science et de I'industrie, sont
souvent perturbés par divers types d’environnements aléatoires. Donc, considérant
le caractere aléatoire de certains coeflicients des équations différentielles, nous ob-
tenons souvent un modele mathématique plus réaliste en utilisant les équations
différentielles stochastiques (EDSs en abrégé). Elles ont été d’abord étudiées en
1940 par le mathématicien 1t6, dans le but de construire les diffusions. C’est la
raison pour laquelle il avait introduit le concept du calcul stochastique [42, 1§].
Depuis, de nombreuses applications des EDSs, que les chercheurs ont pu faire
en mathématiques et dans d’autres domaines, tels que la biologie, la physique,
I’écologie, les mathématiques financieres, le traitement du signal, la théorie du
controle, etc... (pour plus de détails, on peut se référer a [5, 6, 24, 27, B5] (3]).
Cependant, cette étude a été développée d’un point de vue linéaire, ot une telle
supposition n’est pas toujours faisable dans beaucoup de domaines d’application.

En effet, le paradoxe d’Allais proposé dans les années 1950 en théorie de
la décision, montre les contradictions de la théorie de <<I’utilité espérée>> a
base d’une espérance mathématique linéaire. Le besoin d’une notion d’espérance
mathématique non-linéaire se développe de maniére spectaculaire (voir [3 [15]
191 20} 28]). La théorie d’espérance non-linéaire a attiré avec grand intérét des
chercheurs pour ses applications potentielles dans les problemes d’incertitude,
les mesures de risque et le super-hedging en finance. Peng a construit une sorte
d’espérance entierement non-linéaire dynamiquement cohérente par ’approche
des EDP [50, 51].

Un cas important d’espérance non-linéaire est la G-espérance, ot G est la
fonction génératrice d’une équation non-linéaire, appelée G-équation de la cha-
leur. Dans ce cadre, Peng [44] [47, 48, [49] établit les notions de distributions et
d’indépendance pour les variables aléatoires dans ce nouveau contexte. De plus,
Peng a construit le G-mouvement Brownien (B;), associé, qui est analogue au
processus de Wiener classique, et a mis en place le calcul stochastique corres-
pondant [43], (44 [47] 48], 49]. Les intégrales stochastiques du type d’It6 associées
ainsi que les équations différentielles stochastiques (G-EDSs en abrégé) ont été
également introduites [43]. Une propriété essentielle du G-mouvement Brownien
est que son processus de variation quadratique ((Bi))¢>0 est un processus non
déterministe en général et qu’il comporte des incréments indépendants et sta-
tionnaires identiquement distribués.

De nombreux chercheurs se sont intéressés et s’intéressent toujours a la théorie
des G-EDSs. Par exemple, Peng [43] a démontré 'existence et 1'unicité des so-
lutions des G-EDSs, plus de résultats peuvent étre trouvés dans [7, [8, 9] 16} 22
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

30, 37, [52]. Parmi les résultats obtenus nous signalons, les travaux relatifs a la
différentiabilité de la solution d’une G-EDS. La différentiabilité a de nombreuses
applications par exemple, la différentiabilité par rapport a la fonction initiale est
nécessaire pour garantir l'existence d’une solution semi-flow régulier de classe
C* voir [31]. La différentiabilité par rapport aux parametres est appliquée dans
le probléme d’estimation de parametres par quasi-linéarisation voir [32]. Lin en
2013 [37], a étudié la différentiabilité des solutions des G-EDSs par rapport a la
condition initiale et parametre, dans un cadre réel (unidimensionnel). Ensuite,
Bougherra et al en 2020 [9], ont généralisé le résultat de Lin au cas vectorial
(d-dimensionnel).

Dans cette these, nous nous intéressons aux équations différentielles stochas-
tiques de type neutral, gouvernées par un G-mouvement Brownien (G-EDSNs).
Nous visons a discuter la différentiabilité de la solution des G-EDSNs par rap-
port a la condition initiale. Contrairement aux études précitées, il est important
de mentionner que la donnée initiale ici n’est pas un point de ’espace Euclidien
R™, mais c’est une fonction appartenant a l’espace de Banach BC ([—r,0];R")
des fonctions continues et bornées de [—r,0] dans R™ (r > 0), ce qui rend cette
recherche différente et plus générale.

Dans un premier temps, nous introduisons un nouveau type de G-EDSNs,
ou les solutions sont dans l'espace de Banach Lpc (R™) des opérateurs linéaires
définis sur BC ([—r,0] ;R™) a valeurs dans R”, et nous démontrons ’existence et
I'unicité de la solution. Ensuite, nous démontrons la différentiabilité de la solution
X (t) d’'une G-EDSN par par rapport a la condition initiale z € BC ([—r, 0] ; R"),
en donnant la G-EDSN satisfaite par la dérivée Y (t) € Lpc (R™) de la solution
de la G-EDSN initiale.

De plus, nous avons retrouvé comme cas particulier et de maniére non triviale,
les résultats obtenus par Bougherra et al. [9] concernant la différentiabilité des
G-EDSs. Par la suite, nous avons étudié la différentiabilité des solutions de G-
EDSNs dont la condition initiale dépend d’un parametre a € R, par rapport a
ce parametre. Dans les deux cas étudiés, nous avons donné des exemples pour
illustrer les résultats théoriques obtenus.

Structure de la these

La these s’articule autour de quatre chapitres organisés de la manieére sui-
vante : Chapitre [I], est consacré aux rappels des notions de base concernant la
théorie d’espérance sous-linéaire introduite par Peng, qui est essentielle pour la
compréhension du sujet. Nous donnons les résultats préliminaires sur I'intégration
stochastique dans le cadre de la G-espérence, notamment le G-mouvement Brow-
nien, son processus de variation quadratique ainsi que la G-formule d’Ito.

Chapitre [2 est dédié a la présentation des équations différentielles stochas-
tiques de type neutral gouvernées par un G-mouvement Brownien, en mention-
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nant les caractéristiques principales de ces équations. Nous montrons un résultat
d’existence et d’unicité de la solution de ce type d’équations.

Chapitre[3] qui est le premier résultat de cette étude se compose de la maniére
suivante : tout d’abord, nous avons défini 1’éspace de Banach Lpc (R™), auquel
appartient la dérivée, puis nous avons donné I’équation différentielle stochastique
de la dérivée de la solution par rapport a la condition initiale. Ensuite, nous
avons démontré l’existence et 1'unicité de la solution de I’équation de la dérivée.
En dernier lieu, nous avons étudié la différentiabilité de la solution illustrée par
deux exemples.

Dans le chapitre [ nous avons montré la différentiabilité de la solution d’une
équation stochastique de type neutral dont la condition initiale dépend d’un
parametre réel, par rapport a celui-ci. L’équation de la dérivée a été également
donnée.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Apercu sur 'espérance sous-linéaire

Ce chapitre est consacré a la présentation de la théorie d’espérance sous-
linéaire, introduite par Peng, notamment les notions de distributions et d’indépendance.
Pour plus de détails, le lecteur est invité a consulter [43] [44] 47, [48)], [49].

L’espérance sous-linéaire a un role important pour les phénomenes dont le
modele de probabilité est incertain, et est récemment devenue également un outil
efficace pour mesurer les pertes de risque et le super-hedging en finance.

1.1.1 Espérance sous-linéaire

Soient €2 un ensemble non vide et H l’espace linéaire des fonctions réelles
définies sur  satisfait, ¢ € H pour toute constante ¢ et |X| € H pour tout
X € H. H est considéré comme 'espace des variables aléatoires.

Définition 1.1.1 On appelle espérance sous-linéaire toute fonction & : H — R
vérifiant les propriétés suivantes : Pour tout X, Y e H,ceR et A>0on a :

(i) (Monotonicité) :
si X <Y alors E[X]<E[Y],
(ii) (Préservation des constantes) :
Elc] =e¢,
(iit) (Sous-additivité) :
EX+Y]|<E[X]|+E[Y],
(iv) (Homogénéité positive) :

E[\X] = AE[X].

1
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Le triplet (2, H,E) est appelé espace d’espérance sous-linéaire. Si seulement
(1) et (ii) sont satisfaites, E est dite I’espérance non-linéaire et le triplet (2, H, E)
est appelé I'espace d’espérance non-linéaire.

Remarque 1.1.1 - Si linégalité (iii) est une égalité, alors E est 'espérance
linéaire classique.
- Les propriétés (iit) et (iv) entrainent la convexité de B, i.e. pour a € [0,1],

E[aX + (1 —a)Y] < aE[X]+ (1 - )E[Y].
- Si XA € R, la propriété (iv) est équivalente a
EXX]=XE[X]+ A E[-X].

Soit (€2, H,E) un espace d’espérance sous-linéaire tel que si X, Xs,..., X, €
H alors ¢ (X1, Xo, ..., X;,) € H pour toute fontion ¢ € Cj ), (R™), 'ensemble des
fonctions ¢ : R™ — R locallement Lipchisziennes i.e. pour tout (z,y) € R" x R",
il existe une constante C' > 0 et un entier positif ng :

o (x) = (W) < Clz =yl (14 [x]™ + [y[™).

Remarque 1.1.2 En pratique Uespace Cj r;p (R™) peut étre remplacé par 'un
des espaces de fonctions suivants :

Cb.Lip (Rn) ’ ]LO (Rn) ) L (Rn) ) Cb (Rn) ) Cunzf (Rn) ) Cb.Lip (Rn) ) le: (Rn) ’
Crip (R™), SCS (R™) et SCI (R").

Remarque 1.1.3 Il est clair que si X € H et ¢ € Cprip (R™) alors X™, ¢ (X) €
H. En particulier E [|X|™] < oo, pour chaque m € N.

Définition 1.1.2 Soient Eq, Eo deux espérances sous-linéaires définies dans le
méme espace (2, H). Nous dirons que E1 est dominée par By si pour tout X € H
on a

E; [X] < Eq [X].

Remarque 1.1.4 D’aprés (iii) de la définition|1.1.1june espérance sous-linéaire
est dominée par elle-méme, (iii) est appelé également la propriété de l’auto-
domination.

1.1.2 Théoreme de représentation de 1’espérance sous-linéaire

Une espérance sous-linéaire peut étre exprimée comme un supremum des
espérances linéaires classiques.



1.1. APERCU SUR L’ESPERANCE SOUS-LINEAIRE

Théoréeme 1.1.1 Soit E une fonctionnelle définie sur un espace d’espérance
sous-linéaire H vérifiant la sous-additivité et I’homogénéité positive. Alors, il
existe une famille de fonctions linéaires {Eg;0 € ©} définies sur H telle que :

E[X] =supEy [X],
0cO

et pour tout X € H, il existe Ox € O telle que
E[X] = Ep, [X].
De plus, si [E est une espérance sous-linéaire, alors Eg est une espérance linéaire.

Preuve. Soit ) = {Ey;0 € O} la famille de toutes les formes linéaires définies
sur ‘H, dominées par E i.e., Fy[X] < E[X], pour tout X € H et pour tout
FEy € Q. Montrons d’abord que @ est non vide.

En effet, pour X € ‘H donné, soit le sous-espace de H, L = {aX : a € R}. On
définit la fonction linéaire I : L — R par [ [aX]| = aE [X], pour tout a € R.
Alors il est clair que I[.] est aussi linéaire sur H et I < E sur L. Ainsi que E
est sous-additive et positivement homogéne, alors d’aprés le théoreme de Hahn-
Banach, il existe une fonction linéaire F sur H telle que E =1 sur Let £ <E
sur H. Ainsi F est une fonction linéaire dominée par E et telle que E [X] = F [X].
On pose alors

Eq [X] = supEp [X] pour X € H.

0cO
Il est clair que Eg = E. De plus si E est une espérance sous-linéaire, alors que
nous avons pour chaque élément non négatif X € H, Fy[X] = —Ep[-X]| >
—E[-X] > 0. Pour tout ¢ € R, —Eyc] = Eg[—c] < E[—c] = —c et Eyc] <

E [c] = ¢, nous obtenons ainsi Ey[c] = c¢. Par conséquent Ejy est une espérance
linéaire. m

Il vaut la peine de mentionner que ’espérance sous-linéaire Fy, est seulement
supposée additive. Mais on peut appliquer le théoreme de Daniell-Stone pour
prouver qu’il existe une mesure de probabilité unique o-additive Py sur (2,0 (H))
telle que

Eg[X]Z/XdP@, X eH.
Q

L’incertitude du modele de probabilité correspondant a ’espérance sous-linéaire
E, est décrite par le sous-ensemble {Py;6 € ©}, et U'incertitude de distributions
correspondante pour un vecteur aléatoires X € H" est décrite par ’ensemble

{Fx (0,A)=Py(X € A); AeB(R"}.

Remarque 1.1.5 Dans le cas ot Q) est un singleton, & n’est autre que ’espérance
linéaire classique.
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1.2 Distribution et indépendance

Dans le cas de I'espérance sous-linéaire, les notions de distribution et d’indépendance
pour les variables aléatoires ont été établies par Peng [50l [47] d’un point de
vue plus fonctionnelles que probabiliste a 'aide des familles de fonctions de
Cr.Lip (R™).

Définition 1.2.1 Soit X = (X1, X9, ..., Xy) un vecteur aléatoire de dimension
n, défini sur (Q,H,E). La distribution de X sous E est définie par la fonctionnelle
Fx [.] sur Cprip (R™) suivante :

Fx [p] =Elp (X)].

Le triplet (R",Cy.rip (R™),Fx) forme un espace d’espérance sous-linéaire. Fx
appelée la distribution de X sous E.

Définition 1.2.2 Nous dirons que la distribution de X est plus forte que Y, si
Elp(X)] 2E[p(Y)], VeeCp(R").

Définition 1.2.3 Deux vecteurs aléatoires n-dimensionnels X, Y définis respec-
tivement sur les espaces d’espérance sous-linéaires (21, Hi,E1) et (Qa,Ho, Eg)
sont dits identiquement distribués si pour toute fonction ¢ € Cirip (R™) nous
avons :

E1[p (X)] =E2[p(Y)],

et on notera par X ~Y ou X Ly,

Remarque 1.2.1 La distribution de X est plus forte que Y signifie que le degré
d’incertitude de X est plus grand que celui de Y. Ainsi, X ~ Y signifie qu’ils
ont le méme degré d’incertitude.

Remarque 1.2.2 Si Fyx n’est pas une espérance linéaire, alors X a une distri-
bution incertaine. La distribution de X se caractérise par les quatre parameétres
sutvants :

p=E[X], p=-E[-X], o2:=E[X?] et o°:=-E[-X7]

Les intervalles [,u,ﬁ] et [QQ,EQ], caractérisent respectivement la moyenne incer-
taine et la variance incertaine de X.

Proposition 1.2.1 Soient X, Y € H avec E[Y] = —E[-Y] alors pour tout
a € R, nous avons
EX +aY]=E[X]+aE[Y],

en particulier, si E[Y] =E[-Y] =0 alors
EX +aY]=E[X].

4
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Preuve. Pour X,Y € H et a € R nous avons :

ElaY]=a E[Y]+a E[-Y]=a'E[Y] - a E[Y] =aE[Y],

d’oty,

E[X +aY] < E[X]+E[aY]
= E[X]+aE[Y]
= E[X]-aE[-Y]
= E[X]-E[-aY]
< E[X +aY]

|

Maintenant, voici un exemple montrant comment nous introduisons ’espérance
sous-linéaire dans un modele de probabilité incertain.

Exemple 1.2.1 Dans un jeu, on sélectionne une boule d’une boite contenant B
boules blanches, N boules noires et R boules rouges. Le propriétaire de la boite,
qui est le banquier du jeu, ne nous dit pas le nombre exacte de B, N et R. Il nous
informe seulement que B+ N + R =100 et B = N € [20;25]. Soit X la variable
aléatoire définie par :

1 si nous obtenons une boule blanche ;
X=<0 st nous obtenons une boule rouge ;
-1 st nous obtenons une boule noire.

Maintenat, comment mesurer une perte Y = ¢ (X)), pour une fonction ¢ donnée
sur R. Nous savons que la distribution de X est

{—1 0 1}

: 1-p 3

Avec une incertitude p € M, ﬁ] = [0.4,0.5]. Ainsi, lespérance robuste de Y =
v (X) est

EM@H=§£%W@H

= sw [P +e))+1-p)e).
pe|p]

Ici, X a une distribution incertaine.

La notion d’indépendance suivante joue un role essentiel dans la théorie de
I’espérance non-linéaire.
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Définition 1.2.4 Soit (2, H,E) espace d’espérance sous-linéaire. Un vecteur
aléatoire Y € H™ est dit indépendant d’un autre vecteur aléatoire X € H™
sous B, si pour tout ¢ € C Lip (R™™) nous avons

Elp (X, V) =E[E[p (2,Y)]—x],

ou E[p (x,Y)],._x signifie ¢ (x) avec ¢ (x) =Efp (x,Y)].

Un vecteur aléatoire X est dit une copiede X, si X L X et X est indépendant
de X.

Remarque 1.2.3 Dans un espace d’espérance sous-linéaire (2, H,E), Y est
indépendant de X signifie que la distribution de'Y ne change pas aprés la réalisation
de X = x. En d’autres termes, 'espérance conditionnelle sous-linéaire de Y par
rapport a X est E[p (z,Y)],_y. Dans le cas de Uespérance linéaire, cette notion
d’indépendance est la méme que celle du cas classique.

Remarque 1.2.4 Il est important de noter que pour une espérance sous-linéaire,
si Y est indépendant de X ne signifie pas nécessairement que X est indépendant
de Y, i.e., dans une espérance sous-linéaire cette relation d’indépendance n’est
pas symétrique.

Exemple 1.2.2 Considérons X,Y € H identiquement distribuées et satisfaisant
E[X] = E[-X] =0 et o* > o2, ouo? = E[Y? et > = —E[-Y?]. Nous
supposons que E[|X|] > 0.

1l résulte que

E [X*] = %E[|X| +X] = %IEHX\] >0,

et
E[X~] = SE[X| - X] = JE[X] =E [x*].

Si'Y est indépendant de X, alors
E[XY?] =E[XT5° - X 0% = (" - c*)E[XT] >0,
mais si X est indépendant de Y,
E[XY?] =o0.

La propriété d’indépendance de deux vecteurs X, Y ne concerne que la dis-
tribution conjointe de (X,Y).

Remarque 1.2.5 La situation Y est indépendant de X apparait souvent lorsque
Y survient aprés X, donc une espérance tres robuste devrait prendre en compte
linformation de X.
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1.3 Distribution GG-normale

Nous introduisons maintenant le concept de la distribution G-normale, qui
est équivaut a la distribution normale dans le cadre classique.

Définition 1.3.1 Soit X = (X1, X2, ..., Xq) un vecteur aléatoire d-dimensionnel
défini sur (Q, H,E). On appelle fonction génératrice de X la fonction G = Gx :
Sq — R, définie par

1
Gx(4) = LE[(AX, )],
ot {.,.) est le produit scalaire Buclidien de R,

En utilisant le théoreme m Peng [46, 47] montre qu’il existe un sous
ensemble I' fermé, borné et convexe de S, tel que

1
G(A) = isullzTr [VVTA] pour toute A € Sy,
vE

avec 77 est la transposée de la matrice v. Dans ce qui suit on pose

Z:{’y'yT:fyGF}.

Définition 1.3.2 Dans un espace d’espérance sous-linéaire (0, H,E), un vec-
teur aléatoire X = (X1,Xq,..., Xq) est dit G-normalement distribué, noté par
X ~N(0,>), si et seulment si pour tout ¢ € Cp Lip (]Rd), la fonction u définie
par

w(t,z) =E [(p (g:+ \/Zx)} . (t,z) € 0,00 x RY,
est lunique solution de viscosité de la G-équation de la chaleur suivante

{ %1; — G (D?u) =0, (t,z)€[0,00[ x R?
u(07$) = 90(56)’
ot D*u = (ngju)_ ~est la matrice Hessienne de u (t,x).
27‘7
I’ensemble ) faire apparaitre l'incertitude de la variance de X. Si ’espérance

E est linéaire cet ensemble n’est qu'un singleton, qui est en fait la matrice des
covariances du vecteur aléatoire X, qui est de loi normale classique.

Remarque 1.3.1 Dans le cas réel (d =1), ona ), = [g2,62] et G =G

2,52

est la fonction sous-linéaire réelle qui est paramétrée par o2, 7> et donnée par
G(a)= lE [aX2] _1 (at5® - 04_0'2) acR
2 2 =7 ’

avec g? = —E [-X?] et 72 = E [X?]. Dans ce cas X ~ N (0, [¢?,52]).

7
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Corollaire 1.3.1 Dans le cas ot 0> =52 >0, N (0, [QQ,EQ]) est la distribution
normale classique N (0,52).

2

Preuve. Si 02 = 32 = 02, la G-équation de la chaleur devient ’équation de la

chaleur classique

ou o2 0%u

ot 2022
il est bien connu que sa solution est donnée par

+o0
1 z—y)?
uta) = <= [owew (—‘QU;;)> Iy

Ainsi, pour tout ¢,

u(0,z) = ¢,

Elp (X)] = u(1,0) = ﬁ%% e (L) do

Dans les deux cas suivants on peut calculer E[p (X)] comme suit. Si X ~
N (05 [0?,5?%]), alors :
(i) Pour toute ¢ convexe, nous avons

o (X)) = \/2%7090 e (~L;) i

(ii) Pour toute ¢ concave, nous avons

Efp (X)) = \/;77090 (y) exp (—Qy;> dy,

en particulier,

et

1.4 (G-calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous rappellons quelques résultats préliminaires sur le G-
mouvement Brownien, le calcul stochastique correspondant ainsi que la notion
du capacité sous la G-espérance. Pour plus des détails, le lecteur est invité a
consulter les références [43, [44] [45], 46], [47, [48], [49].
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1.4.1 G-mouvement Brownien et sa caractérisation

Définition 1.4.1 Soit (0, H,E) un espace d’espérance sous-linéaire. Un proces-
sus (X¢),sq est dit d-dimensionnel, d > 1, si pour tout t > 0, X; est un vecteur
aléatoire & valeurs dans HE.

Définition 1.4.2 Un processus (By),~, d-dimensionnel, d > 1, défini sur l’es-
pace (Q,H,E) est dit G-mouvement Brownien d-dimensionnel si les propriétés
susvantes sont satisfaites :

(1) Bo =0,

(it) Pour tout t,s > 0, Uaccroissement By1s — By est N (0,s")-distribué et est
indépendant de (By,, Bty ..., By,), pour toutn € N et 0 <t; <ty < ..<t, <t

Peng [49], a donné le théoreme de caractérisation du G-mouvement Brownien
suivant :

Théoréme 1.4.1 Soit (B;),~, un processus a d-dimension défini sur un espace
d’espérance sous-linéaire (Q,H,E) tel que

(1) By (w) =0,

(ii) Pour tout t,s > 0, Biys — By et By sont identiquement distribuées et l’ac-
croissement Byys — By est indépendants de (By,, Bi,, ..., By, ), pour tout n € N et
0<t; <ty<..<t,<t.

(iii) E[B)] =E[-B,] =0 et limyoE [|Bt|3} 1 = 0.

Alors (By);sq, est un G-mouvement Brownien, avec G(A) = 3E[(ABy, By)],
AeS,. B

Remarque 1.4.1 Si (By),s, est un G-mouvement Brownien réel (i.e., d =1),
la fonction génératrice correspondante G est donnée par :

G(a) = %E [aB}], a€R.

Remarque 1.4.2 Comme dans le cas classique, nous pouvons montrer que si

B, est un G-mouvement Brownien, alors pour tout A > 0, AT Byt est
>0 p >0
= t

également un G-mouvement Brownien (propriété de scaling du G-mouvement
Brownien). Il en est de méme pour le processus (Bitt, — Bt)y~q, to > 0.

Dans toute la suite nous posons
B := (v, B;) pour tout v = (v1,ve, ...,vd)T e R%.
Nous avons la proposition suivante qui est importante dans le calcul stochastique.

9
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Proposition 1.4.1 Soit (B;),~, un G-mouvement Brownien d-dimensionnel,
défini sur un espace d’espérance sous-linéaire (Q,H,E). Alors (BY),~, est un
Gy-mouvement Brownien réel de fonction génératrice

(UivTa—i— - szvTa_) ’

Gy (o) =

ot
2r =E|(wB)| et o0 =—E|-(0B)].
En particulier, pour tout t,s > 0,
By, — By ~ N (0; [sasz,sagvT]) )

Proposition 1.4.2 Pour toute fonction convexe v, on a

+o0
1 x2
E BY,.—B)| = ——— - | dz.
[‘P( t+s t)} e /cp(ac) exp< 2803ﬂ> x

vuT —oco

Pour toute fonction concave ¢ et Usz >0, on a

E [gp (B;)-‘rs - B;)

400
1 22
)] =————— [ p(z)exp - dx.
\/2ms0? 2507 1
—vv" —0O0

En particulier, on a

E[(B; - BY’| = oln(t—s), E[(B/ = BY'| =30l (t—s),
E[—(Bf—Bg)Q] = 0% s (t—s), E[—(B;J—Bg)ﬂ:—3ain(t—s)2.

1.4.2 Existence de G-mouvement Brownien et GG-espérance condi-
tionnelle

Soit Q = C¢ (R*) ’espace des fonctions w : RT ++ R? continues avec wy = 0,
muni de la distance

o0
p (wl;wQ) = ZQ‘i [(g{g}f} }wtl —w? > A 1} .
i=1
Pour tout 7' > 0 fixé, on note
Qr ={war:weN}.
Considérons le processus canonique

B (w) := w; pour tout t € [0,00] et w € Q.

10
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Soit ’espace des variables aléatoires suivant

Lip (QT) = {go (Btl/\T7 . Btn/\T) neN, ty,...,t, € [0, OO[ ,
v € ClLip (Rdm)} -

Il est clair que pour tout t < T', Lip () C Lip (7). On pose

Lip(Q) = U Lip(Q).

Remarque 1.4.3 1l est clair que Cy 14 (Rdxn), Lip (1) et Lip (2) sont des es-
paces vectoriels. De plus, si ¢, € Cy.rip (R™) alors le produit ¢.4p € Cj.1ip (R™),
aussi si X,Y € Lip(Qr) alors X.Y € Lip(Qr). En particulier, pour tout t €
[0, OO[, B, € Lip (Q)

Peng [44], a construit sur 'espace (€2, Lip (2)) une espérance sous-linéaire
telle que le processus canonique (By),~, soit un G-mouvement Brownien de la
maniére suivante : Soit (§;),~, une suite de vecteurs aléatoires d-dimensionnel
sur un espace d’espérance sous-linéaire (Q, 7—~[,I~E) tel que &; soit G-normalment

distribuée et &1 indépendant de (&1,&2,...,&,) pour tout ¢ > 1. Ensuite, il a
introduit une espérance sous-linéaire E définie sur Lip (2) comme suit : Pour
tout X € Lip (2) de la forme

X = "2 (Bt1 - BtoaBtQ - Bt17 "'7Btn - Btn,l) )

pour une certaine fonction ¢ € Cj 4, (Rdm) et 0=th<t1 <..<t, <oo,on
pose

~

BIX]: =8 [ (VA =061, V/ln — b i) |

L’espérance conditionnelle associée a X sous (2 est définie par

E[X|Q] :=% (Biy, ., By, — By, ,)

Y (x1,...,x5) = E [gp (:cl, e X, \/mfjﬂv - m n)} )

Il est facile de vérifier que E défini systématiquement une espérance sous-linéaire
sur Lip () et (Bt),~o est un G-mouvement Brownien. Puisque Lip (Qr) C

Lip (), E est aussi une espérance sous-linéaire sur Lip (7).
Dans toute la suite, nous considérons ce G-mouvement Brownien défini sur

Pespace (Q, Lip (Q) ,1@) Rappelons les propriétés de E [.]€2].

11
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Proposition 1.4.3 Soit X,Y € Lip(Q) :

(@) : _ _
Si X <Y, alors E[X|Q] <E[Y]Q].

(i) :

E [n|€%] = n, pour tout t € [0,00] et n € Lip ().

(i) : ~
E[X|Q)] —E[Y|Q] <E[X — Y€ .

(iv) :
E[nX|Q] = n"E[X|Q] + n E[=X|], pour tout n € Lip () .
(v) : o ~
B [B (X100 19,] = B1X[Qun]
en particulier
E [E [X]Qt]] ~E[x].

Pour tout X € Lip (), [X\Q = [X], tel que Lip (Q') est l’espace linéaire
des variables aléatoires de la forme

¢ (B, — Biy, Biy — Biyy s Beyoy — B,) o n > 1,
¢ € Cliyp (RdX") et t1, ..., tys1 € [t,00[.
Remarque 1.4.4 Les conditions (i) et (iii) impliquent que
E[X +n|%] =E[X Q] +n pour n € Lip () .
En outre, si Y € Lip (%) satisfaisant E Y] = -E (=Y |Q¢] alors
EX+Y | =E[X|Q]+E[Y|Q].
La condition (iv) est I’homogénéité positive.
Notons par L% (), p > 1, la complétion de Lip (Q2) sous la norme X1, =

1
E[| X ]) ”. De méme, nous pouvons définir les complétions LY, (Qr), L, (QF)

et LY, (Q') de Lip(Q), Lip () et Lip (Qt)Arespectivement. Il est clair que
LE (%) € LY, (Qr) € LY (Q). D’apres Peng, E[.] se prolonge par continuité a
une espérance sous linéaire sur (Q L, (Q)) que nous noterons encore E [.]. Pour

tout t < T fixé, 'espérance conditionnelle E [.|Q;] : Lip (Qr) — Lip (Q4) est une
application continue sous ||.||;. En effet, nous avons

E[X|Q] -E[Y|Q] <E[X - Y|,

12
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d’ott ~ ~
ExI0] - EvIed| <BIX - Y.

Il résulte que
|Eixi:] -Evied]| < i1x -,
1 s’ensuit que E[.|€] s’étend en une application continue
E[10] : L& (Qr) — L (),
et par le méme raisonnement, ’application
BI04 1 L& (@) — L (),
est également continue.

Remarque 1.4.5 La pr’oposition reste valable pour X,Y € L§ (Q). Mais
dans (iv), n € L () devrait étre bornée car X,Y € L{, () n’implique pas que
le produit X.Y € L%; (Q). En particulier, on a la formule d’indépendance suivant

E[X|Q]=E[X], VX eL§(Q).

Maintenant nous donnons la définition suivante, qui est similaire a la définition
classique.

Définition 1.4.3 Soit Y € (L{ (Q))" un vecteur aléatoire n-dimensionnel, est
dit indépendant de Q; pour un certain t donné, si pour tout ¢ € Cp r;p (R™) nous
avons

E (V)% =Elp (V)]

Remarque 1.4.6 Comme le cas classique, les accroissement (Biys — Bt)5q du
G-mouvement Brownien sont indépendants de ).

La propriété suivante est tres utile.

Proposition 1.4.4 Soient X,Y € L} (), telles que E[Y|Q] = —E[-Y|]
pour un certain t € [0,T] donné, alors pour tout ¢ € Cy 1, (R™) on a

E[X + Y| =E[X|) +E[Y|Q].
En particulier, si E[Y|Q] = E[-Y|Q] = 0, alors E [X + Y|] = E [X]€].
Preuve. Découle des deux inégalités suivantes,

E[X 4+ Y|Q] <E[X|Q] +E[Y]],

et
E[X +Y|%] > E[X|Q] - E[-Y|Q] = E[X|Q] +E[Y|Q].
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1.5 G-capacité

Contrairement & l’espérance linéaire classique, la G-espérance E nlest pas
basée sur un espace de probabilité particulier. Donc, au lieu de la probabilité
nous utilisons un différent concept appelé capacité, qui a été introduite par Cho-
quet dans le contexte de sa théorie des capacités (1953). "les capacités appelées
les mesures floues, généralisent les mesures additives en remplagant 1'axiome
d’additivité par un axiome plus souple, celui de monotonie et généralement les
mesures non-additives appelées aussi capacités”. La notion de capacité associée
a une G-espérance E (noté G-capacité) est naturellement introduite par rapport
a une collection de mesures de probabilité P, faiblement compact définies sur
(2, B(%)).

Soient 2 un espace metrique séparable complet muni de la distance d, B (€2)
est la tribu borélienne sur €2 et M la famille de toutes les mesures de probabilité
sur (2, B(2)). Considérons un sous-ensemble donné P C M, alors nous pouvons
définir la capacité de Choquet C(.) par

C(A):=supP(A), AeB(Q).
PeP
On peut verifier le théoreéme suivant :

Théoréme 1.5.1 La fonction d’ensemble C (.) est une capacité de Choquet, i.e.,
(i) 0<C(A)<1, VAcCQ.
(i) Si AC B, alors C(A) <C(B).

(it3) Si (An),2, est une suite dans B (), alors C (UA,) < > C (Ay).

n=1
(iv) Si (Ay),—, est une suite croissante dans B (Q) tel que A, T A
C (UAy) = li_)rn C(A,).

UA,,, alors

Grace a ce concept, la notion de <<quasi-siirement>> (En abrégé ¢.s.),
a été introduite [50], 51] et jouera ici le méme role que la notion <<presque-
stirement>> dans ’analyse stochastique classique. On utilise le vocabulaire stan-
dard lié a la capacité dans les définitions suivantes.

Définition 1.5.1 Un ensemble A € B(Q) est dit polaire si C(A) = 0.

Remarque 1.5.1 Un ensemble A € B () est polaire si et seulment si P(A) = 0,
pour tout P € P.

Définition 1.5.2 Une propriété est vraie q.s. si elle est vraie en dehors d’un
ensemble polaire.

Définition 1.5.3 Un processus X est dit quasi-continu (En abrégé q.c.) si pour
tout € > 0, il existe un ensemble ouvert O C Q, avec C(O) < € tel que X est
continue sur le complémentaire O° de O par rapport a €.
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Définition 1.5.4 Nous disons qu’un processus X a une version q.c., s’il exite
un processus q.c. Y tel que X =Y, q.s.

Remarque 1.5.2 Les notions concernant la capacité classique restent valables
pour la G-capacité.

1.6 G-intégrale d’Ito

Dans cette section, nous présentons la construction de 'intégrale de type Ito
par rapport au G-mouvement Brownien et étudions quelques propriétés impor-
tantes dont on aura besoin dans la suite. Commencons par 'intégrale de Bochner
qui étend la définition de I'intégrale de Lebesgue aux fonctions a valeurs dans un
espace de Banach, comme limite d’intégrales de fonctions étagées.

1.6.1 L’intégrale de Bochner

Pour T € R*, soit W[]gﬂ := {to, t1,...,tn } une partition de [0,7] dont le pas

K (W[](\)],T]) =max{|tit1 — |, ¢=0,1,...,N —1},

tend vers 0 lorsque N — oco. Soit p > 1 fixé. Considérons I’ensemble Mg’o (0,7)
des processus simples, i.e.

N-1

MEL(0,T) := {m = &l Gk € L@(th)} ,
k=0

et on dénote par M (0,7T) la complétion de Mg’o (0,T) par rapport & la norme

P

T
1 ~
Iligom = | 7 [ Elim)ae
0

Il est clair que MZ (0,T) € M} (0,T) pour 1 < p < g. On pose
ME((0,T);R™) := {n= (n",n*...n") :n' € ME(0,T), i=T,n}.
N—1

Définition 1.6.1 Pour n € Mg’ﬂ (0,T) avec m(w) = > & (W) Iy, 00 (1),

l’intégrale de Bochner associée est donnée par

N-1

T
Jmydt= Y6 @) tns — t0).
0

k=0

15
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Remarque 1.6.1 Pour tout n € Mg’o (0,T), on pose

T

. 1~
ET [7’]] = TE /ntdt

0

Il est facile de vérifier que By : Mg’o (0,T) — R, est une espérance sous-
linéaire. Alors, on peut introduire une norme naturelle HnHMg(QT), sous lequelle

Mg’o (0,T) peut étre étendu a ML (0,T) qui est un espace de Banach.

Remarque 1.6.2 Sin € Mg’o (0,T), alors il existe une suite de processus {n"}
dans MY, (0,T) telle que

neN

lim [ B[ — nP) dt — 0.

n—00
0

On observe que presque pour tout t € [0,T],

{n"bpen C IE () et Elnf —mf"] — 0,

done, n; est un élément de LY, ().

1.6.2 Intégrale stochastique d’It6 par rapport au G-mouvement
Brownien

Commencons par I'ntégrale par rapport au G-mouvement Brownien réel de

fonction génératrice G(a) = % (2a™ — g?a7), telle que 0 < 0 < 7 < .

Définition 1.6.2 Pour tout processus simple n € Mé’o (0,T), on définit

T
/UtdBt = ka Btk+1 Btk)~
0

Lemme 1.6.1 L’application T : Mé’o (0,T) — L% (Qr) est une application
continue, linéaire et se prolonge par continuité a

Ty« M&(0,T) — LE (Qr)

Nous avons,
T

E /ntdBt =0 (1.1)
0

16
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et
T 2 T
0 0

Preuve. D’apres Peng, 'exemple 4.1.19, dans [43], on a pour tout k,

E [gk (Bthrl - Btk) ’th] —E [_gk (BtkH - Btk) ‘th] =0.

On a
T MtN-—1
E /UtdBt = E / ned By + En—1 (BtN - BtN,l)
0 L "0
MtN-—1

Il
&=

/ mdB; + E [En—1 (Biy — Bey_1) [Q45_4]

L O
rNn—1

= E /WtdBt

L O

Alors, on répete cette procedure pour obtenir (|1.1)). On donne maintenant la

preuve de (|1.2), on a

2 2

IN—1

T
E /UtdBt =E / mdBy + Env—1 (Biy — Biy_,)
0

0
2

~ 2
=E / TthBt + gJQVfl (BtN - BtN—l)
0
N

tN-1
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Alors, pour tout 1 =0,1,..., N — 1, on a
= 2 _
[ {522 (Btiyy — Bt,)” =727 (tig1 — ti)}

IE [512 (Bti+1 - Bti)2 - 5262'2 (ti-i-l - ti) |QtzH
-F [62&2 (tig1 —ti) — 52@2 (tiv1 — ti)] = 0.

=K

—

Finalement, on trouve

T 2 N-1
E /ntdBt =E [Zgz (Btz+1 Btz)Q
0 =0

N—-1
+E 252&2 (ti+1 — tz)]
=0
N_l,\ )
< E [5@2 (Bti+1 - Bti) - 52‘51'2 (tiJrl - tz)}
=0
R N—1
+E 252&2 (ti—i-l — tl)]
=0
T
=5°E /ntzdt
0

Définition 1.6.3 Pour n € MCQ; (0,T) fixé, l'intégrale stochastique par rapport
au G-mouvement Brownien est défini par :

T
T(n) = /ntdBt.
0

La proposition suivante montres quelques propriétés élémentaires de l'intégrale
stochastique d’It6 par rapport au G-mouvement Brownien.

Proposition 1.6.1 Soient n,0 € M(Q; (0,T) et soit 0 <s<r<t<T. Alors on
a:

18
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(i) :

t r t

S S T

(ii) :

t

t t
/(5% +6,)dB, = 5/7]udBu + /QudBu,

si & borné et dans L{, (Qs).
T
E|lx+ /nudBums ) [(X|Qs]  pour tout X € Lé Q).

r

1.7 Variation quadratique du G-mouvement Brownien

Considérons le G-mouvement Brownien réel (By),~, avec By ~ N (0, [QZt, EQt] )
Soit ¥ = {O = t? < t} <. < tév = t}, N =1,2,..., une suite de partitions de
[0,%] dont le pas tend vers 0. On a

2 2 2
B = X (Bly, - Bi)
5=0
N-1 N-—1 9
= 22y (BtﬁrBt;-VFE% (B, —Buy)
J= J=

Lorsque N tend vers l'infini, puisque le pas p (TrtN ) — 0, alors le premier terme
t

du second membre converge vers 2 [ B;dBs dans LY, (©2). Ainsi le deuxiéme terme
0

doit converger vers une limite que nous noterons (B),, i.e.

t

N ) )
(B), = #(71;31%020 (Bt§_v+1 - Bt;\r> =B - 2/38st (1.3)
J= 0
Par cette construction, ((B),),s, est un processus croissant avec (B), = 0.

Ce processus est appelé le processus variation quadratique du G-mouvement
Brownien B. Il caractérise la partie de I'incertitude statistique du G-mouvement
Brownien. Contrairement & la théorie classique, la variation quadratique du G-
mouvement Brownien (B), n’est généralement pas déterministe, sauf si o2 = 52,
i.e. lorsque (By),~, est le mouvement Brownien classique. En fait, nous avons le
lemme suivant :
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Lemme 1.7.1 Pour tout 0 < s <t <oo, on a
E[(B), — (B), Q] =7 (t — s) (1.4)

et
E[- ((B), — (B),) Q] = —a*(t — 5) (1.5)

Preuve. Par la définition de (B) et (iii) de la proposition on a
t
B((B), - (B),I0) = BB}~ B2 B.ab.o.

s

= E[B} - B, =a%(t—s).

La derniere égalité découle de lexemple 4.1.22 dans [43], d’ou 'égalité (1.4).
L’égalité se démontre de maniére analogue a la premiere. m

Comme pour le G-mouvement Brownien B, la variation quadratique (B)
posséde la propriété tres intéressante suivante :

Lemme 1.7.2 Pour tout s,t > 0 fizés, l'incrément (B),, , — (B), a méme dis-
tribution que (B), et est indépendant de Q.

Preuve. Les résultats découlent directement du fait que

t+s s
0 0

t+s

— (Bus— By’ — 2/ (By — B,)d (By — By)
0

= (B%),,

ou (B®) est le processus de variation quadratique du G-mouvement Brownien
B} =Biis—Bs, t>0. m

On définit maintenant I'intégrale d'un processus n € Mg (0,T) par rapport
a (B). Soit I'application Ko 1 : Mé’o (0,T) — L (Qr) définie par

T N-1
Ko () = [md (B, = Y& (B, — (B),).
0 7=0
Lemme 1.7.3 Pour tout n € Mé’o 0,7,
T
B (Ko ()] < B | [ Il as
0
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Ainsi, Uapplication Ko : Mé’o (0, T) — L}; (Qr) est linéaire continue. Par
conséquent, Ko s’étend de maniére unique a Mé (0,T). Nous noterons encore
par Ko et nous avons

T T
E [ /ntd (B), ] < 7K |:/ |7 dt] pour tout 1 € Mé (0,7).
0

0

Preuve. Premierement, pour tout j =1,...,N — 1, on a
B (161 ((B)y,., — (B),) - 16l (1)
=B [E [l51 ((B)y,,, — (B), ) 19| —7216] (ti1 — 1)

~

E“fﬂa (]+1_tj)_a ‘£J|(]+1 )]

Il s’en suit que

NI Nt
E{Zgj (B, — (B, <E|:Z§j<< Jiyer — (B,
j=0 Jj=0

N—
Z 5] t]+1 ]

=0

s

=0

=E {02253 ti+1 — ] =7k [/Wtdt]

Proposition 1.7.1 Soient 0 < s <t, £ € L% () et X € L, (). Alors, nous
avons

BIX+e(5-B)] = B[X+em-5)]
= BIX+£(B) - (B),).
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Preuve. D’apres (|1.3) et (iii) de la proposition nous avons

t
BIX+e(B-B2)] = B|X+¢ <B>t—<B)s+2/BudBu

S

Nous avons aussi

&=

BIX+¢(B - BY)] = B[X+¢((B—B)+2(Bi—B,)B,)]

X+ - B

I
&=

]
Nous avons l'isométrie suivante :

Proposition 1.7.2 Soit n € M%(0,T), Alors nous avons

T 2 T
B || [uis) | <&|( [, (1.6)
0 0

Preuve. Considérons d’abord le cas ou n € Mé’o (0,T), avec

Alors on a
T N-1
/ntdBt = & (B — By,)-
0 J=0
Il résulte de la proposition m que pour tout X € LlG (Q) et pour tout i # 7,

E [X + 2¢; (Btj+1 - Btj) §i (Bti+1 - Bti)} —E (X7,

d’olt
T 2 [ /N1 2
E /ntdBt - E ( & (Biysn — Byy)
0 L \7=0
[N-1
- E 532' (Btj+1 Btj)2 ;
j=0




1.8. PROCESSUS DE VARIATION MUTUELLE

d’ou d’aprés la proposition [1.7.1

T 2 [n— N
E /UtdBt =K Z&Z <<B>tj+1 <B>tj> =E /nfd<B>t
0 J=0 0

Par conséquent 1’égalité est vérifiée pour tout n € MZJO (0,T). Par passage
a la limite on obtient pour n € MZ(0,7). m

Soit maintenant un G-mouvement Brownien d-dimensionnel (B;),~,. Comme
(B#);>o est G-mouvement Brownien réel pour tout u € R alors toutes les
composantes B} := (Be;), i = 1,2,....,d de (Bt),>, sont des G-mouvements
Browniens réels, ou {e1,es,...,eq} est la base canc;nique de R?. La variation
quadratique de B} étant

t

(B"), = (B))* - 2/B;dB;'.
0

Notons que <—Bi>t = <Bi>t. De plus,

T T
E /ntd <Bi>t < E%IE /\nt\ dt| pour ne€ ML (0,T),
0 0
et
T 2 T
E /ntde' —E /nfd <Bi>t pour n € MZ (0,T),
0 0

ot I'on a posé 52 = E <(Bi)2) et o7 = K (— (Bi)2>

1.8 Processus de variation mutuelle
Soient i,j € {1,2,...,d}, le processus de variation mutuelle est défini par

<Bi’Bj>t - [<Bl + Bj>t - <Bi - Bj>t} :

1
4
Remarque 1.8.1 Comme (B’ —Bj>t = (B%7%), = (=B%~%), = (B%7%),,
alors on a <Bi, Bj>t = <Bj,Bi>t. En particulier, nous avons <Bi,Bi>t = <Bi>t.
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Remarque 1.8.2 Soit 7, N = 1,2, ..., une suite de subdivisions de [0,t] dont
le pas tends vers 0. Alors, nous avons

N-1
_ it B] Bj
E N N
( i1 t; ) ( N té\[)

§=0

2 2
ez—i-ej ez—i-ej €;—€j €;—€j
( o tN o BtN o BtN :
]+1 Jj+1 J

Lorsque (7rt ) — 0, nous avons

1

,4;

N-1
li ( — ) Bl — Bl | =(B B .
Ngn“j:o tN tN ( N tN ( >t

Nous avons aussi

(B", B"), = [<B“+”> (B"7")
t t
- i (BitY)® -2 / BB — (BEY)? 42 / B U dBYY
0 0
t t
— B'B! — / BYdBY — / BUdBY.
0 0

Maintenat pour tout n € Mcl; (0,T), lintégrale stochastique par rapport au pro-
cessus de variation mutuelle est définie par

T T T

. 1 1
/ntd <BZ’BJ>t = 4/77td <Bei+ej>t _ 4/77td <BEi_6j>t'

0 0 0

1.9 (G-inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

t t
Dans toute la suite nous supposons que les intégrales [1,dB} et [n,d <B’, BJ >v,
0 0

n € Mg (0,T), sont continues en ¢. Gao [25] a obtenu les inégalités de Burkholder-
Davis-Gundy suivantes (En abrégé, G-BDG).

Lemme 1.9.1 Soient p > 2, n € Mg (0,T). Alors pour tout 0 < s <t < T,
nous avons :
u p t
E| sup /nvdBf} < K (t—s)g_l/f@(\nv]p)dv

s<u<t
s

telle que Ky une constante positive indépendant de 7).
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Lemme 1.9.2 Soient p > 1, n € Mg (0,T). Alors pour tout 0 < s <t < T,
nous avons :

u p t

~

B sup /md<Bi,Bf>v <Ky (t— 5! /Eomp)dv,
s<u<t
S S

telle que Ko une constante positive indépendant de 1.

1.10 G-formule d’Ito

Dans ce paragraphe, nous donnons la G-formule d’It6 dans un cadre vectoriel.
Nous utilisons la convention de notation d’Einstein.

Définition 1.10.1 Nous appellons G-processus d’Ité undimensionel, tout pro-
cessus de la forme :

t t t
Xt:X0+/a5ds+/ﬁsd<Bi,Bj>s+/fysdBi, telf0,7],
0 0 0

ot Xo € L (Qr), a, € ML (0,T) et v € MZ(0,7).

Théoréme 1.10.1 (G-formule d’Itd [47]) Soit X; = (X}, X7, ..., X]") un G-
processus d’Ité de dimension n, i.e., pour tout v = 1,n,

t t t
xp =X+ favds+ [mia(s i) + [vas e,
0 0 0

sont des G-processus d’Ité undimensionels, tels que oV, B et 4V, v = 1, n,
i,j = 1,d sont des processus bornés dans L% (). Soit 1 € C*(R") telle que
{Opetp}r_, {a‘%uwi}zvzl € Cy.Lip (R™). Alors nous avons pour tout 0 <t < T,

t

t
Y(Xy) = ¢(X0)-I—/&M/J(Xs)ag’ds—i—/amw(Xs)vgidBé
0

0

t

] o .

[ [0 (0 B2 4 5w (X2 | (81, B),.
0

Remarque 1.10.1 La G-formule d’Ité peut s’écrire sous la forme différentielle
susvante :

1
Ay (Xp) = 0atp (X0) dX] + 5050 (X) AXTdXY.
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Ainsi, si (Xy),(Yy) sont deux processus unidimensionnels et ¥ (x,y) = zy, on
obtient la G-formule d’intégration par parties :

d(X:Yy) = XodY; + dX,Y; + dX;dY;.
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Chapitre 2

Les G-équations différentielles
stochastiques de type neutral

Le but de ce chapitre est d’introduire la classe d’équations différentielles
stochastiques neutrales, gouvernées par un G-mouvement Brownian (G-EDSNs
en abrégé), ces équations joueront un role essentiel dans la modélisation des
phénomenes dont 1’état futur dépend non uniquement sur les données passées et
présentes, mais dépend également du taux de changement dans le passé, c’est-a-
dire impliquent des dérivés avec des retards. En d’autres termes, la dynamique
du systeme dans le passé affecte son état futur. C’est la caractéristique principale
de ces équations.

2.1 Préliminaires

Soit 7 un temps positif fixé, qui désignera le retard et soit {By,t > 0} le G-
mouvement Brownien d-dimensionnels (le processus canonique). Nous désignons
par BC := BC ([-r,0];R"™), Pensemble des fonctions ® continues et bornées
définies sur [—r,0] & valeurs dans R™ et par

| = sup [®(0)],

—r<6<0

la norme d’un élément ® de BC. Considérons la G-EDSN n-dimensionnelle sui-
vante :

d[X(t) — Q(t, Xy)] = F (t, X;) dt + G (t,X,)d (B, B), + H (t, X;)dB;  (2.1)

telle que Xy = {X(t+6): —r < 0 <0} est la collection des fonctions continues
et bornées de BC ([—r,0]; R™), qui représente le passé de 1’état. Les fonctions

Q,F :[0,T] x BC([-r,0];R") — R",
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et

G,H : [0,T] x BC ([-r,0];R") — R™*%,
sont supposées Borel-mesurables. En outre, nous supposons que les coefficients
F,G et H € MZ ([-r,T];R™). Pour gérer et faire apparaitre le passée du pro-
cessus X, nous utilisons la famille de variables aléatoires définies sur 'intervalle
de temps passé [t — r, ], est désignée par

X (0)=X(t+6), —r<60<0,

et appelée aussi la mémoire fonctionnelle, qui contient toutes les informations du
processus avant le temps ¢ jusqu’a 'instant ¢ — r. En particulier, X est la valeur
initiale du processus X et porte les informations sur le processus avant ¢ = 0,
i.e. dans lintervalle [—r, 0]. En fait I’équation s’écrit sous la forme intégrale
suivante : pour tout 0 <t < T,

X(t)=Q(t, Xy) + X(0) — Q(0, Xp) + /F (s, Xs)ds+ /G (s,Xs)d(B,B),
0 0

(2.2)
+ [ H (s, X,)dB,
/

On sait que les données initiales pour les équations différentielles fonctionnelles
sont généralement des fonctions continues sur un intervalle fini, ceci est distinct
du probleme de valeur initiale pour les équations différentielles ordinaires ou les
données initiales sont des points de ’espace euclidien, pour cela il faut qu’on
précise les données initiales sur tout 'intervalle [—r,0]. Donc nous imposons la
condition initiale :

Xo=a={z(0): —r <0 <0} € BC([-r,0];R") (2.3)
tel que E ||z|P < oo, ie., x € M{ ([—r,0];R™).

Remarque 2.1.1 Nous mentionnons que X : [—r,0] — R™; 0 — X (t +0)
est dans BC ([—r,0];R"™), —r < 0 < 0, mais X (t) est dans R", c’est la valeur
du processus X a l'instant t.

2.2 Existence et unicité de la solution

De nombreux auteurs ont étudié I’existence et I'unicité de la solution des G-
EDSNs sous diverses hypotheses. On commence par le résultat relatif a 'existence
et l'unicité de la solution des G-EDSNs, obtenus par Faizullah [23] sous des
hypotheses standard, en utilisant la méthode itérative de Picard :
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2.3. SCHEMA D’APPROXIMATION DE CARATHEODORY

Théoréme 2.2.1 Nous supposons que pour tout t € [0,T] et pour tout 1, p €
BC ([-r,0];R™), les fonctions F,G, H et Q satisfont les hypothéses suivantes :

(A1) Condition de Lipschitz :

|F (t,0) — F (t,0)[" V|G (t, %) — G (t, )" V |H (t,) — H (t, )
<o |-l

ot avp est une constante positive.

(A2) Condition de croissance linéaire :

P (60) PV 1G (&9) PV IH (L) < az (1+[0]P)

ol g est une constante positive.

(A3) Condition de contraction : Il existe une constante ko € (0,1) telle que

Q(t,¢) = Q@) < rollv =l

Alors, il existe une solution unique X (t) pour l’équation (2.2)), avec la condition
initiale (2.3]).

La méthode itérative de Picard consiste a produit une suite d’approximations
X1(t),X2(t),...,X"(t) a la solution exacte X (t), telle que la n-ieme approxima-
tion est obtenue a partir d’'une ou plusieurs approximations précédentes, cela
nécessite beaucoup de calculs sur des intégrales stochastiques.

Une technique plus efficace a été donnée par le mathématicien Constantine
Carathéodory, il a introduit le schéma d’approximation de Carathéodory pour
les équations différentielles ordinaires [I7]. Par la suite, elle a été étendue aux
équations différentielles stochastiques par de nombreux auteurs (voir, [10, [39]
40)).

Comparativement par rapport a la méthode itérative de Picard, le schéma
d’approximation de Carathéodory pour calculer X k(t), ne nécessite pas de cal-
culer X'(t), X2(t),...,X*"1(t), ce qui réduit beaucoup de calculs.

Récemment, Abouagwa et Li [I] ont prouvé I'existence et 1'unicité des équations
différentielles stochastiques neutrales, en se basant sur le schéma d’approxima-
tion de Carathéodory.

2.3 Schéma d’approximation de Carathéodory

Dans cette section, nous gardons les mémes hypotheses (A1)-(A3), et nous
ajoutons la condition @ (t,0) = 0, uniquement pour la commodité des calculs.
De plus, nous adaptons la méthode utilisée dans [I] pour établir Iexistence et
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I'unicité de la solution de I'équation (2.1)) dans L% (), sous les hypotheses (A1)-
(A3), en utilisant le schéma d’approximation de Caratheodory. Considérons la
G-EDSN suivante :

X(t) =Q(t, Xy) + X(0) — Q(0, Xo) + /F (s, Xs)ds + /G (s,Xs)d(B,B),
0

0
(2.4)
t
+/H (s, Xs)dBs, tel[0,T]
0
avec la condition initiale :
Xo=a={z(0): —r <6 <0} € BC.
Pour tout n > %, nous définissons X" (t) sur [—r,T] en posant
X" (0)=x(0), 6¢€][-r0],
et
t
X7 (1) = QU XP) + 2(0) - Q(.0) + [ Fls.X]y)ds (2.5)
0

t t
+/G(5,X§”1)d<B,B>S+/H(s,XS” )dB,, pour t € [0,T]

1
n n

0 0

Remarquons que X" (t) peut étre calculé pas a pas sur les intervalles [O, %),
[l 2),...,. Par exemple, si t € [O, %}, alors —% <t-— % < 0. Donc X{* = z, aussi

n’n
pourOSsSlnousavons—lgs—lSOetX” . = x, donc
n n n s—

n

t t t

X" (1) :x(O)+/F(s,x)ds+/G(s,x)d(B,B)S+/H(s,x)st.

0 0 0

2.3.1 Théoréme d’existence et d’unicité
Théoréme 2.3.1 Il existe une solution unique dans L%, () de I’équation (2.1)).

Remarque 2.3.1 Nous entendons par "unicité de la solution X (t)”, ce qui suit.
Pour toute autre solution Y (t), nous avons

IE( sup IX(S)—Y(S)\Q) =0,

—r<s<T
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cela signifie que X (t) =Y (t), q.s. pour tout t € [—r,T].
Afin de prouver le théoreme ci-dessus, nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 Pour tout t € [—r,T] et pour tout n > %,

]E( sup |X" (s)]2> < Dy,

—r<s<T

ot Dy est une constante positive.

Preuve. Pour tout € > 0, on a

XM = X0 - QL XD) + Qt, XD
£, XM
< (1+9) (X“ (1) - Q(t. X7)P + 'Q()‘) -
En particulier si € = 5 f?{o, nous aurons
1 t, X2
X < xn 1) - Qe xp) 2 4 1QEXOT
1— ko Ko

Il résulte de ’hypothese (A3) que

1
1 — ko

X" () < mo [IXP|* + X7 (1) - Q. XTI,

et en passant a la G-espérance, nous obtenons

E < sup | X" (s)\2> < ko ( sup HXQHQ) (2.6)
0<s<T 0<s<T
+ IE( sup X" (s) — Q(&X?)Q) :
1 —ro \o<s<r

Notons que

IN

ﬁ( sup IX"(S)!2>
—r<s<T

E|z|? +IE( sup | X" <s>2) :

0<s<T

E< sup IIX?H2>
0<s<T

IN
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d’ou d’apres U'inégalité (12.6]),

fE( sup | X" <s>|2) < 0 _Fz)? (2.7)
0<s<T 1 — ko

B ( sup | X" (s) — Q(S’X?)F)

(1 —-Ko) 0<s<T

2 4
Par ’équation ([2.5)) et I'inégalité < 4% |ag]?, nous avons
i=1

4
>a;
=1

0<s<T

E ( sup X" (s) - Q(t,X§>\2) < 4E (|2(0) - Q(0,2)P)
2 2

+4E | sup /F(u,XZ_l)du +4E | sup /G(u,Xg_l)d (B, B),,
0<s<T n 0<s<T n
0 0
2

S
+4E | sup / H(u,X"_,)dB,
0<s<T 0 n

4
ZIZEEZIj
i=1

Par la suite, nous estimons les termes ci-dessus I;, i = 1,4, comme suit :
L <8(1+w3)E|z|.

En utilisant la G-inégalité de Holder, les inégalités G-BDG et I'hypothese (A2),

nous avons
2
du

<doy (16 + TH +7) [ 141l +E ( sup X" @) ] au
0

0<v<u

n

T
I2+I3+I4S40[2(K1+TK2+T)/IE |:(1+HX;L1
0

< 4oy (Ky + TKy +T) (1 +E Hx||2) T
T
+dag (K1 +TKo+T) /IAE < sup | X" (U)|2> du.

0<v<u
0
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On pose A\ = 4ag (K7 + TKy + T'), nous aurons alors

1@( sup | X" (s) —Q(S,Xg)12> < (8(1+k2) +MT)E|z|* +MT

0<s<T

+A [E ( sup | X" (v)]2> du.

0<v<u

OL‘~\3Q

Nous substituons 'inégalité ci-dessus dans ,

. K2 MT + 8)E |z
E|( sup |[X" (5)\2 < ( Fo ¥ ro j; ) Izl
0<s<T (14— %0)

MT A1

BTSRRI

E ( sup | X" (v)y2> du.

0<v<u

o“\~\wﬂ

Par le lemme de Gronwall, nous pouvons facilement déduire que

IE( sup | X" (s)|2> < 00,

0<s<T

finalement,

E( sup |X"<s>|2> gﬁ(||x||2)+ﬁ< sup |X”<s>|2> <D,
0<s<T

—r<s<T
ce qu’il fallait démontrer. m
Lemme 2.3.2 II existe une constante positive Do, telle que
E|X™(t) — X" (s)> < Dy |t — s

pour tout 0 < s <t < T et pour tout n >

=N

Preuve. De 'équation ([2.5)), nous avons
X" () = X" (s) = Q(t, X{") = Q(s, X)) + Jn (5,1),

ol
t t t
JIn (s,t) = /F(u, X 1)ds+ /G(u, X' 1)d(B,B), + /H(u,XZ_l)dBu.

n n
s s
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CHAPITRE 2. LES G-EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES DE TYPE NEUTRAL

Nous avons pour tout € > 0,

’
g

X7 (1) = X" ()P < (L +¢) (!Jn (s, ) 4 (LX) = QLs, X?)F)

Ko
1—kg?

d’ou, si e =

n ny |2
eyt 100X QXD

X" (1) — X" (s)|? <
| X" (t) (S)|_1—/£0 p”

Par 'hypothese (A3),

. 1 - .
E(Jxm ()= X" (5)) < 7=—B(|Ju(s:0) +rok (IX" (t) = X" ()]
— Ko
I = 2
< IE(J st )
Tl AL
D’autre part, nous avons
v 2
E (| (s, 0F) <38 [ sup /F(s,xg_l)du +
s<v<t n
S
2 v 2
sup /GUX" 1)d(B,B), +3E | sup /H(u,Xﬁ_l)dBu
s<v<t s<v<t n

En utilisant la G-inégalité de Holder, les G-BDG inégalités, puis 1’hypothese
(A2), nous obtenons
) du
¢

§3a2(K1+TK2+T)/<1+IE< sup ]X"(v)]2>>du

t
E(|Jn(5,t)|2> < 3as (K1—|—TK2+T)/ ( _|_HXn N

s

—r<o<T
s

S3a2(K1+TK2+T)(1+D1)‘15—8‘.

Par conséquent
E(IX" (1) = X" (s)?) < Dalt - s,

oll Dy = SOCQ(KP%K;—;Z)(HD” ce que acheéve la démonstration. m

Preuve du théoréme [2.3.1] L’idée de la preuve est de montrer d’abord que
{X"™(t)},>2, est une suite de Cauchy dans L% (£2). Ensuite, nous prouvons que sa
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limite est I'unique solution de I’équation ([2.1)). En utilisant les mémes arguments
utilisés dans le lemme |2.3.2] nous avons pour tout % <n <m,

2
~ 1 -~
E( sup [X™(s)— X" (s)]* | < ——E [ | sup A, (s) (2.8)
0<s<T (1 — ko) 0<s<T
ol
2 v 2
E (| sup Ay (s) <3E| sup / [F(S,X:ii) - F(s,X:_l)} ds
0<s<T 0<v<T m n

v

+3E sup / [G(S,X:i;) - G(S,Xg_;)} d(B,B),
0<v<T m "

2

S
n

v
+3E [ | sup / [H(s, X ) = H(s,X"_,)] dB,
0

Par la G-inégalité de Holder, les G-BDG inégalités et ’hypothese (A1), nous
obtenons

5 T
ZAi <3o (K1 +TK>+T) /f*i <HX;H_1 - X1
0

=1

2) ds (2.9)

Notons que

2 2
HX:ii - x| <2 HX:ii x| 42 HXQ L - X,

n

m

Comme X™ () = X" (#) = z () pour tout 6 € [—r,0], et comme L <
alors, nous pouvons écrire

3=
IN
roI=

X —xn L] = s X7 ) - X" ()
m m —rgvgs—#;
< sup X (v) = X" (v)]
0<v<s—L1
< sup | X™(v) — X" (v)],
0<v<s
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d’ou

§— —
m

+21@ sup
0<v<s

~ 2
E <‘Xm L X"

0<v<s

w-2) (-

~ 2
El]|X™, —-X",

5—— s—=

m n

) <28 (s 107 0% @)F)

Il résule du lemme [2.3.2| que

et en substituant I'inégalité ci-dessus dans (2.9]), nous obtenons

2
1 1

m

E(| sup An (s)

< XT'Dy
0<s<T

T
+>\2/IE < sup [X™ (v) — X" (v)|2> ds,
0<v<s
0
ou \y = 6y (K7 +TKy+ T), dou d’apres l'inégalité (2.8]),

=~ o1 D 1 1
E| sup |Xm(s)—Xn(s)|2 §2722 —‘
0<s<T (I —=ro)"In m

T
A ~
+22/IE < sup | X™ (v) — X" (v)]2> ds.
(1 — Iio) ; 0<v<s
Par suite, d’apres le lemme de Gronwall

1 1

~ o1 D
E < sup |X™ (s) — X" <s>12> < 2

0<s<T (11— n0)2

E ( sup | X™(s) — X" (3)|2> — 0, quand n,m — oo,
0<s<T

ce qui montre que {X"} .2 est une suite de Cauchy dans LZ (€2). Il reste a
prouver que si X () est une solution (2.4)), alors X := lim X" dans L% (Q2).
n—o0
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D’apres les équations (2.4) et (2.5)), nous avons

2
~ 1 -~
E| sup [X"(s) =X (s))* ] € ——=E || sup I, (s)| |,
0<s<T (1 — ko) 0<s<T
avec
2 v 2
E (| sup I, (s) <3E| sup /F(S,Xg_1) — F(s,Xs)ds
0<s<T 00T | n

2

+3E sup /G(S,X:_l) — G(s,X,)d(B,B),
0<v<T 0 n

2

0<v<T

v
+3E [ | sup /H(S,Xgl)—H(s,Xs)st
0

3
i=1

En suivant exactement les mémes étapes utilisées précédemment, nous obtenons
2
ds,

~ AT D
E( sup_ X (5 —X<s>\2> <

T

\o [~
< [R(fxe, - x
0

~

E

sup I, (s)
0<s<T

d’ou

0<s<T

+A27E ( sup | X" (v) — X (U)F) ds.

(1-— 50)2 A 0<v<s

Par le lemme de Gronwall, on déduit que

~ XTDy 1 22
E( sup [X7(s) = X (s) | < 222 —elina?
0<s<T (1 — Ho) n

Par conséquent

lim E ( sup | X" (s) — X(s)|2> -0,

n—oo 0<s<T

qui signifie que lim X" = X dans Lé (©2). On conclut, d’apres 'unicité de la

n—oo

limite que la solution de I’équation (2.4)) est unique, d’ou le théoreme. m
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Chapitre 3

Différentiabilité de la solution
d’une G-EDSN par rapport a
la condition initiale

Dans ce chapitre, nous visons a discuter la différentiabilité de la solution
des G-EDSNs par rapport a la condition initiale. La nouveauté est d’une part
de définir des G-EDSNs dans 1'éspace Lpc (R™), d’autre part de prouver que
la solution est différentiable par rapport a la condition initiale qui appartient a
BC ([-r,0];R™). Notons que la dérivée appartient & Lpc (R™). Nous donnons
également la G-EDSN satisfaite par la dérivée. Cette étude a été établie dans un
cadre général (n-dimensionnelle) et nous a permis de retrouver le cas particulier
et de maniére non triviale, les résultats obtenus par Bougherra et al [9] concernant
la différentiabilité des G-EDSs. Les résultats de cette partie proviennent de [4].

3.1 Formulation du probleme

Malgrés le fait que les solutions des équations stochastiques n’ont pas be-
soin d’étre différentiables ou méme continues par rapport & ¢, nous montrons
que certains conditions sur les coefficients garantissent que les solutions sont
différentiables par rapport aux conditions initiales. Considérons la G-EDSN de
dimension n, gouvernée par G-mouvement Brownien d-dimensionnel (B;), sui-

vante :
d d o
dIX(t) - Qt, X)) => Ayt Xy)dBl + Y Aq;(t, Xi)d (B, BY) (3.1)
1=0 i,j=1
avec la condition initiale :
Xo=2x:= (x(e))—rgego € BC ([-r,0];R™) (3.2)
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o BY =t, Xy = (X(t+ 0))_.<p<o» représente la collection des variables aléatoires
dans BC ([—r,0];R™). Les fonctions

A, A5,Q 1 [0,T] x BC ([-r,0];R") x Q — R",

satisfont a certaines conditions qui seront précisées dans la suite. Toutes les
fonctions A; (., z), A;j(,x) € MA([-r,T];R"), 0 <l < detl <ij<d
pour chaque z € BC ([-r,0];R"). L’équation (3.1) peut s’écrire sous la forme
suivante :

d t
X (1) = Q(t, X)) +2(0) — Q(0,2) + 3 / Au(s, X,)dB. (3.3)
0

d t
+Z/Aiﬁj(s,xs)d<3i,31>s
0

i,j=1
Nous définissons les opérateurs stochastiques. Pour ce faire, nous considérons les
espaces de Banach suivants :
Soit Lpc (R™) lespace des opérateurs linéaires défini sur BC ([—r,0]; R"™) a

valeurs dans R", équipé de la norme :

L, := sup |Lh],
Ihli<1

et soit BC ([—7,0]; Lpc (R™)) I'ensemble des fonctions continues et bornées définies
sur [—r,0] & valeurs dans Lpc (R™), muni de la norme :

1T, := sup |T(6)]
—r<0<0

re

Définition 3.1.1 Soient U, V et W des processus stochastiques da valeurs dans
Lpc (R™) tels que

(Uth)o<i<r s (Vil)o<i<r € M&([0,T];R™),

et
(Wih)o<i<r € ME([0,T];R™)

pour tout h € BC ([—r,0];R™). Alors, nous définissons les opérateurs stochas-
tiques sutvants :

t

/ Ud (B, B), | (k) := / U, (h)d (B, B7),,
0

0
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4 Vds | () == { Vi (h) ds,

et

t t
/Wsng (h) := /Ws (h)dB:.
0 0

Dans tout ce chapitre, nous supposons que toutes les fonctions A;, A;; et
() sont différentiables par rapport a x au sens de Fréchet, et nous notons par
¢ lopérateur linéaire de Lpc (R™) défini par ¢ (h) = h(0). Le but est de mon-
trer que 'unique solution X (t) de 1’équation est dérivable par rapport a
la condition initiale x, et que sa dérivée est I'unique solution de la G-EDSN
suivante :

d t
V() = QX)) +é- Q)+ /Az<s,Xs><Ys>dBi (3.4)
l:OO

+Z/A 5) (Y)d(B', B,

)= 10

ouY (t) appartient & Lpc (R") et Y = (Y (¢t +60))_,<4<o- La G-EDSN (3.4) peut
s’écrire sous la forme différentielle suivante :

dlY (8) - Q8. X,) (V)] = éA;@, X,) (¥;) dB!
b3 AL X) (V) d (B B, (3:5)
,j=1
v Yo =1d

ou Yy = Id est l'opérateur identité sur BC' ([—r, 0] ; R™).
Nous avons besoin des hypotheses suivantes :
Pour tout x,y € BC ([~r,0];R") et pour tout I € 0,d et i,j € 1,d :
(H1) :
‘D’(t, x)|T < (i, et ‘Q’(t, x)|T <K gq.s.,

uniformément par rapport a t, ot D = A;, A;;, C; est une constante
positive et Kk € (O, %)
(H2) :
sup |I(t,0)] <oo gq.s.,
0<t<T

avec I = Aj, A; 5,Q.
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(H3) :
[ J(tx) = T (t,y)] < Callz =yl (L + [l + [ly[I™)

uniformément par rapport a ¢, ot J = Aj, A; ;, Q', et O3 est une constante
positive, et ng > 1.

Remarque 3.1.1 La condition (H1) implique que pour tout | € 0,d et i,j €
1,d, nous avons

Q(t, z) = Qt,y)| < kllz—yl,

et
|D(t,z) — D(t,y)| < C1 ||z -y,

uniformément par rapport a t, ou D = Ay, A; ;.
Remarque 3.1.2 Les conditions (H1) et (H2) impliquent que
(o) < Cs (1+ o)

uniformément par rapport a t, ou Cs is a positive constant, I = Aj, A;;,Q,
lel,deti,jel,d.

Selon les deux remarques et I’équation (3.3) admet une solution

unique (voir [23]).

3.2 Existence et unicité de la solution des G-EDSNs
a valeurs opérateur

Dans cette section, nous introduisons le théoreme d’existence-unicité de la
solution pour I’équation de la dérivée ([3.5)).

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses (H1) et (H2), la G-EDSN (3.5 admet
une solution unique.

Preuve. Considérons la G-EDSN suivante :

412(0) = N1, Z)] = S Calt, Z)dB] + 'i_la,,j(t, 2B,
Zo = h € BC ([—r,0] : R

d

ot les fonctions N, Gy, G, ; : [0,T] x BC ([—r,0];R™) x @ — R" sont définies par

N(tv Z) = Q/ (tv Xt) (Z),
Gi(t,2) = Al(t,X)(2),1€0,d
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et
Gij(t,z) = Aj; (t,X1) (2), 4, € 1,d.

Observons que le processus Y () est solution du G-EDSN si et seulement
si le processus Y () (h) est solution du G-EDSN (3.6). D’autre part, il est facile
de vérifier que les fonctions N, G; et G; ; vérifient les conditions (H1) et (H2).
Par conséquent, la G-EDSN admet une solution unique, d’ou le théoreme.
]

3.3 Différentiabilité de la solution

Avant de donner le théoreme de la différentiabilité, nous avons besoin de
quelques résultats.

3.3.1 Résultats auxiliaires
Nous commencgons par le lemme suivant, qui est une extension des G-BDG

inégalités.

Lemme 3.3.1 Pourtoutp>1ets<t, ona

(i) :

u p t
E sup /Usd <Bi’ Bj>8 < K, (t — S)p—l /I/EE (’Us’fn}) ds
s<u<t
s r S

Pour toutp>2 ets<t, ona

(ii) :

P ¢
E | sup /WdBl < 2Ky (t—s) 31/ (|WsP)d
s<u<t
(iii) :
t T
sup /Vds < 2PTPT 1/ (|V5P) ds
s<u<t 0

Preuve. (i) : Soit ¢ > 0, alors il existe he € BC ([—r,0]; R™) telle que [|hc|| <1

et
t t
/Usd (B',B7), / d(B",B’) |,
0

0 T
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et en utilisant l'inégalité (Jal + |b])? < 2P (Ja|’ + |b|F) et le lemme nous
obtenons

u p
E| sup /U8d<Bi,BJ'>S
s<u<t
u " p
<22 |+ E| sup /Us(ha)d<Bi,Bﬂ'>s ,
s<u<t

s

t
<o (e 4 Kyt — 57! / E (JULJP | |lP) ds

Il s’ensuit que pour tout p > 1,

u p t
E| sup /Usd<Bz"Ba‘>s gQpKz(t—s)p—l/EuUslf)ds,
s<u<t
s r S

d’ott (i). De méme, en utilisant le lemme [1.9.1] (resp. I'inégalité de Hélder), on
obtient (ii) (resp. (iii)) par le méme procedé, ce qui acheéve la démonstration. m

Dans ce qui suit, nous utilisons les notations X;(z), X (¢,z) au lieu de Xy,
X (t) a chaque fois qu’on veut faire apparaitre la condition initiale.

Proposition 3.3.1 Pour tout z,y € BC ([-r,0];R") et pour tout p > 2, il
existe une constante positive Ly telle que

E ( sup [ Xy(z) — Xt(y)Hp> < Lyflz =yl
0<t<T

Preuve. Nous avons

[ Xe(x) = Xe(y) < sup | X(s,2) — X(s,9)]

—r<s<T
< sup | X(s,x) — X(s,9)[ + sup [X(s,z) — X(s,y)|
—r<s<0 0<s<T
<llz—yl+ sup [X(s,x)—X(s,y)| (3.7)
0<s<T
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En utilisant 1’équation (3.3)), la remarque et 'inégalité (3.7)), nous obtenons

[X(t,2) = X(t,y)| < w1 Xe(2) = Xe ()] + [2(0) =y (0)] + & [z =yl

/ [A(s, Xy(x)) — Ai(s, Xs(y))] dB"

M&

+Z / ii(s, Xs(x ))_Ai,j(sts(y))]d<Bi7Bj>s

3,j=1

H(Hm—yHJr sup !X(uaw)—X(u,y)> +(k+1) [z =y

+

/ [Ai(s, Xa(2)) — Au(s, Xs(y))) dB.
0

x)) — Aij(s, Xs(y))] d (B}, BY) |,

O\
=
w
s

qui entraine que

(1—8) sup [X (ta) ~ X (L)] < 25+ 1) [~ ]
d t
> sup | [ (Ao, Xa(w) - Au(s, X, ()] 4B
0

+Z sup /[Ai7j(s,Xs(:1;))—Aw(s X,(y))]d{(B", B]>
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et en prenant la G-espérance dans 'inégalité ci-dessus, nous obtenons

(1_04&)1@ ( sup |X (t,z) — X (t7y)’p> < 26+ 1) ||z — y|]”

o<t<T
d t p
3R sup / (Ai(s, Xo(2)) — Ai(s, X (y))) dB!
= \o<t<T

p

t
—&-ZE sup / A; (s, Xs(2)) — Aij(s, Xs(y))) d(B", BJ> ,
o1 \0StsT |

ouCy = (d2 +d+ 2)p. En appliquant la G-inégalité de Holder, les G-BDG inégalités
puis la remarque I'inégalité précédente nous donne

M[@ ( sup |X(t,z) — X(tvy)|p>

Cy 0<t<T
T

<26+ 1P|z —y|P + 05/@1 ( sup |X(s,z) — X (s, y)]p> ds (3.9)
0

0<t<T
ou Cs = (Tp_l +dK T2 ! + dQKQTp_l) C?. Ainsi, en posant

wlt) =B sup [X(s.2) ~ X(s.0)P ).

nous obtenons

T
W) < ot | @ 17 o=l + Cs fu(s)ds
0

Nous déduisons du lemme de Gronwall que
u(T) < Cg llz —yll”,
ol
Cy (26 +1)P %T
(1—r)P

D’autre part, par I'inégalité (3.7)), nous avons

Co =

1Xe(x) = Xe(w)|IP < 2° (Hﬂﬁ—prJr sup \X(u7w)—X(u,y)|p>7
0<u<T
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d’oul en passant a la G-espérance des deux coOtés,

E ( sup || X¢(2) — Xt(l/)W’) < ([l =yl +u(T))

0<t<T

IN

Ly flz —y”,
ou L1 = 2p(1+C6). ]

Proposition 3.3.2 Pour tout p > 2, nous avons

E( sup !YtWﬁ) < Lo,
0<t<T

ou Lo est une constante positive.

Preuve. Tout d’abord, observons que

IYell, < sup Y (u)],

—r<u<T
< sup Y (u)|, + sup [Y (u)],
—r<u<0 0<u<T
< 1+ sup |Y (u), (3.10)
0<u<T

Par I’équation (3.4), nous avons
t

d
Y (1)l < |Q" (¢, X0, II¥ell, + 1+ [Q"(0,2)], + /AE(S,XS) (Ys) dBg
=0

0 T
5> / A0 50) (%) (B, B),
1,j=1 r
d t
k{14 sup [Y (u)|, | +1+K+ Z /AE(S,XS) (Ys) dBL.
0<u<T -0 0
g |t
+y /Ag’j(s,Xs)(Ys)d<Bl,B]>s :
7] 1 0 r
donc
(1—k) sup ]Y(u)|T§1+2/<a+ sup /Al s, X,) (Ys)dB!
0<u<T o O<t<T
sup /A )d<Bl B]>
10<t<T

r
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Il s’ensuit que

d t
sup ¥ ()l < (L+26) + 3 sup | [ (s X,) (V) dB!
0

+Z sup /A (5. Xs) (Ys)d (B, B)_

10<1§<T

En passant & la G-espérance dans l'inégalité ci-dessus et en utilisant le lemme
3.3.1] nous obtenons

T
~ 04
E|l sup [Y (WP | < —— 1+2/<;p+C/ (I1Ys]12) d
(0<ugT\ <>\r) =K JRGE
T

< % (1+2k)P +c7T+c7/1E < sup |Y(u)|$> ds |,
(1-k) | \osuss

ot Gy = (Tp—l +dK,T5 ! +d2K2TP—1) (2C1). Par linégalité de Gronwall,
nous avons

1@( sup |Y(t)$> < Cy (3.11)
0<t<T
avec

((L+2r)" + CrT) Cy_ CaCpr

Cs =

(1—r)"
On déduit des inégalités (3.10)) et ( - que

sup [Vl <2 <1+ sup IY(U)|5>,

0<u<T 0<u<lT

En passant a la G-espérance et posant Ly = 2P (Cg + 1), nous obtenons 'inégalité
désirée. m

Lemme 3.3.2 Supposons que les hypothéses (H1) et (H3) sont satisfaites. Soient

x,h € BC ([-7,0];R™) et soient les processus

X (tx+h) — X(t,2) - Y (t) (h)
(IRl ’

Z(t) :=

1

ftizm

(Qt, X (z + h)) = Q(t, X (2)) — Q' (¢, Xi (2)) (Yi (h))
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et

€= o (RO X (1) = RUE X () = R (1.5 () (% (1)

pour R = A;, A; 5,1 € 0,d eti,j € 1,d. Alors, nous avons pour tout € > 0,

(i) :

E B o(||h

E ( Sup \fu\2> < 21°E < sup |Z(u)\2) +ely+ M}
OSUSt OSUSt c

(ii) :

D) ™ o(||h
( w [6] ) z 20%E( sup rZ<u>P) +els+ (”’)

0<u<t 0<u<t

ou © est une fonction positive indépendante de e telle que 7PI%CI) (t) =0.
_>

Preuve. Nous posons

X (1) = X(toa 4 h) et 2(1) = D= X’(’t}z’— Y (1) (h)

(i) : Comme Z (u) = 0 pour tout u € [—r,0], alors

|% - x - v

[n]l sup [Z (t+6)]

—r<6<0

< HhH< sup IZ(u)!>
—r<u<t
< HhH< sup IZ( )| + sup IZ(U)|>
—r<u< 0<u<t
< |IAll sup IZ( |-
0<u<t

Par le théoréme des accroissements finis, nous avons pour un certain 7 € (0, 1),

QX)) —Q (t,)NQ) — (t, (X;+ 7 ()?t _ Xt>> (f(t — Xt) .
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11 résulte des hypotheses (H1) et (H3), que
Il =@ (8 X+ 7 (K- X)) (K= X2) = @ (1, X0) (% ()
<l (bxi+r(%-x)) (%X -vi)|

+ ‘ ((Ql (taXt +7 (5(1; - Xt)) - Q' <t7Xt)) (Y;:)> (h)’
SliHXt—Xt—Yt(h)‘

@ (8 X+ (K- X)) - @ X0 vl

swwGwpww|
0<u<t
~ ~ no
0 || Ko = X | (14 1™ + || X+ 7 (Ko = )| ) vl ) -
En utilisant 'inégalité (a + b)"° < 270 (a™ + ™), nous obtenons

€| <k sup |Z (u)|+
0<u<t

Ca || %o = x| (14 @ + 1) X" + 27

~ no
%= x|") i,

Par conséquent

&7 < 262 sup |Z (u))?
0<u<t

+2(C2 | %o - x| (14 @ + 1) X + 270

~ no 2 9
Xo-x| 7)) vz 3a2)

En utilisant Iinégalité 2ab < ea® + %bQ, Nous avons

2 (02 H)?t - XtH (1 F(2m0 4 1) X+ 2m || X, — X,

no 2
)) Il

1 -
< (¢ HXt - XtH (14 @+ 1) X + 2%

5]
+e v}
< T80 4 e (3.13)
ou
J(t,h) = (3Cs)" H)?t - XtH4 (3.14)

X (1 + (270 + D)X ||*0 4 2% || X, — X

4ng >
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par les inégalités (3.12)), (3.13) and (3.14)), nous pouvons écrire

J(u, h
sup |€u]? < 2C% sup |Z (u)|* + ¢ sup HYqu + sup J(u.h) (3.15)
0<u<t 0<u<t 0<u<t 0<u<t €
En appliquant la G-inégalité de Holder, on obtient que
~ i |~ {ll= 8
E[J(u,h)] < (3Cy)*/E qu ~ X,
-~ 4 4n, v 4no 2
X JE {14 (270 + 1) || X, || + 240 || X, — X,
4 == 8
< 3(30y)"/E HXU ~ X,
= 8 8n > 8no
Xy [E (14 (270 4+ 1)° || Xy ||°"0 4 280 || X, — X, (3.16)
Il a été prouvé dans [2I] qu’il existe une constante positive Cy telle que
E ( sup |X (t)\p> < Cy pour tout p > 2.
—r<t<T
Il s’ensuit que, en utilisant la proposition que
E [ sup J(u, h)] < ®(h) (3.17)
0<u<t

ou

() =3 (BCo) VL1 Bl \/1+ @+ D3 M+ @Rl L, (3.18)

Par suite, en appliquant la G-espérance a l'inégalité (3.15]), en utilisant I'inégalité

(3.17)) et la proposition nous obtenons
®(h)

E < sup |§u|2> < 2x%E ( sup |Z (u)|2> +ely+ — = (3.19)

0<u<t 0<u<t

De méme, en utilisant exactement les mémes arguments, nous prouvons (ii), ce
qui acheve la démonstration. m
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3.3.2 Théoreme de différentiabilité

Nous arrivons maintenant au théoreme principal de la différentiabilité de la
solution.

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (H1)-(H3), la solution X (t) du G-EDSN
(13.3) est différentiable par rapport a x, et la dérivée est Y (t) g.s.

Preuve. Nous utilisons les mémes notations utilisées dans la démonstration
précédente. A partir des équations (3.3) et (3.4)), nous pouvons écrire

h) — - < |
|Z(t)’§€t+|Q(t’x+ ) Qﬁi;ﬁc) @ ;/fAldBi

+ Z / &"d (B, B7),

i,7=1

Il s’ensuit que

1z <216/ +m(}Qtw+h) Q(t,x) — Q (t,z) (h)]

d t
+>° /5;‘ldBl + Z / &"d (B, B

3,j=1

2

En prenant la G-espérance de l'inégalité ci-dessus, puis en appliquant la G-
inégalité de Holder, les lemmes [I.9.1] et [1.9.2] nous obtenons

IE( sup |Z(u)\2> SQIE( sup |£u|2>
0<u<T 0<u<T

/ 2 T
o (1@t + ) —QU.2) ~ @ (1.2) ()] +T/E(Sup I !> ’
0 0<u<s

IR
2
>d5

13
u

=0 0<u<s

P
KlZ/E<Sup |£Az >d5+TKQZ/ <sup
0
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ou Cig=2 (d2 +d+ 2)2. Il résulte du lemme m que

E( sup ’Z(“)F) < 40121E< sup |Z(u)]2> +2 <€L2 + (I)(gh)>

0<u<T 0<u<T

/ 2
ey <|Q<t,x +h) - Q’(t};’? — @ (t2) ()|

T
. P
+ (T + dK; + d*K,T) / <2/§2E ( sup |Z(u)|2> +eLlo+ ih)) ds) ,
0<u<s
g <u<

d’ou

/ 2
(1_4K2)@< w0 rzw) . (Cm|@<t,x+h> — Q(t,2) — Q' (t,7) ()

0<u<T In]*

(2+ CwT (T + dKy + °TK3)) (ng + (I)(sh)»

t

-1-6'11/IE ( sup ’Z<U)|2> ds,
0 0<u<s

ouCi1 =2 (T + dKy + d2K2T) C2%Cp, ce qui implique que pour tout € > 0,

~ 1
E| su Zw)* | <
<ogu£T' ”')—1_452

3 <Cw Qt.a+h) ~ QUt. ) — @' (t,2) h?

IR?

+A. (h) + 01171E ( sup |Z(u)\2) ds) ,

0<u<s
0

telle que

Ac (h) == (24 C1oT (T + dK;1 + d*TK>)) <5L2 + cb(;”) :

Il s’ensuit d’apres le lemme de Gronwall, que

E ( sup \Z(u)P) < f(e,h) (3.20)

0<u<lT
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ol
1
fleh) ==
y (Cmuczumm QWQ) Qtn)WI* (h)> o
O
1—4k2’
Comme
lim f(,h) = Cue”” (24 C1oT (T + dK; + d°TK)) eL
i’ & 1— 42 10 1 2 25
et

lim < lim f (5,h)> =0,

=0 \ [[hl| =0

alors, en utilisant I'inégalité (3.20))

IAll=0  \ o<u<T lA]|—0 \e—0

lim IAE< sup |Z(u)|2> = lim (limf (z-:,h)) =0,

ce qui implique que

lim X(t>$) _X(t>x+h)
|[hl|—0 A

=Y(t,x) q.s. pour tout t € [0,7],

d’ou le théoreme. m

3.4 Application

Dans cette section, nous donnons deux exemples a titre d’application pour
illustrer les résultats théoriquement obtenus.

Exemple 3.4.1 Comme il est trés difficile d’obtenir, voir impossible dans plu-
sieurs cas la solution analytique, nous choisissons d’abord le terme neutral Q) et
un processus X (t) qui est censé étre la solution du G-EDSN. On donne alors
I’équation satisfaite par X (t) — Q (t, Xy), ce qui nous permet de trouver les coef-
ficients de dBy, d (B), et dt. Par exemple, nous choisissons X (t) = x (0) +sin B;
et Q(t,x) = w, ou x € BC ([—r,0];R) et (B:) est un G-mouvement
Brownien unidimensionnel. Notons que Q vérifie les hypothéses (H1)-(H3) et

Q' (t,z) = w. Nous avons

X0 —Qtx) =X (1) — O “;Sth) _ X (78— sin By)
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En utilisant la G-formule d’Ito, nous avons

1
dX (t) = cos BydB; — B sin Byd (B),,

et

7—sinB 1 1
d <(88mt)> =3 (cos BidB; — §SinBtd <B>t> :

Selon la G-formule d’intégration par partie, nous obtenons

d(X (1) — QX)) :X(t)d<(7_sth)> + <(7_SinBt)> dX (1)

8 8

(7 — sin Bt))

+dX (t)d< .

1 —sin B 1
=3 <X (t) + Wth)) <cos BidB; — 3 sin Bid <B>t>

—% cos® B;d (B),
_1 K—X () + MinBt)) cos Bt] dB,

8 8
11 7—sinB
3 [2 sin By <—X () + (S8mt)> + cos? Bt} d(B),.

Cela signifie que X (t) est la solution du G-EDSN suivante :

{ d(X (t)—Q(t,Xy)) = Ay (t, X¢) dBy + As (t, X¢) d (B), (3.21)

XOZCC

ot
1 —sin B
Ap (t,x) = = |cos By [ —x (0) + (T=sinBy) ,
8 8
“ 11 7—sinB
Ay (t,x) = —= | = sin By —x(O)—I—m + cos® By | .
82 8
Puisque

Al (t,x) = —g cos By et A, (t,z) = %sin B,

alors Ay et Ay vérifient les conditions (H1)-(H3). Il s’ensuit que X (t) est
lunique solution du G-EDSN (3.21)). Alors en appliquant le théoréme la
dérivée Y (t) de X (t) est l'unique solution du G-EDSN suivante :

{ A(Y (1) = Q' (t, X) (Vi) = 4} (t, Xy) (Vi) dB,
+Ab (1, X,) (Vi) d (B), (3.22)
Yo=1d
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Comme
Y (t) (1 + sin By)
8

Y (¢
Q/(taXt)o}/t: 7A/1(t7Xt)O)/t:_ 8()COSBt;

et
Y (t
A/2 (tht) oYy =

16
alors l’équation (3.22) s’écrit,
{ d <7y(t)(1gsth)) = YO cog B:dB; + % sin Byd (B),

sin Bt,

—T5
Yy = Id

Il est facile de voir que la dérivée Y (t) = ¢ de X (t) est l'unique solution triviale

de l’équation (3.22]).

L’exemple suivant montre le passage entre le résultat obtenu dans ce chapitre
et celui de Bougherra et al [9].

Exemple 3.4.2 Considérons la G-EDS suivante :

4X(0) = SRX 0N+ 3 o, (X (0)d (B 5),
X(0) =z € R"

(3.23)

ou BY = t, les fonctions fi, oij  R" — R", [ € 0,d et i,j € 1,d sont
différentiables par rapport a x et satisfont les hypothéses suivantes :

Pour H = f},0;; et pour tout x,y € R" :

(H1) :

|H/ (m)’ < (.
(H2) :

|H (t,0)] < co.
(H3) :

H S Cl,lip(]Rn).

tel que H' désigne les dérivées par rapport a x (matrices jacobiennes). Considérons
maintenant les fonctions A;, A;; : BC ([—r,0];R™) — R", définies comme suit :

Ap(z) == fi(z(0) = fi(o(x)) et Aij(x) =0 (x(0)) = 0i5 (¢ (x)) -

Il est facile de vérifier que les fonctions A, A; j sont différentiables et vérifient les
hypotheses (H1)-(H8). Alors, la G-EDSN de terme neutral Q := 0, suivante :
d d o
A(Zy)dB+ > Aij(Zy)d (B, B7),
1=0 ig=1 (3.24)
Zy =z € BC (]-r,0];R")

dZ(t) =
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admet une solution unique. Par conséquent, I’équation (3.23|) admet une solution
unique

X (tx):=Z(t,p (),
telle que p(z) € BC ([-r,0];R"™) défini par p(z) (0) = = pour tout § € [—r,0].
Les dérivées sont données par
Aj(z) = fi (9 (2)) 0@ et Aj;(2) =07;(8(2))0¢.

Donc, par le théoréme la solution de I’équation (3.24]) est différentiable
par rapport a z, et la dérivée satisfait la G-EDS suivante :

V(0 = S 4(2) (V) dB + 3 4,(2) (V) d (B ),
> P>

V(0)=¢

Il s’ensuit que X (t,x) est différentiable par rapport a © € R™ et la dérivée est

(3.25)

Y (t,z) =V (tp(z))op.
D’autre part, nous avons
Y (0,2) = ¢op(x) =1, lidentité sur R",

ce qui montre que la solution de ’équation (3.23)) est différentiable et la dérivée
est 'unique solution de l’équation suivante :

dY (t,z) = lzd%fl/ (X (t,2) Y (t,2) dBé
- i o; ; (X (t,x))Y (t,z)d(B’, BY), (3.26)
i,j=1
Y (0,2)=1

Enfin, du fait que f] (X (t,x)) et o} ; (X (t,x)) sont des processus matriciels,
alors Y (t) est nécessairement un processus stochastique a valeurs matricielles. Il
résulte que la G-EDS est une équation différentielle stochastique matri-
cielle. En fait, c’est l'un des principauz résultats obtenus par Bougherra et al.

[9], sous d’autres hypothéses.
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Chapitre 4

Différentiabilité des G-EDSNs
par rapport a un parametre

Dans ce chapitre, nous étudions la différentiabilité de la solution des G-
EDSNs par rapport & un parametre, lorsque la condition initiale dépend de ce
parametre. Pour simplifier les calculs, nous considérons le cas ou les coefficients
dans les G-EDSNs étudiées sont a valeurs réelles.

4.1 Formulation du probleme

Dans de nombreuses applications, il est important de déterminer comment
la solution d’équation différentielle dépend d’un parametre change par rapport
au parametre d’intérét. Le changement de la solution peut étre quantifié en
calculant la dérivée de la solution par rapport aux parametres, ce qui permet
de voir I'influence de ces parametres sur la solution. Dans notre cas, le systeme
considéré est gouverné par la G-EDSN paramétrée suivante :

d[X* () = Qt, X{)] = f(t, X{)dt + o(t, Xi")dB: + g(t, Xi*)d (B),  (4.1)
avec la condition initiale X§' = x (o, .) := (7 (@, 0))_,.<4<q, telle que
(@ (-,0)) r<p<o : R — BO ([, 05 R),

ou X = {X*(t+60):—r <6 <0} est un processus stochastique a valeurs dans
BC ([-r,0];R). L’équation (4.1 peut s’écrire sous la forme intégrale suivante :

t

Xo(t) = Q(t,Xt‘")Jr:c(a,O)—Q(O,x(a,.))+/f(s,X§‘)ds (4.2)

0

t t
+/0(s,X§‘)st + /g(s,X?)d(B}s
0 0
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CHAPITRE 4. DIFFERENTIABILITE DES G-EDSNS PAR RAPPORT
A UN PARAMETRE

Soit Lpc (R) Despace des opérateurs linéaires a valeurs dans R, définis sur
BC ([-r,0];R) muni de la norme suivante :

(W1, = sup{[W(h)| : h € BC([-r,0;R), [|h] <1}.

Supposons que les fonctions @), f, o et g soient différentiables par rapport a la
deuxieéme variable. Puisque R et BC ([—7, 0] ; R) sont des espaces de Banach, alors
les dérivées Q' (t,z), f' (t,x), o’ (t,x) et ¢’ (¢, 2), (t,z) € [0,T] x BC ([-r,0];R),
appartiennent a Lpc (R).

Définition 4.1.1 Soient U (ev,.),V (a,.) € BC ([-r,0];R) pour o € R. On dit
que U (a,.) est différentiable dans BC ([—r,0];R) par rapport a o, et admet
V (a,.) comme dérivée, si

lmHU(Oé—FT,.)—U((X,.) — 7V (e, )]l

T—0 ‘T|

=0.

Nous écrivons U' (a,.) =V («, ).

Remarque 4.1.1 Notons que U’ (a,.) =V (a, .) implique que la fonction U («, 0)
est différentiable par rapport 4 o au sens usuel, et 6U o (a,0) =V (a,0).

Nous supposons que z (a, .) est différentiable dans BC ([—r,0];R) par rap-
port & «, de dérivée unlformement bornée, i.e., ||z’ (a,.)] < M3, ou Ms est une
constante positive.

L’objectif principal est d’étudier la dérivabilité de la solution au G-EDSN pa-
ramétrée , par rapport au parametre o. Nous montrons sous des hypotheses
appropriées que la solution X (¢) est différentiable, et la dérivée Y'* (t) satisfait
la G-EDSN suivante :

ox

V() = Q6 XE) (V) + 5~ (@, 0) = Q0,2 () (+/ (@, )) (4.3)
+ [ (5, X)) (Y ds+ [ o (s, X)) (V) dBs + [ ¢'(s, X&) (Y{)d(B), g.s.
/ I !

ou Y = (Y (t+0))_,<p<o- Notez que, puisque X (0) = X§ (0) = z(,0)
alors, la dérivée de X* (0) par rapport a « est

ox

O =34

(@, 0).

Nous avons besoin des hypotheses suivantes : Pour chaque z,y € BC ([—r,0];R),
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4.1. FORMULATION DU PROBLEME

(H4) :
D' (t,2)], < My et |Q (t,2)], <K gs.,
uniformément par rapport a t, ou D = f,0,9, M; est une constante
positive et Kk € (O, %)
(H5) :

sup |I(t,0)] <oo gq.s.,
0<t<T

oul =Q,f o0etg.
(H6) : Il existe une constante positive Ms et ng € N*, telle que

[T (t,2) = J (ty)l, < Ml =yl (L+ =™ + ylI*) g,

uniformément par rapport a t, o J = Q’, f', 0’ et ¢'.

Remarque 4.1.2 Puisque la dérivée z' (o, .) est uniformément bornée par Ms,
alors

ox
‘804 (0479)‘ < Ms,

et pour tout o, f € R, nous avons
o (a,.) =2 (B, )|l < Mz o —f|.
Remarque 4.1.3 Notons que ’hypothése (H4) implique que
|D(t,z) = D (t,y)| < My[lz =yl g.s.,

et

uniformément par rapport a t, ou D = f,o et g.
Remarque 4.1.4 Les hypothéses (H4) et (H5) impliquent que
(@t x)| < My(1+[lzl))  gs.,

uniformément par rapport at, ou I = Q, f,0,g et My est une constante positive.

D’apres les remarques et la G-EDSN paramétrée (4.2)) admet une

solution unique, (see [23]).
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4.2 Existence et unicité de la solution de la dérivée

Théoréme 4.2.1 La G-EDSN (4.3)) de la dérivée admet une solution unique.

Preuve. Définissons les fonctions N, F, G et H : [0,T]x BC ([-7,0]; R) xQ — R,
comme suit

N(ty) = =Q X" (), F(ty) = f(t, X{) (v),
H(ty) : =0 tX7)(y) et G(ty) =g & X) (y).

Ainsi, I'équation (4.3) peut s’écrire comme suit
dY® (t) = N(t.Y))] = F(t,Y,)dt + H(t, Y)dB, + G(t,Y")d (B),

Notez que les fonctions F, H et G satisfont la condition de Lipschitz et la condi-
tion de croissance linéaire, cependant N est une contraction. En effet, pour
chaque z,y € BC ([-r,0];R) on a
|F(t,x) = F(t,y)|VIH(t,z) - H(t,y)| V|G ({1, z) = G ()]
< My flz—yll,

et
[F ()| VIH ()| VIG ()| < My (1+lyl])

Ensuite, nous avons

IN(t,x) = N (t,y)| Q" (t, X7) (2) — Q" (t, X7) (y))|

rllz =yl

IN

Par conséquent la G-EDSN (4.3) admet une solution unique, voir [23]. m

4.3 Différentiabilité de la solution par rapport au pa-
rametre o € R

Dans le but de montrer la différentiabilité de la solution par rapport a o,
nous avons besoin de quelques lemmes.

Lemme 4.3.1 Pour tout p > 2, A# 0 et t € [0,T], nous avons
~ P
B sup [x @) - x| ) < Ls AP,
0<t<T
ou L3 est une constante positive.
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4.3. DIFFERENTIABILITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AU
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Preuve. De I'équation (4.2)), on peut écrire

)XW) X (¢ ‘ ‘tha“) Q(t,Xf‘)‘+\m(a+)\,0)—x(a,0)|

+|Q(0,z (a,.)) — Q(0, z (o + A, .)| + /f(s XN — f(s, XY)ds

9(s, X3) — g(s, X3)d(B)

sl

t
+ /03 XN — o(s, X9)dB,| +
0

o\

Par la remarque nous avons

| X (6) = X ()] < 1 | X0 = X2+ 2 (@ 2,0) — @ (0,0)

bl (o) — oot )] +| [F X0 - ploxds| (4
0

t t
+ / o (5, X2 — o (s, X2)dB,| + / 9(s, X0 — g(s, X2)d (B)
0 0

s

Notons que

sup HXf‘H‘ - X7

< sup | X (1) - X7 (1)

0<t<T —r<t<T
<o+ A ) = ala )l + sup [ X (0) = X (1)
0<t<T
< M3 |\ + sup ‘XW (1) — X© (t)‘ (4.5)
0<t<T

Ainsi, par la remarque et 'inégalité (4.5)), 'inégalité (4.4]) nous donne

(1— k) sup ‘Xa“ (t) — X° (t)‘ < (26 + 1) My |)
0<t<T
t t
b osup | [ 75, X5 < 5. X0ds| 4 sup | [ols, X0 — o5, X2)dE,

0<t<T 0<t<T

t

+ sup / (5, X0 — g(s, X¥)d (B)
0<t<T

s|
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En utilisant I'inégalité (3.8]), nous avons

P gr—1
sup | XU (1) = X (1)) < s x (26 My + My)” AP
0<t<T (1 — k)
t p
+ sup /f(S,X§‘+’\) — f(s,X$)ds| + sup / 5, X0 — o(s, X¥)d B,
0<t<T 0<t<T
t p
+sup | [l X5 = gls, X0)(B),| .
0<t<T

et en appliquant la G-espérance a l'inégalité ci-dessus, nous obtenons

P 4p—1
< -
T

E ( sup ‘X““ (1) — X (¢)

0<t<T
t p
(26Ms + M3)P (AP +E | sup /f(s,X;Y“)—f(s,Xg)ds
0<t<T
0
t p
+E | sup /O‘(S,X;H—/\) —o(s,X)dBs
0<t<T
0
t p
+B | sup | o5, X2 — g(s. X2)a (B),
0<t<T

En utilisant la G-inégalité de Holder et les G-inégalités BDG, puis la remarque
4.1.3] nous pouvons écrire

E ( sup ’X”‘“ (1) — X (1)

p 4p—1
< (7 x ((26M3 + Mg)p |)\|p

0<t<T 1—r)?
T
TP (TP*l FETE KQTH) /IE <HX;"+’\ _ X p) ds |,
0

et en utilisant les inégalités (4.5)) et ( ., il en résulte que

P
< Ag [A]P

E < sup ‘Xa“ (1) — X (¢)
0<t<T

T

+2p_lBo/]E (M?f’ AP + sup
0<t<s

XA () - X© (t)‘p) ds,
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—1(pp-1 £ p—1)\ AP
N 4P (94 Ma+ M=)P 4P T +K1 T2 + KT 1\41
ou Ag = W et By = ( =P ) . Donc

P
< Ar|AP

XA (1) - x© (t)‘p> ds,

E < sup ‘Xa“ (1) — X (¢)
0<t<T

T
+2p_lBo/IE ( sup
| \osiss

telle que A1 = (Ao + 2”*1M§’ BOT). On déduit par le lemme de Gronwall que

P
S L3 ’A|p7

0<t<T

E ( sup ‘X“*’\ (1) — X (t)

N -1
ou L3 = A162p BoT. ]

Remarque 4.3.1 D’aprés le lemme[].3.1], nous pouvons facilement déduire que

P
S L4 |A|p 3

ot L4 est une constante positive. En effet, nous avons

E| sup HX;”’\ - Xy
0<t<T

sup HXtO‘*)‘ - Xta‘ < M3 |\ + sup ‘X‘H'/\ (t) — X (t)
0<t<T 0<t<T

)
d’ot

sup HX;"H‘ - X
0<t<T

p p
T <M§’\Mp+ sup_ [ X (1) — x° 1) ) ,
0<t<T

et en passant a la G-espérance, nous aurons

~ P
E( sup, [+ - x| ) <ot (MY + Ly) AP
0<t<T

avec Ly = 2P~ (MY + L3).

Lemme 4.3.2 Pour tout p > 2 et pour tout t € [0,T], nous avons

E ( sup |V (t)yp> < Ls.

0<t<T
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Preuve. Par I"équation (|1.4), nous avons

Oz /
Yo (0] < QX0 Hyayu‘ (a,0) ‘+|Q 0.2 ()], o' (@,.)]
t t

—|—/f’(s,X°‘ ) (Y)d / (s, X%) (Y®) dB,

0 0
t
+ /g (s, X)) (Y)d(B),|,
0
d’apres ’hypothese (H4) et le fait que ‘% (a,0)| < M3,
t
WWMS%M?WH%+wMyk/f@X%O?M8 (4.6

q (5, X3 (YY) d(B)

S

t
+/USXO‘ ) (YS) dBs| +
0

o\“

D’autre part,

sup [V < sup [Y*(P)]
0<t<T

—r<t<T
< sup [YO(Y)|+ sup [Y(2)]
—r<t<0 0<t<T
< Y§ I+ sup [V (1))
0<t<T
< Ms+ sup |[Y*(t)] (4.7)
0<t<T

A partir de I'inégalité (4.6|) et I'inégalité (4.7]), nous avons

1
sup Y (t)| < x | (2kM3 + M3) + sup /f s, X&) (YY) ds
0<t<T 1-k 0<t<T

t t

Hw/swyw&+m d(s,X2) (Y2) d (B)
0<t<T 0<t<T

S
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11 s’ensuit, grace a l'inégalité (3.8)), que

t p
4r—1
sup [Y*(@)|P < — x | (2eM3 + M3)" + sup /f'(s,X?) (YY) ds
0<t<T (1—-r) 0<t<T
t p t p
+swp | [0, X0 () B+ s | [os, X0 0 a),| )
0<t<T 0<t<T

en appliquant la G-espérance des deux cOtés, puis en utilisant la G-inégalité de
Holder, les G-BDG inégalités et ’hypothese (H4),

E( swp pop) <2
sup Y (t <
0§t£T ~ (1-k)

p
T
x | (26Ms3 + M3)P + MP (TP + KyT5 1+ KoTP1) [E( sup [|[YYP ) ds
1 u
0

0<u<s

Il résulte de I'inégalité (4.7]) que

~ ~

E( sup [Y° <t>|p> §A0+B(>7E<[M3+ sup [y° “”'D ds,

0<t<T 0 0<u<s
d’ou

T
1) ( sup |V (t)]p> < A+ 2p_lBo/IE ( sup |Y“ (u)|p> ds.

0<t<T 0 0<u<s

Il résulte du lemme de Gronwall que

0<t<T

IAE( sup [Y* (t)|p> < Ls,

d’ou Daffirmation. m

Remarque 4.3.2 Par le lemme[f.5.3, nous avons

E( sup maup) < Li.
0<t<T

En effet,
sup ||| < Mz + sup [V (2)],
0<t<T 0<t<T
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et

sup [V <207t | MY+ sup [YO() ],
0<t<T 0<t<T

en appliqguant la G-espérance,

E( sup !YtaHp> < Ly.
0<t<T

Lemme 4.3.3 Soient 7 # 0, et soient les processus

X () = XO () — 7Y (1)

7]

Z(t) :

)

&= QU XET) — QL XP) — v@Q (£, X7) (V)

7|
et ]
§t13 = (P(t7X£X+T) - P(tvxta) - TP/ (t’ Xta) (Yt))

" Il
otu P = f,g eto. Alors, pour tout ¢ >0 et t € ]0,T|, nous avons
() : N
&0l < rp(T) + @ (7),

et
~ ~ g
E < sup \fu\2> < 2k°E ( sup |Z (u)|2> +4(p(1))* + 2 + 2ely,
0<u<t 0<u<t €
(ii) :
-~ 2 -~ W (T
B (s (607) < 20478 ((sup 1Z(0)P) 447 + T 2oL
0<u<t 0<u<t €
(ot 7, = 2 () = 7' (o, )]
rz(la+T1,.)—x(a,.) — 72 (.
p(7) = = )
ot ® et U sont des fonctions positives indépendantes de € telles que %in(l)&) (t) =
—
limWV (¢) = 0.
t—0

Preuve. Pour simplifier, nous posons
X()=X (1), X(t)=X(t), Y (1) =Y (1), Vi =Y

et




4.3. DIFFERENTIABILITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AU
PARAMETRE o € R

(i) : Soit w < t. Par le théoréme des accroissements finis, nous avons pour un
certain 8 € (0,1),

Q (u. %) = Q (u, Xu) = 7Q/ (. X,) (V)
= Q' (X + 6 (K= X)) (K= Xu) = 7@/, X) (V)
=@ (u, Xy + 8 (X = X)) (Ku = Xu = 770)
7 (@ (w X+ 5 (R = X)) - Qs Xu)| (),

en utilisant I’hypothese (H4),

@ (u.X) - QX)) = 7@/ (u, X,) (V)
+IT\HQ’ (w X+ 8 (X - X)) - @ }(Yu)

</<;HX X, — 1Y,

et par ’hypothese (H6), nous aurons

@ (%) = Q (. X) = 7@/ (u, X,) (V)| < | X — X,
+Mz || |8 (X - Xu)
< (1 [+ 8 (R =) |+ 1Xul™) 17l

Nous avons, d’apres I'inégalité (3.8)) et le fait que 0 < 5 < 1,

H)?u — X, — 1Y,

]
x (1 (@t 1) [+ 2m [, -

My H)Z*t —XtH (4.8)

no
o) Il

’éu’ <k

d’apres 'hypothese (H6), en posant

® (1) = Mo Ms |7| (14 (2"t +1) |z (a, )" + 207 |7]™0) 2" (a,.)

E

|z (a+71,.) —z(a,.) — 72 (o, )]
7|

X (1 + (2”0_1 + 1) |l (c, || + gno—l |z (a+7,.) — 2 (a, )H"O) Ha:' (o, )H

<kp(T)+ (7).

ol < + My |lz(a+7,.) —z(a,.)]
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D’autre part, du fait que X (s) = X§T7(s) = x(a+7,8), X(s) = z(a,8) et
Y (s) =Y (s) = 8a L (a, s) pour tout —r < s < 0, nous avons pour tout ¢ € ]0 T],

H)Z'U—Xu—TYu < sup ‘)Z'(s)—X(s)—TY(s)‘
—r<s<t
< sup ‘)?(s)—X(s)—TY(s)‘ + sup ’)Z'(s) — X (s) —TY(S)’
—r<s<0 0<s<t
<|rlp(r) + 7] sup |Z(s)] (4.9)
0<s<t

En substituant I'inégalité (4.9) dans (4.8)), nous aurons
[§ul <k sup [Z(s)] + rp(T)
0<s<t

ng
(14 1) o ) vl

_FA45‘ Nﬁ —

ou Ms = Mo (2"0*1 + 1). Il s’ensuit que

€u]? < 262 sup |Z (s)]?
0<s<t

~ no 2
+2 (p (7) + Ms | £ = x| (14 1™ o ) 1va)
<2 sup |Z (3)|* +4 (kp (7))*

0<s<t
2 v no no 2 2
+am3 (|| % - x| (14 1l o)) 1yl

d’ou d’apres 'inégalité 2ab < “6—2 + b2,

& < 262 sup |Z(s)|* +4(p(1))” + 2¢||Yu*

0<s<t
2A44 < "04—H)( )( no+1>4
< 2x? sup |Z (s)\ +4(p (T)) + 2¢ HYuH
0<s<t
54M5 <‘ HX H4n0+HX _x, 4no+4>7

et en passant & la G-espérance et en utilisant I'inégalité (3.8) puis la G-inégalité
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de Holder, nous obtenons

B < sup \fs\2> < 262K < sup ]Z(s)|2>

0<s<t 0<s<t

54M2 | ~ ~
+4 (p (1)) + 5 [E ( sup HXu - X,
9 0<u<T

4)

8 ~ 8no

) E<SUP [ X )
0<u<T

4nog+4 ~ 4
+2cE | sup ||V, (4.10)
0<u<T

Grace aux remarques et nous pouvons écrire

B (sup l6) <208 (s 12)F) + 400

0<s<t 0<s<u

+ ]E( sup H)Z'U—Xu
0<u<T

—HE ( sup H)Z'u — Xu
0<u<T

54 My
9

+

La|r[* +|7[* VL E(supTuXung“O)+L4yf|4”0+4 + 2L,
0<u<

Observons que

sup [| Xyl < sup | X (u)]
0<u<T —r<u<T

et comme E| sup |X (w)P] < oo, p > 2 (voir [21]), alors il existe une
—r<u<T

constante positive Mg tel que , |E | sup || X% | < Mg, d’o
0<u<T

E R v
B (s [6f) <208 (sup 1ZG)F) + 4o+ 0 v @)
st 0<s<t -
ou
W (r) = 540 (La 4 (7' VEaM + La || +4).

(ii) : Découle des mémes arguments utilisés dans la preuve de (i). m
Maintenant, nous sommes en mesure d’établir le théoreme fondamental sur

la différentiabilité de la solution par rapport au parametre .

Théoréme 4.3.1 Pour tout t € [0,T], la solution X* (t) est différentiable q.s.

par rapport a a. De plus, la dérivée Y* (t) = %‘;(t) est l'unique solution de

Iéquation (4.3)).
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Preuve. En adoptant les mémes notations utilisées dans le lemme précédent, a
partir des équations (4.2]) et ( ., nous avons

Z(t)zft—i—; (x(a—{—T,O)—x(a,O)—ng(a,O))

t t t
+éo+ [&lds+ [€7dB, + [ €4d(B), (4.12)
et [ams |

L’idée est de montrer que :

limE [ sup |Z(t) ] =o0.
[7[—0  \o<i<T

En appliquant la G-inégalité de Holder et le lemme [4.3.3] nous avons

B{ s /ffds <T/ (le) e
T

< T/ (2M121E ( sup ]Z(u)\2> FA(p(r) + ‘PS) + 25L4> ds,

0<u<s
0

T

< QTMf/IE ( sup |Z (u)\2> ds + T2 <4 (p(r)?+ () , 26L4) (4.13)
0

0<u<s €

par les G-inégalités BDG et le lemme [4.3.3] on obtient
T

sup /gUdB < Kl/fE (|§g|2) ds
0<t<T

0
T

< 2K1M12/IE ( sup |Z (u)|2> ds + K| T <4 (p(1)*+ \I/{E_T) + 251:4) (4.14)
0

0<u<s

et
T

sup /ggd < KQT/IE (|§ng) ds
0<t<T

0

< QKQTijﬁ ( sup |Z (u)P) ds + KoT? (4 (p (1) + ‘I’S) + 25L4>

0<u<s
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D’autre part, a partir de I"équation (4.12)), nous avons

1
+2 (
7]

+ 0> + sup | [&lds| + sup /ggst + sup /{gd(B
0st<T |/

sup |Z(t)\2 <2 sup \ftIQ
0<t<T 0<t<T

z(a+71,0)— 2z (a,0) —722(04,0)’

0<t<T 0<t<T

2

1
<2 sup |&*+10 — :U(a—l—T,O)—x(oz,O)—Ta—x(a,O)
‘7" oo

0<t<T

t
—i—]éo\?—i— sup /{fds -+ sup /gsdB + sup /§§d<B>S ,

0<t<T 0<t<T 0<t<T

en substituant les inégalités (4.11)), (4.13), (4.14) et (4.15) dans l'inégalité ci-
dessus, on obtient

~ 10
E( sup |Z<t>r2> < = (PP + 2l (D) + 210 ()P
0<t<T — 4K
0<u<s

T
~ v
M7/E < sup |Z(u)|2> ds + Mg{ET) + MgLye |,
0

ot My = 2M? (T + Ky + KoT) et Mg = (T? + K7 T + KoT? +4). 11 s'ensuit,
d’apres 'inégalité de Gronwall

E ( sup \Z(t)]2> <g(e, 1),

0<t<T
telle que
10M7T
10e 1-4+2 v (1
c(e,7) = ——5 [ (1+262) |p(1)]* +2|® (7)]* + Ms (7) .
1 -4k €
Comme
li = lim ® (1) = lim ¥ (1) =0,
Jimp(r) = Hm @ (7) = Hm W (7)
alors
10M;T
106 1*4&2
li ML
s (6:7) = T g Melae,
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et

lim ( lim p(5,7)> = 0.

e—=0 \|7|—0

Nous concluons que

lmE [ sup [Z())*] =0,
I7I=0  \o<i<T

ce qui implique que

i Xoc-‘rT (t) _ X« (t)

|T|—0 T

=Y*(t) gq.s. pour chaque t € [0,T],

d’ou le résultat désiré. m

Corollaire 4.3.1 Soient les fonctions f,&,ﬁ 1 [0,T] xR x Q — R, dérivables
par rapport a la deuxiéme variable avec des dérivées partielles bornées q.s.,
of

% (t,:l?),

05, O

ox (t733) ) % (ta l‘) € Cl,lip(R)y

tels que B
sup J (t,0) < o0
0<t<T
pouT J = ]?, 0,g. Soit la fonction x : R — R, que 'on suppose dérivable. Alors,
la solution X (t) de la G-EDS suivante :

{ dXO (1) = f(t, X (£)) dt + & (t, X (t)) dBy + § (t, X° () d (B),

X9 (0) = 2 () (4.16)

est différentiable par rapport d «, et la dérivée est l'unique solution du G-EDS
swivante :

dYe (t) = 9 (£, X (1) Y (t) dt + 92 (£, X° (1)) Y (t) dB,
+%9. (¢, X (1)) Y* (t) d(B), (4.17)
Yo (0) = 2/ (a)

Notons que ce résultat a été obtenu par Lin [37].
Preuve. Observons tout d’abord que la G-EDS ({4.16) peut étre considérée
comme une G-EDSN

{ dX* ()= f(t, X)) dt +o(t,X{)dBy + g (t, X7*)d (B),
X§ =z (a,.) € BC([-r,0];R) ’

ou z (e,0) = z (a) et les fonctions f,0,¢:[0,7] x BC ([-r,0];R) x @ — R sont
définies par

ftx)=ftz(0),0(t z)=0(t,z(0) et g(t,z)=g(z(0).

72



4.3. DIFFERENTIABILITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AU
PARAMETRE o € R

11 est facile de vérifier que les fonctions f, o, g vérifient les hypotheses (H4)-(H6).
Alors, d’apres le théoréme la G-EDS admet une solution unique, qui
est différentiable par rapport a « et la dérivée Y (¢) est 'unique solution de la
G-EDSN suivante :

AV (1) = ' (6, XP) (V) dt + o (1, X§) (V) By
+9' (t, X7) (V) d (B), (4.18)
Y =2 (a,.) =2/ (a)

ou f' (t,x), o’ (t,x) et ¢’ (t,x) sont les dérivées par rapport & x € BC ([—r,0]; R).
Nous avons

7 (t,2) = 2L (t,2(0)) ¢ pour J = f,0,9,

Ox
ou ¢ est I'opérateur linéaire de BC' ([—r,0];R) a R défini par ¢ (z) = z (0), alors
77 a a 9J a a
T x) 0 = 2 x yve ).

11 s’ensuit que la G-EDSN (4.18]) est exactement la G-EDS (4.17)), ce qu’il fallait

démontrer. m

Exemple 4.3.1 Considérons la G-EDS (4.16)), telle que

ft,x)=at)z+b(t),o(t,x)=c(t)x+d(t) etg(t,x)=e(t)x+h(t),
les fonctions a,c,d,e et h sont déterministes et bornées. Alors la G-EDS (4.16)

est linéaire, ce qui peut étre résolu explicitement. Plus précisément, la solution
est

U (t) = exp ]a (s)ds + ]c (s)dBs + ] (e(s) — ¢ (s)) dBs
0 0 0

(pour plus de détails, voir théoréme 4.1 in [29]). D’apreés le corollaire
X*(t) est différentiable par rapport a « et la dérivée Y (t) est l'unique solution
du G-EDS (4.17)), qui peut s’écrire dans ce cas comme suit

{ dY® (t) = a(t) Yodt + c(t) Y,2dBy + e (t) Y;*d (B),

Y =2 (o,.) =2/ (a) (4.19)
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Il est facile de voir que la dérivée Y (t) = U (t) 2’ («), est la solution exacte du
G-EDS linéaire (4.19)).
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Conclusion et perspectives :

Dans cette these, nous avons étudié la différentiabilité de la solution d’une
EDSN par rapport & la condition initiale et aussi par rapport a parametre dans
le cadre de la théorie de la G-espérance. En plus du fait que ’espérance n’est pas
linéaire, la principale difficulté pour la résolution de ces problémes a été le fait
que la condition initiale d'une G-EDSN est une fonction, ce qui nous a conduit
a considérer la différentiabilité au sens de Fréchet.

Dans un premier temps, nous avons défini ’espace de Banach Lp¢ (R™) au-
quel appartient la solution de la G-EDSN satisfaite par la dérivée. Ensuite, nous
avons étendu les inégalités G-BDG aux processus a valeurs opérateurs afin de
prouver l’existence et 'unicité de la solution de la dérivée.

Dans un second temps, nous avons démontré la différentiabilité de la solution
d’une G-EDSN, dont la condition initiale dépend d’un parametre, par rapport
celui-ci.

Nous avons réussi a retrouver de maniere non triviale les résultats de la
différentiabilité obtenus par Lin [37] ainsi que par Bougherra et al. [9] concernat
la différentiabilité de la solution d’une G-EDS.

Comme perspectives nous intéressons aux questions suivantes :

— Définir I'intégrale stochastique par rapport & un G-sous mouvement Brow-
nien fractionnaire.

— Etudier la differentiabilité des solutions des EDSs gouvernées par un G-
sous mouvement Brownien fractionnaire.

— Etudier la sensibilité des systemes gouvernés par des G-EDSNs aux petites
perturbations des conditions initiales pour comprendre la robustesse de
ces systemes et pour concevoir des stratégies de controle qui peuvent
minimiser 'impact des incertitudes dans les conditions initiales.

— Trouver des applications potentielles de la différentiabilité des solutions
des G-EDSNs par rapport aux conditions initiales, dans différents do-
maines de la science et de 'ingénierie.
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