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Introduction
Ce Recueil d�exercices corrigés avec rappels de cours, couvre le programme d�algèbre

et d�analyse de la première année universitaire.

Le lecteur y trouvera des rappels de cours présentant les notions fondamentales ensei-

gnées, suivis d�exercices résolus à la �n de chaque chapitre. Ces exercices sont directement

inspirés des travaux dirigés dispensés en présentiel et s�inscrivent dans une parfaite conti-

nuité avec ceux-ci. Ils ont été sélectionnés de manière à illustrer les concepts théoriques

étudiés, à développer le raisonnement scienti�que et à préparer e¢ cacement les étudiants

aux contrôles continus et aux examens.

Ce recueil s�adresse principalement aux étudiants de première année en sciences de la

matière et sciences techniques, mais peut également constituer une référence utile pour

toute personne souhaitant acquérir ou consolider les bases de l�algèbre et de l�analyse.

Nous espérons qu�il sera un outil e¢ cace pour la réussite des étudiants.
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CHAPITRE

1 Éléments de logique et

méthodes de

raisonnement

Ce chapitre commence par un rappel des dé�nitions essentielles dont nous aurons

besoin pour aborder les exercices.

1.1 Règles de la logique formelle

Dé�nition 1.1.1 Soit P une proposition. La négation de P est une proposition représen-

tant son contraire, notée (non P ), ou P , voici sa table de vérité :

P P

1 0

0 1

:

Les connecteurs logiques.

1) La conjonction ^ :

Dé�nition 1.1.2 Pour deux propositions logiques P et Q, leur conjonction P ^Q

est dé�nie comme la proposition qui est vraie précisément lorsque P et Q sont toutes

les deux vraies. La table de vérité est la suivante :

P Q P ^Q

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

:
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1.1. Règles de la logique formelle

2) La disjonction _ :

La disjonction de P et Q est la proposition logique notée (P _Q) qui est vraie si au

moins l�une des propositions (P ou Q) est vraie. Sa table de vérité est donnée par :

P Q P _Q

1 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0

:

3) L�implication :

Dé�nition 1.1.3 L�implication de deux propositions P , Q se note P ) Q (lue �P im-

plique Q�ou �si P , alors Q�). P ) Q est fausse si P est vraie et Q est fausse, dans tous

les autres cas, (P ) Q) est vraie.

P Q P ) Q

1 1 1

1 0 0

0 1 1

0 0 1

:

1) La négation de (P ) Q) est
�
P ^Q

�
:

2)La contraposée de (P ) Q) est
�
Q) P

�
:

3)La réciproque de (P ) Q) est (Q) P ) :

4) L�équivalence :

Dé�nition 1.1.4 On dit que (P est équivalente à Q) ou (P si et seulement si Q).

Cette proposition est vraie lorsque P et Q sont toutes les deux vraies ou toutes les

deux fausses. La table de vérité de l�équivalence est :

P Q P , Q

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

:
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1.2. Méthodes de raisonnement

Les quanti�cateurs.

(1) Le quanti�cateur universel, noté 8

La relation pour tout x tel que P (x) est notée : 8x; P (x) et se lit pour tout x, P (x).

(2) Le quanti�cateur existentiel, noté 9

La relation il existe un x tel que P (x) est notée : 9x; P (x).

1.2 Méthodes de raisonnement

Pour démontrer que (P ) Q) est vraie, on peut utiliser les méthodes suivantes :

(1) Méthode de raisonnement direct

On suppose que P est vraie et on prouve que Q est également vraie.

(2) Méthode de raisonnement par la contraposée

Étant donné que (P ) Q),
�
Q) P

�
; pour prouver (P ) Q) par contraposée, il su¢ t

de montrer directement
�
Q) P

�
: on suppose que Q est vraie et on prouve que P

est vraie.

(3) Raisonnement par l�absurde

Pour prouver qu�une proposition R est vraie, on suppose que R est vrai et on tombe sur

une contradiction (quelque chose d�absurde). LorsqueR : P ) Q est une implication

par l�absurde, on suppose que R : P ^Q est vraie et on tombe sur une contradicition.

(4) Contre exemple

Pour montrer qu�une proposition est fausse, il su¢ t de fournir ce qu�on appelle un contre-

exemple, c�est-à-dire un cas particulier pour lequel la proposition est fausse.

(5) Raisonnement par recurrence

Pour démontrer P (n) : 8n 2 N; n � n0; Pn (x) est vraie, on suit les étapes suivantes :

(a) On montre que P (n0) est vraie (valeur initiale).

(b) On suppose que P (n) est vraie à l�ordre n:

(c) On prouve que P (n+ 1) est vraie à l�ordre n+ 1:

Alors, P est vrai pour tous n � n0:
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1.3. Exercices

1.3 Exercices

Exercice 1.3.1 Parmi les expressions suivantes, lesquelles sont des propositions ? Dans

le cas d�une proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse.

(1) 2 + 3 = 5:

(2) 8n 2 N; n+ 2 = 4:

(3) 9n 2 N tel que n+ 2 = 3:

(4) Cet exercice est di¢ cile.

(5) x 2 N:

Solution 1.3.1 Avant de répondre, rappelons qu�une proposition est un énoncé mathé-

matique auquel on peut attribuer de manière objective une valeur de vérité : vrai ou faux.

(1) Cette expression est une proposition vraie.

(2) Cette expression est une proposition fausse, car pour n = 1 2 N, on a n+2 = 3 6= 4.

(3) Cette expression est une proposition vraie, car il existe un élément n = 1 2 N tel que

n+ 2 = 3:

(4) Cette expression n�est pas une proposition, car on ne peut pas lui attribuer une valeur

de vérité.

(5) Cette expression n�est pas une proposition, car la nature de l�élément x n�étant pas

précisée, on ne peut pas lui attribuer une valeur de vérité.

Exercice 1.3.2 Dans quels cas les propositions suivantes sont-elles vraies ?

(1) (P ) Q) ^
�
P ) Q

�
:

(2) ((P _Q)) R), (P ) R) ^ (Q) R) :

Solution 1.3.2 (1) (P ) Q) ^
�
P ) Q

�
;

P Q P P ) Q P ) Q (P ) Q) ^
�
P ) Q

�
1 0 0 0 1 0

0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1

0 0 1 1 0 0

5



1.3. Exercices

(2) ((P _Q)) R)| {z }
(1)

, (P ) R) ^ (Q) R)| {z }
(2)

;

P Q R P _Q P ) R Q) R (1) (2) (1), (2)

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 0 0 1

1 0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1 0 0 1

0 0 1 0 1 1 1 1 1

0 1 0 1 1 0 0 0 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1

Exercice 1.3.3 Donnez la négation des énoncés suivants :

1) 8n 2 N;9m 2 N;m > n:

2) 8x 2 R;9y 2 R; (x+ y = 0) ^ (y 6= �x) :

3) 8� > 0;9� > 0; (jx� aj < �)) (jf (x)� f (a)j < �) :

4) 8x 2 R; (x > 0) 9y 2 R; y2 = x) :

Solution 1.3.3 Avant de déterminer la négation, il convient de rappeler les règles de

négation suivantes :

Soit P (x) une proposition.

� La négation de 8x 2 E;P (x) est : 9x 2 E;P (x) :

� La négation de 9x 2 E;P (x) est : 8x 2 E;P (x) :

1) P : 8n 2 N;9m 2 N;m > n:

, P : 9n 2 N;8m 2 N;m � n:

2) P : 8x 2 R;9y 2 R; (x+ y = 0) ^ (y 6= �x) :

, P : 9x 2 R;8y 2 R; (x+ y 6= 0) _ (y = �x) :

3) P : 8� > 0;9� > 0; (jx� aj < �)) (jf (x)� f (a)j < �) :

, P : 9� > 0;8� > 0; (jx� aj < �) ^ (jf (x)� f (a)j � �) :

4) P : 8x 2 R; (x > 0) 9y 2 R; y2 = x) :

, P : 9x 2 R; (x > 0 ^ 8y 2 R; y2 6= x) :

6



1.3. Exercices

Exercice 1.3.4 Donner la négation des propositions suivantes :

1) 8� > 0;9N 2 N;8n � N; jan � Lj < �:

2) 8x 2 R;9n 2 N; n > x:

3) 8n 2 N; (n est pair) n2 est pair) :

4) 8x 2 R; (x > 1) x2 > 1) :

Solution 1.3.4 1) P : 8� > 0;9N 2 N;8n � N; jan � Lj < �:

, P : 9� > 0;8N 2 N;9n � N; jan � Lj � �:

2) P : 8x 2 R;9n 2 N; n > x:

, P : 9x 2 R;8n 2 N; n � x:

3) P : 8n 2 N; (n est pair) n2 est pair) :

, P : 9n 2 N; (n est pair et n2 n�est pas pair) :

4) P : 8x 2 R; (x > 1) x2 > 1) :

, P : 9x 2 R; (x > 1 et x2 � 1) :

Exercice 1.3.5 Démontrer par l�absurde :

(1)
p
2 =2 Q:

(2) 8n 2 N; (n2 est pair))(n est pair).

Solution 1.3.5 (1) Preuve par l�absurde : Supposons que
p
2 soit rationnel, c�est-à-dire

qu�il existe a; b 2 N; premiers entre eux (gcd (a; b) = 1), tels que
p
2 = a

b
: Alors

a2

b2
= 2 ) 2b2 = a2; donc 2 divise a2, ce qui implique que a est pair. Ainsi, 9k 2 N

tel que a = 2k. En substituant, on obtient 2b2 = 4k2 ) b2 = 2k2, donc b est

également pair. Mais cela contredit l�hypothèse que a et b sont premiers entre eux.

Par conséquent, notre supposition initiale est fausse, ce qui signi�e que
p
2 =2 Q:

(2) Soit n 2 N. Par l�absurde, supposons que n2 soit pair et n soit impair. Alors 9k 2 Z

tel que n = 2k+1, donc n2 = (2k + 1)2 = 4k2+4k+1 = 2 (2k2 + 2k)+1 = 2k0+1;

où k0 = 2k2 + 2k 2 Z: Ceci montre que n2 est impair, ce qui contredit l�hypothèse

que n2 est pair. Par conséquent, notre hypothèse initiale est fausse, ce qui signi�e

que 8n 2 N, (n2 est pair))(n est pair) est vrai.

Exercice 1.3.6 Utiliser la preuve par l�absurde pour démontrer :
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1.3. Exercices

(1) Si un entier n est impair, alors n3 est également impair.

(2) Si n est un entier et n2 est divisible par 4, alors n est divisible par 2.

Solution 1.3.6 (1) Supposons : n est impair, mais n3 est pair. Puisque n est impair, il

peut s�écrire sous la forme : n = 2k + 1 pour un certain k 2 Z: Calculons n3 :

n3 = (2k + 1)3 = 8k3 + 12k2 + 6k + 1;

Mettons 2 en facteur dans les trois premiers termes :

n3 = 2
�
4k3 + 6k2 + 3k

�
+ 1;

ce qui est de la forme 2m + 1, donc c�est impair. Ainsi, n3 ne peut pas être pair. Cela

contredit notre hypothèse que n3 est pair. Par conséquent, l�hypothèse est fausse, et

nous concluons :

Si n est impair, alors n3 est également impair.

(2) Nous voulons montrer :

4 j n2 ) 2 j n:

Supposons le contraire n n�est pas divisible par 2, ce qui signi�e que n est impair, donc

n peut s�écrire :

n = 2k + 1 pour un certain entier k;

calculons n2 :

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4
�
k2 + k

�
+ 1;

donc n2 a la forme

n2 = 4m+ 1;

n2 laisse un reste de 1 lorsqu�il est divisé par 4; par conséquent n2 n�est pas divisible par

4, mais cela contredit notre hypothèse que :

4 j n2:

Ainsi, notre hypothèse que n est impair doit être fausse, nous concluons donc que si n2

est divisible par 4, alors n doit être divisible par 2.

8



1.3. Exercices

Exercice 1.3.7 Démontrer par contraposée les propositions suivantes :

(1) Pour tout entier n, si (n2 � 1) n�est pas divisible par 8, alors n est pair.

(2) (8� > 0; jxj � �)) x = 0:

Solution 1.3.7 (1) Montrons que sa contraposée : (n est impair)) (n2 � 1) est divisible

par 8 est vraie. Soit n un nombre impair, alors 9k 2 Z tel que n = 2k + 1 et donc

n2 = 4k2 + 4k + 1 ) n2 � 1 = 4k2 + 4k. Maintenant, nous avons deux cas : k est

pair ou k est impair.

� Si nous supposons que k est pair, alors il existe un entier k0 tel que k = 2k0, donc

n2 � 1 = 4k2 + 4k = 4 (2k0)
2
+ 4 (2k0)

= 16k02 + 8k0 = 8
�
2k02 + k0

�
= 8p:

� Si k est impair, alors il existe un entier k00 tel que k = 2k00 + 1, nous avons :

n2 � 1 = 4k2 + 4k = 4 (2k00 + 1)
2
+ 4 (2k00 + 1)

= 4
h
(2k00)

2
+ 2� (2k00)� 1 + 12

i
+ 8k00 + 4

= 16k002 + 16k00 + 4 + 8k00 + 4

= 16k002 + 24k00 + 8 = 8
�
2k002 + 3k00 + 1

�
= 8p0:

Par conséquent, (n2 � 1) est divisible par 8.

(2) Montrons que sa contraposée : (x 6= 0) ) (9� > 0; jxj > �) est vraie. Soit x 6= 0, il

existe � = jxj
2
> 0 tel que jxj > jxj

2
car x 6= 0, d�où le résultat.

Exercice 1.3.8 Démontrer par contraposée les propositions suivantes :

1) Si l�entier n2 n�est pas divisible par 4, alors n est impair.

2) Si 3n+ 5 est impair, alors n est pair.

Solution 1.3.8 1) La contraposée de �si l�entier n2 n�est pas divisible par 4, alors n est

impair �est �Si n n�est pas impair (c�est-à-dire si n est pair), alors n2 est divisible

par 4�. Supposons que n est pair. Alors n = 2k pour un certain entier k. Calculons

n2 :

n2 = (2k)2 = 4k2;

9



1.3. Exercices

ce qui est clairement divisible par 4. Ainsi, par contraposée, si l�entier n2 n�est pas divi-

sible par 4, alors n est impair.

2) La contraposée de �si 3n+ 5 est impair, alors n est pair�est �si n est impair, alors

3n+ 5 est pair�. Supposons que n est impair,

n = 2k + 1 pour un certain entier k:

Calculons

3n+ 5 = 3 (2k + 1) + 5 = 6k + 3 + 5

= 6k + 8 = 2 (3k + 4) ;

donc c�est pair. Ceci prouve la contraposée. Comme la contraposée est vraie, l�énoncé

original est vrai : �si 3n+ 5 est impair, alors n est pair�.

Exercice 1.3.9 Démontrer par récurrence que :

(1) 8n 2 N� : 13 + 23 + :::+ n3 = n2(n+1)2

4
.

(2) 8n 2 N�; 4n + 6n� 1 est un multiple de 9.

Solution 1.3.9 (1) Montrons que 8n 2 N� : 13 + 23 + :::+ n3 = n2(n+1)2

4
.

� Pour (n = 1) : Nous avons 13 = 12(2)2

4
= 1, donc P (1) est vraie.

� Supposons que 13 + 23 + :::+ n3 = n2(n+1)2

4
est vraie.

� Montrons que 13 + 23 + ::: + (n+ 1)3 = (n+1)2(n+2)2

4
est vraie. En utilisant P (n) nous

obtenons :

13 + 23 + :::+ (n+ 1)3 = 13 + 23 + :::+ n3 + (n+ 1)3

=
n2 (n+ 1)2

4
+ (n+ 1)3

=
n2 (n+ 1)2 + 4 (n+ 1)3

4

=
(n+ 1)2 (n2 + 4n+ 4)

4

=
(n+ 1)2 (n+ 2)2

4
:

Ainsi P (n+ 1) est vraie, donc 8n 2 N� : 13 + 23 + :::+ n3 = n2(n+1)2

4
.
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1.3. Exercices

(2) Montrons que pour tout n 2 N�; 4n + 6n � 1 est un multiple de 9, c�est-à-dire que

pour tout n 2 N�, il existe un entier k tel que 4n + 6n� 1 = 9k:

� Pour n = 1, nous avons : Il existe un k = 1 2 Z tel que 41 + 6 (1) � 1 = 9 = 9 (1).

Donc, P (1) est vraie.

� Nous supposons que : 8n 2 N�, il existe k 2 Z tel que 4n + 6n� 1 = 9k est vraie.

� Nous montrons que : 8n 2 N�, il existe un entier k0 2 Z tel que 4n+1+6 (n+ 1)�1 = 9k0

est vraie.

4n+1 + 6 (n+ 1)� 1 = 4:4n + 6n+ 6� 1 = (9� 5) 4n + 6n+ 5

= 9:4n � 5:4n � 5 (6n) + 36n+ 5

= �5 (4n + 6n� 1) + 9:4n + 36n; en utilisant la propriété P (n)

= �5 (9k) + 9:4n + 9: (4n) = 9 (�5k + 4n + 4n)

) 9k0 = �5k + 4n + 4n 2 Z; 4n+1 + 6 (n+ 1)� 1 = 9k0:

Exercice 1.3.10 Prouver par récurrence que pour tout n 2 N�; 7n � 2n est divisible par

5.

Solution 1.3.10 � Pour n = 1, nous avons :

71 � 21 = 7� 2 = 5;

5 est divisible par 5.

� Supposons pour n = k :

7k � 2k = 5m pour un certain m 2 Z:

� Considérons maintenant n = k + 1 :

7k+1 � 2k+1 = 7:7k � 2:2k:

En utilisant l�hypothèse de récurrence :

7k = 5m+ 2k:

On substitue :

7:7k � 2:2k = 7:
�
5m+ 2k

�
� 2:2k

= 35m+ 7:2k � 2:2k

= 35m+ 5:2k = 5
�
7m+ 2k

�
:

Ceci est divisible par 5. Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n 2 N�:
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CHAPITRE

2 Théorie des ensembles

2.1 La notion d�ensemble et ses propriétés

� Ensemble

Dé�nition 2.1.1 Un ensemble est une collection d�objets mathématiques (éléments) ras-

semblés selon une ou plusieurs propriétés communes. Ces propriétés su¢ sent à déterminer

si un objet appartient ou n�appartient pas à un ensemble.

� Inclusion

Dé�nition 2.1.2 On dit que l�ensemble A est inclus dans l�ensemble B lorsque tous les

éléments de A appartiennent à B, et on le note A � B,

A � B , (8x; (x 2 A) x 2 B)) :

La négation :

A n�est pas inclus dans B , (9x; (x 2 A ^ x =2 B)) :

� Egalité de deux ensembles

Dé�nition 2.1.3 Soient A et B deux ensembles tels que A = B, cela signi�e que :

A = B , (A � B) et (B � A) :

� Di¤érence de deux ensembles

Dé�nition 2.1.4 La di¤érence de deux ensembles A et B est l�ensemble des éléments de

A qui n�appartiennent pas à B, notée A�B.

A�B = fx=x 2 A ^ x =2 Bg :
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2.2. Applications et relations d�équivalences

Si A � B alors B � A est aussi appelé le complément de A dans B, noté CAB , Ac ou

A0.

CAB = fx=x 2 B ^ x =2 Ag :

� Les opérations sur les ensembles

Dé�nition 2.1.5 (L�union) L�union de deux ensembles A et B est l�ensemble des élé-

ments qui appartiennent à A ou à B, notée A [B.

x 2 A [B , (x 2 A _ x 2 B) :

La négation :

x =2 A [B , (x =2 A ^ x =2 B) :

Dé�nition 2.1.6 (L�intersection) L�intersection de deux ensembles A et B est l�ensemble

des éléments qui appartiennent à la fois à A et à B, notée A \B.

x 2 A \B , (x 2 A ^ x 2 B) :

La négation :

x =2 A \B , (x =2 A _ x =2 B) :

Dé�nition 2.1.7 (Di¤érence symétrique) La di¤érence symétrique de deux ensembles A

et B est l�ensemble des éléments qui appartiennent à A�B ou à B � A, notée A4B.

A4B = (A�B) [ (B � A) =
�
A \ CBE

�
[
�
B \ CAE

�
= (A [B)� (A \B) :

x 2 A4B , fx=x 2 (A�B) _ x 2 (B � A)g :

2.2 Applications et relations d�équivalences

� Image directe et image réciproque

� L�image directe :

Soit f : E ! F une fonction et soit A � E. L�image de A par f est un sous-ensemble

de F , noté f (A), et est dé�nie par :

f (A) = ff (x) 2 F=x 2 Ag ;
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2.2. Applications et relations d�équivalences

on notera que f (A) � F , et que A et f (A) sont tous deux des ensembles.

� L�image réciproque :

Soit f : E ! F une fonction et soit B � F . L�image réciproque (ou préimage) de B

par f est le sous-ensemble de E, noté f�1 (B), dé�ni par :

f�1 (B) = fx 2 E=f (x) 2 Bg ;

on notera que f�1 (B) � E, et que B et f�1 (B) sont tous deux des ensembles.

� La surjection

Dé�nition 2.2.1 L�image f (E) de E par f est un sous-ensemble de F . Si chaque élé-

ment de F est l�image par f d�au moins un élément de E, alors f est dite surjective (ou

une surjection) de E vers F . Dans ce cas, on a : f (E) = F

f est surjective() (8y 2 F ); (9x 2 E) tel que f(x) = y:

� L�injection

Dé�nition 2.2.2 Lorsque deux éléments distincts de E correspondent, par f , à deux

images distinctes dans F , la fonction f est dite injective. On obtient alors les dé�nitions

équivalentes suivantes :

(f est injective), (8x1; x2 2 E; x1 6= x2 ) f (x1) 6= f (x2));

ou, de manière équivalente :

(f est injective), (8x1; x2 2 E; f (x1) = f (x2)) x1 = x2) :

� La bijection

Dé�nition 2.2.3 f est une fonction bijective si elle est à la fois injective et surjective,

ce qui signi�e que tout élément de F est l�image d�exactement un élément de E. f est

bijective si et seulement si :

(8y 2 F ) ; (9!x 2 E) ; (f (x) = y) :

(9! signi�e "il existe un unique").

Remarque 2.2.1 Lorsqu�une fonction f est bijective, cela signi�e que la fonction réci-

proque f�1 existe. la fonction f�1 est également bijective de F vers E et (f�1)�1 = f:
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2.3. Relations binaires dans un ensemble.

2.3 Relations binaires dans un ensemble.

Dé�nition 2.3.1 Soit x 2 E, y 2 F . Une relation R entre x et y est une correspondance

entre x et y. Le couple (x; y) véri�e la relation R, noté xRy. Si E = F , la relation est

dite binaire.

� Propriétés des relations binaires

Soit R une relation binaire sur l�ensemble E, et soient x; y; z 2 E. On dit que R est

une relation

(1) Ré�exive : (8x 2 E) ; (xRx).

(2) Symétrique : (8x 2 E) ; (8y 2 E) ; (xRy ) yRx).

(3) Antisymétrique : (8x 2 E) ; (8y 2 E) ; ((xRy) ^ (yRx))) (x = y).

(4) Transitive : (8x; y; z 2 E) ; ((xRy) ^ (yRz))) (xRz).

� Classe d�équivalence

Soit R une relation d�équivalence. On appelle classe d�équivalence d�un élément x 2 E

l�ensemble des éléments y 2 E qui sont en relation R avec x, notée Cx, où :

x = Cx =
:
x = fy 2 E=xRyg :

Dé�nition 2.3.2 L�ensemble des classes d�équivalence des éléments de E est appelé l�en-

semble quotient de E par R, noté E=R,

E=R = f
:
x=x 2 Eg :

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1 Considérons les ensembles suivants :

A = fa; b; cg ; B = ffa; bg ; cg ; C = fa; b; cg ; D = ffa; b; cgg ; E = fc; a; bg ; F =

ffag ; fbg ; cg :

(1) Quelles relations d�égalité ou d�inclusion existent entre ces ensembles ?

(2) Déterminer : A=B; B [ F et D \ E:

(3) Si l�ensemble universel est U = fa; b; c; fag ; fbg ; fa; bg ; fa; b; cgg, quel est le complé-

mentaire de A dans U ?
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2.4. Exercices

Solution 2.4.1 (1) Relations :

* Égalité : A = C = E (l�ordre des éléments n�a pas d�importance).

* Inclusion (�) : Aucune inclusion stricte non triviale entre ces ensembles (en dehors

des inclusions ré�exives A � A; etc:):

* Non-inclusion : A n�est pas inclus dans B car a 2 A mais a =2 B. D est un ensemble

contenant un seul élément (qui est lui-même un ensemble), donc il n�est pas un

sous-ensemble des autres d�une manière simple.

(2) Opérations :

* A=B = fa; bg (L�élément c est commun, mais a et b en tant qu�éléments individuels

ne sont pas dans B).

* B [ F = ffa; bg ; c; fag ; fbgg :

* D \ E = ; (Ils n�ont aucun élément en commun, D contient un ensemble, E contient

des éléments simples).

(3) Complémentaire :

Ac = U=A = ffag ; fbg ; fa; bg ; fa; b; cgg. Il contient tous les éléments de U qui ne sont

pas les éléments simples a, b ou c.

Exercice 2.4.2 On considère les ensembles suivants :

A = f2; 4; 6g ; B = ff2; 4g ; 6g ; C = ff2; 4; 6gg ; D = f2; 4; 6; f2g ; f4g ; f2; 4gg ;

E = f6; 2; 4g ; F = ff2g ; f4g ; 6g ; G = ff2; 4g ; f6g ; 6g ; H = f6; f2g ; f4gg :

(1) Quelles sont les relations d�égalité et d�inclusion entre ces ensembles ?

(2) Calculer : A=B; G [H et E=F:

(3) Déterminer le complémentaire de A dans D.

Solution 2.4.2 (1) Relations d�égalité et d�inclusion

* Égalité : A = E (les ensembles ont exactement les mêmes éléments, l�ordre n�a pas

d�importance), F = H (mêmes éléments : f2g ; f4g ; 6).

* Inclusions : A � D; car 2; 4; 6 2 D; E � D, puisque E = A; B � D (tous les éléments

de B sont dans D : f2; 4g 2 D et 6 2 D), B � G (tous les éléments de B sont dans

G : f2; 4g 2 G et 6 2 G), F � D (tous les éléments de F sont dans D), H � D

(tous les éléments de H sont dans D).
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2.4. Exercices

(2) * A=B :

A = f2; 4; 6g ; B = ff2; 4g ; 6g :

Seuls les éléments de A qui ne sont pas dans B : 2 =2 B et 4 =2 B (car B contient

l�ensemble f2; 4g mais pas 2 ni 4 individuellement), donc

A=B = f2; 4g :

* G [H :

G = ff2; 4g ; f6g ; 6g ; H = f6; f2g ; f4gg :

Union : tous les éléments distincts de G et H, donc

G [H = ff2; 4g ; f6g ; 6; f2g ; f4gg :

* E=F :

E = f6; 2; 4g ; F = ff2g ; f4g ; 6g :

6 2 F; donc exclus, 2 =2 F et 4 =2 F; donc

E=F = f2; 4g :

(3) Complémentaire de A dans D : Le complémentaire de A dans D est D=A:

D = f2; 4; 6; f2g ; f4g ; f2; 4gg ; A = f2; 4; 6g ;

donc

D=A = ff2g ; f4g ; f2; 4gg :

Exercice 2.4.3 Soient A, B et C trois sous-ensembles d�un ensemble E.

a) Démontrer que :

(1) (A \B) [Bc = A [Bc:

(2) (A�B)� C = A� (B [ C) :

(3) A� (B \ C) = (A�B) \ (A� C) :

b) Simpli�er :

(1) (A [B) \
�
C [ A

�
:
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2.4. Exercices

(2) (A \B) [
�
C \ A

�
:

Solution 2.4.3 Avant d�entamer la résolution, il est utile de rappeler que :

Pour tous ensembles A, B et C on a :

. Commutativité :

A \B = B \ A;

A [B = B [ A:

. Associativité :

A \ (B \ C) = (A \B) \ C;

A [ (B [ C) = (A [B) [ C:

. Distributivité :

A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C) ;

A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C) :

. Idempotence :

A [ A = A; A \ A = A:

. Lois de de Morgan :

(A [B)c = Ac \Bc;

(A \B)c = Ac [Bc:

a) (1)

(A \B) [Bc = A [Bc:

Soit

x 2 (A \B) [Bc , x 2 (A \B) _ x 2 Bc;

x 2 (A \B) [Bc , (x 2 A ^ x 2 B) _ (x =2 B)

, (x 2 A _ x =2 B) ^ (x 2 B _ x =2 B)

, x 2 (A [Bc) ^ x 2 (B [Bc)

, x 2 (A [Bc) \ E

, x 2 A [Bc:
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2.4. Exercices

Puisque E = B [Bc et que A [Bc est un sous-ensemble de E:

(2)

(A�B)� C = A� (B [ C) :

Soit

x 2 (A�B)� C;

on a :

x 2 (A�B)� C , (x 2 A ^ x =2 B) ^ (x =2 C)

, x 2 A ^ (x =2 B ^ x =2 C)

, x 2 A ^ (x 2 Bc \ Cc)

, x 2 A ^ x =2 (B [ C) (Lois Morgan)

, x 2 A� (B [ C) :

(3)

A� (B \ C) = (A�B) \ (A� C) :

x 2 A� (B \ C), (x 2 A ^ (x =2 B ^ x =2 C))

, (x 2 A ^ x =2 B) ^ (x 2 A ^ x =2 C)

, x 2 (A�B) ^ x 2 (A� C)

, x 2 (A�B) \ (A� C) :

b) (1)

(A [B) \
�
C [ A

�
:

(A [B) \
�
C [ A

�
=

�
A \B

�
\
�
C \ A

�
=

�
A \ A

�
\
�
B \ C

�
= ; \

�
B \ C

�
= ;:

(2) �
A \B

�
[
�
C \ A

�
:�

A \B
�
[
�
C \ A

�
=

�
A [B

�
[
�
C [ A

�
=

�
A [ A

�
[
�
B [ C

�
= E [

�
B [ C

�
= E:
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2.4. Exercices

Exercice 2.4.4 Soient E = [0; 1] ; F = [�1; 1] et G = [0; 2] trois intervalles de R.

On considère la fonction f de E dans G dé�nie par :

f (x) = 2� x;

et la fonction g de F dans G dé�nie par :

g (x) = x2 + 1:

(1) Déterminer : f
��

1
2

	�
; f�1 (f0g) ; g ([�1; 1]) ; g�1 ([0; 2]) :

(2) La fonction f est-elle bijective ? Justi�er.

(3) La fonction g est-elle bijective ? Justi�er.

Solution 2.4.4 (1) �

f

��
1

2

��
=

�
f (x) 2 [0; 2] =x = 1

2

�
;

f

�
1

2

�
=

3

2
2 [0; 2] ; alors

f

��
1

2

��
=

�
3

2

�
:

�

f�1 (f0g) = fx 2 [�1; 1] =f (x) = 0g ;

on a :

f (x) = 2� x = 0) x = 2 =2 [�1; 1] ;

donc :

f�1 (f0g) = ;:

�

g ([�1; 1]) = fg (x) 2 [0; 2] =x 2 [�1; 1]g ;

on a :

x 2 [�1; 0] [ ]0; 1] :

x 2 [�1; 0]) �1 � x � 0

) 0 � x2 � 1

) 1 � x2 + 1 � 2

) g (x) 2 [1; 2] � [0; 2] ;
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2.4. Exercices

d�où, g ([�1; 0]) = [1; 2] :

x 2 ]0; 1]) 0 < x � 1

) 0 < x2 � 1) 1 < x+ 1 � 2

) g (x) 2 ]1; 2] � [0; 2] ;

par conséquent g (]0; 1]) = ]1; 2] ; g ([�1; 1]) = [1; 2] :

�

g�1 ([0; 2]) = fx 2 [�1; 1] =g (x) 2 [0; 2]g ;

on a

g (x) 2 [0; 2]) 0 � x2 + 1 � 2

) �1 � x2 � 1

)
�
�1 � x2 � 0

�
_
�
0 � x2 � 1

�
;

L�inégalité �1 � x2 � 0 n�a aucune solution

0 � x2 � 1, 0 � jxj � 1, �1 � x � 1;

donc

g�1 ([0; 2]) = ; [ [�1; 1] = [�1; 1] :

(2) Puisque f�1 (f0g) = ;; c�est-à-dire que l�élément 0 2 [0; 2] n�a pas d�antécédent par

f dans [�1; 1], alors f n�est pas surjective et, par conséquent, n�est pas bijective.

(3) La fonction g est paire, donc g (�1) = g (1), mais �1 6= 1, donc g n�est pas in-

jective. Par conséquent, g ne peut pas être bijective. De plus, nous remarquons que

g ([�1; 1]) = [1; 2] 6= [0; 2], donc g n�est pas surjective. Ainsi, elle n�est pas non plus

bijective.

Exercice 2.4.5 On dé�nit la relation R sur R2 par :

(x; y)R (x0; y0), x+ y = x0 + y0:

(1) Montrer que R est une relation d�équivalence.

(2) Déterminer la classe d�équivalence du couple (0; 0).
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2.4. Exercices

Solution 2.4.5 Une relation R est une relation d�équivalence si et seulement si elle est

ré�exive, symétrique et transitive.

(1) * R est ré�exive si et seulement si 8 (x; y) 2 R2; (x; y)R (x; y) : Or,

(x; y)R (x; y), x+ y = x+ y;

ce qui est toujours vrai. Donc, R est ré�exive.

* R est symétrique si et seulement si

8 (x; y) ; (x0; y0) 2 R2; (x; y)R (x0; y0)) (x0; y0)R (x; y) ;

en e¤et,

(x; y)R (x0; y0) ) x+ y = x0 + y0

) x0 + y0 = x+ y

) (x0; y0)R (x; y) ;

donc, R est symétrique.

* R est transitive si et seulement si

8 (x; y) ; (x0; y0) ;
�
x
00
; y

00
�
2 R2; (x; y)R (x0; y0) ^ (x0; y0)R

�
x
00
; y

00
�

) (x; y)R
�
x
00
; y

00
�
;

en e¤et,

(x; y)R (x0; y0) ^ (x0; y0)R
�
x
00
; y

00
�
)

8>>><>>>:
x+ y = x0 + y0

^

x0 + y0 = x00 + y00

) x+ y = x00 + y00

) (x; y)R
�
x
00
; y

00
�
;

ainsi, R est transitive. On conclut donc que R est une relation d�équivalence.

(2) Cherchons la classe d�équivalence du couple (0; 0).

C ((0; 0)) =
�
(x; y) 2 R2= (x; y)R (0; 0)

	
=

�
(x; y) 2 R2=x+ y = 0

	
=

�
(x; y) 2 R2=y = �x

	
= f(x;�x) =x 2 Rg :
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2.4. Exercices

Exercice 2.4.6 On dé�nit la relation T sur R2 par :

(x; y)T (x0; y0), xy = x0y0:

(1) Montrer que T est une relation d�équivalence sur R2:

(2) Déterminer la classe d�équivalence du couple (1; 1) :

Solution 2.4.6 (1) Montrons que T est une relation d�équivalence sur R2:

* Ré�exivité : Pour tout (x; y) 2 R2, on a xy = xy, donc (x; y)T (x; y) :

* Symétrie : Soient (x; y) ; (x0; y0) 2 R2 tels que (x; y)T (x0; y0), c�est-à-dire xy = x0y0.

Alors x0y0 = xy; donc (x0; y0)T (x; y) :

* Transitivité : Soient (x; y) ; (x0; y0) ; (x00; y00) 2 R2 tels que (x; y)T (x0; y0) et (x0; y0)T (x00; y00),

c�est-à-dire xy = x0y0 et x0y0 = x00y00. Alors xy = x00y00; donc (x; y)T (x00; y00) : Ainsi,

T est ré�exive, symétrique et transitive, donc une relation d�équivalence.

(2) Classe d�équivalence de (1; 1) : Par dé�nition,

C ((1; 1)) =
�
(x; y) 2 R2= (x; y)T (1; 1)

	
:

Or

(x; y)T (1; 1), xy = 1� 1 = 1:

Donc

C ((1; 1)) =
�
(x; y) 2 R2=xy = 1

	
:

Cet ensemble correspond à l�hyperbole équilatère d�équation xy = 1 dans le plan, excluant

les points où x = 0 ou y = 0 ( car 0� y = 0 6= 1). On peut aussi l�écrire :

C ((1; 1)) =

��
x;
1

x

�
=x 2 R�

�
:

Exercice 2.4.7 On dé�nit sur R2 la relation T par :

(x; y)T (x0; y0), jx� x0j � y0 � y:

(1) Véri�er que T est une relation d�ordre. Cet ordre est-il total ?

(2) Pour (a; b) 2 R2, décrire l�ensemble

�
(x; y) 2 R2= (x; y)T (a; b)

	
:
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2.4. Exercices

Solution 2.4.7 La relation T est une relation d�ordre si et seulement si elle est ré�exive,

antisymétrique et transitive.

(1) * T est ré�exive si et seulement si 8 (x; y) 2 R2; (x; y)T (x; y) : Or,

(x; y)T (x; y), jx� xj � y � y ) 0 � 0;

donc, T est ré�exive.

* T est antisymétrique si et seulement si

8 (x; y) ; (x0; y0) 2 R2; ((x; y)T (x0; y0)) \ ((x0; y0)T (x; y))) (x; y) = (x0; y0) :

(x; y)T (x0; y0) \ (x0; y0)T (x; y) )

8>>><>>>:
jx� x0j � y0 � y

and

jx0 � xj � y � y0

) 2 jx� x0j � 0) jx� x0j = 0

) x = x0 ) y0 � y � 0 ^ y � y0 � 0

) y0 � y � 0 ^ y0 � y � 0

) y0 � y = 0) y = y0;

ainsi, (x; y) = (x0; y0), donc T est antisymétrique.

* T est transitive si et seulement si

8 (x; y) ; (x0; y0) ; (x00; y00) 2 R2; ((x; y)T (x0; y0))^((x0; y0)T (x00; y00))) (x; y)T
�
x
00
; y

00
�
:

(x; y)T (x0; y0) ^ (x0; y0)T (x00; y00) )

8>>><>>>:
jx� x0j � y0 � y

and

jx0 � x00j � y00 � y0

)

8>>><>>>:
�y0 + y � x� x0 � y0 � y

and

�y00 + y0 � x0 � x00 � y00 � y0

) �y00 + y � x� x00 � y00 � y

) jx� x00j � y00 � y

) (x; y)T (x00; y00) ;

par conséquent T est transitive. On conclut que T est une relation d�ordre.
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� Il convient de rappeler qu�une relation d�ordre sur un ensemble E est appelée un ordre

total si deux éléments quelconques de E sont comparables : 8x; y 2 E, on a xRy ou

yRx.

� Une relation d�ordre est appelée un ordre partiel si elle n�est pas un ordre total.

Dans le cas présent, cet ordre n�est pas total, car il existe par exemple (x; y) = (2; 3) et

(x0; y0) = (4; 3) tels que :

(x; y)T (x0; y0)) j2� 4j � 0;

ce qui est faux, et

(x0; y0)T (x; y)) j4� 2j � 0;

ce qui est également faux.

(2) Soit (a; b) 2 R2,. Déterminons l�ensemble�
(x; y) 2 R2= (x; y)T (a; b)

	
:

On a :

(x; y)T (a; b) , jx� aj � b� y

, (x� a)2 � (y � b)2 � 0

, [(x� a) + (y � b)] [(x� a)� (y � b)] � 0

, [(x� a+ y � b) � 0 ^ (x� a)� (y � b) < 0]

_ [(x� a+ y � b) < 0 ^ (x� a)� (y � b) � 0] :

Posons :

� Dp1 le demi-plan fermé d�équation (x� y � a+ b) � 0:

� Dp2 le demi-plan ouvert d�équation (x+ y � a� b) < 0:

� Dp3 le demi-plan ouvert d�équation (x� y � a+ b) < 0:

� Dp4 le demi-plan fermé d�équation (x+ y � a� b) � 0

Alors :

(a; b) =
�
(x; y) 2 R2= (x; y)T (a; b)

	
= (Dp1 \Dp2) [ (Dp3 \Dp4) :

Exercice 2.4.8 On dé�nit sur R2 la relation @ par :

(x; y)@ (x0; y0), x � x0 et y � y0:
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(1) Véri�er que @ est une relation d�ordre sur R2: Cet ordre est-il total ?

(2) Pour (a; b) 2 R2; décrire l�ensemble

�
(x; y) 2 R2= (x; y)@ (a; b)

	
:

Solution 2.4.8 (1) Véri�ons que @ est une relation d�ordre sur R2 :

* Ré�exivité : Pour tout (x; y) 2 R2; on a x � x et y � y; donc (x; y)@ (x; y) :

* Antisymétrie : Soient (x; y) ; (x0; y0) 2 R2 tels que (x; y)@ (x0; y0) et (x0; y0)@ (x; y) :

Alors

x � x0; y � y0 et x0 � x; y0 � y:

Donc

x = x0 et y = y0;

d�où

(x; y) = (x0; y0) :

* Transitivité : Soient (x; y) ; (x0; y0) ; (x00; y00) 2 R2 tels que (x; y)@ (x0; y0) et (x0; y0)@ (x00; y00) :

Alors

x � x0; y � y0 et x0 � x00; y0 � y00:

Par transitivité de � sur R; on obtient

x � x00 et y � y00;

donc

(x; y)@ (x00; y00) :

Ainsi, @ est bien une relation d�ordre.

L�ordre est-il total ? Non, cet ordre n�est pas total. Pour qu�il le soit, il faudrait que pour

tout couple (x; y) ; (x0; y0) 2 R2; on ait (x; y)@ (x0; y0) ou (x0; y0)@ (x; y) : Or, prenons

par exemple (1; 2) et (2; 1) :

� On n�a pas (1; 2)@ (2; 1) car 1 � 2 est vrai mais 2 � 1 est faux.

� On n�a pas (2; 1)@ (1; 2) car 2 � 1 est faux. Ces deux éléments ne sont pas comparables,

donc l�ordre n�est pas total.
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(2) Pour (a; b) 2 R2; l�ensemble

�
(x; y) 2 R2= (x; y)@ (a; b)

	
est dé�ni par les conditions x � a et y � b: Géométriquement, c�est l�ensemble des points

situés « en dessous et à gauche » de (a; b), bords inclus. On peut l�écrire comme le

produit cartésien :

]�1; a]� ]�1; b] :

Exercice 2.4.9 On dé�nit sur N� la relation suivante :

8 (n;m) 2 N� � N�; n?m, 9k 2 N� tel que n = km:

1) Montrer que la relation ? est un ordre partiel sur N�:

2) Dans la suite, on suppose que N� est ordonné par la relation ?:

a) N� admet-il un maximum? Un minimum?

b) L�ensemble A = f4; 5; 6; 7; 8; 9; 10g admet-il : un maximum? un minimum? une

borne supérieure (supremum)? une borne inférieure (in�mum)?

Solution 2.4.9 On dé�nit sur N� la relation suivante :

8 (n;m) 2 N� � N�; n?m, 9k 2 N� tel que n = km:

Cette relation signi�e que m est un diviseur de n.

1) Montrons que la relation ? est une relation d�ordre partiel sur N�:

. La ré�exivité : Pour montrer la ré�exivité il su¢ t de prendre k = 1. Alors, on a

n?n:

. On dit que ? est une relation antisymétrie si et seulement si :

8 (n;m) 2 N� � N�; si n?m et m?n) n = m:

Alors, supposont que n?m et m?n ,8<: il existe un k 2 N� tel que n = km

il existe un k0 2 N� tel que m = k0n
;
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ainsi n = km = k (k0n) ; ce implique n = kk0n; d�où kk0 = 1 et comme k et k0 2 N�;

on déduit que k = k0 = 1: D�où n = m:

. La transitivité : Soit n;m et l dans N�: Si n?m et m?l, alors :8<: il existe un k 2 N� tel que n = km

il existe un k0 2 N� tel que m = k0l
;

ce qui implique n = km = kk0l; ainsi il existe un k00 = kk0 2 N� tel que n = k00l )

n?l: Par conséquent, la relation est transitive. On en déduit que cette relation

est une relation d�ordre, mais partiel, car il existe des couples (x; y) qui ne sont

pas en relation, par exemple (4; 3) (5; 7) :

2) a) * On dit que l�ensemble N� possède un majorant N pour la relation ? si

8n 2 N�; on a n?N ,

9k 2 N� tel que n = kN;

donc, il su¢ t de prendre N = 1; car pour tout n 2 N� il existe toujours un

k = n tel que n = n:1:

* On dit que l�ensemble N� possède un minorant m pour la relation ? si

8n 2 N�; on a m?n,

9k 2 N� tel que m = kn;

donc, le m est multiple de tous les entiers naturels non nuls, cette élément ne

poura jamais exister, puisqu�il y a une in�nité de nombres entiers non nuls

dans N�: S�il n�y a pas de minorant, il n�existe pas, non plus, de minimum,

car le maximum d�un ensemble ordonné, quand il existe, est le plus petit

des minorant.

b) L�ensemble A = f4; 5; 6; 7; 8; 9; 10g admet-il : un maximum? un minimum?

une borne supérieure (supremum)? une borne inférieure (in�mum)?

* Comme le seul diviseur commun pour les éléments de A est 1: Alors le

majorant de A est 1, car pour tout éléments n de A il existe un k 2 A tel

que n?N; cest à dire :

8n 2 A;9k = n 2 N� tel que n = n:1;
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et on dit aussi que 1 est la borne supérieure de A car c�est le seul et le plus

petit dans N� mais il ne peut pas être un maximum du fait que 1 =2 A:

* On dit que l�ensemble A possède un minorant m pour la relation ? si

8n 2 A; on a m?n, il existe un k 2 N� tel que m = kn;

ceci dit m est le multiple de tous les éléments de A, c�est ce qu�on appelle le

plus petit multiple commun, ou P:P:C:M . On l�obtient en décomposant les

éléments de A en facteurs premiers :

m = 23 � 5� 32 � 7 = 2520 =2 A:

Donc le 2520 est minorant de A ce n�est pas minimum car 2520 =2 A:
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CHAPITRE

3 Structures algébriques

Un rappel sur les structures algébriques est proposé en introduction aux exercices.

3.1 Groupe

Dé�nition 3.1.1 (Groupe) Soit G un ensemble muni d�une loi de composition �. On dit

que (G; �) est un groupe si :

1. La loi � est interne,

8x; y 2 G; x � y 2 G:

2. La loi � est associative,

8x; y; z 2 G; (x � y) � z = x � (y � z) :

3. � admet un élément neutre,

9e 2 G; 8x 2 G; x � e = e � x = x:

4. Tout élément de G admet un symétrique dans G;

8x 2 G; 9x0 2 G; x � x0 = x0 � x = e:

Si � est commutative, c�est-à-dire si

8x; y 2 G; x � y = y � z;

on dit que (G; �) est un groupe commutatif (ou groupe abélien).
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3.2 Anneau

Dé�nition 3.2.1 (Anneau) Soit A un ensemble muni de deux lois de composition in-

ternes �; �, on dit que (A; �; �) est un anneau si :

1. (A; �) est un groupe commutatif.

2. 8x; y; z 2 A;

x� (y � z) = (x�y) � (x�z) et (x � y) �z = (x�z) � (y�z) ;

(distributivité à droite et à gauche).

3. � est associative.

- Si, de plus, � est commutative, on dit que (A; �; �) est un anneau commutatif.

- Si � possède un élément neutre (ou élément identité), on dit que (A; �; �) est un

anneau unitaire.

3.3 Corps

Dé�nition 3.3.1 (Corps) Soit | un ensemble muni de deux lois de composition internes

�; �, on dit que (|; �; �) est un corps si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. (|; �; �) est un anneau unitaire.

2. (|� feg; �) est un groupe, où e est l�élément neutre de �:

- Si de plus � est commutative, on dit que (|; �; �) est un corps commutatif.

3.4 Exercices

Exercice 3.4.1 Soit � une loi dé�nie sur R par :

x � y = xy +
�
x2 � 1

� �
y2 � 1

�
1. Véri�er que � est commutative, non associative, et admet un élément neutre.

2. Résoudre les équations suivantes : 2 � y = 5; x � x = 1:
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Solution 3.4.1 1.

� est commutative si et seulement si :

8x; y 2 R; x � y = y � x:

x � y = xy + (x2 � 1) (y2 � 1) = yx+ (y2 � 1) (x2 � 1) = y � x:

Ceci est vrai car le produit et la somme sont commutatifs.

� n�est pas associative. Supposons par l�absurde qu�elle l�est, c�est-à-dire :

8x; y; z 2 R; (x � y) � z = x � (y � z) :

(x � y) � z =
�
xy +

�
x2 � 1

� �
y2 � 1

��
� z (3.4.1)

=
�
xy +

�
x2 � 1

� �
y2 � 1

��
z +

��
xy +

�
x2 � 1

� �
y2 � 1

��2 � 1� �z2 � 1�
= xyz +

�
x2 � 1

� �
y2 � 1

�
z + x2y2

�
z2 � 1

�
+ 2xy

�
x2 � 1

� �
y2 � 1

� �
z2 � 1

�
+
�
x2 � 1

�2 �
y2 � 1

�2 �
z2 � 1

�
�
�
z2 � 1

�
x � (y � z) = x �

�
yz +

�
y2 � 1

� �
z2 � 1

��
(3.4.2)

= x
�
yz +

�
y2 � 1

� �
z2 � 1

��
+
�
x2 � 1

� ��
yz +

�
y2 � 1

� �
z2 � 1

��2 � 1�
= xyz + x

�
y2 � 1

� �
z2 � 1

�
+
�
x2 � 1

�
y2z2 + 2yz

�
x2 � 1

� �
y2 � 1

� �
z2 � 1

�
+
�
x2 � 1

� �
y2 � 1

�2 �
z2 � 1

�2 � �x2 � 1�
contradiction (3.4.1)6=(3.4.2) donc � n�est pas associative.

� admet un élément neutre si et seulement si

9e 2 R;8x 2 R; x � e = e � x = x:

Il su¢ t de considérer une seule équation car la loi est commutative.

8x 2 R; x � e = x

) 8x 2 R; xe+
�
x2 � 1

� �
e2 � 1

�
= x

) 8x 2 R; (e� 1)
�
x+

�
x2 � 1

�
(e+ 1)

�
= 0:

On obtient alors 8>>><>>>:
e� 1 = 0

ou

8x 2 R; x+ (x2 � 1) (e+ 1) = 0

:
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On sait qu�un polynôme est nul 8x si et seulement si tous ses coe¢ cients sont nuls,

étant donné que le coe¢ cient de x est 1 6= 0, le polynôme ne peut pas être identiquement

nul. Il s�ensuit que la condition est satisfaite uniquement pour e = 1. Ainsi, e = 1 est bien

l�élément neutre.

2.

2 � y = 5) 2y + 3 (y2 � 1) = 5) y = 4
3
ou y = �2:

x � x = 1) x2 + (x2 � 1)2 = 0) x = 0; x = 1 ou x = �1:

Exercice 3.4.2 On considère une loi de composition interne sur R dé�nie par : 8a; b 2

R :

a � b = a+ b+ 1
6
:

1. Montrer que (R; �) est un groupe abélien.

2. On considère les deux applications dé�nies de (R; �) vers (R;+) par :

g (x) = 3x et h (x) = 3x+
1

2
:

Ces applications sont-elles des morphismes de groupes ?

Solution 3.4.2 1. Montrons que (R; �) est un groupe abélien.

� � est commutative si et seulement si :

8a; b 2 R; a � b = b � a:

On a

a � b = a+ b+ 1
6
= b+ a+

1

6
= b � a;

donc l�opération � est commutative.

� � est associative si et seulement si :

8a; b; c 2 R; (a � b) � c = a � (b � c) :

On a

(a � b) � c =

�
a+ b+

1

6

�
� c = a+ b+ 1

6
+ c+

1

6

= a+ b+ c+
1

3
:
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Et

a � (b � c) = a �
�
b+ c+

1

6

�
= a+ b+ c+

1

6
+
1

6

= a+ b+ c+
1

3
:

Ainsi, � est associative.

� Puisque l�opération est commutative, il su¢ t de trouver l�existence d�un élément

e 2 R tel que, pour tout a 2 R, on a a � e = a. Alors,

a � e = a+ e+ 1
6
= a;

puis,

e = �1
6
2 R:

� Pour l�élément inverse, on doit véri�er que

8a 2 R;9a0 2 R; a � a0 = e = �1
6
:

donc

a � a0 = a+ a0 + 1
6
= �1

6
;

d�où

a0 = �1
3
� a 2 R:

On conclut donc que (R; �) est un groupe abélien.

2. Pour répondre à la question (2), il est nécessaire de rappeler et d�appliquer la dé�nition

d�un morphisme de groupes.

� Soient (G; �) et (G0; �) deux groupes. Une application f : G ! G0 est un morphisme

de groupes si :

8x; x0 2 G; f (x � x0) = f (x) � f (x0) :

Dans le cas présent : On dit que g est un morphisme de groupes si et seulement si

8x; y 2 R : g (x � y) = g (x) + g (y) :

On a

g (x � y) = 3 (x � y) = 3
�
x+ y +

1

6

�
= 3x+ 3y +

1

2
:
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Or

g (x) + g (y) = 3x+ 3y:

Ainsi, g n�est pas un morphisme de groupes.

Soient x; y 2 R; alors

h (x � y) = 3 (x � y) + 1
2

= 3

�
x+ y +

1

6

�
+
1

2
= 3x+ 3y + 1:

Et

h (x) + h (y) = 3x+
1

2
+ 3y +

1

2

= 3x+ 3y + 1:

Ainsi, h est un morphisme de groupes.

Exercice 3.4.3 Soit

F = ffa;b : R! R=a 2 R�; b 2 Rg ;

où chaque fonction est dé�nie par

fa;b (x) = ax+ b:

On munit F de l�opération de composition des fonctions, notée �.

Montrer que (F; �) est un groupe non commutatif.

Solution 3.4.3 1) 8fa1;b1 ; fa2;b2 2 F;

fa1;b1 � fa2;b2 = fa1;b1 (fa2;b2 (x)) = fa1;b1 (a2x+ b2)

= a1 (a2x+ b2) + b1 = a1a2x+ a1b2 + b1

= Ax+B;

Comme a1; a2 2 R�, on a A = a1a2 2 R�, et B = a1b2 + b1 2 R: Ainsi, Ax+B 2 F .

2) 8fa1;b1 ; fa2;b2 et fa3;b3 2 F;

�

(fa1;b1 � fa2;b2) � fa3;b3 = (a1a2x+ a1b2 + b1) � (a3x+ b3)

= a1a2 (a3x+ b3) + a1b2 + b1

= a1a2a3x+ a1a2b3 + a1b2 + b1:
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�

fa1;b1 � (fa2;b2 � fa3;b3) = fa1;b1 � (a2 (a3x+ b3) + b2)

= fa1;b1 � (a2a3x+ a2b3 + b2)

= a1a2a3x+ a1a2b3 + a1b2 + b1:

3) 9 fa0;b0 2 F;8fa;b 2 F;

fa;b � fa0;b0 = fa0;b0 � fa;b = fa;b;

) a (a0x+ b0) + b = ax+ b

) aa0x+ ab0 + b = ax+ b

)

8<: aa0 = a

ab0 + b = b
)

8<: a0 = 1

b0 = 0
;

ainsi, (x est l�élément neutre).

4) 8fa;b 2 F;9fa0;b0 2 F;

fa;b � fa0;b0 = fa0;b0 � fa;b = x

) aa0x+ ab0 + b = x

)

8<: aa0 = 1

ab0 + b = 0
)

8<: a0 = 1
a

b0 = � b
a

;

ainsi, (1
a
x� b

a
est l�élément inverse). Mais : 8fa;b; fa0;b0 2 F;

fa;b � fa0;b0 = aa0x+ ab0 + b;

et

fa0;b0 � fa;b = a0 (ax+ b) + b0 = a0ax+ a0b+ b0:

Par conséquent, F est non commutatif.

Exercice 3.4.4 Montrer que l�ensemble

G = ]�1; 1[ ;

muni de l�opération

x � y = x+ y

1 + xy
;

forme un groupe.
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Solution 3.4.4 Nous cherchons à prouver que (G; �) est un groupe en véri�ant les quatre

axiomes de groupe :

� Il faut montrer que si x; y 2 G, alors x � y 2 G, i.e.,

�1 < x � y = x+ y

1 + xy
< 1:

Commençons par
x+ y

1 + xy

?
< 1) x+ y

1 + xy
� 1 < 0;

on obtient

x+ y

1 + xy
� 1 =

x+ y � 1� xy
1 + xy

=
(x� 1)� y (x� 1)

1 + xy
=
(x� 1) (1� y)

1 + xy
;

puisque x; y 2 ]�1; 1[ ; on a8>>><>>>:
jxj < 1

et

jyj < 1

) jxyj < 1) �1 < xy < 1) 1 + xy > 0;

donc le dénominateur est positif. Maintenant, considérons :

x 2 ]�1; 1[) �1 < x < 1) x� 1 < 0;

et

y 2 ]�1; 1[) �1 < y < 1

) �1 < �y < 1) 0 < 1� y;

ainsi,

(x� 1) (1� y) < 0;

on conclut que
(x� 1) (1� y)

1 + xy
< 0;

donc
x+ y

1 + xy
< 1:

De même pour :
x+ y

1 + xy
> �1:
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� Il faut montrer que pour tous x; y; z 2 G :

(x � y) � z = x � (y � z) :

Calculons le membre gauche :

(x � y) � z =

�
x+ y

1 + xy

�
� z =

x+y
1+xy

+ z

1 +
�
x+y
1+xy

�
z

=

x+y+z+xyz
1+xy

1+xy+xz+yz
1+xy

=
x+ y + z + xyz

1 + xy + xz + yz
:

Calculons le membre droit :

x � (y � z) = x �
�
y + z

1 + yz

�
=

x+ y+z
1+yz

1 + x
�
y+z
1+yz

�
=

x+xyz+y+z
1+yz

1+yz+xy+xz
1+yz

=
x+ y + z + xyz

1 + xy + xz + yz
:

Les deux expressions sont égales, donc l�associativité est véri�ée.

� On cherche e 2 ]�1; 1[ tel que pour tout x 2 ]�1; 1[ :

x � e = e � x = x:

Calculons :

x � e =
x+ e

1 + xe
= x) x+ e = x+ x2e

) e
�
x2 � 1

�
= 0;

puisque x2 � 1 6= 0 pour x 2 ]�1; 1[ ; on doit avoir e = 0; ainsi, l�élément neutre est 0.

� Pour chaque x 2 ]�1; 1[, on cherche y 2 ]�1; 1[ tel que :

x � y = y � x = 0) x+ y

1 + xy
= 0

) x+ y = 0) y = �x;

ainsi, tout élément x admet un inverse �x, nous avons véri�é les quatre axiomes de

groupe, par conséquent, (G; �) est un groupe.

Exercice 3.4.5 On dé�nit sur G = R� � R une loi de composition interne ? par :

8 (x; y) ; (x0; y0) 2 G; (x; y) ? (x0; y0) = (xx0; xy0 + y) :

Montrer que (G;?) est un groupe non commutatif.
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Solution 3.4.5 (G;?) est un groupe si et seulement si :8>>><>>>:
? est associative

? admet un élément neutre

Tout élément de G admet un inverse dans G

(i) ? est associative si et seulement si :

8 (x; y) ; (x0; y0) ; (x00; y00) 2 G; [(x; y) ? (x0; y0)] ? (x00; y00) ?
= (x; y) ? [(x0; y0) ? (x00; y00)]

[(x; y) ? (x0; y0)] ? (x00; y00) = (xx0; xy0 + y) ? (x00; y00) (3.4.3)

= (xx0x00; xx0y00 + xy0 + y)

(x; y) ? [(x0; y0) ? (x00; y00)] = (x; y) ? (x0x00; x0y00 + y0) (3.4.4)

= (xx0x00; xx0y00 + xy0 + y)

(3.4.3)=(3.4.4) donc, ? est associative.

(ii) (e; e0) 2 G est un élément neutre de G si et seulement si

8 (x; y) 2 G; (x; y) ? (e; e0) = (e; e0) ? (x; y) = (x; y)

8<: (x; y) ? (e; e0) = (x; y)

(e; e0) ? (x; y) = (x; y)

)

8<: (xe; xe0 + y) = (x; y)

(ex; ey + e0) = (x; y)

)

8>>>>>><>>>>>>:

xe = x

xe0 + y = y

ex = x

ey + e0 = y

)

8<: e = 1 2 R�; x 6= 0

e0 = 0 2 R;

ainsi, (e; e0) = (1; 0) 2 G est l�élément neutre.
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(iii)

8 (x; y) 2 G; 9 (x0; y0) 2 G; (x; y) ? (x0; y0) = (x0; y0) ? (x; y) = (e; e0) = (1; 0) :

8<: (x; y) ? (x0; y0) = (1; 0)

(x0; y0) ? (x; y) = (1; 0)

)

8<: (xx0; xy0 + y) = (1; 0)

(x0x; x0y + y0) = (1; 0)

)

8>>>>>><>>>>>>:

xx0 = 1

xy0 + y = 0

x0x = 1

x0y + y0 = 0

)

8<: x0 = 1
x
2 R�; x 6= 0

y0 = � y
x
2 R; x 6= 0

ainsi, le symétrique de (x; y) 2 G est (x0; y0) =
�
1
x
;� y

x

�
2 G; donc (G;?) est un groupe.

(iv) ? est non commutative si et seulement si

9 (x; y) = (3; 0) 2 G; 9 (x0; y0) = (2; 2) 2 G; (x; y) ? (x0; y0) 6= (x0; y0) ? (x; y) :8<: (3; 0) ? (2; 2) = (6; 6)

(2; 2) ? (3; 0) = (6; 2)
;

On en conclut que (G;?) est un groupe non commutatif.

Exercice 3.4.6 Montrer que l�ensemble F = f2n=n 2 Zg est un sous-groupe de (R�;�) :

Solution 3.4.6 Un sous-ensemble H d�un groupe G est un sous-groupe si et seulement

si :

� eG 2 H:

� Pour tous a; b 2 H; le produit a:b 2 H:

� Pour tout a 2 H; l�inverse a�1 2 H:

* Prenons n = 0. Alors 20 = 1 2 F . Donc F 6= ;:

* Soient a; b 2 F . Alors il existe des entiers m;n 2 Z tels que

a = 2m; b = 2n:
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Leur produit est

a� b = 2m � 2n = 2m+n:

Puisque m+ n 2 Z; on a 2m+n 2 F: Ainsi, F est stable pour la multiplication.

* Soit a 2 F: Alors a = 2n pour un certain n 2 Z: L�inverse de a dans R� est

a�1 =
1

2n
= 2�n:

Puisque �n 2 Z, on a 2�n 2 F . Donc tout élément de F possède un inverse dans F .

Puisque F est non vide, stable pour la multiplication et que tout élément admet un inverse,

alors, F est un sous-groupe de (R�;�) :

Exercice 3.4.7 Montrer que si H et H 0 sont deux sous-groupes de (G; �), alors H \H 0

est aussi un sous-groupe.

Solution 3.4.7 Soit H et H 0 deux sous-groupes de (G; �). Montrons que H\H 0 est aussi

un sous-groupe.

* Comme H et H 0 sont des sous-groupes, ils contiennent tous les deux l�élément neutre

e de G. Donc,

e 2 H et e 2 H 0; ce qui implique e 2 H \H 0:

Ainsi, H \H 0 6= ;:

* Soient a; b 2 H \ H 0. Alors a; b 2 H et a; b 2 H 0: Puisque H est un sous-groupe,

a � b 2 H. De même, puisque H 0 est un sous-groupe, a � b 2 H 0. Par conséquent, a � b 2

H \H 0:

* Soit a 2 H \H 0. Alors a 2 H et a 2 H 0: Comme H est un sous-groupe, a�1 2 H.

De même, comme H 0 est un sous-groupe, a�1 2 H 0. Donc, a�1 2 H \H 0. Par conséquent,

H \H 0 est un sous-groupe de (G; �) :

Exercice 3.4.8 Soient � et � deux lois de composition interne dé�nies par :

8x; y 2 R; x � y = x+ y � 2 et x � y = x+ y � xy

(R; �; �) est-il un anneau?

Solution 3.4.8 Pour établir que (R; �; �) forme un anneau, la première étape est de vé-

ri�er que (R; �) est un groupe commutatif.
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1- (R; �) est un groupe commutatif si et seulement si :

-8x; y 2 R; x � y = x+ y � 2 2 R:

-8x; y; z 2 R;

(x � y) � z = (x+ y � 2) � z = x+ y + z � 4; (3.4.5)

x � (y � z) = x � (y + z � 2) = x+ y + z � 4; (3.4.6)

(3.4.5)=(3.4.6), donc l�associativité est véri�ée pour �.

-9e 2 R;8x 2 R;

x � e = e � x = x) x+ e� 2 = x) e = 2:

-8x 2 R;9x0 2 R;

x � x0 = x0 � x = 2) x+ x0 � 2 = 2) x0 = 4� x:

-8x; y 2 R;

x � y = x+ y � 2 = y + x� 2 = y � x:

Par conséquent, (R; �) est un groupe commutatif.

2- 8x; y; z 2 R;

x � (y � z) = x � (y + z � 2) = x+ y + z � 2� xy � xz + 2x (3.4.7)

= 3x+ y + z � xy � xz � 2;

et

(x � y) � (x � z) = (x+ y � xy) � (x+ z � xz) (3.4.8)

= x+ y � xy + x+ z � xz � 2

= 2x+ y + z � xy � xz � 2:

(3.4.7) 6=(3.4.8), donc � n�est pas distributive par rapport à � ) (R; �; �) n�est pas un

anneau.

Exercice 3.4.9 Soit

Z
hp
2
i
=
n
a+ b

p
2; a; b 2 Z

o
:
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1. Montrer que
�
Z
�p
2
�
;+; :

�
est un anneau.

2. On note N
�
a+ b

p
2
�
= a2 � 2b2; Montrer que pour tous x; y 2 Z

�p
2
�
; on a

N (xy) = N (x)N (y) :

3. En déduire qu�un élément x 2 Z
�p
2
�
est inversible si et seulement si N (x) = +1 ou

N (x) = �1:

4. Montrer que 1 +
p
2 est inversible. Quel est son inverse ?

Solution 3.4.9 1. Puisque Z
�p
2
�
� R; nous montrons que Z

�p
2
�
est un sous-anneau

de l�anneau (R;+; :) : En e¤et,

(i) Z
�p
2
�
6= ;; car 0 = 0 + 0

p
2 2 Z

�p
2
�
:

(ii) 8a + b
p
2; c + d

p
2 2 Z

�p
2
�
;
�
a+ b

p
2
�
�
�
c+ d

p
2
�
= (a� c) + (b� d)

p
2 2

Z
�p
2
�
:

(iii) 8a+ b
p
2; c+ d

p
2 2 Z

�p
2
�
;
�
a+ b

p
2
� �
c+ d

p
2
�
= (ac+ 2bd)+ (ad+ bc)

p
2 2

Z
�p
2
�
:

2. On a

N (xy) = (ac+ 2bd)2 � 2 (ad+ bc)2 = a2c2 � 2a2d2 � 2b2c2 + 4b2d2;

et

N (x)N (y) =
�
a2 � 2b2

� �
c2 � 2d2

�
= a2c2 � 2a2d2 � 2b2c2 + 4b2d2:

Ainsi,

N (xy) = N (x)N (y) :

3. x 2 Z
�p
2
�
est inversible , 9y 2 Z

�p
2
�
; xy = 1, N (xy) = 1, N (x)N (y) =

1, N (x) = +1 ou N (x) = �1:

4. Puisque N
�
1 +
p
2
�
= �1; d�après 3) 1+

p
2 est inversible. Si a+ b

p
2 est l�inverse

de 1 +
p
2 )

�
1 +
p
2
� �
a+ b

p
2
�
= 1 ) (a+ 2b� 1) + (a+ b)

p
2 = 0 ) a + 2b � 1 =

a+ b = 0) b = 1 et a = �1:

Exercice 3.4.10 Soit f : (Z;+)! (Q�;�) dé�nie par

f (n) = 2n:

1. Montrer que f est un morphisme de groupes.
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2. Déterminer le noyau de f , f est-elle injective ? surjective ?

Solution 3.4.10 1. Nous avons la fonction :

f : (Z;+)! (Q�;�) ; f (n) = 2n:

Pour montrer que f est un morphisme de groupes, on véri�e :

f (n+m) = 2n+m = 2n � 2m = f (n)� f (m) :

Ainsi, f est un morphisme de groupes.

2. Noyau de f :

ker (f) = fn 2 Z=f (n) = 1g = fn 2 Z=2n = 1g ;

Puisque 2n = 1 uniquement lorsque n = 0; nous avons

ker (f) = f0g :

Injectivité :

Un morphisme de groupes est injectif si et seulement si son noyau est trivial. Puisque

ker (f) = f0g ; le morphisme f est injectif.

Surjectivité :

L�image de f est :

f (Z) =
�
:::;
1

4
;
1

2
; 1; 2; 4; :::

�
:

Cet ensemble ne comprend pas tous les nombres rationnels (par exemple, 3 n�en fait pas

partie), donc f n�est pas surjective.
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CHAPITRE

4 Notion d�espace vectoriel

sur le corps commutatif |

Avant de passer aux exercices, voici quelques dé�nitions essentielles.

4.1 Espace vectoriel et sous-espace vectoriel

Soit | un corps commutatif (en général R ou C), et soit E un ensemble non vide muni

d�une loi de composition interne que l�on note (+) :

(+) : E � E ! E

(x; y)! x+ y

et d�une loi de composition externe notée (�) :

(:) : |� E ! E

(�; x)! �:x

Dé�nition 4.1.1 (Espace vectoriel) Un espace vectoriel sur le corps | ou un |-espace

vectoriel est un triplet (E;+; :) tel que :

(1) (E;+) est un groupe commutatif.

(2) 8� 2 |; 8x; y 2 E; �: (x+ y) = �:x+ �:y:

(3) 8�; � 2 |; 8x 2 E; (�+ �) :x = �:x+ �:x:

(4) 8�; � 2 |; 8x 2 E; (�:�) :x = �: (�:x) :

(5) 8x 2 E; 1|:x = x:

Les éléments de l�espace vectoriel sont appelés vecteurs, et ceux de | sont appelés sca-

laires.
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4.2. Familles génératrices, familles libres et bases

Dé�nition 4.1.2 (Sous-espace vectoriel) Soit (E;+; :) un |-espace vectoriel et F �

E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si F est lui-même un |-espace vectoriel.

Théorème 4.1.1 Soit (E;+; :) un |-espace vectoriel, et soit F � E une partie non vide.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) F est un sous espace vectoriel de E:

(2) F est stable par l�addition et par la multiplication c�est à dire :

8x; y 2 F;8� 2 |; x+ y 2 F; �:x 2 F:

(3) 8x; y 2 F;8�; � 2 |; �:x+ �:y 2 F; d�où :

F est s.e.v,

8<: F 6= ;;

8x; y 2 F;8�; � 2 |; �:x+ �:y 2 F:

(4) 8x; y 2 F;8�; � 2 |; �:x+ �:y 2 F; d�où :

F est s.e.v,

8<: 0E 2 F;

8x; y 2 F;8�; � 2 |; �:x+ �:y 2 F:

4.2 Familles génératrices, familles libres et bases

Dé�nition 4.2.1 Soit E un espace vectoriel, et soient e1; e2; :::; en des éléments de E;

(1) On dit que la famille fe1; e2; :::; eng est libre ou linéairement indépendante si, pour

tous �1; �2; :::; �n 2 | :

�1e1 + �2e2 + :::+ �nen = 0) �1 = �2 = ::: = �n = 0; unique solution.

Sinon, on dit qu�elle est linéairement dépendante.

(2) On dit que fe1; e2; :::; eng est une famille génératrice de E, ou que E est engendré par

fe1; e2; :::; eng si pour tout x 2 E; 9�1; �2; :::; �n 2 |,

x = �1e1 + �2e2 + :::+ �nen:

(3) Si fe1; e2; :::; eng est à la fois une famille libre et une famille génératrice de E, alors

on appelle fe1; e2; :::; eng une base de E.
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Dé�nition 4.2.2 Soit E un |-espace vectoriel de base B = fe1; e2; :::; eng. Alors dim (E) =

Card (B).

Remarque 4.2.1 Ainsi, trouver une base d�un espace vectoriel E revient à trouver une

famille de vecteurs de E qui forme une famille libre et génératrice de E. Le nombre

d�éléments de cette famille représente la dimension de E dimE:

4.3 Notion d�application linéaire

Dé�nition 4.3.1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur |: Une application f de E

dans F est dite linéaire si :

8x; y 2 E; 8� 2 |;

* f (x+ y) = f (x) + f (y) ;

* f (�x) = �f (x) ;

ou de manière équivalente :

8x; y 2 E; 8�; � 2 |; f (�x+ �y) = �f (x) + �f (y) :

Dé�nition 4.3.2 Soit f : E ! F une application linéaire.

(1) L�image de f , notée Im f , est l�ensemble dé�ni par :

Im f = fy 2 F=9x 2 E : f (x) = yg = ff (x) =x 2 Eg :

(2) Le noyau de f (noté ker f) est l�ensemble dé�ni par :

ker f = fx 2 E=f (x) = 0Fg ;

Le noyau ker f s�écrit parfois f�1 (f0g) :

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1 Étudier si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels :

1. E1 = f(x; y; z) 2 R3=x+ y = 0g ;

2. E2 = f(x; y; z) 2 R3=x� y + z = 0g ;
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3. E3 = f(x; y) 2 R2=x2 + xy � 0g ;

4. E4 = f(x; y) 2 R2=x2 + y2 � 1g ;

5. E5 = ff 2 F (R;R) =f est croissanteg ;

6. E6 = f(x; y; z) 2 R3=x+ z + 2 = 0g ;

Solution 4.4.1 1- E1 est un sous-espace vectoriel si et seulement si :8>>><>>>:
0R3 2 E1

8u; v 2 E1; u+ v 2 E1
8� 2 R; u 2 E1; �u 2 E1

- 0R3 = (0; 0; 0) 2 E1; car 0 + 0 = 0:

- 8u (x; y; z) ; v (x0; y0; z0) 2 E1 )

8<: x+ y = 0;

x0 + y0 = 0
) (x+ x0) + (y + y0) = 0

) u+ v 2 E1:

- 8� 2 R; u (x; y; z) 2 E1 ) x + y = 0 ) �x + �y = 0 ) �u 2 E1: Par conséquent,

E1 est un sous-espace vectoriel.

2- E2 est un sous-espace vectoriel, car

- 0R3 = (0; 0; 0) 2 E2; car 0� 0 + 0 = 0:

- 8u (x; y; z) ; v (x0; y0; z0) 2 E2 )

8<: x� y + z = 0;

x0 � y0 + z0 = 0
) (x+ x0)�(y + y0)+(z + z0) = 0

) u+ v 2 E2:

- 8� 2 R; u (x; y; z) 2 E2 ) x � y + z = 0 ) �x � �y + �z = 0 ) �u 2 E2: Nous

concluons que E2 est un sous-espace vectoriel.

3- E3 n�est pas un sous-espace vectoriel, car on a

u (1; 2) ; v (�2; 1) 2 E3;

mais

u+ v (�1; 3) =2 E3; car (�1)2 + 3 (�1) = �2 < 0:

4- E4 n�est pas un sous-espace vectoriel, car on a

0R2 = (0; 0) =2 E4 puisque 02 + 02 = 0 < 1:
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5- E5 n�est pas un sous-espace vectoriel, car si l�on prend � = �1) la fonction �f n�est

pas une fonction croissante.

6- E6 n�est pas un sous-espace vectoriel, car on a

0R3 =2 E6 car, 0 + 0 + 2 = 2 6= 0:

Exercice 4.4.2 Considérons les ensembles suivants :

E1 =
�
(x; y; z) 2 R3=x+ y + z = 0

	
et

E2 =
�
(x; y; z) 2 R3=x� y = x+ z = 0

	
:

1. Montrer que E1 et E2 sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Trouver une base de E1 et une base de E2, et en déduire dim (E1) et dim (E2) :

Solution 4.4.2 1. E1 est un sous-espace vectoriel, car

- 0R3 = (0; 0; 0) 2 E1; puisque 0 + 0 + 0 = 0:

- 8u (x; y; z) ; v (x0; y0; z0) 2 E1

)

8<: x+ y + z = 0;

x0 + y0 + z0 = 0
) (x+ x0) + (y + y0) + (z + z0) = 0

) u+ v 2 E1:

- 8� 2 R; u (x; y; z) 2 E1 ) x + y + z = 0 ) �x + �y + �z = 0 ) �u 2 E1: Par

conséquent, E1 est un sous-espace vectoriel.

Et E2 est un sous-espace vectoriel, car :

- 0R3 = (0; 0; 0) 2 E2; puisque 0� 0 = 0 + 0 = 0:

- 8u (x; y; z) ; v (x0; y0; z0) 2 E2 )

8<: x� y = 0 et x+ z = 0;

x0 � y0 = 0 et x0 + z0 = 0
) (x+ x0)� (y + y0) = 0 et (x+ x0) + (z + z0) = 0) u+ v 2 E2:

- 8� 2 R; u (x; y; z) 2 E2 ) x� y = 0 et x+ z = 0

) �x� �y = 0 et �x+ �z = 0) �u 2 E2: Ainsi, E2 est un sous-espace vectoriel.

2. Pour la base de E1, on a :

x+ y + z = 0) x = �y � z;
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donc

(x; y; z) = (�y � z; y; z) = (�y; y; 0) + (�z; 0; z)

= y (�1; 1; 0) + z (�1; 0; 1) ;

Ainsi,

BE1 = f(�1; 1; 0) ; (�1; 0; 1)g ) dimE1 = 2:

Pour la base de E2, on a

x� y = x+ z = 0) x = y and z = �x;

Ainsi

(x; y; z) = (x; x;�x) = x (1; 1;�1) ;

Par conséquent

BE2 = f(1; 1;�1)g ) dimE2 = 1:

Exercice 4.4.3 Étudier l�indépendance linéaire des vecteurs suivants :

(1)

v1 =

0BBB@
2

1

1

1CCCA ; v2 =
0BBB@
1

0

1

1CCCA ; v3 =
0BBB@
0

1

0

1CCCA
(2)

v1 =

0BBB@
3

0

4

1CCCA ; v2 =
0BBB@
1

0

0

1CCCA ; v3 =
0BBB@
1

1

0

1CCCA
Solution 4.4.3

(1)

0BBB@
2

1

1

1CCCA ;
0BBB@
1

0

1

1CCCA ;
0BBB@
0

1

0

1CCCA sont linéairement indépendants si et seulement si :

8�1; �2; �3 2 R; �1 (2; 1; 1)+�2 (1; 0; 1)+�3 (0; 1; 0) = (0; 0; 0)) �1 = �2 = �3 = 0:

�1 (2; 1; 1) + �2 (1; 0; 1) + �3 (0; 1; 0) = (0; 0; 0)
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,

8>>><>>>:
2�1 + �2 = 0

�1 + �3 = 0

�1 + �2 = 0

,

8>>><>>>:
�1 = 0

�1 + �3 = 0) �3 = 0

�2 = ��1 ) �2 = 0

,

8>>><>>>:
�1 = 0

�2 = 0

�3 = 0

;

)

0BBB@
2

1

1

1CCCA ;
0BBB@
1

0

1

1CCCA ;
0BBB@
0

1

0

1CCCA sont linéairement indépendants.

(2)

0BBB@
3

0

4

1CCCA ;
0BBB@
1

0

0

1CCCA ;
0BBB@
1

1

0

1CCCA sont linéairement indépendants si et seulement si :

8�1; �2; �3 2 R; �1 (3; 0; 4)+�2 (1; 0; 0)+�3 (1; 1; 0) = (0; 0; 0)) �1 = �2 = �3 = 0:

�1 (3; 0; 4) + �2 (1; 0; 0) + �3 (1; 1; 0) = (0; 0; 0)

,

8>>><>>>:
3�1 + �2 + �3 = 0

�3 = 0

4�1 = 0

,

8>>><>>>:
�1 = 0

�2 = 0

�3 = 0

;

)

0BBB@
3

0

4

1CCCA ;
0BBB@
1

0

0

1CCCA ;
0BBB@
1

1

0

1CCCA sont linéairement indépendants.

Exercice 4.4.4 1. On considère les vecteurs :

v1 =

0BBB@
1

2

1

1CCCA ; v2 =
0BBB@
2

9

0

1CCCA ; v3 =
0BBB@
3

3

4

1CCCA :
Montrer que la famille fv1; v2; v3g est une base de R3.

2. Déterminer les valeurs de t pour lesquelles v1; v2; v3 constituent une base de R3, où

v1 =

0BBB@
1

1

4

1CCCA ; v2 =
0BBB@
1

3

t

1CCCA ; v3 =
0BBB@
1

1

t

1CCCA :
Solution 4.4.4 1. B = fv1; v2; v3g est une base de R3 si B est une famille libre et

génératrice.
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� B est libre : on pose

�v1 + �v2 + 
v3 = 0R3 ) �

0BBB@
1

2

1

1CCCA+ �
0BBB@
2

9

0

1CCCA+ 

0BBB@
3

3

4

1CCCA =

0BBB@
0

0

0

1CCCA

()

8>>><>>>:
�+ 2� + 3
 = 0

2�+ 9� + 3
 = 0

�+ 4
 = 0

,

8>>><>>>:
�+ 2� + 3
 = 0

5� � 3
 = 0  �2l1 + l2
� 2� + 
 = 0  �l1 + l3

,

8>>><>>>:
�+ 2� + 3
 = 0

5� � 3
 = 0

� 

5
= 0  2

5
l2 + l3

) � = � = 
 = 0;

par conséquent, B est une famille libre.

� B est génératrice : la famille fv1; v2; v3g est génératrice si et seulement si :

8

0BBB@
x

y

z

1CCCA 2 R3;9�1; �2; �3 2 R;
0BBB@
x

y

z

1CCCA = �1

0BBB@
1

2

1

1CCCA+ �2
0BBB@
2

9

0

1CCCA+ �3
0BBB@
3

3

4

1CCCA

Soit

0BBB@
x

y

z

1CCCA 2 R3; cherchons �1; �2; �3 2 R tels que :
0BBB@
x

y

z

1CCCA = �1

0BBB@
1

2

1

1CCCA+ �2
0BBB@
2

9

0

1CCCA+ �3
0BBB@
3

3

4

1CCCA =

0BBB@
�1 + 2�2 + 3�3

2�1 + 9�2 + 3�3

�1 + 4�3

1CCCA ;
par conséquent :8>>><>>>:
�1 + 2�2 + 3�3 = x

2�1 + 9�2 + 3�3 = y

�1 + 4�3 = z

,

8>>><>>>:
�1 + 2�2 + 3�3 = x

5�2 � 3�3 = y � 2x  �2l1 + l2
� 2�2 + �3 = z � x  �l1 + l3

,

8>>><>>>:
�1 + 2�2 + 3�3 = x

5�2 � 3�3 = y � 2x

� �3
5
= 2

5
(y � 2x) + (z � x)  2

5
l2 + l3
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,

�3 = �2 (y � 2x)� 5 (z � x) = 9x� 2y � 5z;

�2 =
1

5
(y � 2x+ 3�3) = 5x� y � 3z

et

�1 = x� 2�2 � 3�3 = �36x+ 8y + 21z:

Par conséquent, B = fv1; v2; v3g est une famille génératrice ) B est une base de R3:

2. Nous avons 3 vecteurs = dim (R3)) il su¢ t de montrer que les vecteurs sont linéai-

rement indépendants.

On pose :

�v1 + �v2 + 
v3 = 0R3 ) �

0BBB@
1

1

4

1CCCA+ �
0BBB@
1

3

t

1CCCA+ 

0BBB@
1

1

t

1CCCA =

0BBB@
0

0

0

1CCCA

()

8>>><>>>:
�+ � + 
 = 0

�+ 3� + 
 = 0

4�+ t� + t
 = 0

,

8>>><>>>:
�+ � + 
 = 0

2� + 0
 = 0  �l1 + l2 ) � = 0

(t� 4) � + (t� 4) 
 = 0  �4l1 + l3

,

8<: �+ 
 = 0

(t� 4) 
 = 0
;

� si t � 4 6= 0 ) 
 = 0 ) � = � = 
 = 0; donc si t 6= 4 la famille est linéairement

indépendante et forme ainsi une base de R3.

Exercice 4.4.5 Soit la famille des vecteurs suivante :

B = fv1 = (0; 1; 1) ; v2 = (1; 0; 1) ; v3 = (1; 1; 0)g :

1. Montrer que la famille B est une base de R3:

2. Trouver les composantes du vecteur w = (1; 1; 1) dans cette base.
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Solution 4.4.5 1. Montrer que B est une base de R3 : il su¢ t de montrer que les vecteurs

sont libres ( car dim (R3) = 3 = card (B)): On pose :

�v1 + �v2 + 
v3 = 0

, �

0BBB@
0

1

1

1CCCA+ �
0BBB@
1

0

1

1CCCA+ 

0BBB@
1

1

0

1CCCA =

0BBB@
0

0

0

1CCCA

,

8>>><>>>:
�:0 + � + 
 = 0

�+ 0 + 
 = 0

�+ � + 0 = 0

) � = �� = �
 = 0

) � = � = 
 = 0:

Alors B = fv1; v2; v3g est une base.

2. Composantes de w = (1; 1; 1) dans B : on cherche �; �; 
 tels que :

w = �v1 + �v2 + 
v3:

Cela donne le système : 8>>><>>>:
� + 
 = 1 (1)

�+ 
 = 1 (2)

�+ � = 1 (3)

;

de (2) : � = 1� 


et de (3) : � = 1� �;

on en déduit

1� 
 = 1� � ) � = 
;

Remplaçons dans (1) :

2� = 1) � =
1

2
; donc 
 =

1

2
;

puis

� = 1� 
 = 1� 1
2
=
1

2
:

Donc les composantes de w dans B sont :

(�; �; 
) =

�
1

2
;
1

2
;
1

2

�
:
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Exercice 4.4.6 Soit f : R3 ) R2 où f (x; y; z) = (x+ y; x+ z) :

1. Véri�er que f est une application linéaire.

2. Déterminer le ker f , une base de ker f; et déduire dim (ker f) :

3. f est elle injective.

4. Donner dim (Im f) ; puis donner une base de Im f; f est elle surjective.

Solution 4.4.6 1. Véri�er que f est une application linéaire :

� Soient u (x; y; z) ; v (x0; y0; z0) deux vecteurs de R3;

f (u+ v) = f (x+ x0; y + y0; z + z0)

= ((x+ x0) + (y + y0) ; (x+ x0) + (z + z0))

= (x+ y; x+ z) + (x0 + y0; x0 + z0)

= f (u) + f (v) :

� Soient u (x; y; z) 2 R3; � 2 R;

f (�u) = f (�x; �y; �z)

= (�x+ �y; �x+ �z)

= � (x+ y; x+ z) = �f (u) :

Donc f est bien une application linéaire.

2. Noyau de f :

ker f =
�
u 2 R3=f (u) = 0R2

	
:

Cela donne le système : 8<: x+ y = 0

x+ z = 0
;

on en déduit :

y = �x et z = �x;

donc

ker f = f(x;�x;�x) =x 2 Rg

= V ect f(1;�1;�1)g :
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Une base de ker f est f(1;�1;�1)g ; et dimker f = 1:

3. Avant de traiter la question 3, rappelons que pour une application linéaire f : E ! F ,

on a les équivalences suivantes :

� f est surjective , Im f = F:

� f est injective , ker f = f0Eg :

Or dans notre cas ker f 6= f0R3g ) f n�est pas injective.

4. dim (Im f) ?

La résolution de la question 4 repose sur une application du théorème du rang : Si f

est une application linéaire de E dans F , où E est de dimension �nie. Alors :

dimE = dimker f + dim Im f:

En appliquant cela à notre cas, on obtient :

dim
�
R3
�
= dim (ker f) + dim (Im f)

) 3 = 1 + dim (Im f)

) dim (Im f) = 3� 1 = 2:

Comme Im f � R2 et dim (Im f) = 2; on a Im f = R2. Ainsi, f est surjective. Pour

trouver une base de Im f , on peut prendre les images des vecteurs de la base canonique

de R3 :

f (1; 0; 0) = (1; 1) ; f (0; 1; 0) = (1; 0) ; f (0; 0; 1) = (0; 1) :

Les vecteurs (1; 0) et (0; 1) sont déjà dans Im f (ils sont linéairement indépendants).

Une base de Im f est donc la base canonique de R2 : f(1; 0) ; (0; 1)g :

Exercice 4.4.7 Soit l�application f : R3 ) R2 dé�nie par

f (x; y; z) = (x+ 2y + z; 2x+ 4y + 2z)

1. Justi�er que f est linéaire.

2. Déterminer une base et la dimension de kerf , et en déduire le rang de f:

3. L�application f est-elle injective ?
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Solution 4.4.7 1. f est linéaire si :

�8u; v 2 R3; f (u+ v) = f (u) + f (v)

�8u 2 R3;8� 2 R; f (�u) = �f (u) :

Alors, 8u (x; y; z) ; v (x0; y0; z0) 2 R3;

f (u+ v) = ((x+ x0) + 2 (y + y0) + (z + z0) ; 2 (x+ x0) + 4 (y + y0) + 2 (z + z0))

= (x+ 2y + z; 2x+ 4y + 2z) + (x0 + 2y0 + z0; 2x0 + 4y0 + 2z0)

= f (u) + f (v) :

8u (x; y; z) 2 R3;8� 2 R;

f (�u) = (�x+ 2�y + �z; 2�x+ 4�y + 2�z)

= � (x+ 2y + z; 2x+ 4y + 2z)

= �f (u) :

)f est une application linéaire.

2.

ker (f) =
�
u 2 R3=f (u) = 0R2

	
,

8<: x+ 2y + z = 0

2x+ 4y + 2z = 0
) x = �2y � z;

donc, 8u 2 ker (f) ;

u =

0BBB@
�2y � z

y

z

1CCCA = y

0BBB@
�2

1

0

1CCCA+ z
0BBB@
�1

0

1

1CCCA

) ker (f) = vect

8>>><>>>:
0BBB@
�2

1

0

1CCCA ;
0BBB@
�1

0

1

1CCCA
9>>>=>>>;) dimker (f) = 2:

? Pour calculer rang (f), on utilise le « Théorème du rang » )

dim
�
R3
�
= dim (ker (f)) + dim (Im (f))

) rang (f) = dim (Im (f)) = 3� 2 = 1:

3. La fonction f n�est pas injective puisque ker (f) 6= f0R3g :
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Exercice 4.4.8 1- a) Montrer que l�ensemble

F =
�
(x; y; z; t) 2 R4=x� 2t = 0; y = 2z

	
;

est un sous espace vectoriel de R4 sur le corps R:

b) Déterminer une base de F et déduire sa dimension.

2- a) Etudier la linéairité de l�application

f (x; y) = (2x� 4y; x� 2y) :

b) Trouver ker f et une base de ker f et déduire dimker f et dim Im f:

Solution 4.4.8 1- a) Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R4 :

� 0R4 2 F car 0� 2� 0 = 0 et 0 = 2� 0:

� Soient u (x1; y1; z1; t1) ; v (x2; y2; z2; t2) 2 F )8<: x1 � 2t1 = 0 et y1 = 2z1
x2 � 2t2 = 0 et y2 = 2z2

alors

(x1 + x2)� 2 (t1 + t2) = 0 et y1 + y2 = 2 (z1 + z2) ;

donc u+ v 2 F:

� Soient u (x; y; z; t) 2 F et � 2 R; alors

x� 2t = 0; y = 2z )

�x� 2�t = 0; �y = 2�z;

donc �u 2 F: F est donc un sous-espace vectoriel de R4:

b) Base et dimension de F : Un vecteur de F s�écrit :

(x; y; z; t) = (2t; 2z; z; t) = t (2; 0; 0; 1) + z (0; 2; 1; 0) :

Les vecteurs (2; 0; 0; 1) et (0; 2; 1; 0) sont linéairement indépendants et engendrent

F: Une base de F est :

BF = f(2; 0; 0; 1) ; (0; 2; 1; 0)g :
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La dimension de F est :

dimF = 2:

2- a) Linéarité de f :

f (x; y) = (2x� 4y; x� 2y) ;

� Soient u (x; y) ; v (x0; y0) 2 R2;

f (u+ v) = f (x+ x0; y + y0)

= (2 (x+ x0)� 4 (y + y0) ; (x+ x0)� 2 (y + y0))

= (2x� 4y; x� 2y) + (2x0 � 4y0; x0 � 2y0)

= f (u) + f (v) :

� Soient u (x; y) 2 R2; � 2 R;

f (�u) = f (�x; �y)

= (2�x� 4�y; �x� �2y)

= � (2x� 4y; x� 2y)

= �f (u) ;

alors f est une application linéaire.

b) Noyau et image de f :

� Noyau :

ker f =
�
u 2 R2=f (u) = 0R2

	
:

Cela donne le système : 8<: 2x� 4y = 0

x� 2y = 0
) x = 2y;

ainsi :

ker f = f(2y; y) =y 2 Rg = V ect f(2; 1)g :

Une base de ker f est :

Bker f = f(2; 1)g ; dimker f = 1:
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Image : par le théorème du rang :

dimR2 = dimker f + dim Im f

) 2 = 1 + dim Im f

) dim Im f = 2� 1 = 1:

Exercice 4.4.9 1. Montrer que les vecteurs

v1 = (1; 1; 1) ; v2 = (1;�1; 1) ; v3 = (1; 1; 0)

forment une base de R3:

2. Soit l�application linéaire f : R3 ! R3 dé�nie par

f (x; y; z) = (x+ y + z; x� y + z; x+ y)

(a) Trouver k 2 R tel que w (k2 � 4; 0; 0) 2 ker (f) :

(b) Déterminer ker (f). L�application f est-elle injective ?

Solution 4.4.9 1. Nous avons 3 vecteurs = dim (R3) ) il su¢ t de montrer que les

vecteurs sont linéairement indépendants.

On pose :

�v1 + �v2 + 
v3 = 0R3 ) �

0BBB@
1

1

1

1CCCA+ �
0BBB@

1

�1

1

1CCCA+ 

0BBB@
1

1

0

1CCCA =

0BBB@
0

0

0

1CCCA

()

8>>><>>>:
�+ � + 
 = 0

�� � + 
 = 0

�+ � = 0

,

8>>><>>>:

 = 0

�2� = 0) � = 0

� = ��

) � = � = 
 = 0;

puisque v1; v2; v3 sont linéairement indépendants, ils forment une base de R3:

2.

(a) Puisque w = (k2 � 4; 0; 0) 2 ker (f) ; on a

f (w) = 0R3 ) f
�
k2 � 4; 0; 0

�
= (0; 0; 0)

)
�
k2 � 4; k2 � 4; k2 � 4

�
= (0; 0; 0)

) k2 � 4 = 0) k2 = 4
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d�où k1 = 2 et k2 = �2:

(b)

ker (f) =
�
u 2 R3=f (u) = 0R3

	
, (x+ y + z; x� y + z; x+ y) = (0; 0; 0)

,

8>>><>>>:
x+ y + z = 0

x� y + z = 0

x+ y = 0

,

8>>><>>>:
z = 0

�2y = 0) y = 0

x = �y
) x = y = z = 0;

donc ker (f) = f0R3g : Ainsi, f est injective.
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CHAPITRE

5 Fonctions numériques

d�une variable réelle

Avant de commencer les exercices, quelques rappels essentiels sont donnés pour en

faciliter la résolution.

5.1 Notions de continuité et de dérivabilité des fonc-

tions

Limite d�une fonction

Dé�nition 5.1.1 On dit qu�une fonction f dé�nie au voisinage du point x0 2 R (éven-

tuellement sauf en x0); admet une limite l en x0 si :

8" > 0;9� > 0 tel que 8x 2 V , jx� x0j � � =) jf(x)� lj � ":

Dans ce cas, on écrit lim
x�!x0

f(x) = l:

Proposition 5.1.1 Si une fonction f admet une limite en un point x0, alors cette limite

est unique.

Notion de continuité d�une fonction

Dé�nition 5.1.2 Soit x0 2 I: On dit que la fonction f 2 F (I;R) est continue au point

x0; si f (x) tend vers f (x0) ; quand x tend vers x0 pour tout x 2 I:

lim
x!x0

f (x) = f (x0) :

On peut formuler ceci de la façon suivante :

8" > 0;9� (�; x0) > 0 8x 2 V , tel que jx� x0j < � =) jf(x)� f (x0)j < ":
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Dé�nition 5.1.3 On en déduit qu�une fonction f est continue en point x0 si et seulement

si elle est continue à gauche et à droite de ce point. Autrement dit :

f est continue en x0 () lim
x!x+0

f(x) = lim
x!x�0

f(x) = f(x0):

Dé�nition 5.1.4 Une fonction f est dite continue sur un intervalle I si elle est continue

en chacun des points de I:

Théorème 5.1.1 Soit

f : [a; b]! R;

une fonction continue, alors f prend toutes les valeurs situées entre f(a) et f(b), c�est-à-

dire :

8c 2 [f(a); f(b)] ;9x0 2 ]a; b[ : f(x0) = c:

Autrement dit, le graphe de f ne présente aucune discontinuité entre les points

A = (a; f(a)) et B = (b; f(b)) :

Théorème 5.1.2 Si une fonction f est continue sur l�intervalle [a; b] et que f(a):f(b) <

0, alors il existe au moins un point x0 2 ]a; b[ tel que

f(x0) = 0:

Fonctions et dérivabilité

Dé�nition 5.1.5 Soit x0 2 I. On dit qu�une fonction f est dérivable en x0 si son taux

d�accroissement

Tf;x0 =
f(x)� f(x0)
x� x0

tend vers une limite �nie lorsque x tend vers x0 avec x 6= x0. Cette limite, appelée

dérivée de f en x0, se note

f
0
(x0):

Dé�nition 5.1.6 La fonction qui associe à chaque x 2 I la valeur f 0 (x) dans R s�appelle

la fonction dérivée de f , et se note par f 0 ou df
dx
:

Théorèmes de Rolle et des Accroissements �nis
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Théorème 5.1.3 (Rolle) Soient I = [a; b] et f 2 F(I;R) une fonction continue sur

[a; b] et dérivable sur ]a; b[ telle que

f(a) = f(b):

Alors il existe au moins un point x0 2 ]a; b[ tel que

f
0
(x0) = 0:

Théorème 5.1.4 (Accroissement �nis) Soient I = [a; b] et f 2 F(I;R) une fonction

continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[ : Alors, il existe au moins un point x0 2 ]a; b[ tel

que

f(b)� f(a) = (b� a)f 0(x0):

Corollaire 5.1.1 (Règle de l�Hôpital) Supposons que les fonctions f et g soient déri-

vables sur l�intervalle ]a; b[ ; avec g0 (x) 6= 0 sur ]a; b[ et que

lim
x!a+

f 0 (x)

g0 (x)
= L (L est �ni ou +1) :

Alors, on a

lim
x!a+

f (x)

g (x)
= lim

x!a+
f 0 (x)

g0 (x)
= L.

Ce résultat s�applique notamment dans les cas d�indétermination suivants :

1) lim
x!a+

f (x) = lim
x!a+

g (x) = 0: Correspondant à la forme 0
0
:

2) lim
x!a+

f (x) = lim
x!a+

g (x) =1: Correspondant à la forme 1
1 : Le même raisonnement reste

valable lorsque x! b�, y compris dans le cas où b est in�ni.

5.2 Fonctions usuelles

Fonctions trigonomètriques

Fonction x! sin x et x! cosx :

Les application x! sin x et x! cosx sont dé�nies et indé�niment dérivables sur R:

Elles véri�ent, pour tout x 2 R:
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cos2 x+ sin2 x = 1; et jcosxj � 1 et jsin xj � 1:

cos(x+ 2�) = cos(x) et sin(x+ 2�) = sin(x):

cos(�x) = cos(x) et sin(�x) = � sin(x):

sin
0
(x) = cos(x) et cos

0
(x) = � sin(x):

Fonction x! tan x :

l�application tan x = sin(x)
cos(x)

et indé�niment dérivable sur R n fx : x 6= �
2
mod �g

tan
0
x = 1 + tan2 x =

1

cos2 x
> 0:

En posant t = tan �
2
,on peut exprimer les trois application suivantes sous la forme

cosx =
1� t2
1 + t2

sin x =
2t

1 + t2
tan x =

2t

1� t2

Fonctions trigonomètriques inverses

Fonction x! arcsin(x) :

y = arcsin(x)()

8<: x = sin y

��
2
� y � �

2

(arcsin(x))
0
=

1p
1� x2

> 0 jxj � 1:

Fonction x! arccos(x)

y = arccos(x)()

8<: x = cos(y)

�� � y � 0

(arccos(x))
0
=

�1p
1� x2

< 0; jxj � 1:

arcsinx+ arccos x =
�

2

Fonction x! arctanx

y = arctan(x)()

8<: x = tan(y)

��
2
� y � �

2

(arctan(x))
0
=

1

1 + x2
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5.3 Exercices

Exercice 5.3.1 Calculer les limites suivantes

1) lim
x!1

h
2x2�1
2x2�6

i5x2
; lim
x!�1

1+x
x2+3x+2

; lim
x!1

p
2x+1�

p
3

x�1 :

2) lim
x!0

1�cos(4x)
x2

; lim
x!0

sin(3x)
x
; lim
x!0

[cos (2x)]
1
x2 :

Solution 5.3.1 1) � On pose : l1 = lim
x!1

h
2x2�1
2x2�6

i5x2
= 11F:I:; puis

l1 = lim
x!1

�
1� 1 + 2x

2 � 1
2x2 � 6

�5x2
= lim

x!1

�
1 +
�2x2 + 6 + 2x2 � 1

2x2 � 6

�5x2

= lim
x!1

�
1 +

5

2x2 � 6

�5x2
= lim

x!1

24�1 + 5

2x2 � 6

� 2x2�6
5

35 25x2

2x2�6

;

on pose :

t =
5

2x2 � 6
x!1

! 0;

alors,

l1 = lim
x!1
t!0

h
(1 + t)

1
t

i 25x2

2x2�6
= e

25
2 ;

car

lim (1 + t)
1
t = e

t!0
et lim

x!1

25x2

2x2 � 6 =
25

2
:

� On pose : l2 = lim
x!�1

1+x
x2+3x+2

= 0
0
F:I:; on factorise le dénominateur :

x2 + 3x+ 2 = (x+ 1) (x+ 2) ;

donc :

l2 = lim
x!�1

1 + x

(x+ 1) (x+ 2)
= lim

x!�1

1

x+ 2
= 1:

� On pose : l3 = lim
x!1

p
2x+1�

p
3

x�1 = 0
0
F:I:; on multiplie par le conjugué :

l3 = lim
x!1

p
2x+ 1�

p
3

x� 1 = lim
x!1

�p
2x+ 1�

p
3
� �p

2x+ 1 +
p
3
�

(x� 1)
�p
2x+ 1 +

p
3
�

= lim
x!1

(2x+ 1)� 3
(x� 1)

�p
2x+ 1 +

p
3
� = lim

x!1

2x� 2
(x� 1)

�p
2x+ 1 +

p
3
�

= lim
x!1

2 (x� 1)
(x� 1)

�p
2x+ 1 +

p
3
� = lim

x!1

2�p
2x+ 1 +

p
3
�

=
2

2
p
3
=

1p
3
:
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2) � On pose : l4 = lim
x!0

1�cos(4x)
x2

= 0
0
F:I; on utilise :

cos (4x) = 1� (4x)
2

2
+ o

�
x2
�
;

donc

1� cos (4x) � 8x2;

ainsi

l4 = lim
x!0

8x2

x2
= 8:

� On pose : l5 = lim
x!0

sin(3x)
x

= 0
0
F:I;

l5 = lim
x!0

3 sin (3x)

3x
= 3:

� On pose : l6 = lim
x!0

[cos (2x)]
1
x2 = 11F:I:;

l6 = lim
x!0

[1� 1 + cos (2x)]
1
x2 = lim

x!0
[1 + (cos (2x)� 1)]

1
x2

= lim
x!0

h
(1 + (cos (2x)� 1))

1
cos(2x)�1

i cos(2x)�1
x2

;

on pose :

t = cos (2x)� 1
x!0

! 0;

alors

l6 = lim
x!0
t!0

h
(1 + t)

1
t

i cos(2x)�1
x2

= e
cos(2x)�1

x2 ;

on calcule maintenant

lim
x!0

cos (2x)� 1
x2

= lim
x!0

cos (2x)� 1
x2

= lim
x!0

1� 2x2 � 1
x2

= lim
x!0

�2x2
x2

= �2;

car

cos (2x) = 1� 2x2 + o
�
x2
�
;

alors

l6 = e
�2:

Exercice 5.3.2 Pour chacune des fonctions dé�nies ci-après, examinez la continuité et

la dérivabilité au point spéci�é :
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1.

f (x) =

8>>><>>>:
p
1+x�1
x

; si x < 0
1
2
; si x = 0

ln(1+x)
x

; si x > 0

au point x0 = 0;

2.

g (x) =

8<:
jx�2j
x�2 ; si x 6= 2

0; si x = 2
au point x0 = 2;

3.

h (x) =

8<: cos (x) ; si x � �
4

sin
�
x� �

4

�
+

p
2
2
; si x � �

4

au point x0 =
�

4
:

Solution 5.3.2 1. Continuité :

Limite à gauche :

� lim
x
<!0
f (x) = lim

x
<!0

p
1+x�1
x

= lim
x
<!0

(
p
1+x�1)(

p
1+x+1)

x(
p
1+x+1)

= lim
x
<!0

1+x�1
x(
p
1+x+1)

= lim
x
<!0

x

x(
p
1+x+1)

= lim
x
<!0

1p
1+x+1

= 1
2
= f (0) = 1

2
:

) f est continue à gauche.

Limite à droite :

� lim
x
>!0
f (x) = lim

x
>!0

ln(1+x)
x

= lim
x
>!0

1
1+x

1
= 1 6= f (0) = 1

2
:

) f n�est pas continue à droite. Donc f n�est pas continue en 0. Par conséquent, f n�est

pas dérivable en 0.

2.

g (x) =

8<:
jx�2j
x�2 ; si x 6= 2

0; si x = 2

=

8>>><>>>:
x�2
x�2 = 1; si x > 2

0; si x = 2
�(x�2)
x�2 = �1; si x < 2

;

Continuité :

Limite à gauche :

� lim
x
<!2
g (x) = lim�

x
<!2
1 = �1 6= g (2) = 0:

) g n�est pas continue à gauche.

Limite à droite :
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� lim
x
>!2
g (x) = lim

x
>!2
1 = 1 6= g (2) = 0:

) g n�est pas continue à droite. Donc g n�est pas continue en 2. Par conséquent, g n�est

pas dérivable en 2.

3.

h (x) =

8<: cosx; x � �
4

sin
�
x� �

4

�
+

p
2
2
; x � �

4

;

Continuité :

Limite à gauche :

� lim
x
<!�
4

h (x) = lim
x
<!�
4

cosx =
p
2
2
= h

�
�
4

�
:

) h est continue à gauche.

Limite à droite :

� lim
x
>!�
4

h (x) = lim
x
>!�
4

sin
�
x� �

4

�
+

p
2
2
=

p
2
2
= h

�
�
4

�
:

) h est continue à droite. Donc h est continue en �
4
:

Dérivabilité :

� lim
x
<!�
4

h(x)�h(�4 )
x��

4
= lim

x
<!�
4

cosx�
p
2
2

x��
4

= lim
x
<!�
4

� sin(x)
1

= �
p
2
2
= h0

�
�
4

�
:

) h est dérivable à gauche.

� lim
x
>!�
4

h(x)�h(�4 )
x��

4
= lim

x
>!�
4

sin(x��
4 )+

p
2
2
�
p
2
2

x��
4

= lim
x
>!�
4

sin(x��
4 )

x��
4

= lim
x
>!�
4

cos(x��
4 )

1
= 1 6= h0

�
�
4

�
:

) h n�est pas dérivable à droite.

Donc h n�est pas dérivable en �
4
:

Exercice 5.3.3 On dé�nit :

g (x) =

8<: mx+ n si x � 1
p
x si x > 1

;

1. Déterminer la condition sur m et n pour que g soit continue sur R:

2. Déterminer m et n pour que g soit dérivable sur R:

Solution 5.3.3 1. Continuité : g est continue si :

lim
x
<!1
g (x) = lim

x
>!1
g (x) = g (1) :
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� lim
x
<!1
g (x) = lim

x
<!1
mx+ n = m+ n = g (1) ;

� lim
x
>!1
g (x) = lim

x
>!1

p
x = 1; alors on a :

m+ n = 1

2. Dérivabilité : g est dérivable si :

lim
x
<!1

g (x)� g (1)
x� 1 = lim

x
>!1

g (x)� g (1)
x� 1 = g0 (1) :

� lim
x
<!1

g(x)�g(1)
x�1 = lim

x
<!1

mx+n�(m+n)
x�1 = lim

x
<!1

mx+n�1
x�1 = lim

x
<!1

m
1
= m = g0 (1) ;

� lim
x
>!1

g(x)�g(1)
x�1 = lim

x
>!1

p
x�(m+n)
x�1 = lim

x
>!1

p
x�1
x�1 = lim

x
>!1

(
p
x�1)(

p
x+1)

(x�1)(
p
x+1)

= lim
x
>!1

1p
x+1

= 1
2
; on a alors

m =
1

2
:

On remplace dans m+ n = 1; on trouve :

n = 1� 1
2
=
1

2
:

Exercice 5.3.4 Soit h : R! R dé�nie par

h (x) =

8<: ax2 + bx+ 2 si x � 1

ln (x) + c si x > 1
;

1. Déterminer les conditions sur a; b; c pour que h soit continue sur R:

2. Déterminer a; b; c pour que h soit dérivable sur R:

Solution 5.3.4 1. Continuité : h est continue si :

lim
x
<!1
h (x) = lim

x
>!1
h (x) = h (1) :

� lim
x
<!1
h (x) = lim

x
<!1
ax2 + bx+ 2 = a+ b+ 2 = h (1) ;

� lim
x
>!1
h (x) = lim

x
>!1
(ln (x) + c) = c; alors on a :

a+ b+ 2 = c:

2. Dérivabilité : h est dérivable si :

lim
x
<!1

h (x)� h (1)
x� 1 = lim

x
>!1

h (x)� h (1)
x� 1 = h0 (1) :
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� lim
x
<!1

h(x)�h(1)
x�1 = lim

x
<!1

(ax2+bx+2)�(a+b+2)
x�1 = lim

x
<!1

ax2+bx+2�c
x�1 = lim

x
<!1

2ax+b
1

= 2a+ b = h0 (1) ;

� lim
x
>!1

h(x)�h(1)
x�1 = lim

x
>!1

ln(x)+c�c
x�1 = lim

x
>!1

ln(x)
x�1 = lim

x
>!1

1
x

1
= 1; on a alors

2a+ b = 1:

Alors on a le système : 8<: a+ b+ 2 = c

2a+ b = 1
) b = 1� 2a;

on remplace dans a+ b+ 2 = c; on trouve

a+ 1� 2a+ 2 = c) 3� a = c:

Exercice 5.3.5 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1) f (x) = x2:esin(x); 2) g (x) =
ln(x2+1)p

x+1
; 3) h (x) = e

p
x2+1: arctan (x) :

4) p (x) = ex
2
: cos (x3 + 1) ; 5) q (x) = arctan

p
x

x2+1
:

Solution 5.3.5 1)

f (x) = x2:esin(x) ) f 0 (x) =
�
x2
�0
:esin(x) + x2:

�
esin(x)

�0
;

pour
�
esin(x)

�0
, on applique la règle :

g (h (x))0 = g0 (h (x))� h0 (x) ;

alors

g (x) = ex ) g0 (x) = ex

h (x) = sin (x)) h0 (x) = cos (x) ;

puis �
esin(x)

�0
= esin(x) � cos (x) ;

donc

f 0 (x) = 2x:esin(x) + x2:esin(x) � cos (x)

= esin(x)
�
2x:+ x2 cos (x)

�
:
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2)

g (x) =
ln (x2 + 1)p
x+ 1

) g0 (x) =
(ln (x2 + 1))

0 �
p
x+ 1� ln (x2 + 1)�

�p
x+ 1

�0�p
x+ 1

�2
=

2x
x2+1
�
p
x+ 1� ln (x2 + 1)� 1

2
p
x+1

x+ 1

=
2x
p
x+ 1

(x2 + 1) (x+ 1)
� ln (x2 + 1)

2 (x+ 1)
p
x+ 1

:

3)

h (x) = e
p
x2+1: arctan (x)) h0 (x) =

�
e
p
x2+1

�0
: arctan (x) + e

p
x2+1: (arctan (x))0

=
2x

2
p
x2 + 1

:e
p
x2+1: arctan (x) + e

p
x2+1:

1

x2 + 1

= e
p
x2+1

�
x arctan (x)p

x2 + 1
+

1

x2 + 1

�
:

4)

p (x) = ex
2

: cos
�
x3 + 1

�
) p0 (x) =

�
ex

2
�0
: cos

�
x3 + 1

�
+ ex

2

:
�
cos
�
x3 + 1

��0
= 2xex

2

: cos
�
x3 + 1

�
� ex2 :3x2 sin

�
x3 + 1

�
= ex

2 �
2x cos

�
x3 + 1

�
� 3x2 sin

�
x3 + 1

��
:

5)

q (x) =
arctan

p
x

x2 + 1
) q (x)0 =

(arctan
p
x)
0 � (x2 + 1)� (arctan

p
x)� (x2 + 1)0

(x2 + 1)2
;

pour (arctan
p
x)
0, on applique la règle :

g (h (x))0 = g0 (h (x))� h0 (x) ;

alors

g (x) = arctan (x)) g0 (x) =
1

x2 + 1

h (x) =
p
x) h0 (x) =

1

2
p
x
;

puis �
arctan

p
x
�0
=

1

2
p
x (x+ 1)

;
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donc

q (x)0 =
(arctan

p
x)
0 � (x2 + 1)� (arctan

p
x)� (x2 + 1)0

(x2 + 1)2

=

1
2
p
x(x+1)

� (x2 + 1)� (arctan
p
x)� 2x

(x2 + 1)2

=
1

2
p
x (x+ 1) (x2 + 1)

� 2x arctan
p
x

(x2 + 1)2
:

Exercice 5.3.6 Déterminer la dérivée d�ordre n des fonctions suivantes :

1) f (x) = 1
(x+3)2

2) g (x) = x2 ln (x)

Solution 5.3.6 1) On a

f (x) =
1

(x+ 3)2
= (x+ 3)�2 ;

on calcule

f 0 (x) = �2� (x+ 3)�3

f (2) (x) = 3� 2� (x+ 3)�4

f (3) (x) = �4� 3� 2� (x+ 3)�5 ;

on conclut

f (n) (x) = (�1)n (n+ 1)! (x+ 3)�(n+2)

=
(�1)n (n+ 1)!
(x+ 3)(n+2)

:

2) On a

g (x) = x2 ln (x) ;

on utilise la formule de Leibniz :

(f:h)n =

nX
p=0

Cpnf
(n�p)h(p);

avec

Cpn =
n!

p! (n� p)! :
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On pose

f (x) = ln (x) ; h (x) = x2

f 0 (x) =
1

x
= x�1 h0 (x) = 2x

f 00 (x) = �x�2 h00 (x) = 2

f (3) (x) = 2� x�3 h(3) (x) = 0

f (4) (x) = �3� 2� x�4

:

:

f (n) (x) = (�1)n�1 (n� 1)!x�n

=
(�1)n�1 (n� 1)!

xn
;

on trouve

g(n) (x) =
nX
p=0

Cpn (ln (x))
(n�p) �x2�(p)

= C0n (ln (x))
(n) �x2�(0) + C1n (ln (x))(n�1) �x2�(1) + C2n (ln (x))(n�2) �x2�(2) + 0;

avec

C0n = 1; C
1
n = n;C

2
n =

n (n� 1)
2

;

puis

g(n) (x) =
(�1)n�1 (n� 1)!

xn�2
+
2n (�1)n�2 (n� 2)!

xn�2
+
n (n� 1) (�1)n�3 (n� 3)!

xn�2

=
1

xn�2
�
(�1)n�1 (n� 1)! + 2n (�1)n�2 (n� 2)! + n (n� 1) (�1)n�3 (n� 3)!

�
:

Exercice 5.3.7 Calculer la dérivée d�ordre n des fonctions suivantes :

1.

f (x) =
�
x3 + 5x2

�
ln (1 + x)

2.

g (x) = x4 ln (3 + x) :

Solution 5.3.7 1. On utilise la formule de Leibniz :

(k:h)n =
nX
p=0

Cpnk
(n�p)h(p);
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on pose

h (x) = x3 + 5x2; k (x) = ln (1 + x)

h0 (x) = 3x2 + 10x k0 (x) = (1 + x)�1

h00 (x) = 6x+ 10 k00 (x) = � (1 + x)�2

h(3) (x) = 6 k(3) (x) = 2 (1 + x)�3

h(4) (x) = 0 k(4) (x) = �3:2 (1 + x)�4

:

:

:

:

h(n) (x) = 0 k(n) (x) = (�1)n�1 (n� 1)! (1 + x)�n ;

alors

f (n) (x) =
nX
p=0

Cpn (ln (1 + x))
(n�p) �x3 + 5x2�(p)

= C0n (ln (1 + x))
(n) �x3 + 5x2�(0) + C1n (ln (1 + x))(n�1) �x3 + 5x2�(1)

+C2n (ln (1 + x))
(n�2) �x3 + 5x2�(2) + C3n (ln (1 + x))(n�3) �x3 + 5x2�(3) + 0:

2: On utilise la formule de Leibniz :

(k:h)n =
nX
p=0

Cpnk
(n�p)h(p);

on pose

h (x) = x4; k (x) = ln (3 + x)

h0 (x) = 4x3 k0 (x) = (3 + x)�1

h00 (x) = 12x2 k00 (x) = � (3 + x)�2

h(3) (x) = 24x k(3) (x) = 2 (3 + x)�3

h(4) (x) = 24 k(4) (x) = �3:2 (3 + x)�4

h(5) (x) = 0

h(n) (x) = 0 k(n) (x) = (�1)n�1 (n� 1)! (3 + x)�n ;
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alors

g(n) (x) =

nX
p=0

Cpn (ln (3 + x))
(n�p) �x4�(p)

= C0n (ln (3 + x))
(n) �x4�(0) + C1n (ln (3 + x))(n�1) �x4�(1)

+C2n (ln (3 + x))
(n�2) �x4�(2) + C3n (ln (3 + x))(n�3) �x4�(3)

+C4n (ln (3 + x))
(n�4) �x4�(4) � + 0:

Exercice 5.3.8 1. Soit la fonction f dé�nie sur [0; 1] par

f (x) = arcsin (x) + arcsin
�x
2

�
� �
2
:

L�équation f (x) = 0 admet elle une solution dans [0; 1] :

2. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

f (x) = cos2
�
x3 + 5x2

�
;

g (x) = ln
�
sh2 (x) + 1

�
� arctan (x) :

3. Dans l�application du théorème des accroissements �nis à la fonction

f (x) = �x2 + �x+ 


sur l�intervalle [a; b] ; préciser le nombre c de ]a; b[ :

Solution 5.3.8 1. Existence d�une solution pour f (x) = 0 :

f (x) = arcsin (x) + arcsin
�
x
2

�
� �

2
est continue sur [0; 1] :

On a f (0) = ��
2
< 0 et f (1) = arcsin (1) + arcsin

�
1
2

�
� �

2
= �

2
+ �

6
� �

2
> 0: Par le

théorème des valeurs intermédiaires, il existe au moins un c 2 [0; 1] tel que f (c) = 0:

2. Dérivées :

Il convient de rappeler que les fonctions hyperboliques sont dé�nies par :

sh(x) =
ex � e�x

2
et ch =

ex + e�x

2
:

Leurs dérivées successives véri�ent :

(sh(x))
0
= ch(x), (ch(x))

0
= sh(x);
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et elles satisfont également l�identité fondamentale :

ch2(x)� sh2(x) = 1:

On a

f (x) = cos2
�
x3 + 5x2

�
) f 0 (x) = 2 cos

�
x3 + 5x2

� �
cos
�
x3 + 5x2

��0
= �2

�
3x2 + 10x

�
cos
�
x3 + 5x2

�
sin
�
x3 + 5x2

�
= �

�
3x2 + 10x

�
sin
�
2x3 + 10x2

�
:

g (x) = ln
�
sh2 (x) + 1

�
� arctan (x)) g0 (x) =

(sh2 (x) + 1)
0

sh2 (x) + 1
� 1

x2 + 1

=
2sh (x) :sh (x)0

sh2 (x) + 1
� 1

x2 + 1
=
2sh (x) :ch (x)

sh2 (x) + 1
� 1

x2 + 1
:

3. Application du théorème des accroissements �nis :

On a la fonction f (x) = �x2 + �x+ 
 est continue et dérivable sur [a; b] ; donc d�aprés

le théorème des accroissements �nis : 9c 2 ]a; b[ tel que :

f (b)� f (a) = f 0 (c) (b� a)

)
�
�b2 + �b+ 


�
�
�
�a2 + �a+ 


�
= (2�c+ �) (b� a)

) �
�
b2 � a2

�
+ � (b� a) = (2�c+ �) (b� a)

) � (b� a) (b+ a) + � (b� a) = (2�c+ �) (b� a)

) � (b+ a) + � = 2�c+ � ) � (b+ a) = 2�c

) c =
� (b+ a)

2�
=
(b+ a)

2
:

Exercice 5.3.9 Soit la fonction

f (x) = arctan (x) + arctan
�x
3

�
� �
4
;

dé�nie sur [0; 1] :

1. Montrer que l�équation f (x) = 0 admet au moins une solution dans [0; 1] :

2. Calculer les dérivées suivantes

f (x) = ln

�
2 + cos (x)

2� cos (x)

�
g (x) = Arc sin

�
xp
x2 + 1

�
:
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3. On considère la fonction

f (x) = �x3 + �x2 + 
x+ �:

Appliquer le théorème des accroissements �nis sur [a; b] ; montrer qu�il existe c 2 ]a; b[

tel que

3�c2 + 2�c+ 
 =
f (b)� f (a)

b� a :

4. Interpréter géométriquement le résultat.

Solution 5.3.9 1. Existence d�une solution pour f (x) = 0 :

Les fonctions arctan (x) et arctan
�
x
3

�
sont continues sur R; donc f est continue sur

[0; 1] :

f (0) = 0 + 0� �
4
= ��

4
< 0;

f (1) = arctan (1) + arctan

�
1

3

�
� �
4

=
�

4
+ arctan

�
1

3

�
� �
4
= arctan

�
1

3

�
> 0:

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe au moins une solution dans ]0; 1[ :

2.

f (x) = ln

�
2 + cos (x)

2� cos (x)

�
= ln (2 + cos (x))� ln (2� cos (x))

)

f 0 (x) =
� sin (x)
2 + cos (x)

� sin (x)

2� cos (x) =
� sin (x) (2� cos (x))� sin (x) (2 + cos (x))

(2� cos (x)) (2 + cos (x))

=
�2 sin (x) + sin (x) cos (x)� 2 sin (x)� sin (x) cos (x)

4� cos2 (x) =
�4 sin (x)
4� cos2 (x) :

g (x) = arcsin

�
xp
x2 + 1

�
;

on utilise

arcsin (u)0 =
u0p
1� u2

;

alors

arcsin

�
xp
x2 + 1

�0
=

�
xp
x2+1

�0
r
1�

�
xp
x2+1

�2 ;
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on a �
xp
x2 + 1

�0
=

�
x
�
x2 + 1

�� 1
2

�0
=

�
x2 + 1

�� 1
2 + x

�
�1
2

�
(2x)

�
x2 + 1

�� 3
2

=
1p
x2 + 1

� x2

(x2 + 1)
3
2

=
x2 + 1� x2

(x2 + 1)
3
2

=
1

(x2 + 1)
3
2

:

Et

u2 =
x2

x2 + 1
) 1� u2 = 1

x2 + 1
)
p
1� u2 = 1p

x2 + 1
:

Puis, on trouve

arcsin

�
xp
x2 + 1

�0
=

1

(x2+1)
3
2

1p
x2+1

=
1

x2 + 1
:

3. On a la fonction f (x) = �x3 + �x2 + 
x+ � est continue et dérivable sur [a; b] ; donc

d�aprés le théorème des accroissements �nis : 9c 2 ]a; b[ tel que :

f (b)� f (a) = f 0 (c) (b� a)

) f (b)� f (a)
b� a = 3�c2 + 2�c+ 
:

4. Interprétation géométrique :

Il existe un point c où :

la tangente est parallèle à la corde reliant (a; f (a)) ; (b; f (b)) :
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CHAPITRE

6 Développements limités

et formule de Taylor

Avant d�aborder les exercices, nous fournissons des points clés qui seront utiles pour

les résoudre e¢ cacement.

6.1 Formule de Taylor-Young

Théorème 6.1.1 Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I à valeurs réelles, et

supposée de classe Cn sur I; c�est-à-dire dérivable jusqu�à l�ordre n avec des dérivées

continues. Si x0 2 I, alors f admet au voisinage de x0; un développement limité d�ordre

n donné par la formule de Taylor :

f(x) = f(x0) +
f
0
(x0)

1!
(x� x0) +

f
00
(x0)

2!
(x� x0)2

+:::+
fn(x0)

n!
(x� x0)n + (x� x0)n �(x):

Où

lim
x!x0

�(x) = 0:

On écrit également le reste sous la forme

o((x� x0)n):

6.2 Formules de Taylor en 0 pour les fonctions usuelles

1. Fonction exponentielle :

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ :::+

xn

n!
+ o (xn) :
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6.2. Formules de Taylor en 0 pour les fonctions usuelles

2. Fonction sinus :

sin x = x� x
3

3!
+
x5

5!
� ::::+ o (xn) :

3. Fonction cosinus :

cosx = 1� x
2

2!
+
x4

4!
� ::::+ o (xn) :

4. Fonction logarithme népérien :

ln (1 + x) = x� x
2

2
+
x3

3
� x

4

4
+ :::+ o (xn) ; (jxj < 1) :

5. Fonction puissance :

(1 + x)� = 1 + �x+
� (�� 1)

2!
x2 +

� (�� 1) (�� 2)
3!

x3

+:::+ o (xn) :

6. Fonction tangente :

tan (x) = x+
x3

3
+
2x5

15
+ :::+ o (xn) :

7. Fonction arctangente :

arctan (x) = x� x
3

3
+
x5

5
� :::+ o (xn) ; (jxj � 1) :

8. Fonction racine carrée :

p
1 + x = 1 +

x

2
� x

2

8
+
x3

16
� 5x

4

128
+ :::+ o (xn) ; (jxj < 1) :

9. Fonction inverse :

1

1 + x
= 1� x+ x2 � x3 + x4 + :::+ o (xn) ; (jxj < 1) :

10. Fonction 1
1�x :

1

1� x = 1 + x+ x
2 + x3 + x4 + :::+ o (xn) ; (jxj < 1) :

11. Fonction arcsinus :

arcsin (x) = x+
x3

6
+
3x5

40
+ :::+ o (xn) :

12. Fonction arccosinus :

arcsin (x) =
�

2
� x� x

3

6
� 3x

5

40
+ :::+ o (xn) :
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6.3. Calculs et opérations sur les DL

6.3 Calculs et opérations sur les DL

Soient f et g deux fonctions qui admettent, au voisinage de 0; un développement limité

d�ordre n :

f(x) = Pn(x) + x
n�1(x) et g(x) = Qn(x) + xn�2(x);

où

lim
x!0
�1(x) = lim

x!0
�2(x) = 0:

Proposition 6.3.1 La fonction f + g admet, au voisinage de 0; un développement limité

d�ordre n donné par :

(f + g) (x) = Pn(x) +Qn(x) + x
n�(x); avec lim

x!0
�(x) = 0:

Proposition 6.3.2 La fonction f:g admet, au voisinage de 0; un développement limité

d�ordre n :

(f:g) (x) = Hn(x) + x
n�(x); avec lim

x!0
�(x) = 0;

où Hn; désigne le polynôme obtenu en ne conservant que les termes de degré inférieur

ou égal à n dans le produit Pn(x):Qn(x):

Proposition 6.3.3 Si Qn(x) 6= 0; la fonction f
g
admet, au voisinage de 0; un développe-

ment limité d�ordre n :�
f

g

�
(x) = Zn(x) + xn�(x); avec lim

x!0
�(x) = 0;

où Zn (x) désigne le polynôme obtenu en e¤ectuant la division de Pn (x) par Qn (x)

terme par terme, en ne conservant que les puissances jusqu�au degré n.

6.4 Exercices

Exercice 6.4.1 Trouver le développement limité au point x0 = 0 à l�ordre indiqué des

fonctions suivantes :

1. f (x) = ex: sin (x) (ordre 4) :

2. f (x) = ln (1 + x2) (ordre 4) :

3. f (x) = cos (x)� 1 (ordre 4) :
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6.4. Exercices

4. f (x) = xex (ordre 3) :

5. f (x) = (arctan (x))2 (ordre 4) :

6. f (x) = sinh (x) cosh (x) (ordre 3) :

Solution 6.4.1 1. On utilise les DL connus :

ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+ o

�
x4
�
;

sin (x) = x� x
3

6
+ o

�
x4
�
:

Produit des deux :

f (x) =

�
1 + x+

x2

2
+
x3

6
+
x4

24

��
x� x

3

6

�
= x+ x2 +

x3

2
+
x4

6
� x

3

6
� x

4

6
+ o

�
x4
�

= x+ x2 +
x3

3
+ o

�
x4
�
:

2. DL connu :

ln (1 + u) = u� u
2

2
+
u3

3
� :::;

ici u = x2 ! u2 = x4;

f (x) = x2 � (x
2)
2

2
+ o

�
x4
�

= x2 � x
4

2
+ o

�
x4
�
:

3. DL de cos (x) :

cos (x) = 1� x
2

2
+
x4

24
+ o

�
x4
�
;

f (x) = cos (x)� 1 = 1� x
2

2
+
x4

24
� 1

= �x
2

2
+
x4

24
+ o

�
x4
�
:

4. DL de ex jusqu�à x2(car on multiplie par x) :

ex = 1 + x+
x2

2
+ o

�
x2
�
;

f (x) = x

�
1 + x+

x2

2

�
+ o

�
x3
�

= x+ x2 +
x3

2
+ o

�
x3
�
:
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6.4. Exercices

5. DL de arctan (x) :

arctan (x) = x� x
3

3
+ o

�
x3
�
;

(arctan (x))2 =

�
x� x

3

3

�2
= x2 � 2x

4

3
+ o

�
x4
�
:

6. DL connus :

sinh x = x+
x3

6
+ o

�
x3
�
; coshx = 1 +

x2

2
+ o

�
x3
�
;

f (x) =

�
x+

x3

6

��
1 +

x2

2

�
+ o

�
x3
�

= x+
x3

2
+
x3

6
+ o

�
x3
�

= x+
2

3
x3 + o

�
x3
�
:

Exercice 6.4.2 Déterminer le développement limité au voisinage de 0 des fonctions sui-

vantes à l�ordre indiqué :

1. f (x) = 1
1+x2

(ordre 4) :

2. f (x) =
ln(1+x2)

x2
(ordre 2) :

3. f (x) = sin (2x) (ordre 5) :

4. f (x) = ex�1�x
x2

(ordre 2) :

5. f (x) = tan(x)
x

(ordre 4) :

6. f (x) = ln
�p
1 + x

�
(ordre 3) :

Solution 6.4.2 1. On utilise le DL :

1

1 + u
= 1� u+ u2 � u3 + u4 + o

�
u4
�
pour juj < 1:

1

1 + x2
= 1� x2 + x4 + o

�
x4
�
:

2. DL de :

ln (1 + u) = u� u
2

2
+ o

�
u2
�
;

alors

ln
�
1 + x2

�
= x2 � x

4

2
+ o

�
x4
�
;

puis
ln (1 + x2)

x2
= 1� x

2

2
+ o

�
x2
�
:
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6.4. Exercices

3. DL de :

sin (u) = u� u
3

6
+
u5

120
+ o

�
u5
�
;

alors

sin (2x) = 2x� 8x
3

6
+
32x5

120
+ o

�
x5
�

= 2x� 4x
3

3
+
4x5

15
+ o

�
x5
�
:

4. DL de :

ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+ o

�
x4
�
;

ex � 1� x = x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+ o

�
x4
�
;

ex � 1� x
x2

=
x2

2
+ x3

6
+ x4

24
+ o (x4)

x2

=
1

2
+
x

6
+
x2

24
+ o

�
x2
�
:

5. DL de :

tan (x) = x+
x3

3
+
2x5

15
+ o

�
x5
�
;

tan (x)

x
= 1 +

x2

3
+
2x4

15
+ o

�
x4
�
:

6.

ln
�p
1 + x

�
=
1

2
ln (1 + x) ;

DL de :

ln (1 + x) = x� x
2

2
+
x3

3
+ o

�
x3
�
;

ln
�p
1 + x

�
=

1

2

�
x� x

2

2
+
x3

3

�
+ o

�
x3
�

=
x

2
� x

2

4
+
x3

6
+ o

�
x3
�
:

Exercice 6.4.3 Donner le développement limité au voisinage de 0 à l�ordre n des fonc-

tions suivantes :

1)
ln (1 + x)

1 + x
(ordre n = 4) ; 2) ecosx (ordre n = 4) ;

3) (1 + x)x (ordre n = 5) ; 4) cos [ln (1� x)] (ordre n = 4) :
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Solution 6.4.3 1) On sait que

ln (1 + x) = x� x
2

2
+
x3

3
� x

4

4
+ o

�
x4
�
;

et
1

1 + x
= (1 + x)�1 = 1� x+ x2 � x3 + x4 + o

�
x4
�
;

d�où, en multipliant les deux développements limités et en conservant les termes

ayant un degré inférieur ou égal à 4, on obtient :

ln (1 + x)

1 + x
= ln (1 + x) (1 + x)�1

=

�
x� x

2

2
+
x3

3
� x

4

4

��
1� x+ x2 � x3 + x4

�
+ o

�
x4
�

= x� 3x
2

2
+
11x3

6
� 25x

4

12
+ o

�
x4
�
:

2) On sait que

cosx = 1� x
2

2!
+
x4

4!
+ o

�
x4
�
et ey = 1 + y +

y2

2!
+
y3

3!
+
y4

4!
+ o

�
y4
�
;

pour x et y au voisinage de 0. D�où

ecosx = e1�
x2

2!
+x4

4!
+o(x4) = e1e�

x2

2!
+x4

4!
+o(x4);

mais puisque �x2

2!
+ x4

4!
est proche de 0, alors

e�
x2

2!
+x4

4! = 1� x
2

2!
+
x4

4!
+

�
�x2

2!
+ x4

4!

�2
2!

+ o
�
x4
�

= 1� x
2

2
+
x4

24
+
x4

8
+ o

�
x4
�

= 1� x
2

2
+
x4

6
+ o

�
x4
�
;

et on n�a pas écrit les autres termes (dans la première égalité) car on est sûr qu�ils nous

donneront des termes dont le degré est supérieur ou égal à 5. Ainsi

ecosx = e

�
�x

2

2
+
x4

6
+ o

�
x4
��
+ o

�
x4
�
:

3) Puisque x est au voisinage de 0, alors x > �1 et donc on peut écrire (1 + x)x =

ex ln(1+x): Puisqu�on a besoin du développement limité de notre fonction à l�ordre 5,

on écrira celui de ln (1 + x) à l�ordre 4 et on sait que

ln (1 + x) = x� x
2

2
+
x3

3
� x

4

4
+ o

�
x4
�
;
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d�où

x ln (1 + x) = x2 � x
3

2
+
x4

3
� x

5

4
+ o

�
x5
�
:

Pour �nir, on a besoin seulement du développement de l�exponentielle à l�ordre 2 et on

a :

ex ln(1+x) = 1 + x2 � x
3

2
+
x4

3
� x

5

4
+

�
x2 � x3

2
+ x4

3
� x5

4

�2
2!

+ o
�
x5
�

= 1 + x2 � x
3

2
+
5x4

6
� 3x

5

4
+ o

�
x5
�
:

4) Si x est proche de 0, alors �x est proche de 0 et donc on peut écrire :

ln (1� x) = �x� (�x)
2

2
+
(�x)3

3
� (�x)

4

4
+ o

�
x4
�

= �x� x
2

2
� x

3

3
� x

4

4
+ o

�
x4
�
:

D�où

cos [ln (1� x)] = 1�

�
�x� x2

2
� x3

3
� x4

4

�2
2

+

�
�x� x2

2
� x3

3
� x4

4

�4
24

+ o
�
x4
�

= 1� x
2

2
� x

3

2
� 5x

4

12
+ o

�
x4
�
:

Exercice 6.4.4 En utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes :

1.

lim
x!0

(1� ex) sinx
x3 + x2

:

2.

lim
x!0

(1 + x)
1
m � (1 + x)

1
n

x
:

Solution 6.4.4 1.

lim
x!0

(1� ex) sinx
x3 + x2

=
0

0
F.I.

On a :

ex = 1 + x+
x2

2!
+ o

�
x2
�
;

et

sin (x) = x+ o
�
x2
�
;

alors

lim
x!0

(1� ex) sinx
x3 + x2

= lim
x!0

�
1�

�
1 + x+ x2

2

��
:x

x3 + x2

= lim
x!0

�x2 � x3

2

x3 + x2
= lim

x!0

�1� x
2

x+ 1
= �1:
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2.

lim
x!0

(1 + x)
1
m � (1 + x)

1
n

x
=
0

0
F.I.

On a :

(1 + x)
1
m = 1 +

1

m
x+ o (x) ;

et

(1 + x)
1
n = 1 +

1

n
x+ o (x) ;

alors

lim
x!0

(1 + x)
1
m � (1 + x)

1
n

x
= lim

x!0

1 + 1
m
x� 1� 1

n
x

x

= lim
x!0

x
�
1
m
� 1

n

�
x

=
1

m
� 1
n
:

Exercice 6.4.5 En utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes :

1) lim
x!0

3x � 5x
2x � 4x ; 2) limx!0

ex � esinx
x� sin x ; 3) limx!0

x2
p
1 + x� x (ex � 1)
[ln (1 + x)]4

:

Solution 6.4.5 1) Un développement limité à l�ordre 1 est su¢ sant pour trouver la limite

dans cette question. On a

3x � 5x = ex ln 3 � ex ln 5 = (1 + x ln 3)� (1 + x ln 5) + o (x) ;

d�où

3x � 5x = x (ln 3� ln 5) + o (x) :

De la même manière on obtient :

2x � 4x = ex ln 2 � ex ln 4 = (1 + x ln 2)� (1 + x ln 4) + o (x)

= x (ln 2� ln 4) + o (x) :

Donc

lim
x!0

3x � 5x
2x � 4x = lim

x!0

x (ln 3� ln 5) + o (x)
x (ln 2� ln 4) + o (x)

=
ln 3� ln 5
ln 2� ln 4 :

2) On a besoin d�un développement d�ordre 3 pour calculer cette limite. On a

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ o

�
x3
�
;
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et

sin x = x� x
3

3!
+ o

�
x3
�
;

et alors

esinx = ex�
x3

3!
+o(x3)

= 1 +

�
x� x

3

3!

�
+

�
x� x3

3!

�2
2!

+

�
x� x3

3!

�3
3!

+ o
�
x3
�

= 1 + x+
x2

2
+ o

�
x3
�
:

D�où
ex � esinx
x� sin x =

x3

6
+ o (x3)

x3

6
+ o (x3)

;

et donc

lim
x!0

ex � esinx
x� sin x = 1:

3) On a

x2
p
1 + x = x2

�
1 +

x

2
� x

2

8
+ o

�
x2
��

= x2 +
x3

2
� x

4

8
+ o

�
x4
�
;

et

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ o

�
x3
�

) x (ex � 1) = x2 + x
3

2
+
x4

6
+ o

�
x4
�
;

et

ln (1 + x) = x+ o (x)) [ln (1 + x)]4 = x4 + o
�
x4
�
:

D�où

x2
p
1 + x� x (ex � 1) = �x

4

8
� x

4

6
+ o

�
x4
�

=
�14x4
48

+ o
�
x4
�
=
�7x4
24

+ o
�
x4
�
:

Ainsi

lim
x!0

x2
p
1 + x� x (ex � 1)
[ln (1 + x)]4

= lim
x!0

�7x4
24

+ o (x4)

x4 + o (x4)

=
�7
24
:
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Exercice 6.4.6 En utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes :

1.

lim
x!0

ln (x+ 1)� x+ x2

2
� x3

3

(sin (x))4
:

2.

lim
x!0

ln (x+ 1) + cos x� xe2x � 1
�2x2 :

Solution 6.4.6 1. Le DL de :

ln (x+ 1) = x� x
2

2
+
x3

3
� x

4

4
+ o

�
x4
�
;

et

sin (x) = x+ o (x) ;

alors

lim
x!0

ln (x+ 1)� x+ x2

2
� x3

3

(sin (x))4

= lim
x!0

x� x2

2
+ x3

3
� x4

4
+ o (x4)� x+ x2

2
� x3

3

(x+ o (x))4

= lim
x!0

�x4

4
+ o (x4)

x4 + o (x4)
= �1

4
:

2. DL nécessaires :

ln (x+ 1) = x� x
2

2
+ o

�
x2
�
;

cos (x) = 1� x
2

2
+ o

�
x2
�
;

e2x = 1 + 2x+ 2x2 + o
�
x2
�
;

donc

lim
x!0

ln (x+ 1) + cos x� xe2x � 1
�2x2

= lim
x!0

x� x2

2
+ 1� x2

2
� x (1 + 2x+ 2x2)� 1
�2x2

= lim
x!0

x� x2

2
+ 1� x2

2
� x� 2x2 � 2x3 � 1
�2x2

= lim
x!0

�3x2 � 2x3
�2x2 = lim

x!0

�x2 (3 + 2x)
�2x2 =

3

2
:

Exercice 6.4.7 En utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes :

1) lim
x!1

cos (ln x)� 1
(ex � e)2

; 2) lim
x!1

x
1

1�x :
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Solution 6.4.7 1) Un développement d�ordre 2 est su¢ sant dans ce cas. Posons x = 1+t

et donc si x est proche de 1, alors t est proche de 0. D�où

lnx = ln (1 + t) = t� t
2

2
+ o

�
t2
�
;

et donc

cos (ln (1 + t)) = 1�

�
t� t2

2

�2
2!

+ o
�
t2
�

= 1� t
2

2
+ o

�
t2
�
:

D�autre part,

ex � e = e1+t � e = e
�
et � 1

�
= e (1 + t+ o (t)� 1) ;

d�où

(ex � e)2 = e2t2 + o
�
t2
�
:

Ainsi

lim
x!1

cos (ln x)� 1
(ex � e)2

= lim
t!0

� t2

2

e2t2
= � 1

2e2
:

2) On a

x
1

1�x = e
1

1�x lnx:

Posons x = 1 + y et donc (x! 1, y ! 0) ; d�où

lnx

1� x =
ln (1 + y)

�y =
y + o (y)

�y

) lim
y!0

y + o (y)

�y = �1;

et puisque la fonction exponentielle est continue, alors

lim
x!1

x
1

1�x = e�1:
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CHAPITRE

7 Matrices

7.1 Éléments essentiels du calcul matriciel

Avant d�aborder les exercices, nous rappelons les notions essentielles sur les matrices.

Dé�nition 7.1.1 Une matrice de | de type (n; p) est un tableau rectangulair A d�éléments

de | à n lignes et p colonnes.

A =

0BBBBBB@
a11 a12 ::: a1p

a21 a22 ::: a2p
:
:

:
:

:::
:::

:
:

an1 an2 anp

1CCCCCCA :

On note aij l�élément situé à la i-ème ligne et la j-ème colonne, et on représente la

matrice A par

A = (aij)1�i�n;1�j�p :

L�ensemble des matrices n� p à coe¢ cients dans | est noté Mn;p (|) :

� Pour n = 1, A est appelée une matrice ligne, A = (a1;1; a1;2; :::; a1;p) :

� Pour p = 1, A est appelée une matrice colonne, A =

0BBBBBB@
a11

a12

::

a1p

1CCCCCCA :
� Pour n = p, A est appelée une matrice carrée d�ordre n et est notée A 2Mn (|).

� La matrice (de taille n�p) dont tous les coe¢ cients sont des zéros est appelée la matrice

nulle et est notée 0n;p ou plus simplement 0:

Dé�nition 7.1.2 Soient A = (aij)1�i�n;1�j�p et B = (bij)1�i�n;1�j�p deux matrices de

type (n; p),
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� On dit que A = B if 8i = 1; :::; n; 8j = 1; :::; p; aij = bij:

� La transposée de la matrice A est une matrice notée AT dé�nie par

AT = (aji)1�j�p;1�i�n ;

c�est-à-dire que AT est la matrice de taille p� n obtenue en échangeant les lignes et les

colonnes.

Dé�nition 7.1.3 Soient A et B deux matrices ayant la même taille n� p. Leur somme

C = A+B est la matrice de taille n� p dé�nie par

cij = aij + bij:

Dé�nition 7.1.4 Soient A 2 Mn;p (|) et B 2 Mp;m (|) ; on dé�nit le produit matriciel

A�B comme la matrice C = (cij)1�i�n;1�j�m 2Mn;m (|), où

cij = ai1b1j + ai2b2j + :::+ aipbpj:

Dé�nition 7.1.5 Soit A une matrice carrée d�ordre n; A = (aij)1�i�n;1�j�p ;

* L�ensemble des éléments fa11; a22; :::; anng est appelé la diagonale principale de A.

* A est une matrice diagonale si aij = 0 dès que i 6= j.

* Une matrice A est dite symétrique si AT = A:

Determinants

Dé�nition 7.1.6 Soit A = (aij)1�i�n;1�j�n ; une matrice carrée.

1- Développement suivant la colonne j : Le déterminant de A est donné par :

det (A) = (�1)1+j a1jD1j + (�1)2+j a2jD2j + :::+ (�1)n+j anjDnj; j = 1; :::; n;

oùDij est le mineur de l�élément aij, c�est-à-dire le déterminant de la matrice (n� 1)�

(n� 1) obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j de A.

2- Développement suivant la ligne i : Le déterminant de A est aussi donné par :

det (A) = (�1)i+1 ai1Di1 + (�1)i+2 ai2Di2 + :::+ (�1)i+n ainDin; i = 1; :::; n;

avec Dij dé�ni comme ci-dessus.
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Dé�nition 7.1.7 Soit A = (aij)1�i�n;1�j�n 2 Mn (|) : On dé�nit le cofacteur (i,j) de A

comme

cij = (�1)i+j detAij:

Où Aij désigne la sous-matrice de A obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j.

La matrice C = (cij)1�i�n;1�j�n est appelée matrice des cofacteurs, et la matrice C
T

est appelée matrice adjointe de A.

Diagonalisation

Dé�nition 7.1.8 Une matrice A 2 Mn (|) est dite diagonalisable si elle peut s�écrire

sous la forme A = PDP�1, où P est une matrice inversible (appelée matrice de passage)

et D est une matrice diagonale.

Systèmes d�équations linéaires

Soit | = R ou C. Un système de n léquations linéaires à p inconnues sur | est tout

système qui peut s�exprimer sous la forme :

(S) :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + :::+ a1pxp = b1

a21x1 + a22x2 + :::+ a2pxp = b2

:

:

:

:

an1x1 + an2x2 + :::+ anpxp = bn

;

où les (xj)j=1;:::;p sont les inconnues, et les coe¢ cients (aij) ; bj 2 |:

* Forme matricielle du système

Soit A = (aij)1�i�n;1�j�p ; B =

0BBBBBB@
b1

:

:

bn

1CCCCCCA ; X =

0BBBBBB@
x1

:

:

xn

1CCCCCCA Le système (S) s�écrit alors :

AX = B:

* Solution du système

Dé�nition 7.1.9 On appelle solution du système (S) tout élément X = (x1; :::; xp)

satisfaisant les n équations de (S). Cela revient à trouver un vecteur X tel que

AX = B.
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Règle de Cramer

Dé�nition 7.1.10 Le système (S) est appelé un système de Cramer si n = p = r; c�est-

à-dire si (S) est un système n� n (avec n équations et n inconnues) et que det (A) 6= 0:

Théorème 7.1.1 Tout système de Cramer admet une unique solution, exprimée par :

X = A�1B:

7.2 Exercices

Exercice 7.2.1

(1) Soient les matrices :

A =

0@ 2 1 3

�2 2 1

1A ; B =
0@ 2 3

3 �1

1A ; C =
0BBB@
2

1

2

1CCCA :
Calculer les produits matriciels suivants s�ils sont dé�nis : A:B, B:A, A:C, C:A, A2; B2:

(2) Soient :

A =

0@ 1 2

1 1

1A ; B =
0@ �3 0

0 �3

1A ;
Calculer l�expression matricielle A2 + AB + A; puis en déduire la matrice inverse A�1:

Solution 7.2.1 (1) Rappelons que :

� Le produit matriciel A � B est dé�ni si et seulement si le nombre de colonnes de la

matrice A est égal au nombre de lignes de la matrice B:

� Soit A 2 Mn;n (|) ; On dit que A est inversible s�il existe une matrice B 2 Mn;n (|)

telle que

A:B = B:A = In:

On obtient donc :

* L�opération A � B n�est pas dé�nie car le nombre de colonnes de A n�est pas égal au

nombre de lignes de B:

95



7.2. Exercices

* Nous pouvons calculer B � A car les matrices ont des dimensions compatibles, donc

nous avons

B � A =

0@ 2 3

3 �1

1A0@ 2 1 3

�2 2 1

1A
=

0@ 2� 2 + 3� (�2) 2� 1 + 3� 2 2� 3 + 3� 1

3� 2 + (�1) (�2) 3� 1 + (�1)� 2 3� 3 + (�1)� 1

1A
=

0@ �2 8 9

8 1 8

1A :
* La multiplication matricielle A�C est possible car le nombre de colonnes de A est égal

au nombre de lignes de C; donc nous avons

A� C =

0@ 2 1 3

�2 2 1

1A
0BBB@
2

1

2

1CCCA =

0@ 2� 2 + 1� 1 + 3� 2

(�2)� 2 + 2� 1 + 1� 2

1A =

0@ 11

0

1A :
* L�opération C � A n�est pas dé�nie car le nombre de colonnes de C n�est pas égal au

nombre de lignes de A:

* Le produit A� A n�est pas dé�ni car les dimensions sont incompatibles.

* Nous pouvons calculer B � B car les matrices ont des dimensions compatibles, donc

nous avons

B2 = B �B =

0@ 2 3

3 �1

1A0@ 2 3

3 �1

1A
=

0@ 2� 2 + 3� 3 2� 3 + 3� (�1)

3� 2 + (�1)� 3 3� 3 + (�1)� (�1)

1A
=

0@ 13 3

3 10

1A :
(2) Calculons A2 + AB + A;

A2 =

0@ 1 2

1 1

1A0@ 1 2

1 1

1A =

0@ 1� 1 + 2� 1 1� 2 + 2� 1

1� 1 + 1� 1 1� 2 + 1� 1

1A
=

0@ 3 4

2 3

1A ;
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et

A�B =

0@ 1 2

1 1

1A0@ �3 0

0 �3

1A =

0@ 1� (�3) + 2� 0 1� 0 + 2� (�3)

1� (�3) + 1� 0 1� 0 + 1� (�3)

1A
=

0@ �3 �6
�3 �3

1A ;
alors,

A2 + AB + A =

0@ 3 4

2 3

1A+
0@ �3 �6
�3 �3

1A+
0@ 1 2

1 1

1A
=

0@ 1 0

0 1

1A = I2:

* On a,

A2 + AB + A = I2 ) A (A+B + I2) = I2;

par conséquent, la matrice A est inversible et

A�1 = A+B + I2

=

0@ 1 2

1 1

1A+
0@ �3 0

0 �3

1A+
0@ 1 0

0 1

1A
=

0@ �1 2

1 �1

1A :
Exercice 7.2.2 Soit la matrice

A =

0BBB@
1 �3 6

6 �8 12

3 �3 4

1CCCA ;
(1) Calculer A2; puis déterminer deux réels �; � tels que A2 = �A+ �I3; où

I3 =

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA ;
est la matrice identité d�ordre 3.

(2) En utilisant le résultat précédent, montrer que A est inversible et déterminer son

inverse A�1.
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(3) Retrouver la matrice inverse A�1 en utilisant la méthode de la comatrice (ou matrice

des cofacteurs).

Solution 7.2.2 Rappelons que :

� La matrice carrée suivante s�appelle la matrice identité :

In =

0BBBBBB@
1 0 ::: 0

0 1 ::: 0

:
:

:
:

:::
:::

:
:

0 0 ::: 1

1CCCCCCA :

� Soit A 2Mn (|). On a :

A est inversible, det (A) 6= 0;

et dans ce cas, la matrice inverse de A est donnée par :

A�1 =
1

det (A)
:CT ;

où CT est la matrice adjointe de A.

(1)

A2 = A� A =

0BBB@
1 �3 6

6 �8 12

3 �3 4

1CCCA
0BBB@
1 �3 6

6 �8 12

3 �3 4

1CCCA =

0BBB@
1 3 �6

�6 10 �12

�3 3 �2

1CCCA ;
on a donc :

A2 = �A+ �I3 )0BBB@
1 3 �6

�6 10 �12

�3 3 �2

1CCCA = �

0BBB@
1 �3 6

6 �8 12

3 �3 4

1CCCA+ �
0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA

=

0BBB@
� �3� 6�

6� �8� 12�

3� �3� 4�

1CCCA+
0BBB@
� 0 0

0 � 0

0 0 �

1CCCA

=

0BBB@
�+ � �3� 6�

6� �8�+ � 12�

3� �3� 4�+ �

1CCCA ;
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Par identi�cation des coe¢ cients, on obtient :8<: �+ � = 1

�3� = 3
)

8<: � = 1� � = 2

� = �1
;

on en déduit :

A2 = �A+ 2I3:

(2) En utilisant le résultat précédent, on a :

A2 = �A+ 2I3 , A2 + A = 2I3 ,
1

2

�
A2 + A

�
= I3

, A:
1

2
(A+ I3) = I3 ) A est inversible,

et

A�1 =
1

2
(A+ I3) =

1

2

26664
0BBB@
1 �3 6

6 �8 12

3 �3 4

1CCCA+
0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA
37775

=
1

2

0BBB@
2 �3 6

6 �7 12

3 �3 5

1CCCA =

0BBB@
1 �3

2
3

3 �7
2
6

3
2
�3
2

5
2

1CCCA :
(3) En utilisant la méthode des cofacteurs, on obtient :

A�1 =
1

det (A)
CT ;

où C est la matrice des cofacteurs.

jAj =

���������
1 �3 6

6 �8 12

3 �3 4

���������
= (�1)1+1 : (1) :

������ �8 12

�3 4

������+ (�1)1+2 : (�3) :
������ 6 12

3 4

������
+(�1)1+3 : (6) :

������ 6 �83 �3

������
= 4 6= 0;
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Calculons maintenant la matrice des cofacteurs,

C =

0BBBBBBBBBBBB@

+

������ �8 12

�3 4

������ �
������ 6 12

3 4

������ +

������ 6 �83 �3

������
�

������ �3 6

�3 4

������ +

������ 1 6

3 4

������ �
������ 1 �33 �3

������
+

������ �3 6

�8 12

������ �
������ 1 6

6 12

������ +

������ 1 �36 �8

������

1CCCCCCCCCCCCA

=

0BBB@
4 12 6

�6 �14 �6

12 24 10

1CCCA) CT =

0BBB@
4 �6 12

12 �14 24

6 �6 10

1CCCA

) A�1 =
1

4

0BBB@
4 �6 12

12 �14 24

6 �6 10

1CCCA =

0BBB@
1 �3

2
3

3 �7
2
6

3
2
�3
2

5
2

1CCCA :
Exercice 7.2.3 Soit la matrice

A =

0BBB@
2 1 0

�3 �1 1

1 0 �1

1CCCA :
1. La matrice A est-elle inversible ?

2. Calculer A3:

3. En déduire que (I � A) est inversible et en déduire l�expression (I � A)�1 :

4. Retrouver (I � A)�1 par la méthode classique (en utilisant la comatrice).

Solution 7.2.3 1. La matrice A est-elle inversible ?

Le déterminant de A est :

det (A) = 2

������ �1 1

0 �1

������� 1
������ �3 1

1 �1

������+ 0
������ �3 �11 0

������
= 2 (1)� 1 (2) = 0:

Comme det (A) = 0, la matrice A n�est pas inversible.

2. Calcul de A3 :
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On calcule d�abord A2 :

A2 = A:A =

0BBB@
2 1 0

�3 �1 1

1 0 �1

1CCCA
0BBB@

2 1 0

�3 �1 1

1 0 �1

1CCCA =

0BBB@
1 1 1

�2 �2 �2

1 1 1

1CCCA ;
puis

A3 = A2:A =

0BBB@
1 1 1

�2 �2 �2

1 1 1

1CCCA
0BBB@

2 1 0

�3 �1 1

1 0 �1

1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA :
3. Inversibilité de (I � A) et expression de (I � A)�1 :

Comme A3 = 0; alors I = I � A3; d�un autre coté

I = I � A3 = (I � A)
�
I + A+ A2

�
;

ce qui permet de conclure que (I � A) est inversible et

(I � A)�1 = I + A+ A2

=

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA+
0BBB@

2 1 0

�3 �1 1

1 0 �1

1CCCA+
0BBB@

1 1 1

�2 �2 �2

1 1 1

1CCCA

=

0BBB@
4 2 1

�5 �2 �1

2 1 1

1CCCA :
4. Retrouver (I � A)�1 par la comatrice :

I � A =

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA�
0BBB@

2 1 0

�3 �1 1

1 0 �1

1CCCA =

0BBB@
�1 �1 0

3 2 �1

�1 0 2

1CCCA ;
déterminant de (I � A) :

det (I � A) = �

������ 2 �10 2

������+
������ 3 �1

�1 2

������
= �4 + 5 = 1 6= 0;

alors (I � A) est inversible.
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Comatrice de (I � A) :

com (I � A) =

0BBB@
4 �5 2

2 �2 1

1 �1 1

1CCCA ;
puis

(I � A)�1 = 1

det (I � A)com (I � A)
t ;

alors

(I � A)�1 =

0BBB@
4 2 1

�5 �2 �1

2 1 1

1CCCA :
On retrouve bien le même résultat.

Exercice 7.2.4 Considérons la matrice suivante :

A =

0BBB@
1 1 1

0 2 5

2 5 �1

1CCCA :
(1) Montrer que A est inversible et déterminer A�1:

(2) Écrire le système (S) sous forme matricielle A:X = b; où

(S) =

8>>><>>>:
x+ y + z = 6

2y + 5z = �4

2x+ 5y � z = 27

:

(3) En déduire la solution du système (S) :

Solution 7.2.4 (1) La matrice A est inversible si det (A) 6= 0;

det (A) = (�1)2+1 :0:

������ 1 1

5 �1

������+ (�1)2+2 :2:
������ 1 1

2 �1

������
+(�1)2+3 :5:

������ 1 1

2 5

������
= 0� 6� 15 = �21 6= 0;

donc, A est inversible et

A�1 =
1

det (A)
CT ;
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procédons au calcul de la matrice des cofacteurs,

C =

0BBBBBBBBBBBB@

+

������ 2 5

5 �1

������ �
������ 0 5

2 �1

������ +

������ 0 2

2 5

������
�

������ 1 1

5 �1

������ +

������ 1 1

2 �1

������ �
������ 1 1

2 5

������
+

������ 1 1

2 5

������ �

������ 1 1

0 5

������ +

������ 1 1

0 2

������

1CCCCCCCCCCCCA

=

0BBB@
�27 10 �4

6 �3 �3

3 �5 2

1CCCA) CT =

0BBB@
�27 6 3

10 �3 �5

�4 �3 2

1CCCA ;

) A�1 = � 1
21

0BBB@
�27 6 3

10 �3 �5

�4 �3 2

1CCCA :
(2) Le système (S) sous forme matricielle AX = b;

AX = b,

0BBB@
1 1 1

0 2 5

2 5 �1

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA =

0BBB@
6

�4

27

1CCCA :
(3) La solution du système (S) est

X =

0BBB@
x

y

z

1CCCA = A�1b

= � 1
21

0BBB@
�27 6 3

10 �3 �5

�4 �3 2

1CCCA
0BBB@

6

�4

27

1CCCA =

0BBB@
5

3

�2

1CCCA :
Exercice 7.2.5 Soit � un paramètre réel, on considère la matrice

A =

0BBB@
1 0 �

0 � 1

� 1 0

1CCCA :
1. Pour quelles valeurs du paramètre �: La matrice A est-elle inversible ?
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2. Lorsque cela est possible, calculer A�1: (On rappelle que A�1 = 1
det(A)

com (A)t):

3. En déduire la solution du système 8>>><>>>:
y + z = 4

2x+ 2y = 16

3x+ 3z = 12

:

Solution 7.2.5 1. Inversibilité de A :

La matrice est

A =

0BBB@
1 0 �

0 � 1

� 1 0

1CCCA ;
son déterminant est :

det (A) = 1

������ � 1

1 0

������� 0
������ 0 1

� 0

������+ �
������ 0 �

� 1

������
= �1� �3 = �

�
1 + �3

�
;

la matrice A est inversible si et seulement si det (A) 6= 0; c�est-à-dire

�
�
1 + �3

�
6= 0) �3 6= �1) � 6= �1:

2. Calcul A�1 pour � 6= �1 :

On a det (A) = � (1 + �3) ; la comatrice de A est :

com (A) =

0BBB@
�1 � ��2

� ��2 �1

��2 �1 �

1CCCA ;
comme A est symétrique, com (A)t = com (A) : Ainsi,

A�1 =
1

det (A)
com (A)t = � 1

1 + �3

0BBB@
�1 � ��2

� ��2 �1

��2 �1 �

1CCCA :
3. Résolution du système :
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Le système 8>>><>>>:
y + z = 4

2x+ 2y = 16

3x+ 3z = 12

;

se simpli�e en : 8>>><>>>:
y + z = 4

x+ y = 8

x+ z = 4

;

en réarrangeant les équations on trouve8>>><>>>:
x+ z = 4

y + z = 4

x+ y = 8

;

on reconnaît la matrice A avec � = 1 :

A =

0BBB@
1 0 1

0 1 1

1 1 0

1CCCA et b =

0BBB@
4

4

8

1CCCA :
Pour � = 1;

A�1 = �1
2

0BBB@
�1 1 �1

1 �1 �1

�1 �1 1

1CCCA ;
la solution est X = A�1b :0BBB@

x

y

z

1CCCA = �1
2

0BBB@
�1 1 �1

1 �1 �1

�1 �1 1

1CCCA
0BBB@
4

4

8

1CCCA =

0BBB@
4

4

0

1CCCA :
Ainsi, la solution du système est x = 4; y = 4; z = 0:

Exercice 7.2.6 Soit la matrice suivante :

A =

0BBB@
3 �1 �1

0 2 0

�1 1 3

1CCCA
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(1) Déterminer le polynôme caractéristique PA (x) de la matrice A:

(2) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres.

(3) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Solution 7.2.6 Rappelons que : Soit A 2Mn;n (|) et soit � 2 |:

� On dit que � est une valeur propre de A s�il existe un vecteur non nul v tel que

Av = �v. Le vecteur v est alors appelé un vecteur propre associé à �.

� � est une valeur propre de A si et seulement si il véri�e l�équation caractéristique

det (A� �I) = 0:

� Le polynôme PA (�) = det (A� �I) est appelé le polynôme caractéristique de A.

� L�ensemble E� dé�ni par :

E� = fv 2 Rn ou Cn=Av = �vg ;

est appelé le sous-espace propre associé à la valeur propre �.

On considère la matrice A 2M3 (R) donnée ci-dessous :

A =

0BBB@
3 �1 �1

0 2 0

�1 1 3

1CCCA
(1) Le polynôme caractéristique de la matrice A est égal à :

PA (�) = jA� �I3j =

���������
3� � �1 �1

0 2� � 0

�1 1 3� �

��������� :
En développant selon la deuxième ligne, on obtient :

PA (�) = (�1)2+1 :0:

������ �1 �1

1 3� �

������+ (�1)2+2 : (2� �) :
������ 3� � �1

�1 3� �

������
+(�1)2+3 :0:

������ 3� � �1�1 1

������
= (2� �) :

�
(3� �)2 � 1

�
= (2� �) : [((3� �)� 1) ((3� �) + 1)]

= (2� �) : (2� �) : (4� �) = (2� �)2 : (4� �) :

(2)
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* Les valeurs propres de la matrice A sont les racines du polynôme caractéristique PA (�),

donc

f�1; �2; �3g = f2; 2; 4g :

* Détermination des vecteurs propres fv1; v2; v3g ;

(a) Pour �1 = �2 = 2;

Av1 = 2v1 ,

0BBB@
3 �1 �1

0 2 0

�1 1 3

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA = 2

0BBB@
x

y

z

1CCCA

,

8>>><>>>:
3x� y � z = 2x

2y = 2y

�x+ y + 3z = 2z

,

8>>><>>>:
x� y � z = 0

y = y

�x+ y + z = 0
, x = y + z;

on obtient alors,

v1;2 =

0BBB@
y + z

y

z

1CCCA = y

0BBB@
1

1

0

1CCCA+ z
0BBB@
1

0

1

1CCCA

) v1 =

0BBB@
1

1

0

1CCCA et v2 =

0BBB@
1

0

1

1CCCA :
(b) Pour �3 = 4;

Av3 = 4v3 ,

0BBB@
3 �1 �1

0 2 0

�1 1 3

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA = 4

0BBB@
x

y

z

1CCCA

,

8>>><>>>:
3x� y � z = 4x

2y = 4y

�x+ y + 3z = 4z

,

8<: y = 0

x = �z
;

on obtient alors,

) v3 =

0BBB@
�z

0

z

1CCCA = z

0BBB@
�1

0

1

1CCCA ;
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les vecteurs propres sont donc8>>><>>>:
0BBB@
1

1

0

1CCCA ;
0BBB@
1

0

1

1CCCA ;
0BBB@
�1

0

1

1CCCA
9>>>=>>>; :

(3) � Souvenons-nous : une matrice n � n qui a n valeurs propres distinctes est néces-

sairement diagonalisable.

Ici, dans notre exercice, l�existence de trois vecteurs propres distincts garantit que la

matrice A est diagonalisable.

Exercice 7.2.7 On considère la matrice M 2M3 (R) suivante

M =

0BBB@
�1 1 0

2 0 �2

0 0 �2

1CCCA :
1. Calculer le polynôme caractéristique �M de la matrice M:

2. Déterminer le spectre de M; c�est à dire l�ensemble des valeurs propres de M:

3. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Solution 7.2.7 On considère la matrice M 2M3 (R) suivante

M =

0BBB@
�1 1 0

2 0 �2

0 0 �2

1CCCA :
1. Polynôme caractéristique de M :

Le polynôme caractéristique de la matrice M est égal à :

�M (X) =

���������
�1�X 1 0

2 �X �2

0 0 �2�X

��������� ;
en développant par rapport à la dernière ligne, on trouve

�M (X) = � (X + 2)

������ �1�X 1

2 �X

������
= � (X + 2) (X (X + 1)� 2)

= � (X + 2)
�
X2 +X � 2

�
= � (X + 2)2 (X � 1) :
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2. Spectre de M :

Déterminer le spectre de M , c�est à dire l�ensemble des valeurs propres de M . Le spectre

de M est égal à l�ensemble des racines du polynôme caractéristique :

SpecM = f1;�2g :

3. Diagonalisabilité de M :

Le sous espace propre E�2 associé à la valeur propre �2 est dé�ni par

E�2 =
�
X 2 R3=MX = �2X

	
;

si on pose X =

0BBB@
x

y

z

1CCCA ; l�équation MX = �2X devient

8>>><>>>:
�x+ y = �2x

2x� 2z = �2y

�2z = �2z

,

8<: x+ y = 0

z = 0
;

donc, le sous espace propre E�2 associé à la valeur propre �2 est égal à

E�2 = V ect

0BBB@
1

�1

0

1CCCA :
La matriceM est diagonalisable SSi les dimensions des sous-espaces propres (non réduits

au vecteur nul) sont égales à la multiplicité algébrique des valeurs propres dans le

polynôme caractéristique :

Ici la dimension de E�2 est 1 < 2; donc la matrice M n�est pas diagonalisable.

Exercice 7.2.8 Soit le système suivant :

(S)

8>>><>>>:
x1 � x3 = 2

�2x1 + 3x2 + 4x3 = �3

x2 + x3 = 0

:

1. Ecrire le système (S) sous la forme matricielle AX = B:

2. Démontrer que (S) admet une solution.
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3. Résoudre le système par la méthode de Cramer.

Solution 7.2.8 1. Forme matricielle AX = B :

La forme matricielle s�écrit AX = B avec :

A =

0BBB@
1 0 �1

�2 3 4

0 1 1

1CCCA ; X =

0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA ; B =
0BBB@

2

�3

0

1CCCA :
2. Existence d�une solution :

Le déterminant de A est :

det (A) =

���������
1 0 �1

�2 3 4

0 1 1

���������
= 1:

������ 3 4

1 1

������� 0:
������ �2 4

0 1

������� 1:
������ �2 3

0 1

������
= �1 + 2 = 1 6= 0:

Puisque det (A) 6= 0, la matrice A est inversible et le système admet une unique solution.

3. Résolution par la méthode de Cramer :

Les solutions sont données par xi =
det(Ai)
det(A)

; où Ai est la matrice A avec la i-ème colonne

remplacée par B.

x1 =
jA1j
jAj =

���������
2 0 �1

�3 3 4

0 1 1

���������
1

= 2� (�1) + (�1) (�3) = 1;

x2 =
jA2j
jAj =

���������
1 2 �1

�2 �3 4

0 0 1

���������
1

= 1� (�3)� 2 (�2)� 1� 0 = 1;

x3 =
jA3j
jAj =

���������
1 0 2

�2 3 �3

0 1 0

���������
1

= 1� (3) + 2 (�2) = �1;
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Exercice 7.2.9 Considérons le système suivant :

(S) =

8>>><>>>:
x� 2y + z = �3

x� y + z = 1

�2x+ 2y � z = 2

(1) Écrire le système (S) sous forme matricielle A:X = b:

(2) Montrer que (S) admet une solution.

(3) Résoudre le système en utilisant la méthode de Cramer.

Solution 7.2.9 (1) Le système (S) sous forme matricielle :

AX = b,

0BBB@
1 �2 1

1 �1 1

�2 2 �1

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA =

0BBB@
�3

1

2

1CCCA :
(2) Le système (S) admet une solution si det (A) 6= 0;

det (A) = (�1)1+1 :1:

������ �1 1

2 �1

������+ (�1)1+2 : (�2) :
������ 1 1

�2 �1

������
+(�1)1+3 :1:

������ 1 �1

�2 2

������
= �1 + 2 + 0 = 1 6= 0;

par conséquent, le système (S) admet une solution.

(3) On utilise la méthode de Cramer pour résoudre le système (S) ;

x =
jA1j
jAj =

���������
�3 �2 1

1 �1 1

2 2 �1

���������
1

= 1;

y =
jA2j
jAj =

���������
1 �3 1

1 1 1

�2 2 �1

���������
1

= 4;

z =
jA3j
jAj =

���������
1 �2 �3

1 �1 1

�2 2 2

���������
1

= 4:
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CHAPITRE

8 Primitives et calcul de

l�intégrale pour une

fonction continue

Dans ce chapitre, nous présentons certaines dé�nitions essentielles à la résolution des

exercices.

8.1 Primitives d�une fonction continue

Dé�nition 8.1.1 Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I. On dit qu�une fonction

F est une primitive de f sur I si F est dérivable sur I et si, pour tout x appartenant à

I; on a

F
0
(x) = f(x):

Théorème 8.1.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit F est une

primitive de f sur cet intervalle. Alors toute primitive de f sur I s�écrit sous la forme :

F (x) + C;

où C est une constante réelle. Autrement dit, si une fonction admet une primitive sur I,

alors cette primitive n�est pas unique.

Dé�nition 8.1.2 Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I et F l�une de ces pri-

mitives sur cet intervalle. On note généralement l�ensemble des primitives de f sous la

forme :

F (x) =

Z
f(x)dx:

Cette écriture est appelée intégrale indé�nie de la fonction f:
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Proposition 8.1.1 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a; b] :

1.

bZ
a

(f (x) + g (x)) dx =

bZ
a

f (x) dx+

bZ
a

g (x) dx:

2. Pour tout réel � :

bZ
a

�f (x) dx = �

bZ
a

f (x) dx:

Ces propriétés montrent que l�intégrale est une application linéaire :

bZ
a

(�f (x) + �g (x)) dx = �

bZ
a

f (x) dx+ �

bZ
a

g (x) dx:

Cependant, en général :

bZ
a

f (x) g (x) dx 6=

0@ bZ
a

f (x) dx

1A0@ bZ
a

g (x) dx

1A :
8.2 Techniques d�intégration

Intégration par parties

Proposition 8.2.1 Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. Alors, on

a la relation suivante :Z
u(x)v

0
(x)dx = u(x)v(x)�

Z
u
0
(x)v(x)dx:

Intégration par changement de variable

Proposition 8.2.2 Si f est continue et ' est dérivable, alors en posant u = ' (x), on

obtient : Z
f (' (x))'0 (x) dx =

Z
f (u) du:

Autrement dit, on remplace ' (x) par u pour simpli�er le calcul de l�intégrale.

8.3 Primitives des fonctions usuelles

1.
Z
exdx = ex + c sur R:

2.
Z
cosxdx = sinx+ c sur R:
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3.
Z
sin xdx = � cosx+ c sur R:

4.
Z
xndx = xn+1

n+1
+ c (n 2 N) sur R:

5.
Z
x�dx = x�+1

�+1
+ c (� 2 R= f�1g) sur ]0;+1[ :

6.
Z

1
x
dx = ln jxj+ c sur ]0;+1[ ou ]�1; 0[ :

7.
Z
shxdx = chx+ c;

Z
chxdx = shx+ c sur R:

8.
Z

dx
1+x2

dx = arctan x+ c sur R:

9.
Z

dxp
1�x2dx =

8<: arcsinx+ c

�
2
� arccos x+ c

sur ]�1; 1[ :

10.
Z

dxp
x2+1

dx =

8<: arg shx+ c

ln
�
x+
p
x2 + 1

�
+ c

sur R:

11.
Z

dxp
x2�1dx =

8<: arg chx+ c

ln
�
x+
p
x2 � 1

�
+ c

sur x 2 ]1;+1[ :

8.4 Exercices

Exercice 8.4.1 Calculer les intégrales indé�nies suivantes :

1)I1 =

Z �
2x3 + x

�
exdx; 2)I2 =

Z �
x2 + 2

�
cos (x) dx; 3)I3 =

Z
ln (x) dx;

4)I4 =

Z
x arctan (x) dx; 5)I5 =

Z
x3 ln (x) dx; 6)I6 =

Z
arccos (x) dx:

Solution 8.4.1 1)

I1 =

Z �
2x3 + x

�
exdx = 2

Z
x3exdx| {z }
I01

+

Z
xexdx| {z }
I02

:

Pour calculer I 01; on utilise l�intégration par parties, on pose :

u0 = ex; u = ex

v = x3; v0 = 3x2dx;

alors,

I 01 = x
3ex � 3

Z
x2ex| {z }
I03

dx;

114



8.4. Exercices

on pratique à nouveau l�intégration par parties :

u0 = ex; u = ex

v = x2; v0 = 2xdx;

alors,

I 03 = x
2ex � 2

Z
xex| {z }
I04

dx;

refaisons une intégration par parties

u0 = ex; u = ex

v = x; v0 = 1dx;

alors,

I 04 = xe
x �

Z
exdx = ex (x� 1) + c;

puis,

I1 = 2x3ex � 6x2ex + 12ex (x� 1) + ex (x� 1) + c

= 2ex
�
x3 � 3x2 + 6x� 6

�
+ ex (x� 1) + c

= ex
�
2x3 � 6x2 + 13x� 13

�
+ c:

2)

I2 =

Z �
x2 + 2

�
cos (x) dx =

Z
x2 cos (x) dx| {z }

I02

+ 2

Z
cos (x) dx;

Pour calculer I 02; on utilise l�intégration par parties, on pose :

u0 = cos (x) ; u = sin (x)

v = x2; v0 = 2xdx;

alors,

I 02 = x
2 sin (x)� 2

Z
x sin (x)| {z }
I002

dx;

refaisons une intégration par parties

u0 = sin (x) ; u = � cos (x)

v = x; v0 = 1dx;
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alors,

I 002 = �x cos (x) +
Z
cos (x) dx = �x cos (x) + sin (x) + c;

puis,

I2 = x2 sin (x) + 2x cos (x)� 2 sin (x) + 2 sin (x) + c

= x2 sin (x) + 2x cos (x) + c:

3)

I3 =

Z
ln (x) dx;

on utilise l�intégration par parties :

u0 = 1; u = x

v = ln (x) ; v0 =
1

x
dx;

puis,

I3 = x ln (x)�
Z
dx = x ln (x)� x+ c

= x (ln (x)� 1) + c

4)

I4 =

Z
x arctan (x) dx;

pour calculer cette intégrale, on utilise la formule d�intégration par parties :

u0 = x; u =
x2

2

v = arctan (x) ; v0 =
1

x2 + 1
dx;

puis,

I4 =
x2

2
arctan (x)� 1

2

Z
x2

x2 + 1
dx;

et
x2

x2 + 1
= 1� 1

x2 + 1
;

donc Z
x2

x2 + 1
dx =

Z
dx�

Z
1

x2 + 1
dx

= x� arctan (x) + c;
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alors

I4 =
x2

2
arctan (x)� 1

2
x+

1

2
arctan (x) + c

=
x2 + 1

2
arctan (x)� 1

2
x+ c:

5)

I5 =

Z
x3 ln (x) dx;

on e¤ectue une intégration par parties

u0 = x3; u =
x4

4

v = ln (x) ; v0 =
1

x
dx;

on trouve,

I5 =
x4

4
ln (x)� 1

4

Z
x3dx

=
x4

4
ln (x)� x

4

16
+ c

=
x4

4

�
ln (x)� 1

4

�
+ c:

6)

I6 =

Z
arccos (x) dx;

on applique l�intégration par parties

u0 = 1; u = x

v = arccos (x) ; v0 =
�dxp
1� x2

;

on trouve,

I6 = x arccos (x) +

Z
xp
1� x2

dx

= x arccos (x)� 1
2

Z �2xp
1� x2

dx

= x arccos (x)�
p
1� x2 + c:

Exercice 8.4.2 Calculer les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable :

1) I1 =

1Z
0

x
p
1 + x2dx; 2) I2 =

�
2Z
0

cosx

1 + sinx
dx;

3) I3 =

Z
ln (3x)

x
dx; 4) I4 =

Z
1

4 sin2 x+ 9 cos2 x
dx:
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Solution 8.4.2 1) Posons :

u = 1 + x2; du = 2xdx) xdx =
du

2
:

Changement des bornes :

Si x = 0) u = 1;

Si x = 1) u = 2:

L�intégrale devient :

I1 =
1

2

2Z
1

p
udu =

1

2

2Z
1

u
1
2du

=
1

2

"
u
3
2

3
2

#2
1

=
1

2
� 2
3

h
2
3
2 � 1

i
=

1

3

h
2
p
2� 1

i
:

2) Posons :

u = 1 + sin x;

alors

du = cos xdx:

Changement des bornes :

Si x = 0) u = 1;

Si x =
�

2
) u = 2:

Donc :

I2 =

�
2Z
0

cosx

1 + sinx
dx =

2Z
1

du

u

= [ln juj]21 = ln 2:

3) Posons

u = ln (3x) ;

alors

du =
1

x
dx;
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donc

I3 =

Z
udu =

u2

2
+ c =

(ln (3x))2

2
+ c:

4) On utilise le changement classique :

t = tanx;

alors

dx =
dt

1 + t2
;

et

sin2 x =
t2

1 + t2
; cos2 x =

1

1 + t2
:

Le dénominateur devient

4 sin2 x+ 9 cos2 x =
4t2 + 9

1 + t2
;

donc

I4 =

Z
1

4t2+9
1+t2

dt

1 + t2
=

Z
dt

4t2 + 9
;

or Z
dt

a2 + t2
=
1

a
arctan

�
t

a

�
:

Donc

I4 =
1

6
arctan

�
2t

3

�
+ c;

en remplaçant

t = tanx;

on trouve

I4 =
1

6
arctan

�
2 tanx

3

�
+ c:

Exercice 8.4.3 Calculer les intégrales indé�nies suivantes :

1. I1 =
Z

1
x2+4x+8

dx:

2. I2 =
Z

x�2
x2+4x+5

dx:

3. I3 =
Z

1
x2�8x+12dx:

4. I4 =
Z

x�3
(x2+6x+10)2

dx:
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Solution 8.4.3 1.

I1 =

Z
1

x2 + 4x+ 8
dx:

On complète le carré :

x2 + 4x+ 8 =
�
x2 + 4x+ 4

�
+ 4 = (x+ 2)2 + 4:

On utilise la formule Z
dx

x2 + a2
=
1

a
arctan

x

a
;

alors

I1 =

Z
dx

(x+ 2)2 + 22
=
1

2
arctan

x+ 2

2
+ c:

2.

I2 =

Z
x� 2

x2 + 4x+ 5
dx:

On écrit x� 2 = 1
2
(2x+ 4)� 4 pour séparer la fraction :

x� 2
x2 + 4x+ 5

=
1

2

2x+ 4

x2 + 4x+ 5
� 4

x2 + 4x+ 5
;

� Première partie : Z
2x+ 4

x2 + 4x+ 5
dx = ln

��x2 + 4x+ 5�� ;
� Deuxième partie :Z

4

x2 + 4x+ 5
dx = 4

Z
dx

(x+ 2)2 + 12
= 4arctan (x+ 2) ;

donc :

I2 =
1

2
ln
��x2 + 4x+ 5��� 4 arctan (x+ 2) + c:

3.

I3 =

Z
1

x2 � 8x+ 12dx:

On complète le carré :

x2 � 8x+ 12 =
�
x2 � 8x+ 16

�
� 4 = (x� 4)2 � 22:

On utilise la formule Z
dx

x2 � a2 =
1

2a
ln

����x� ax+ a

���� ;
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alors

I3 =

Z
1

(x� 4)2 � 22
dx =

1

4
ln

����x� 4� 2x� 4 + 2

����+ c = 1

4
ln

����x� 6x� 2

����+ c:
4.

I4 =

Z
x� 3

(x2 + 6x+ 10)2
dx:

On complète le carré :

x2 + 6x+ 10 =
�
x2 + 6x+ 9

�
+ 1 = (x+ 3)2 + 12:

Posons u = x+ 3) du = dx; alors x� 3 = u� 6 :Z
u� 6

(u2 + 1)2
du =

Z
u

(u2 + 1)2
du� 6

Z
du

(u2 + 1)2
;

� Première partie : Z
u

(u2 + 1)2
du = � 1

2 (u2 + 1)
;

� Deuxième partie : on utilise la formuleZ
dx

(x2 + a2)2
=
1

2

�
x

a2 (x2 + a2)
+
1

a3
arctan

x

a

�
+ c;

alors Z
du

(u2 + 1)2
=
1

2

�
u

u2 + 1
+ arctanu

�
:

Donc en remplaçant u = x+ 3

I4 = �
1

2
�
(x+ 3)2 + 1

� � 3� x+ 3

(x+ 3)2 + 1
+ arctan (x+ 3)

�
+ c:

Exercice 8.4.4 Calculer les intégrales suivantes :

1. K1 =

Z
sinx

1+cos2 x
dx:

2. K2 =

Z
dx

(2+cosx)2
:

3. K3 =

�
2Z

�
6

cosx
sin3 x

dx:

4. K4 =

Z
sinx�cosx
sinx+cosx

dx:

Solution 8.4.4 1.

K1 =

Z
sin x

1 + cos2 x
dx:
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On pose :

u = cos x) du = � sin xdx;

donc :

sin xdx = �du;

l�intégrale devient :

K1 =

Z
sin x

1 + cos2 x
dx = �

Z
du

1 + u2

= � arctan (u) + c = � arctan (cos x) + c:

2.

K2 =

Z
dx

(2 + cos x)2
:

On pose :

t = tan
x

2
; dx =

2

1 + t2
dt; cosx =

1� t2
1 + t2

;

alors :

2 + cos x = 2 +
1� t2
1 + t2

=
2 (1 + t2) + (1� t2)

1 + t2
=
3 + t2

1 + t2
;

donc :

(2 + cos x)2 =
(3 + t2)

2

(1 + t2)2
;

l�intégrale devient :

K2 =

Z
2

1 + t2
(1 + t2)

2

(3 + t2)2
dt =

Z
2 (1 + t2)

(3 + t2)2
dt:

On écrit : Z
2 (1 + t2)

(3 + t2)2
dt =

Z
2

t2 + 3
dt�

Z
4

(t2 + 3)2
dt;

on utilise : Z
dt

t2 + a2
=
1

a
arctan

�
t

a

�
;

et Z
dt

(t2 + a2)2
=

t

2a2 (t2 + a2)
+

1

2a3
arctan

�
t

a

�
;

alors : Z
2

t2 + 3
dt =

2p
3
arctan

�
tp
3

�
+ c;
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et Z
4

(t2 + 3)2
dt =

4t

6 (t2 + 3)
+

2

3
p
3
arctan

�
tp
3

�
+ c

=
2t

3 (t2 + 3)
+

2

3
p
3
arctan

�
tp
3

�
+ c;

puis :

K2 =
2p
3
arctan

�
tp
3

�
� 2t

3 (t2 + 3)
� 2

3
p
3
arctan

�
tp
3

�
+ c

=
4

3
p
3
arctan

�
tp
3

�
� 2t

3 (t2 + 3)
+ c:

3.

K3 =

�
2Z

�
6

cosx

sin3 x
dx:

On pose :

u = sinx) du = cos xdx;

Donc :

K3 =

sin(�2 )Z
sin(�6 )

du

u3
=

1Z
1
2

du

u3
=

�
� 1

2u2

�1
1
2

= �1
2
+ 2 =

3

2
:

4.

K4 =

Z
sin x� cosx
sin x+ cosx

dx:

On pose :

u = sinx+ cosx) du = (cosx� sin x) dx = � (sinx� cosx) dx;

donc :

(sinx� cosx) dx = �du;

alors :

K4 =

Z �du
u

= � ln juj+ c = � ln jsin x+ cosxj+ c:

Exercice 8.4.5 Calculer
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1. I1 =
Z
cos4 x sin5 xdx:

2. I2 =
Z

sinx cosx
sin2 x+1

dx:

3. I3 =
Z

x�1
x2+x+3

dx:

Solution 8.4.5 1.

I1 =

Z
cos4 x sin5 xdx:

On pose :

u = cos x) du = � sin xdx;

alors :

sin xdx = �du; sin2 x = 1� cos2 x = 1� u2;

donc :

I1 =

Z
cos4 x

�
sin2 x

�2
sin xdx = �

Z
u4
�
1� u2

�2
du

= �
Z
u4
�
u4 � 2u2 + 1

�
du = �

Z �
u8 � 2u6 + u4

�
du

= �
�
u9

9
� 2u

7

7
+
u5

5

�
+ c = �cos

9 x

9
+ 2

cos7 x

7
+
cos5 x

5
+ c:

2.

I2 =

Z
sin x cosx

sin2 x+ 1
dx:

Posons :

u = sinx) du = cos xdx;

alors :

I2 =

Z
udu

u2 + 1
=
1

2

Z
2udu

u2 + 1

=
1

2
ln
��u2 + 1��+ c = 1

2
ln
�
sin x2 + 1

�
+ c:

3.

I3 =

Z
x� 1

x2 + x+ 3
dx =

1

2

26664
Z

2x+ 1

x2 + x+ 3| {z }
I03

dx+

Z �3
x2 + x+ 3

dx| {z }
I003

37775 ;
on a

I 03 = ln
��x2 + x+ 3��+ c;
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et pour I 003 ; on a

x2 + x+ 3 =

�
x+

1

2

�2
+
11

4
;

donc, on utilisant : Z
dx

x2 + a2
=
1

a
arctan

�x
a

�
;

on trouve :Z
dx

x2 + x+ 3
=

Z
dx�

x+ 1
2

�2
+

p
11
22

=
2p
11
arctan

�
2x+ 1p
11

�
+ c;

puis :

I3 =
1

2

�
ln
��x2 + x+ 3��� 6p

11
arctan

�
2x+ 1p
11

��
+ c

=
1

2
ln
��x2 + x+ 3��� 3p

11
arctan

�
2x+ 1p
11

�
+ c:

Exercice 8.4.6 Calculer

1. I1 =
Z

(x+�)2023+�

(x+�)2024
dx; (�; � 2 R) :

2. I2 =
Z
(ln (x))2 dx:

3. I3 =
Z
x3
p
4� x2dx:

Solution 8.4.6 1.

I1 =

Z
(x+ �)2023 + �

(x+ �)2024
dx =

Z
(x+ �)2023

(x+ �)2024
dx+

Z
�

(x+ �)2024
dx

=

Z
1

x+ �
dx+ �

Z
dx

(x+ �)2024
= ln jx+ �j � �

2023 (x+ �)2023
+ c:

2.

I2 =

Z
(ln (x))2 dx:

En utilisant la formule d�intégration par parties : on pose

u0 = 1) u = x

v = (ln (x))2 ) v0 = 2
ln (x)

x
dx;

alors

I2 = x (ln (x))
2 � 2

Z
ln (x) dx;
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une autre fois l�intégration par parties,

u0 = 1) u = x

v = ln (x)) v0 =
1

x
dx;

on trouve :

I2 = x (ln (x))2 � 2
�
x ln (x)�

Z
dx

�
= x (ln (x))2 � 2x ln (x) + 2x+ c:

3.

I3 =

Z
x3
p
4� x2dx = 0:

Car f (x) = x3
p
4� x2 est dé�nie sur [�1; 1] et elle est impaire.
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CHAPITRE

9 Équations di¤érentielles

Le chapitre débute par quelques dé�nitions essentielles pour faciliter la résolution des

exercices.

9.1 Équations di¤érentielles linéaires du premier ordre

On appelle équation di¤érentielle linéaire du premier ordre toute équation qui peut

s�écrire sous la forme :

y
0
+ a (x) y = b (x) ;

où y est une fonction dérivable de la variable x dé�nie sur un intervalle I � R, et où

a (x) et b (x) sont des fonctions continues sur cet intervalle:

� Lorsque b(x) = 0; l�équation est dite homogène. Elle prend alors la forme :

y
0
+ a (x) y = 0:

Les solutions de cette équation homogène sont données par :

yh (x) = ke
�
R
a(x)dx; où k 2 R:

� Un cas particulier important est celui où a(x) est constante. L�équation devient

alors :

y
0
+ ay = 0;

et ses solutions s�écrivent :

yh (x) = ke
�ax; avec k 2 R:

� Dans le cas général de l�équation

y
0
+ a(x)y = b(x);

127



9.1. Équations di¤érentielles linéaires du premier ordre

si l�on connaît une solution particulière yp (x) ; alors la solution générale s�écrit comme

la somme :

y (x) = yh (x) + yp (x) :

9.1.1 Équations à variables séparées

Dé�nition 9.1.1 Une équation di¤érentielle du premier ordre est dite à variables sépa-

rées lorsqu�on peut la mettre sous la forme :

f (y) y
0
= g (x) ;

où, f est une fonction de y et g est une fonction de x:

9.1.2 Équation de Bernoulli

Dé�nition 9.1.2 On appelle équation di¤érentielle de Bernoulli toute équation di¤éren-

tielle du premier ordre qui peut s�écrire sous la forme :

y
0
(x) + g (x) y (x) + h (x) y� (x) = 0; avec � 2 R� f0; 1g ;

où g et h sont des fonctions continues sur un intervalle I � R:

Méthode de résolution :

Pour résoudre cette équation, on e¤ectue le changement de variable :

z (x) = y1�� (x) :

En dérivant, on obtient :

z
0
(x) = (1� �) y0 (x) y�� (x) :

En divisant l�équation initiale par y� (x) ; elle devient :

y
0
(x)

y� (x)
+ g (x) y1�� (x) + h (x) = 0:

En remplaçant, on obtient :

z
0
(x)

1� � + g (x) z (x) + h (x) = 0:

Ainsi, l�équation de Bernoulli se ramène à une équation di¤érentielle linéaire du premier

ordre non homogène en z, que l�on peut résoudre par les méthodes classiques, notamment

la variation de la constante.
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9.2 Équations di¤érentielles de second ordre

Dé�nition 9.2.1 On appelle équation di¤érentielle linéaire du second ordre à coe¢ cients

constants toute équation de la forme :

ay
00
+ by

0
+ cy = f (x) ;

où a; b; c sont des constantes réelles avec a 6= 0; et f est une fonction continue dé�nie

sur un intervalle I � R:

L�équation homogène associée (ou sans second membre) est :

ay
00
+ by

0
+ cy = 0:

Méthode de résolution

La résolution de l�équation complète se fait en deux étapes :

1. Résoudre l�équation homogène, ce qui donne la solution générale yh (x).

2. Déterminer une solution particulière yp (x) de l�équation avec second membre.

La solution générale de l�équation complète est alors :

y(x) = yh(x) + yp(x):

Résolution de l�équation homogène

On cherche une solution sous la forme y (x) = erx; avec r 2 R:

En remplaçant dans l�équation, on obtient :

ar2 + br + c = 0:

Cette équation est appelée équation caractéristique, de discriminant

� = b2 � 4ac:

Selon le signe de �, on distingue trois cas :

� Si � > 0 : deux racines réelles distinctes r1 6= r2

yh(x) = c1e
r1x + c2e

r2x:
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� Si � = 0 : une racine réelle double r

yh (x) = (c1x+ c2) e
rx:

� Si � < 0 : deux racines complexes conjuguées r = �+i�

yh(x) = (c1 cos (�x) + c2 sin (�x)) e
�x; où c1; c2 2 R:

Recherche d�une solution particulière

� Si f(x) = P (x)e�x; où P (x) est un polynôme de degré p.

. Si � n�est pas racine de l�équation caractéristique :

yp(x) = Q(x)e
�x;

avec Q de degré p:

. Si � est racine simple :

yp(x) = xQ(x)e
�x;

avec Q de degré p:

. Si � est racine double :

yp(x) = x
2Q(x)e�x

avec Q de degré p:

� Si f (x) = K sin (ax) ou f (x) = K cos (ax) :

. Si ces fonctions ne sont pas solutions de l�équation homogène :

yp (x) = A cos (ax) +B sin (ax) ;

. Sinon :

yp (x) = x (A cos (ax) +B sin (ax)) ;

où A;B 2 R:

9.3 Exercices

Exercice 9.3.1 Résoudre les équations di¤érentielles suivantes :

1. (1 + x2)2 dy
dx
+ 2x+ 2xy2 = 0:

2. xy0 = y + x cos2
�
y
x

�
:
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Solution 9.3.1 1. C�est une équation di¤érentielle du premier ordre à variables sépa-

rables.

�
1 + x2

�2 dy
dx
+ 2x+ 2xy2 = 0,

�
1 + x2

�2 dy
dx
= �2x

�
1 + y2

�
, 1

1 + y2
dy =

�2x
(1 + x2)2

dx

,
Z

1

1 + y2
dy = �

Z
2x

(1 + x2)2
dx

, arctan y = �
�
� 1

1 + x2

�
+ c =

1

1 + x2
+ c

, y = tan

�
1

1 + x2
+ c

�
:

2.

xy0 = y + x cos2
�y
x

�
,

y0 =
�y
x

�
+ cos2

�y
x

�
((�))

équation di¤érentielle homogène de la forme

y0 = f
�y
x

�
;

on pose :

z =
y

x
, y = xz , y0 = z + xz0;

on remplace dans (�) ; on trouve

z + xz0 = z + cos2 (z), xz0 = cos2 (z)

, x
dz

dx
= cos2 (z), dz

cos2 (z)
=
dx

x

,
Z

dz

cos2 (z)
=

Z
dx

x
, tan z = ln jxj+ c

, z = arctan (ln jxj+ c) ;

alors

y = xz = x arctan (ln jxj+ c) :

Exercice 9.3.2 Résoudre les équations suivantes :

1. y0 + y = 2 sinx: (E1)
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2. y0 + y = x� ex + cosx: (E2)

Solution 9.3.2 1.

y0 + y = 2 sinx;

une équation di¤érentielle linéaire d ordre 1, à coé¢ cients constantes, avec second membre.

Les solutions

yH = �e
�x; � 2 R:

Le second membre est une fonction trigonométrique, on cherche une solution particulière

sous la forme d�une combinaison linéaire de cos et sin :

yp (x) = a cosx+ b sin x;

et (E1) , (a+ b) cos x + (b� a) sinx = 2 sinx: Ainsi, en identi�ant les coé¢ cients, on

voit que yp (x) = � cosx+ sinx convient. Les solutions de (E1) sont :

yG (x) = � cosx+ sinx+ �e�x:

2.

y0 + y = x� ex + cosx;

une équation di¤érentielle linéaire d ordre 1, à coé¢ cients constantes, avec second membre.

Les solutions

yH = �e
�x; � 2 R:

On remarque que le second membre est la somme d�une fonction polynomiale de degré 1,

d�une fonction exponentielle (di¤érente de e�x) et d�une fonction trigonométrique.

Daprès le principe de superposition, on cherche donc une solution particulière sous

la forme d�une telle somme :

yp (x) = ax+ b+ �e
x + � cosx+ � sin x;

et (E2) , ax + a + b + 2�ex + (�+ �) cos x + (� � �) sinx = x � ex + cos x: Ainsi,

en identi�ant les coé¢ cients, on voit que yp (x) = x � 1 + 1
2
ex + 1

2
cosx + 1

2
sin x

convient. Les solutions de (E2) sont :

yG (x) = x� 1 +
1

2
ex +

1

2
cosx+

1

2
sin x+ �e�x:
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Exercice 9.3.3 Résoudre les équations suivantes :

1. y0 � y = (x+ 1) ex telle que y (0) = 1:

2. y0 + y = x2:

Solution 9.3.3 1. C�est une équation linéaire du premier ordre :

y0 � y = (x+ 1) ex;

on a

yG = yH + yp;

cherchons yH ?

y0 � y = 0, dy

dx
� y = 0, dy

y
= dx

,
Z
dy

y
=

Z
dx, ln y = x+ c, yH = Ke

x;

cherchons yp ?( Méthode de variation des constantes )

on pose

yp = K (x) e
x;

alors

y0p = K
0 (x) ex +K (x) ex;

puis

K 0 (x) ex +K (x) ex �K (x) ex = (x+ 1) ex

, K 0 (x) ex = (x+ 1) ex

, K 0 (x) = x+ 1

, K (x) =
x2

2
+ x+ A;

donc

yp =

�
x2

2
+ x+ A

�
ex;

et

yG = Ke
x +

�
x2

2
+ x+ A

�
ex =

�
x2

2
+ x+ �

�
ex;

avec y (0) = 1; on trouve alors

y (0) =

�
0

2
+ 0 + �

�
e0 = � = 1;
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donc

yG =

�
x2

2
+ x+ 1

�
ex:

2. C�est une équation linéaire du premier ordre :

y0 + y = x2

on a

yG = yH + yp;

cherchons yH ?

y0 + y = 0, dy

dx
+ y = 0, dy

y
= �dx

,
Z
dy

y
= �

Z
dx, ln y = �x+ c, yH = Ke

�x;

cherchons yp ?

Second membre polynomial x2; on cherche yp sous forme ax2 + bx+ c:

y0p = 2ax+ b

y0p + yp = 2ax+ b+ ax2 + bx+ c

= ax2 + (2a+ b)x+ (b+ c) ;

on identi�e avec x2 + 0x+ 0; on trouve

a = 1; 2a+ b = 0) b = �2; b+ c = 0) c = 2;

donc

yp = x
2 � 2x+ 2:

Exercice 9.3.4 Résoudre les équations suivantes :

1. xy0 + y = x2y2:

2. y0 + y = �xy3

Solution 9.3.4 1. C�est une équation de Bernoulli. Forme générale :

y0 + P (x) y = Q (x) yn;
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ici, on divise par x (pour x 6= 0) :

y0 +
1

x
y = xy2;

on a n = 2; on pose

z = y1�n = y1�2 = y�1;

alors

z0 = �y0y�2 ) y0 = �z0y2;

substituons

�z0y2 + 1
x
y = xy2;

divisons par y2 (avec y 6= 0) :

�z0 + 1
x

1

y
= x;

mais 1
y
= z; donc

z0 =
1

x
z � x ((�))

c�est une équation linéaire du premier ordre, on cherche zH?

z0 =
1

x
z , dz

z
=
dx

x
, ln z = ln x+ c, zH = Kx;

cherchons zp?

zp = K (x)x, z0p = K
0 (x)x+K (x) ;

on remplace dans (�) ;

K 0 (x)x+K (x) = K (x)� x, K 0 (x) = �1, K (x) = �x+ A;

donc

zp = (�x+ A)x = �x2 + Ax;

et

zG = kx� x2 + Ax = Cx� x2;

avec

yG =
1

zG
=

1

Cx� x2 :
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2. C�est encore une équation de Bernoulli avec n = 3.

y0 + y = �xy3;

on pose

z = y1�n = y1�3 = y�2;

alors

z0 = �2y0y�3 ) y0 =
�1
2
z0y3;

substituons
�1
2
z0y3 + y = �xy3;

divisons par y3 (avec y 6= 0) :
�1
2
z0 +

1

y2
= �x;

mais 1
y2
= z; donc :

�1
2
z0 + z = �x

, z0 = 2z + 2x ((��))

c�est une équation linéaire du premier ordre, on cherche zH?

z0 = 2z , dz

z
= 2dx, ln z = 2x+ c, zH = Ke

2x;

cherchons zp?

zp = K (x) e
2x , z0p = K

0 (x) e2x + 2K (x) e2x;

on remplace dans (��) ;

K 0 (x) e2x + 2K (x) e2x = 2K (x) e2x + 2x

, K 0 (x) e2x = 2x, K 0 (x) = 2xe�2x

, K (x) =

Z
2xe�2x;

Par parties : posons

u0 = e�2x ) u = �1
2
e�2x

v = 2x) v0 = 2dx;
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alors Z
2xe�2x = �xe�2x +

Z
e�2xdx

= �xe�2x � 1
2
e�2x + c;

donc

K (x) = �xe�2x � 1
2
e�2x + c

alors

zp =

�
�xe�2x � 1

2
e�2x + c

�
e2x = �x� 1

2
+ ce2x;

ainsi, la solution générale est :

zG = Ke
2x � x� 1

2
+ ce2x = �x� 1

2
+ �e2x;

avec

zG = y
�2
G ;

donc

y�2G = �x� 1
2
+ �e2x ) y2G =

1

�x� 1
2
+ �e2x

) yG = +
1q

�x� 1
2
+ �e2x

:

Exercice 9.3.5 Résoudre :

1. y" � 3y0 + 2y = 0:

2. y" + 2y
0
+ 2y = 0:

3. y" � 2y0 + y = 0:

4. y" + y
0
= 2 cos2 x:

Solution 9.3.5 1.

y" � 3y0 + 2y = 0:

C�est une équation di¤érentielle homogène du second ordre, dont l�équation caracté-

ristique associée est :

r2 � 3r + 2 = 0;
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qui admet deux solutions :

r = 2 et r = 1:

Ainsi, les solutions s�écrivent sous la forme suivante sur R :

y (x) = c1e
2x + c2e

x; c1; c2 2 R:

2.

y" + 2y
0
+ 2y = 0:

On associe à cette équation l�équation caractéristique suivante :

r2 + 2r + 2 = 0;

qui admet deux solutions :

r = �1 + i et r = �1� i:

On obtient alors les solutions suivantes, dé�nies sur R :

y (x) = (c1 cos �x+ c2 sin �x) e
�x , c1; c2 2 R:

3.

y" � 2y0 + y = 0:

L�équation caractéristique correspondante est :

r2 � 2r + 1 = 0;

elle possède une racine double r = 1. Les solutions de l�équation homogène s�écrivent

donc :

y (x) = (c1x+ c2) e
x, c1; c2 2 R:

4.

y" + y
0
= 2 cos2 x:

On obtient pour l�équation homogène les solutions suivantes

yh (x) = c1 cosx+ c2 sin x; c1; c2 2 R
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Le second membre peut en fait se réécrire, cos2x = 1 + cos2x d�après le principe de

superposition, on cherche une solution particulière sous la forme :

yp(x) = a+ � cos 2x+ � sin 2x:

En remplaçant, on trouve qu�une telle fonction est solution si a = 1; � = 1
3
; � = 0;c-à-

d: yp(x) = 1� 1
3
cos 2x

Les solutions générales sont donc,

yg (x) = 1�
1

3
cos 2x+ c1 cosx+ c2 sin x; c1; c2 2 R:; (x 2 R) :

Donner l�expression générale des solutions pour chacune des équations di¤érentielles.

1. y" � 3y0 + 2y = xe�2x:

2. 2y" + y
0 � y = e7x:

1. On considère l�équation di¤érentielle :

y" � 3y0 + 2y = xe�2x:

On cherche d�abord la solution de l�équation homogène associée en posant y = ekx.

On obtient alors l�équation caractéristique :

k2 � 3k + 2 = 0;

dont le discriminant vaut4 = 1; d�où les racines k1 = 1 et k2 = 2: La solution générale

de l�équation homogène est donc :

yh = c1e
x + c2e

2x:

Ensuite, on cherche une solution particulière. Comme �2 n�est pas racine de l�équation

caractéristique, on essaie une solution de la forme :

yp = (ax+ b) e
�2x:

Ainsi, la solution générale de l�équation di¤érentielle est :

yG = c1e
x + c2e

2x + (ax+ b) e�2x
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2. On considère l�équation di¤érentielle :

2y" + y
0 � y = e7x:

On commence par résoudre l�équation homogène associée. En posant y = ex; on obtient

l�équation caractéristique :

2k2 + k � 1 = 0:

Son discriminant est 4 = 1 + 8 = 9, d�où les racines :

k1 =
�1� 9
4

= �1; k2 =
�1 + 3
4

=
1

2
:

La solution générale de l�équation homogène est donc :

yH = c1e
�x + c2e

1
2
x:

Pour trouver une solution particulière, on remarque que le second membre est de la

forme e7x:Comme 7 n�est pas racine de l�équation caractéristique, on cherche une solution

particulière sous la forme :

yp = Ke
7x:

Ainsi, la solution générale de l�équation di¤érentielle s�écrit :

yG = c1e
�x + c2e

1
2
x +Ke7x:

Exercice 9.3.6 Pour l�équation di¤érentielle suivante, présenter la forme générale de la

solution.

1. y00 � 3y0 + 2y = (x2 + 1) e2x:

Solution 9.3.6 1. L�équation caractéristique est

r2 � 3r + 2 = 0;

racines

r1 = 1; r2 = 2;

donc

yH (x) = C1e
x + C2e

2x;
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Le second membre est (x2 + 1) e2x: Puisque e2x correspond à une racine r = 2 de l�équa-

tion homogène, on utilise la méthode des coe¢ cients indéterminés avec multiplica-

tion par x :

yp (x) = x
�
ax2 + bx+ c

�
e2x =

�
ax3 + bx2 + cx

�
e2x;

où a; b; c sont des constantes réelles à déterminer par substitution, donc

y (x) = C1e
x + C2e

2x +
�
ax3 + bx2 + cx

�
e2x:
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