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Introduction

Ce Recueil d’exercices corrigés avec rappels de cours, couvre le programme d’algebre
et d’analyse de la premiére année universitaire.

Le lecteur y trouvera des rappels de cours présentant les notions fondamentales ensei-
gnées, suivis d’exercices résolus a la fin de chaque chapitre. Ces exercices sont directement
inspirés des travaux dirigés dispensés en présentiel et s’inscrivent dans une parfaite conti-
nuité avec ceux-ci. Ils ont été sélectionnés de maniére & illustrer les concepts théoriques
étudiés, a développer le raisonnement scientifique et a préparer efficacement les étudiants
aux controles continus et aux examens.

Ce recueil s’adresse principalement aux étudiants de premiére année en sciences de la
matiére et sciences techniques, mais peut également constituer une référence utile pour
toute personne souhaitant acquérir ou consolider les bases de 1’algébre et de 1’analyse.

Nous espérons qu’il sera un outil efficace pour la réussite des étudiants.



CHAPITRE

Eléments de logique et
méthodes de

raisonnement

Ce chapitre commence par un rappel des définitions essentielles dont nous aurons

besoin pour aborder les exercices.

1.1 Reégles de la logique formelle

Définition 1.1.1 Soit P une proposition. La négation de P est une proposition représen-

tant son contraire, notée (non P), ou P, voici sa table de vérité :

P
1

~ | | Y

Les connecteurs logiques.
1) La conjonction A :
Définition 1.1.2 Pour deux propositions logiques P et (), leur conjonction P N\ Q)

est définie comme la proposition qui est vraie précisément lorsque P et () sont toutes

les deux vraies. La table de vérité est la suivante :

Pl Q|PANQ
11711
11010
0 (110
0010




1.1. Régles de la logique formelle

2) La disjonction V :

La disjonction de P et ) est la proposition logique notée (P V )) qui est vraie si au

moins 'une des propositions (P ou Q) est vraie. Sa table de vérité est donnée par :

PlQ|PVQ
1711
110 |1
01 |1
0(010

3) L’implication :

Définition 1.1.3 L’implication de deux propositions P, ) se note P = @ (lue "P im-

plique Q7 ou "si P, alors Q7). P = @ est fausse si P est vraie et Q) est fausse, dans tous

les autres cas, (P = Q) est vraie.

PlQ|P=Q
111 |1
110 (0
01 |1
01011

1) La négation de (P = Q) est (P AQ).
2)La contraposée de (P = Q) est (Q = P).
3)La réciproque de (P = Q) est (Q = P).

4) L’équivalence :

Définition 1.1.4 On dit que (P est équivalente a Q) ou (P si et seulement si Q).

Cette proposition est vraie lorsque P et () sont toutes les deux vraies ou toutes les

deux fausses. La table de vérité de I’équivalence est :

PlQ|PsQ
11111
11010
0110
0|0 |1




1.2. Méthodes de raisonnement

Les quantificateurs.

(1) Le quantificateur universel, noté V
La relation pour tout x tel que P (x) est notée : Vx, P (x) et se lit pour tout z, P ().
(2) Le quantificateur existentiel, noté 3

La relation il existe un z tel que P (z) est notée : 3z, P (z).

1.2 Meéthodes de raisonnement

Pour démontrer que (P = Q) est vraie, on peut utiliser les méthodes suivantes :

(1) Méthode de raisonnement direct
On suppose que P est vraie et on prouve que () est également vraie.
(2) Méthode de raisonnement par la contraposée

Etant donné que (P = Q) < (@ = F) , pour prouver (P = Q) par contraposée, il suffit
de montrer directement (@ = ﬁ) : on suppose que @ est vraie et on prouve que P

est vraie.
(3) Raisonnement par I’absurde

Pour prouver qu’une proposition R est vraie, on suppose que R est vrai et on tombe sur
une contradiction (quelque chose d’absurde). Lorsque R : P = (@ est une implication

par ’absurde, on suppose que R : PAQ est vraie et on tombe sur une contradicition.
4) Contre exemple
(

Pour montrer qu’une proposition est fausse, il suffit de fournir ce qu’on appelle un contre-

exemple, c¢’est-a-dire un cas particulier pour lequel la proposition est fausse.
(5) Raisonnement par recurrence

Pour démontrer P (n) : Vn € N;n > ng, P, (z) est vraie, on suit les étapes suivantes :

(a) On montre que P (ng) est vraie (valeur initiale).
(b) On suppose que P (n) est vraie a l'ordre n.

(c) On prouve que P (n + 1) est vraie a Pordre n + 1.

Alors, P est vrai pour tous n > nyg.



1.3. Exercices

1.3 Exercices

Exercice 1.3.1 Parmi les expressions suivantes, lesquelles sont des propositions ¢ Dans

le cas d’une proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse.
(1) 2+3=5.

(2) VmneN, n+2=4.

(3) In e N tel que n+2=3.

(4) Cet exercice est difficile.

(5) zeN.

Solution 1.3.1 Awvant de répondre, rappelons qu’une proposition est un énoncé mathé-

matique auquel on peut attribuer de maniére objective une valeur de vérité : vrai ou fauz.

(1) Cette expression est une proposition vraie.
(2) Cette expression est une proposition fausse, car pourn =1€ N, on an+2 =3 # 4.

(3) Cette expression est une proposition vraie, car il existe un élément n =1 € N tel que

n+2=3.

(4) Cette expression n'est pas une proposition, car on ne peut pas lui attribuer une valeur
de vérité.

(5) Cette expression n'est pas une proposition, car la nature de l’élément x n’étant pas

précisée, on ne peut pas lut attribuer une valeur de vérité.

Exercice 1.3.2 Dans quels cas les propositions suivantes sont-elles vraies ?

(1) (P=Q A (P=Q).
(2 (PVQ)=R)< (P=RN(Q=R).

Solution 1.3.2 (1) (P = Q) A (P = Q),

PIQ|P|P=Q|P=Q|(P=Q A (P=0Q)
1101010 1 0
011|111 1 1
111101 1 1
0110 |1 |1 0 0




1.3. Exercices

(2) (PVQ)=R)< (P=R)N(Q=R),
) @

PlQIRIPVQ|P=R|Q=R|1)|© |1 eQ®
11111 |1 1 1 1 1 1
1101 0 0 0 o |1
11011 |1 1 1 1 1 1
11001 0 1 0 o |1
010|110 1 1 1 1 1
01101 1 0 0 o |1
0|1]1]1 1 1 1|1 |1
0100]0 1 1 1|1 |1

Exercice 1.3.3 Donnez la négation des énoncés suivants :

1) Vne N,Im € Nym > n.
2) Vee R,y eR (z+y=0)A(y # —x).
3) Ve > 0,30 > 0,(lx —a| <) = (|f(x) — f(a)] <e).

) VzeR,(z>0=>TyeR,y*=1x).

Solution 1.3.3 Awvant de déterminer la négation, il convient de rappeler les régles de
négation sutvantes :

Soit P (z) une proposition.

e La négation de Vo € E, P (z) est : dv € E, P ().
e La négation de 3z € E, P (v) est : Vo € E, P ().

1) P:VYne N 3dmeNm>n.

s P:IneNVmeN,m<n.

2) P:VzeRyeR, (x+y=0)A(y # —x).
SP:IwcRVYER, (z+y#0)V(y=—x).

3) P:Ve>0,30 >0,(lx —a| <) = (|f () — f(a)] <¢).
S P:3>0V5>0(lz—al <& A(f(x)— f(a)] >e).
Y P:VreR (x>0=TyeR,y> =1,

SP:dreR (z>0AVy cRy>#2).

=
A



1.3. Exercices

Exercice 1.3.4 Donner la négation des propositions suivantes :

1) Ye > 0,3N € N,Vn > N, |a, — L| <.
2) Ve e R,In € Nyn > x.
3) Vn € N, (n est pair = n? est pair).

4) Ve eR,(z>1=2*>1).

Solution 1.3.4 1) P:Ve > 0,dN € N,Vn > N, |a,, — L| < e.
& P:3¢>0,YNeN,In> N, |a, — L| >

2) P:VzxeR,Ine N,n > z.

s P:IreRVneNn<z.

3) P:Vn €N, (n est pair = n? est pair).

& P:3n €N, (n est pair et n? n'est pas pair) .

4) P:Vz eR,(z>1=22>1).

SP:3reR (z>1eta?<1).

Exercice 1.3.5 Démontrer par l’absurde :

(1) V24 Q.

(2) Vn €N, (n? est pair)=(n est pair).

Solution 1.3.5 (1) Preuve par l'absurde : Supposons que V2 soit rationnel, ¢’est-a-dire

qu’il existe a,b € N, premiers entre eur (gcd (a,b) = 1), tels que V2 = #. Alors

‘;—z =2 = 2% = a2, donc 2 diwvise a?, ce qui implique que a est pair. Ainsi, Ik € N

tel que a = 2k. En substituant, on obtient 2b®> = 4k?> = b* = 2k2, donc b est

également pair. Mais cela contredit [’hypothése que a et b sont premiers entre eux.

Par conséquent, notre supposition initiale est fausse, ce qui signifie que V2 ¢ Q.

(2) Soit n € N. Par l’absurde, supposons que n* soit pair et n soit impair. Alors Ik € Z
tel quen =2k +1, donen?® = (2k +1)> = 4k> +4k+1 =2 (2k> +2k) +1 = 2K/ + 1,

ot k' = 2k* 4+ 2k € Z. Ceci montre que n* est impair, ce qui contredit I’hypothése

que n? est pair. Par conséquent, notre hypothése initiale est fausse, ce qui signifie

que Yn € N, (n? est pair)=(n est pair) est vrai.

Exercice 1.3.6 Utiliser la preuve par [’absurde pour démontrer :



1.3. Exercices

(1) Si un entier n est impair, alors n® est également impair.
(2) Sin est un entier et n? est divisible par 4, alors n est divisible par 2.

Solution 1.3.6 (1) Supposons : n est impair, mais n® est pair. Puisque n est impair, il

peut s’écrire sous la forme : n = 2k + 1 pour un certain k € Z. Calculons n? :

n® = (2k +1)° = 8k* + 12k% + 6k + 1,
Mettons 2 en facteur dans les trois premiers termes :
n® =2 (4k* + 6k% + 3k) + 1,

3 ne peut pas étre pair. Cela

ce qui est de la forme 2m + 1, donc c’est impair. Ainsi, n
contredit notre hypothése que n® est pair. Par conséquent, l’hypothése est fausse, et

nous concluons :

Sin est impair, alors n® est également impair.

(2) Nous voulons montrer :

4|n*=2]|n.

Supposons le contraire n n’est pas divisible par 2, ce qui signifie que n est impair, donc
n peut s’écrire :

n = 2k + 1 pour un certain entier k,

calculons n? :

n?=2k+1)? =4k +4k+1=4 (K + k) + 1,

donc n? a la forme

n? =4m+ 1,

n? laisse un reste de 1 lorsqu’il est divisé par 4, par conséquent n? n’est pas divisible par

4, mais cela contredit notre hypothése que :
4 | n?

Ainsi, notre hypothése que n est impair doit étre fausse, nous concluons donc que si n?

est divisible par 4, alors n doit étre divisible par 2.



1.3. Exercices

Exercice 1.3.7 Démontrer par contraposée les propositions suivantes :

(1) Pour tout entier n, si (n®> — 1) n’est pas divisible par 8, alors n est pair.

(2) (Ve>0,|z] <e)=2=0.

Solution 1.3.7 (1) Montrons que sa contraposée : (n est impair)= (n® — 1) est divisible
par 8 est vrate. Soit n un nombre impair, alors Ak € 7 tel que n = 2k 4+ 1 et donc
n? = 4k® + 4k + 1 = n? — 1 = 4k? + 4k. Maintenant, nous avons deux cas : k est

pair ou k est impair.

e Si nous supposons que k est pair, alors il existe un entier k' tel que k = 2k', donc

n?—1 = 4K+ 4k =4(2K) +4(2K)

= 16Kk + 8k =8 (2k” + k') = 8p.
e Si k est impair, alors il existe un entier k" tel que k = 2k"” + 1, nous avons :

n?—1 = 42 +4k =42k + 1) +4(2K" +1)
= 4|@E") 4 2% (2K") x 1+ 12] 48K+ 4
= 16k" + 16k" +4 +8K" + 4

= 16K™ + 24k +8 =8 (2K + 3k" + 1) = &'

Par conséquent, (n* — 1) est divisible par 8.

(2) Montrons que sa contraposée : (x #0) = (Je > 0, |x| > €) est vraie. Soit x # 0, il

existe € = %‘ > 0 tel que |x| > ‘%' car x # 0, d’ou le résultat.

Exercice 1.3.8 Démontrer par contraposée les propositions suivantes :
1) Si lentier n® n'est pas divisible par 4, alors n est impair.

2) Si3n+5 est impair, alors n est pair.

” si Uentier n? n'est pas divisible par 4, alors n est

Solution 1.3.8 1) La contraposée de
impair 7 est 7 Sin n'est pas impair (c’est-a-dire sin est pair), alors n? est divisible
par 4”. Supposons que n est pair. Alors n = 2k pour un certain entier k. Calculons

n2 N

n? = (2k)* = 4k2,
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ce qui est clairement divisible par 4. Ainsi, par contraposée, si l'entier n’

n’est pas divi-
sible par 4, alors n est itmpaar.

P

2) La contraposée de 7 si 3n+ 5 est impair, alors n est pair” est ” si n est impair, alors

3n + 5 est pair”. Supposons que n est impair,

n = 2k + 1 pour un certain entier k.

Calculons

3n+5 = 302k+1)+5=6k+3+5

= 6k+8=2(3k+4),

donc c’est pair. Ceci prouve la contraposée. Comme la contraposée est vraie, l’énoncé

original est vrai : 7 si 3n + 5 est impair, alors n est pair”.

Exercice 1.3.9 Démontrer par récurrence que :

(1) Vn € N*: 13 4 2% 4 4 3 = 207

(2) Vn € N*, 4" + 6n — 1 est un multiple de 9.

Solution 1.3.9 (1) Montrons que ¥Yn € N* : 13 423 + .. +n3 = M(”TH){Z.

12(2)°
4

e Pour (n=1) : Nous avons 13 = =1, donc P (1) est vraie.
n2(n+1)2

1 est vrate.

e Supposons que 13+ 23 + ... +nd =

3 _ (n+1)%(n+2)?2

e Montrons que 13 +23 + ...+ (n+1) 3

est vraie. En utilisant P (n) nous

obtenons :

B4+ ++1)° = ®4+22+ 403+ n+1)°
2(n+1)*
— %4_(”4_1)3
n2(n+172+4(n+1)>°
4
(n+1)% (n®+4n + 4)
4
(n+1)°(n+2)?
1 :

Ainsi P (n+ 1) est vraie, donc¥n € N*: 134+ 28 + . 4+ n? = nQ(Z—H)z-

10



1.3. Exercices

(2) Montrons que pour tout n € N*, 4" 4+ 6n — 1 est un multiple de 9, c’est-a-dire que

pour tout n € N*, il existe un entier k tel que 4™ 4+ 6n — 1 = 9k.

e Pour n = 1, nous avons : Il exviste un k = 1 € Z tel que 4* +6(1) —1 =9 = 9(1).
Done, P (1) est vraie.

e Nous supposons que : Vn € N*, il existe k € Z tel que 4™ + 6n — 1 = 9k est vraie.

e Nous montrons que :¥n € N*, il existe un entier k' € Z tel que 4" +6 (n + 1)—1 = 9%’

est vraze.
4" 4 6(n+1)—1 = 44"+6n+6—1=(9—5)4"+6n+5
= 94" —54"—-5(6n)+36n+5
= —5"+6n—1)+94" 4+ 36n, en utilisant la propriété P (n)
= —5(9)+9.4"+9.(4n) =9 (—5k + 4" + 4n)
= ' =-Bk+4"+4ncZ, 4" +6(n+1)—1=9k.

Exercice 1.3.10 Prouver par récurrence que pour tout n € N*, 7" — 2" est divisible par

5.
Solution 1.3.10 e Pourn =1, nous avons :
Th—2'=7-2=5,

5 est divisible par 5.

e Supposons pour n =k :
7% — 28 = 5m pour un certain m € Z.
o Considérons maintenant n =k +1:
TR okl =77 — 2.2k,
En utilisant ’hypothése de récurrence :
7" =5m + 2",
On substitue :
7.7% 228 = 7.(5m+2F) —2.2"
= 35m+7.2" —2.2"
= 35m+5.2" =5 (Tm+2").

Ceci est divisible par 5. Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N*.

11



CHAPITRE

2 Théorie des ensembles

2.1 La notion d’ensemble et ses propriétés
e Ensemble

Définition 2.1.1 Un ensemble est une collection d’objets mathématiques (éléments) ras-
semblés selon une ou plusieurs propriétés communes. Ces propriétés suffisent a déterminer

st un objet appartient ou n’appartient pas a un ensemble.
e Inclusion

Définition 2.1.2 On dit que l’ensemble A est inclus dans ’ensemble B lorsque tous les

éléments de A appartiennent o B, et on le note A C B,
ACB& (Ve,(xre A=x € B)).
La négation :
A n’est pas inclus dans B < (3z,(x € ANz ¢ B)).
e Egalité de deux ensembles
Définition 2.1.3 Soient A et B deux ensembles tels que A = B, cela signifie que :
A=B&< (ACB) et (BCA).
e Différence de deux ensembles

Définition 2.1.4 La différence de deux ensembles A et B est l’ensemble des éléments de

A qui n’appartiennent pas & B, notée A — B.

A-—B={x/r e ANz ¢ B}.

12



2.2. Applications et relations d’équivalences

Si A C B alors B — A est aussi appelé le complément de A dans B, noté Cg, A° ou
A
Ca={x/rcBAx¢A}.

e Les opérations sur les ensembles

Définition 2.1.5 (L’union) L’union de deuz ensembles A et B est l’ensemble des élé-

ments qui appartiennent a A ou a B, notée AU B.
r€e AUB & (r€ AVeeB).

La négation :

r¢ AUB< (r¢ ANz ¢ B).

Définition 2.1.6 (L’intersection) L’intersection de deuz ensembles A et B est l’ensemble

des éléments qui appartiennent a la fois a A et a B, notée AN B.
reANB& (r€ ANz € B).

La négation :

r¢ ANB< (r¢ AVa ¢ B).

Définition 2.1.7 (Différence symétrique) La différence symétrique de deuxr ensembles A

et B est ’ensemble des éléments qui appartiennent ¢ A — B ou a B — A, notée A\ B.
AAB=(A-B)U(B-A4)=(ANCE)uU(BNCy)=(AUB)—(ANB).

reAANB&e {z/re(A-B)vVex e (B—-A)}.

2.2 Applications et relations d’équivalences

e Image directe et image réciproque
* L’image directe :
Soit f : E — F une fonction et soit A C E. L’image de A par f est un sous-ensemble

de F, noté f (A), et est définie par :

f(A)={f(x) e F/x e A},

13



2.2. Applications et relations d’équivalences

on notera que f (A) C F, et que A et f(A) sont tous deux des ensembles.
x L’image réciproque :
Soit f : E — F une fonction et soit B C F. L’image réciproque (ou préimage) de B

par f est le sous-ensemble de E, noté f~! (B), défini par :

7 (B)={z € E/f(z) € B},

on notera que f~'(B) C E, et que B et f~!(B) sont tous deux des ensembles.

* La surjection

Définition 2.2.1 L’image f (F) de E par [ est un sous-ensemble de F. Si chaque élé-
ment de I est l'image par f d’au moins un élément de E, alors f est dite surjective (ou

une surjection) de E vers F. Dans ce cas, on a : f(E)=F
f est surjective <= (Vy € F),(3x € E) tel que f(x) =y.
* L’injection

Définition 2.2.2 Lorsque deux éléments distincts de E correspondent, par f, o deux
images distinctes dans F, la fonction f est dite injective. On obtient alors les définitions

équivalentes suivantes :
(f est injective) < (Vx1,x0 € E, 11 # 19 = f(21) # [ (22)),
ou, de maniére équivalente :
(f est injective) < (Vr1,20 € E, f(x1) = f(22) = 1 = 29).
* La bijection

Définition 2.2.3 f est une fonction bijective si elle est a la fois injective et surjective,
ce qui signifie que tout élément de F' est l'image d’exactement un élément de E. f est

bijective si et seulement si :

(VyeF),Blz e E),(f(x) =y).
(3! signifie "il existe un unique").
Remarque 2.2.1 Lorsqu’une fonction f est bijective, cela signifie que la fonction réci-

proque f~1 existe. la fonction f~' est également bijective de F vers E et (f~1)" = f.

14



2.3. Relations binaires dans un ensemble.

2.3 Relations binaires dans un ensemble.

Définition 2.3.1 Soitx € F, y € F'. Une relation R entre x ety est une correspondance
entre x et y. Le couple (x,y) vérifie la relation R, noté xRy. Si E = F, la relation est

dite binaire.

e Propriétés des relations binaires
Soit R une relation binaire sur I’ensemble F, et soient z,y,z € E. On dit que R est

une relation
(1) Reéflexive : (Vx € E), (xRx).
(2) Symétrique : (Vx € E), (Vy € E), (zRy = yRz).
(3) Antisymeétrique : (Vx € E), (Vy € E), ((zRy) A (yRx)) = (x = y).
(4) Transitive : (Vz,y,z € E), ((zRy) A (yRz)) = (2R=2).
e Classe d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence. On appelle classe d’équivalence d’un élément x € F

I’ensemble des éléments y € F qui sont en relation R avec x, notée C,, ou :
T=0C,=zv={yec E/xRy}.

Définition 2.3.2 L’ensemble des classes d’équivalence des éléments de E est appelé ’en-

semble quotient de I/ par R, noté K/,

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1 Considérons les ensembles suivants :

A ={a,b,c}, B = {{a,b},c}, C = {a,b,c}, D ={{a,b,c}}, E ={c,a,b}, F =
{{a},{b} ¢}
(1) Quelles relations d’égalité ou d’inclusion existent entre ces ensembles ?

(2) Déterminer : A/B, BUF et DNE.

(3) Sil’ensemble universel est U = {a, b, c,{a},{b},{a,b},{a,b,c}}, quel est le complé-

mentaire de A dans U ¢
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Solution 2.4.1 (1) Relations :
* Egalité : A= C = E (lordre des éléments n’a pas d’importance).
* Inclusion (C) : Aucune inclusion stricte non triviale entre ces ensembles (en dehors
des inclusions réflexives A C A, etc.).

* Non-inclusion : A n’est pas inclus dans B car a € A mais a ¢ B. D est un ensemble
contenant un seul élément (qui est lui-méme un ensemble), donc il n'est pas un

sous-ensemble des autres d’une maniére simple.
(2) Opérations :
*A/B = {a,b} (L’élément c est commun, mais a et b en tant qu’éléments individuels

ne sont pas dans B).

*BUF = {{a,b},c,{a},{b}}.
*DNE =10 (Ils nont aucun élément en commun, D contient un ensemble, E contient

des éléments simples).
(3) Complémentaire :

A =U/JA = {{a},{b},{a,b},{a,b,c}}. Il contient tous les éléments de U qui ne sont

pas les éléments simples a, b ou c.

Exercice 2.4.2 On considére les ensembles suivants :

A = {2,4,6}, B = {{2,4},6}, C = {{2,4,6}}, D = {2,4,6,{2},{4},{2,4}},
E={6,2,4}, F = {{2},{4},6}, G = {{2,4},{6},6}, H = {6,{2},{4}}.
(1) Quelles sont les relations d’égalité et d’inclusion entre ces ensembles ¢

(2) Calculer : A/B, GUH et E/F.

(3) Déterminer le complémentaire de A dans D.

Solution 2.4.2 (1) Relations d’égalité et d’inclusion
* Fgalité : A = F (les ensembles ont exactement les mémes éléments, 'ordre n'a pas
d’importance), F = H (mémes éléments : {2} ,{4},6).

* Inclusions : A C D, car2,4,6 € D, E C D, puisque E = A, B C D (tous les éléments
de B sont dans D : {2,4} € D et6 € D), B C G (tous les éléments de B sont dans
G :{2,4 € Get6 € G), F C D (tous les éléments de F' sont dans D), H C D

(tous les éléments de H sont dans D).
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(2) *A/B :
A={2,4,6},B = {{2,4} ,6}.

Seuls les éléments de A qui me sont pas dans B : 2 ¢ B et 4 ¢ B (car B contient

Uensemble {2,4} mais pas 2 ni 4 individuellement), donc
A/B =1{2,4}.
*GUH :
G ={{2,4} {6} .6}, H = {6,{2},{4}}.
Union : tous les éléments distincts de G et H, donc
GUH = {{2,4},{6},6, {2}, {4}}.

*BJF :
E=1{6,2,4},F = {{2}, {4} ,6}.

6 € F, donc exclus, 2 ¢ F et 4 ¢ F, donc
E/F ={2,4}.
(38) Complémentaire de A dans D : Le complémentaire de A dans D est D/A.

D =1{2,4,6,{2},{4}.,{2,4}} , A ={2,4,6},

donc
DJA = {{2},{4} ,{2,4}}.
Exercice 2.4.3 Soient A, B et C' trois sous-ensembles d’un ensemble E.
a) Démontrer que :
(1) (AnB)UB = AUB°".
(2) (A-B)—-C=A—-(BUCQC).
B A-(BNC)=(A-B)Nn(A-0C).

b) Simplifier :

(1) (AuB)N (CUA).
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(2) (AnB)U(CNA).

Solution 2.4.3 Avant d’entamer la résolution, il est utile de rappeler que :

Pour tous ensembles A, B et C on a :

> Commutativité :

ANB = BNA,
AUB = BUA.

> Associativité :
ANn(BnC) = (AnB)NC,
AUu(BUC) = (AUB)UC.
> Distributivité :
Au(BnNnC) = (AUB)N(AUCQ),
AN(BUC) = (AnB)U(ANCQ).

> Idempotence :

AUA=A ANA=A

> Lois de de Morgan :
(AUB)" = A°n B
(ANB)" = A°UB“.

a) (1)
(ANB)UB°= AU B

Soit

r € (ANB)UB°&ze(ANB)Vze B,

r € (ANB)UB°s (r€AANx € B)V(x¢ B)
(re AV ¢ BYA(x € BVx ¢ B)
r€(AUBY) Az € (BUDB"

re€(AUB)NE

(N

z € AU B°.
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Puisque E = B U B¢ et que AU B¢ est un sous-ensemble de E.

(2)

Soit

on a :

(3)

b) (1)

(2)

O

A—(BNC)

(A
(AUB)N(CUA) = (A
(A

(AAB)u(CNA) =

(A—-B)—-C=A—(BUC).

re€(A-B)-C,

(A—B)—-C& (re ANz ¢ B)A(z¢C)
rEAN(x¢ BAx ¢ )
reAN(xeBNC

re ANz ¢ (BUC) (Lois Morgan)

reA—(BUC).

= (A-B)NA-0).

€ A-(BnO)e (zeAN(z¢ BAx ¢ ()

(re ANz g B)AN(z e ANz ¢ C)
re€(A-B)ANzx e (A-C)

r ¢ 3

re(A-B)N(A-0C).
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Exercice 2.4.4 Soient E = [0,1], F = [-1,1] et G = [0,2] trois intervalles de R.

On considére la fonction f de E dans G définie par :

fl)=2-ur,

et la fonction g de F' dans G définie par :

g(z) =2+ 1.

(1) Déterminer : £ ({1}), £~ ({0}), g (=1,1)), g7 ([0.2)).

(2) La fonction f est-elle bijective ? Justifier.

(3) La fonction g est-elle bijective ? Justifier.

Solution 2.4.4 (1) e

on a :

donc :

on a :

r({3}) = {r@epam-3}
3
>

o) ={z e [-L1]/f (x) =0},
fl@)=2—2=0=z=2¢[-1,1],
f{oh =0.
g([=11]) ={g(x) € [0,2] /x € [-1,1]},

z€[-1,00U]0,1].

r € [-1,0]=-1<2<0
= 0<2’<1
= 1<2241<2

= g¢g(z)€e[l,2] C0,2],
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d’'on, g ([-1,0]) = [1,2].

r € |0,1]=0<2x<1
= 0<2’<1l=1<z+1<2
= g(v)€]1,2] C0,2],

par conséquent ¢ (]0,1]) =]1,2], g ([-1,1]) = [1,2].

g_l ([072D = {$ S [_17 1] /g (x) € [072]}7

on a

g(z) € [0,2]=0<2>+1<2
= —1<a2’<1

= (-1<2*<0)v(0<a® <),
Linégalité —1 < 22 < 0 n’a aucune solution
0<2?<1e0<|r7|<le -1<s<1,

donc

gt (0,2) =0uU[-1,1] = [-1,1].

(2) Puisque f~1({0}) = 0, c’est-a-dire que l’élément 0 € [0,2] n'a pas d’antécédent par

f dans [—1,1], alors f n'est pas surjective et, par conséquent, n’est pas bijective.

(3) La fonction g est paire, donc g(—1) = g(1), mais —1 # 1, donc g n’est pas in-
jective. Par conséquent, g ne peut pas étre bijective. De plus, nous remarquons que
g ([—1,1]) = [1,2] # [0, 2], donc g n'est pas surjective. Ainsi, elle n’est pas non plus

bijective.
Exercice 2.4.5 On définit la relation R sur R? par :
(Y R\ Y) e rt+y=2"+y.

(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(2) Déterminer la classe d’équivalence du couple (0,0).
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Solution 2.4.5 Une relation R est une relation d’équivalence si et seulement si elle est

réflexive, symétrique et transitive.

(1) *R est réflexive si et seulement si ¥V (z,y) € R?, (z,y) R (z,y). Or,
(#,y) R (z,y) &z +y=z+y,

ce qui est toujours vrai. Donc, R est réflerive.

*R est symétrique si et seulement si
V(z,y),(@,y) € R (2,9) R(«",y) = (¢, y) R (z,y),
en effet,
(r,y)) R(2',y) = z+y=2"+9
= d+y=x+y
= (@Y )R (z,9),
donc, R est symétrique.

*R est transitive si et seulement si
V(o) @), () € Ry RE )AL YIR ()
= R (),
en effet,
r+y=a+1vy
(@) Ry AR (2"y") = A

x’+y’=x”+y”
= x+y:x”+y"

j (‘I7 y)R (x//7y//> :
ainsi, R est transitive. On conclut donc que R est une relation d’équivalence.

(2) Cherchons la classe d’équivalence du couple (0,0).

C((0,0) = {(x,y) € R*/(x,9)R(0,0)}
{(z,y) eR*/z +y =0}
{(

= {(z,—2)/x € R}.

)
r,y) € R*/y = —x}
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Exercice 2.4.6 On définit la relation T sur R? par :
(.y) T (2" y) & zy=2"y.

(1) Montrer que T est une relation d’équivalence sur R

(2) Déterminer la classe d’équivalence du couple (1,1).

Solution 2.4.6 (1) Montrons que T est une relation d’équivalence sur R?.
* Réflexivité : Pour tout (x,y) € R?, on a xy = zy, donc (z,y) T (z,vy).

* Symétrie : Soient (z,y),(2',y") € R? tels que (z,y)T (z',y'), c’est-a-dire vy = z'y'.
Alors x'y' = xy, donc (2',y)T (x,y).

* Transitivité : Soient (x,y), (2',y), (@”,y") € R? tels que (z,y) T («',y') et (', y) T (2", y"),
c’est-a-dire vy = 'y et 'y = 2"y". Alors xy = x"y", donc (x,y) T (2",y"). Ainsi,

T est réflexive, symétrique et transitive, donc une relation d’équivalence.

(2) Classe d’équivalence de (1,1) : Par définition,

C((1,1)) = {(z,y) e R?/ (2,y) T (1,1)}.

Or
(x,y) T (1,1) zy=1x1=1.

Donc
C((1,1)) = {(z,y) e R*/ay = 1}.

Cet ensemble correspond a l’hyperbole équilatére d’équation xy = 1 dans le plan, excluant

les points ow x =0 ouy =0 (car 0 x y =0 +# 1). On peut aussi l’écrire :
1 *
C((1,1)) = {(a:,—) /r €R }
x
Exercice 2.4.7 On définit sur R? la relation T par :
()T (" y) ez -2 <y -y

(1) Vérifier que T est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ¢

(2) Pour (a,b) € R?, décrire I’ensemble

{(z,y) e R*/(z,y) T (a,b)}.
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Solution 2.4.7 La relation T est une relation d’ordre si et seulement si elle est réflexive,

antisymétrique et transitive.

(1) * T est réflexive si et seulement si ¥ (x,y) € R?, (z,y) T (x,y). Or,

donc, T est réflexive.

*T est antisymétrique si et seulement si
V(z,y), (@ y) € R ((z,9) T (@,y) N ((«",y) T (z,9) = (x,y) = (', y).

2 — 2| <y —y
(2, ) T (@ y )0 (@ )T (zy) = and
7' —z| <y —y
= 2z—2|<0=|zr—2[=0
= =2 =y -y>0Ay—y >0
= y—y>0Ay —y<0
= y-y=0=y=y,

/

ainsi, (z,y) = (2',y'), donc T est antisymétrique.

*T est transitive si et seulement si

V(ey), (1 y), () € B ((w9) Ty DA ) T (") = (o) T (274

v —2'| <y —vy
(z,y) T (", y )N (2", y) T (2", y") = and

\ |l’/—$”| < y//_y/

(

—y+y<z—a' <y -y

= and

\ —y”+y’§x’—x”§y”—y’
— —y"+y§az—x"§y"—y
— |x—x"|§y”—y

= (z,y)T (=", y"),

par conséquent T est transitive. On conclut que T est une relation d’ordre.
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e [l convient de rappeler qu’une relation d’ordre sur un ensemble E est appelée un ordre
total si deux éléments quelconques de E sont comparables : Vx,y € E, on a xRy ou

yRx.
e Une relation d’ordre est appelée un ordre partiel si elle n’est pas un ordre total.

Dans le cas présent, cet ordre n’est pas total, car il existe par exemple (z,y) = (2,3) et

(', y") = (4,3) tels que :
(xay)T(xlayl) = ‘2 - 4’ <0,

ce qui est fauzx, et

(x/,y/) T (ZL’, y) = |4 - 2| < 07
ce qui est également fauz.

(2) Soit (a,b) € R?,. Déterminons l’ensemble

{(z,y) eR*/(z,y) T (a,b)}.

Ona:
(z,9)T (a,0) & |r—al<b-y
& (r—a)’—(y—b)*<0
& [(w—a)+y—-blz—a)—(y-0b] <0
& [(r—at+y—b)>0A(z—a)—(y—b) <0
Viz—a+y—0b) <0A(x—a)—(y—>b) >0].
Posons :

e D, le demi-plan fermé d’équation (x —y — a +b) > 0.
o D,, le demi-plan ouvert d’équation (v +y —a —0b) <O0.
e D, le demi-plan ouvert d’équation (x —y —a+0b) < 0.
e D,, le demi-plan fermé d’équation (x +y—a—">b) >0
Alors :
(a7b) = {(x,y) € R2/ (:L’,y)T(CL,b)} = (Dpl N DP2) U (DP3 n DP4) .

Exercice 2.4.8 On définit sur R? la relation X par :

(z,y)R (2", y) & x <o’ ety <y
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(1) Vérifier que X est une relation d’ordre sur R?. Cet ordre est-il total ?

(2) Pour (a,b) € R?, décrire ’ensemble
{(@.y) eR*/ (2,y)R(a,)}.

Solution 2.4.8 (1) Vérifions que R est une relation d’ordre sur R? :
* Réflexivité : Pour tout (z,y) € R?*, onax <z ety <y, donc (z,y)N(z,y).
* Antisymétrie : Soient (z,y),(2',y") € R? tels que (z,y)N(2',y) et (z',y )R (z,y).
Alors
r<ay<yeta <axy <y.

Donc
r=1aety=1,
d’ot
(z,y) = («,4).
* Transitivité : Soient (z,y) , (2',y), (2", y") € R? tels que (z,y) X (2, y) et («/,y) R (2", y") .
Alors

l’§$,,y§’y, et o' Sx",yléy”.
Par transitivité de < sur R, on obtient

T S x// ety S y//’

donc
(:L‘7 y) N (l‘”, yl/) )
Ainsi, N est bien une relation d’ordre.

L’ordre est-il total ? Non, cet ordre n’est pas total. Pour qu’il le soit, il faudrait que pour
tout couple (z,y), (2, y') € R?, on ait (z,y) N (2/,y) ou (z/,y) R (x,y). Or, prenons
par exemple (1,2) et (2,1) :

e On n'a pas (1,2)N(2,1) car 1 < 2 est vrai mais 2 < 1 est fauz.

e Onn'apas (2,1)R(1,2) car2 < 1 est faux. Ces deux éléments ne sont pas comparables,

donc l’ordre n’est pas total.
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(2) Pour (a,b) € R?, I’ensemble
{(z,y) € R/ (z,y) X (a,) }

est défini par les conditions v < a ety < b. Géométriquement, c’est I’ensemble des points
situés « en dessous et a gauche » de (a,b), bords inclus. On peut l’écrire comme le
produit cartésien :

]—OO,CL] X ]—OO,b] :
Exercice 2.4.9 On définit sur N* la relation suivante :
V(n,m) € N* x N* nlm < 3k € N* tel que n = km.

1) Montrer que la relation L est un ordre partiel sur N*.

2) Dans la suite, on suppose que N* est ordonné par la relation L.

a) N* admet-il un mazimum ? Un minimum ?

b) L’ensemble A = {4,5,6,7,8,9,10} admet-il : un mazimum ¢ un minimum ¢ une

borne supérieure (supremum) ¢ une borne inférieure (infimum) ¢
Solution 2.4.9 On définit sur N* la relation suivante :
V(n,m) € N* x N* nlm < 3k € N* tel que n = km.

Cette relation signifie que m est un diviseur de n.

1) Montrons que la relation L est une relation d’ordre partiel sur N*.

> La réflexivité : Pour montrer la réflexivité il suffit de prendre k = 1. Alors, on a

nln.

> On dit que L est une relation antisymétrie si et seulement si :
V(n,m) € N* x N* sinlm et mln = n=m.

Alors, supposont que n1lm et m1ln <

il existe un k € N* tel que n = km

il existe un k' € N* tel que m = k'n
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ainsin = km =k (k'n) , ce implique n = kk'n, d’ot kk' =1 et comme k et k' € N*¥,

on déduit que k = k' = 1. D’oun = m.
> La transitivité : Soit n,m et | dans N*. Sinlm et m_LL, alors :
il existe un k € N* tel que n = km
il existe un k' € N* tel que m = k'l
ce qui implique n = km = kk'l, ainsi il existe un k" = kk' € N* tel que n = k"l =
nLl. Par conséquent, la relation est transitive. On en déduit que cette relation

est une relation d’ordre, mais partiel, car il existe des couples (x,y) qui ne sont

pas en relation, par exemple (4,3) (5,7).

2) a) * On dit que l'ensemble N* posséde un majorant N pour la relation L si

Vn € N onanlN <

Jk € N~ tel que n = kN,

donc, il suffit de prendre N = 1, car pour tout n € N* il existe toujours un

k=n tel quen =n.1.

* On dit que l’ensemble N* posséde un minorant m pour la relation L si

Vn € N onamln<&

dk € N* tel que m = kn,

donc, le m est multiple de tous les entiers naturels non nuls, cette élément ne
poura jamais exister, puisqu’il y a une infinité de nombres entiers non nuls
dans N*. Sl n’y a pas de minorant, il n’existe pas, non plus, de minimum,
car le maximum d’un ensemble ordonné, quand il existe, est le plus petit

des minorant.
b) L’ensemble A ={4,5,6,7,8,9,10} admet-il : un mazximum ¢ un minimum ¢
une borne supérieure (supremum) ? une borne inférieure (infimum) ?

* Comme le seul diviseur commun pour les éléments de A est 1. Alors le
magjorant de A est 1, car pour tout éléments n de A il existe un k € A tel

que n LN, cest a dire :

Vn € A,Jk =n € N* tel que n = n.1,
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et on dit aussi que 1 est la borne supérieure de A car c’est le seul et le plus

petit dans N* mais il ne peut pas étre un mazximum du fait que 1 ¢ A.

* On dit que l’ensemble A posséde un minorant m pour la relation L si

Vn € A, on a mln < il existe un k € N* tel que m = kn,

ceci dit m est le multiple de tous les éléments de A, c’est ce qu’on appelle le
plus petit multiple commun, ou P.P.C.M. On [’obtient en décomposant les

éléments de A en facteurs premiers :
m=2%x5x3"xT7=2520¢ A.

Donc le 2520 est minorant de A ce n'est pas minimum car 2520 ¢ A.
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CHAPITRE

Structures algébriques

Un rappel sur les structures algébriques est proposé en introduction aux exercices.

3.1 Groupe

Définition 3.1.1 (Groupe) Soit G un ensemble muni d’une loi de composition x. On dit

que (G, ) est un groupe si :

1. La loi * est interne,

Ve,ye G, xxy € G.

2. La loi x est associative,

Ve,y,2 € G, (xxy)*xz=xx*(y*z).
3. *x admet un élément neutre,

Jee G,Vr€G, xxe=exx =1

4. Tout élément de G admet un symétrique dans G,

Vee G,32' € G, axa' =" vz =e.
Si x est commutative, c’est-a-dire si

Ve,y e G, xxy=1yx*z,

on dit que (G,*) est un groupe commutatif (ou groupe abélien).
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3.2 Anneau
Définition 3.2.1 (Anneau) Soit A un ensemble muni de deux lois de composition in-
ternes *,0, on dit que (A, *,0) est un anneau si :

1. (A, %) est un groupe commutatif.

2. Vx,y,z € A,
6 (y* z) = (xdy) * (26z) et (xxy)dz = (xdz) * (yoz),
(distributivité o droite et o gauche).
3. 0 est associative.

- Si, de plus, 6 est commutative, on dit que (A, *,0) est un anneau commutatif.

- Si § posséde un élément neutre (ou élément identité), on dit que (A,*,9) est un

anneau unitaire.

3.3 Corps

Définition 3.3.1 (Corps) Soit k un ensemble muni de deux lois de composition internes

x,0, on dit que (k,*,d) est un corps si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. (k,*,0) est un anneau unitaire.

2. (k —{e},0) est un groupe, ou e est ’élément neutre de *.

- Si de plus 6 est commutative, on dit que (K, *,0) est un corps commutatif.

3.4 Exercices

Exercice 3.4.1 Soit x une loi définie sur R par :

x*y:xy+(x2—l) (y2—1)

1. Vérifier que x est commutative, non associative, et admet un élément neutre.

2. Résoudre les équations suivantes : 2xy =5, v xx = 1.

31



3.4. Exercices

Solution 3.4.1 1.

* est commutative si et seulement si :
Ve,y € R, zxy=yx*uw.

rry=ay+ (@ -1 - =yr+ @ -1 @ -1)=yx*z
Ceci est vrai car le produit et la somme sont commutatifs.

x n’est pas associative. Supposons par l’absurde qu’elle l’est, c’est-a-dire :

Ve,y,z € R, (xxy)xz=x%*(y*2).

(zxy)xz = (zy+(2®—1) (¥ —1)) %z

= xyz+( —1 (y —1)z+my ( 1)—1—2my(a:2—1) (y2—1) (22—1)

)
= (ay+ (=) (P 1) 2+ ((ay+ (2= 1) (P = 1) = 1) (=2 = 1)

)

Pt (2 1) - (22— )

—l—(m —1) (y

x(y*xz) = m*(yz+(y2 1)(22—1))
(

= a(pzt (P -1 (=) + (@ =1 (=4 (- 1) (2= 1) -

= xyz+x(y —1)(2’2 ) ( —1)y222+2yz(x2—1)(yz—l)(z2—1)

+(m2—1) (y 1)2(2 —1) —(mQ—l)

contradiction (3.4.1)#(5.4.2) donc * n’est pas associative.

x admet un élément neutre si et seulement si
dee R,Vxr € R, xxe=exx =1x.
1l suffit de considérer une seule équation car la loi est commutative.

Vr € R, xxe=u=x
= VzeR, ze+ (1) (¢’ —1) =
= VzeR, (e—1)(z+ (2> —1)(e+1)) =0.
On obtient alors
e—1=
ou

VieR, x+ (22 —1)(e+1)=0
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On sait qu’un polynéme est nul Vx si et seulement si tous ses coefficients sont nuls,
étant donné que le coefficient de x est 1 # 0, le polynéme ne peut pas étre identiquement
nul. 1l s’ensuit que la condition est satisfaite uniquement pour e = 1. Ainsi, e = 1 est bien

[’élément neutre.
2.

2xy=5=2y+3(P—1)=56=y=3 ouy=—2.

zxr=1=224+@2-1)°=0=2=0,z=1ouz=—1.

Exercice 3.4.2 On considére une loi de composition interne sur R définie par : Va,b €
R :

1
a*b:a—i—b—i—g.

1. Montrer que (R, x) est un groupe abélien.

2. On considére les deux applications définies de (R, *) vers (R, +) par :

Ces applications sont-elles des morphismes de groupes ?

Solution 3.4.2 1. Montrons que (R, ) est un groupe abélien.

e *x est commutative si et seulement si :
Va,b € R, axb=>bxa.

On a

1 1

axb=a+b+-=b+a+—-=bxa,
6 6

donc l'opération * est commutative.

e x est associative si et seulement si :

Va,b,c € R, (a*xb)*xc=ax*(bx*c).

Ona
(axb)xc = fht SV I -
% % k
a & a 6 & a 6 C 6
Y STIp
= a C .
3
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Et

1 1 1
ax (bx*c) a*<+c+6) a+ +c—|—6+6

1
= atbtets

Ainsi, * est associative.
e Puisque l'opération est commutative, il suffit de trouver [’existence d’un élément

e € R tel que, pour tout a € R, on a a*xe = a. Alors,

a*e:a—l—e—i—g:a,
puis,
1
e=——¢€cR.
6

e Pour l’élément inverse, on doit vérifier que

1
Va € R,dd’ € R, a*a':e:—g.

donc

d’ot

!/

1
=—-—-a€eR
a 3 a

On conclut donc que (R, *) est un groupe abélien.

2. Pour répondre a la question (2), il est nécessaire de rappeler et d’appliquer la définition

d’un morphisme de groupes.

e Soient (G, *) et (G',0) deux groupes. Une application f : G — G’ est un morphisme
de groupes si :

Ve, o' € G, f(zxa')=f(x)o f(2).

Dans le cas présent : On dit que g est un morphisme de groupes si et seulement si

Vo, yeR: g(z*xy)=g(z)+g(y).

On a
1
sorn) = 3loxn=3(stutg)
1
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Or
9(x)+g(y) =32+ 3y.
Ainsi, g n’est pas un morphisme de groupes.
Sotent x,y € R, alors
h(zxy) = 3(z*y)+
= 3 (:B+y+—) +% =3z + 3y + 1.

Et

1 1
h(z)+h(y) = 3x+§+3y+§

= 3z +3y+ 1.
Ainsi, h est un morphisme de groupes.

Exercice 3.4.3 Soit
F={fup:R—=R/aeR" beR},

ol chaque fonction est définie par
fap (x) = ax +b.

On munit F de l’opération de composition des fonctions, notée o.

Montrer que (F, o) est un groupe non commutatif.

Solution 3.4.3 1) Vfu, bys fas by € F,

fa17b1 © fa27b2 = fa1,b1 (faz,bz (:E)) = fa1,bl <a2x + b2)
= a1 (CLQCL’ + b2> + bl = a1a9T + albg + b1

= Az + B,

Comme ay,a, € R*, on a A = ajas € R*, et B = a1by + by € R. Ainsi, Ax+ B € F.

2) vfm,bp faz,bz et fa3,b3 S Fa

(fa17b1 © fa2,b2> o fa3,b3 = (a1a2$ + &1[)2 + bl) o (CLS:U + b3)
= Qa10a9 (agfL‘ + bg) + albg + bl

= a1a203% + a1a2b3 + a1b2 + bl.
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fa1,b1 ° (fa2,b2 © fa3,b3) = fahbl © (a’2 (a3x + b3) + b2)

= fa1,bl o (a2a3x + a2b3 + bg)

= ajaa3r + ajasbs + arby + by.

3) = faﬂb’ S F7vfa,b € Fa

fa,b o fa’,b’ - fa’,b’ o fzz,b - fa,b;
= a(dz+V)+b=ax+0b

= adrz+ab +b=axr+b

aad' = a ad =1
=
abl +b=1> =0

4

ainsi, (x est ’élément neutre).

4) vfa,b € F, Elfa/,b/ € F,

fa,bofa/,b/ = fa/,b/ofa,bzm
= adrz+al +b=2x

aad =1 azi
= =
abl +b=0 o=t

ainsi, (2x — L est Uélément inverse). Mais : ¥ fop, fury € F,
fapo foy =adx+ab +0,

et

fow o fap=20a (ax+b)+b =dar+adb+ 1.

Par conséquent, F' est non commutatif.

Exercice 3.4.4 Montrer que [’ensemble

G=]-11],
muni de [’opération
pry— -
1+ 2y

forme un groupe.
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Solution 3.4.4 Nous cherchons a prouver que (G, *) est un groupe en vérifiant les quatre
axiomes de groupe :

e [l faut montrer que si x,y € G, alors x xy € G, i.e.,

r+y
1+2xy

—-l<axxy= < 1.

Commengons par
?
r+y 2y Tty

= -1<0
1+ 2y 1+ 2y ’
on obtient
T+y 1 = r+y—1—2ay
1+zy N 1+ a2y
@D -y-1)  @-1)(-y)
1+ 2y 1+ 2y

puisque x,y € |—1,1[, on a

lz| <1
et =lryl<l=-1<zy<l=1+2zy>0,

lyl <1

donc le dénominateur est positif. Maintenant, considérons :
re]l-L1[=-1l<z<l=2-1<0,
et

y € J-L1[=-1<y<l1
= —-1l<—y<l=0<1-y,
ainst,
(z—1)(1—-y) <0,

on conclut que
(z—-1)(1—y)
142y

< 0,

done
Tty
1+ 2y

De méme pour :
r+y
14+ 2y

> —1.
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e [l faut montrer que pour tous x,y,z € G :

(xxy)kxz=x%(y*2z).

Calculons le membre gauche :

z+
(xxy)xz = (%)*Z:L:
1+(m)2
- %z;;xyz T HY+z+ayz
—1+$3{I§;+yz l+azy+az+yz

Calculons le membre droit :

v (y*z) = x*(y+z) v

1+yz) 1+x(1y++yzz>
_ %ﬁ“ _ r+y+z+ayz
1+yi+r§g;+xz 1+Iy+$z+yz'

Les deux expressions sont égales, donc l’associativité est vérifiée.

e On cherche e € |—1,1] tel que pour tout v € |—1,1] :
Tke=exT =T.

Calculons :

T+e 9
rxe = =r=>x+e=x+2x"¢e
1+ ze

= e(xZ—l):O,

puisque x*> — 1 # 0 pour x € |—1,1[, on doit avoir e = 0, ainsi, I’élément neutre est 0.
e Pour chaque x € |—1,1[, on cherche y € |—1,1] tel que :

]
14 2y
= 24+y=0=>y=—z,

Txy = y*x:0¢

ainsi, tout élément x admet un inverse —x, nous avons vérifié les quatre azxiomes de

groupe, par conséquent, (G, ) est un groupe.
Exercice 3.4.5 On définit sur G = R* x R une loi de composition interne L par :
V(z,y), (@ y) €q, (zy) L@ y)=(za" 2y +y).

Montrer que (G, L) est un groupe non commutatif.
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Solution 3.4.5 (G, L) est un groupe si et seulement si :

1 est associative
1 admet un élément neutre

Tout élément de G admet un inverse dans G

(1) L est associative si et seulement si :

V(x,9),(@y), (2", y") € G, [(x,y) L ()] L (2",y") = (2,9) L [(«,y) L (2",y")

[(z,y) L (=" ¢)] L (") = (@2’ 2/ +y) L (2”9 (3.4.3)

/N

= (x2'2" x2'y" + 2y +y)

(r,y) L [(2,y) L (2", y")] = (x,y) L (&'2",2"y" + ) (3.4.4)

/.1

= (2’2", 22"y’ + xy +y)

(3.4.3)=(3.4.4) donc, L est associative.

(ii) (e, €') € G est un élément neutre de G si et seulement si

V(z,y) € G, (z,y) L (e, €) = (e,€) L (z,y) = (2,9)

=
ex,ey +¢') = (z,y)
)
re=1x
ze' +y =y
=
er =x
\ ey+e =y
e=1eR"z#0
=

¢ =0¢eR,

ainsi, (e,€') = (1,0) € G est [’élément neutre.
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(iii)
V(r,y) € G,3(,y) € G, (z,y) L (@,y) = (2",y) L (z,y) = (e;€) = (1,0).
z,y) L (2,y) = (1,0)

(
(@' y') L (2,y) = (1,0)

(w2, xy" +y) = (1,0)

=
(z'z, 2"y +y') = (1,0)
(
' =1
xy +y=0
=
rr =1
| 2y +y =0
1 *
N I/—EER,IE%O

y=—-2ecRax#0

ainsi, le symétrique de (z,y) € G est (¢/,y') = (L, -Y) € G, donc (G, L) est un groupe.

x? T

(iv) L est non commutative si et seulement si

A(z,y) = (3,0)€ G, 3@ y) = (22) € G, (z,y) L(@¢) # (@y) L (z,9).

On en conclut que (G, L) est un groupe non commutatif.
Exercice 3.4.6 Montrer que l’ensemble F' = {2"/n € 7} est un sous-groupe de (R*, x).

Solution 3.4.6 Un sous-ensemble H d’un groupe G est un sous-groupe si et seulement
st :

- eq € H.

— Pour tous a,b € H, le produit a.b € H.

— Pour tout a € H, linverse a=! € H.

* Prenons n = 0. Alors 2° =1 € F. Donc F # 0.

* Soient a,b € F. Alors il existe des entiers m,n € Z tels que

a=2"b=2"
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Leur produit est

axb=2"x2"=2""

Puisque m +mn € Z, on a 2™ € F. Ainsi, F est stable pour la multiplication.

* Soit a € F. Alors a = 2™ pour un certain n € Z. L’inverse de a dans R* est

1
al=—=2"
2n

Puisque —n € Z, on a 27" € F. Donc tout élément de F' posséde un inverse dans F'.

Puisque F' est non vide, stable pour la multiplication et que tout élément admet un inverse,

alors, F' est un sous-groupe de (R*, x).

Exercice 3.4.7 Montrer que si H et H' sont deux sous-groupes de (G, *), alors H N H'

est aussi un sous-groupe.

Solution 3.4.7 Soit H et H' deux sous-groupes de (G, *). Montrons que HNH' est aussi
un sous-groupe.

* Comme H et H' sont des sous-groupes, ils contiennent tous les deux I’élément neutre
e de GG. Donc,

ec€ H etec H, ce qui impliquee € HN H'.

Ainsi, HN H' # 0.

* Soient a,b € HN H'. Alors a,b € H et a,b € H'. Puisque H est un sous-groupe,
axb € H. De méme, puisque H' est un sous-groupe, a xb € H'. Par conséquent, a x b €
HNH'.

*Soita € HNH'. Alorsa € H et a € H'. Comme H est un sous-groupe, a~* € H.
De méme, comme H' est un sous-groupe, a=* € H'. Donc, a=' € HNH'. Par conséquent,

H N H' est un sous-groupe de (G, %) .
Exercice 3.4.8 Soient o et x deux lois de composition interne définies par :
Ve,ye R, zxy=x+y—2etzoy=c+y—2xy
(R, %, 0) est-il un anneau ?
Solution 3.4.8 Pour établir que (R, x,0) forme un anneau, la premiére étape est de vé-

rifier que (R, %) est un groupe commutatif.
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1- (R, x) est un groupe commutatif si et seulement si :

Vre,ye Riexy=ox+y—2ekR
‘VI,y,ZGRa
(xxy)xz=(r+y—2)xz=x+y+2—4,

zx(yxz)=xx(y+z2—-2)=x+y+z—4,

(3.4.5)=(5.4.6), donc l’associativité est vérifiée pour x.
-de € R,Vx € R,

rxe—exr—=—r=>r+e—2=x=¢e=2.
Ve e R, € R,
xxx =ad'xr=2=2>0+2 -2=2=2'"=4—12.

Vz,y € R,
rxy=x+y—2=y+ar—-2=yxux.

Par conséquent, (R, x) est un groupe commutatif.

2- Vx,y,z € R,

rzo(yxz) = zo(y+z—2)=x+y+z—2—ay—zz+2x

= 3x+y+z—ay—x2—2,
et

(roy)x(roz) = (x4+y—zy) *(v+2z—2x2)
= rs4+y—axy+r+z—x2—2

= 20+y+z—ay—x2—2.

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

(3.4.8)

(3.4.7)#(5.4.8), donc o n’est pas distributive par rapport a * = (IR, x,0) n’est pas un

anneau.

Exercice 3.4.9 Soit

z[\/é] :{a+b\/§,a,beZ}.
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1. Montrer que (Z [\/ﬁ] ,+, ) est un anneau.

2. On note N (a + b\/§) = a? — 2b%, Montrer que pour tous x,y € Z [\/5] , on a
N (zy) = N (2) N (y).
3. En déduire qu’un élément v € Z [x/ﬁ est inversible si et seulement si N (z) = +1 ou

N (z) = —1.

4. Montrer que 1 + /2 est inversible. Quel est son inverse ?

Solution 3.4.9 1. Puisque 7 [\/5] C R, nous montrons que Z [\/ﬂ est un sous-anneau
de Uanneau (R, +,.). En effet,

(Z)Z[\/i] £, carOzO—i—OﬂEZ[\/ﬂ.

(1) Va4 b2, ¢+ dv2 € Z[ﬂ] ,(a—l—b\/§) - (c—{—dﬂ) =(a—rc)+ (b—d)\@ €

Z[V2].
(iii) Ya+bv/2,c+ dV2 € Z[V2] , (a + bv2) (¢ + dv2) = (ac + 2bd) + (ad + be) V2 €
Z[V2].
2. On a
N (zy) = (ac + 2bd)* — 2 (ad + be)® = a®c® — 2d%d® — 20%c% + 4b*d?,
et
N (z) N (y) = (a® = 20*) (& — 2d°) = a°c® — 2a°d® — 2b** + 4b*d”.
Ainsi,

N (zy) = N (z) N (y).

8. x € Z[V?2] est inversible < Jy € Z[V2], zy =14 N(zy) =1« N (z)N (y) =
1< N(z) =41 ou N (x) = —1.

4. Puz’squeN(l—{—ﬂ) = —1, d’apres 3) 14+/2 est inversible. Si a+bv/2 est Uinverse
de 1+vV2= (1+v2)(a+b0v2) =1= (a+2b—1)+ (a+b)vV2=0=a+2b—1=
a+b=0=>b=1eta=—1.

Exercice 3.4.10 Soit f : (Z,+) — (Q*, x) définie par
fn)=2n

1. Montrer que [ est un morphisme de groupes.
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2. Déterminer le noyau de f, f est-elle injective ¢ surjective ¢

Solution 3.4.10 1. Nous avons la fonction :
f(Z,+) = (Q, %), f(n)=2"
Pour montrer que f est un morphisme de groupes, on vérifie :
fn+m)=2""=2"x2"= f(n)x f(m).

Ainsi, f est un morphisme de groupes.

2. Noyau de f :

ker (f) = {n € Z/f (n) = 1} = {n € 2/2" = 1},

Puisque 2™ = 1 uniquement lorsque n = 0, nous avons

ker (f) = {0}.

Ingectivité :

Un morphisme de groupes est injectif si et seulement si son noyau est trivial. Puisque
ker (f) = {0}, le morphisme f est injectif.

Surjectivité :

L’image de f est :
11

f(z) = {...,4,2,1,2,4,...}.

Cet ensemble ne comprend pas tous les nombres rationnels (par exemple, 3 n'en fait pas

partie), donc [ n'est pas surjective.
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CHAPITRE
4 Notion d’espace vectoriel

sur le corps commutatif k

Avant de passer aux exercices, voici quelques définitions essentielles.

4.1 Espace vectoriel et sous-espace vectoriel

Soit k un corps commutatif (en général R ou C), et soit £ un ensemble non vide muni

d’une loi de composition interne que ’on note (+) :
(+): ExE—FE
(z,y) = = +y
et d’une loi de composition externe notée (-) :

():kxFE—FE
(N z) = A\

Définition 4.1.1 (Espace vectoriel) Un espace vectoriel sur le corps k ou un k-espace

vectoriel est un triplet (E,+,.) tel que :

(1) (E,+) est un groupe commutatif.

(2) V ek, Ve,ye E, A\ (x+y) = Ax+ \y.
B) V\uek Ve E, A+ p).x = x+ px.
(4) Y\ pek Ve e E, (Au).x =X\ (px).
(5) Ve e E, Iy.x = x.

Les éléments de l’espace vectoriel sont appelés vecteurs, et ceux de k sont appelés sca-

laires.
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4.2. Familles génératrices, familles libres et bases

Définition 4.1.2 (Sous-espace vectoriel) Soit (E,+,.) un k-espace vectoriel et F' C

E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si F' est lui-méme un k-espace vectoriel.

Théoréme 4.1.1 Soit (E,+,.) un k-espace vectoriel, et soit F' C E une partie non vide.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) F est un sous espace vectoriel de E.

(2) F est stable par l’addition et par la multiplication c’est & dire :
Ve,ye F.YAek, v+ye F,\xeF.
(3) Ve,ye FVY\pek, x4+ py € F, d'ou :

F#0,
Ve,y e EVA\,uek e+ py e L.

F est s.e.ve

(4) Ve,ye FVY\, pek, Ax+py € F, dou :

O € F,
F est s.e.ve

Ve,y e EVA\,pek Ao+ py e L.

4.2 Familles génératrices, familles libres et bases

Définition 4.2.1 Soit E un espace vectoriel, et soient ey, es, ..., e, des éléments de E,

(1) On dit que la famille {eq,es,...,e,} est libre ou linéairement indépendante si, pour

tous A\, \o, ...\, €k :
Aer + Aoes + ...+ e, =0= Ay = Ay = ... = A\, =0, unique solution.

Sinon, on dit qu’elle est linéairement dépendante.

(2) On dit que {ey,ea, ...,e,} est une famille génératrice de E, ou que E est engendré par

{e1,€e9,...;en} si pour tout x € E, I\, Mg, ..., \p, €k,
T = )\161 + )\262 + ...+ )\nen.

(3) Si{ey,eq,...,en} est ala fois une famille libre et une famille génératrice de E, alors

on appelle {ey, e, ...,e,} une base de E.
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Définition 4.2.2 Soit E unk-espace vectoriel de base B = {ey, ea, ..., e, }. Alors dim (E) =
Card (B).

Remarque 4.2.1 Ainsi, trouver une base d’un espace vectoriel E revient a trouver une
famille de vecteurs de E qui forme une famille libre et génératrice de E. Le mombre

d’éléments de cette famille représente la dimension de E dim E.

4.3 Notion d’application linéaire

Définition 4.3.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur k. Une application f de E

dans F' est dite linéaire si :
Ve,y € E,V\ €k,
* ety =f@)+ ),
* f(Ax) = Af(2),

ou de maniére équivalente :
Vr,y € E,VA p ek, f(Ax+py) = Af (2) + pnf ().

Définition 4.3.2 Soit f : E — F une application linéaire.

(1) L’image de f, notée Im f, est l’ensemble défini par :
Imf={yeF/Frekl: f(zx)=y}={f(x)/z€E}.
(2) Le noyau de f (noté ker f) est l'ensemble défini par :
ker f ={z € E/f (z) = Or},

Le noyau ker f s’écrit parfois f~' ({0}).

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1 Etudier si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels :
1. By ={(x,y,2) e R®/x +y =0},

2. By ={(z,y,2) ER¥/z —y+ 2 =0},
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3. E3 ={(z,y) € R*/2* + zy > 0},
4o By =A{(r,y) e R?/a* +y* > 1},
5. Es={f € F(R,R)/f est croissante} ,

6. Bg={(z,y,2) € R¥ /o +2+2=0},

Solution 4.4.1 1- E; est un sous-espace vectoriel si et seulement si :

OR3€E1
VU,UGEl, U+U€E1
VAXeR,u € FEy, \u€e E;

- Ogs = (0,0,0) € Ey, car 04+ 0= 0.

z+y=0,
-Yu(z,y,2),v (2, y,7) € By = =(x+a2)+(y+y)=0
l,l;,/_i_y/:()
=u+t+v e by
-VAeRu(z,y,z) € By =x4+y=0= A+ Iy =0 = \u € E;. Par conséquent,
FE est un sous-espace vectoriel.

2- FEs est un sous-espace vectoriel, car
- Ogs = (0,0,0) € E3, car0—0+0=0.

r—y+z=0,

-Yu (z,y,2),v (2, Yy, 2") € By = = (z+2)—(y+y)+(z+2)=0
-y +2=0

= u+v € FE.

-VA e Ru(r,y,2) € By =2 —y+2=0= I —AXy+ Xz =0 = \u € Fy. Nous

concluons que Fy est un sous-espace vectoriel.

3- E3 n’est pas un sous-espace vectoriel, car on a
u (17 2) U <_27 ]-) < E37

mais

u+v(—=1,3) ¢ Es, car (—1)°+3(=1)=—-2<0.

4- E, n’est pas un sous-espace vectoriel, car on a

Ogz = (0,0) & Ey puisque 0° + 0> =0 < 1.
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5- E5 n’est pas un sous-espace vectoriel, car si l’on prend A = —1 = la fonction \f n’est

pas une fonction croissante.

6- Eg n’est pas un sous-espace vectoriel, car on a
Ogs ¢ Eg car, 0+0+2=2#0.
Exercice 4.4.2 Considérons les ensembles suivants :
Ei={(z,y,2) eR*/z+y+2=0}
et
Ey={(z,y,2) eER*Jz —y =0+ 2=0}.

1. Montrer que Ey et Ey sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Trouver une base de E; et une base de Es, et en déduire dim (E;) et dim (Es) .

Solution 4.4.2 1. E; est un sous-espace vectoriel, car
- Ogs = (0,0,0) € Ey, puisque 0+ 0+ 0 = 0.
-Yu (z,y,2) v (2, Yy, 2") € Ey

r+y+z=0,
=@+ )Y+ y+y)+(z+2)=0
¥4y +2=0

=u+t+v e by
-VAeRu(r,y,2) e By =2 +y+2=0=Xr+ A y+ Az =0= \u € Fy. Par
conséquent, Fy est un sous-espace vectoriel.

Et E5 est un sous-espace vectoriel, car :

- Ors = (0,0,0) € Es, puisque 0 — 0 =0+ 0 = 0.

R r—y=0etx+2=0,
-Yu(x,y,2),v (2, y,2") € By =
=y =0eta'+2 =0

=>@+2)—(y+y)=0et(z+2)+(2+2)=0=>u+v € Es.
-VAeRu(x,y,2) E By =2 —y=0etx+2=0
=M —Ay=0et\x+ Az2=0= \u € Fs. Ainsi, Fs est un sous-espace vectoriel.

2. Pour la base de E1, on a :

r+y+z=0=>2=—-y—z,
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donc

Ainsi,

($,y,2’) = (—y—Z,y,Z)=(—y,y,0)+(—2,0,2)
= y(=1,1,0) + 2 (-1,0,1),

Bgp, ={(-1,1,0),(-1,0,1)} = dim £y = 2.

Pour la base de Es, on a

Ainsi

Par conséquent

r—y=x+z2z=0=>x=y and z = —x,

(x,y,2) = (z,2,—x) =2 (1,1, 1),

BE2 = {(1, 1, —1)} = dim £y, = 1.

Exercice 4.4.3 FEtudier l'indépendance linéaire des vecteurs suivants :

(1)

(2)

Solution 4.4.3
2

1],
1

2 1 0
n=\1|11v2=| 0 |,u3=| 1
1 1 0
3 1 1
v=\10 |,v2=| 0 |,u3=| 1
4 0 0

1 sont linéairement indépendants si et seulement si :

VAL, A2, A3 € R, A1 (2,1,1) 4+ X2 (1,0,1) + A3 (0,1,0) = (0,0,0) = Ay = Ag = A3 = 0.

)\1 (27 17 1) + )‘2 (17 07 1) + )‘3 (07 17 O) = (Oa 07 0)
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2)\1+)\2:0 )\1:() )\1:0
= M+N=0 <= MFAN=0=>XA3=0 <= A =0,
/\1+/\2:0 )\2:—/\1:>/\2:O /\3:0
2 1 0
=111, 01],] 1 sont linéairement indépendants.
1 1 0
3 1 1
(2) ol.101,]| 1 sont linéairement indépendants si et seulement si :
4 0 0

VA1, A, A3 € R, A\ (3,0,4)+/\2 (1,0,0)+)\3 (17 1,0) = (0,0,0) = AN =X =X3=0.

A1 (3,0,4) + X2 (1,0,0) + A3 (1,1,0) = (0,0,0)

M+ A+A3=0 A1 =0
g A3 =0 <9 =0,
40\ =0 A3 =0
3 1 1
=101\, 0 |.,]| 1 | sontlinéairement indépendants.
4 0 0

Exercice 4.4.4 1. On considere les vecteurs :

1 2 3
V1 = 2 , V2 = 9 , Ug = 3
1 0 4

Montrer que la famille {vy,vq,v3} est une base de R>.

2. Déterminer les valeurs de t pour lesquelles vy, vs, v5 constituent une base de R?, ot

1 1 1
V1 = 1 , U = 3 , U3 = 1
4 t t
Solution 4.4.4 1. B = {v,v,v3} est une base de R® si B est une famille libre et

génératrice.
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— B est libre

;. 0N pose
1 2 3 0
avy + vy +yv3s=0gs =a| 2 | +68| 9 | +7] 3 | =] 0
1 0 4 0
( a+268+3y=0 a+26+3y=0
— 20+96+3y=0 <= 50—3y=0 «— =2l3+ 15
\ a+4y=0 —28+7=0 «— —l1+13
( a+28+3y=0
S 58—3y=0 =a=p=7=0,
\ —1=0 —Z2L+1;

par conséquent,

B est une famille libre.

— B est génératrice : la famille {vi,vy,v3} est génératrice si et seulement si :

Xz

T 1 2 3

VI y | €R’ 3N, A, A3 €R, y | =M 2 | +X] 9 |+A] 3

z z 1 0 4
T
Soit | y | € R3, cherchons A\, A2, A3 € R tels que :
z
T 1 2 3 AL+ 2X9 4+ 3A3
Y = )\1 2 + )\2 9 + /\3 3 = 2)\1 + 9)\2 + 3)\3 )
par conséquent :
(
)\1+2>\2+3)\3:(E )\1+2)\2+3/\3:$
2)\1+9/\2+3/\3=y = 5)\2—3/\3:y—21} <——2l1+l2

)\1—|—4)\3:Z

—2/\2+)\3:Z—1’ <——l1+13

)\1+2)\2+3/\3:{L‘

= 5)\2—3)\3:y—2$
\ — B =2(y—22)+(2—2) 2+l
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A3=—-2(y—2x)—-5(z—1z) =92 — 2y — bz,
1
)\QZg(y—Zx+3)\3):5x—y—32

et
A =12 —2X\y — 33 = —36x + 8y + 21z.

Par conséquent, B = {vy,v9,v3} est une famille génératrice = B est une base de R3.

2. Nous avons 3 vecteurs = dim (R®) = il suffit de montrer que les vecteurs sont linéai-

rement indépendants.

On pose :
1 1 1 0
avi+Prgs+yv3 =0 =a |l 1 | +68| 3 |+l 1 |=1| 0
4 t t 0
a+B+y=0 a+pB+v=0
= Oé+36+’7:0 = 26+0’Y:0 — =i+l = 620
4oz+t/6’+t7:0 (t—4)5+(t—4)’7:0 <——4l1+13
a+vy=0
(t—4)y=0 7

0es5it—4#0=>~v=0=>a=0=v=0, donc si t # 4 la famille est linéairement

indépendante et forme ainsi une base de R3.
Exercice 4.4.5 Soit la famille des vecteurs suivante :
B={v;=(0,1,1),v3 = (1,0,1) ,u3 = (1,1,0)}.

1. Montrer que la famille B est une base de R3.

2. Trouver les composantes du vecteur w = (1,1,1) dans cette base.
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Solution 4.4.5 1. Montrer que B est une base de R? : il suffit de montrer que les vecteurs

sont libres ( car dim (R3) = 3 = card (B)). On pose :

avy + Pug +yv3 = 0
0 1 1 0
S al 1 | +810 | +7] 1 =10
1 0 0

a+pB+0=0

al0+8+7=0
& a+0+7=0 =a=—F=—y=

=

Alors B = {vy,v9,v3} est une base.

2. Composantes de w = (1,1,1) dans B : on cherche a, 3,7 tels que :
w = avy + [fug + YUs.

Cela donne le systéme :

fty=1 (1)
a+y=1 (2),
a+pB=1 (3)

de (2) : a=1—x

et de (3) : a=1-p,

on en déduit

Remplagons dans (1) :

puiLs

| —

1 1 L
o= — = —_ - =
K 2

Donc les composantes de w dans B sont :
111
(o, B,7) = (57 b% 5) .
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Exercice 4.4.6 Soit f:R*>=R? ou f (z,y,2) = (v +y,x+ 2).
1. Vérifier que [ est une application linéaire.
2. Déterminer le ker f, une base de ker f, et déduire dim (ker f) .

3. f est elle injective.

4. Donner dim (Im f), puis donner une base de Im f, f est elle surjective.

Solution 4.4.6 1. Vérifier que f est une application linéaire :

o Soient u (z,y,z),v (2,1, 2'") deux vecteurs de R3,

flu+v) = fla+2y+y,2+7)
= ((z+2)+@W+y), (x+2")+(z+2))
= (z4+y,z+2)+ @ +y, 2" +2)
= fu)+f(v).

e Soient u (z,y,z) € R} X € R,

fu) = f(Az, Ay, Az)
= (A 4+ Ay, Az + A2)
= ANz+y,z+2) =\ (u).

Donc f est bien une application linéaire.

2. Noyau de f :
ker f = {u € R*/f (u) = Ope} .

Cela donne le systéme :

r+y=0
:c—l—z:O7
on en déduit :
y=—xetz=—u,

donc

ker f = {(z,—z,—x)/z € R}
= Vect{(1,-1,-1)}.

95



4.4. Exercices

Une base de ker f est {(1,—1,—1)}, et dimker f = 1.

3. Awant de traiter la question 3, rappelons que pour une application linéaire f : E — F,

on a les équivalences suivantes :

o f est surjective < Im f = F.
o f est injective < ker f = {0g}.
Or dans notre cas ker f # {Ogps} = f nlest pas injective.

4. dim (Im f) 7

La résolution de la question 4 repose sur une application du théoréme du rang : Si f

est une application linéaire de E dans F', ot E est de dimension finie. Alors :
dim £ = dimker f + dim Im f.
En appliquant cela a notre cas, on obtient :

dim (R*) = dim (ker f) + dim (Im f)
= 3=1+dim(Imf)
= dim(Imf)=3-1=2.

Comme Im f C R? et dim (Im f) = 2, on a Im f = R%. Ainsi, f est surjective. Pour
trouver une base de Im f, on peut prendre les images des vecteurs de la base canonique
de R3 :

f(1,0,0) =(1,1), f(0,1,0) = (1,0), £ (0,0,1) = (0,1) .

Les vecteurs (1,0) et (0,1) sont déja dans Im f (ils sont linéairement indépendants).

Une base de Im f est donc la base canonique de R? : {(1,0),(0,1)} .
Exercice 4.4.7 Soit l'application f : R3 = R? définie par
f(x,y,2) = (x+2y+ 2,20 + 4y + 22)

1. Justifier que f est linéaire.
2. Déterminer une base et la dimension de kerf, et en déduire le rang de f.

3. L’application f est-elle injective ¢
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Solution 4.4.7 1. f est linéaire si :

oVu,v € R f(utv)=f(u)+ f(v)
ovu € R3VAER, f(hu)=A\f(u).

Alors, Yu (z,y,2),v (2,1, 2") € R,
flu+v) = (z+2)+2@w+y)++2),2@+2)+4@y+y)+2(z+2"))
= (x+2y+22xv+4y+22)+ (& + 2y + 2, 22" + 4y + 22)
= fu)+[f(v).
Vu (z,y,2) € R3, VA € R,
FQu) = Az 42Xy + Az, 20z + 4y + 2)2)

= MNax+2y+ 220 +4y + 22)

= A (u).

=f est une application linéaire.

r+2y+2=0
ker (f) = {u € R*/f (u) = Oz} < Y =r=—-2y—z,
20 +4y+22=0

donc, Yu € ker (f),

—2y—z —2 —1
u = Y =y 1 +z 0
z 0 1
—2 —1
= ker (f) = vect 1 |,] o = dimker (f) = 2.
0 1

* Pour calculer rang (f), on utilise le « Théoréme du rang » =

dim(R3) = dim (ker (f)) + dim (Im (f))

= rang (f) =dim(Im(f)) =3-2=1.

3. La fonction f n'est pas injective puisque ker (f) # {Ogs} .
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Exercice 4.4.8 1- a) Montrer que l’ensemble
= {(x,y,z,t) ERY/z -2t =0,y = 22} ,

est un sous espace vectoriel de R* sur le corps R.
b) Déterminer une base de F' et déduire sa dimension.

2- a) Ftudier la linéairité de 'application
b) Trouver ker f et une base de ker f et déduire dimker f et dim Im f.

Solution 4.4.8 1- a) Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R* :
o0pe € Fear0—2x0=0et0=2x0.

o Soient u (w1,y1, 21, 1),V (22, Y2, 22, 12) € F' =

ZL‘l—Qtl:O Et’y1:221
.1’2—2t2:0 ety2:222

alors

(w1 +29) =2(t1+12) =0 et y1 +y2 =2 (21 + 22),

doncu+uv € F.

o Soient u (x,y,z,t) € F et X\ € R, alors

r—2t = 0,y=22z=

Ar —2Xt = 0, \y = 2)\z,

donc Mu € F. F est donc un sous-espace vectoriel de R*.

b) Base et dimension de F' : Un vecteur de F' s’écrit :
(x,y,2,t) = (2t,22,2,t) =t(2,0,0,1) + 2 (0,2,1,0).

Les vecteurs (2,0,0,1) et (0,2,1,0) sont linéairement indépendants et engendrent

F. Une base de F' est :

Br ={(2,0,0,1),(0,2,1,0)}.
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La dimension de F' est :
dim F = 2.
2- a) Linéarité de f :

e Soient u(x,y),v (z',y) € R?,

flutv) = flz+a2'y+y)
= Q@+d)—4y+y), (@+) -2y +y))
= (20 —4y,x —2y) + (22" — 4y, 2’ — 2y')

= fw)+[f(v).
e Soient u (z,y) € R:, X € R,

fu) = f(Az, Ay)
= (2\z — 4y, \x — \2y)
= N2z —4y,x —2y)

= Af(u),

alors f est une application linéaire.
b) Noyau et image de f :
e Noyau :

ker f = {u € R*/f (u) = Ope} .

Cela donne le systéme :

2c —4y =0

= x = 2y,

r—2y=0

ainsi :
ker f = {(2y,9) /y € R} = Vect {(2,1)}.
Une base de ker f est :
Bierf = {(2,1)},dimker f = 1.
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Image : par le théoréme du rang :

dimR? = dimker f 4+ dimIm f
= 2=14+dimlmf
= dimlmf=2-1=1.

Exercice 4.4.9 1. Montrer que les vecteurs
vy =(1,1,1), v =(1,-1,1),v3 = (1,1,0)

forment une base de R3.

2. Soit lapplication linéaire f : R® — R? définie par
f(!E,y,Z) - <$+y+zux_y+zvx+y)

(a) Trouver k € R tel que w (k* —4,0,0) € ker (f).

(b) Déterminer ker (f). L’application f est-elle injective ?

Solution 4.4.9 1. Nous avons 3 vecteurs = dim (R3) = il suffit de montrer que les

vecteurs sont linéairement indépendants.

On pose :
Oévl+ﬂU2+")/U3:OR3:>a 1 +5 1 +’y 1 _ 0
= a-fry=0 & -26=0==0 =a=F=7=0,

puisque vi, vy, v3 sont linéairement indépendants, ils forment une base de R3.
2.

(a) Puisque w = (k* —4,0,0) € ker (f), on a

fw) = Ops= f(k*—4,0,0)=(0,0,0)
= (K* -4,k — 4,k —4) = (0,0,0)

= kK—-4=0=k =14
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d’ot k‘l =2et k?g = —2.
(0)
ker (f) = {ueR®/f(u)=0gs}
& (e4+y+z,r—y+2z,24+y)=(0,0,0)
r+y+2=0 z2=10
A r—y+z2=0 =4 2y=0=y=0

r+y=20 T=-y

donc ker (f) = {Ogs} . Ainsi, [ est injective.
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CHAPITRE

Fonctions numériques

d’une variable réelle

Avant de commencer les exercices, quelques rappels essentiels sont donnés pour en

faciliter la résolution.

5.1 Notions de continuité et de dérivabilité des fonc-
tions
Limite d’une fonction

Définition 5.1.1 On dit qu’une fonction f définie au voisinage du point xo € R (éven-
tuellement sauf en o), admet une limite | en xq i :
Ve>0,3n >0 tel queVo €V, |v — x| <n=|f(z) =] <e.
Dans ce cas, on écrit lim f(x) =1.
r—x0

Proposition 5.1.1 57 une fonction f admet une limite en un point xq, alors cette limite

est unique.
Notion de continuité d’une fonction

Définition 5.1.2 Soit zo € I. On dit que la fonction f € F (I,R) est continue au point

xg, si f (x) tend vers f (xo), quand x tend vers xo pour tout x € I.

xhi?of (x) = f(x0).

On peut formuler ceci de la facon suivante :

Ve > 0,3n (e, x0) > 0 Vo €V, tel que |x — xo| <n = |f(z) — f(x0)] <e.
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Définition 5.1.3 On en déduit qu’une fonction f est continue en point xq si et seulement
si elle est continue a gauche et a droite de ce point. Autrement dit :
f est continue en o <= lim f(z) = lim f(z) = f(zo).

J?—>$a_ T—T(

Définition 5.1.4 Une fonction f est dite continue sur un intervalle I si elle est continue

en chacun des points de I.

Théoréme 5.1.1 Soit
f:la,b] — R,

une fonction continue, alors f prend toutes les valeurs situées entre f(a) et f(b), c¢’est-a-
dire :

Ve e [f(a), f(b)],3x0 € ]a,b] : f(zo) = c.

Autrement dit, le graphe de f ne présente aucune discontinuité entre les points

A= (a, f(a)) et B = (b, f(b)).

Théoréme 5.1.2 Si une fonction f est continue sur l'intervalle [a,b] et que f(a).f(b) <

0, alors il existe au moins un point xy € |a,b| tel que

Fonctions et dérivabilité

Définition 5.1.5 Soit xy € I. On dit qu’une fonction f est dérivable en xy si son tauz

d’accroissement
o F@) ~ flw)
fzo — 7
T — X
tend vers une limite finie lorsque x tend vers xo avec x # xy. Cette limite, appelée

dérivée de f en xg, se note

!

f (o).

Définition 5.1.6 La fonction qui associe a chaque x € I la valeur f' (z) dans R s’appelle

la fonction dérivée de f, et se note par f' ou %.

Théorémes de Rolle et des Accroissements finis
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Théoréme 5.1.3 (Rolle) Soient I = [a,b] et f € F(I,R) une fonction continue sur

la,b] et dérivable sur]a,b| telle que

Alors il existe au moins un point xy € |a,b| tel que

f/ (130) = 0.
Théoréme 5.1.4 (Accroissement finis) Soient I = [a,b] et f € F(I,R) une fonction
continue sur [a,b] et dérivable sur la,b[. Alors, il existe au moins un point xo € |a,b[ tel

que

F(0) = f(a) = (b—a)f (o).

Corollaire 5.1.1 (Régle de I’Hopital) Supposons que les fonctions f et g soient déri-
vables sur Uintervalle ]a,b|, avec ¢’ (x) # 0 sur |a,b| et que

lim (@)

r—at g' ()

=L (L est fini ou + 00).

Alors, on a

TR ACONNTN S CONNS

a—at g (z)  amat g (1)
Ce résultat s’applique notamment dans les cas d’indétermination suivants :

0

1) lim+f (x) = lim g (z) = 0. Correspondant a la forme §.

r—a r—a

2) lim+f (x) = lim g (z) = oo. Correspondant a la forme 2. Le méme raisonnement reste
r—a r—a

valable lorsque x — b™, y compris dans le cas ou b est infini.

5.2 Fonctions usuelles

Fonctions trigonomeétriques
Fonction z — sinx et v — cosx :
Les application z — sinx et x — cosz sont définies et indéfiniment dérivables sur R.

Elles vérifient, pour tout = € R.
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cos’z +sinz = 1,et |cosz| < 1let |sinz| < 1.
cos(x +2m) = cos(x) et sin(x + 27) = sin(x).
cos(—z) = cos(z) et sin(—z) = —sin(z).
sin' (r) = cos(z) et cos (z) = — sin(x).

Fonction x — tanzx :

lapplication tan x = % et indéfiniment dérivable sur R\ {z : # # § mod 7}
, , 1
tan x = 1+ tan"z = —— > 0.
cos? x

En posant ¢ = tan 7 ,on peut exprimer les trois application suivantes sous la forme

11—t . 2t 2t
—— slnx = tanx =
1+4¢2 1+1¢2 1—1¢2

COSx =

Fonctions trigonométriques inverses

Fonction x — arcsin(z) :

) T =siny
y = arcsin(z) <
—53SY<3
. / 1
(arcsin(z)) = ——= >0 |z| <1
1 — a2
Fonction = — arccos(z)
x = cos(y)
y = arccos(x) <
—rm<y<0
(arceos(a)) = ——— <0, la| <1
arccos(x)) = ——= <0, |z] <1,
V1—2?
arcsinx + arccosr = g
Fonction v — arctanx
xr = tan(y)
y = arctan(z) <=
5 SY<3
(arctan(a)) =
arctan(x)) =
1+ 22
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5.3 Exercices

Exercice 5.3.1 Cualculer les limites suivantes

5x2
1 i (12

\/ﬂf

. 1—cos(4
2) hm —cos(da)
T— x

Solution 5.3.

l

on pose :

alors,

car

e On pose :

donc :

e On pose :

hr% Sln;?)‘c), 1iII(1) [cos (Qx)]z%

I, = hm

1 1) e On pose :

52
[3%_(15] = 1%°F.1., puis

1+—2x2+6+2x
202 — 6

2226
5

= lim

r—00

2 1 52
lim
T— 00
2572
2226

lim

T—00

lim (141¢)t =

t—0

14z
12243242

lo = lim = %F.]., on factorise le dénominateur :
T——

P 4+3r+2=(z+1)(z+2),

I = li 1+
im
e—=1(z+1)(x+2)

\/ﬂf

= lim =
z——1x 4+ 2

3 = lim¥="—=—>= OF 1., on multiplie par le conjugué :

(V22 +1-V3) (vV2r+1+3)
(z—1) (V22 + 1+ V3)
20 — 2

Tz —1) (V27 + 1+ /3)

VEFI-VE_
r—1
2z +1)—-3
w=1(z — 1) (v22 + 1+ V/3)
2(x—1)

v=1(z — 1) (V22 + 1+ V3)
2 1

lg = lim

r—1

m—>1

2
-1
w1 (V22 11+ v/3)
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2) e On pose : Iy = }Ciir(l]l_%z(‘m = %F.I, on utilise :
A2
cos (4x) =1 — ( g) + o0 (2%),
donc
1 — cos (47) ~ 822,
ainsi
8 2
Iy =lim— =8
x—0 3;‘2
e On pose: s = }}E%w =0F1,
. 3sin(3x

e On pose : lg = liné [cos (2x)]a%2 =1>°F.1I.,

16:n%p4+m@mﬁ:mw+@mmpnﬁ
cos(2z)—1

= lim [(1 + (cos (2z) — 1))% @? ,

x—0

on pose :

t =cos(2z) —1—0,

x—0

alors
cos(2z)—1
cos(2z)—1

lo=lm [(1+0)f] 7 =0

t—0
on calcule maintenant
2z) — 1 2z) — 1 1—222-1
limM = lim cos ( x) = lim L
z—0 22 z—0 2 z—0 x2
— 92
— lim—=L — g
x—0 xZ
car
cos (2z) =1 —22° + o (2?),
alors

1626

Exercice 5.3.2 Pour chacune des fonctions définies ci-aprés, examinez la continuité

la dérivabilité au point spécifié :
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1.
Vlzwfl, six <0
f(z)= %7 sir=0 au point xg =0,
—ln(l;m), six >0
2.
B2l siw#2 |
glxy=4¢7° au point Ty = 2,
0, six=2
3.
cos (x), six <ZT
h(x) = (=) Y au point xy = Z

sin(x—%)#—%, six> g
Solution 5.3.2 1. Continuité :

Limite a gauche :

. e AIFz—1 1 (vl—i—x—l)(vl—i—x—&—l)
A N D
I 1+xz—1 R x . 1 1 _ _ 1
=l ey T ey T — = S0 =5

= f est continue & gauche.

Limite a droite :

N[ =

_1
o limf () = im™) = lim == =1 £ f(0) =
30 230 30

= f n’est pas continue & droite. Donc f n’est pas continue en 0. Par conséquent, f n’est

pas dérivable en 0.

2.
lz—2]
5 SITF 2
g(x) = ’

0, six=2

r—2 __ :
E—l, st x> 2

= 0, str=2 ,

D — 1, siz <2

Continuaté :

Limite & gauche :

o limg(z) =lim—1=—-1#¢(2)=0.
I§>2 3352

= g n’est pas continue a gauche.

Limite a droite :
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5.3. Exercices

e limg (z) = liinl =1+#g¢(2)=0.

2 252

= g n’est pas continue & droite. Donc g n’est pas continue en 2. Par conséquent, g n’est

pas dérivable en 2.

Continuaté :
Limite a gauche :

o li

ot
I
>
—~
a1
SN—

h(x) = lim cosz =
xS%

A=

= h est continue a gauche.
Limate a droite :

e limh (x) = lim sin (x -7

= h est continue & droite. Donc h est continue en .

Dérivabilité :

_|_
e[S
I
oS

h(z)—h( % sin(z—T)+%2 -2
o lim ,T<4):hm (=3 2
> o 7z > T—y
=7 =7

= h n’est pas dérivable a droite.

Donc h n’est pas dérivable en 7.

Exercice 5.3.3 On définit :

g(z)=

1. Déterminer la condition sur m et n pour que g soit continue sur R.

I
>
—~
IS
SN—"

4

mr+nsizr <1

JT

Y

stx>1

2. Déterminer m et n pour que g soit dérivable sur R.

Solution 5.3.3 1. Continuité : g est continue si :

limg (z) = limg (x) =

<
r—1

>
=1

69
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e limg (z) =limmz+n=m+n=yg(1),

< <
r—1 r—1

e limg (z) = lim\/z = 1, alors on a :

31 31
m-+n=1
2. Dérivabilité : g est dérivable si :
—g(l —g(1
i 9@ —9@) . g(z) —g(1) 4 (1)
<1 r—1 A
.@f%%ﬁzhgﬁ%gﬁﬂ:hgﬁjA:hg%:m_ya%
g@-g() _ i VE(mtn) g Va1 g (VEED(VERD)
o IS = Im =i = i = Im ey = s = 5, on e alors
1
m=—.
2
On remplace dans m +n =1, on trouve :
1 1
n=1-—=-=—.
2 2

Exercice 5.3.4 Soit h: R — R définie par

ar’ +br+2siw<1
h(x) =
In(x)+c¢ siz>1
1. Déterminer les conditions sur a, b, c pour que h soit continue sur R.

2. Déterminer a,b, c pour que h soit dérivable sur R.

Solution 5.3.4 1. Continuité : h est continue si :

limh () = limh (z) = h(1).

< >
r—1 =1

o limh (x) = limaz? +br +2=a+b+2=h(1),

51 e S1
o limh () =lim (In(z) +¢) =¢, alors on a :
z>1 31
a+b+2=c
2. Dérivabilité : h est dérivable si :
h(x)—h(1 h(x)—h(1

limM _ limM =1 (1).
51 vl 21 T 1
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CLLU2 X —\a
o lim MO _ pipy (02D aetbeae gy 2emkb — 9 4 = Jy (1),
x§>l xil 1 :L‘§>1
1
o lim% = limln(‘?% = lim 1;1(_:51) = lim+ =1, on a alors
31 31 31 31
20 +b=1
Alors on a le systéme :
a+b+2=c
=b=1-2a,
20+b=1

on remplace dans a + b+ 2 = ¢, on trouve
a+l—-2a+2=c=3—-a=c

Exercice 5.3.5 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
: n 1'2
1) f(2) =22 2) g(z) = %, 3) h(x) = e+ arctan ().

— % __ arctan+/z
4) p(x) = ¢ cos (a* +1) . 5) g (x) = *GHY"
Solution 5.3.5 1)
f(x)= 22 esn@) f(z) = (I2), eSin@) 4 g2 (esm(m))/7

pour (esm(“”))/, on applique la régle :

alors
g(x) = e"=g@x)=¢
h(z) = sin(z) = h (z) = cos(x),
PULS
(esin(a:))’ — esin(x) X COS (.’L’),
donc

f'(x) = 22.eM@ 4 22 5@ cos (z)

= @ (22, + 2% cos (1)) .
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(In(2>+1)) xva+1-In(z+1) x (Va 1)/
(Ve+T)’

In (2% +1) ,
r) = ———~ =4 (v) =
o) = 2oy
wgilx\/x—{—l—ln(x?jtl)xﬁ
r+1

2uv/x + 1 In(22+1)

@ D@+l 2@+r)verl

/
h(z) = eV arctan (z) = b (z) = (e x2+1> _arctan (z) + eV (arctan (z))’

2 T o S |
= T eV grctan (2) + Vo H ———

222 + 1 2241
VT (xarctan(m) 1 )

2 +1 +$2+1

p(x) = €. cos (2 +1) = (2) = (e“2>l ccos (z® +1) + e (cos (2 + 1))’
— 2z . cos (2 +1) — " 322 sin (° +1)

= & (21‘ cos (:E3 + 1) — 32%sin (:c?’ + 1)) )

(arctan /z)" x (22 + 1) — (arctan /z) x (2 + 1)’

_arctan/z
- (22 +1)°

2241

q () =q(z) = :
pour (arctan/z)’, on applique la régle :
g(h(x)) =g (h(x)) x I (z),

alors

g(z) = arctan(z) = ¢ (z) =

hz) = ﬁjh’(m):ﬁ,

2 +1

puLs

(arctan \/E), = ONACES
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donc

(arctan \/z)" x (22 + 1) — (arctan \/z) x (22 + 1)’

q(z) =

(22 +1)°
m X (2% + 1) — (arctan /1) x 2z
- (22 + 1)
1 2x arctan \/x

2z (x+1) (22 +1) (22 + 1)
Exercice 5.3.6 Déterminer la dérivée d’ordre n des fonctions suivantes :

2) g(z) =2*In()

Solution 5.3.6 1) On a

on calcule
fll@) = —2x(z+3)7°
@) = 3x2x (x+3)*4
fO @) = —4x3x2x(x+3)7",
on conclut
f(n) (gj) = (_1)” (Tl + 1), (.73 + 3>—(n+2)
IR UES]
(x+3)"
2) Ona

g(x)=2"In(x),

on utilise la formule de Leibniz :

n

(f.n)" = Z CP fr=P p),

p=0

avec
n!

cr=—"r
" pl(n—p)!
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On pose
f(f) = ln(x), h(l’):a:Q
fi(z) = %—x_l h' (x) = 2x
f'@) = -2 W (x) =2
fPx) = 2xa7 h® () =0
fW2) = —3x2xaz™*
fP2) = ()" (-1l
_ (=) (1)
on trouve
g(n) (x) _ CP (ln (x))(n—p) (x2)(p)
— Cn (ln (x))(") (1'2)(0) + 071L (h’l (:U))(nfl) (.’172>(1) + CEL (ln (x))(nf2) (.772)(2) i O,
0 __ 1 2 N (n — 1)
C)=1,C,=n,C; = —
puLs
o™ (@) = (—1)";57; —1!, 2n (—1)::2(n -2 nn-1) (;B:—z (n—3)
B x"12 (D" (=420 (-1)"* (n=2)! +n(n—1)(=1)" " (n—3)1] .

Exercice 5.3.7 Calculer la dérivée d’ordre n des fonctions suivantes :

1.
f(z) = (2* 4+ 52*) In(1 + )

g(r)=2"In(3+ ).
Solution 5.3.7 1. On utilise la formule de Leibniz :

(k.h)" =Y CrEC=Pp@),

p=0
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on pose

2. On utilise la formule de Leibniz :

on pose

23+ 52,
32% + 10z

6x + 10

n

S 0r (14 2)" P (2 + 52%) 7
p=0

C (In (1 4 z))™ (z° + 5m2)(0) +C (In(1+2))"Y (2° + 5x2)(1)

+C2 (In (1 + )2 (z° + 5x2)(2) +C3(In(1+2)"? («° + 5x2)(3) +0.

42°
1222
24x

24

(k.h)

no_ Z Cvgk;(n*p)h(ﬁ’)7

p=0

E'(z) == B+x)"
E® (2) =23 +2)7°
ASNED 323 +z)"

5
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alors

g(n) () = - C? (In (3+m))(nfp) (x4)(p)

p=0

— O @B+2)™ @)+ (in(3+2)" Y (24
+C?(In (3 + x))(nfz) ($4)(2) +C*(In (3 + x))(nf?)) (:1:4)(3)

+CH I (3 +2)) " (1)@ 10,
Exercice 5.3.8 1. Soit la fonction f définie sur [0, 1] par

f (z) = arcsin (x) + arcsin <§> - g

L’équation f (x) =0 admet elle une solution dans [0,1] .

2. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

f(z) = cos® (2 + 527%),

g(z) = In(sh®(z)+1) — arctan (z).
3. Dans l’application du théoréme des accroissements finis a la fonction
f(z) =ar®+ Bx+~
sur Uintervalle [a, b] , préciser le nombre ¢ de |a, b .

Solution 5.3.8 1. Existence d’une solution pour f(x) =0 :
f (z) = arcsin (z) + arcsin (£) — Z est continue sur [0,1] .
Ona f(0)=—% <0etf(l) =arcsin(l) +arcsin(3) — 2 =3+ % — % > 0. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins un ¢ € [0,1] tel que f (c) = 0.
2. Dérivées :
1l convient de rappeler que les fonctions hyperboliques sont définies par :

et —e "t et +e”

sh(z) = _T et ch = 5

Leurs dérivées successives vérifient :

!

(sh(x))" = ch(x), (ch(x)) = sh(x),
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et elles satisfont également lidentité fondamentale :

ch?(z) — sh*(x) = 1.

f(z) = cos® (2° +52°) = f'(x) = 2cos (2° + 52°) (cos (2 + 53:2))/

= -2 (Bmz + 10x) Ccos (IL‘3 + 5x2) sin (x?’ + 5x2) = — (3$2 + 101:) sin (2203 + 1Ox2) .

g(z) = In(sh®(z)+1) — arctan (z) = ¢ (z) =

2sh (x) .sh (x)' 1 2sh(z).ch(x) 1
sh? (z) +1 w24+1  sh?(x)+1 241

3. Application du théoréme des accroissements finis :

On a la fonction f (x) = ax® + Bx + v est continue et dérivable sur [a,b], donc d’aprés

le théoréme des accroissements finis : 3¢ € |a, b| tel que :

f®)=fla) = [fle)(b—a)
(ab® + Bb+7) — (aa® + Ba+7) = (2ac+ B) (b—a)
a(b? —a?) + B (b—a) = (2ac+ ) (b—a)
ab—a)(b+a)+B(b—a)= (2ac+B)(b—a)
ab+a)+f=2ac+=ab+a)=2ac

. ab+a) (b+a)

2 2

L T

Exercice 5.3.9 Soit la fonction

f () = arctan (x) + arctan (g) — %,

définie sur [0,1] .
1. Montrer que l’équation f () = 0 admet au moins une solution dans [0, 1].

2. Calculer les dérivées suivantes

o - w(32E)

g(z) = Arcsin( * )

241
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3. On considére la fonction

f(z) = az® + Ba* + vz + 6.

Appliquer le théoréeme des accroissements finis sur [a,b|, montrer qu’il existe ¢ € |a,b]

tel que
f(b)~ f ()

3act +2Bc+ v =
b—a

4. Interpréter géométriquement le résultat.

Solution 5.3.9 1. Ezistence d’une solution pour f(x) =0 :

z

3) sont continues sur R, donc f est continue sur

Les fonctions arctan (z) et arctan (

[0,1].
f(O0) = 040-3=-7<0,
f(1) = arctan (1) + arctan (%) _%

T aretan (L) = T I
= - arcta. — — — = arcta — .
4 I 11 3 4 I Il 3

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une solution dans |0, 1].

2.
f(z)=1In (;ti—zzgg) =In(2+cos(x)) —In(2 — cos(x))
=
fl) = — sin(z)  sin (2) _ —sin () (2 = cos (x)) — sin (z) (2 + cos (z))
2+cos(z) 2—cos(z) (2 —cos (z)) (24 cos (z))
_ —2sin () + sin (x) cos (x) — 2sin (x) — sin (x) cos (x) _ —4sin ()
4 — cos? (x) 4 — cos? (x)
g (x) = arcsin <$2—+1> :
on utilise
arcsin (u) = Nin=rra
alors

/
arcsin = ,
+1

T2
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on a
z ' 1N/
= a:x2+17§>
( x2—|—1) ( ( )
_ -1 _3
= (2*+1) 2—|—$(7) (2z) (2* +1) 2
B 1 2?4 1—a?
P21 (a241)F (a2+1)?
1
= 3
(x2+1)2
Et
1

Puzis, on trouve

1

. T ' (@241)3 1
arcsin = 1 = )
2 +1 2 +1

3. On a la fonction f(z) = ax®+ Ba® +yx + & est continue et dérivable sur [a,b], donc

d’aprés le théoréme des accroissements finis : 3c € |a, b] tel que :

fO)=fla) = [f(c)(b-a)
= M = 3ac® + 2Bc + 7.
b—a
4. Interprétation géométrique :

1l existe un point ¢ ot :

la tangente est paralléle & la corde reliant (a, f (a)), (b, f (D)) .
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CHAPITRE

6 Développements limités

et formule de Taylor

Avant d’aborder les exercices, nous fournissons des points clés qui seront utiles pour

les résoudre efficacement.

6.1 Formule de Taylor-Young

Théoréme 6.1.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I o valeurs réelles, et
supposée de classe C™ sur I, c’est-a-dire dérivable jusqu’a l’ordre n avec des dérivées
continues. Si xg € I, alors f admet au voisinage de xy, un développement limité d’ordre

n donné par la formule de Taylor :

1@) = fao)+ T @ gy ¢ L0 (o
+. + ”T(L!xo (x —x0)" 4+ (x — )" €(x)
Ou
JEE e(z) =0.

On écrit également le reste sous la forme

o (x — 0)").

6.2 Formules de Taylor en 0 pour les fonctions usuelles

1. Fonction exponentielle :

14 " r? " n
e’ = +ﬁ+§+§+...+m+o(:¢).
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6.2. Formules de Taylor en 0 pour les fonctions usuelles

2. Fonction sinus :

3 b
smxzw—a—i—ﬁ—....jto(x ).
3. Fonction cosinus :
r? ot
Cosle—a—l—z— +o(z")
4. Fonction logarithme népérien :
2 2 xt
ln(l—i—x):x—7+§—z+...+o(x"), (lz] < 1).

5. Fonction puissance :

(1+2)* = 1+ar+ 20— g2y T

6. Fonction tangente :

3 220
tan(x) :$+§+1—5+...—|—0($n)
7. Fonction arctangente :
2P
arctan (r) = x — g—l—g —..+o(2"), (Jz| <1).

8. Fonction racine carrée :

z 22 2 bzt

9. Fonction inverse :

1

1+x:1—m+x2—m3+x4+...+0(1’"), (Jz] <1).

10. Fonction 1% :
x

1
m:1+x+x2+x3+:p4+...—1—0(x”), (lx] < 1).

11. Fonction arcsinus :

@)=+ o)
arcsin(z) =2+ — + — + ... +o(z").
6 40
12. Fonction arccosinus :
(@) =TT o
arcs =——z————+ .. +o(z2").
resin (x 5 5 10
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6.3. Calculs et opérations sur les DL

6.3 Calculs et opérations sur les DL

Soient f et g deux fonctions qui admettent, au voisinage de 0, un développement limité

d’ordre n :
F(2) = P(2) + "6 (2) et g(x) = Qu(x) + 2"ex(x),

ou

lime (x) = limeg(z) = 0.

z—0 z—0

Proposition 6.3.1 La fonction f+ g admet, au voisinage de 0, un développement limité

d’ordre n donné par :

(f +9)(x) = Py(x) + Qn(z) + 2"€(x), avec lime(x) = 0.

r—0

Proposition 6.3.2 La fonction f.g admet, au voisinage de 0, un développement limité

d’ordre n :

(f.9) (z) = Hy(z) + 2"€¢(x), avec lime(x) =0,

z—0

ou H,, désigne le polynéme obtenu en ne conservant que les termes de degré inférieur

ou égal a n dans le produit P,(x).Q,(x).

Proposition 6.3.3 Si Q,(x) # 0, la fonction § admet, au voisinage de 0, un développe-

ment limité d’ordre n :

(i) (x) = Zn(z) + 2"€(x), avec lime(x) = 0,

g r—0

ot Zy, (x) désigne le polynome obtenu en effectuant la division de P, (z) par Q, (x)

terme par terme, en ne conservant que les puissances jusqu’au degré n.

6.4 Exercices

Exercice 6.4.1 Trouver le développement limité au point xo = 0 a 'ordre indiqué des

fonctions suivantes :
1. f(x) =e€".sin(x) (ordre 4).
2. f(x)=In(1+ 2?) (ordre 4).

3. f(z) =cos(xz)—1 (ordre 4).
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4. f(z) = xe” (ordre 3).
5. f (z) = (arctan (z))* (ordre 4) .

6. f(x) = sinh (x) cosh (z) (ordre 3) .

Solution 6.4.1 1. On utilise les DL connus :
2 3 4

v _ ror 4
' =l+rt5+7 +op o),

sin(x):m—x——l—o(x‘l).

6
Produit des deux :

ZL’Q I‘B IA ZL’S
= (1 T _z
f(x) (+x+2+6+24><:c 6)

2. DL connu :

ici u = 2% — u? =2,

3. DL de cos (x) :
Cos(:r)—l—x—2+x—4+o(x4)
2 24 ’

x? 2t

— =1t 4T
F@) = cosa) L
22 ot A
= g tatol)

4. DL de €* jusqu’a x?(car on multiplie par x) :
2

- x
e :1+x+?+0(x2),

fz) = x(1+x+‘%2) + o (2%

3

= x+x2+%—|—o(x3).
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5. DL de arctan (z) :

6. DL connus :
3 2

sinhx:m+%—|—o(:z;3), cosha:zl—l—%—iro(x?’),

fz) = (x+%3) (1+%2>+0(:E3)

3.3
= x+x_+x_+0($3)

2 6
= x+§x3+0(x3).

Exercice 6.4.2 Déterminer le développement limité au voisinage de 0 des fonctions sui-

vantes a l’ordre indiqué :

1. f(z) = 155 (ordre 4).

2. f(2) = "2057) (orgre 2).

3. f(x) =sin (2z) (ordre 5).

4. f(z) = <=~ (ordre 2).

5. f(x) =22 (ordre 4) .

6. f(z) =In(VI+z) (ordre3).

Solution 6.4.2 1. On wutilise le DL :

1—{1—U:1_U+UQ_U3+U4+O(U4) pour |u| < 1.
1
a2 :1—x2+m4—|—0(x4).
2. DL de :
u? 9
ln(1+u):u—3+o(u),
alors
2
ln(l—{—mz) :x2—3+0(x4),
PULS
In(1+a%) z? 9
x? —1_?+0($)
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3. DL de :
3 5
sin(u):u—%—i—%o—l—o(tﬁ),
alors
' 8%  32z° 5
sin (2x) = 2a:—?+ 120 +0(2°)
43 4xP
- r — - 5
T 5 +0(2°)
4. DL de :
e
T _ 1 L L L 4
e +x+2+6+24+o(:c),
. N .
e—l—a:—;—i—E-I—ﬂ—I—o(x),
T 3 z? 4
ef—1—z  FH+T+5+o(Y)
x? B x?
r  z? )
~ ottt
5. DL de :
3 225 5
tan(m):qu?—l—f—l—o(m),
tan () x? 2zt A
— 144
TR + o (z%)
6.
ln(\/l—l—m):—ln(l—i-x),
DL de :
2 .3 ,
ln(l—l—x):x—?—i-?#—o(a:),

1 z? a8 5

3 (75 ) rol)

r 2?28 5

571 + 3 +o0 (:17 ) .

Exercice 6.4.3 Donner le développement limité au voisinage de O & l'ordre n des fonc-

tions suivantes :

In(1+x)
D 1+
3) (1+2)" (ordren=25), 4) cos[ln(1—x)] (ordren =4).

(ordre n =4), 2) €% (ordre n =4),
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Solution 6.4.3 1) On sait que

2 xd a2t
n(1ta)=2= 5+ = +o(),
et
1 _
1+x:(1+x) 1:1—x+$2—x3+x4+0(9c4),

d’ot, en multipliant les deux développements limités et en conservant les termes

ayant un degré inférieur ou égal a 4, on obtient :

In(1+x) 1
——— = In(1 1
e n(l+z)(1+x)
2 3 4
= <x—%+%—%>(1—x+:1:2—x3+x4)—|—0(:c4)
3x2+11x3 25x4+ (4)
= r— — — o(x").
2 6 12
2) On sait que
R ) 2Py
1 4 Y g 47 47 4
cosx =1 2!—1-4!—1—0(1:)6256—1+y+2!+3!+4!+0(y),
pour x ety au voisinage de 0. D’ot
eCosT 61—%-&-%-&-0(904) — ele—éﬂ-%ﬂ-o(x‘l),
mais puisque —% + % est proche de 0, alors
) . < x2+x4)2
22 | 2t T T IRPTRRT
e 2T = 1 2'—{—4‘+ o —l—O(l‘)
R 4
= 1 -4 4 4
st ts + o (z*)
z? 2t 4

et on n’a pas écrit les autres termes (dans la premiére égalité) car on est sir qu’ils nous
donneront des termes dont le degré est supérieur ou égal a 5. Ainsi

2 4
ST = ¢ (—% + % +0 (x4)) +0 ().

3) Puisque x est au voisinage de 0, alors x > —1 et donc on peut écrire (1+ )" =
e 0(+2) - Puisqu’on a besoin du développement limité de notre fonction & lordre 5,

on écrira celui de In (1 + ) a lordre 4 et on sait que
72 3 4

T T 4
In(l4+2z)=uz 5+ T 1 +o (),
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d’on
3 4 5
xln(l—{—az):ﬁ—%—i—%—%%—o(f).
Pour finir, on a besoin seulement du développement de l’exponentielle a l’ordre 2 et on
a:
3 4 5 <x2_£+ﬁ_£)2
cin(l+z) 2 X L x 2 " 3 4 5
etnl+e)  — 4 g _?+§_Z+ o1 —i—o(x)
3 4 5
B o, 2% drt 3z 5
= 14z —?4-?—7—1—0(%).
4) Si z est proche de 0, alors —x est proche de 0 et donc on peut écrire :
2 3 4
In(l—2z) = —m—( ;) +( 3@ _( j) —1—0(134)
2 3 oA A
D’ou
2 3 4 2 2 3 4 4
PPN G Ak ) Gk Ak ) MY
Ccos — = 1-
n x 5 o o(x
22 3 5t 4
= l-5 -5yl

Exercice 6.4.4 En utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes :

1.
lim (1 —¢€")sinx
z—0 3 =+ 2
2. ) N ) .
lim (1+z)" —(1+x)
r—0 x

Solution 6.4.4 1.
(1—¢")sinz 0

li =— FL

250 3+ x? 0
On a :

x 'T2 2

e :1+m—|—§—|—o(x),
et

sin (z) = 2 + o (27) ,

alors

a,/.2
lim (1—e")sinz lim <1_<1+$+7))'$

=0 g3 4 22 z—0 3 + 22
22 1_z
= lim —2 = lim 2 —
z—0 73 + 72 e—0 x+1
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2.
1 1
1+2)m —(L+2)" 0
fig LF2) = (Ao 0 p
z—0 xX 0
On a:
1
1 m =14+ —
(1+2) +m:c—|—0(a:),
et
1
(1+a:)%:1+—a:+0(x),
n
alors
1 1
1 m—(1 " l+ir—-1-1z
g Ao = QA+ 1+ n
xz—0 x z—0 x
z(£-4) 1 1
I
x—0 X m n

Exercice 6.4.5 En utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes :

3% — % xr _ sinz 2 1 - -1
e
z—02% — 4% =0 x — sinx z=0 In (1 4 )]

Solution 6.4.5 1) Un développement limité o l'ordre 1 est suffisant pour trouver la limite

dans cette question. On a

37— 5" =" ™5 — (1 4 2In3) — (1 +2Inb) +o (),
d’ot
3*=5"=2(In3 —1nb) +o(x).
De la méme maniére on obtient :

27 — 4" = "2 _ et — (1 4 21In2) — (1 +x1n4) + o ()

= z(In2—1n4)+o(z).

Donc
. 3T =5 . z(In3—1Inb)+o(x)
lim = lim
2—02% — 47 =0z (In2 — In4) 4 o (2)
B In3—-1Inb
 In2—1n4’

2) On a besoin d’un développement d’ordre 3 pour calculer cette limite. On a
2 .3

ele—i—:c—l—a—l—g—i—o(a:?’),
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et

et alors

D’ou

et donc

3) Ona

et

et

D’ou

Ainsi

€ —=

z 3
s1nx:x—§+o(.r),
o5t +o(a?)
3 2 3 3
o mw) w)
1+(az—§)+ T + 0 (2?)
x? 3
1 — .
Tt + 0 (2°)
x sin x x3 3
et —ent T +o(x7)
. 23 I
T —sing F+0(gp3)
hmlzl.

z—0x —sinx

2
2?1+ = 22 (1+£—$—+0(x2))

= 1

= X

2 8
2t
= x2+3—§+0(x4),
2 3
+x+%+%+o(ax3)
N 3zt
(e —1):x2+7+g+0(x4),

In(1+z)=z+o(x)=In(l+a)] =2"+0(2?).

4 4
8 6
—142* —Txt
T (1) = 5 +o=")

2?1tz —z(e"—1) lim_g‘f +o(z%)
[In(1+2)]" a0 at 4o (xt)
=
T4
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Exercice 6.4.6 FEn utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes :

1.
In(z+1)—z+2 -2
lim ( ) 42 3
20 (sin (z))
2.
. In(z+1)+cosz — xe* —1
lim .
z—0 —2x2
Solution 6.4.6 1. Le DL de :
2 3 ot
| NN=1r— — + — — — 4
n(z+1)=ux 5 T3 4+0(x),
et
sin(z) =x +o(x),
alors
1 D—z+2 -2
. n(r+1)—o+ % 5
#=0 (sin (z))
T 3 T 4 z2 3
. ZL’—?—F?—Z—FO(]?)—ZL’—F?—?
= lim 1
v=0 (z+o(x))
=S to(at) 1
= lim = ——
2—0 xt 4+ 0 (z4) 4

2. DL nécessaires :

T
cos(m)zl—?—l—o(mz),

623”:1+2x—|—2x2+0(x2),

donc
. In(x+1)+cosz —ze* —1
lim
z—0 —2x2
- x—§+l—%2—x(1+2x+2x2)—1
= lim
z—0 —2x2
2 2
r—L 4+1-L —p—222—22% -1
= lim 2 2
z—0 —2x2
. =3xr—22% . —2*(3+2x) 3
= lim—————=lm——+—~ = —.
z—0  —2x2 z—0 —2x2 2

Exercice 6.4.7 En utilisant le développement limité, calculer les limites suivantes :

1 -1
1) tim €SI L ot
x—1 (em _ 6) z—1
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Solution 6.4.7 1) Un développement d’ordre 2 est suffisant dans ce cas. Posons x = 1+t
et donc si x est proche de 1, alors t est proche de 0. D’ou

t° 2
lnlen(1+t):t—§+o(t),

et donc

cos(In(1+1¢)) = 1—ﬂ+0(z€2)

D’autre part,

d’ou
(6" —e)> =X + 0 (t%).
Ainsi p
2) Ona

Posons x =1+ vy et donc (x — 1< y—0), dou

nz  In(l+y) y+ol(y)
l—z -y -y
y—0 -y

et puisque la fonction exponentielle est continue, alors

. 1 1
limzi—= =¢ .
rz—1
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CHAPITRE
Matrices

7.1 Eléments essentiels du calcul matriciel
Avant d’aborder les exercices, nous rappelons les notions essentielles sur les matrices.

Définition 7.1.1 Une matrice dek de type (n,p) est un tableau rectangulair A d’éléments

de k a n lignes et p colonnes.

a1x aiz ... Qaip

Q21 Q22 ... Qgp
A=

anp1  An2 Qnp

On note a;; U’élément situé a la i-éme ligne et la j-éme colonne, et on représente la
matrice A par
A= (a35)1cicn1<j<p
L’ensemble des matrices n X p a coefficients dans k est noté M, , (k).
e Pourn =1, A est appelée une matrice ligne, A = (a11,012,...,01,) .

aii
p . a1z
e Pourp=1, A est appelée une matrice colonne, A =
Q1p
e Pourn =p, A est appelée une matrice carrée d’ordre n et est notée A € M, (k).
e La matrice (de taille nxp) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la matrice

nulle et est notée 0, , ou plus simplement 0.

Définition 7.1.2 Soient A = (a;;) et B = (b)) deux matrices de

1<i<n,1<j<p 1<i<n,1<j<p

type (n,p),
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e Ondit que A=B ifVi=1,..,n,Vj=1,...,p; a;; = b;j.

o La transposée de la matrice A est une matrice notée AT définie par

A" = (a)

1<j<p,1<i<n?
c’est-a-dire que AT est la matrice de taille p x n obtenue en échangeant les lignes et les

colonnes.

Définition 7.1.3 Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n X p. Leur somme
C = A+ B est la matrice de taille n X p définie par
Cij = aij + sz

Définition 7.1.4 Soient A € M, , (k) et B € M, ., (k), on définit le produit matriciel

A x B comme la matrice C = (c;;) € My (k), ou

1<i<n,1<j<m
Cij = ailblj + aigsz T aipbpj.

AP , , ., B
Définition 7.1.5 Soit A une matrice carrée d’ordre n, A = (i;);<icp1<j<p

* L’ensemble des éléments {ai1,agz, ..., Gy} est appelé la diagonale principale de A.
* A est une matrice diagonale si a;; =0 dés que i # j.

* Une matrice A est dite symétrique si AT = A.
Determinants
Définition 7.1.6 Soit A = (a;;)

I<i<ni<j<n > UNE matrice carrée.

1- Développement suivant la colonne j : Le déterminant de A est donné par :
det (A) = (-1)1+j allej + (—1)2+j CLQjDQj + ...+ (_1)n+j ananj, j = ]_, o n,

ou D;; est le mineur de l’élément a;;, ¢’est-a-dire le déterminant de la matrice (n — 1) X

(n — 1) obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j de A.

2- Développement suivant la ligne i : Le déterminant de A est aussi donné par :
det (A) = (—1)i+1 ailDil + (—1)i+2 aigDiQ + ...+ (_1)z+n CLmDm, 1= 1, ., N,

avec D;; défini comme ci-dessus.
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Définition 7.1.7 Soit A = (a;;) € M, (k). On définit le cofacteur (i,j) de A

1<i<n,1<j<n
comme
Cij = (—1)i+j det AU
Ou A;; désigne la sous-matrice de A obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j.

La matrice C' = (¢ij),<;,, 1<j<n €S appelée matrice des cofacteurs, et la matrice CT

est appelée matrice adjointe de A.
Diagonalisation

Définition 7.1.8 Une matrice A € M, (k) est dite diagonalisable si elle peut s’écrire
sous la forme A= PDP™, ot P est une matrice inversible (appelée matrice de passage)

et D est une matrice diagonale.

Systémes d’équations linéaires
Soit k = R ou C. Un systeme de n léquations linéaires & p inconnues sur k est tout

systéme qui peut s’exprimer sous la forme :

(
111 + a1929 + ... + A1pTp = bl

(911 + A92xo + ... + QopTyp = b2

| an1T1 + apaxa + ... + appxy = by,
ol les (x;);_, , sont les inconnues, et les coeflicients (a;;), b; € k.

* Forme matricielle du systéme

b1 I

Soit A = (aij)1<icni<icpr B = L X = . Le systéme (.S) s’écrit alors :
b, Tn
AX = B.

* Solution du systéme

Définition 7.1.9 On appelle solution du systéme (S) tout élément X = (x4, ..., )
satisfaisant les n équations de (S). Cela revient & trouver un vecteur X tel que

AX = B.
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Reégle de Cramer

Définition 7.1.10 Le systéme (S) est appelé un systéme de Cramer sin =p =r, c’est-

a-dire si (S) est un systéme n x n (avec n équations et n inconnues) et que det (A) # 0.

Théoréme 7.1.1 Tout systéme de Cramer admet une unique solution, exprimée par :

X =A"'B.

7.2 Exercices

Exercice 7.2.1

(1) Soient les matrices :

2
2 13 2 3

A= , B= , C=11
-2 21 3 —1

2

Calculer les produits matriciels suivants s’ils sont définis : A.B, B.A, A.C, C.A, A%, B2

(2) Soient :

Calculer l'expression matricielle A + AB + A, puis en déduire la matrice inverse A~1.

Solution 7.2.1 (1) Rappelons que :

e Le produit matriciel A X B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de la

matrice A est égal au nombre de lignes de la matrice B.

o Soit A € M,, (k), On dit que A est inversible s’il existe une matrice B € M, , (k)
telle que
AB=BA=1,.
On obtient donc :

* L’opération A x B n’est pas définie car le nombre de colonnes de A n’est pas égal au

nombre de lignes de B.
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* Nous pouvons calculer B x A car les matrices ont des dimensions compatibles, donc

nous avons

2 3 2 13
3 —1 -2 21

Bx A =

2x24+3x%x(-2) 2x1+4+3x2 2x3+3x1
3x24(=1)(=2) 3x14+(=1)x2 3x3+(-1)x1

-2 8 9
8 1 8

*

La multiplication matricielle A x C' est possible car le nombre de colonnes de A est égal

au nombre de lignes de C, donc nous avons

2
2 13 2x24+1x1+3x2 11
—2 2 1 (—2) x24+2x1+1x2 0
2

*

L’opération C' x A n’est pas définie car le nombre de colonnes de C n’est pas égal au

nombre de lignes de A.

*

Le produit A x A n’est pas défini car les dimensions sont incompatibles.

* Nous pouvons calculer B x B car les matrices ont des dimensions compatibles, donc
nous avons
) 2 3 2 3
B = BxB=
3 -1 3 -1

2x243x3 2x3+3x(-1)
3x24(-1)x3 3x3+(-1)x(-1)

13 3
3 10
(2) Calculons A% + AB + A,
42 1 2 1 2 I1x142x1 1x24+2x1
11 11 Ix1T+1x1 1x24+1x1
3 4
23 )
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et
1 2 -3 0 Ix(=3)4+2x0 1x0+2x(-3)
Ax B = =
11 0 -3 Ix(=3)+1x0 1x0+1x(=3)
-3 —6
-3 -3 )
alors,
) 3 4 ~3 6 12
A"+ AB+A = + +
2 3 -3 -3 11
10
pr— :I2.
01
* On a,

A2+ AB+A=1L=AA+B+1L) =1,

par conséquent, la matrice A est inversible et

A' = A+B+1,

1 2 -3 0 10
= + +
11 0 -3 0 1
-1 2
B N R
Exercice 7.2.2 Soit la matrice
1 -3 6
A=|6 -8 12 |,
3 -3 4

(1) Calculer A2, puis déterminer deux réels o, 3 tels que A? = aA + B13, ot

1 0 0
I = 01 0 |,
0 01

est la matrice identité d’ordre 3.

(2) En utilisant le résultat précédent, montrer que A est inversible et déterminer son

inverse A7,
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(8) Retrouver la matrice inverse A~' en utilisant la méthode de la comatrice (ou matrice

des cofacteurs).

Solution 7.2.2 Rappelons que :

e La matrice carrée suivante s’appelle la matrice identité :

10 ..0

01 .. 0
I, =

00 .. 1

o Soit Ae M, (k). On a :
A est inversible < det (A) # 0,

et dans ce cas, la matrice inverse de A est donnée par :

1
A=<
ou CT est la matrice adjointe de A.
(1)
1 -3 6 1 -3 6 1 3 -6
AP=AxA=|6 -8 12 6 -8 12 |=| -6 10 —12 |,
3 -3 4 3 -3 4 -3 3 =2

on a donc :

A? = oA+ Bl =

1 3 -6 1 -3 6 1 00
—6 10 —-12 | = a| 6 -8 12 [+8] 0 1 0
-3 3 -2 3 =3 4 0 0 1
a —3a 6« 6 0 0
= 6 —8a 12a¢ |+ 0O B O
3a —3a 4da 0 0 p
a+pf =3 (ife}
= 6a  —8a+p 12« ;
3o -3a 4da+p
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Par identification des coefficients, on obtient :

a+p=1 b=1—a=2
=
—3a =3 a=-—1

on en déduit :

A2 — —A + 2[3
(2) En utilisant le résultat précédent, on a :

1
A? = —A+2[3<:>A2+A:2[3<:>5(A2+A):13

1
& AE (A+I3) = I3 = A est inversible,

et
1 -3 6 100
1 1

A*1:§(A+Ig)=§ 6 -8 12 |+ 0 1 0
3 -3 4 00 1

2 -3 6 1 -3 3

_1 — 7
=56 -712|=3 -6
3 -3 P -3 %

(3) En utilisant la méthode des cofacteurs, on obtient :

1
-1 T
= C
det (A) 7
ou C' est la matrice des cofacteurs.
1 -3 6
Al = |6 —8 12
3 -3 4
-8 12 6 12
= (=)' (). +(=1)"?.(=3).
-3 4 3 4
6 —8
+(=1)"7.(6).
3 -3

= 440,
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Calculons maintenant la matrice des cofacteurs,

—8 12 6 12 6 —8
+ — +
-3 4 3 4 3 -3
-3 6 1 6 1 -3
C — — _I._ _
-3 4 3 4 3 -3
-3 6 1 6 1 -3
+ — +
—8 12 6 12 6 —8
4 12 6 4 —6 12
= 6 —-14 -6 | =CT=1] 12 —14 2
12 24 10 6 —6 10
4 -6 12 1 -2 3
1
_]__ _
= A= 12 -4 |=13 -6
6 —6 10 $ 332
Exercice 7.2.3 Soit la matrice
2 1 0
A= -3 -1 1
1 0 -1

1. La matrice A est-elle inversible ¢

2. Calculer A3.
3. En déduire que (I — A) est inversible et en déduire Uexpression (I — A)™".

4. Retrowver (I — A)™" par la méthode classique (en utilisant la comatrice).

Solution 7.2.3 1. La matrice A est-elle inversible ?

Le déterminant de A est :

det (A) = 2 -1 +0
= 2(1)-1(2) =0.

Comme det (A) = 0, la matrice A n’est pas inversible.

2. Calcul de A® :
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On calcule d’abord A? :

2 1 0 2 1 0 1 1 1
AP=AA=| -3 -1 1 -3 -1 1 |=| -2 -2 -2/,
1 0 -1 1 0 -1 1 1 1
PULS
1 1 1 2 1 0 000
AB=AA=| 2 —2 -2 -3 -1 1 |=]1000
1 1 1 1 0 -1 000

3. Inversibilité de (I — A) et expression de (I — A)™"

Comme A3 =0, alors [ = I — A3, d’un autre coté
[=1-A=(I-A)(I+A+A4%,
ce qui permet de conclure que (I — A) est inversible et

(I—A)7" = T4+A+ A

1 00 2 1 0 1 1 1
= 010 f+] -3 -1 1 +1 -2 -2 =2
0 01 1 0 -1 1 1 1
4 2 1
= -5 =2 -1
2 1 1

4. Retrowver (I — A)™" par la comatrice :

1 00 2 1 0 -1 -1 0
I-A=1010]|—-] -3 -1 1 = 3 2 -1,
0 01 1 0 -1 -1 0 2
déterminant de (I — A) :

2 -1 3 -1
det (I —A) = — +

0 2 -1 2

= —44+5=1#0,

alors (I — A) est inversible.
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Comatrice de (I — A) :

1 -1 1
puLs
(-4 = — (Il_A)com (I — A),
alors
4 2 1
I-A"=| -5 —2 -1
2 1 1

On retrouve bien le méme résultat.

Exercice 7.2.4 Considérons la matrice suivante :

11 1
A=102 5
2 5 —1

(1) Montrer que A est inversible et déterminer A~L.

(2) Ecrire le systéme (S) sous forme matricielle A.X = b, on

r+y+z2==06
(S) = 2y +52=—4
20+ 5y — 2z =27

(3) En déduire la solution du systéme (S) .

Solution 7.2.4 (1) La matrice A est inversible si det (A) # 0,

11 11
det (A) = (=1)*"".0. +(=1)*"* 2.
5 -1 2 —1
11
+(=1)*" 5.
2 5

— 0—6—15=—21#£0,

done, A est inversible et

1
-1 T
det (A)C ’
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procédons au calcul de la matrice des cofacteurs,

- — +

2 5 0 5 0
5 —1 2 -1 2

(2) Le systeme (S) sous forme matricielle AX = b,

11 1
AX =b& 0 2 5

8

<

2 5 -1

N

(3) La solution du systéme (S) est

X

X = y:—lb

—27 6 3 6 5
= ——| 10 -3 -5 —4 | =] 3
—4 -3 2 27 —2

Exercice 7.2.5 Soit a un paramétre réel, on considére la matrice

1 0 «
A= 0 o 1
a 1 0

1. Pour quelles valeurs du paramétre a. La matrice A est-elle inversible ¢
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2. Lorsque cela est possible, calculer A=, (On rappelle que A~ = mcam (A)").

3. En déduire la solution du systéme

y+z=4
20+ 2y =16 .
3x+ 3z =12
Solution 7.2.5 1. Inversibilité de A :
La matrice est
1 0 «
A= 0 o 1 ,
a 1 0
son déterminant est :
a 1 01 0 o
det (4) = 1 -0 +a
0 a 0 a 1

= —1—a3:—(1+a3),
la matrice A est inversible si et seulement si det (A) # 0, c’est-a-dire
—(1+a3) #O:>a37é—1:>a7£—1.

2. Caleul A= pour o # —1:

On a det (A) = — (1 + o®), la comatrice de A est :

-1 a —a?
com (A) = a —-a -1 |,
—a? -1 o

comme A est symétrique, com (A)" = com (A) . Ainsi,

—1 a —a?
Al = ! com (A) = Lt a —-ao -1
det (A) 1+ a3
-a? -1 «a

3. Résolution du systéme :
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Le systéeme
y+z=4
20 + 2y =16
3r+ 32 =12
se simplifie en :
y+z=4
rTH+y=8,
r+z=4
en réarrangeant les équations on trouve
r+z=4
y+z=4,
r+y=2~8
on reconnait la matrice A avec o =1 :
1 01 4

A= 01 1 et b= 4

Pour a =1,

Al=—1 1 -1 -1

la solution est X = A™'b :

Ainsi, la solution du systéme est x =4,y =4,z = 0.

Exercice 7.2.6 Soit la matrice suivante :
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(1) Déterminer le polynome caractéristique Pa (x) de la matrice A.
(2) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres.

(3) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Solution 7.2.6 Rappelons que : Soit A € M, , (k) et soit A € k.

e On dit que \ est une valeur propre de A s’il existe un vecteur non nul v tel que
Av = M. Le vecteur v est alors appelé un vecteur propre associé a M.

e )\ est une valeur propre de A si et seulement si il vérifie l’équation caractéristique
det (A — ) = 0.

e Le polynome Py (N) = det (A — AI) est appelé le polynome caractéristique de A.

e [’ensemble E\ défini par :
Ey={veR" ouC"/Av = v},

est appelé le sous-espace propre associé a la valeur propre .

On considére la matrice A € Mz (R) donnée ci-dessous :

3 -1 -1

Pi(A) = (=1)*to.| (=D 2=,

= (2—>\).[(3—)\)2—1]:(2—>\).[((3—>\)—1)((3—>\)+1)]
= 2-X0).2-XN.4=-N=2-N>.(4-\.

(2)
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* Les valeurs propres de la matrice A sont les racines du polynome caractéristique Py (\),

donc

{/\17 /\27 /\3} = {27 27 4} .
* Détermination des vecteurs propres {vy,ve,v3},

(a) Pour A\j = Ay = 2,

3 -1 -1 T T
AU1 = 21 & 0 2 0 Y =2 Y
-1 1 3 z z
(
3r—y—z=2x r—y—2z=20
= 2y:2y = Y=y
—r+y+3z=2z2 \—x+y+z=0
& r=yY+ 2z,
on obtient alors,
y+z 1 1
U2 = Y =yl 1 [+2| O
z 0 1
1 1
= un=|1 etvy=1 0
0 1
(b) Pour A3 =4,
3 -1 -1 T T
Avy = 43| 0 2 0 y | =4 vy
-1 1 3 z z
3r —y—z=4x
y=0
< 2y = 4y <~ )
r=—z
—x+y+3z=4z
on obtient alors,
—z —1
= U3 = 0 =z 0 )
z 1
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les vecteurs propres sont donc

1 1 -1
L [, O}]s] O
0 1 1

(3) * Souvenons-nous : une matrice n X n qui a n valeurs propres distinctes est néces-

sairement diagonalisable.

Ici, dans notre exercice, l’existence de trois vecteurs propres distincts garantit que la

matrice A est diagonalisable.

Exercice 7.2.7 On considére la matrice M € Mz (R) suivante

-1 1 0
M = 2 0 =2
0 0 =2

1. Calculer le polynome caractéristique x,; de la matrice M.
2. Déterminer le spectre de M, c’est a dire I’ensemble des valeurs propres de M.

3. La matrice M est-elle diagonalisable ¢

Solution 7.2.7 On consideére la matrice M € M;z (R) suivante

-1 1 0
M = 2 0 =2
0 0 -2

1. Polynome caractéristique de M :

Le polynome caractéristique de la matrice M est égal a :

—-1-X 1 0
X (X) = 2 -X -2 |,
0 0 —2—-X

en développant par rapport a la derniére ligne, on trouve
-1-X 1
2 —-X
= —(X+4+2)(X(X+1)-2)

(X)) = = (X+2)

= —(X+2)(X*+X -2)
= —(X+2*X-1).
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2. Spectre de M :

Déterminer le spectre de M, c’est a dire l’ensemble des valeurs propres de M. Le spectre

de M est égal a l’ensemble des racines du polynome caractéristique :
SpecM = {1,—-2}.
3. Diagonalisabilité de M :
Le sous espace propre E_o associé o la valeur propre —2 est défini par
E_ 5= {X ER}/MX = —2X},

x
st on pose X = | y |, U'équation M X = —2X devient

z

—r+y=—2x
r+y=0
20 — 2z = -2y < )
z=0
—2z = -2z

donc, le sous espace propre E_o associé a la valeur propre —2 est égal a

1
E s=Vect| -1
0
La matrice M est diagonalisable SSi les dimensions des sous-espaces propres (non réduits

au vecteur nul) sont égales o la multiplicité algébrique des valeurs propres dans le

polynome caractéristique :

Ici la dimension de E_5 est 1 < 2, donc la matrice M n’est pas diagonalisable.

Exercice 7.2.8 Soit le systéme suivant :

r1 — T3 = 2
(5) —2x1 + 319 + 413 = —3

To + T3 = 0
1. Ecrire le systéme (S) sous la forme matricielle AX = B.

2. Démontrer que (S) admet une solution.
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3. Résoudre le systéme par la méthode de Cramer.

Solution 7.2.8 1. Forme matricielle AX = B :

La forme matricielle s’écrit AX = B avec :

1 0 -1 7 2
A=1 -23 4 [, X=]| 2 |,B=] -3
0 1 1 T3 0
2. Ezistence d’une solution :
Le déterminant de A est :
1 0 —1
det(A) = | —2 3 4
0 1 1

3 4 —2 4 ~2 3
0. 1.

11 0 1 0 1

= —14+2=140.

Puisque det (A) # 0, la matrice A est inversible et le systéme admet une unique solution.

3. Résolution par la méthode de Cramer :

. 2z d t A \ N - hY
Les solutions sont données par x; = deet(( A’)), ot A; est la matrice A avec la i-éme colonne

remplacée par B.

2 0 -1
-3 3 4

4 |0 11

= = =2 -1 -1)(-3)=1

1 2 -1
-2 -3 4

A 0 0 1

Ty = ||A?||_ - =1x(=3)-2(-2)-1x0=1,

1 0 2
-2 3 -3

45 |0 10
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Exercice 7.2.9 Considérons le systéme suivant :
rT—=2y+z2=-3
(S) = r—y+z=1
—2rx+2y—2z2=2
(1) Ecrire le systéme (S) sous forme matricielle A.X = b.
(2) Montrer que (S) admet une solution.

(3) Résoudre le systéme en utilisant la méthode de Cramer.

Solution 7.2.9 (1) Le systéme (S) sous forme matricielle :

1 -2 1 x -3
AX =b& 1 -1 1 y | = 1
-2 2 -1 z 2

(2) Le systeme (S) admet une solution si det (A) # 0,

det (4) = (=1)** .1, - + (=12 (-2). b

+(-1)" 1.

= —14+2+0=14#0,
par conséquent, le systéme (S) admet une solution.

(3) On utilise la méthode de Cramer pour résoudre le systéeme (S),

-3 -2 1

1 -1 1
. ]A1|: 2 2 -1 .
Al 1 ’

1 -3 1

1 1 1
y - |A2|: -2 2 -1 .
Al 1 ’

1 -2 -3

1 -1 1
. ]A3|: -2 2 2 .
Al 1 '
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CHAPITRE

Primitives et calcul de
I’intégrale pour une

fonction continue

Dans ce chapitre, nous présentons certaines définitions essentielles & la résolution des

exercices.

8.1 Primitives d’une fonction continue

Définition 8.1.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit qu’une fonction
F est une primitive de f sur I si F' est dérivable sur I et si, pour tout x appartenant a

I, ona

Théoréme 8.1.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit F' est une

primitive de f sur cet intervalle. Alors toute primitive de f sur I s’écrit sous la forme :
F(z)+C,

ou C' est une constante réelle. Autrement dit, si une fonction admet une primitive sur I,

alors cette primitive n’est pas unique.

Définition 8.1.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et F' l'une de ces pri-
matives sur cet intervalle. On note généralement l’ensemble des primitives de [ sous la

forme :
Flz) = / F(@)da.

Cette écriture est appelée intégrale indéfinie de la fonction f.
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8.2. Techniques d’intégration

Proposition 8.1.1 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b] :
b b b

1. /(f(x)—i—g(x))dx:/f(x)dm—l—/g(a:)dm.

2. Pour tout réel \ : /)\f (x)dx = /\/f (x) du.

a

Ces propriétés montrent que lintégrale est une application linéaire :

b b

/<Af<x>+ug<x>>daz=A/f(x)dxw/bg(x)dx.

a a

Cependant, en général :

/bf(w)g<x)dm7§ /bf(fﬂ)dx /bg(w)dw

8.2 Techniques d’intégration
Intégration par parties

Proposition 8.2.1 Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. Alors, on

a la relation suivante :

Intégration par changement de variable

Proposition 8.2.2 Si f est continue et ¢ est dérivable, alors en posant u = ¢ (x), on

obtient :

[re@)d @de= [r@an

Autrement dit, on remplace ¢ (z) par u pour simplifier le calcul de I'intégrale.

8.3 Primitives des fonctions usuelles
1. /exdx =e% + ¢ sur R.

2. /cosxdx =sinx + ¢ sur R.
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sinxdx = —cosz + ¢ sur R.

7L+1

n
z"dr = n+1

+c (n e N) sur R.

z%dr =

a+1 = 4 ¢ (aeR/{—1}) sur |0, +o00[.

1dz =1In|z| + ¢ sur ]0, +oof ou |—o0, 0.

\]

=
\\\\\\

shxdx = chx + c, /chmdw = shx + ¢ sur R.

dx = arctan z + ¢ sur R.

1+272

arcsinz + ¢
9. / sur |—1,1].
5 — arccosx + ¢
arg shr + ¢
/ sur R.
n(a:—i—\/:cz—l—l) +c
arg chx + ¢
/ -dr = sur z € |1, 4+00].

n(a:—i—\/:nZ—l) +c
8.4 Exercices

Exercice 8.4.1 Calculer les intégrales indéfinies suivantes :

L = /(2x3+x) e“dx, 2)12:/(x2+2) cos (z)dx, 3)I3 = [ In(x)dz,

Hl, = /xarctan (x)dz, 5)I; :/m3ln () dz, 6)Ig :/arccos (x)dx

Solution 8.4.1 1)

I, = / (2x3 + x) edr = 2/x3emdx + /azemd:z:.

—_— Y=
I I
1 2

Pour calculer 17, on utilise l'intégration par parties, on pose :

v o= e, u=2¢"
v o= 230 = 32%dx,

alors,

114



8.4. Exercices

on pratique a nouveau l’intégration par parties :

alors,

—
Iy
refaisons une intégration par parties
W o= e"u=¢€"
v = x,v = ldz,

alors,
Ii:iliem—/exdxze‘”(x—l)Jrc’
puLs,
I = 20%" — 62" + 12" (v — 1) +e" (z — 1) +c
= 2" (2® - 32+ 62 —6)+e" (x—1)+c
= " (22° — 62" + 13z — 13) +c.
2)
L = / (2° +2) cos (z) do = /:c2 cos () dx + 2/ cos (x) dx,
N——
I

Pour calculer I}, on utilise l'intégration par parties, on pose :

v = cos(x),u=sin(z)

v o= 2?0 = 2uxdr,

alors,

I = x*sin (x) — 2/x sin (z)dz,

———
b4
refaisons une intégration par parties
v = sin(z),u = —cos(z)
v = x,v = ldz,
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alors,
I} = —xcos (z) + / cos () dr = —x cos (z) +sin (z) + ¢,
puis,
I, = a*sin ()4 2z cos (z) — 2sin (x) + 2sin (z) + ¢
= a?sin (z) + 2z cos (z) + c.
3)

Iy = /m (z) dz.

on utilise l'intégration par parties :

puis,

I; = xln(m)—/dmzﬁln(a:)—x#—c
= z(ln(z)—1)+c
4)
I4:/xarctan (x) dx,

pour calculer cette intégrale, on utilise la formule d’intégration par parties :

, x
vo= r,u=—
2
v = arctan (z),v = ! dx
- ) _ZL’2+1 )
puis,
2 1 1’2
L= arct =
4 arctan () 2/;1:2_{_1 ,
et
x? _ 1
241 22+ 1’
donc

72
/ dr = /da:—/ dx
24+ 1 2 4+ 1

= x — arctan (x) + ¢,
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alors
2 1 1
I, = % arctan (r) — 3%+ 5 arctan (x) + ¢
241 1
_— 2+ arctan (x) — 3% +c.
5)

Is = /xS In (z) dz,

on effectue une intégration par parties

I 3 :'CE_
u z%u =
v = In(x),v = 1d:c
- ) —l’ )
on trouve,
zt 1
Is = Zln(m)—z/x3dx
4 4
= %ln(w)—%—i—c
4 1
= % ln(x)—:l)+c

6)
Is = /arccos (x)dx,
on applique l'intégration par parties

/
u

I
—
IS
Il
8

—dzx
V1= %

v = arccos(z),v =

on trouve,

Is = wxarccos(x) —|—/de
V1— a2
1 _—%dx
2) V1—22
= wxarccos () —V1—1z2+c.

= zarccos ()

Exercice 8.4.2 Calculer les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable :

1 2
)L = /x\/l—i—x%lx, 2) [gz/ﬂdl'
1+sinx
0 0
In (3x) 1
3) I35 = dr, 4) I, = dx.
) I3 / 0 ) Is /4sin2x+9cos2x .
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Solution 8.4.2 1) Posons :

d
u:1+x2,du:2xdx:>xdm:7u.

Changement des bornes :
Siz = 0=>u=1,

Siz = 1=u=2.

L’intégrale devient :

2) Posons :

u=1+sinz,

alors

du = cos zdzx.

Changement des bornes :

Siz = 0=>u=1,
Six = g =>u=
Donc :
5 2
L — / cos.x dr — d_u
1+sinx U
0 1
= [In|ul]} =In2.
3) Posons
u=1In(3z),
alors
1
du = —dx,
T
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donc

2 1 2
]3:/udu:%+C:M+

2

4) On utilise le changement classique :

t =tanwx,
alors
dt
d _
T ire
et
2
sin?z = t—,cos?x = L .
1+ ¢2 1+1¢2
Le dénominateur devient
42 +9
4sin®x 4+ 9cos?r = ————-,
1+t
donc
7 - / 1 dt / dt
4= | 239 2 = 2 ’
s 1+¢ 42 4+ 9
or
/ dt 1 t
——— = —arctan (| — ] .
a2+t  a a
Donc

I 1 ; 2t n
= —arctan { — C
4 6 3 9

en remplacant

t =tanwx,

on trouve

1 2tanx
I, = 6 arctan 5 + c.
Exercice 8.4.3 Calculer les intégrales indéfinies suivantes :
1. Il = /Mdl'

1‘2+4J:+5

b= [t
/x2 81:+12
b= [ o

2+6x+10)
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Solution 8.4.3 1.
1

L= | ———du.
! /x2 far 8"
On compléte le carré :
P4 +8= (2" +4v+4)+4=(z+2)° +4
On utilise la formule

dx 1 T
———— = —arctan —,
24+a?2 a a

dx 1 T+ 2
I, = [ ————— = - arctan +c.
(x+2)"+22 2 2

T —2
L= |————d
2 /m2—|—4x—|—5x

On écrit x — 2 = 5 (2z + 4) — 4 pour séparer la fraction :

alors

r — 2 _1 2v + 4 4
22 4+4r+5 222+4r+5 a2+4+4x+5

— Premiére partie :

2 4
[t = e o),

— Deuxiéme partie :

4 dx
/x2+4x+5$ /(x+2)2+12 arctan ( +2),

donc :

1
I, = §1n|x2—|—4x+5} — 4arctan (z + 2) + c.

1
13:/x2—8w+12d$

On compléte le carré :

2? —8r+12 = (22 — 8z +16) — 4 = (x — 4)° — 22,

dx B 11
x2—a2_2an

On wutilise la formule
r—a
T+a

)
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alors
1 1 —4 —
13=/ ~ —-m|Z
(x —4)" —22 4 |jr—4+
4.
zr—3

/

224+ 62+ 10 = (x2+6x+9)—|—

On compléte le carré :

Posons wu =x+3 = du=dz, alorsxt —3=u—6 :

/

— Premiére partie :

u—6
(uQ%—l)2

/i

———du =
u? +1)

— Deuxieme partie : on utilise la formule

[var =3

22 + a?)? 22 + a?)
du 1

[l

Donc en remplagcant u = x + 3
_3 <
(

U
2

1

2

T

alors

U
u? 41

1
2((x+3)°+1)

3
I = — T+

Exercice 8.4.4 Calculer les intégrales suivantes :

_ sin x
1. K1 _/1+cos21dx’
_ dx
2. Ky = /(2+cos:v)2'
s
2
cosT
3. K3 = /mdl’
™
6
_ sinx—cosx
4. K4 - /Sil’l$+COS.’17dx

Solution 8.4.4 1.
sin x

o]
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/ﬁdu

r+3)°+1

1+ cos? x

(22 + 62 + 10)

1= (x+3)>%+1%

—6/( du

u? 4 1)%

1

2(u2+ 1)

T
)

+ . arctan —
a a

+ arctan u) .

dzx.

+ arctan (z + 3)) +c.
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On pose :

u = cosr = du = —sinzdx,

donce :

sin xdr = —du,
[intégrale devient :

sin x du
K, = [0 ge=_— |22
! /1+cos2:c . /1+u2

= —arctan (u) + ¢ = — arctan (cosx) + c.

d
O
(2 + cosx)
On pose :
x 1—¢2
t:tan?da::mdt,cosx:m,
alors :
11—t 2(1+)+(1—-1*) 3+t
2—|—cos:v:2~|—1+t2: (+1)+—:2( ):11152’
donc : ,
3+ 2
(24 cosz)® = (+—)2,
(1+1¢2)

["intégrale devient :

K2:/ 2 (1+t2)2dt:/2<1—+t2)dt

1+12(34¢2)° (3 +12)°
On écrit :
2(1+¢t2 2 4
/<—+2)dt_/2 dt—/—th,
(3+12) 243 (12 +3)
on utilise :
/ dt 1 t
——— = —arctan | — |,
t2+a2 «a a
et
/ dt t n 1 ¢ t
= —— arctan | —
Erarp 22 (B+a) | 20 a)’
alors :

2 2 t
mdt = ﬁ arctan E + C,
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Exercice 8.4.5 Cualculer

et
/ 1 dt i + 2 t ( ! ) +
= arctan | — c
(2 + 3)° 6(t2+3) ' 3V3 V3
2 (L),
= arctan | — ¢,
3(t2+3) 33 V3
puis :
% 2 t ) 2t 2 . ( t ) N
= ——arctan (| —= | — — arctan | — c
i V3 3) 3(2+3) 33 /3
4 ; t 2t n
= arctan | — | — c.
V3 3 3(t2+3)
3. )
o= [0
sin® x
%
On pose :
u = sinx = du = cos xdx,
Donc :
sin %)d 1d . )
u u
K — _ = _ = -
’ / u? /u3 [ 2u2} 1
. 2
sm(%) %
1 3
2 + 2
4.
Ky — /s?nx —CosT
SIN & + cos T
On pose :
u=sinz + cosz = du = (cosx — sinzx)dr = — (sinz — cosz) dz,
donc :
(sinz — cosx) dr = —du,
alors :
—du )
Ky= [ —=—-In|u|+c=—In|sinz + cosz| + c.
u
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1. [, = /Cos4xsin5 rdx.
_ SIn x* COS *
2. [2 = /—sm o1 dl'
3. I;= | =L _du.
© 13 2 +z+3

Solution 8.4.5 1.
I, = /cos4xsin5 xdx.

On pose :
u = cosx = du = — sin xdx,
alors :
sinzdr = —du,sinz =1 — cos®>z = 1 — u?,
done :
L, = /Cos4a:(sin 2)° sin zdz = /u4 l—u
= /u4(u — 2% +1 /u—2u —I—u)du
u? 2u7+u5 N cos? x+ cos7x+cos5:p
g —_ _— —_— C = — C.
9 7 5 9 7 5
2.
]2:/Si.n2xcos:vdx‘
sin“z +1
Posons :
u = sinx = du = cos xdx,
alors :
[ /udu _1/2udu
> S+l 2 w1
1 1
= Eln‘u2+1{+c:§1n(sinx2+1)+c.
3.
—1 1 2 1 -3
]3:/x—dx:— /Ldl’—i—/—dm ,
24+ x+3 2 24+ x+3 2+ x4+ 3
—_—— S ~
I, 4
on a

:ln}x2+x+3|+c,
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et pour I, on a

) 1\* 11
' +x+3= a7+§ + —

dx 1 T
——— = —arctan (—) ,
24+a?2 a a

donc, on utilisant :

on trouve :

/ dx / dx 2 . (2x~|—1) N
[ — = arctan c,
a2+ +3 (z+1)+ 42 VI V11

2
puis :
1 6 20+ 1
I, = —|ln|lz2+2+3 ——arctan(—)] +c
° 2{ | | V11 V11

1 3 2 1
= —ln‘x2+:1:—l—3|——arctan( T )—l—c.

2 V11 V11

Exercice 8.4.6 Cualculer

1. Ilz/wdx, (o, B € R).

(J?+Oé)2024
z.hzz/kmgmfdm
3. I3 = /x3\/4 — 22dz.

Solution 8.4.6 1.

, B ($+a)2023+6d B (m+a)2023d 6 p
I R e e

1 dx o]
= dx + /—zlnx—l—oz—
/ T+ o & (z + o) | | 2023 ( +

5023 T C-
)

5:/@@W@.

En utilisant la formule d’intégration par parties : on pose
v = l=u==x

In (x)

v = (In(z))*=v =2 dx,

alors

L=z (In(z)) — 2/ In (z) dz,
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une autre fois lintégration par parties,

on trouve :

L, = x(ln(m))Q—Q{xln(x)—/dx}

= z(In(x))* —2zIn(z) + 2z + ¢

Iy = /x3\/4 — 22dz = 0.

Car f (x) = 234 — 22 est définie sur [—1,1] et elle est impaire.
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CHAPITRE

Equations différentielles

Le chapitre débute par quelques définitions essentielles pour faciliter la résolution des

exercices.

9.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation qui peut

s’écrire sous la forme :
y +a(z)y=>b(z),
ol y est une fonction dérivable de la variable x définie sur un intervalle I C R, et ou

a(z) et b(z) sont des fonctions continues sur cet intervalle.

e Lorsque b(z) = 0, ’équation est dite homogene. Elle prend alors la forme :

y +a(x)y=0.

Les solutions de cette équation homogene sont données par :

yn (z) = ke”Jo@d o | e R,

e Un cas particulier important est celui ou a(x) est constante. L’équation devient
alors :
y +ay =0,

et ses solutions s’écrivent :

yn (x) = ke™ ", avec k € R.

e Dans le cas général de 1’équation

y +alz)y = b(z),
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9.1. Equations différentielles linéaires du premier ordre

si 'on connait une solution particuliére y, (), alors la solution générale s’écrit comme

la somme :

y () =yn (2) +yp (2).

9.1.1 Equations a variables séparées

Définition 9.1.1 Une équation différentielle du premier ordre est dite a variables sépa-

rées lorsqu’on peut la mettre sous la forme :

’

fWy =g(x),

ou, f est une fonction de y et g est une fonction de x.

9.1.2 Equation de Bernoulli

Définition 9.1.2 On appelle équation différentielle de Bernoulli toute équation différen-

tielle du premier ordre qui peut s’écrire sous la forme :

!

y (2) +g(x)y(x)+h(x)y (x) =0, avec a € R\A{0,1},
ol g et h sont des fonctions continues sur un intervalle I C R.

Meéthode de résolution :

Pour résoudre cette équation, on effectue le changement de variable :

2 (@) =y ().

En dérivant, on obtient :

! !

z(x)=(10-a)y (x)y *(z).

En divisant ’équation initiale par y® (x) , elle devient :

!

y ()
y* ()

En remplacant, on obtient :

2 ()

11—«

g(@)y' = (z) + h(z) = 0.

+g(x)z(x)+h(x)=0.

Ainsi, I’équation de Bernoulli se raméne a une équation différentielle linéaire du premier
ordre non homogéne en z, que ’on peut résoudre par les méthodes classiques, notamment

la variation de la constante.
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9.2. Equations différentielles de second ordre

9.2 Equations différentielles de second ordre

Définition 9.2.1 On appelle équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients

constants toute équation de la forme :

ay +by +ecy=f(z),

ot a,b,c sont des constantes réelles avec a # 0, et f est une fonction continue définie
sur un intervalle I C R.

L’équation homogéne associée (ou sans second membre) est :

ay’ +by +cy =0.

Meéthode de résolution

La résolution de ’équation compléte se fait en deux étapes :

1. Résoudre ’équation homogene, ce qui donne la solution générale y;, (z).

2. Déterminer une solution particuliere y, (x) de I'équation avec second membre.

La solution générale de 1’équation compléte est alors :

y(z) = yn(w) + yp(z).

Résolution de I’équation homogéne
On cherche une solution sous la forme y (z) = e’*, avec r € R.

En remplacant dans I’équation, on obtient :
ar? +br +c=0.
Cette équation est appelée équation caractéristique, de discriminant
A = b — dac.

Selon le signe de A, on distingue trois cas :

— Si A > 0 : deux racines réelles distinctes r; # ry

Yn(r) = c1e™" + coe™".
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— Si A = 0 : une racine réelle double r

xT

yn () = (12 + c2) €.

— 81 A <0 : deux racines complexes conjuguées r = a+if3

yn(z) = (c1 cos (Bx) + cosin (Bz)) €™, ol ¢1,c5 € R.

Recherche d’une solution particuliére
— Si f(x) = P(x)e*, o P(x) est un polyndome de degré p.

> Si a n’est pas racine de I’équation caractéristique :

avec () de degré p.

> Si « est racine simple :

avec () de degré p.

> Si « est racine double :
Yp() = 2°Q(2)e™
avec () de degré p.
- Si f(z) = Ksin(az) ou f(x) = K cos (ax) :

> Si ces fonctions ne sont pas solutions de I’équation homogene :
Yp () = Acos (ax) + Bsin (az),

> Sinon :

Yp () = x (Acos (ax) + Bsin (ax)),

ou A, B € R.

9.3 Exercices

Exercice 9.3.1 Résoudre les équations différentielles suivantes :
2
1. (1+a2?)" % 4 27 + 22y% = 0.

2. xy =y +wcos® (L).
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Solution 9.3.1 1. (C’est une équation différentielle du premier ordre a variables sépa-

rables.
(1+$2)2d—y+2x+2xy2 = 0& (1+x2)2d_y = -2z (1+y2)
dx dx
1 —2x
& dy = dx
1492 Y (1+ 22)°

1 1
= arctanyz—(— >—1—c: +c

on pose :

z:g(:)y:xz(:)y':z—l—xz',
x

on remplace dans (%), on trouve

z+x7 = z+cos’(z) & 22 =cos’(2)
N dz 2(,) & dz dz
r— =cos’ (2) & ———— = —
dx cos?(z) =

dz dz
—— = | — &S tanz=Inlz|+¢
cos? (2) x

&z =arctan (In|z| + ¢),

alors

y = xz = zarctan (In|z| + ¢).

Exercice 9.3.2 Résoudre les équations suivantes :

1. ¥ +y=2sinz. (Ey)
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2. Y +y=x—e"+cosx. (Es)

Solution 9.3.2 1.

y +y=2sinx,

une équation différentielle linéaire d ordre 1, a coéfficients constantes, avec second membre.

Les solutions

yg = e F A eR.

Le second membre est une fonction trigonométrique, on cherche une solution particuliére

sous la forme d’une combinaison linéaire de cos et sin :

Yp (x) = acosx + bsinw,

et (1) < (a+0b)cosx + (b—a)sinz = 2sinx. Ainsi, en identifiant les coéfficients, on

voit que y, () = —cosx +sinx convient. Les solutions de (Ey) sont :

Yo (x) = —cosx +sinx 4+ e ",

y +y=x—¢e" +cosz,

une équation différentielle linéaire d ordre 1, a coéfficients constantes, avec second membre.
Les solutions

yg = e N ER.

On remarque que le second membre est la somme d’une fonction polynomiale de degré 1,
d’une fonction exponentielle (différente de e=*) et d’une fonction trigonométrique.
Daprés le principe de superposition, on cherche donc une solution particuliére sous

la forme d’une telle somme :
Yp () = ax + b+ pe® + acosx + fsinz,

et (By) < ar+a+ b+ 2ue” + (a+ 8)cosx + (B —a)sinz = x — €* + cosz. Ainsi,
en identifiant les coéfficients, on voit que y, (r) = v — 1 + %e“"” + %COSZE + %sinx

convient. Les solutions de (Es) sont :

1, 1 1. B
yg(x):x—1+§e +§cosx+581nx+)\e :
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Exercice 9.3.3 Résoudre les équations suivantes :
1.y —y=(x+1)e" telle que y (0) = 1.
2.y +y =2
Solution 9.3.3 1. (C’est une équation linéaire du premier ordre :
Yy —y=(@+1)e,
on a
Yo = Y + Yp,

cherchons yg 7

d
y—y = O@—y—y:O@—:dﬂv
dx

d
& /—y:/dx(:lny:x—l—c@yH:Kex,
)

cherchons y, 7( Méthode de variation des constantes )

on pose
yP:K(x)ex’
alors
y;:K'(:U)eijK(x)ex,
PULS
K (z)e"+ K(z)e"* — K (z)e* = (z+1)e"
& K(r)e"=(r+1)¢e"
& K(x)=x+1
22
& K(x):?—i—x—i—A,
donc
2
yp: <E+CE+A) ez,
et

x? x?
Yo = Ke* + <E+x+A) e’ = (?—I—x—l—)\) e’,

avec y (0) = 1, on trouve alors

y(0) = (g—l—()—i-)\)eo—)\—l,
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donc

$2
Yo = <E+$+1> e’.

2. (’est une équation linéaire du premier ordre :

y +y=a
on a
Y = Y + Yp,
cherchons yg ?
d d
vty = 0®—y—|—y:0(:)—y:—dm
)

dz
dy _
& —=—[drehy=—x+csyy=Ke ™™,
()

cherchons y, 7

Second membre polynomial 2%, on cherche y, sous forme ax® + bz + c.

Yy, = 2ax + b

Yy = 201 + b+ az? + bx + ¢

= ar’®+ (2a+b)z+ (b+c),
on identifie avec x*> + 0x + 0, on trouve
a=12a4+b=0=b=-2,b+c=0=c=2,

done

yp = 2% — 27 + 2.

Exercice 9.3.4 Résoudre les équations suivantes :

1. 2y +y = 2%y>

2.y +y=—zy’

Solution 9.3.4 1. (C’est une équation de Bernoulli. Forme générale :

Yy +P(r)y=Q(x)y",
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ici, on divise par x (pour x #0) :

y + éy = xy’,
on an =2, on pose
P
alors
=gy =y =
substituons

1
—2'y? + —y =y,
X

divisons par y* (avec y #0) :

, 11
—Z t+——=2z,
Ty
mais % = z, donc
, 1
2 =—z—-x
x

c’est une équation linéaire du premier ordre, on cherche zg"?

1 dz dx
=26 —=—hrz=lnr+cs 2y = Kua,
x z x

cherchons z,?

=K@z ez=K@z+K(z),

on remplace dans (x) ,

K@)+ K@)=K(@x)—2e K (@)=-1e K(z)=—x+ A,

donc

zy = (—x+ A)x = —2° + An,
et

2q = kx —2? + Az = Cx — 27,
avec

1 1

G=—=="7.
Y za Cx— a2
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2. (’est encore une équation de Bernoulli avec n = 3.

y +y=—zy’,
on pose
Loyl =yl 2
alors
—1
Z, — _2y/y—3 = y/ — 72’y3,
substituons
—1
-2 +y =~y
divisons par > (avec y #0) :
1,0
—Z+ —==-x
2 y? ’
mais y% =z, donc :
~1, -
5 Z4+z=—x
&2 =224 22 (%))

c’est une équation linéaire du premier ordre, on cherche zy?

d
Z/:2Z<:>—Z:2dl‘<:>1n,2:2([}+6<:>ZH:K62x,
z

cherchons z,?
zp =K (2)e* & 2z, = K' (z) e + 2K (z) *,

on remplace dans (xx) ,

K'(z)e* + 2K (z)e** = 2K (v)e* + 2z
& K'(v)e* =21 K' (1) = 2ze™
& K(x)= /21:62”“",

Par parties : posons

_ 1 _
u o= e 2$:>u:—§e 2@

v = 2z =1 =2dx,
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alors
/2xe_2x = —xe_%—l—/e_h’dx
1

2z 2z

= ze 26 + ¢,
donc

1
K(z) = —xe ® — 56721 +c

alors

1
2p = (—:176 2””—56 2 1) e = —x— = 4 ce*,

ainsi, la solution générale est :

1
20 =Ke*™ —x — = +ce®® = —x — = + N,
2 2
avec
ZG_y527
donc
gt = —r— -+ =yl = !
¢ “ —x — 1+ A
1
= Yo ==
\/—a:—;—i-)\ez"f

Exercice 9.3.5 Résoudre :

L.y —3y +2y=0.
2.y +2y +2y=0.
3.0 =2 +y=0.

4.y +y =2cos®z.

Solution 9.3.5 1.
y —3y +2y=0.

C’est une équation différentielle homogeéne du second ordre, dont I’équation caracté-

ristique associée est :

r?—3r+2=0,
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qui admet deux solutions :

r=2etr=1.

Ainsi, les solutions s’écrivent sous la forme suivante sur R :

y (1) = c1€** + cpe”, c1,c0 € R,

y +2y, + 2y = 0.

On associe a cette équation I’équation caractéristique suivante :

r?+2r+2=0,

qui admet deux solutions :

r=—1+ietr=-1-—1.

On obtient alors les solutions suivantes, définies sur R :

y(z) = (c1cos fx + casin fz) e | ¢1,c9 € R.

3.

y —2y/—|—y=0.

L’équation caractéristique correspondante est :
2 —
r°=2r+1=0,
elle posséde une racine double r = 1. Les solutions de I’équation homogéne s’écrivent
donc :
y(z) = (ax +ca)€®, c1,c0 € R.

4.

y” + y, = 2cos’ z.

On obtient pour I’équation homogene les solutions suivantes

yn (x) = c1cosx + easinz, ¢p,c2 €R
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2

Le second membre peut en fait se réécrire, cos*z = 1 + cos2x d’apres le principe de

superposition, on cherche une solution particuliére sous la forme :

Yp(r) = a + acos 2z + Fsin 2z.

En remplacant, on trouve qu’une telle fonction est solution si a = 1, = %, £ =0,c-a-
d: yp(z) =1 — 5 cos2x

Les solutions générales sont donc,

yg () =1— %cost +cpcosx + casinz, ¢1,c0 € R, (z € R).
Donner I'expression générale des solutions pour chacune des équations différentielles.
1.y —3y 42y = ze 2.
2. 2y + yl —y =",

1. On considére 1’équation différentielle :

y — 3y +2y=ze .

On cherche d’abord la solution de I’équation homogéne associée en posant y = e*2.

On obtient alors 1’équation caractéristique :
k> —3k+2=0,

dont le discriminant vaut A = 1, d’ou les racines k; = 1 et ks = 2. La solution générale

de I’équation homogene est donc :
Yp = 0161 + 02621.

Ensuite, on cherche une solution particuliére. Comme —2 n’est pas racine de I’équation

caractéristique, on essaie une solution de la forme :
Yy, = (ax +b) e ",
Ainsi, la solution générale de I’équation différentielle est :

Yo = c1e” + cee® + (ax +b) e >
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2. On considére ’équation diftférentielle :
” ! _ Tz
2y +y —y=ce".

On commence par résoudre ’équation homogeéne associée. En posant y = e”, on obtient
I’équation caractéristique :

2k +k—1=0.
Son discriminant est A =148 =9, d’ou les racines :

~1-9

-1+3 1
4 2

La solution générale de I’équation homogéne est donc :
o —x 1y
Yg = C1€ © + €27,

Pour trouver une solution particuliére, on remarque que le second membre est de la
forme €™ .Comme 7 n’est pas racine de I’équation caractéristique, on cherche une solution
particuliére sous la forme :

y, = Ke™.
Ainsi, la solution générale de I’équation différentielle s’écrit :
Yo = cre” “ + CQG%I + Ke™.

Exercice 9.3.6 Pour I’ équation différentielle suivante, présenter la forme générale de la

solution.
1. 9" — 3y +2y = (2% + 1) .
Solution 9.3.6 1. L’équation caractéristique est

2 —3r+2=0,

racines

r = ]_,7“2:2,

donc

yu () = Cre® + Che?®,
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2z

Le second membre est (x? + 1) e**. Puisque €** correspond & une racine r = 2 de ’équa-

tion homogeéne, on utilise la méthode des coefficients indéterminés avec multiplica-

tion par x :
yp () = z (az® + bz + ¢) € = (az® + bz® + cx) €,
ou a,b,c sont des constantes réelles a déterminer par substitution, donc

y (z) = Cre” + Coe® + (az® + ba® + cx) **.
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