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Résumé (en arabe) 

 

 

    متماثلة أنماط لمصفوفة الذاتية الأشعة و الذاتية القيم أنماط بدراسة قمنا الأطروحة، هذه في
  حيث.

 .البراونية مصفوفة جي الحركة بواسطة معرفة ستوكاستيكية تفاضلية لمعادلة حل هو   

 للنتائج تمديد هو العمل هذا.الذاتية الأشعة و الذاتية لقيم الستوكاستيكية التفاضلية المعادلات أيضا أعطينا

 ملاكي و غراسزيك طرف من عليها المحصل

 المصفوفات الستوكستيكية، التفاضلية المعادلات جي البراونية، الحركة مصفوفة جي: المفتاحية الكلمات

 . الذاتية الأشعة الذاتية، القيم العشوائية،

 



Abstract

In this thesis, We investigate the processes of eigenvalues and eigenvec-
tors of a symmetric matrix valued process Xt, where Xt is the solution of a
general SDE driven by a G�Brownian motion matrix. Stochastic di¤eren-
tial equations of these processes are given. This extends results obtained
by P. Graczyk and J. Malecki (2013) [16].
Keywords : G�Brownian motion matrix, G�stochastic di¤erential

equations, random matrices, eigenvalues, eigenvectors.
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Résumé

Dans cette thèse, on examine les processus de valeurs propres et des
vecteurs propres d�un processus matriciel symétrique Xt, où Xt est la solu-
tion d�une équation di¤érentielle stochastique générale dé�nie à partir d�un
G�mouvement Brownien matrice. On donne les équations di¤érentielles
stochastiques de ces processus. Ces travaux constituent une généralisation
des résultats obtenus par P. Graczyk et J. Malecki (2013) (voir [16]).
Mots-clés : G�mouvement Brownien matriciel, G�équations di¤éren-

tielles stochastiques, matrices aléatoires, valeurs propres, vecteurs propres.
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Introduction

La théorie des matrices aléatoires est un domaine de recherche très actif
en mathématique moderne avec de nombreuses applications en physique
mathématique et théorique, en analyse mathématique et également en pro-
babilité. Les applications de la théorie des matrices aléatoires en statistique
mathématique trouvent leurs origines dans les travaux de Wishart obtenus
en 1928 sur les matrices de corrélation (c.f. [33; 47]). Le véritable début
de la recherche dans le domaine des matrices aléatoires est principalement
dû aux travaux très in�uents de Eugene Wigner durant les années 1950,
motivés par des applications en physique nucléaire (voir [1; 6; 8; 12; 33]).

Plus récemment en 2013; Graczyk et Malecki [16; 17] ont donné, dans
un contexte général, le système des équations di¤érentielles stochastiques
(EDS) satisfaites par les valeurs propres et les vecteurs propres de la solu-
tion Xt, dans l�espace des matrices symétriques d�ordre n � n, d�une EDS
gouvernée par un mouvement Brownien matrice classique de dimension
n � n. Sous certaines conditions sur l�équation di¤érentielle stochastique
satisfaite par Xt, ils ont établi l�existence et l�unicité de la solution des
équations di¤érentielles stochastiques des valeurs propres et des vecteurs
propres et ont montré que les valeurs propres ne se rencontrent jamais.

D�autre part, au cours de la dernière décennie, la théorie et la méthodo-
logie d�espérance non linéaire ont été bien développées et ont reçu beaucoup
d�attention dans certains domaines d�application tels que la �nance, la me-
sure des risques et le contrôle. Un exemple typique d�espérance non linéaire,
appelée G�espérance a été introduit par Peng (voir [38; 39; 41; 42; 44; 46]).
Dans ce cadre de la G�espérance, un nouveau type de mouvement Brow-
nien, appelé G�mouvement Brownien a été construit et le calcul stochas-
tique connexe a été établi.

Le but de cette thèse est d�uni�er la notion de matrices aléatoires et
le G�calcul stochastique pour étudier les équations di¤érentielles stochas-
tiques des valeurs propres et des vecteurs propres pour un processus matri-
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

ciel. A cet e¤et, on considère la G�EDS générale suivante

dXt = g (Xt) dBth (Xt) + h (Xt) dB
T
t g (Xt) + a (Xt) dt+ c (Xt) d hBit

où (Bt)t�0 est un G�mouvement Brownien matriciel de dimension n�n et
BT
t désigne la transposée de la matrice Bt.
Le processus stochastique matriciel Xt prend des valeurs dans l�espace

des matrices symétriques d�ordre n � n et les fonctions g; h; a; c : R ! R
agissent sur le spectre de Xt. Les principales di¢ cultés résident dans le fait
que la G�espérance n�est pas linéaire et que hBi n�est pas un processus
déterministe. La notion d�indépendance des variables aléatoires par rapport
à une espérance non linéaire étant délicate, on supposera que



Bij; Bkl

�
=

�ik�jlb
j pour certains processus croissants bj. Comme dans [16], on dérive un

système d�EDS pour les valeurs propres et les vecteurs propres de la solution
de Xt, qui est garantie par les conditions de Lipschitz et de croissance
linéaires, et on prouve que les valeurs propres ne se rencontrent jamais.
Le reste de la thèse est rédigé sous forme de trois chapitres, d�un ap-

pendice et d�une conclusion générale et est organisé comme suit.
Dans le chapitre 1, on rappelle le cadre de la G�espérance et on adapte

ce concept en fonction de notre objectif. En outre, on donne les propriétés
connexes du G�mouvement Brownien matriciel et la G�formule d�Itô.
Dans le chapitre 2, on donne nos principaux résultats à savoir les équa-

tions di¤érentielles stochastiques des valeurs propres et des vecteurs propres
de Xt ainsi que le fait que le temps de collision est in�ni quasi surement.
Dans le chapitre 3, on énonce et on démontre le théorème d�existence

et d�unicité des solutions pour les équations di¤érentielles stochastiques
gouvernées par le G�mouvement Brownien matriciel.
Dans l�appendice, on présente quelques notations d�algèbre matricielle

qui seront utilisées tout au long de ce travail. On donne également quelques
notions de base sur le calcul matriciel et les processus matrices en général.
En�n, on termine par une conclusion et quelques perspectives.

Ce travail a permis la production scienti�que suivante :

�Publications internationales :
1�Stochastic di¤erential equations for random matrices processes in the

nonlinear framework by Sara Stihi, Hacène Boutabia and Selma Meradji,
to appear in "Opuscula Mathematica".
2�Stochastic di¤erential equations for eigenvalues and eigenvectors of

a G�Wishart process with drift by Selma Meradji, Hacène Boutabia and
Sara Stihi, to appear in "Ukrainian Mathematical Journal".

x



�Communications internationales :
1)Convergence de densité spectrale dans l�ensemble de Wishart, Stihi

Sara, Hacène Boutabia and Selma Meradji, 6th Operational Research Prac-
tice in Africa Conference (ORPA�2015, 20 � 22 Avril 2015, à Algiers, Al-
geria).
2)Le processus matriciel de Wishart et leurs caractéristiques, 20�eme Col-

loque de la SMT, (16� 19 Mars 2015, à Sousse, Tunisie).
3)Les notations de base et les préliminaires de G�calcul stochastique,

Selma Meradji, Hacène Boutabia and Sara Stihi, 6th Operational Research
Practice in Africa Conference (ORPA�2015, 20 � 22 Avril 2015, à Algiers,
Algeria).
4)Stochastic calculus for matrix fractional Brownian motion and appli-

cations, Sara Stihi, Hacène Boutabia and SelmaMeradji, Conference-School
on Discrete Mathematics and Computer Science (DIMACOS�15, 15 � 19
Novembre 2015, à Sidi Bel Abbès).
5)The local time under sublinear expectations and applications, Selma

Meradji, Hacène Boutabia and Sara stihi, Conference-School on Discrete
Mathematics and Computer Science (DIMACOS�15, 15 � 19 Novembre
2015, à Sidi Bel Abbès).
�Communications nationales :
1)Le G�calcul stochastique matriciel, Sara Stihi, Hacène Boutabia and

Selma Meradji, Journées Jeunes Chercheurs (JJC�2014, 30 Septembre�01
Octobre 2014, à Annaba).
2)Les matrices de Wishart dé�nitions et applications, Journées Natio-

nales sur les Mathématiques Appliquées (JNMA�2014, 26 � 27 Novembre
2014, à Skikda).
3)Eigenvalues of matrix stochastic process, Journées Ouvertes sur les

Mathématiques et l�Informatique (JOMI�2015, 25�26Mai 2015, à Tebessa).

xi



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

xii



Chapitre 1

G�espérance et G�mouvement
Brownien

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques résultats sur laG�espérance
et leG�mouvement Brownien. Pour plus des détails concernant laG�espér-
ance, ses applications en �nance et les connaissances des mesures des risques
cohérents, on renvoi le lecteur aux références [2; 7; 13; 15; 23; 46; 52; 56; 57].

1.1 G�espérance
Soient 
 un ensemble donné et H un espace linéaire des fonctions à

valeurs réelles dé�nies sur 
 tel que : 1 2 H et jXj 2 H pour tout X 2 H:

Dé�nition 1.1.1 Une espérance sous linéaire E sur H est une fonction
E : H ! R satisfaisant les propriétés suivantes : Pour tout X; Y 2 H, on
a

1. Monotonicité : E [X] � E [Y ] si X � Y .

2. Préservation des constantes : E [c] = c, pour tout c 2 R.
3. Sous�additivité : E [X]� E [Y ] � E [X � Y ].

4. Homogénéité positive : E [�X] = �E [X], pour tout � � 0.

le triplet (
;H; E) est appelé espace d�espérance sous-linéaire.

Remarque 1.1.1 L�espace H peut être considéré comme l�espace des va-
riables aléatoires.
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CHAPITRE 1. G�ESPÉRANCE ET G�MOUVEMENT
BROWNIEN

Dans ce qui suit, on considère le type d�espace des variables aléatoires
H avec la propriété supplémentaire de stabilité par rapport aux fonctions
bornées Lipschitziennes. Plus précisément, on suppose que si Xi 2 H, i =
1; :::; d alors

' (X1; :::; Xd) 2 H pour tout ' 2 Cb:Lip(Rd);
où Cb:Lip(Rd) désigne l�espace linéaire des fonctions bornées Lipschtiziennes
sur Rd.
Théorème 1.1.1 (voir [7; 20; 36]) Soit (
;H; E) un espace d�espérance
sous-linéaire. Alors il existe une famille de mesures de probabilités P sur
(
;B (
)) telle que

E [X] = sup
P2P

EP [X] pour X 2 H;

où B (
) désigne la tribu borélienne sur 
 et EP désigne l�espérance linéaire
sous P:

Naturellement, on peut dé�nir une capacité de Choquet sur H par

c (A) := sup
P2P

P [A] ; A 2 B (
) :

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [27; 36] :

Dé�nition 1.1.2 On dit qu�un ensemble A 2 B (
) est polaire si et seule-
ment si c (A) = 0 et qu�une propriété a lieu quasi-sûrement (q:s: en abrégé)
si elle a lieu en dehors d�un ensemble polaire.

Remarque 1.1.2 Une propriété est dite vraie quasi-sûrement (q:s:) si et
seulement si elle est vraie presque sûrement pour chaque P 2 P.
Dé�nition 1.1.3 Soit X = (X1; :::; Xd) un vecteur aléatoire , où Xi 2 H,
i = 1; :::; d. La distribution de X est donnée par la fonction FX [:] suivante :
pour tout ' 2 Cb:Lip

�
Rd
�
,

FX ['] := E [' (X)]

De plus, si X
0
est un autre vecteur aléatoire d�dimensionnel et pour tout

' 2 Cb:Lip
�
Rd
�
, FX ['] = FX0 ['], X et X 0 sont dit identiquement distribués

(X d
= X 0).
Soit Y := (Y1; :::; Ym), où Yi 2 H; i = 1; :::;m. Le vecteur Y est dit

indépendant de X si pour chaque ' 2 Cb:Lip
�
Rd+m

�
E [' (X; Y )] = E [E [' (x; Y )]x=X ] :

On remarque que ces nouvelles dé�nitions sont compatibles avec celles
du cadre classique si l�espérance E est linéaire.

2



1.1. G�ESPÉRANCE

1.1.1 Distribution G�normale et G�mouvement Brow-
nien

Après les dé�nitions de base ci-dessus on introduit maintenant la notion
de la distribution G�normale.

Dé�nition 1.1.4 Un vecteur aléatoire à d�dimension X = (X1; :::; Xd)
dé�ni sur un espace d�espérance sous-linéaire (
;H; E) est dit G�normalement
distribué si pour tout a; b � 0 :

aX + bX
d
=
p
a2 + b2X;

où X est une copie indépendante de X, et

G (A) :=
1

2
E [hAX;Xi] : Sd ! R;

ici Sd désigne l�ensemble des matrices symétriques d�ordre d.

Dans [40; 41; 45], Peng montre queX = (X1; :::; Xd) estG�normalement
distribué si et seulement si u (t; x) := E

�
'
�
x+

p
tX
��
; (t; x) 2 [0;1)�Rd;

' 2 Cl;Lip
�
Rd
�
est l�unique solution de viscosité de l�équation parabolique

aux dérivées partielles, appelée G�équation de la chaleur, suivante :�
@tu (t; x) = G (Du (t; x)) ; (t; x) 2 [0;1)� Rd

u (0; x) = ' (x)
; (1.1)

où Du (t; x) est la matrice hessienne de u (t; x) :
G (:) : Sd ! R est une fonction monotone et sous-linéaire sur Sd, à

partir de laquelle on peut déduire qu�il existe un sous-ensemble � 2 S+d
fermé, borné et convexe tel que

G (A) =
1

2
sup
B2�

tr (AB) :

On écrit X � N (0; �) :

Remarque 1.1.3 Le cas réel (d = 1) correspond à � = [�2;�2] avec 0 �
� � � et G = G�;� étant la fonction sous-linéaire paramétrée par � et � :

G (�) =
1

2

�
�2�+ � �2��

�
; � 2 R;

où �2 = E [X2], �2 = �E [�X2], �+ = max f�; 0g et �� = max f��; 0g :
Dans ce cas on écrit X � N (0; [�2;�2]) (c.f. [20] ; [50] ; [52]).
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CHAPITRE 1. G�ESPÉRANCE ET G�MOUVEMENT
BROWNIEN

Dé�nition 1.1.5 Un processus (Bt)t�0 à d�dimension dé�ni sur (
;H; E)
est dit G�mouvement Brownien de dimension d (réel dans le cas où d = 1)
si les propriétés suivantes sont satisfaisantes :

(i) B0 = 0;

(ii) pour chaque t; s � 0, l�accroissement Bt+s�Bt est N (0; s�)�distribué
et indépendant de (Bt1 ; :::; Btn), pour tout n 2 N et 0 � t1 � ::: �
tn � t:

Pour la simplicité de notation comme dans [3; 7; 27], on désigne par Bi

la i�eme coordonnée de B et on notera

Ba
t := ha;Bti pour tout a = (a1; :::; ad)

T 2 Rd

Selon la dé�nition ci-dessus, on a la proposition suivante qui est importante
pour les développements ultérieures.

Proposition 1.1.1 (c.f. [44]) Soit (Bt)t�0 un G�mouvement Brownien à
d-dimension dé�ni sur un espace d�espérance sous linéaire (
;H; E). Alors
(Ba

t )t�0 est un Ga�mouvement Brownien à 1�dimension, où

Ga (�) =
1

2

�
�2aaT�

+ � �2aaT�
��

avec

�2aaT = 2G
�
aaT
�
= E

�
ha;B1i2

�
et �2aaT = �2G

�
�aaT

�
= �E

�
�ha;B1i2

�
:

En particulier, pour tout t; s � 0; Ba
t+s �Ba

t � N
�
0;
�
s�2aaT ; s�

2
aaT

��
:

1.1.2 G�espérance conditionnelle
On considère 
 = C0

�
Rn+
�
l�espace des fonctions continues (!t)t2R+

dé�nies sur R+;à valeurs dans Rn satisfaisant !0 = 0, muni de la distance
suivante :

�
�
!1; !2

�
=

1X
i=1

2�i
��
max
t2[0;i]

��!1t � !2t
��� ^ 1� ; !1; !2 2 
:

Pour tout t 2 [0;1), on pose
t := f!:^t : ! 2 
g. Les espaces des fonctions
Lipschitziennes sur 
 sont notés par :

Lip (
t) = f' (Bt1^t; :::; Btn^t) : t1; :::; tn 2 [0;1) ; ' 2 Cb:Lip (Rn)g ;

4



1.1. G�ESPÉRANCE

Lip (
) =

1[
n=1

Lip (
n) :

Ici, on utilise Cb:Lip (Rn) seulement pour la commodité des techniques. En
général, Cb:Lip (Rn) peut être remplacé par l�un des espaces des fonctions
dé�ni sur Rn suivantes.
�L1 (Rn) : Espace des fonctions bornées Borel-mesurables,
�Cunif (Rn) : Espace des fonctions bornées et uniformément continues,
�Cl;Lip (Rn) : Espace des fonctions continues, localement Lipschitziennes,
�Lip (Rn) : Espace des fonctions Lipschitziennes sur Rn:
Soit T > 0 un temps �xé. On désigne par LpG (
T ), p � 1, l�adhérence

de Lip (
T ) par rapport à la norme kXkp;G := (E [jXjp])
1
p : Peng dans

[39; 43; 45] ; a construit une espérance sous-linéaire sur (
; Lip (
)) de telle
sorte que le processus canonique (Bt)t�0 soit un G�mouvement Brownien
de la manière suivante : soit (�i)

1
i=1 une suite des vecteurs aléatoires à

d�dimension sur un espace d�espérance sous-linéaire
�

; ~H; eE� telle que

�i soit G�normalement distribuée et �i+1 indépendante de (�1; :::; �i) pour
tout i = 1; 2; :::.
On introduit une espérance sous-linéaire E dé�nie sur Lip (
) ; via la

procédure suivante : Pour tout X 2 Lip (
) avec

X = '
�
Bt1 �Bt0 ; :::; Btn �Btn�1

�
pour ' 2 Cb:Lip (Rn) et pour 0 = t0 < t1 < ::: < tn <1; on pose :

E [X] = eE h'�pt1 � t0�1; :::;
p
tn � tn�1�n

�i
;

D�après Peng [40; 43], E ainsi dé�nie est une espérance sous-linéaire sur
Lip (
) et (Bt)t�0 est un G�mouvement Brownien. Comme Lip (
T ) �
Lip (
), E est également une espérance sous-linéaire sur Lip (
T ) :

Dé�nition 1.1.6 L�espérance conditionnelle de X par rapport à 
tj est
dé�nie par

E
�
X
��
tj � =  

�
Bt1 ; Bt2 �Bt1 ; :::; Btj �Btj�1

�
(1.2)

où

 (x1; :::; xj) = eE h'�x1; :::; xj;ptj+1 � tj�j+1; :::;
p
tn � tn�1�n

�i
:

5
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Dé�nition 1.1.7 Un vecteur aléatoire à n�dimension Y 2 (L1G (
))
n est

dit indépendant de 
t ( t � 0), si pour tout ' 2 Cb:Lip (Mn) on a

E [' (Y ) j
t ] = E [' (Y )] :

Proposition 1.1.2 SoientX; Y 2 L1G (
) tels que E [Y j
t ] = �E [�Y j
t ]
pour certains t 2 [0; T ] : Alors on a

E [X + Y j
t ] = E [X j
t ] + E [Y j
t ] :

En particulier, si E [Y j
t ] = E [�Y j
t ] = 0; alors

E [X + Y j
t ] = E [X j
t ] :

Preuve. (voir [15], [20]).

Exemple 1.1.1 Pour tout a 2 Rd �xé, s � t; on a

E [Ba
t �Ba

s j
s ] = E [� (Ba
t �Ba

s ) j
s ] = 0

E
�
(Ba

t �Ba
s )
2 j
s

�
= �2aaT (t� s) ;

E
�
� (Ba

t �Ba
s )
2 j
s

�
= ��2aaT (t� s)

E
�
(Ba

t �Ba
s )
4 j
s

�
= 3�4aaT (t� s)2 ;

E
�
� (Ba

t �Ba
s )
4 j
s

�
= �3�4aaT (t� s)2 :

Exemple 1.1.2 Pour tout a 2 Rd �xé, n 2 N; 0 � t � T;X 2 L1G (
t) et
' 2 Cb:Lip (R) ; on a

E [X' (Ba
T �Ba

t ) j
t ] = X+E [' (Ba
T �Ba

t ) j
t ] +X�E [�' (Ba
T �Ba

t ) j
t ]
= X+E [' (Ba

T �Ba
t )] +X�E [�' (Ba

T �Ba
t )] :

En particulier, on a

E [X (Ba
T �Ba

t ) j
t ] = X+E [(Ba
T �Ba

t )] +X�E [� (Ba
T �Ba

t )] = 0:

Ceci, combiné avec la proposition ci-dessus donne

E [Y +X (Ba
T �Ba

t ) j
t ] = E [Y j
t ] ; pour tout Y 2 L1G (
) :

6
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On a également

E
�
X (Ba

T �Ba
t )
2 j
t

�
= X+E

�
(Ba

T �Ba
t )
2�

+X�E
�
� (Ba

T �Ba
t )
2�

=
�
X+�2aaT �X��2aaT

�
(T � t)

et pour tout n � 1

E
�
X (Ba

T �Ba
t )
2n�1 j
t

�
= X+E

�
(Ba

T �Ba
t )
2n�1�

+X�E
�
� (Ba

T �Ba
t )
2n�1�

= jXjE
h�
Ba
T�t
�2n�1i

:

Dé�nition 1.1.8 (voir [58; 50]) Un processus (Mt)t�0 est appelé G�martingale
si pour tout t 2 [0;T ] ;Mt 2 L1G (
t) et pour tout s 2 [0; t] on a

E [Mt j
s ] =Ms q:s::

1.2 G�mouvement Brownien matrice et G�
calcul stochastique

Dans ce qui suit on identi�e chaque matrice carrée d�ordre n à un vecteur
de dimension n2 et on considère maintenant 
 = C0 (Mn) l�espace des
fonctions continues (!t)t2R+ à valeurs dans l�ensemble des matrices carrées
Mn satisfaisant !0 = 0: Les dé�nitions du paragraphe précédent restent
valables sur l�ensemble des matricesMn.
Dans toute la suite, on considère le processus canonique (Bt)t�0 (i.e.

Bt (!) = !t) dé�ni sur (
; Lip (
) ; E) où 
 = C0 (Mn).
�
Bij
t

�
est donc un

G�ij ;�ij�mouvement Brownien réel où

�ij
2 = E

h�
Bij
1

�2i
et �ij2 = �E

h
�
�
Bij
1

�2i
:

Soit �kT =
�
0 = tk0 < tk1 < ::: < tkN = T

	
une suite de subdivisions de

[0; T ], dont le pas

�
�
�kT
�
= max

���tki+1 � tki
�� : i = 0; 1; :::; N � 1

	
;

7



CHAPITRE 1. G�ESPÉRANCE ET G�MOUVEMENT
BROWNIEN

tend vers 0 lorsque k !1: Par abus d�écriture on écrit �T = ft0; t1; :::; tNg
au lieu de �kT =

�
0 = tk0 < tk1 < ::: < tkN = T

	
: Pour tout p � 1, on consi-

dère l�espace des processus simples Mp;0
G (0; T ) tels que

� = �t (!) =
N�1X
j=0

�j (!)1[tj ;tj+1) (t) , pour 0 = t0 < ::: < tN = T;

où �j 2 L
p
G

�

tj
�
; j = 0; :::; N � 1:

Pour tout p � 1; on note par Mp
G (0; T ) l�adhérence de M

p;0
G (0; T ) sous

la norme

k�kMp
G(0;T )

=

8<:E
24 TZ
0

j�tj
p dt

359=;
1
p

:

Notons que Mp
G (0; T ) un espace de Banach.

Dé�nition 1.2.1 L�intégrale de Bochner de (�t) est dé�nie par

TZ
0

�t (!) dt =
N�1X
j=0

�j (!) (tj+1 � tj) :

On donne maintenant la dé�nition de la G�intégrale d�Itô.

Dé�nition 1.2.2 Pour tout � 2 M2;0
G (0; T ), on dé�nit la G�intégrale

d�Itô par

I (�) :=

TZ
0

�tdB
ij
t =

N�1X
j=0

�j

�
Bij
tj+1 �Bij

tj

�
:

Notons que I (�) est complètement indépendante deG; et

0BB@
tZ
0

�sdB
ij
s

1CCA
0�t�T

est une G�martingale (voir [58]).

Lemme 1.2.1 L�application I :M2;0
G (0; T ) �! L2G (
T ) est linéaire, conti-

nue et peut-être donc prolongée par continuité à M2
G (0; T ) et on a

E

0@ TZ
0

�tdB
ij
t

1A = 0 (1.3)

8
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et

E

264
0@ TZ

0

�tdB
ij
t

1A2
375 � �ij

2E

0@ TZ
0

�tdt

1A (1.4)

Preuve. (voir [3], [25]).

Proposition 1.2.1 Soient �; � 2 M2
G (0; T ) et 0 � s � r � t � T: Alors

on a

(i)
tR
s

�udB
ij
u =

rR
s

�udB
ij
u +

tR
r

�udB
ij
u ;

(ii)
tR
s

(��u + �u) dB
ij
u = �

tR
s

�udB
ij
u +

tR
s

�udB
ij
u ; si � est bornée dans L

1
G (
s) ;

(iii)E

�
X +

TR
r

�udB
ij
u j
s

�
= E [X j
s ] pour X 2 L1G (
s) :

Processus de variation quadratique

Le processus de variation quadratique du G�mouvement Brownien est
un processus très intéressant. On a vu que le G�mouvement Brownien est
un processus de variance incertaine mais de moyenne certaine centrée. Cette
incertitude est concentrée dans sa variation quadratique hBiji : Par ailleurs
hBiji lui-même est un processus de moyenne-variance.
Soit �Nt ; N = 1; 2; ::: une suite de subdivisions de [0; t] dont le pas tend

vers 0: On a alors

Bij2
t =

N�1X
p=0

�
Bij2

tNp+1
�Bij2

tNp

�
=

N�1X
p=0

2Bij
tNp

�
Bij

tNp+1
�Bij

tNp

�
+
N�1X
j=0

�
Bij

tNp+1
�Bij

tNp

�2
:

Dé�nition 1.2.3 La variation quadratique de
�
Bij
t

�
t�0 est dé�nie par la

limite L2G (
) suivante



Bij
�
t
:= lim

�(�NT )!0

N�1X
l=0

�
Bij
tl+1

�Bij
tl

�2
=
�
Bij
t

�2 � 2 tZ
0

Bij
s dB

ij
s :

9
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Remarque 1.2.1 Il est important de garder à l�esprit que hBiji n�est pas
un processus déterministe sauf dans le cas où �ij = �ij, alors Bij devient
un mouvement Brownien classique.

Proposition 1.2.2 (voir [43])Pour tout 0 � s � t � 1; on a

E
�

Bij
�
t
�


Bij
�
s
j
s
�
= �ij

2 (t� s) (1.5)

E
�
�
�

Bij
�
t
�


Bij
�
s

�
j
s
�
= ��ij2 (t� s) (1.6)

Corollaire 1.2.1 [45] Pour tout 0 � s � t � T; on a

�2ijt �
�

Bij
�
t+s
�


Bij
�
s

�
� �ij

2t:

Dé�nition 1.2.4 L�intégrale d�un processus � 2 M1;0
G (0; T ) par rapport à

hBijit est dé�nie par

Q (�) =

TZ
0

�td


Bij
�
t
:=

N�1X
l=0

�l

�

Bij
�
tl+1

�


Bij
�
tl

�
(1.7)

L�application Q : M1;0
G (0; T ) ! L1G (
T ) est continue et peut donc se pro-

longer par continuité à M1
G (0; T ).

Proposition 1.2.3 (voir [43]) Soit � 2M2
G (0; T ) ; alors

E

240@ tZ
0

�sdB
ij
s

1A235 = E

24 tZ
0

�2sd


Bij
�
s

35 :
Le théorème suivant exprime les inégalités Burkholder-Davis-Gundy

(BDG) pour les G�intégrales stochastiques relativement par rapport au
G�mouvement brownien réel Bij (voir [13]).

Théorème 1.2.1 1) Soient p � 1; � 2Mp
G (0; T ) et 0 � s � t � T . Alors

on a

E

24 sup
s�u�t

������
uZ
s

�rd


Bij
�
r

������
p35 � C1 (t� s)p�1

tZ
s

E [j�uj
p] du (1.8)

où C1 > 0 est une constante independante de �:
2) Soient p � 2; � 2Mp

G (0; T ) et 0 � s � t � T . Alors on a

E

24 sup
s�u�t

������
uZ
s

�rdB
ij
r

������
p35 � C2 jt� sj

p
2
�1

tZ
s

E [j�uj
p] du (1.9)

où C2 > 0 est une constante independante de �:
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La covariation quadratique du G�mouvement Brownien matrice

On dé�nit le processus de covariation quadratique par

Bij; Bkm

�
:=
1

4

�

Bij +Bkm

�
�


Bij �Bkm

��
(1.10)

et on observe que

N�1X
p=0

�
Bij

tNp+1
�Bij

tNp

��
Bkm
tNp+1

�Bkm
tNp

�
=

1

4

N�1X
p=0

nh�
Bij
tp+1 +Bkm

tp+1

�
�
�
Bij
tp +Bkm

tp

�i2
�
h�
Bij
tp+1 �Bkm

tp+1

�
�
�
Bij
tp �Bkm

tp

�i2�
;

d�où, puisque �
�
�Nt
�
! 0, on a

lim
N!1

N�1X
p=0

�
Bij

tNp+1
�Bij

tNp

��
Bkm
tNp+1

�Bkm
tNp

�
=


Bij; Bkm

�
;

et aussi 

Bij; Bkm

�
t
=

1

4

�

Bij +Bkm

�
t
�


Bij �Bkm

�
t

�
= Bij

t B
km
t �

tZ
0

Bij
s dB

km
s �

tZ
0

Bkm
s dBij

s :

Il résulte que, pour tout � 2M1
G (0; T ;R) on a

TZ
0

�sd


Bij; Bkm

�
s
=
1

4

TZ
0

�sd


Bij +Bkm

�
s
� 1
4

TZ
0

�sd


Bij �Bkm

�
s
:

1.2.1 G�Formule d�Itô
On donne maintenant la G�formule d�Itô dans un cadre général (voir

[25; 26] pour le cas vectoriel). Dans la suite, nous adoptons la convention
de notation d�Einstein.
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Théorème 1.2.2 Soit ' une fonction de classe C2 surMn de telle sorte
que @xpq'; @2xp0q0xpq' 2 Cb:Lip (Mn) : Soit X = (X ij) un processus d�Itô
matriciel sur [0; T ] avec

Xpq
t = Xpq

0 +

tZ
0

�pq (s) ds+

tZ
0

�pqijkl (s) d


Bij; Bkl

�
s
+

tZ
0

�pqkl (s) dB
kl
s ; (1.11)

où �pq; �pqijkl 2 M1
G (0; T ) et �

pq
kl 2 M2

G (0; T ). Alors pour chaque t 2 [0; T ] ;
on a q:s:,

' (Xt)� ' (X0) =

tZ
0

@xpq' (Xu) �
pq
kl (u) dB

kl
u +

tZ
0

@xpq' (Xu)�
pq (u) du

+

tZ
0

�
@xpq' (Xu) �

pq
ijkl (u)

+
1

2
@2
xp
0q0xpq

' (Xu) �
pq
ij (u) �

p0q0

kl (u)

�
d


Bij; Bkl

�
u
:(1.12)

Remarque 1.2.2 Notons que cette formule reste valide si X n�est pas une
matrice carrée.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème (1:2:2) :
Dans toute la suite, on pose :

dXpq
t dX

mn
t =

X
i;j;k;l

�pqijt �mnklt d


Bij; Bkl

�
t
:

Corollaire 1.2.2 (voir [31])

1. La formule d�intégration par partie suivante a lieu :

d (Xpq
t X

mn
t ) = dXpq

t X
mn
t +Xpq

t dX
mn
t + dXpq

t dX
mn
t ; (1.13)

2. On a d hXpq
t ; X

mn
t i = dXpq

t dX
mn
t :

12
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Preuve. 1. La G�formule d�Itô appliquée avec ' (x; y) = xy; donne

d (Xpq
t X

mn
t ) =

�
@' (Xpq

t ; X
mn
t )

@x
�pq (t) +

@' (Xpq
t ; X

mn
t )

@y
�mn (t)

�
dt

+

�
@' (Xpq

t ; X
mn
t )

@x
�pqkl (t) +

@' (Xpq
t ; X

mn
t )

@y
�mnkl (t)

�
dBkl

t

+

�
@' (Xpq

t ; X
mn
t )

@x
�pqijkl (t) +

@' (Xpq
t ; X

mn
t )

@y
�mnijkl (t)

+
@2' (Xpq

t ; X
mn
t )

@x@y
�pqkl (t) �

mn
kl (t)

�
d


Bij; Bkl

�
t

= Xmn
t �pq (t) dt+Xmn

t �pqkl (t) dB
kl
t +Xmn

t �pqijkl (t) d


Bij; Bkl

�
t

+Xpq
t �

mn (t) dt+Xpq
t �

mn
kl (t) dB

kl
t +Xpq

t �
mn
ijkl (t) d



Bij; Bkl

�
t

+�pqkl (t) �
mn
kl (t) d



Bij; Bkl

�
t

= Xmn
t dXpq

t +Xpq
t dX

mn
t + �pqkl (t) �

mn
kl (t) d



Bij; Bkl

�
t
:

2. Provient des égalités suivantes :

dBij
t dB

kl
t = d



Bij; Bkl

�
t
;

dtdBij
t = dtd



Bij; Bkl

�
t
= 0:

Remarque 1.2.3 Dans ce qui suit, on écrit hBijit au lieu de hBij; Bijit.

Dé�nition 1.2.5 Comme dans le cas classique, on dé�nit l�intégrale de
Stratonovich � pour deux processus d�Itô matrices X et Y :

X � dY = XdY +
1

2
dXdY et dX � Y = dXY +

1

2
dXdY;

où dXdY est le produit matriciel classique.

La proposition suivante a lieu.

Proposition 1.2.4 (voir [51]) Soient X et Y deux processus matriciels
d�Itô. Alors on a

(i) La formule d�intégration par parties :

d (XY ) = XdY + dXY + dXdY (1.14)

13
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(ii)
d (XY ) = dX � Y +X � dY (1.15)

dX � (Y Z) = (dX � Y ) � Z (1.16)

(Y Z) � dX = (Y � Z) � dX (1.17)

et
(X � dY )T = dY T �XT (1.18)

Y T désigne la transposée de la matrice Y .

Preuve. Soient X; Y; Z des processus matrices d�Itô.
(i) Pour tout i; j 2 1; n, on a

d (XY )ij = d

 X
k

X ikY kj

!
=
X
k

d
�
X ikY kj

�
=

X
k

�
dX ikY kj +X ikdY kj + dX ikdY kj

�
= (dXY )ij + (XdY )ij + (dXdY )ij ;

d�où
d (XY ) = XdY + dXY + dXdY:

(ii) Par un calcul simple, on trouve

dX � Y +X � dY = dXY +
1

2
dXdY +XdY +

1

2
dXdY

= dXY +XdY + dXdY = d (XY ) :

On a

dX � (Y Z) = dX (Y Z) +
1

2
dXd (Y Z)

= dX (Y Z) +
1

2
dX (dY Z + Y dZ) :

D�autre part

(dX � Y ) � Z =

�
dXY +

1

2
dXdY

�
� Z

= dX (Y Z) +
1

2
dXdY Z +

1

2

�
dXY dZ +

1

2
dXdY dZ

�
= dX (Y Z) +

1

2
dX (dY Z + Y dZ) ;
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d�où (1:16). L�égalité (1:17) se démontre de la même manière.
La formule (1:18) provient de la dé�nition de l�intégrale de Stratonovich

et du fait que
(dXdY )T = dY TdXT :
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Chapitre 2

G�EDS des valeurs propres et
des vecteurs propres des
processus matrices

L�objectif de ce chapitre est de donner les équations di¤érentielles sto-
chastiques des valeurs propres et des vecteurs propres des processus qui
sont eux même solutions d�EDS gouvernées par un G�mouvement Brow-
nien matrice. Pour contourner les di¢ cultés liées au fait que les entrées d�un
G�mouvement Brownien matrice ne sont pas forcément indépendantes, on
supposera que leurs covariations quadratiques sont nulles.

2.1 Le modèle

Dans le reste de cette thèse, on suppose que B satisfait l�hypothèse
suivante :

(A) Il existe un processus réel et croissant bj tel que


Bij; Bkl

�
t
= �ik�jlb

j
t

q:s: pour chaque i; j; k; l 2 1; n; où �uv est le symbole de Kronecker.

On a alors �2t � bjt � �2t où � := max
i;j

�ij et � := min
i;j
�ij. Notons que

dans le cas classique, l�hypothèse (A) est satisfaite avec bjt = t pour tout
t 2 [0; T ].
On considère la G�équation di¤érentielle stochastique générale dé�nie

par

dXt = g (Xt) dBth (Xt)+h (Xt) dB
T
t g (Xt)+a (Xt) dt+ c (Xt) d hBit (2.1)
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où les fonctions g; h; a; c : R! R opèrent sur le spectre de Xt, et X0 2 eSn
l�ensemble des matrices symétriques avec n valeurs propres di¤érentes. La
matrice variation quadratique d hBi est dé�nie par d hBi := dBdB. Notons
que grâce à l�hypothèse (A), d hBi est une matrice diagonale où d hBiij =
�ijdb

i.
Dans ce qui suit, soit Sn l�ensemble des matrices symétriques de dimen-

sion n identi�é à Rn(n+1)=2. Soit Xt la solution de l�EDS (2:1) lorsqu�elle
existe et soit HT

t XtHt = �t := diag (�i (t)) la forme de diagonalisation
de Xt, où Ht est une matrice orthonormale. Notons que X 2 Sn et que
pour tout f : R ! R on a f (X) = Hf (�)HT . On suppose que X0 2 eSn
et que les valeurs propres de Xt soient ordonnées de manière croissante :
�1 (t) � �2 (t) � ::: � �n (t) jusqu�au premier temps de collision dé�ni de
la manière suivante :

Dé�nition 2.1.1 On dé�nit le premier temps de collision des valeurs propres
par

� = inf ft : �i (t) = �j (t) pour i 6= jg :

2.2 G�équations di¤érentielles stochastiques
des valeurs propres

Maintenant on est en mesure d�énoncer le résultat principal de cette
thèse. Notons que dans notre modèle, l�équation di¤érentielle stochastique
à étudier (2:1) se comporte comme dans le cas linéaire [4; 5; 14; 16; 37]. Les
techniques utilisées sont inspirées par le cas linéaire, où le G� mouvement
Brownien joue le rôle d�un mouvement Brownien classique. Pour cela on
aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 [31] Soit Xt 2 Sn une solution de (2:1) : Alors la ma-
trice des valeurs propres �t est solution de l�équation di¤érentielle stochas-
tique suivante :

d� = dN � dA � � + � � dA; (2.2)

où dN = HT � dX � H et A est la matrice logarithme stochastique de H
dé�nie par

dA = HT � dH: (2.3)

Preuve. Comme dans [4; 16], on considère la décomposition

� = HTXH;
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d�où
d� = d

�
HTXH

�
: (2.4)

D�après la formule (2:4) et les notations d�Itô Stratonovich, on peut écrire

d� = dHT � (XH) +HT � d (XH)
=

�
dHT �X

�
�H +HT � (dX �H +X � dH)

=
�
dHT �X

�
�H +HT � dX �H +HT �X � dH;

d�où en posant dN = HT � dX �H;

d� =
�
dHT �H�HT

�
�H + dN +HT �H�HT � dH:

On obtient en utilisant les formules (1:16) et (1:17) :

d� = dN + dHT �H� +HTH�HT � dH
= dN + dHT �H� + �HT � dH
= dN + dHT �H � � + � �HT � dH
= dN � dA � � + � � dA:

Théorème 2.2.1 [51] Soit Xt une solution de l�équation (2:1) telle que
X0 2 eSn. Alors il existe un G�mouvement Brownien réel wi tel que wiwj =
�ijb

j. Pour tout i; j 2 1; n et pour t < � le processus des valeurs propres �t
est solution du système suivant :

d�i = 2g (�i)h (�i)
P
k

Hkidwk + a (�i) dt+ dV ii (2.5)

où
dV ij = �ijc (�i)

P
k

�
Hki
�2
dbk + dRij (2.6)

et

dRij =
X
k 6=j

1

�j � �k

�
�ikg

2 (�k)h (�k)h (�j) (2.7)

+g2 (�k)h (�i)h (�j)
P
l

H liH ljdbl

+�ijg
2 (�j)h

2 (�k)
P
l

�
H lk
�2
dbl
�
:

18



1.2. G�MOUVEMENT BROWNIEN MATRICE ET G� CALCUL
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On a également

E
�
X (Ba

T �Ba
t )
2 j
t

�
= X+E

�
(Ba

T �Ba
t )
2�

+X�E
�
� (Ba

T �Ba
t )
2�

=
�
X+�2aaT �X��2aaT

�
(T � t)

et pour tout n � 1

E
�
X (Ba

T �Ba
t )
2n�1 j
t

�
= X+E

�
(Ba

T �Ba
t )
2n�1�

+X�E
�
� (Ba

T �Ba
t )
2n�1�

= jXjE
h�
Ba
T�t
�2n�1i

:

Dé�nition 1.1.8 (voir [58; 50]) Un processus (Mt)t�0 est appelé G�martingale
si pour tout t 2 [0;T ] ;Mt 2 L1G (
t) et pour tout s 2 [0; t] on a

E [Mt j
s ] =Ms q:s::

1.2 G�mouvement Brownien matrice et G�
calcul stochastique

Dans ce qui suit on identi�e chaque matrice carrée d�ordre n à un vecteur
de dimension n2 et on considère maintenant 
 = C0 (Mn) l�espace des
fonctions continues (!t)t2R+ à valeurs dans l�ensemble des matrices carrées
Mn satisfaisant !0 = 0: Les dé�nitions du paragraphe précédent restent
valables sur l�ensemble des matricesMn.
Dans toute la suite, on considère le processus canonique (Bt)t�0 (i.e.

Bt (!) = !t) dé�ni sur (
; Lip (
) ; E) où 
 = C0 (Mn).
�
Bij
t

�
est donc un

G�ij ;�ij�mouvement Brownien réel où

�ij
2 = E

h�
Bij
1

�2i
et �ij2 = �E

h
�
�
Bij
1

�2i
:

Soit �kT =
�
0 = tk0 < tk1 < ::: < tkN = T

	
une suite de subdivisions de

[0; T ], dont le pas

�
�
�kT
�
= max

���tki+1 � tki
�� : i = 0; 1; :::; N � 1

	
;

7
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tend vers 0 lorsque k !1: Par abus d�écriture on écrit �T = ft0; t1; :::; tNg
au lieu de �kT =

�
0 = tk0 < tk1 < ::: < tkN = T

	
: Pour tout p � 1, on consi-

dère l�espace des processus simples Mp;0
G (0; T ) tels que

� = �t (!) =
N�1X
j=0

�j (!)1[tj ;tj+1) (t) , pour 0 = t0 < ::: < tN = T;

où �j 2 L
p
G

�

tj
�
; j = 0; :::; N � 1:

Pour tout p � 1; on note par Mp
G (0; T ) l�adhérence de M

p;0
G (0; T ) sous

la norme

k�kMp
G(0;T )

=

8<:E
24 TZ
0

j�tj
p dt

359=;
1
p

:

Notons que Mp
G (0; T ) un espace de Banach.

Dé�nition 1.2.1 L�intégrale de Bochner de (�t) est dé�nie par

TZ
0

�t (!) dt =
N�1X
j=0

�j (!) (tj+1 � tj) :

On donne maintenant la dé�nition de la G�intégrale d�Itô.

Dé�nition 1.2.2 Pour tout � 2 M2;0
G (0; T ), on dé�nit la G�intégrale

d�Itô par

I (�) :=

TZ
0

�tdB
ij
t =

N�1X
j=0

�j

�
Bij
tj+1 �Bij

tj

�
:

Notons que I (�) est complètement indépendante deG; et

0BB@
tZ
0

�sdB
ij
s

1CCA
0�t�T

est une G�martingale (voir [58]).

Lemme 1.2.1 L�application I :M2;0
G (0; T ) �! L2G (
T ) est linéaire, conti-

nue et peut-être donc prolongée par continuité à M2
G (0; T ) et on a

E

0@ TZ
0

�tdB
ij
t

1A = 0 (1.3)

8
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et

E

264
0@ TZ

0

�tdB
ij
t

1A2
375 � �ij

2E

0@ TZ
0

�tdt

1A (1.4)

Preuve. (voir [3], [25]).

Proposition 1.2.1 Soient �; � 2 M2
G (0; T ) et 0 � s � r � t � T: Alors

on a

(i)
tR
s

�udB
ij
u =

rR
s

�udB
ij
u +

tR
r

�udB
ij
u ;

(ii)
tR
s

(��u + �u) dB
ij
u = �

tR
s

�udB
ij
u +

tR
s

�udB
ij
u ; si � est bornée dans L

1
G (
s) ;

(iii)E

�
X +

TR
r

�udB
ij
u j
s

�
= E [X j
s ] pour X 2 L1G (
s) :

Processus de variation quadratique

Le processus de variation quadratique du G�mouvement Brownien est
un processus très intéressant. On a vu que le G�mouvement Brownien est
un processus de variance incertaine mais de moyenne certaine centrée. Cette
incertitude est concentrée dans sa variation quadratique hBiji : Par ailleurs
hBiji lui-même est un processus de moyenne-variance.
Soit �Nt ; N = 1; 2; ::: une suite de subdivisions de [0; t] dont le pas tend

vers 0: On a alors

Bij2
t =

N�1X
p=0

�
Bij2

tNp+1
�Bij2

tNp

�
=

N�1X
p=0

2Bij
tNp

�
Bij

tNp+1
�Bij

tNp

�
+
N�1X
j=0

�
Bij

tNp+1
�Bij

tNp

�2
:

Dé�nition 1.2.3 La variation quadratique de
�
Bij
t

�
t�0 est dé�nie par la

limite L2G (
) suivante



Bij
�
t
:= lim

�(�NT )!0

N�1X
l=0

�
Bij
tl+1

�Bij
tl

�2
=
�
Bij
t

�2 � 2 tZ
0

Bij
s dB

ij
s :

9
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Remarque 1.2.1 Il est important de garder à l�esprit que hBiji n�est pas
un processus déterministe sauf dans le cas où �ij = �ij, alors Bij devient
un mouvement Brownien classique.

Proposition 1.2.2 (voir [43])Pour tout 0 � s � t � 1; on a

E
�

Bij
�
t
�


Bij
�
s
j
s
�
= �ij

2 (t� s) (1.5)

E
�
�
�

Bij
�
t
�


Bij
�
s

�
j
s
�
= ��ij2 (t� s) (1.6)

Corollaire 1.2.1 [45] Pour tout 0 � s � t � T; on a

�2ijt �
�

Bij
�
t+s
�


Bij
�
s

�
� �ij

2t:

Dé�nition 1.2.4 L�intégrale d�un processus � 2 M1;0
G (0; T ) par rapport à

hBijit est dé�nie par

Q (�) =

TZ
0

�td


Bij
�
t
:=

N�1X
l=0

�l

�

Bij
�
tl+1

�


Bij
�
tl

�
(1.7)

L�application Q : M1;0
G (0; T ) ! L1G (
T ) est continue et peut donc se pro-

longer par continuité à M1
G (0; T ).

Proposition 1.2.3 (voir [43]) Soit � 2M2
G (0; T ) ; alors

E

240@ tZ
0

�sdB
ij
s

1A235 = E

24 tZ
0

�2sd


Bij
�
s

35 :
Le théorème suivant exprime les inégalités Burkholder-Davis-Gundy

(BDG) pour les G�intégrales stochastiques relativement par rapport au
G�mouvement brownien réel Bij (voir [13]).

Théorème 1.2.1 1) Soient p � 1; � 2Mp
G (0; T ) et 0 � s � t � T . Alors

on a

E

24 sup
s�u�t

������
uZ
s

�rd


Bij
�
r

������
p35 � C1 (t� s)p�1

tZ
s

E [j�uj
p] du (1.8)

où C1 > 0 est une constante independante de �:
2) Soient p � 2; � 2Mp

G (0; T ) et 0 � s � t � T . Alors on a

E

24 sup
s�u�t

������
uZ
s

�rdB
ij
r

������
p35 � C2 jt� sj

p
2
�1

tZ
s

E [j�uj
p] du (1.9)

où C2 > 0 est une constante independante de �:
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La covariation quadratique du G�mouvement Brownien matrice

On dé�nit le processus de covariation quadratique par

Bij; Bkm

�
:=
1

4

�

Bij +Bkm

�
�


Bij �Bkm

��
(1.10)

et on observe que

N�1X
p=0

�
Bij

tNp+1
�Bij

tNp

��
Bkm
tNp+1

�Bkm
tNp

�
=

1

4

N�1X
p=0

nh�
Bij
tp+1 +Bkm

tp+1

�
�
�
Bij
tp +Bkm

tp

�i2
�
h�
Bij
tp+1 �Bkm

tp+1

�
�
�
Bij
tp �Bkm

tp

�i2�
;

d�où, puisque �
�
�Nt
�
! 0, on a

lim
N!1

N�1X
p=0

�
Bij

tNp+1
�Bij

tNp

��
Bkm
tNp+1

�Bkm
tNp

�
=


Bij; Bkm

�
;

et aussi 

Bij; Bkm

�
t
=

1

4

�

Bij +Bkm

�
t
�


Bij �Bkm

�
t

�
= Bij

t B
km
t �

tZ
0

Bij
s dB

km
s �

tZ
0

Bkm
s dBij

s :

Il résulte que, pour tout � 2M1
G (0; T ;R) on a

TZ
0

�sd


Bij; Bkm

�
s
=
1

4

TZ
0

�sd


Bij +Bkm

�
s
� 1
4

TZ
0

�sd


Bij �Bkm

�
s
:

1.2.1 G�Formule d�Itô
On donne maintenant la G�formule d�Itô dans un cadre général (voir

[25; 26] pour le cas vectoriel). Dans la suite, nous adoptons la convention
de notation d�Einstein.
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Théorème 1.2.2 Soit ' une fonction de classe C2 surMn de telle sorte
que @xpq'; @2xp0q0xpq' 2 Cb:Lip (Mn) : Soit X = (X ij) un processus d�Itô
matriciel sur [0; T ] avec

Xpq
t = Xpq

0 +

tZ
0

�pq (s) ds+

tZ
0

�pqijkl (s) d


Bij; Bkl

�
s
+

tZ
0

�pqkl (s) dB
kl
s ; (1.11)

où �pq; �pqijkl 2 M1
G (0; T ) et �

pq
kl 2 M2

G (0; T ). Alors pour chaque t 2 [0; T ] ;
on a q:s:,

' (Xt)� ' (X0) =

tZ
0

@xpq' (Xu) �
pq
kl (u) dB

kl
u +

tZ
0

@xpq' (Xu)�
pq (u) du

+

tZ
0

�
@xpq' (Xu) �

pq
ijkl (u)

+
1

2
@2
xp
0q0xpq

' (Xu) �
pq
ij (u) �

p0q0

kl (u)

�
d


Bij; Bkl

�
u
:(1.12)

Remarque 1.2.2 Notons que cette formule reste valide si X n�est pas une
matrice carrée.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème (1:2:2) :
Dans toute la suite, on pose :

dXpq
t dX

mn
t =

X
i;j;k;l

�pqijt �mnklt d


Bij; Bkl

�
t
:

Corollaire 1.2.2 (voir [31])

1. La formule d�intégration par partie suivante a lieu :

d (Xpq
t X

mn
t ) = dXpq

t X
mn
t +Xpq

t dX
mn
t + dXpq

t dX
mn
t ; (1.13)

2. On a d hXpq
t ; X

mn
t i = dXpq

t dX
mn
t :

12
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Preuve. 1. La G�formule d�Itô appliquée avec ' (x; y) = xy; donne

d (Xpq
t X

mn
t ) =

�
@' (Xpq

t ; X
mn
t )

@x
�pq (t) +

@' (Xpq
t ; X

mn
t )

@y
�mn (t)

�
dt

+

�
@' (Xpq

t ; X
mn
t )

@x
�pqkl (t) +

@' (Xpq
t ; X

mn
t )

@y
�mnkl (t)

�
dBkl

t

+

�
@' (Xpq

t ; X
mn
t )

@x
�pqijkl (t) +

@' (Xpq
t ; X

mn
t )

@y
�mnijkl (t)

+
@2' (Xpq

t ; X
mn
t )

@x@y
�pqkl (t) �

mn
kl (t)

�
d


Bij; Bkl

�
t

= Xmn
t �pq (t) dt+Xmn

t �pqkl (t) dB
kl
t +Xmn

t �pqijkl (t) d


Bij; Bkl

�
t

+Xpq
t �

mn (t) dt+Xpq
t �

mn
kl (t) dB

kl
t +Xpq

t �
mn
ijkl (t) d



Bij; Bkl

�
t

+�pqkl (t) �
mn
kl (t) d



Bij; Bkl

�
t

= Xmn
t dXpq

t +Xpq
t dX

mn
t + �pqkl (t) �

mn
kl (t) d



Bij; Bkl

�
t
:

2. Provient des égalités suivantes :

dBij
t dB

kl
t = d



Bij; Bkl

�
t
;

dtdBij
t = dtd



Bij; Bkl

�
t
= 0:

Remarque 1.2.3 Dans ce qui suit, on écrit hBijit au lieu de hBij; Bijit.

Dé�nition 1.2.5 Comme dans le cas classique, on dé�nit l�intégrale de
Stratonovich � pour deux processus d�Itô matrices X et Y :

X � dY = XdY +
1

2
dXdY et dX � Y = dXY +

1

2
dXdY;

où dXdY est le produit matriciel classique.

La proposition suivante a lieu.

Proposition 1.2.4 (voir [51]) Soient X et Y deux processus matriciels
d�Itô. Alors on a

(i) La formule d�intégration par parties :

d (XY ) = XdY + dXY + dXdY (1.14)

13
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(ii)
d (XY ) = dX � Y +X � dY (1.15)

dX � (Y Z) = (dX � Y ) � Z (1.16)

(Y Z) � dX = (Y � Z) � dX (1.17)

et
(X � dY )T = dY T �XT (1.18)

Y T désigne la transposée de la matrice Y .

Preuve. Soient X; Y; Z des processus matrices d�Itô.
(i) Pour tout i; j 2 1; n, on a

d (XY )ij = d

 X
k

X ikY kj

!
=
X
k

d
�
X ikY kj

�
=

X
k

�
dX ikY kj +X ikdY kj + dX ikdY kj

�
= (dXY )ij + (XdY )ij + (dXdY )ij ;

d�où
d (XY ) = XdY + dXY + dXdY:

(ii) Par un calcul simple, on trouve

dX � Y +X � dY = dXY +
1

2
dXdY +XdY +

1

2
dXdY

= dXY +XdY + dXdY = d (XY ) :

On a

dX � (Y Z) = dX (Y Z) +
1

2
dXd (Y Z)

= dX (Y Z) +
1

2
dX (dY Z + Y dZ) :

D�autre part

(dX � Y ) � Z =

�
dXY +

1

2
dXdY

�
� Z

= dX (Y Z) +
1

2
dXdY Z +

1

2

�
dXY dZ +

1

2
dXdY dZ

�
= dX (Y Z) +

1

2
dX (dY Z + Y dZ) ;
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d�où (1:16). L�égalité (1:17) se démontre de la même manière.
La formule (1:18) provient de la dé�nition de l�intégrale de Stratonovich

et du fait que
(dXdY )T = dY TdXT :
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Chapitre 2

G�EDS des valeurs propres et
des vecteurs propres des
processus matrices

L�objectif de ce chapitre est de donner les équations di¤érentielles sto-
chastiques des valeurs propres et des vecteurs propres des processus qui
sont eux même solutions d�EDS gouvernées par un G�mouvement Brow-
nien matrice. Pour contourner les di¢ cultés liées au fait que les entrées d�un
G�mouvement Brownien matrice ne sont pas forcément indépendantes, on
supposera que leurs covariations quadratiques sont nulles.

2.1 Le modèle

Dans le reste de cette thèse, on suppose que B satisfait l�hypothèse
suivante :

(A) Il existe un processus réel et croissant bj tel que


Bij; Bkl

�
t
= �ik�jlb

j
t

q:s: pour chaque i; j; k; l 2 1; n; où �uv est le symbole de Kronecker.

On a alors �2t � bjt � �2t où � := max
i;j

�ij et � := min
i;j
�ij. Notons que

dans le cas classique, l�hypothèse (A) est satisfaite avec bjt = t pour tout
t 2 [0; T ].
On considère la G�équation di¤érentielle stochastique générale dé�nie

par

dXt = g (Xt) dBth (Xt)+h (Xt) dB
T
t g (Xt)+a (Xt) dt+ c (Xt) d hBit (2.1)
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2.2. G�ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES DES
VALEURS PROPRES

où les fonctions g; h; a; c : R! R opèrent sur le spectre de Xt, et X0 2 eSn
l�ensemble des matrices symétriques avec n valeurs propres di¤érentes. La
matrice variation quadratique d hBi est dé�nie par d hBi := dBdB. Notons
que grâce à l�hypothèse (A), d hBi est une matrice diagonale où d hBiij =
�ijdb

i.
Dans ce qui suit, soit Sn l�ensemble des matrices symétriques de dimen-

sion n identi�é à Rn(n+1)=2. Soit Xt la solution de l�EDS (2:1) lorsqu�elle
existe et soit HT

t XtHt = �t := diag (�i (t)) la forme de diagonalisation
de Xt, où Ht est une matrice orthonormale. Notons que X 2 Sn et que
pour tout f : R ! R on a f (X) = Hf (�)HT . On suppose que X0 2 eSn
et que les valeurs propres de Xt soient ordonnées de manière croissante :
�1 (t) � �2 (t) � ::: � �n (t) jusqu�au premier temps de collision dé�ni de
la manière suivante :

Dé�nition 2.1.1 On dé�nit le premier temps de collision des valeurs propres
par

� = inf ft : �i (t) = �j (t) pour i 6= jg :

2.2 G�équations di¤érentielles stochastiques
des valeurs propres

Maintenant on est en mesure d�énoncer le résultat principal de cette
thèse. Notons que dans notre modèle, l�équation di¤érentielle stochastique
à étudier (2:1) se comporte comme dans le cas linéaire [4; 5; 14; 16; 37]. Les
techniques utilisées sont inspirées par le cas linéaire, où le G� mouvement
Brownien joue le rôle d�un mouvement Brownien classique. Pour cela on
aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 [31] Soit Xt 2 Sn une solution de (2:1) : Alors la ma-
trice des valeurs propres �t est solution de l�équation di¤érentielle stochas-
tique suivante :

d� = dN � dA � � + � � dA; (2.2)

où dN = HT � dX � H et A est la matrice logarithme stochastique de H
dé�nie par

dA = HT � dH: (2.3)

Preuve. Comme dans [4; 16], on considère la décomposition

� = HTXH;
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d�où
d� = d

�
HTXH

�
: (2.4)

D�après la formule (2:4) et les notations d�Itô Stratonovich, on peut écrire

d� = dHT � (XH) +HT � d (XH)
=

�
dHT �X

�
�H +HT � (dX �H +X � dH)

=
�
dHT �X

�
�H +HT � dX �H +HT �X � dH;

d�où en posant dN = HT � dX �H;

d� =
�
dHT �H�HT

�
�H + dN +HT �H�HT � dH:

On obtient en utilisant les formules (1:16) et (1:17) :

d� = dN + dHT �H� +HTH�HT � dH
= dN + dHT �H� + �HT � dH
= dN + dHT �H � � + � �HT � dH
= dN � dA � � + � � dA:

Théorème 2.2.1 [51] Soit Xt une solution de l�équation (2:1) telle que
X0 2 eSn. Alors il existe un G�mouvement Brownien réel wi tel que wiwj =
�ijb

j. Pour tout i; j 2 1; n et pour t < � le processus des valeurs propres �t
est solution du système suivant :

d�i = 2g (�i)h (�i)
P
k

Hkidwk + a (�i) dt+ dV ii (2.5)

où
dV ij = �ijc (�i)

P
k

�
Hki
�2
dbk + dRij (2.6)

et

dRij =
X
k 6=j

1

�j � �k

�
�ikg

2 (�k)h (�k)h (�j) (2.7)

+g2 (�k)h (�i)h (�j)
P
l

H liH ljdbl

+�ijg
2 (�j)h

2 (�k)
P
l

�
H lk
�2
dbl
�
:
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VALEURS PROPRES

Preuve. Par souci de simplicité, on utilise la notation 	ij au lieu de
	(Xt)

ij pour 	 = g; g2; h; a et c. D�après la proposition précédente on
a d� = dN � dA � � + � � dA. Observons maintenant que le processus
� � dA� dA � � est nul sur la diagonale. Par conséquent d�i = dN ii et on
a 0 = dN ij + (�i � �j) dA

ij si i 6= j et donc

dAij =
1

�j � �i
dN ij pour i 6= j (2.8)

On a d�après l�équation (2:1)

dX ij =
P
p;q

gipdBpq
t h

qj +
P
p;q

hipdBqp
t g

qj + aijdt+
P
p;q

cipd


Bpq; Bqj

�
t
;

d�où

dX ij
t dX

km
t =

�P
p;q

gipdBpq
t h

qj +
P
p;q

hipdBqp
t g

qj

�
�
 P
p0;q0

gkp
0
dBp0q0

t hq
0m +

P
p;q

hkp
0
dBq0p0

t gq
0m

!
=

X
p;q

gipdBpq
t h

qj
X
p0;q0

gkp
0
dBp0q0

t hq
0m

+
X
p;q

gipdBpq
t h

qj
X
p0;q0

hkp
0
dBq0p0

t gq
0m

+
X
p;q

hipdBqp
t g

qj
X
p0;q0

gkp
0
dBp0q0

t hq
0m

+
X
p;q

hipdBqp
t g

qj
X
p0;q0

hkp
0
dBq0p0

t gq
0m

=
P

p;q;p0;q0
giphqjgkphqm�pp0�qq0db

q
t +

P
p;q;p0;q0

giphqjhkqgpm�pq0�qp0db
q
t

+
P
p;q

hipgqjgkqhpm�qp0�pq0db
p
t +

P
p;q

hipgqjhkpgqm�qq0�pp0db
p
t :

Il résulte que

dX ij
t dX

km
t =

P
p;q

[giphqjgkphqm + giphqjgpmhkq]dbqt

+
P
p;q

[hipgqjgkqhpm + hipgqjhkpgqm]dbpt

=
P
l

h�
g2
�ik

hljhlm +
�
g2
�im

hljhkl

+
�
g2
�kj

hilhlm +
�
g2
�jm

hilhkl
i
dblt:
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Finalement, on obtient

dX ij
t dX

km
t =

P
l

h�
g2
�ik

hljhlm +
�
g2
�kj

hlihlm (2.9)

+
�
g2
�im

hljhlk +
�
g2
�jm

hlihlk
i
dblt

Il est facile de véri�er que

dN = HTdXH +
1

2
HTdXdH +

1

2
dHTdXH; (2.10)

il résulte alors que la partie G�martingale de dN est égale à la partie
G�martingale de HTdXH, donnée par :

dN ijdNkm =
�
HTdXH

�ij �
HTdXH

�km
(2.11)

=
X
pq

HpidXpqHqj
X
p0q0

Hp0kdXp0q0Hq0m:

La formule (2:11) écrite avec (p; q; p0; q0) au lieu de (i; j; k;m), devient

dN ijdNkm =
P
l

P
p;q;p0;q0

HpiHqjHp0kHq0m

��
g2
�pp0

hlqhlq
0
+
�
g2
�p0q

hlphlq
0

+
�
g2
�pq0

hlqhlp
0
+
�
g2
�qq0

hlphlp
0
i
dbl (2.12)

=
P
l

"P
p;p0

Hpi
�
g2
�pp0

Hp0kP
q;q0
Hqjhlqhlq

0
Hq0m

#
dbl| {z }

(I)

+
P
l

"P
q;p0

Hqj
�
g2
�p0q

Hp0kP
q0;p

Hpihlphlq
0
Hq0m

#
dbl| {z }

(II)

+
P
l

"P
p;q0

Hpi
�
g2
�pq0

Hq0mP
q;p0

Hqjhlqhlp
0
Hp0k

#
dbl| {z }

(III)

+
P
l

"P
q;q0
Hqj

�
g2
�qq0

Hq0mP
p;p0

Hpihlphlp
0
Hp0k

#
dbl| {z }

(IV )

:
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Observons maintenant queP
p;p0

Hpi
�
g2
�pp0

Hp0k =
�
HTg2H

�ik
= g2 (�)ik = �ikg

2 (�k) ;

d�où

(I) = �ikg
2 (�k)

P
q;q0
Hqj

�P
l

hlqhlq
0
dbl
�
Hq0m

= �ikg
2 (�k)

P
q;q0
Hqj (h (X) d hBih (X))qq

0
Hq0m

= �ikg
2 (�k)

�
HTh (X) d hBih (X)H

�jm
;

et de façon similaire, on a

(II) = �jkg
2 (�k)

�
HTh (X) d hBih (X)H

�im
;

(III) = �img
2 (�m)

�
HTh (X) d hBih (X)H

�jk
;

(IV ) = �jmg
2 (�m)

�
HTh (X) d hBih (X)H

�ik
:

Il résulte que

dN ijdNkm = �ikg
2 (�k)

�
HTh (X) d hBih (X)H

�jm
+�jkg

2 (�k)
�
HTh (X) d hBih (X)H

�im
+�img

2 (�m)
�
HTh (X) d hBih (X)H

�kj
+�jmg

2 (�m)
�
HTh (X) d hBih (X)H

�ik
;

et en utilisant le fait que h (X)H = Hh (�), on obtient

dN ijdNkm = �ikg
2 (�k)

�
h (�)HTd hBiHh (�)

�jm
+�jkg

2 (�k)
�
h (�)HTd hBiHh (�)

�im
+�img

2 (�m)
�
h (�)HTd hBiHh (�)

�kj
+�jmg

2 (�m)
�
h (�)HTd hBiHh (�)

�ik
: (2.13)

Comme
�
HTd hBiH

�ij
=
P
l

H liH ljdbl, alors

�
h (�)HTd hBiHh (�)

�ij
= h (�i)h (�j)

P
l

H liH ljdbl;
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d�où d�après la formule (2:12)

dN ijdNkm = �ikg
2 (�k)h (�j)h (�m)

P
l

H ljH lmdbl (2.14)

+�jkg
2 (�k)h (�i)h (�m)

P
l

H liH lmdbl

+�img
2 (�m)h (�k)h (�j)

P
l

H lkH ljdbl

+�jmg
2 (�m)h (�i)h (�k)

P
l

H liH lkdbl;

et donc,

dN iidN jj = 4�ijg
2 (�i)h

2 (�i)
P
l

�
H li
�2
dbl: (2.15)

Il s�ensuit qu�il existe unG�mouvement Brownienwi satisfaisant hwi; wji =
�ijb

j, tel que la partie G�martingale de d�i soit égale à

2g (�i)h (�i)
P
k

Hkidwk (2.16)

Passons maintenant à la partie à variation �nie dF de dN . On a

dFt = HTaHdt = a (�t) dt:

On en déduit que F est diagonale et

dF iit = a (�i (t)) dt (2.17)

D�autre part, la partie intégrale dV par rapport à dbi de dN :

dV = HT cd hBiH +
1

2

�
dHTdXH +HTdXdH

�
= HT cHHTd hBiH +

1

2

��
dHTH

� �
HTdXH

�
+
�
HTdXH

� �
HTdH

��
= c (�)HTd hBiH +

1

2

�
dNdA+ (dNdA)T

�
:

Notons que
�
c (�)HTd hBiH

�ij
= �ijc (�i)

P
k

�
Hki
�2
dbk. Il s�ensuit que, si

i 6= j,

(dNdA)ij =
P
k

dN ikdAkj =
P
k 6=j

1

�j � �k
dN ikdNkj:

22
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On a d�après la formule (2:14) avec (i; k; k; j) au lieu de (i; j; k;m),

(dNdA)ij =
P
k 6=j

1

�j � �k

�
�ikg

2 (�k)h (�k)h (�j)
P
l

H lkH ljdbl

+g2 (�k)h (�i)h (�j)
P
l

H liH ljdbl

+�ijg
2 (�j)h

2 (�k)
P
l

H lkH lkdbl

+�kjg
2 (�j)h (�i)h (�k)

P
l

H liH lkdbl
�

=
P
k 6=j

1

�j � �k

�
�ikg

2 (�k)h (�k)h (�j)
P
l

H lkH ljdbl

+g2 (�k)h (�i)h (�j)
P
l

H liH ljdbl
�

et

(dNdA)ii =
P
k 6=i

1

�i � �k

�
g2 (�k)h

2 (�i)
P
l

�
H li
�2
dbl

+g2 (�i)h
2 (�k)

P
l

�
H lk
�2
dbl
�
;

ce qui implique que, pour i 6= j

dV ij =
P
k 6=j

1
�j��k

��
�ikg

2 (�k)h (�k)h (�j) + g2 (�k)h (�i)h (�j)
�P

l

H liH ljdbl
�

(2.18)
et que

dV ii = c (�i)
P
k

�
Hki
�2
dbk +

P
k 6=i

1
�i��k

�
g2 (�k)h

2 (�i)
P
l

�
H li
�2
dbl

+g2 (�i)h
2 (�k)

P
l

�
H lk
�2
dbl
�

(2.19)

Par conséquent, d�i = 2g (�i)h (�i)
P
k

Hkidwk + a (�i) dt + dV ii; d�où le

résultat désiré.
Notons que dans [34; 35], les auteurs traitent le cas des mouvements

Browniens avec des méthodes analogues.
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2.3 G�equations di¤érentielles stochastiques
des vecteurs propres

Pour expliciter lesG�équations di¤érentielles stochastiques des vecteurs
propres, on aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 [31] La matrice Ht satisfait l�équation suivante :

dH = H � dA = HdA+
1

2
HdAdA: (2.20)

Preuve. On a

dA = HT � dH
= HTdH +

1

2
dHTdH:

En multipliant cette égalité à gauche parH et en ajoutant 1
2
dHdA des deux

côtés, on obtient

HdA+
1

2
dHdA = dH +

1

2
HdHTdH +

1

2
dHdA:

D�une part, on a

1

2

�
HdHTdH + dHdA

�
=

1

2

�
HdHTdH + dH

�
HTdH +

1

2
dHTdH

��
=

1

2

�
HdHT + dHHT

�
dH;

d�autre part, on a

0 = dI = d
�
HHT

�
= HdHT + dHHT + dHdHT ;

d�où
HdHT + dHHT = �dHdHT ;

et
1

2

�
HdHTdH + dHdA

�
= �1

2
dHdHTdH = 0;

et en combinant ces égalités, on obtient

dH = H � dA = HdA+
1

2
HdAdA:
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VECTEURS PROPRES

Théorème 2.3.1 (voir [51]) La matrice des vecteurs propres Ht satisfait
l�équation di¤érentielle stochastique suivante

dH ij =
P
k 6=j

H ik

�j � �k

nh
g (�k)h (�j) (d�H)

jj + g (�j)h (�k) (d�H)
kk
i

+dV kj
	
� 1
2

P
k

H ikdQkj (2.21)

où dV kj est donné par l�équation (2:6),

dQkj =
P

l 6=k;l 6=j

1

(�l � �k) (�l � �j)

�
�kjg

2 (�k)h
2 (�l)

P
p

�
Hpl
�2
dbp

+g2 (�l)h (�k)h (�j)
P
p

HpkHpjdbp
�
;

et
�
�ij
�
est un G�mouvement Brownien matriciel satisfait l�hypothèse (A) :

Preuve. On a d�après la proposition (2:3:1)

dH = HdA+
1

2
HdAdA;

d�où
dH ij =

X
l

H ildAlj +
1

2

X
l

H il (dAdA)lj :

D�une part, on a d�après l�équation (2:8) :

(dAdA)ij =
P
k

dAikdAkj

=
P

k 6=i;k 6=j

1

(�k � �i) (�j � �k)
dN ikdNkj (2.22)

=
P

k 6=i;k 6=j

1

(�k � �i) (�j � �k)

�
�ijg

2 (�i)h
2 (�k)

P
l

�
H lk
�2
dbl+

g2 (�k)h (�i)h (�j)
P
l

H liH ljdbl
�

D�autre part, à l�aide de l�équation (2:14), on déduit que si i 6= j;

dN ijdN ij =

�
g2 (�i)h

2 (�j)
P
l

�
H lj
�2
dbl + g2 (�j)h

2 (�i)
P
l

�
H li
�2
dbl
�
:
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Il s�ensuit que la partie G�martingale de dN ij est�
g (�i)h (�j)

P
l

H ljd�jl + g (�j)h (�i)
P
l

H lid�il
�

=
h
g (�i)h (�j) (d�H)

jj + g (�j)h (�i) (d�H)
ii
i
;

où � :=
�
�ij
�
est un G�mouvement Brownien matriciel satisfait l�hypo-

thèse (A) et que si i 6= j

dAij =
1

�j � �i
dN ij (2.23)

=
1

�j � �i

h
g (�i)h (�j) (d�H)

jj + g (�j)h (�i) (d�H)
ii
i
+ dV ij

La formule (2:21) découle de (2:20), (2:22) et (2:23).

2.4 Temps de collision

Le Théorème de Lèvy ci-dessous nous donne une manière facile d�af-
�rmer quand est-ce-qu�une martingale locale continue est un mouvement
Brownien.

Théorème 2.4.1 (Théorème de Lévy voir [47])
Soit W une martingale locale continue de dimension n � n, nulle en 0

telle que 

W ij;W kl

�
t
=

�
t; si i = k et j = l

0; sinon
:

Alors W est un mouvement Brownien.
Preuve. Il su¢ t de montrer que X := vec (W ) est un mouvement Brow-
nien n2�dimensionnel. Soient a; b 2 f1; :::; n2g. Alors, il existe i; j; k; l 2
f1; :::; ng tel que a = n (j � 1) + i et b = n (l � 1) + k. Clairement, i = k et
j = l impliquent a = b, et inversement. Ainsi,


Xa; Xb
�
=


W ij;W kl

�
= t1fi=kg1fj=lg = t1fa=bg:

On conclut d�après le théorème 40, chapitre 2 Protter [48] que X est un
mouvement Brownien n2�dimensionnel.
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3.1. THÉORÈME DE YAMADA-WATANABE
MULTIDIMENSIONNEL

(i) Il existe une fonction � strictement croissante sur R+, nulle en 0 et telle
que 1

�
=2 L1 (R+) et j� (x)� � (y)j2 � � (jx� yj) pour tout x; y 2 R,

(ii) b est une fonction continue Lipschitzinne.

Alors l�EDS
dXt = � (Xt) dBt + b (Xt) dt (3.1)

admet une solution forte unique.

P. Graczyk et J. Malecki sont les premiers auteurs qui ont proposé une
version multidimensionnelle de ce théorème, qui a été la clé de l�étude de
l�existence et l�unicité de l�EDS de type (2:1). On aura besoin du lemme
suivant

Lemme 3.1.1 [21; 30] (Lemme de Gronwall) Soient ' une fonction conti-
nue non négative sur un segment [a; b] et véri�ant l�inégalité :

8t 2 [a; b] ;' (t) � C + A

tZ
a

' (s) ds:

Alors
8t 2 [a; b] ;' (t) � CeAt:

Théorème 3.1.2 [16] Soient p; q; r 2 N et ai : Rp ! R; i = 1; p et
ck; dj : Rp+r ! R, k = p + 1; :::; p + q ; j = p + 1; :::; p + r des fonc-
tions à valeurs réelles bornées et continues, satisfaisant les conditions de
Lipschitz suivantes :

1. jai (y1)� ai (y2)j < A ky1 � y2k ; i = 1; p;
2. jck (y1; z1)� ck (y2; z2)j < A k(y1; z1)� (y2; z2)k ; k = p+ 1; p+ q;

3. jdj (y1; z1)� dj (y2; z2)j < A k(y1; z1)� (y2; z2)k ; j = p+ 1; p+ r;

pour tout y1; y2 2 Rp et z1; z2 2 Rr. De plus, soit �i : R ! R; i = 1; p
un ensemble des fonctions boréliennes bornées telles que

j�i (x)� �i (y)j2 � �i (jx� yj) ; x; y 2 R

où �i : (0;1)! (0;1) sont des fonctions boréliennes telles que :Z
0+

��1i (x) dx =1:
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CHAPITRE 3. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION
D�UNE G�ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE

MATRICIELLE

Alors le système des équations di¤érentielles stochastiques suivant

dY i = �i
�
Y i
�
dBi + ai (Y ) dt; i = 1; p (3.2)

dZj =

p+qX
k=p+1

ck (Y; Z) dB
k + aj (Y; Z) dt; j = p+ 1; p+ r (3.3)

admet une solution forte unique.

Signi�cation de p, q et r :
p : nombre de coordonnées de Y ,
q : nombre de mouvements Browniens dans les EDS pour dZ,
r : nombre de coordonnées de Z.

Preuve. La preuve est basée sur l�approche présentée dans Revuz,Yor [49],
en particulier sur les résultats de Le Gall [24]:

Soit (Y; Z) et
�eY ; eZ� deux solutions de (3:2) et (3:3) dé�nies avec le

même mouvement Brownien B = (Bi)i�p+q telles que :

Y0 = eY0 et Z0 = fZ0 p:s::

On a pour tout i = 1; :::; p,

Y i � eY i =

tZ
0

�
�i
�
Y i
s

�
� �i

�eY i
s

��
dBi

s +

tZ
0

�
ai (Ys)� ai

�eYs�� ds (3.4)

ce qui implique que

d
D
Y i � eY i; Y i � eY i

E
t
=
�
�i
�
Y i
t

�
� �i

�eY i
t

���
�i
�
Y i
t

�
� �i

�eY i
t

��
dt

(3.5)

et en multipliant par

tZ
0

1fY is>eY isg
�i(Y is�eY is ) ; on obtient

tZ
0

1fY is>eY isg
�i

�
Y i
s � eY i

s

�dDY i � eY i; Y i � eY i
E
=

tZ
0

(�i(Y is )��i(eY is ))2
�i(Y is�eY is ) 1fY is>eY isgds

� t;
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d�où d�après le lemme 3:3 de [49] p:389, le temps local de Y i � eY i en 0,

L0t

�
Y i � eY i

�
est identiquement nul. Par conséquent, par la formule de

Tanaka on a

���Y i
t � eY i

t

��� =

tZ
0

sgn
�
Y i
s � eY i

s

�
d
�
Y i
s � eY i

s

�
+
1

2
L0t

�
Y i � eY i

�

=

tZ
0

sgn
�
Y i
s � eY i

s

�
d
�
Y i
s � eY i

s

�

=

tZ
0

sgn
�
Y i
s � eY i

s

��
�i
�
Y i
s

�
� �i

�eY i
s

��
dBi

s

+

tZ
0

sgn
�
Y i
s � eY i

s

��
ai (Ys)� ai

�eYs�� ds:
Comme �i est bornnée, alors

���Y i
t � eY i

t

���� tZ
0

sgn
�
Y i
s � eY i

s

��
ai (Ys)� ai

�eYs�� ds
est une martingale nulle en 0, d�où d�après les conditions de Lipschitz sa-
tisfaites par les ai,

E
���Y i
t � eY i

t

��� � A

tZ
0

E



Ys � eYs


 ds:

En sommant ces dernières inégalités par rapport à i, on obtient

E



Ys � eYs


 � C

tZ
0

E



Ys � eYs


 ds;

d�où d�après le lemme de Gronwall Yt = eYt pour tout t > 0 p:s:.
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Il résulte, d�après les propriétés de l�intégrale d�Itô et de l�inégalité de
Schwartz, que pour tout t 2 [0;T ]

E
���Zjt � eZjt ���2 � C

p+qX
k=p+1

E

0@ tZ
0

�
ck (Ys; Zs)� ck

�eYs; eZs�� dBk
s

1A2

+CE

0@ tZ
0

�
aj (Ys; Zs)� aj

�eYs; eZs�� ds
1A2

� C

p+qX
k=p+1

E

tZ
0

�
ck (Ys; Zs)� ck

�eYs; eZs��2 ds
+CTE

tZ
0

�
aj (Ys; Zs)� aj

�eYs; eZs��2 ds
� CA2 (q + T )E

tZ
0

�


Ys � eYs


2 + 


Zs � eZs


2� ds:
Ainsi, d�après l�argument utilisé précédemment on a Y = eY et on obtient

E



Zt � eZt


2 � CA2 (q + T ) r

tZ
0

E



Zs � eZs


2 ds:

On conclut d�après le lemme de Gronwall que Zt = eZt p:s: pour tout t 2
[0; T ].

3.2 Cas des G�équations di¤érentielles sto-
chastiques

Dans ce paragraphe, on utilise les hypothèses de croissance linéaire et
de Lipschitz sur les fonctions g; h; a; c comme fonction de matrices (voir
l�appendice) et non de variables réelles.
Hypothèses : On suppose que g; h; a; c : R ! R, satisfont les condi-

tions suivantes :

(i) Condition Lipschitz : pour tout X; Y 2 Rn�n

jJ (X)� J (Y )j2 � A jX � Y j2 ;
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où J (X) = g (X)ik h (X)jl, a (X) et c (X) respectivement et A est un
constante positive.

(ii) Condition de croissance linéaire : pour tout X 2 Rn�n

jJ (X)j2 � K
�
1 + jXj2

�
;

où J (X) = g (X)ik h (X)jl ; a (X) et c (X) respectivement et K est
un constante positive.

Théorème 3.2.1 [51] Sous les hypothèses (i) et (ii) ; on a l�unicité en
trajectoires de la solustion de l�équation di¤érentielle stochastique (2:1).

Preuve. On a

dX ij =
P
k;l

�
g (X)ik h (X)lj + g (X)kj h (X)il

�
dBkl+a (X)ij dt+c (X)ij d



Bjj
�

(3.6)
Soient X (xk) ; k = 1; 2 deux solutions de l�EDS (2:1) avec les conditions
initiales xk =

�
xijk
�
. Par souci de simplicité, on utilise la notation

J ijkl (X) := g (X)ik h (X)lj + g (X)kj h (X)il

pour X 2 Rn�n. Alors on a pour tout u � t

X ij
u (x1)�X ij

u (x2) =
��xij1 � xij2

��+ uZ
0

X
k;l

�
J ijkl (Xs (x1))� J ijkl (Xs (x2))

�
dBkl

+

uZ
0

�
a (Xs (x1))

ij � a (Xs (x2))
ij
�
ds

+

uZ
0

�
c (Xs (x1))

ij � c (Xs (x2))
ij
�
d


Bjj
�
s
;

d�où

E
��X ij

u (x1)�X ij
u (x2)

��2 � C
n��xij1 � xij2

��2 + (I 0) + (II 0) + (III 0)o ;
où

(I 0) =
X
k;l

E

0@������
uZ
0

�
J ijkl (Xs (x1))� J ijkl (Xs (x2))

�
dBkl

s

������
21A ;

(II 0) = E

0@������
uZ
0

�
a (Xs (x1))

ij � a (Xs (x2))
ij
�
ds

������
21A
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et

(III 0) = E

0@������
uZ
0

�
c (Xs (x1))

ij � c (Xs (x2))
ij
�
d


Bjj
�
s

������
21A :

Pour (I 0), on applique l�inégalité BDG (1:9) avec p = 2 et on a

(I 0) � E

0@sup
u�t

X
k;l

������
uZ
0

�
J ijkl (Xs (x1))� J ijkl (Xs (x2))

�
dBkl

s

������
1A2

� E

0@X
k;l

sup
u�t

0@������
uZ
0

�
J ijkl (Xs (x1))� J ijkl (Xs (x2))

�
dBkl

s

������
1A1A2

� C
X
k;l

uZ
0

E
���J ijkl (Xs (x1))� J ijkl (Xs (x2))

��2 ds� ;
d�où d�après la condition de Lipschitz

(I 0) � C
X
k;l

uZ
0

E
�
jXs (x1)�Xs (x2)j2 ds

�

� C

tZ
0

E

�
sup
u�s

jXu (x1)�Xu (x2)j2 ds
�
:

Pour (II 0)

(II 0) � E

0@ uZ
0

���a (Xs (x1))
ij � a (Xs (x2))

ij
���2
1A ds

�
uZ
E

0

����Xs (x1)
ij �Xs (x2)

ij
���2� ds

� C

tZ
0

E

�
sup
u�s

jXu (x1)�Xu (x2)j2 ds
�
:
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On a d�après l�inégalité BDG (1:8) pour p = 2

(III 0) � Ct

0@ uZ
0

E

�����c (Xs (x1))
ij � c (Xs (x2))

ij
����2� ds

1A
� Ct

0@ uZ
0

E

����Xs (x1)
ij �Xs (x2)

ij
���2� ds

1A
� CT

0@ tZ
0

E

�
sup
u�s

jXu (x1)�Xu (x2)j2
�
ds

1A :

On obtient �nalement en sommant (I 0) ; (II 0) et (III 0)

E

�
sup
u�t

jXu (x1)�Xu (x2)j2
�

� C (T; n)
�
jx1 � x2j2

+

tZ
0

E

�
sup
u�s

jXu (x1)�Xu (x2)j2
�
ds

1A ;

d�où d�après le lemme de Gronwall,

0 � E

�
sup
u�t

jXu (x1)�Xu (x2)j2
�
� C (T; n) jx1 � x2j2 eC(T;n)t:

En particulier, si x1 = x2 on obtient l�unicité en trajectoires de Xt.

Théorème 3.2.2 [51] Sous les hypothèses (i) et (ii) l�EDS (2:1) admet une
solution unique.

Preuve. Pour l�existence de la solution de l�EDS (2:1), on considère la suite
de Picard mX = (mX ij)m2N dé�nie par

0X ij
t = xij 2 R; 0 � t � T

et pour m 2 N

m+1X ij
t = xij+

X
k;l

tZ
0

J ijkl (mXs) dB
kl
s +

tZ
0

a (mXs)
ij ds+

tZ
0

c (mXs)
ij d


Bjj
�
s

(3.7)
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On a

E
���m+1X ij

t

��2� � C 0

8<:��xij��2 +X
k;l

E

0@������
tZ
0

J ijkl (mXs) dB
kl
s

������
21A

+E

0@������
tZ
0

a (mXs)
ij ds

������
21A

+E

0@������
tZ
0

c (mXs)
ij d


Bjj
�
s

������
21A9=; :

Par un raisonnement similaire que celui utilisé dans le théorème précédent,
on obtient d�après l�hypothèse de croissance linéaire :

E
���m+1X ij

t

��2� � C 0 (T; n)

0@��xij��2 + tZ
0

�
1 + E

���mX ij
s

��2�� ds
1A ;

et en sommant par rapport à i et j; on obtient

E
���m+1Xt

��2� � C 0 (T; n)

0@jxj2 + T +

tZ
0

E
�
jmXsj2

�
ds

1A :

Il résulte que, d�après le lemme de Gronwall,

E
���m+1Xt

��2� � C 0 (T; n)
�
jxj2 + T

�
eC

0(T;n)t:

Maintenant, on montre que (mX) est une séquence de Cauchy dans L2G (
T ).
On a

k+1X ij
t � kX ij

t =
X
k;l

tZ
0

�
J ijkl

�
kXs

�
� J ijkl

�
k�1Xs

��
dBkl

s

+

tZ
0

�
a
�
kXs

�ij � a
�
k�1Xs

�ij�
ds

+

tZ
0

�
c
�
kXs

�ij � c
�
k�1Xs

�ij�
d


Bjj
�
s
:
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Par un argument similaire à celui utilisé dans la preuve de l�unicité, on
obtient que

E
���k+1Xt � kXt

��2� � eC (T; n)
0@ tZ

0

E
���kXs � k�1Xs

��2� ds
1A (3.8)

� eC (T; n)2
0@ tZ

0

t1Z
0

E
���k�1Xt2 � k�2Xt2

��2� dt1dt2
1A ;

et en répétant cette procédure on obtient

E
���k+1Xt � kXt

��2� � eC (T; n)k+1
0@ tZ

0

t1Z
0

� � �
tkZ
0

E
���1Xtk � x

��2� dt1dt2 � � � dtk
1A

D�autre part, on a

E
���1Xtk � x

��2� = E

0@X
i;j

0@X
p;q

tkZ
0

J ijpq (x) dBpq
s +

tkZ
0

a (x)ij ds

+

tkZ
0

c (x)ij d


Bjj
�
s

1A2
1CA

= E

0@X
i;j

 X
p;q

J ijpq (x)Bpq
tk
+ a (x)ij tk + c (x)ij



Bjj
�
tk

!21A
� K (n)

X
i;j

"X
p;q

�
J ijpq (x)

�2
E
�
Bpq
tk

�2
+
�
a (x)ij

�2
T 2

+
�
c (x)ij

�2
E
�

Bjj
�
tk

�2�
� K (n; x; �; T ) ;

d�où



k+1Xt � kXt



2
2
= E

���k+1Xt � kXt

��2� � K (n; x; �; T )
(C" (T; n)T )k+1

(k + 1)!
:
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et par conséquent pour tout p;m 2 N



m+pXt � mXt




2
�

m+p�1X
k=m



k+1Xt � kXt




2
�

1X
k=m



k+1Xt � kXt




2

�
p
K (n; x; �; T )

1X
k=m

s
(C" (T; n)T )k+1

(k + 1)!
:

On conclut que (mXt) est une suite de Cauchy.
Soit maintenant Xt la limite de mXt dans L2G (
T ) et montrons que Xt

est bien la solution de l�équation (2:1). Il su¢ t alors de prouver que

lim
m!1

E

0@ tZ
0

�
J ijpq (mXs)� J ijpq (Xs)

�
dBpq

s

1A2

= 0;

lim
m!1

E

0@ tZ
0

�
a (mXs)

ij � a (Xs)
ij
�
ds

1A2

= 0

et

lim
m!1

E

0@ tZ
0

�
c (mXs)

ij � c (Xs)
ij
�
d


Bjj
�1A2

= 0;

La première et la troisième égalité sont assurées par les conditions de Lip-
schitz et l�inégalité BDG. Pour la seconde égalité, on a d�après l�inégalité
de Holder et la condition de Lipschitz :0@ tZ

0

�
a (mXs)

ij � a (Xs)
ij
�
ds

1A2

� TA

tZ
0

jmXs �Xsj2 ds:

On conclut en appliquant les deux membres de cette inégalité E et le fait
que mX converge vers X:
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Chapitre 4

Appendice

4.1 Algèbre matricielle

Dans cette section, on résume les dé�nitions et les techniques préalables
qui sont nécessaires pour les matrices aléatoires.

Dé�nition 4.1.1

(i) Sn := le sous-espace linéaire de toutes les matrices symétriques de
Mn (R).

(ii) S+n (resp. S�n ) = l�ensemble de toutes les matrices symétriques dé�nies
positives (négatives) deMn (R).

(iii) S+n = la fermeture de S+n dans Mn (R), c�est-à-dire l�ensemble de
toutes les matrices symétriques semi-dé�nies positives deMn (R).

Le théorème suivant décrit les matrices dé�nies positives.

Théorème 4.1.1 (Matrices dé�nies positives)

(i) A 2 S+n si et seulement si xTAx > 0 8 x 2 Rn : x 6= 0.
(ii) A 2 S+n si et seulement si xTAx > 0 8 x 2 Rn : kxk = 1.
(iii) A 2 S+n si et seulement si A est diagonalisable par une matrice or-

thogonale avec des valeurs propres positives, i:e: il existe une matrice
orthogonale U 2 Mn (R), UUT = In, telle que A = UDUT avec une
matrice diagonale D = diag (�1; :::; �n), où �i > 0, i = 1; :::; n, sont
les valeurs propres positives de A.

(iv) Si A 2 S+n alors A�1 2 S+n .
(v) ATA 2 S+n pour toute matrice A inversible.
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(vi) A 2 S+n si et seulement si A est diagonalisable par une matrice ortho-
gonale avec des valeurs propres non négatives.

(vii) MTM 2 S+n pour tout M 2Mn (R).

Preuve. (voir Muirhead [32] ou Fischer [11]).

Dé�nition 4.1.2 Soit S 2Mn (R). On dé�nit l�opérateur di¤érentiel Dij =�
@

@Sij

�ij
pour toutes les fonctions di¤érentiables f :Mn (R)! R, la matrice

de toutes les dérivées partielles Dijf (S) de f (S).

Règles de calcul pour les déterminants
Pour tout A;B 2 Mn (R), S 2 GL (n) l�ensemble des matrices inver-

sibles et Ht : R! GL (n) di¤érentiable, alors

Lemme 4.1.1
(i) det (AB) = det (A) det (B) et det (�A) = �n det (A) 8� 2 R:
(ii) Si A 2 GL (n) ou B 2 GL (n) alors det (In + AB) = det (In +BA) :

(iii) d
dt
det (Ht) = det (Ht) tr

�
H�1
t

d
dt
Ht

�
:

(iv) D (det (S)) = det (S) (S�1)
T
:

(v) det (A) est le produit des valeurs propres de A:

En outre, si S est symétrique, alors

(vi) D (det (S)) = det (S)S�1:

(vii) @2

@Sij@Skl
(det (S)) = det (S)

h
(S�1)

kl
(S�1)

ij � (S�1)ik (S�1)lj
i

Où (S�1)ij désigne la i, j�ième entrée de S�1:

Preuve. (voir Fisher[11] et [47; 49]).

Lemme 4.1.2 (Règles de calcul pour la trace).
Pour tout A;B; S 2Mn (R) ;

(i) tr (AB) = tr (BA) et tr (�A+B) = �tr (A) + tr (B) 8� 2 R:
(ii) tr (A) est la somme des valeurs propres de A.

Preuve. (voir Fischer[11]).
La dé�nition suivante nous donne une relation entre les vecteurs et les

matrices. L�idée est la suivante : supposons que nous voulions transférer
un théorème qui tient pour des processus stochastiques multivariés à un
qui tient pour des processus stochastiques matriciels S. Ensuite, on peut
appliquer le théorème à vec (S) aux processus multivariés résultants pour
obtenir le théorème dans une version matricielle.
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Dé�nition 4.1.3 Soit A 2 Mm;n (R) avec les colonnes ai 2 Rm; i =
1; :::; n. on dé�nit la fonction vec :Mm;n (R)! Rmn par

vec (A) =

0B@ a1
...
an

1CA :

Parfois, nous considérerons aussi vec (A) comme un élément deMmn;1 (R)

Remarque 4.1.1

vec
�
AT
�
=

0B@ eaT1
...eaTm
1CA

où eaj 2 Rn; j = 1; :::;m désigne le vecteur colonne de A.

Lemme 4.1.3 (voir[18] Théorèm (1:2:22)) Pour A;B 2 Mm;n (R) il est
vrais que tr

�
ATB

�
= vec (A)T vec (B).

4.2 Matrices aléatoires

Dans cette thèse, on a utilisé les dé�nitions sur les processus matrices
suivantes :

Dé�nition 4.2.1 Une fonction mesurable X : R+ � 
 ! Mm;n (R) ;
(t; w) ! X (t; w) = Xt (w) est appelée un processus stochastique (variable
matricielle) si X (t; w) est une matrice aléatoire pour tout t 2 R+.

Dé�nition 4.2.2 Un processus stochastique matriciel X est appelé martin-
gale locale, si chaque entrée de X est une martingale locale, i:e: s�il existe
une suite croissante de temps d�arrêt strictement monotones (Tn)n2N ; Tn

p:s!
1, tel que (Xt^Tn)i;j est une martingale pour tout i, j.

Dé�nition 4.2.3 Un mouvement Brownien matriciel B dansMn;p (R) est
une matrice composée de mouvements Browniens réels indépendants, i:e:
B = (Bij)i;j où B

ij sont des mouvements Browniens indépendants et uni-
dimensionnels, 1 � i � n, 1 � j � p.

Dé�nition 4.2.4 Un processus stochastique matriciel X est appelé semi-
martingale si X peut être décomposé en X = X0 +M + A où M est une
martingale locale et A un processus adapté à variation �nie.
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4.3 Fonction de matrices

Soit m1; :::;mr des entiers strictement positifs et n leur somme. Soit
�1; :::; �r des nombres complexes distincts. On pose

P0 (X) =

rY
i=1

(X � �i)
mi

Soit A une matrice dont le polynôme minimal est P0, et � un endomor-
phisme dont la matrice est A dans une base donnée.
Dans la suite, on pose EP0 = C [X] =P0 [X] etMA = fP (A) jP 2 C [X]g.

Dé�nition 4.3.1 Soient A et B deux matrices de Cn;p, on dit que A est
équivalent à B s�il existe deux matrices carrées inversibles Q0 2 Cp et Q 2
Cn telles que :

A = QBQ0:

Remarque 4.3.1 -Si A et B sont des matrices carrées équivalentes telles
que

A = Q�1BQ

les espacesMA etMB sont isomorphes, et pour tout polynôme.

P (A) = Q�1P (B)Q

-Si P1 est le polynôme

P1 (X) =

rY
i=1

(X � �0i)
mi

où (�01; :::; �
0
r) sont des nombres complexes distincts, les espaces EP0 et EP1

sont isomorphes.

On veut dé�nir maintenant f (A). Les fonctions envisagées possèderont
la propriété (�) suivante : pour tout i tel que 1 � i � r, la fonction f
possède des dérivées d�ordre mi � 1 en i. Par exemple :
1. la fonction f est holomorphe dans un ouvert contenant les �i ;

2. si les �i sont réels, la fonction f est dérivable mi�1 fois en tout point
�i ;

3. si les mi sont tous égaux à 1, la fonction f est dé�nie en �i.
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Théorème 4.3.1 [59]Soit E une algèbre de fonctions possédant la propriété
(�) et contenant les polynômes. Il existe un morphisme � d�algèbres de E
dansMA, tel que, pour tout polynôme P , on ait

� (P ) = P (A)

Les valeurs propres de � (f) sont les nombres f (�i), associés aux mêmes
sous-espaces propres que ceux de A (en prenant éventuellement la somme di-
recte des sous-espaces propres associés à des valeurs propres ayant la même
image par f).

Preuve. Notons ' l�application de E dans Cn dé�nie par

' (f) =
�
f (j) (�i)

�
c�est un morphisme d�algèbre et l�on pose

� =
:

 � :
'
�1 � ':

On obtient ainsi un morphisme d�algèbre de E dansMA, et pour un poly-
nôme P , on a bien

� (P ) = P (A) :

D�autre part, si
� (f) = P (A) ;

on a
' (f) = ' (P ) ;

et donc
f (�i) = P (�i) :

La seconde propriété est vraie, puisqu�elle l�est pour les polynômes.
On notera dans la suite

� (f) = P (A) :

Remarque 4.3.2 -Ce qui précède permet de dé�nir f (�) pour un endo-
morphisme de matrice A.
-A toute relation fonctionnelle correspond une relation matricielle ana-

logue. Par exemple
etAesA = e(t+s)A

ou
sin2A+ cos2A = I:
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Quelques cas particuliers

1. Si f est une fonction continue en �

f (�I) = f (�) I:

2. Si A à pour valeur propre unique � d�ordre m, et si f est m� 1 fois
dérivable en �, on a

f (A) =
m�1X
p=0

f (p) (�)

p!
(A� �I)p ;

car le polynôme

P (X) =
m�1X
p=0

f (p) (�)

p!
(X � �)p ;

est tel que, si 0 � j � m� 1;

P (j) (�) = f (j) (�) :

3. Si les racines de P0 sont toutes simples, on a

f (A) =
rX
i=1

f (�i)
(A� �1I) ::: (A� �i�1I) (A� �i+1I) ::: (A� �rI)

(�i � �1) ::: (�i � �i�1) (�i � �i+1) ::: (�i � �r)

en partant du polynôme d�interpolation de Lagrange.

4. Si A est inversible et si f (x) =
1

x
, on a f (A) = A�1.

5. Si f = P
Q
est une fraction rationnelle n�ayant pas de pôles en �i, alors

f (A) = P (A) :Q (A)�1 :

Théorème 4.3.2 [53] Soit f une fonction possédant la propriété (�) en �i
et g une fonction possédant la propriété (�) en f (�i). Alors g � f possède
la propriété (�) en �i et

g � f (A) = g (f (A)) :
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Preuve. Il su¢ t de remarquer que si P est un polynôme tel que, pour i et
j tels que 1 � i � r et 0 � j � mi � 1, on a

f (j) (�i) = P (j) (�i)

et que si Q est un polynôme tel que, pour i et j tels que 1 � i � r et
0 � j � mi � 1, on a

g(j) (f (�i)) = Q(j) (f (�i)) = Q(j) (P (�i))

Alors
(g � f)(j) (�i) = (Q � P )(j) (�i)

et donc

(g � f) (A) = (Q � P ) (A)
= Q (P (A)) = g (f (A))

Corollaire 4.3.1 Si f admet une fonction réciproque f�1 avec les condi-
tions de dérivabilité voulues, alors

f�1 (f (A)) = A:

Si les �i sont positives et si 0 est au plus racine simple de P0, on peut

dé�nir
p
A; jAj et l�on aura

�p
A
�2
= A et

p
A2 = jAj :

Théorème 4.3.3 Soient A et B deux matrices semblables telles que A =
Q�1BQ, et f une fonction telle que, pour tout i compris entre 1 et r, f soit
mi � 1 fois dérivable en �i. Alors

f (A) = Q�1f (B)Q
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Conclusion et perspectives
Dans notre travail, on a donné le système des EDS des valeurs propres et

des vecteurs propres de la solution d�une équation di¤érentielle stochastique
générale dé�nie à l�aide d�un G�mouvement Brownien matriciel. Ce sys-
tème a été di¢ cile à obtenir à cause de la nature du G�mouvement Brow-
nien et de la non-linéarité de la G�espérance. Ajoutée à cela, notre princi-
pale di¢ culté réside dans le fait que les entrées d�une matriceG�Brownienne
ne sont pas indépendantes en général. Pour contourner ces di¢ cultés, on a
supposé dans notre modèle que la variation quadratique hBi est une ma-
trice diagonale. La G�formule d�intégration par parties matricielle a été la
clé de ce travail. Un résultat intermédiaire sur le fait que les valeurs propres
ne se rencontrent jamais a été également obtenu dans un cadre général
Comme perspectives, nous envisageons de traiter le cas d�autres proces-

sus liés à unG�mouvement Brownien et éventuellement considérer d�autres
modèles.
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