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Résumé

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a I'étude du comportement
asymptotique du systeme de files d'attente M/G/1 avec rappels.

Dans un premier temps, nous avons effectué une étude bibliographique sur les
systémes de files d'attente classiques, et avons présenté les modéles les plus connus.
Nous nous sommes ensuite présentés les modé es d'attente avec rappels, en particulier
le systeme M/G/1 avec rappels. Puis, nous avons passe a |'étude sa propriété de
décomposition stochastique.

Dans un deuxieme temps, nous avons étudié le comportement asymptotique du
systeme de files d'attente M/G/1 avec rappels, ou hous avons considéré des propriétés
asymptotiques pour étudier le caractére de la distribution du nombre de clients en
orbite.

Mots clés : Processus de Poisson, Systéme avec rappels, Trafic chargé, Intensité
des rappels.



Summary

In thiswork, we add ourselves concerned persons to the survey of the asymptotic
behavior of the M/G/1 retrial queue.

In afirst time, we did a bibliographic survey on the systems classic, and presented
the most known models. We add ourselves presented the retrial queues, in particular
the M/G/1 retrial queue. Then, we studied its stochastic decomposition property.

In a second time, we studied the asymptotic behavior of the M/G/1 retrial queue,
where we considered asymptotic properties to study the character of the distribution
of the number of customersin orbit.

Key words: Poisson process, repeated calls, heavy traffic, low rate of retrials.
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Introduction

Les évolutions récentes de I’ environnement technologique dues a |’ accroissement
des besoins liés a I'indudtrialisation font des modéles de files d’ attente I’ un des outils
indispensables dans la modélisation mathématique. En effet, une grande classe de
modeles mathématiques provient de la théorie de files d'attente dont les bases
présentées dans les ouvrages de L.Kleinrock ([KLE75] et [KLE76]) s ouvrent a de
nombreuses applications. Un modéle typique de files d’ attente nécessite la définition
des processus d'inter arrivées et de durée de service des clients, la taille de lafile qui
peut étre finie ou non, ains que la discipline de service. Tous ces parameétres sont
indiqués dans la notation dite de Kendall. Depuis la premiere étude probabiliste
réalisée en 1917 par I'ingénieur Danois Erlang pour modéliser le central téléphonique
de Copenhague, la modélisation et I'évaluation des performances des systemes
complexes par les modéles de files d'attente n'ont cessé d'étre un domaine de
recherche d'un intérét croissant. Quoique bon nombre de formules magnifiques furent
élaborées et suggérées comme étant des solutions analytiques de certains types de
problémes, les travaux effectués dans le domaine des files d' attente restent jusque la
l[imité en raison de I’inexploitabilité pratique de la plupart des résultats connus. La
théorie est assez développée pour I’ étude d'une file smple. En revanche, il n’existe
gue tres peu de résultats dans la littérature, pour le cas ou le nombre de files dépasse
I’unité. Or c’est ce dernier cas qui permet de modéliser I’ essentiel de beaucoup de
systémes réels.

Les modéles d'attente développés ces dernieres décennies tentent de prendre en
consdération le phénomene de répétition de demande de service. Ce phénomene
affecte les indices de performance des systemes réels. Une nouvelle classe de modées
de files d'attente avec rappels, ou un client arrivant dans le systeme et trouvant
I’ espace de service occupé tente de nouveau son service apres une durée du temps
aléatoire, est donc apparue. Pour identifier un systéme de files d’ attente avec rappels,
il faut gjouter une nouvelle spécification concernant le processus de répétition de
demandes de service.

Habituellement, lors de I'étude des problemes de la théorie des modées des files
d'attente avec rappels, on peut toujours trouver la distribution de la taille de I'orbite.
Cependant dans les applications, on rencontre souvent des cas ou le calcul de cette
distribution devient difficile. C'est pourquoi nous nous intéressons aux propriétés
asymptotigues de la variable al éatoire représentant le nombre de clients en orbite.



A cet effet, la distribution de la taille de |'orbite est obtenue dans les cas de taux
faible et fort des rappels ains que dans le cas d'un régime chargeé.

Ce mémoire est organisé en cing chapitres. Dans le premier, nous présentons
guelques rappels sur les systemes de files d'attente classiques. Nous passons en revue
guelques systémes les plus connus.

Le deuxieme chapitre comprend une synthése sur les systémes de files d'attente avec
rappels, en particulier le modéle M/G/1 avec rappels.

Dans le troiséme chapitre, nous présentons un apercu sur la propriété de
décomposition stochastique du systeme de files d'attente M/G/1 avec rappels.

Le quatrieme chapitre concerne I'étude du comportement asymptotique du systeme
M/G/1 avec rappels. Cette étude doit étre appliquée dans le cas dun systéme
faiblement chargé, moyennement chargé ou fortement chargé.

Le dernier chapitre est consacré a |'application des résultats théoriques obtenus sur
les systémes M/M/1, M/E,/1 et M/H,/1 avec rappels.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Introduction

Les files d attente peuvent étre considérées comme un phénomene caractéristique
de la vie quotidienne. Ce phénoméne se manifeste dans les domaines d’ activités les
plus divers: les guichets de la poste, les stations téléphoniques, la technique
militaire,...etc.

Le modéele général d’un phénomene d attente peut étre résumé comme suit : des
clients arrivent suivant un processus gquelcongue a un intervalle du temps aéatoire
pour acquérir un service aupres d' un serveur. A I'arrivée d'un client, si un dispositif
de service (serveur) est libre, il se dirige immédiatement vers ce dispositif ou il est
servi. Dans le cas contraire, le client prend place dans unefile d attente, sinon il quitte
le systéme. La durée du service aupres de chagque serveur est auss aéatoire.

1.2 Classification des systemes de files d’ attente

La classification des systémes des files d’attente se base principalement sur trois
éléments suivants : la nature stochastique du processus des arrivées, le mécanisme de
service et ladiscipline d' attente.

Le processus des arrivées spécifie les instants auxquels les clients arrivent dans le
systéme. Ce processus peut étre régulier: ¢’ est -a-dire a chagque unité du temps, on a une
arrivée, ou aéatoire (processus de Poisson).



Le mécanisme de service comprend le nombre de serveurs et la distribution des
durées de service. Dans la mgjorité des cas, on suppose que la population des clients
est homogene, c’est-a-dire que les temps de service nécessaires au traitement des
clients sont identiquement distribués selon une loi de probabilité commune. En
particulier, on rencontre la distribution exponentielle qui est la plus ssmple a manipu-
ler mathématiquement. Sa propriété la plus importante est I’ absence de mémoire, qui
pourrait étre caractérisée par le fait que le tempsrésidud d’un service est indépendant
du temps dégja écoul € de ce dernier.

La capacité de I'espace d'attente peut étre illimitée ou non. Dans le second cas,
certains clients qui arrivent versle systeme n’ ont pas la possibilité d'y entrer [39].

Pour la classification des systémes d’ attente, on a recours a la notation symbolique
induite par Kendall au début des années cinquante. Cette notation comprend quatre
symbolesrangésdans|’ordre A/B/s/N,

ou
A : distribution des temps entre deux arrivees successives,
B : distribution des durées de service,
s : nombre de postes de service montés en paralléle,
N : capacité du systeme.

On peut toutefois faire abstraction du dernier symbole lorsque N = oo. Pour spécifier
les distributions A et B, les symboles suivants sont utilisés :

M : distribution exponentielle,

Ex : distribution d’ Erlang d’ ordre K,

Hy : distribution hyperexponentielle d’ ordre k,
G : distribution générale.

Au sein de chaque file, le prochain client a servir est sélectionné sur la base d’une
régle prédéterminée appel ée discipline de service dont les plus courantes sont FIFO,

LIFO,...etc.

1.3 Processus stochastique

Un processus stochastique {X(t)}.cr est une fonction du temps dont la valeur a
chague instant dépend de I’ issue d’ une expérience aéatoire. A chaqueinstantt € T,



X(t) est donc une variable aléatoire. Un processus stochastique peut étre considéré
comme une famille de variables généralement non indépendantes. L’ ensemble des
temps T peut étre discret ou continu. X(t) définit I’ état du processus a un instant donné
t. L’ ensemble noté Sdes val eurs que peut prendre le processus a chaque instant est ap-
pelé espace d' états et peut, de méme que T, étre discret (fini ou infini) ou continu. En
fonction des valeurs possiblesde T et S, on classifie les processus stochastiques de la
facon suivante :

» processus atemps discret et a espace d’ état discret.
» processus atemps continu et a espace d’ état discret.
» processus atemps discret et a espace d’ état continu.
» processus atemps continu et a espace d’ état continu.

1.4 Processus de naissance et de mort

Ces processus permettent de facon générale de décrire I’ évolution temporelle de la
taille d'une population d'un type donné. Dans le cas d'un systeme d attente, on
considere par exemple des populations comprenant tous les clients qui sont dans le
systéme al’ingtant t.

Les processus de naissance et de mort sont des processus stochastiques a temps
continu et & espace d'états discret n = 0, 1, 2,... . lls sont caractérisés par deux
conditions importantes : ils sont sans mémoire, et a partir d'un état donné n, des
transitions ne sont possibles que vers I’un ou I’ autre des états voisins (n+1) et (n-1)
pourn=>1.

Alors, soit {N(t), t > 0} un processus de naissance et de mort a états discrets et
homogene dans |e temps, ¢’ est-a-dire :

p(N(t+9) =]/ N(s) =1i) = pi(t)
ne dépend pas de s. Ce processus est de naissance et demort s :
pii+1(At) = A At + o(At), i>0;
piia(At) = 4 At + o(At), i>1;
pii(At) = 1—( A + wi)At + o(t), i>0;

pi,j(At) = 0(At) ,| I—]| >2:

1 si=zj
pij(0) =98; =
0 Si%]j



i €t u; sont appeléstaux de transition (taux de naissance et de mort).

1.5 Analyse mathématique

L'étude mathématique d’'un systeme de files d’ attente se fait par lintroduction d'un
processus stochastique qui décrit I’ évolution temporelle du systéme. En fonction des
guantités qui déterminent la structure du systéme, on cherche a caculer les
probabilités détat définissant le régime transitoire du processus en question, puis le
régime stationnaire. Les probabilités détat définissant le régime transitoire dépendent
de la distribution initiale du processus étudié. Aing, le calcul explicite du régime
transitoire Savére pénible, voir impossible, pour la plupart des modéles.

A partir de la distribution stationnaire, on peut calculer les caractéristiques du
systéeme, telles que : le temps d’ attente d’un client, le temps de s§our d'un client dans
le systeme, le taux d’occupation des dispositifs de service, la durée de la période
d’activité, et également |es mesures de performance suivantes.

» nombre moyen de clientsdansle systémen ;
> nombre moyen de clients dans lafile d' attente 7y ;

> temps moyen d attente d’ un client W ;
> temps moyen de s§our d'un client dans le systemelt/;.

Ces mesures permettent de juger le comportement opérationnel d’un systeme
d attente. Elles ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les
relations suivantes :

=W,
ﬁfziew_/,
_ _ 1
Wy=W+—;
u
Ae
n= nr+—;
T

1
ou A, et ; sont respectivement le taux d arrivées des clients et la durée moyenne de

service (u > 0). Une autre mesure importante d'un systéme de files d'attente, celle qui
mesure le degré de saturation du systeme, est I’intensité du trafic p. Elle est définie
par :

temps moyen de sevice

p temps moyen entre deux arrivées successives



1.6 Systéme defilesd’ attente M/M/c

Les clients arrivent au systéme selon un processus de Poisson detaux 4 > 0, laloi de
service est une loi exponentielle de taux p > 0, le service est assuré par ¢ > 1 serveurs
en paralele, la file d attente est de capacité infini. Si I’un des serveurs est libre, le
client qui arrive se dirige immédiatement vers ce serveur. Dans le cas contraire, le
client prend sa place dans une file dattente commune pour tous les serveurs.
Lorsgu’un serveur se libére, le client en téte de la file occupe ce serveur. Par
consequent, la discipline d’attente est FIFO. L’ état du systeme a la date t peut étre
décrit par le processus stochastique

{N(), t>0}. (1.1)

ou N(t) représente le nombre de clients dans le systéme al’instant t. Ce dernier est un
processus de naissance et de mort dont lestaux de transitions sont [51],[39] :

An=4; n=0,12,....

un=min{n,ctu; n=12,..... .

T < <
U 2p 3u cu cu

Evaluation de |'état danslafile d'attente M/M/c.

Du diagramme, on déduit les résultats qui suivent. L’analyse du systéme en régime
stationnaire, a |’ aide de la procédure des équations de Chapman-Kolmogorov aboutit
aux équations suivantes :

AP0 = UP1;
(A +npn =App-1+ (N+ 1) upp 1 l<n<c;
(2 + ci)Pn = APn—1+ CUPn11 n>c;
avec
n=0Pn = 1.

Larésolution du systéme ci-dessus présente la distribution stationnaire suivante :
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pn=%po, 0<nc<c; (1.2
pc
Pn= "7 (A" po, n>c, (1.3)
ou
n c -1 A yl
po= TS +4 S| p= A=

Cette derniere existe si 1 < cu.

A partir de la distribution stationnaire du processus (1.1), on peut calculer les

caractéristiques du systeme. En effet,
pc+1

- _ P

nEPT L cia—a)2 P

~ pc+1

T e P

Cc

_ cup
W=——"—p,;
c!(cu—21)2 Po
_ 1 pc
Wy=—+——""—"=np,.
S ou o pcc!(1-A4)2 Po

1.7 Casparticuliersdu sysséme M/M/c
1.7.1 Systeme M/M /1

Le modéle M/M/1 permet d'illustrer les concepts fondamentaux liés a I’ attente
devant un serveur. Il est décrit par: les clients arrivent dans le systeme selon un
processus de Poisson de taux 4 > 0, les durées de service suivent une loi exponentielle
de paramétre u > 0, la discipline d’ attente est FIFO, la file d’attente est de capacité
infinie. Dans ce cas le processus (1.1) est de naissance et de mort dont les taux de
transitionsont: 1n =4, n>0e¢tun,=u, N> 1.

Pour trouver la distribution stationnaire et les mesures de performance de ce
systeme, on remplace ¢ par 1 dans les formules du systeme M/M/c; on obtient :

Ladistribution stationnaire : pn=(1—p)p™". (1.4)

Les mesures de performance :

11



ﬁzl_p;
22
AT
W=7f;
o1
T

1.7.2 Systéme M/M /oo

Dans le cas ¢ = «, nous obtenons le systeme de files d’ attente M/M/c. 11 est évident
gu’ aucune file d attente ne se forme : chaque client est servi dés son arrivée. La distri-
bution stationnaire est donnée par :

/1 n
=(ilu') e_i, n>1.

Pn

Donc, on ales mesures de performance suivantes:

n=

©

_ 1 _
W, =—; tandisque ny =0et W =0.

=

1.8 Systeme defilesd’attente M/G/1

Pour décrire I’éat d'un systeme de type M/G/1 a la date t, il faut connaitre non
seulement le nombre de clients N(t) qui se trouvent dans le systéme a la date t, mais
également le temps de service déja écoulé R(t) du client qui est en train d étre servi.
On peut alors montrer que le processus bidimensionne {N(t), R(t), t > 0} est a
nouveau de type markovien. Cependant, le calcul de son régime transitoire ferait
intervenir des éguations aux dérivees partielles. Par conséquent, on choisit une autre
méthode qui rameéne I’étude du processus non markovien {N(t), t > 0}[35] a cdlle
d’ une chaine de Markov a temps discret associée dont elle permet de calculer le
régime stationnaire.

Dans ce systeme, on a affaire & des arrivees poissoniennes de taux 4 > 0. Le service
est assuré par un seul serveur. Les durées de service sont des variables aléatoires Se
positives, mutuellement indépendantes et distribuées selon une loi générale de
fonction de répartition B(t), de transformée de Laplace-Stieltjes B(s), R(s) > 0, de

1
moyenne fnie E[Sg] = ; et de E[Se?]. Les durées entre deux arrivées consécutives et

12



les durées de service sont également mutuellement indépendantes. La discipline
d attente est FIFO.

Soit {N(t), t >0}. Montrons que {N(t)} ne définit pas une chaine de Markov. Soient
tq et t; les dates de début et de fin d' un service, t; I'instant d’ arrivée d un nouveau
client. S tq < t; < t; , la probabilité qu'un départ s effectue dans I'intervalle [t,, ta
+At] ne dépend pas seulement de At, mais de ladate tq alaquelle le service en cours a
commencé. Comme le temps résiduel du service (t; — t;) dépend du passe, alors le
chaine {N(t)} n'est pas markovienne. Par conséquent, on utilise la méthode de la
chaine de Markov induite. A cet effet, on considére N(t) aux instants &1, &s,...,¢n....0U
les clients terminent leur service et quittent le systéme. On définit ains un processus
stochastique a temps discret

{Nn = N(¢n), n

Y

1.
(1.5)

Pour vérifier que cette suite de variables a éatoires est une chaine de Markov a temps
discret, on considere le nombre A, de clients qui entrent dans le systéme pendant que
le n'®™ client est servi. Les variables A, sont indépendantes entre elles, leur distributi-
on commune est donnée par :

k
P(An — k) =a, = f°° -t (At)

0 TdB(t),ou ax>0etk>0.

Alors,

L’ équation fondamental e de la chaine vaut donc :

Nn+1 = Nn— 6, + Ansa,
(1.6)

avec 1, Nh,>0

Nn+1 ne dépend que de N, et de A,+; et non pas des valeurs prises par N1, Nn2, ...
. Lasuite {N,, n> 1} est une chaine de Markov induite du processus { N(t), t > 0}.
Ses probabilités de transition p;; = P(Nn+1 =)/ Ny =1i) se calcule par :

Doj = pour j>0;

bij = G_i+1 pour 1< [ S]"‘l,

13



pij = 0 ailleurs.

La matrice des transitions est
(ay a; ay as .. .\
ag, a; a; as
P=(0 a a a,

0O O ap aq

Vu qu’ on peut passer de chague état vers n’importe quel autre état, il s'agit d’une ch-
aine de Markov irréductible. De plus, la matrice n’est pas décomposable (est apériodi-
gue). La chaine de Markov est donc ergodique. La distribution stationnaire de la

A
chaineexistesi p = ; <l
Pour les variables aléatoires A, nous disposons de quel ques résultats importants :
A
E[An] = 2E[S¢] = ; =p;

lafonction génératrice
o (At)k (Atz)k

N = S apz = Sy 2 [y Q0 e-tdp(t) = [ et (2,‘;°=OT)dB(t)
= [ e~ eM2dB(t) = [, e~ AtdB(t).
Soit B(s) = [, e~tdB(t). Alors, A7) =B(1 — Az).
Supposons que p < 1. Le systéme se trouve dans un régime stationnaire.

Soit Il = [y, mq, .... | la distribution stationnaire de la chaine de Markov induite
(T[] = lim, P(N(En) = ]))

Par conséquent,

M= I.P,oum = ¥Z2ompy, | >0;

T =Ty + Z]l:ll @ —i+1T; = 4T +Z{:& & _i+17; — Aj+17, ] = 0.
A présent, on applique la méthode des fonctions génératrices. En effet,

. 1 . i .
Zoo w7 =1 Zoo a7 +—Zc.>o Cii17! +1 _ —0 ’ a .17’ +1
j =014 04j=0% 7 j=0%4%+1 7 j=0% +1 ’

ou
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j+1
G+1 = Z]i:o A —i+1TC;-
En introduisant les fonctions génératrices suivantes :

M(z) = X2mz ; AD=XZoa;z' ; C@)=XjLyc2 =T(2)A(2), nous
Obtenons:

(z) = myA(z) +— [C(Z) - Co] - [A(Z) — al.

D’'ou

A2)(z—1)

M(z) = m 72—A(2)

(1.7)

Delarelation (1.6), on trouve::

E[Nn+1] = E[N, ], E[A(2)] = E[6,,] =P(6,, >0 =P(N, >0)=1-P(N,, =0). D’ou
Ty =1-—np.
S p <1, lafonction génératrice de la distribution stationnaire est donnée par :

M(z) = (1 - )A;Z);Z(Z)l) ,pour |2/ <1etz#0. (L8)

Laformule (1.6) rend possible a calculer le nombre moyen de clients dans le systéme

en régime stationnaire. En I'édevant au carré et en observant que §,° = §,¢et
6, N,, = N, onobtient :

N7%+1 = Nr% +6, + A721+1 — 2Ny, — 28, An41 + 2Ny Ay 4.

A
Onaque: 4, ,, est indépendante de N,, et de §,, ; E[N?,,] =E[N?] ; E[4,] =p = ;

Alors, E[N2,,] = E[N2] + E[8,] + E[A2,,] - 2E[N,] + 2E[A,4+1]E[N, — 6,] , ou
bien
0=p +E[A} 1] - 2E[N, ] + 2p(E[N, ] — p).
D’ou
p+E[An+1] 2p*
2(1-p)

Pour trouver E[42 ], considérons la régime stationnaire.

E[N,] = (1.9

lim,, o E[A2 1] = E[A’] = [ E[A?/ 7=(]dB(t) = Af,” tdB(t) + 2%[;” t2dB(t)

A 1\2).
= + 1 (Var [Se] + (;) )
Enfin, laformule (1.9) devient :

p?+A%Var[Se]
2(1-p)
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D’ apres les formules de Little, on déduit :

1 . A(Var [Se]+ 1/'[12).
It 2(1-p) ’

W, =

A(Var [Se]+ 1/#2)
2(1-p)

w =

1.9 Systeme defiles d’ attente G/G/1

Le systeme G/G/1 est beaucoup plus complexe que ceux gue nous avons considéré
ci-dessus, et peu de résultats exacts sont connus a son sujet. De plus, ces résultats sont
peu exploitables. Par contre, de nombreuses formules approximatives sont obtenues,
notamment celle dérivant directement de I’ équation de Pollaczek-Khintchine :

_ ((ca)2+(cs)2
seh~\—"_ 5
2
lois de probabilité du temps entre deux arrivées successives et du temps de service,
respectivement.

) W, OU ca et cs sont des coefficients de variation des

Supposons que le systeme est régie par la discipline FIFO, |'étude (exacte) du
temps d’ attente peut étre faite al’ aide d’ unerelation classique : I’ éguation de Lindley.

A fin établir cette relation, nous allons considérer une séquence d’ arrivées de clients
indexée par n et utiliser les notations suivantes: C; le n'®™ client arrivé dans le
systéme, a; la date d'arrivées de C,, d; la date de départ de C,, t; I'intervale de
temps entre I’arrivée de C,,1 et Cy, s;; le temps de service de C,,, w;; le temps d'attente
deC,.

Le processus qui nous intéresse est {wn, n >0}. Afin d'établir qu'il s'agit d'un
processus markovien. Remarquons premiérement que la date de départ du client Cp+1
est

dn + Sn+1, dn > ans;

dner =
(1.20)

an+1 + Sne, dy < ans1.
La premiére alternative correspond au cas ou C,;; doit attendre le départ de C,, pour

accéder au serveur alors que la seconde s applique lorsgque Cpiy arrive dans un
systéme vide.

Par définition, le temps d'attente de Cpi1 €t Wni1 = dper — @nsr — Sper; @Ng, en
soustrayant (an+1 + Sn+1) de (1.10), il vient
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dn — ane1, dn — ans1 >0;
Wh+1 =

0, dn —an1 <0.
En utilisant I’identité w, = d, — a, — S, , Cette derniére expression s écrit auss,

Wp + Sn — thet, Wnt Sp — ther = 0;
Wh+1 =

O; Wh + S, _tn+1S 0.
L’introduction de la variable u, = s, — tng aboutit findlement a la relation
fondament- ale suivante :
Wp + Up, Wh+ Uy, >0
Wh+1 =
0, sinon.
Alors, le processus{w,, n>0} est markovien.

Les suites {tn, N> 0} et {S,, N> 0} étant indépendantes entre elles et formees de
variables al éatoires indépendantes et identiquement distribuées, la suite {un,, N> 0} est
également composee de variables aéatoires indépendantes et identiquement distri-
buées.

Soit U (X) la fonction de répartition de u,, nous étudions cette fonction en fonction
de celle des intervalles de temps entre les arrivees successives de clients, notée A(t),
et de celle des temps de service, notée B(t). Par définition, pour x € R,

Un(X) = P(un =sn — the1 <X). On obtient :
Un(¥) =PUn =S —tres <X) = [ P(8y < x + 1/, =)dA()
= [Z,B(x +t) dA(D). (1.12)

Il faut noter que le systeme est en régime stationnaire s et seulement s la variable
U, a une espérance négative car E[u,] = E[S, — tna] = E[Sn] — E[tn] = E[Se] —
E[A] = E[A](p — 1), ou E[S¢] et E[A] représentent |es espérances des temps de service
et desintervalles entre les arrivées successives de clients. Aing, |’ espérance de u,, est
négative si est seulement s p = E[Se]/E[A] < 1. Notant W, (y) lafonction de réparti-
tion du temps d attente w, de C,, nous obtenons, poury O et grace a |’ éguation
(1.11),

Wa(y) = P(Wn + Un <Y) =[Pty < — W/, =, )dW, (W)

=17 Uy — w) dW, (w).
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Le systeme est en régime stationnaire, le processus {w,, n > 0} est ergodique et
admet une distribution invariante W(y) vérifiant I’ équation fonctionnelle

W(y) = fooo U(y —w)dW(w), pour y > 0. Par ailleurs, le temps d’attente étant une
grandeur non négative, il est clair que W(y) = 0 pour y < 0.

Pour un systeme de files d'attente G/G/1, en régime stationnaire, la distribution
stationnaire du temps d’ attente satisfait donc |’ équation intégrale de Lindley

Jy, UQy —w)dW(w), poury>0;
W) =

0, pour y < 0.

Cette éguation de type Wiener-Hopf ne peut étre résolue explicitement que dans de
castrés simples mais se laisse fort bien traiter par les méthodes numériques.

1.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une syntheése sur les systéemes de files
d’attente ordinaires. Ils sont utilisés pour modéliser et évaluer les performances de
différents systémes réels. Les modeles d’ attente développés ces dernieres décennies
tentent de prendre en considération des phénomenes de répétition de demande de
service. Il s agit donc des systemes de files d’ attente avec rappels.
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Chapitre 2

Systémes de files d’attente avec rappels

2.1 Introduction

Dans la théorie des files d’ attente classique, il est supposé qu’un client qui ne peut
pas obtenir son service immédiatement des son arrivée, rejoint la file d attente ou
quitte le systeme définitivement. Les systemes de file d’ attente dével oppés tentent de
prendre en considération des phénomeénes de répétition de demandes de service, et ce-
ci apres une durée du temps aléatoire. Un tel systéme est connu comme « systéme de
files d’ attente avec rappel s».

Pour identifier un systéme de files d’ attente avec rappels, on a besoin des spécifi-
cations suivantes : la nature stochastique du processus des arrivées, la distribution du
temps de service, le nombre de serveurs qui composent |'espace de service, la
capacité et discipline dattente ains que la spécification concernant le processus de

répétition d appels.
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2.2 Exemples

2.2.1 Réseaux de communication par paquet

Considérons un réseau de communications d’ ordinateurs dans lequel on trouve un
ensemble d'interfaces IMPs (Interface Message Processors) reliées entre elles par des
cables. Un ordinateur principal est connecté a |’ une de ces interfaces. S I’ ordinateur
veut envoyer un message a un autre ordinateur principal, il doit en premier lieu envo-
yer le message avec |’ adresse de destination a I'interface a laquelle il est connecté.
L’interface a son tour envoie le message a |’ ordinateur destinataire directement s elle
y est connectée, ou indirectement via d’ autres interfaces.

Considérons une interface alaguelle un ordinateur principal est connecté. Les mes-
sages arrivent de I’ extérieur selon un processus aléatoire. Apres la réception du mess-
age, I’ ordinateur I’ envoie immeédiatement a son interface. S'il y a un tampon libre, le
message est accepté. Dans le cas contraire, le message est rejeté et |’ ordinateur doit
réessayer une autre fois apres une période de temps. S'il existe des tampons libres, le
mes- sage rejeté sera stocké dans un tampon de I’ ordinateur principal. Dans le cas
contraire, le message est considéré comme perdu. On peut poser les questions
suivantes:

0 Quelles sont les probabilités pour qu’ un message soit rejeté par I'interface et par
I’ ordinateur principal ?

0 Quel est e nombre moyen de messages dans le tampon de IMP?

0 Quel est e nombre moyen de messages dans le tampon de I’ ordinateur principal ?

0 Quel est le temps d'attente d'un message dans le tampon de |’ ordinateur
principal?

Le probléme présenté peut étre modélise comme un systéme avec rappels a serveur
unique (interface IMP) possédant des tampons (positions d’ attente). Le nombre de
tampons de I’ ordinateur principa congtitue la capacité de |’ orbite.

2.2.2 CSMA non-persistant

Dans les réseaux locaux (LAN), I’un des protocoles de communication les plus ut-
ilisés et CSMA (Carrier-Sence Multiple Acces) non-persistant. Supposons qu’un
réseau local est composé de n stations connectées par un seul bus. Les messages de
longueurs variables arrivent aux stations du monde extérieur. En recevant le message,
la station le découpe en un nombre fini de paquets de longueur fixe et consulte le bus
pour voir s'il est occupé. Si le bus est libre, I’ un des paquets est transmisviace busala
station de destination, et les autres pagquets sont stockés dans le tampon pour une
transmission ultérieure. Autrement, tous les pagquets sont stockés dans le tampon et la
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station peut consulter le bus aprés une certaine durée aléatoire. Les questions
concernant ce probleme sont:

0 Que est letemps moyen d’ attente d’ un paquet?

0 Quel est le nombre moyen de messages (paquets) dans le tampon d’une
station?

2.2.3 Réseaux locaux avec évitement de collision

Les stations au sol transmettent vers un satellite unique des paquets d’information,
tous de méme longueur. Le temps est découpé en segments. L’ émission d’ un paguet
par une station ne peut commencer qu’au début de chague segment (ces instants sont
donnés par des tops de I’ horloge du satellite). La durée de transmission d'un paguet
est celle d’ un segment. 1l se peut que lors d' un top donné, plusieurs stations émettent
simultanément des paguets. Les collisions entre les messages sont donc inévitables.
Les collisions provoquent la destruction (perte) de I'information, et par conséquent la
gualité de performance diminue. Les pagquets détruits devront étre réémis ultérieurem-
ent jusgu’a ce qu’ils soient transmis sans erreurs.

2.2.4 Systéme mémoire sur les disques magnétiques

Considérons un systeme mémoire ou K unités disques partagent un contrdleur des
disques, et transmettent I’information quand elles trouvent ce dernier libre. Les dema-
ndes insatisfaites sont répétées apres une rotation du disque.

Ce systéme peut étre présenté comme un systeme de files d’ attente avec rappels. Le
serveur est le controleur des disques. L’ arrivée dans le systéme est quasi-aléatoire: le
nombre de sources est fini et égal aK. La rotation du disque dans le cas de la répétiti-
on de demande peut étre consdérée comme un intervalle entre deux rappels
consécutifs de durée constante.

2.2.5 Réseaux locaux en anneau

Ces systémes sont caractérises par le fait qu’une permission de transmettre circule
dans|’anneau. Une station, ayant des messages a transmettre, attend |’ arrivée de la pe-
rmission libre. Si ¢'est le cas, elle change I’indicateur de la permission de libre a occ-
upée, et le message part pour la station destination. Apres la réception du message, la
permission est marquée libre et passe vers une autre station. Dans le cas contraire (la
permission n’est pas libre ou la destination est occupée par la réception d’'un autre
message), le message est stocke dans |e tampon pour une transmission ultérieure.
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Ces systemes sont: anneau a jeton (Token ring network) et anneau a "dots" (Cam-
bridge ring network, Orwell) [Hopper et a., 1986]. Le premier a été modélisé comme
un réseau fermé avec un serveur circulant [Watson, 1984]. Une procédure a été prop-
osée par Mitrani (1987) pour calculer le temps de réponse. Le second a éé décrit
comme un serveur "processeur partagé” (au niveau de hardware), ainsi que comme un
réseau de files d’ attente fermé multiclasses (au niveau du protocole Bloc de Base). La
particularité de ces modées est que le taux de service d'un récepteur dépend du
nombre de transmissions en cours (le nombre de "dots" peut étre > 1) [Mitrani, 1987].

Cependant, ces systémes peuvent étre modélisés comme les systemes de files d’ att-
ente avec rappels, vacances du serveur. L’ orbite est congtituée des tampons des statio-
ns attachées au réseau, le serveur est la permission (jeton, "dots"). Les vacances du
serveur sont les passages de la permission libérée par une station vers une autre.

2.3 Modéegénéral

Les systémes de files d'attente avec rappels ou avec répétition d appels se
caractérisent par le fait suivant: un client qui arrive dans le systéme et trouve tous les
serveurs occupes, quitte le systeme définitivement, ou rappelle ultérieurement a des
ingtants aéatoires. Un client qui attend pour rappeler est dit en orbite et devient
source d appels secondaires.

Un systéme de files d’ attente avec rappels contient un espace de service composé
de ¢ > 1 dispositifs de service et d’'un espace d’ attente ayant m-c (m > ¢) positions
d’attente. A I’arrivée d'un client primaire, Siil y a un ou plusieurs serveurs libres, le
client seraimmédiatement pris en charge. Sinon, S'il y a une position d'attente libre,
le client rgjoint la file d attente. Lorsque tous les serveurs et positions d’ attente sont
occupés, le client quitte le systeme, soit définitivement avec une probabilité 1-Hg soit
temporairement avec une probabilité Ho et rappelle ultérieurement, apres un temps
aléatoire. La capacité O de I’ orbite peut-étre finie ou infinie. Dans le cas ou O est
finie, et s I'orbite est pleine, le client quitte le systéme définitivement. Chaque client
de I’ orbite forme un processus d’ arrivées secondaires de taux 0 et il est traité de la
méme maniére qu'un client primaire avec une probabilité Hy (sl s agit de la K*™
tentative échouée). Le schéma général d’un systeme avec rappels est donné dans la
figure suivante:
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Orbite

Rappels 1 clients bloqués

\ 4
Espace d attente

[

Clientsprimaires | (Serveurset salled'attente) | Clients servis ou perdus

F1G.2.1- Schéma général d’ un systeme avec rappels

D'apres cette figure on peut déduire que le systeme de files d’ attente avec rappels
peut étre vu comme un type spécial des réseaux de files d'attente. Dans sa forme la
plus générale, ces réseaux contiennent des noauds : un noaud spécial pour le service et
| attente, et un nceud de délai pour les rappels.

La notation de Kendall est: A/B/c/mVO/H, ou A et B décrivent respectivement la
distribution du temps inter-arrivees et la distribution du temps de service, ¢ est le
nombre de serveurs identiques et indépendants, m-c est la capacité d attente, O est la
capacité de |’ orbite, H est la fonction de persistance et H = {Hy, k>0}. Sim, O et H
sont absents dans la notation de Kendall, alorsm = ¢, O = o0, Hy = 1 pour tout k> 0.
Ladistribution du temps entre deux rappels consécutifs n’ est pas indiqueée.

2.4 Modéles markoviens
2.4.1 ModeleM/M/1

On considére un systeme de files d attente sans positions d’ attente. Le service est
assuré par un seul serveur. Les clients primaires arrivent selon un processus de
Poisson de taux A > 0. Les durées de service suivent une loi exponentielle de fonction

1
de répartition B(x) = 1-e **, x > 0 et de moyenne finie ; Les temps entre deux

rappels consécutifs sont également exponentiels de paramétre & > 0 (la fonction de
répartition T(x) = 1-e % x> 0). Nous admettons que les durées de service, les
durées entre deux rappds consecutifs ainsg que entre deux arrivées primaires
successives sont mutuellement indépendantes. L’ état du systeme peut étre décrit par le

processus

Ou C(t) est égale a 0 ou 1 selon le fait que le serveur est libre ou non, No(t) est le
nombre de clients en orbite I’instant t. Supposons que le régime stationnaire existe

A
(p= ; < 1). Leprocessus (2.1) est de Markov d espace d états S={ 0,1} xN.
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(0, n+1)

(0, n)

.2

(0,0)
W

(1,0
FiG. 2.2— La structure générale du modele M/M/1 avec rappels.
Les équations d’ équilibre statistique sont :
(4 +N6) Pon= upP1n; (2.2)

(A +1)p1n = Apon + (M+1)0Pg 41 +AD1 -1 - (2.3)

ICi, pim=Ilimi, P(C(t) =1, No(t) =n), i = 0,1 et n> 0, représentent la distribution
stationnaire conjointe de I’ état du serveur et du nombre de clients en orbite. Introduis-
ons les fonctions génératrices suivantes :

Po(2) = X5-0Z "Pon:
P1 (2 = Xn=02 "Pin.

A I’ aide de sesfonctions et a partir des équations (2.2) et (2.3), on obtient :

Po(2) = (1-p) (12)7 (24)

P = o) 0 . 29

Les transformeées inverses des (2.4) et (2.5) nous donnent les formules analytiques
explicites[25] :

14 _ A+l
Pon= o Mizo (A +kO)(A—p)o

n+1
p

n A+1
Pin A+ ke) 1—p)a’;

T nlgn
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2.4.2 Modele M/M /2 avec rappels

Nous considérons un systeme de files d’ attente avec rappels ou I’ espace de service
comprend ¢ = 2 serveurs. Les clients primaires arrivent dans le systéme selon un
processus de Poisson de taux A > 0. Si un client primaire trouve au moins un serveur
libre, il commence son service. Sinon, il entre en orbite. Les durées de service et les
durées entre deux rappels consécutives sont exponentiellement distribuées de moyen-

1 1
nes finies, respectivement ; et 9 Nous supposons que toutes les variables al éatoires

introduites sont mutuellement indépendantes.

L’ état du systeme ala date t peut décrit par le processus (2.1), dont |’ espace d’ états
est S={0, 1, 2} x N. Les probabilités d’ état sont

Pin = P(C(t) =i, No(t) = n), (i,n)esS
Les transitions possibles sont données dansla figure FIG.2.3.

0,2) (2,2

(21

\$/
-A -At) (1,0 -(4+2u)
W
FIG 2.3 —Lastructure générale du modéle M/M/2 avec rappels
Lacondition d existence d’ un régime stationnaire est 1 < 2u [19].

yl . - .
Supposons que p = o < leu=1 A partir du graphe des transtions, il est
possible d’ obtenir les égquations d’ équilibre statistique, telles que:

(}L + nH) Pon= pln; (26)
(j" +1+ n<9) Pin= lpOn + (n +1)9p0,n+1+ 2p2n; (27)
(A +2) pon=1Ip1n + (N+1)0p1 11 + D201 5 (2.8)

Ains gue |’ équation de normalisation:
Yn=oPont Xn=oP 1+ Xp—oP 2n =1,

pour p;, = lim;_,, p in(t).
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Larésolution des équations (2.6)-(2.7)-(2.8) nous donne

An n—1 (A+k8)2+ke

Pon= Thgn k=053, 20 120 Poo’
An _1 (A+k8)? +kb
= (J+ nb n-1 27070 T
Pin= ) mign LLk=0 5133 20 12k Poo’

" n (A+k6)%+k6

Pan= L1+ 2% (D0 g k=0 7370726 4200 Poo

2.5 Systémedefiled attente M/G/1 avec rappels
2.5.1 Description de modéle

Les clients primaires arrivent dans ce type de systeme selon un processus homogene
de Poisson de taux 4 > 0. Le service est assuré par un seul serveur. Les durées de
service suivent une loi générale de fonction de répartition B(x), de transformée de
Laplace-Stieltjes é(s) = f0°° e S*dB(x), Re(s) > 0. Soient les moments d'ordre Kk,

. 1
Bi = (-1)* BY(0), I'intensité du trafic p = A8, et u = 51 La durée entre deux rappels

successifs d’'une méme source secondaire est exponentiellement distribuée de
paramétre 0 > 0: T(X) = 1— e 9%,

Le systéme évolue de la maniére suivante: On suppose que le (n-1)*™ client
termine son service al’instant &1 (les clients sont numérotés dans |’ ordre de service)
et le serveur devient libre. Méme S'il y a des clients dans le systeme, ils ne peuvent
pas occuper le dispositif de service immeédiatement a cause de leur ignorance de ce
dernier. C’est pourquoi le n*™ client suivant n’entre en service qu’ aprés un intervalle
de temps R, durant lequel le serveur est libre. A I'instant n, = &1 + Ry le n™ client
débute le service durant un temps ts. Les clients primaires arrivent dans le systéme
pendant ce temps deviennent sources de clients secondaires. Tous les clients qui
arrivent durant ce temps de service n'influent pas sur le processus. A |’instant
En=mnttsle n'™ client achéve son service, le serveur devient libre et aing de suite.

2.5.2 Chaine de M ar kov induite

Considérons le processus { C(t) ; No(t) ; t > 0}. En général ce processus n’est pas
processus de Markov, mais il possede une chaine de Markov induite. Cette chaine a
été décrite pour la premiére fois par Choo et Conolly (1979) [12]. On dénote par

dn = No(¢,) e nombre de clients en orbite apresle n'®™ départ ( I’instant de départ du
n'“"client). La suite des variables aléatoires ¢, forme une chaine de Markov induite,
dont I’ équation fondamentale est:

On+1 = 0n _5% + V1.
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La variable aléatoire v,.; représente le nombre de clients primaires arrivant dans le
systéme durant le service du (n + 1)"*™ client. Elle ne dépend pas des événements qui
se sont produits avant I'instant #n+1 du début du service du (n+1)™™ client. Sa
distribution est donnée par [39],[7]:

P(v,=i) =k = f exp(— Ax)( '

suivants:

dB(x) ; ou ki >0, i > 0; avec lesrésultats

s v = lim,_, v,, E[V] =
K@= X20kiz' =B(A-12).

Lavariable aléatoire §, est une variable de Bernoulli définie par:

{1 s le (n+1)"*™ client servi provient de |’ orbite ;
6 —
qn

0s le (n+1)®™ client servi est primaire.

Elle dépend de g, , et sa distribution est donnée par:

ko A
PO =1/ =R =705 P =0/ =k =775

Les probabilités de transition a une étape de la chaine sont :

i6 A

Mij = g Kie1 g Ko

Notons que rj; # 0 uniquement pour i = 0, 1, ...., j + 1. Pour démontrer la derniere
formule, on utilise I’ éguation fondamentale de la chaine:

Fij = PGt =1/ =1) = P( G = 8, + Vit = /0 = )
=PV =j—i+6, /On=1)

=P(Vpa =] —i/0n=1i,68,, =0)P(6,, =0/dn=1)
+P(Vney =) — i +1/0n =1, 8, = DP(S,, =1/qn =1)
=P(Vie1 = - i) P(84, =0/0n =1)

+P(Vpa =] — 1+ 1) P8, =1/0n=1)

1k 2 i0
TN e e

La condition d’existence du régime stationnaire peut étre obtenue de facon suivante :

L’ accroissement moyen de la chaine vaut :
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k6
P T Ake

E[dnii— On/ On =K =E[Vn1] — E[&,, / dn=K] =

Sip<1 aorsE[gn1—0n/dn =Kl — p —1 < 0lorsque k —. La chaine est donc

A
ergodique. Si par contrep > 1, alors E[Qm1 — On / On = K] > 150 et la chaine

induite n’est pas ergodique. Si p > 1, lachaine {qn} est statistiquement supérieure ala
chaine induite du systeme de files d’ attente M/G/1 classique, par conséquent, elle est
trangitoire.

Théoréme 2.1 [17] Soit p < 1. La distribution stationnaire de la chaine de Markov
induite possede la fonction génératrice suivante:

0@ =302 (1—p~)(1—z)B(/1—/12) exp {g fz {—B(A—Au)du}

B(A-2z)-z 1 B(A—u)—u

Preuve: Soit m, = lim;_, P (No( &, ) = n). Les équations de Kolmogorov se
présentent de la maniére suivante:

T[Tl:Zm OT[ knm+zn+1ﬂ: knn‘H—l,n 01 ......

Vu la présence de convolution, cette éguation peut étre transformée a I’aide des

fonctions génératrices ¢ (2) = Yo 2", €t w(2) = Yo 2" /1_7:; R
v (2 = K@Uy + 0y ().
Encore
A+nb
0= Tioz'm, = Tzt T
= 207" /1+ g *02n=onZ" /1+20
= y(2) + Ozy/ (2).
Par conséquent,

(@) + 020 (2) = K@w(2) + Oy (2)).
(2 0[K@ — 2= v 2[1- K@)

Sous la condition que p < 1,

A 1-K
V(D) = () exp{g [ du}-

On obtient
0(2) = () + 02y (2)
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1-K(2)

- AW(Z) H 0 ZK(Z)— W(Z)
= (@) K@ o=
1_
Vuque (1) =1, onaw(l) =) _,z" ;29 :Tp . Enfin, on obtient la fonction

génératrice ¢(2) = Y=o 2" 1,,.

2.5.3 Digtribution stationnaire de I'état du systeme
L’ état du systéme peut étre décrit par le processus :
No(t) s C(t)=0;
X(t) =
{C(1), No(t), (1)} s C(t)=1.

oU &(t) est une variable supplémentaire a valeurs dans R”, et désignant la durée de
service écoulée aladatet.

Notons,
Pon= limt—mo P(C(t) = 01 No(t) = n) ;
Pin(9 = lime.. == P(C(H) =1, &0 <x, Nof) =1).

Théoréme 2.2 Lesfonctions génératrices de la distribution conjointe de |’ état du
serveur et de lataille del’ orbite en régime stationnaire (p = A1 < 1) sont données

par:
Pod) = Zina 7" pon = (1= ) {5 [} g d)}
2.9)
B 1-B(A— 12)
Pi(d= Xn=0z" p1n = BO—22)—2 Po(2) .
(2.10)

Les probabilités po, €t p1, Vérifient le systéme d’ équations de balance
(2 +nB)pon = J; P1n () DOJYAX;
P1n () == (2 + D()P1n () + AP1n-1(%) ;

P1n(0) = Apg,, + (N+ 1)0po 41 -

29



ol b(x) = B(X) /(1- B(X)) est I'intensité instantanée du service étant donné que la
durée de service écoulée est égale a x. On introduit les fonctions génératrices, telles
que Po(2) = Xn—o 2" pon € P1(z, X) = X370 2" p1n(X).

Le systeme d’ équations de baance devient:
L Y0 7" Pon + 0 Tog 2" Pon = f =g 2" P1n(¥) b() 0x;
=0 2" P1n(9) = = (L + b)) -0 2" P1a () + 2 =9 2" Prn—1(9);

Yre0Z2"P1n(0) = A X0 -02" Pon + 0 X0 2™ (n + D)pop41-

Ou bien
Po@ + 0z Py @ = [P (2 X bXdx;

(2.11)
Pi(z, X) = (\z = 2 — b(X)P1(z, X);

(2.12)
Pi(z, 0) = Po(2) + ] P, (2).

(2.13)

Del’équation (2.12), on a

Pi(zz X)) = P1(z0) [1 - B(X)] ep (— (4 - 4i2Xx.
(2.19)

A I side de I’ équation (2.14), I’ équation (2.11) devient

IPo(2) + 0zPy (D) = [, P1(2,0) [1- B(x)] exp (—(A - Az)x)b(x)dx
=P1(z 0) f, B'(x) exp (—(A — 22)x)dx
=P1(z 0) [;” exp (—(A — 12)x)dB(X)

= P(z 0 B@-1z2) = Pi(z, 0) K@.
(2.15)

A partir des équations (2.13) et (2.15), ona

P1 (Z,O)
0

Pz, 0) K(2) = 7Po(2) + 6 ( — 5 Po@);

P1(z 0) (K(®2 -2 = (1-1z) Po(2);

A-Az
K(z)-z

Pi(z 0) = Po(2).

30



A I’aide de I’ équation (2.14), on trouve

A-Az
K(z)-z

Pi(z X) = Po(2) [1 - B(x)]exp (—(/1 - Az)x).

En intégrant cette équation, et en utilisant la formule [;” exp (—x) [1 - B(x)] dx =
(1— B(s))/s, on obtient

[e'e] /1 _A oo
P = [ Pi(zx)dx = K(Z)fz Po@) [[1- BOOexp (—(A - A2)x)dx
_ A-Az 1-BGA) _ |, 1-K@)
C K(z)-z olZ A-Az =Po(@ K(z)—2z

Pour trouver Py(2), on utilise les égquations (2.13) et (2.15):
IPo(2) + 02zPy(2) = K(2) [APo(2) + 0zPy(2)] ;
0l K@ — ZPy(2) = A1~ K(2)] Po(2) . (2.16)
Considérons f(z2 =K(2) -z On a
f(1)=B(0)-1=1-1=0,f @ =—B (A-12) - 1.

Par conséquent, f (1)= —AB'(0)-1=p-1<0etf (9 =4°B"(A1-12)>0.La
fonction f (2) est décroissante sur [0, 1] et positive:

pour p<letze|0,1],z<K(2 < 1. Encore,

_ 1-K(z) _ K@ p . . 1-K(2) A
= 7 = < 00,
lim,_,{_o Ro-z- 1=K (D) 1-p co. De cefait, Iafonctlonm peut étre
définieaupoint z=1 commelf;p . Donc
oA 1-K(2)
PO(Z) - 0 K(Z) 7 PO( )

Larésolution de cette équation nous donne I’ équation (2.9). Encore, a partir de

I’ équation (2.10) nous obtenons P1(1) =Po(1) 1}—.;;) . De plus, vu que

Po(1) + P1(1) =1,ontrouveP1(1) =p et Po(1) = 1- p.

Conséquences

1. La distribution marginale du nombre de serveurs occupéss exprime de la
maniére suivante:
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Po=lime . PC()=0)=1—p: P;=lim_.P(Ct) =1) =p.

2. Lafonction génératrice de la distribution marginale de la taille de I’ orbite est
définie par:

1—z
Po(Z) +P1(Z) = - Po(Z).

P@) B(A—Az)—z

(2.17)

3. La fonction génératrice du nombre de clients dans le systéme se présente
COmme:

Q@) = Po(2) + ZP1(2) = (1-p)(1—2z)B(A— 1z) p{ z 1-B(A—u)

B(A-Az)—z 1 BA-u)—u

254 Période d activité

La période d'activité d'un systéme de files d'attente avec rappels est définie
comme un intervalle de temps qui commence a |’ arrivée d’'un client dans le systéme
vide et se termine a I’instant de départ quand le systeme redevient vide. Falin [19] a
obtenu la transformeée de Laplace-Stieljes de la durée L de la période et du nombre de
clients| servispendant L :

To(s,y) 1 fust+A—2Ay B(s+A-Av du
- — — y X ——
fo exp 0 fo yB(s+A—Av)—v y B(s+A—Au)

=) _ s+/1 6 T (S5,Y) 1 ;us+d—2Ay B (s+1—-Av du -1
Ele )/ [f xp{ fo y B(s+1—v)—v d‘}x y§(s+/1—lu)]

ol 1, (Sy) est lasolution continue de I’ équation yB(s + 4 - Am,,) = ., dans!’intervalle
[0,1].

En outre,

a) Sip>1 dorsp[lL=ow]=p[l = o] >0;
b) S p=1dorsE[L] =E[l] =

c) Sip<1aors
11-B(A-2
E[I]:—exp{ f 0 5 (Au) uid }

E[l]-1

E[L] =

< o0,

2.5.5 Tempsd’attente
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Le temps d’ attente d’ un client peut étre mesuré par le temps physique et le nombre
de rappels effectués. Le temps virtuel d attente W(t) est |a durée qui s écoule entre
I"instant d’arrivée d’'un client primaire et |’instant de son départ. Un effort important
a été fait par Falin et Fricker (1991) [23], pour obtenir I’ expression de la transformée
de Laplace- Stieljes du temps virtuel d’ attente en régime stationnaire :

E[e™Y]=1-p +

1;[) fﬂw(s,lj A(1=w)[B(A—2u)—B(s+ 1—2u)]
s ‘1 [B(A—Au)—u][B(s+ 12— u)—u]

1 (0+s)[BA— Av)—v]+ (A= W) [BUA—Av)— B(s+ A—Av)]
X exp {fu O[B(A— Av)—v][B(s+ 1— Av)—v] dV}dU ;

oU 7r..(S, 1) est la solution continue de I’ équation B(s + A- Amr.) -1, dans|’intervalle
[0,1].

Ce résultat est trouvé a l’aide d’une variable déatoire T, qui représente le temps
d’attente d’un client étiqueté parmi n > 1 clients se trouvant en orbite a 1’instant de
départ d’'un client, et sa distribution f(t) est définie par :

P 1
[1—(1 pit]-—, S 0<t<Tp etp <1,
fit)=\ et sp=1;
P .
L[1+ (p— D]t sp>1

Si ladistribution du temps de service est exponentielle, le premier moment est :

EW(] =—2— (= 4= )

WoOT=1= (5 +5)
Dans les systemes de files d’ attente avec rappels, on s'intéresse auss a une autre
mesure qui est le nombre de rappels R(t) effectués par un client primaire, arrivant
dansle systeme aladate t, avant le début de son service. La fonction génératrice de la

distribution stationnaire de R(t) est :

M7 — 1. 1-—p 1,(0—02z,1) _A(l—u)[E(A—Au)—E(G—HZ+/1—/1u)]
B[z =1- p + 2], [B(A—2u)—ul[B(0—02+A—2u)—u]

fl 018 (=) —v]+(A=1v)[BU—Av)=BO-0z+2=10)] | | o
O0[B(A—Av)—v][B(0—0z+1—Av)—v] U

Dans le cas d’'une distribution du temps de service exponentielle, le premier
moment est donnée par :
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7]
E[R() =7 (1 ).

2.5.6 Processus de départ
Ce processus est défini par une suite {&1,&,,.....} d'instants de départ des clients

apres le service, ou une suite { T; = & — &1} d'intervalles inter-départs. Une particula-
rité importante du processus de départ d’ un systeme avec rappels est que ce processus
n'est jamais un processus de renouvellement, a I’ exception d'un service instantané
[16]. Pourtant, les conditions d’ approximation par un processus de renouvellement
sont définies [17] : Soit p < 1. Etant donnéun entier k, tel que:i;<i, <...<iy;

=01 ,een.e. , Ik — 11 =0, alors indépendamment de 1’état initial on a:

P(T;, < Xa,.... Ty < %) = F(xa)....F(%) , 00 F(x) = B(Y) ( 1- €™p(e™)) est la
fonction de répartition desintervalles inter- départs.

Pour le systeme M/G/1 avec rappels, la transformée de Laplace- Stieltjes et la
moyenne des intervalles inter-départs peuvent étre calculées a |’aide des formules
suivantes [20] :

Ele~"] = BE1- > (1-p) Jy u e BG—A) z—

9 0 B(A—Au)—u
A cul-B(—v) _
Xesp{e fl —E(A—Av)—v dv}du]

1
E[Ti] =7

2.5.7 Mesuresde performance

Le systéme M/G/1 peut étre caractérisés par les mesures de performance, telles
que:

- nombre moyen de clients dans le systéme

2By _dp
2(1-p) 6(1-p)’

- nombre moyen de clients en orbite

i=Q1)=p+

By M
(1-p) 6(1-p)’

- temps moyen d’ attente d’ un client

ny = P'(1)=2

34



AB> + AB1
2(1-p) 6(1-p)

— Mg
W=—=
A

- nombre moyen de rappels par client

A6 B2 P
2(1=p) 1-p°

I

0=

)

2.6 Conclusion

En raison des difficultés d’ analyse des systemes de files d’ attente avec rappels et la
complexité des résultats analytiques obtenus, plusieurs chercheurs ont tenté de
développer des méthodes approximatives d analyse des phénomeénes ou d’ appliquer
la propriété de décomposition stochastique (si le modéle possede la propriété en
question).
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Chapitre 3

Propriété de décomposition stochastique des
systémes de files d’attente avec rappels

3.1 Introduction

Parmi les approches dével oppées ces dernieres années permettant d’ analyser les sy-
stemes de files d’ attente avec rappels, on trouve celle basée sur la propriété de décom-
position stochastique que peut posséder un modéle. Elle offre les avantages de ssmpli-
fication de résolution de modéles complexes. Le concept général de la propriété de
décomposition stochastique d'un systeme d’ attente M/G/1 est défini de la maniére
suivante : le nombre de clients se trouvant dans le systéme a une date aléatoire est
distribué comme la somme de deux variables aléatoires indépendantes ou plus; I'une
de ces variables représente le nombre de clients se trouvant dans le systéme M/G/1
ordinaire a une date aléatoire (le serveur est toujours disponible). Les systemes
évoqués sont en régime stationnaire. Ce type de décomposition stochastique a été
observé auparavant pour les systémes d'attente avec vacances. Ces derniers sont
caractérisés par le fait que le temps inoccupé du serveur peut étre utilisé pour des
taches extérieures (taches prioritaires ou de maintenance).

Fuhrmann et Copper (1985)[28] définissent une série d’ hypothéses caractérisant les
systémes de files d'attente vérifiant la propriété de décomposition stochastique,
particulierement pour les systemes d’ attente avec vacances généralisées.
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Ces hypotheses sont :

> Lesclients arrivent dansle systéme selon un processus de Poisson.

» La durée de service suit une loi générale. Les temps de service des différents
clients sont indépendants les uns des autres, et sont indépendants du processus des
arrivées. Chaque durée de service est auss indépendante de la suite des périodes
des vacances qui la précéde.

» Touslesclients arrivant dans |e systéme sont éventuellement servis, et p < 1.

> Lesclients sont servis dans un ordre qui est indépendant de leur durée de service.

> Lesregles qui déterminent quand le serveur débute et termine les vacances n’ont
aucune influence sur e processus des arriveées.

» Lenombre de clients arrivant dans le systéme durant les vacances est indépendant
du nombre de clients présents dans le systéme au début des vacances.

La décomposition stochastique, établie dans [28], stipule que la distribution
stationnaire de la taille du systeme peut étre décomposée en deux variables; |’ une de
ces variables correspond a la taille du systéme d’ attente ordinaire sans vacances, la
seconde variable aléatoire est liée alataille du systeme étant donné que le serveur est
en vacances. Dans un certain sens, les modédles d’attente avec rappels peuvent étre
considérés comme un type particulier des modéles avec vacances, ou les vacances
commencent aprées chague durée de service et le serveur se met a nouveau selon la
compétition entre deux flux indépendants. L’un de ces flux est poissonnien, et
correspond aux appels primaires; |I’autre (correspondant aux appels répétés) possede
une structure complexe et son intensité dépend du nombre de clients en orbite. Par
conséguent, le modéle sans vacances est |e systeme d’ attente classique sans rappel s, et
les vacances du serveur sont occasionnées par les tentatives répétées. Pour les
modeles avec vacances, la décomposition stochastique est valable aussi bien pour la
distribution stationnaire de la taille du systéme que pour le temps virtuel d’attente.
Dans [29], sous I’hypothése que le temps inter-arrivées est de loi générale, une
formule importante a é&té obtenue. Cette derniere lie le temps d’ attente d’ un systéme
avec vacances au temps d attente d’un systeme GI/G/1 ordinaire. Pour les modéles
avec rappels, lavalidité de décomposition pour le temps d’ attente est une conjoncture.

Dans ce chapitre, nous passons en revue la propriété de décomposition stochastique
des systemes de files d’ attente avec vacances. Puis, hous présentons les résultats exis-
tant dans la littérature sur la propriété de décomposition stochastique des systémes de
files d attente de type M/G/1 avec rappels.
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3.2 Propriété de décomposition stochastique des modeles avec vacances

Pour les modéles de type M/G/1 avec vacances, la propriété en question a été
établie pour la premiere fois par Fuhrmann et Cooper (1985) [28] al’ade des outils
de lathéorie de renouvellement, puis confirmée par Doshi (1986) [15].

On distingue les vacances du serveur dans le cas d'un service exhaustif et celles
dans le cas d'un service non-exhaustif. Dans la premiére situation, le serveur prend
ses vacances lorsque le systeme est vide. En outre, e serveur est en vacances jusgu’ a
ce gqu'il trouve (en revenant des vacances) au moins un client dans le systéme (vacan-
ces multiples), ou bien il prend une seule vacation aprés chague période d’ activité
(vacation unique). Dans la seconde situation, le serveur est autorisé a prendre des vaca
nces en présence des clients dans le systeme. Encore, la distribution des vacances peut
étre indépendante du processus de service, ou dépendante. Il est également possible
gue les durées des vacances sont mutuellement indépendantes, ou elles dépendent des
vacances précédentes.

Ajoutons une suite de vacances {Vi} a la description du modele M/G/1(voir
chapitrel), et supposons qu’elle est indépendante du processus des arrivées et du
processus de service. |l s'agit d' une suite composée de variables aléatoires positives,
indépendantes et identiquement distribuées.

3.2.1 Casd’un service exhaustif
3.2.1.1 Systemedefilesd attente M/G/1 avec vacation unique

Considérons le systeme de files d'attente M/G/1 décrit dans le chapitre 1 et
supposons gue a la fin d une période d’activité interrompue, le serveur prend une
vacance [45],[27]. Ajoutons une suite de vacances {V\} a la description du modée
M/G/1, et supposons qu'elle est indépendante du processus des arrivées et du
processus de service. Il s'agit d’'une suite composée de variables aléatoires positives,
indépendantes et identiquement distribuées.

Notons par V(x) la fonction de répartition des durées de vacances. Et par V(s),
Re(s) > 0 satransformée de Laplace-Stieltjes.

Supposons gue le serveur revient au systeme apres la vacation. A cet ingtant, s'il
trouve des clients dans le systeme, il commence immédiatement une période d’ activité
jusgu’ a ce que le systeme devient vide. Sinon, il attend le premier client qui arrive et
puis commence une période d’ activité. On s intéresse au processus stochastique

{N(t); t > 0}. (3.1)

ou N(t) est le nombre de clients dans le systéme a l’instant t. || n’est pas markovien.
Par conséquent, on considere le systéme aux épogues de la fin de vacances ou de
I’ achévement du service.

38



Soient :

&y 2 I'ingtant ol le service du n'®™ client s achéve ;
0n = N(&») : le nombre de clients dans e systéme aprés le n'®™ départ ;

Vq : le nombre de clients arrivant dans le systéme durant le temps de service du
n*™ client ;

b : le nombre de clients qui arrivent pendant la vacation.

Lavariablel, =1(&p) est

0 fin de vacance;
I, = (32)
1 fin de service.
Le vecteur {(On, In) : On = 0,1,2,.....; I, = 0,1} décrit I'état du n*™ époque, clest-a-

dire:

s I, =0, dors g, est le nombre de clients dans le systeme a l’instant de la fin de
vacance ;

s |, = 1, alors g, est le nombre de clients dans le systéme immédiatement aprés
I”’achévement du service.

Par conségquent al’instant &, la séquence {(qn, In)} détermine une chaine de Markov
induite gouvernée par I’ équation fondamental e suivante :

(Qn+Vvm1—1, 1) On=>1;
(An+1s Tnet) = (Vne1, 1) (dn, 1n) = (0,0);
(3.3
(b,0) (On, In) = (0,1).

Les variables aléatoires v, sont indépendantes entre elles, leur distribution commune
est:

m (Ax)k
P(va=K) =ax = [, exp(—ix) P dB(X); k=0,12,.....
(3.4)
De méme:
_ o Aty
P(b=j)=b;= fo exp (— At) ]—| dv(t). (3.5)

Ladistribution de |’ état stationnaire est
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py =limy o P(I, = i,q, =j) ,i=0let >0, (36)

Elle satisfait |es équations suivantes :

Poj = P1,00; 1=012,....; (3.7
P1j = Poody + ¥ D.j G-n+1 j=012,......; (3.8)
2Py =1; (39
ou
p.j =Doj + P1j-

Définissons les fonctions génératrices suivantes :

AD =X20a 7 =B(A— A2); V(D =X bz =V(A— A2); (3.10)
Qi@ =XLopy 7, =01,
Q@ =Qo@+ Q1D =X, 7 . (3.12)

En utilisons les équations (3.7) et (3.8), on obtient :

boB(1— Az)(z+1)+ B(A— 12)[V(A— Az)— 1] _
z— B(A—Az) P1o-

Qi1(2 =

_zV(A—=2z)B(A— Az)+ by B(A— Az)(z—1)
- z— B(A—12) PLo:

Q@

ol bo =V (4).
Il est clair que pour A(2) = z il N’y a pas de solution dans I’intervalle [0,1]. D’ou, le

' A
systeme est en régime stationnaire s A (1) = Y7o na,= ; =p<lLl

Lafonction génératrice du nombre de clients dans e systeme est :

_(1=p)A-2)B(A—-12) 1-V(A-1z)+ (1-2)V (1)
@)= B(A—2z)-z [T+ AE[V]|(1-2)

(3.12)

=[1(9R2,

40



(1-p)(1-2)B(A— Az)
BA—2z)-z

oufl®@ =

est la fonction génératrice du nombre de clients

R , 1-T(A—22)+ (1-2)V (1)
dans le systeme M/G/1 classique; & R(2) = T+ AEV](1-2) est la

fonction génératrice du nombre de clients qui arrivent dans e systéme durant les

vacances. Donc, le résultat de la décomposition stochastique est vérifié pour le
nombre de clients dans le systeme.

Pour le temps d’ attente d’ un client arbitraire dansle systéme, on a:
1@ =W - )2B(A — Az).

Par conséquent,

(3.13)

A partir de cette éguation, on obtient la transformée de Laplace-Stieltjes de la
distribution du temps d’ attente d'un client arbitraire dans le systeme :

_ _ 1-V(s)+s @
W(s)=WM/G/1(g) 5 (3.14)

A

= WIS (5,

ol WM/G/1est |a transformée de Laplace-Stieltjes de la distribution du temps d’ attente
dans le systéme M/G/1 classique, W,(s) est la TL-S de la distribution du temps
d’ attente liée aux vacances. L’ équation (3.14) exprime la propriété de décomposition
stochastique pour le temps d’ attente.

3.2.1.2 Systeme defilesd attente M/G/1 avec vacances multiples

Considérons le systéme de files d’ attente M/G/1 avec vacances. A présent, lorsque
le serveur trouve le systeme vide a la fin des vacances, il prend immédiatement une
autre vacance, et continue de cette maniére jusqu’a ce qu’il trouve un client en attente
a son retour des vacances.
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Nous définissons une chaine de Markov induite de la méme maniére que dans le
cas précédent sauf que dans ce modéle I’ état (0,0) n’existe pas. Alors, a l’instant &,
I’ équation fondamental e de |a chaine de Markov est:

{(Qn+vn+1—1, 1) CInZI;

I n+1) -

(Qn+1,
(3.15)

(b',0) (@n, 1n) = (0,1).

ol b est le nombre de clients présents & la fin de la période des vacances. Il est clair
que

Pl =[] = —2 b =12
[ _J]_l_bo_l—V(A)' J_ 1&g rnn e
Les probabilitesp;; = lim,, ., P(I, =i,q, =j), i =01 etj =0,12., satisfont les
équations suivanteg[15] :
b
— J - .
TR YART T j=0,L2.... (3.17)

A I’ aide des mémes procédures que celles-ci-dessus, on trouve

T(A=12)- (1)

Qo(2 = 1—7) P1,0 (3.18)
E(A—Az)%

Q1(2 = 2~ B(—12) P1,0- (319

Encore, il est évident que la condition d'existence des probabilités p; est

B(A— Az) # zsur I'intervalle[0,1]. On a:

1= AE[V]
Q1(1) = - 7())1-p) P10 -
Puisque Q1(1) + py = 1, on obtient

_(-p)(-T@)
PL0 = Ty AEV]
En substituant (3.20) dans (3.18) et (3.19), on trouve :

(3.20)

[V(A—22z)-V(D)](1-p)
1—p+AE[V]

Q (2
(3.21)
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_B(a-212)[V(A—21z)-1](1-p)

D= TG 0= pr 2EV])

D’apres |’ éguation (3.11), la fonction génératrice du nombre de clients dans le systé-
me avec vacances multiples se présente sous la forme de décomposition stochastique

(3.22)

_(1-p)A-2)B(A—2z) 1-V(A-1z)
- B(A—Az)-z AE[V](1-2)
=[I(2R), (3.23)

0fed

ou [[(2 est la fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme M/G/1
ordinaire; R(2) est la fonction génératrice pour le nombre de clients qui vont arriver
dans le systeme durant les vacances.

En ce qui concerne le temps d attente d'un client arbitraire dans le systeme, en se
basant sur I’ équation (3.11), on trouve:

1-V(s)
SE[V]
qui est la transformée de Laplace-Stieltjes du temps d’ attente d’un client arbitraire.
Cette derniére est le produit de la TL-S du temps d’ attente dans le systeme ordinaire

M /G/1 et dela TL-S du temps d’ attente des clients arrivant pendant les vacances.

W(s)= WM/G/1(s) , (3.24)

3.2.2 Casd’un service non-exhaustif

Dans ce type des modéles, les vacances peuvent commencer quand les clients sont
présents dans le systéme. Deux types de problemes apparaissent : le serveur laisse la
priorité aux vacances (vacances avec préemption), et les vacances ont lieu lorsgue le
service ou la vacation sont achevés (vacances sans préemption).

Les vacances avec préemption sont observées dans les systemes ou le serveur est
sujet a des pannes. Leur premiéere étude a été réalisée par Gaver (1962)[29]. Ici, les
vacances correspondent a des durées d’interruption (ou réparation), et on parle de la
durée d'accomplissement du service. On définit la durée d'accomplissement du
service comme I'intervalle aéatoire de temps depuis le début du service d'un client
jusgu'al'ingtant ou le service du client suivant peut commencer. Ains, on est amené a
considérer cette période comme une durée de service (S aucune interruption n’a lieu),
ou comme une durée de service effective plus la durée de réparation.

Si les durées de fonctionnement du serveur sont exponentiellement distribuées, les
vacances ont essentiellement deux effets sur les clients arrivant dans le systeme :

> Elles étendent réellement la durée de service d'un client a la durée
d’'accomplissement du servicee Ceci est andogue a la durée
d’accomplissement du service utilisée lors de I'étude des modéles avec
priorité et arrivées poissoniennes. La différence réside dans le fait qu’au cours
d’ une vacation, il n’est pas possible d’ avoir d autres interruptions.
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» Aprés une période d'inactivité, le premier client arrivé peut trouver le serveur
en vacance, et la période d’ activité peut commencer avec plus d’un client.
Donc, si nous remplacons la durée de service par le temps d’ accomplissement du
service, le modéle se réduit @ un modéle avec service exhaustif et la décomposition
stochastique pour le nombre de client dans le systeme se présente de la maniére
suivante :

Q@) =T(RA,

ou R(2) est lafonction génératrice de la distribution stationnaire du nombre de clients
dans le systeme étant donné que le serveur est en vacances. Ce résultat est connu
comme celui pour tout systéme d attente avec vacances. Il rend possible de se
concentrer uniquement sur I’étude des effets des vacances sur le nombre de clients
dans e systeme, étant donné que le serveur est en vacances.

Quand les vacances correspondent a des clients secondaires, les vacances peuvent
arriver méme au cours d’ une vacance. Un tel cas a été considéré par Ou(1984)[49], ou
le serveur sert deux types de clients : le premier possede des arrivées poissoniennes et
temps de service général, et le second a des arrivées et temps de service général. Le
client de type 2 peut étre consdéré comme une vacance. Le résultat de la
décomposition stochastique est dérivé pour le nombre des clients de type 1 quand le
temps inter-arrivées des clients de type 2 est constant. Un cas spécial des modeles
avec vacances sans préemption et modeles a service limité a été étudié par Ali et
Neuts (1984)[48]. L’ analyse réalisée par les auteurs révele une double décomposition
aboutissant a trois composantes pour la fonction génératrice de la distribution
stationnaire du nombre de clients dans le systéme a un instant arbitraire
d’ accomplissement du service::

Q2 =11(2D(9R(),

ou D(2) est une fonction génératrice pour le nombre de clients se trouvant dans le
systéme a une date arbitraire ou les vacances commencent.

3.3 Propriété de décomposition stochastique des modéles avec rappels
3.3.1 Systeme defilesd’attente M/G/1 avec rappels

La propriété de décomposition stochastique du systeme M/G/1 avec rappels dansle
cas de la distribution exponentielle du temps inter-rappels a été éablie par Yang et
Templeton (1987)[51]. Les auteurs ont appliqué la méthode de la chaine de Markov
induite aux instants de départ. On S intéresse au processus stochastique :

{N(®) = C(t) + No(t), t > 03,

ou N(t) est le nombre de clients dans le systeme, C(t) est 0 ou 1 selon le fait que le
serveur est libre ou occupé, No(t) est le nombre de clients en orbite a la date t. Ce
n'est pas un processus de Markov. Cependant son étude peut étre ramenée a celle
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d_’ une chaine de Markov induite aux instants &, ou le serveur devient libre pour la
n'“™ fois, {N(&n), N> 1} = {gn, n > 1}. Supposons que le systéme est en régime
stationnaire  (p <1).

Considérons larelation fondamental e de la chaine de Markov induite :

On+1 = Qn - 5% + anq+1.
(3.25)

Etant donné que les variables aléatoires g,— J§,, €t ana sont indépendantes, on
obtient :

8

7In+1 = z9n"%qy zAn+1 X

Limp_e E[an+l] = liMpoo (E[an_gqn] E[Zan+l]) .

D' ol
Q@) = (1-2)[DG)= do] B(A— 12), (3.26)
[2—2B(A- 12)]
ol
Q(2) = Yo piz", avec pi = limy o p(N(t) = K) = limn_o. pP(N(&n) = K);
D) =50 dpz* et do=1- 3%, dy.
Ains
Elqne] = Elar] — E8, ] + Elan;
LiM. ElGrt] = liMn_., (E[Gn]— EL8, ] + Elan]).
(327)

Notons que limn_... an = &, liMn_, &5, = dq €t limn_,. gn = q. L’ équation (3.27)
devient:

E[a] = E[dq].
Alors,
E[dq] = Xi—0[0. P(dq =0/ q=Kk) + 1-P(3q = 1/ q=K)]-P(q=K)

© k6 . _
= Zkzl m Di= Zi=1 Ak = p.

Donc, dy = 1—p. En prenant en considération la relation entre les variables aléatoires
g et d, on trouve :
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' ' A
Q@@ -D@=5[D@-dol,

D’ +iD — ! +li 1
@+2-D@=Q'@+-% (1-p),
Dont la solution pour D(2) est :

D(2) = az i 770 1) 28 Q' (2)dz + do, (3.28)

ou a est une constante indéterminée. En combinant (3.6) et (3.28), on obtient I’ équa-
tion différentielle de premier ordre pour Q(2) :

[S(z) - zﬂ 0'@+S 20 =0, (3.29)

ou

20 [1-B(A-A2)]
= "Fe 0o
En résolvant (3.29) pour Q(2) et en appliquant la condition de normalisation Q(1) = 1,

on trouve |’ expression de la propriété de décomposition stochastique du systeme de
files d’'attente M/G/1 avec rappels et distribution exponentielle du temps inter-

rappels:
(1-p)(1-2z)BA—-1z) @(2)

0@ = B(A—Az)—z d (1) (3.30)
ou
z1- B(/l Ax)
(2 = exp{ f *— B (= x)
- (1-p)(1-2)B(A-4z) T o o
Ici — est la fonction génératrice qui définit la distribution

B(A—Az)—z
stationnaire du nombre de clients dans le systéme M/G/1 classique a espace d’ attente
illimité (équation de Pollaczek-Khintchine). Elle est indépendante du temps inter-

D(z
rappels, et ﬁ est la fonction génératrice de la distribution stationnaire du nombre

de clients dans le systeme M/G/1 avec rappels étant donné que le serveur est libre.

Yang et al.(1994)[50] ont exploré la propriété de décomposition du systeme M/G/1
avec rappels, et ont prouvé que cette propriété est toujours vraie pour la distribution
générale du temps inter-rappels :
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_(1=p)(1-2)B(A—-1z) Fy(2)
B B(A—1z)-z (1-p)’

Q@

ol Fo(2)
(1-p)
rappels étant donné que le serveur est libre.

est la fonction génératrice du nombre de clients dans le systéme avec

3.3.2 Autres modéles

La validité de la décomposition stochastique a été étendue aux modéles avec rapp-
els et arrivées par groupes [37],[24],[32],[44]. Dans ce type de systémes, il est
suppose que les clients arrivent par groupes. A I’arrivée d’un groupe, s le serveur est
libre, un client commence son service et les autres deviennent sources d appels
répétés, dans le cas contraire tout le groupe rejoint I’orbite. Chague client dans
I’ orbite produit un flux poissonien de rappels de taux 6 > 0. Les flux d arrivees et de
rappels ains que les temps de service sont mutuellement indépendants.

On Sintéresse au processus stochastique {N(t), t > 0}. La suite {N(&,); n >
1}forme une chaine de Markov induite, soit g, = N(¢&,). Considérons I’ équation
fondamental e suivante:

O+1 = Qo - Ad,, + A—-1 +  ana,
(3.31)

oU an+1 est le nombre de clients primaires arrivant dans le systeme durant |e service du
(n +1)"“™ client; 5, est 0 ou 1 selon le fait que le (n +1)°™ client en service est
primaire ou non; A est lataille du premier groupe qui arrive apres &,.

A
Soientlim; o, P[A=k]=g,;p= g ; <1ou g est lataille moyenne d'un groupe.
Les équations de Kolmogorov pour la distribution stationnaire
pr = lim,_,, P(N($,) = k) sont :

A
A+mo

_ me
T giag o + T2 A—m+1, K=0,1,... (3.32)

—\Vk
Pr = Zm=0 Pm m=1Pm A+mo

ou
0 A J .
ac=Pla, =K =" (]L') e~ gV dB(x)

avec "j-fold convolution” pour la séquence g; notee 919 ),

Pour n — oo, nous avons :
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Ela] = p = 1 — E[A] + E[A] Nfo 1= i

On définit les fonctions génératrices suivantes :
Q@ =Xiopkz"; G(D=Xioogrz";

D@ =Y 0diz" ; AQ@ =Xi—oaz¥ =B(A— 16(2)).

1— 1—-
UTE dy = 1—?” et do = —~.

Alors pour I’ équation (3.31), ona:

[1-6@D@)~ dolB (1~ 16 @)

Q@ = 2~ B(=16() (3.33)
S e () D () = D) - - g
ains queQ (z) — D (2) = oy D(2) — 0y 20
Remplacons (3.28) dans (3.33), on obtient :
Q@) |75 -5()| -5 @) =0 (334

avec

2 z=B(A-26(2))G(2)
S@) = 2 B O=-16@)

En résolvant (3.34) pour Q(2) et en appliquant la condition de normalisation Q(1) = 1,
on obtient |’expression de la propriété de décomposition stochastique du systéme
M/G/1 avec rappels, arrivées par groupe et distribution d’ inter-rappels exponentielle :

_A=p)[1-GNB(A-16(2)) ¥ (2)

W= Ba- 16— W) (339
ou
B Az t—G(t)B(2— 26 (1))
¥(z) = exP{_ 0 fO t—[t— B(A- G (t))] dt}
Le facteur (= pI-6WIB(A-16(0)) est la fonction génératrice qui définit la

gBA-26(1)—-1t)
distribution stationnaire du nombre de clients dans le systéme M/G/1 avec arrivées par
groupe.
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Soient 7, I'instant du début du n*™ service, ¢, = N(1,) le nombre de clients
présents dans le systéme al’instant ,,. Par conséguent, nous avons :

CIn,+1 =0nt A,(l - Sqn)-

Notons par P;(z) lafonction génératrice pour q =lim,_, ¢,. En utilisant laméthode
ci-dessus, on trouve :

P;(2) =G(2) Q(2) +[1 - G(D][D(2) — do].
De (3.33) et (3.35), on obtient :

(1-p)z[1-G(2)] ¥(2)
g[B(A— G (2))—z| ¥ (1)

Pq (Z) =

Soit Pg(2) lafonction génératrice pour le nombre de clients dansle systeme al’ arrivée
d’ un client (le serveur est occupé), et P,(2) la fonction génératrice pour le nombre de
clientsdansle systeme al’arrivée d'un client (le serveur est libre).

Alors, la fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme a |’ arrivée d'un
client est

Py (2) = pPe(2) + (1 - p)Pi(2) - (3.36)

Maintenant, supposons que le groupe arrive durant I’intervalle [t, t + dt], ou t désigne
le temps écoulé aprés le début de la période de service dont la longueur est X. La
probabilité que le serveur est occupé est [50] :

o x b
Pe = [0 i Payeo @) % dita, (3.37)

avec qp ) = g + B(t) le nombre de clients dans e systéme & la date t aprés le début
B’ (%)
1-B(x)

du service et b(t) = Ona:

Py, (@ = Py(2) exp [-2t(1 - G(2))].
Les équations (3.37) et (3.36), donnent :

1- B(A— 26 (2))
1G] P (2). (3.39)

PB(Z) =

De (3.33) et (3.35), nous obtenons :

Y(z)
Y1)’

P| (Z) =
(3.39)
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Donc,

(1-p)(1-2)B(1- 26 (2)) ¥ (2)
B(2-2G(2))-z Y1)’

P;(2) = (3.40)

Puisque le processus des arrivées est poissonien, P(2) = P;(z).

Pour résumer les résultats de la décomposition stochastique pour le modee M/G/1
avec rappels et arrivees par groupe, soient :

M : modéle M/G/1 classique avec arrivées par groupe ;
My : modéle M/G/1 avec rappels et arrivées par groupe ;

N : nombre de clients dans M (régime stationnaire) ;

N~ = N(n) : nombre de clients dans M aI’instant du début du service (régime
stationnaire) ;

N*=N(&) : nombre de clients dans M al’instant du départ (régime stationnaire).

De méme, soient Ny, N, et N correspondants et liés au modéle My, alors:
Ng=N+vy; N;y=N"+19; Nj=N*t+1,

. . : VR 4
avec iy un nombre entier qui admet lafonction generatnce%.

3.4 Applicationsdela propriété de décomposition stochastique

La propriété de décomposition est extrémement utile pour analyser les systémes de
files d attente M /G/1 avec rappels. Elle permet de résoudre les problémes d’ obtention
des moments de No(t) et de convergence d' un systéme M /G/1 avec rappels vers un
systéme limite lorsque le taux de rappels & — o. Ces applications, dans le cas de la
distribution exponentielle du temps inter-rappels, sont réalisées par Artalgjo et Falin
(1994) [4].

La propriété de décomposition du systeme M /G/1 avec rappels s écrit :

{Co (O No (O} = {Cu(t) Neow(®) } + {0 Ry (B}
(3.41)

Les processus {Cy (t); Noy (1)} et {O; Ry (t)} sont associeés au modele M /G/1 avec
rappels de taux de rappels 8 > 0, ou Ry (t) représente le nombre de clients en orbite a
ladate t étant donné que le serveur est libre. Le processus { C..(t); Nro (t)} est associé
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au modele M /G/1 ordinaire de capacité d'attente illimitée, ol Ny, (t) est le nombre
de clients en attente ala datet.

3.4.1 Formules explicites des moments du nombr e de clients en or bite

Soit un moment factoriel d’ordre n : My, = E[(N o )n], OU (8)h = a (a-1)..(a-n
+1).

Soient n et j des entiers non-négatifs. On définit un ensemble X;(n) de tous les
vecteursX = (X1, ..., Xj) €Z/, tel que x; > 0 et X3 + ...+ X; = n. On désigne ¥! =
(Xq!.xih).

Théoreme 3.4.1: Le moment factoriel d’ordre n du nombre de clients en orbite
Mn(6) = E[(Nog)n], 0U Nyp =1lim,_, N,y (t), est définie par :

J
Mn(0) = M, + Zﬁzl(Z)Mn-k k! Zj;ljl! (9(11— p))

1
Zfexj (k) H]i:1(Mxi—1 - (1- P)5xi;1)- (342
Preuve: Del’éguation (3.41), on a:
Noy = Nroo (t) + Ry (V).

En utilisant le théoreme binomial de Vandermonde et I’indépendance des variables
aléatoires Nr, (t) et Ry (t), on obtient

Mn(6) = ;Cl:()(?]:) Mnk E[(Ro)«]-
(3.43)

Pour obtenir E[(Ry)«], nous considérons la fonction suivante :

A z1-B(A—u)
©@=nR@=5 | 5o (349
avec
A 1-B(A—2
Ry (2) = E[z%] :exp{g ) 12 Wdu}. (3.45)
. _(1-p)(-2) o . -
Soit Po(2) = =7~ lafonction géneratrice pour |a variable aléatoire Ny, ().

B(A-2Az)-z

Alors I’expression (3.44) peut étre réécrite comme suit :
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04 (2 = f P (u)du+—(1 2). (3.46)

9(1

En dérivant (3.46) par-rapport az au point z= 1, on obtient :

2
P V(1) - =65,, ,n=12,.. . (3.47)

0" =55 .

Q(1) est le n®™ cumulant factoriel de R (t), et PV (1) est le (n - 1)"*™ moment
factoriel My, 1 de lavariable aléatoire Ny, (t). Le moment factoriel E[(Ry)«] de la vari-
able aléatoire Ry (t) peut étre exprimé en termes du cumulant factoriel comme suiit :

ERM = k1T 5 Srex,n 3o 001 k > 1.
(3.48)
De (3.47) et (3.48), on trouve:

E[(Ra)k] k! Z] 1]| (9(1 p)) ZxEX (k) ;l HL 1(MxL (1 - p)gxi ;1)’ k>1. (3-49)

Finalement, en mettant I’ équation (3.49) dans (3.43), nous obtenons (3.42).

Remarque 3.4.1.1: A I’aide de ce théoréme, il est possible de déduire les formules
pour le nombre moyen et la variance du nombre de clients en orbite :

By M
21-p) 6(1-p)°

Var[N,s ] = M2(6) + M1(6) + (M1(0))?

E[Noo ] = Ma(0) =

213 1383 226, 2387 Ap
= + + + + .
4(1-p)2 3(1-p) 2(1-p) 20(1-p)* 6(1-p)

Aind, les mesures, telles que : temps moyen d’ attente, nombre moyen de rappels par
client, peuvent étre facilement cal culées (d’ apres les formules de Little).

Remarque 3.4.1.2: Dans le cas particulier ou le temps de service est
exponentiellement distribué avec taux y, hous obtenons :

p" (A+npb)

A ygn 1@ + k), n=1,

Mn(0) =

A
avec p =—.
14

3.4.2 Taux de convergence versle systeme M/G/1 classique
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En général, quand 6 — o la distribution stationnaire de 1’état d’un systéme de files
d attente avec rappels converge vers une limite. Dans notre cas, cette limite est le
systeme M/G/1 classique (FIFO) [4].

Théoreme 3.4.2 : Quand 6 — oo, la distance

D = 2L 55| pin (0) — pin ()] = 0(2).
L’inégalité suivante alieu :
2(1-p)(1=Ry(8)) <D<2(1-R,(8), (3.50)

ou
Ry () = A fl 1-B0=—w) | 251
ot =8P17 5 Jo Ba— a)—u [ (3:51)
Preuve 3.4.2: La preuve est basée sur la propriété de décomposition stochastique

(3.41).

Si p;, () est ladistribution stationnaire de { Cy (t); Nog (); t > 0} et p;, () est celle
de {C.(1); Nro (£); t > 0}, alors p;, (8) est une convolution des distributions p;, (<)
et RO (0) = limt_mo P(Rg (t) = n) .

Pin (8) = Y=o Dik (%) R (6) - (352)
Alors,
Pin () = Pin (90) = Pin (©2)Ro(8) = Pin (20) + (1 = 80) Tt=) Pir (©) R (6) -
En utilisant I’ équation (3.52), pour obtenir
1Pin (8) = Din (20)] < pin (20)(1 = Ro(8)) + (L = 80) TF=4 P (%) Ry—1c(6)
= pin () (1 = Rp(6)) + pin (8) — pin (©0) Ry (6)
= pin () (1 = 2Ry (6)) + pin (6).
Cependant, en additionnant tous les états, nous trouvons que
D < (1= 2Re(6)) Ti—o D=0 Pin () +Ximg Do Pin (6). (353

Puisque p;,, () €t p;,, (8) sont des probabilités, alors la somme des sommes al’ aide
de I’équation (3.53) égal a 1, d'ou on obtient la borne supérieure pour |’ équation
(3.50). Pour trouver la borne inférieure de (3.50), on utilise I'inégalité
la-b>a-bh.

Par conséquent, nous avons :
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D> Yl o[pi0(6) — pio ()| + Xico Xire1 (Pin (6) — pin (0))
(1— Ro(8)) oo pio(®) +1- X1y pio(8) — 1+ X1y pio(0)
2(1— Ry(8)) Tl pio (o)

2(1 - Ry(0)) %&’;)

>2(1— Ry(8))(1-p).

Enfin, on obtient laformule (3.50).

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le concept général de la propriété de la
décomposition stochastique des systémes de files d’ attente avec vacances ains que de
ceux avec rappels. Dans un certain sens, les modéles d’ attente avec rappels peuvent
étre considérés comme un type particulier des modeles avec vacances ou les vacances
commencent apres chaque service, et leurs durées dépendent du processus des
arrivées et del’ état du systéme.

L’ application de cette propriété simplifie la résolution d'un certain nombre de
problemes (calcul des moments de lataille de I’ orbite, vitesse de convergence vers un
systeme limite).

Dans le prochain chapitre, nous étudions le comportement asymptotique du
systeme M/G/1 avec rappels.
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Chapitre 4

Comportement asymptotique du systéme de
files d’attente M/G/1 avec rappels

4.1 Introduction

Bien que les caractéristiques de performance du systeme M/G/1 avec rappels sont
disponibles sous forme explicite, elles sont encombrantes et d’ une utilisation restrein-
te du point de vue pratique. Prenons I’ expression de fonction génératrice du nombre
de clients en orbite obtenue dans le chapitre 2. Elle ne permet pas d étudier le
caractere de la distribution de N,(t) dans certains cas particuliers importants dans les
applications: régime chargé, intensité faible des rappels et intensité forte des rappels.

Dans ce chapitre, nous analysons le comportement asymptotique du nombre de
clients en orbite associé au systeme de files d’ attente M/G/1 avec rappels, et ceci dans
le cas des valeurs extrémes de certaines parameétres.

4.2 Trafic chargé

Nous considérons le cas ou le taux d'arrivée A augmente de telle maniere que
p—1-0.

Théoréme 4.1 S le systeme de files d’ attente M/G/1 avec rappels est dans un régime

A
stationnaire (p = ; <1)etp,< o, alors :
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2
B B1

lim, 1 E[es0=PNo®]=1+-%s 082,
A_,ﬂ_o [ ] ( 2,3% )
4.1

C' est-a-dire en régime chargé la longueur de I'orbite No(t) asymptotiquement a une
distribution Gamma.

Preuve:

Soit ¢ = 1 — p. Latransformeée de Laplace de la variable aléatoire

eNo(t) = (1 —p )No(t) peut étre obtenue del’ équation (2.17) en mettant z = e
1—e™% A re™8 1-K(u)
_SgNg (t) = — ——
Ele e L {9 I oLl du 4.2)

1 . - ..
Comme A— 5 0, lavariablet = A(1— €*) — 0. Autrement dit, si 32 < o alors,
1

commet — 0, |’ expression asymptotique suivante a lieu:

B(t)=1-Bt+ [’72—2 t? + o).

Ainsi, K(e™) = B(M1 — e™*))
=1—es+é [52 (% + 2[%) + s} o(?).
1

Celaimplique que

l e 1 43
lmjﬁﬁ—os K(e—gs)_e—ss - 1+2‘B_ﬁ225 . ( . )
1

Pour trouver lalimite du terme exponentiel dansle coté droit de |’ équation (4.2), on
doit trouver

. e % 1-K(u)
hml—)é—o fl K(u)—u
(4.9
En introduisant une nouvelle variable v = __ , On peut transformer I’ intégral
1—e™
dans (4.4), ce qui donne:
1 1-B(A(1—e%5)v) —es
fO B(A(1—e=s)v)—1+(1—e—)v ' (e 1) dv. (4.5)

55



S B, <o, dorsdansun intervallefini [0; § ona:
B(es)=1-pies+ /J;—Zszs2 +g2 . 0(1).

Considéronslafonction f (t) =B(t) — 1 + p;t - % t2. Nous avons que :

a8 f(0)=0,f(0=0, f"(O)‘O

nr ~ nr

b) f'(t)=B" (t)etaorsf" (t) est finie et négative pour t > 0.

Par conséquent, f (t) est décroissante lorsque t > 0. Ceci implique quef” (t) <0
pour t > 0, clest-a-dire: f'(t) est décroissante pour t > 0. Donc, f (t) est
décroissante et f (t) < 0. Alorspour t < T, on af (T)< f ()< 0. En outre,

I’ existence de 5, implique que lim_g —~ f ( ) -

Soit t=¢€s, T=¢S,0<s<S. Par conséquent:

Szf(fs) f(es) <0

£252 — g2

f(eS)

Comme & — 0, la variable 7" — 0 dors —— f ( )

— 0 uniformément pour

s[0; S
Supposons s=V, e = A(1-e*). Vu que A—1/ B1-0 uniformément par rapport
ave|[0;1], onobtient :

B((1-e=)v) = 1—gw+gz(sv+sz 2 A2) +£20(2). (4.6)

232
Substituons I’ équation (4.6) dans (4.5). On obtient que la fonction sous le signe de
I’intégral (4.5) converge uniformément verslafonction

-5
B2

1+ SV
287
L ) 1— B(A(1— e %5)v) e & —
Ainsi, lim, | ﬁl fo BA(1— e—&5)v)— 1+(1—e fS)v'( Ddv
1 s 2p%
= [ —F— v =—TLIn(1+ 2ﬁzs) (4.7)

0 1+2Lﬁ2f—sv B2

4.3 Taux faible desrappels

Le théoreme suivant décrit la distribution du nombre de clients on orbite lorsque
le taux de rappels est faible: 6 —» 0.
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Théoréme 4.2 S B, <, alors pour &6 — 0 le nombre de clients on orbite suit

A
asymptotiquement une loi normale de |'espérance S - et dela variance

(1-p)o

A3By422p—2Ap2

2(1-p)2o
Preuve:
Soit
No(w) -7 1
No'(U) = - 5 = VO No(u) - —22

\/_5 1-p)Vo

La fonction caractéristique E[e”No*(“)] peut étre exprimée sous forme de la fonction
génératrice P(z) comme suit :

Ap

E[eitNo*(u)] = p(eif‘/g)_ e_it(l—p)ﬁ

B eitVe 1 K(u) A
eXp{ IN KG)—u 't(l—p)@}
1_eit\/§
X(1-p) K(eit\/H_)_eit\/G_'

(4.8)

Ve 1_eitv9
: — ,itVo foa (1
Si6—0,aorsz=¢e"V" — 1. Ains (1 p)k(eitﬁ)_eitﬁ_’l

Pour calculer

. eitVo 1K (u) Ap 1—eitVo .
limg g exp{g fl Kw—u du (1—P)‘/§ (=5 K(ei“@)—ei“@ X

faut transformer |'argument de la fonction exp comme suit:

_f lt\/_ 1 K(u)
B K(u) u 1-p 1-p° 6

2
Ap_ eltVo_1— lt\/_ _ Apt

1-p [ 2(1—P) ' (4-9)

Ona llmg S0

57



itV 1_
Pour calculer limgﬁo% N (o

— 1 f p)du, nous introduisons la fonction

Kuw—u
suivante:
B Rl 1-K(u) p
(0= Gy )%
Il est clair que:
a fO)=0;
/ A2y 2
D) £ O =37y ¢
De cette maniere, lorsque 8 — 0, on obtient :
f(e)=f(o>+ef’(0)+0(9)=—eﬂﬁow).
4(1-p)?
A etV 1K) p _ 2 _ B
Donc, - f1 (K(u)_u -l_p)du— S fO)= 4(1_/))2t +0(1).

Par conséquent,

t2 A3By+2dp—21p%|
. , oU
2 2(1-p)?

limg_o E[eitNo )] = exp{- —

2 3Ba+24p—22p2 . o .
expy- — . > , est lafonction caractéristigue d'une variable
2 2(1-p)
aéatoire normale ayant I'espérance mathématique égale a 0 et la variance égale a
A3Bo+21p —22p?

2(1-p)?

4.4 Taux fort desrappels

Dans les situations réelles, les abonnés des réseaux de téléphone répetent leurs
appels immédiatement. Alors, une investigation sur le comportement asymptotique
d'un systéme de files d'attente avec rappels sous I'intensité forte de répétition est d'un
intérét pratique spécial. Habituellement, comme 6 — o, une caractéristique
stationnaire a(f) du systeme de files d'attente avec rappels converge a une limite
a(w), qui est la caractéristique stationnaire correspondante d'un certain systeme
«limite>>. Ce dernier peut étre facilement identifie. Par exemple, quand 8 —«, le
modéle générale M/G/1 avec rappels peut étre considéré comme le systéme ordinaire
M/G/1/. Par conséquent, si on dénote par qn(o0) la distribution du nombre de clients
danslafile d'attente associée au systéme M/G/1/wx classique, alors:
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On(o0) = limg_e gy , OU On = lim;_e p(No(t) = n)
(4.20)

Cette formule est équivalente alalimite correspondante pour les fonctions
génératrices :

limg_e P(z) =P™)(2).
(1-z)B(A1-1z)

B(A—Az)—
cette relation s ensuit delaformule (2.17) pour P(2).

Vu que P (2) = (1 - p) (la formule de Pollaczek-Khinchine),

La distribution gn() est étudié en détail est peut étre considérée comme
ordinaire (comme Gamma, Gaussien, etc.).

Le résultat suivant du taux de convergence de la distribution g, a la
distribution g, (o) est plus intéressante que larelation précédente (4.10).

Théoreme 4.3. Quand 6— « la distance
Z?lozo |Qn —qn (oo)|

o 1 .
entre les distributions q, et qn() est 0(5). Pour étre plus exacte, on a les

inégalités suivantes:

1-p AREE (O
2B(/’L) |:1_ fU K@w)—u }:|

SZ?=O|qn - qn(oo)|

1 1-K(u)
1 exp{ 0 Ky ud }] (4.11)

Preuve:

La preuve est basée sur la propriété de décomposition stochastique du nombre de

clients en orbite:

N09 = Nfoo + Rg ,

qui peut étre présentée sous forme des distributions suivantes :

On = limge p(Np(t) = 1) 5 dn(0) = lim,_q p(Nfoo (t) =n);

q\n = lirnt—mo p(RB (t) = n)

Ou Ry (t) est le nombre de clients en orbite étant donné que le serveur est libre:

@ = 1Mo (N () = /C(6) = 0) =22
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Cette propriété veut dire que g, est une convolution des distributions g,() et g, :

On = Xk=0 9k () Gn—k - (4.12)

Lafonction génératrice de g,, est définie par:

Y ZG, = exp{% flz ;(_ulg(_ui (4.13)
A présent, laformule (4.12) devienne:
Gn = 0n(%0) = An(®2)do — n(20) + XRZ0 4k (%) G, -
On adonc,
|Gn = An(®)] < | An(0)do ~ An() + k20 Tk (©)Gn—k
= On(0)(1= Go) * tn = dn(0)Go
= Qn(o0)(1—2go) + On -
Par conséquent,
ne0la™ = n ()| < (1= 230) =0 Gn () + Xi=0 G -
Vuque X3 oqn(®)=let¥;0q, =1,
n=01dn = On(®)| <2(1— Qo)
(4.19)
En posant z= 0 dans |’ éguation (4.13), on obtient |a formule suivante pour G :
do = exp{— % fol ;(_ulg(_ui du . (4.15)

A présent, de (4.14) et (4.15) on obtient la premiére partie de I’ inégalité (4.11).
Al'adede |a—b| >a—Db, nouscalculons
Yr=0|@n = qn(®) | =] do = Go()| + Xi1| Gn — Gn(0)
> | do = do(0)| + Xn=1(Gn — qn(©))
= | do = Go() + qo(>0) - dlo -

Cependant,

Qo(o0) = B
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do = do()go < go().
Par conséquent,

|Go - do(e) = qo() - Go = Go(e0) (1—8).

% ddn = An(0) > 2(qo0) - qo) = 2% (1—Go).

Laprobabilité g, peut étre estimée al’ aide d’ une approche basée sur les ordres
stochastiques sous forme simple. En particulier, on atoujours[15]:

11—ePd-w)
1-Go<1—expy— f (- _q du

4.5 Conclusion:

Dans ce chapitre, les investigations ont été portées sur le comportement
asymptotique de la variable aléatoire représentant le nombre de clients en orbite, et
ceci pour le modéle M/G/1 avec rappels. Il a été établi que la variable en question se
comporte comme une variable de loi Gamma lorsgue l'intensité du trafic p —»1 et
comme une variable normale lorsgue le taux de rappels 6 —0.

Nous avons également estimé la proximité entre le modéle M/G/1 avec rappels et
celui ordinaire correspondant.
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Chapitre 5

Application

5.1 Introduction:

La majorité des éudes sur les modéles de files d'attente avec rappels considére le
systéme M/G/1 avec rappels, ou le calcul de la fonction génératrice de la taille de
I'orbite soit disponible. L'expression de cette fonction ne permet pas d'étudier le
caractere de la distribution du nombre de clients en orbite dans les cas qui nous avons
analysé dans | e chapitre précédent.

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats obtenus sur les systémes M/M/1,
M/E, /1 et M/H,/1 avec rappels.

5.2 Transfor mées de L aplace-Stieltjes pour les systemes de files d'attente
classiques

5.2.1 Systéme M/M/1

Ce systéme est décrit par e processus des arrivées poissonniennes detaux 4 , laloi

exponentielle de service de taux y, lafile dattente de capacité infinie. Les fonctions
de densité de probabilité et de répartition sont données par:

b(t) =ye " et B(t) =1-e7"", t>0.

Trouvons TL-S:
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Bt)=BQ-212)= foooe_(l_’lz)t ye 't dt= yfooo e~ (A= AZ47)t gt
_ 14 _ 1
A(1-2)+y %(1—Z)+1 '

D'ou

B(A-12)=————.
A=20)= a1

La 1%° équation de Pollaczek-K hintchine pour le nombre de clients dans le systéme

est définie par:

_B@A-22)a-p)2-1) __(A-p)Z-1)

Z-B (A-12) - Z[1+@]2_1 '

m (Z)

5.2.2 Systéme M/E /1
Dans ce systeme, la durée de service suit uneloi d'Erlang d'ordre 2 et de moyenne
finie % .B(t)=1- yte¥t —e " eth(t) =y%te™"" sont respectivement lafonction de
répartition et lafonction de densité de probabilité. B (¢) est TL-Stelle que:
B(t)=B-12)= [ e =Dt y2tert gt
=y e et g

=y? fooo te~(A=AZ+y)tye

On utilise I'intégration par partie.

Posons.
U = tet Vit) = e ~A- A2+t
Al Ut) = dt et V(t) = ——— e~ A= A2+t
ors U =Edt etV =
Donc,
v? © (A= AZ+y)t v?
B-12)=———— [P e~ G- 2Ztg - — ¥
A==y e M= a7
D'ou
15?(,1—/1Z)=[;]2=[;]2
A(-2)+y p(1-2)+1

La 1%® équation de Pollaczek-K hintchine pour le nombre de clients dans le systéme
est donnée par:
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(1-p)(Z-1)
z+2 2

m () =

5.2.3 Systéme M/H /1

La durée de service suit une loi hyperexponentielle d'ordre 2 dont la fonction de
répartition est définie par: B(t) = 1- p; € Y1t - p, e 7728 ot p; p,, yiet ¥, Vérifient:

11 1 1 ) _
p1+p; =1et— + — = — et — est ladurée moyenne de service.
Y1 Y2 y v

CalculonsTL-S:

B(t)=B(A-12) = [ e" @ Dtap(r)
(0] _ _ (o] _ _
=p1 7 f(] e (4 AZ+V1)dt + P2 V2 f() e (4 AZ"'VZ)dt

_ p1v1 N p2Y2
A1-2D)+y; 2A-2)+yy

Alors,

g(t) = P1 + P2 .
P1(1-2)+1 P21-2)+1

Par consequent,

(D) = (1-p)[1+(p1+p2—p)(A—2)]
P1P2Z%—(p1+p2+p1p2Z)+1+p1+py—p

. A . A . A
ou p;=—etp,=—etp=—.
P1 V1 P2 Vo p "

5.3 Transfor mées de L aplace- Stieltjes pour les systémes de files d'attente avec
rappels

5.3.1 Systeme M/M/1 avec rappels
Lafonction de répartition est définie par: B(t) =1- e ¥t |, t=0.
Alors,
B(t)=B@-22)= [ e *tdB(t) =y f0°° e~ (A=AZ+y)t g

_ 14 _ 1
CAQ-D+y %(1—Z)+1
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1
Ou p=A1p, ety=—.

B
Donc,

E(A—AZ)=m.

5.3.2 Systéme M/E,/1 avec rappels
Lafonction de répartition est définiepar: B(t) =1- e "t -yt e "t t=0.
Trouvons TL-S:

B(t)=B-212)= [ e~ DtqB(t)

=f000 e~ (A—2Z)t yzte—yt dr

On utilise I'intégration par partie, on obtient:

B(A—21Z) = [fm]2 .

5.3.3 Systéme M/H ,/1 avec rappels

L'expression de la fonction de répartition est donnée par:

1
Bt)y=1-e "t g, e 2t t20.0u0 {4+, :1et<—1+{—2=—_
Yi Y2 v

CaculonsTL-S:

B(t)=B(-22) =[] e ADtdB(¢)

_ {1]/1 fooo e—(l—/12+]/1)tdt + Cz Vs fooo e_(l—lZ-l-]/z)tdt

._ 2
BA—17) = {171 .\ 02y,
AA-2)+y1 A(A-Z)+y;
On trouve:
_ 2
BA—17) = 1 ¢

Ta-DH -+
Y1 Y2
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5.4 Comportement asymptotique des systémes avec r appels:

5.4.1 Systeme M/M/1 avec rappels

- 1
Ona B(A-AZ)=——m =1
( ) P(1-2)+1 avec cv

p

Alors, B'(A — AZ) = m

2p2

Donc, B" (A —AZ) = m :

Celaimplique que:

B, = 2p°
Quand 86 —» 0, ladistribution du nombre de clients en orbite est de moyenne
A3p2+Ap—Ap?
(1-p)26

p .
m= et de variance Var =
(1-p)6

5.4.2 Systéme M/E /1 avec rappels
Le coefficient de variation est donné par cv =~ 0.7.

A l'aide de TL-S, on obtient:

B(r-12)= 2p
A=A = a1
Alors,
B"(A-az T
A=A = =1
Donc,
B = 6p?

Si: 6 —» 0, ladistribution du nombre de clients en orbite est de moyenne

. 313p2+2p—Ap?
m= et devariance Var = >
(1-p)6 (1-p)=6

5.4.3 Systéme M/H ,/1 avec rappels
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A A

_ $1,7 $255

LaTL-Sdesesystemedonne: B (1 —12) = —3 + =7 :
[ﬁ(1—2)+1]2 [5(1—Z)+1]2

Alors,
12 12
» 2(1m Z(ZEZ
B(A—AZ)=Alz 13+ /112 13.
[A-2)+1]°  [S(A-2)+1]
Donc,

Dans e cas d'une distribution hyperexponentielle de degré 2, on a:

1 K

=—— et = —
G K+1 G2 K+1

ol K = (cv)? + [(cv)* — 1)]% . Ainsi, si cv =1.5, onobtient: ¢; =0.19 et {, =0.81.
Le tableau 5.1 présente les valeurs de lamoyenne et la variance pour les modél es
M/M/1 et M/E,/1 avec rappels ains que pour le systeme M/H,/1 avec rappels et

cv =15, lorsqued —p 0. A cet effet, nous utilisons les résultats fournis par le
théoreme 4.2. On choisity =1 et 1 € {0.3; 0.5; 0.8}.

67



Tableau 5.1 Modé es avec rappels
p 0 E = Ho
cv=1 cv =07 cv=15
m m m
Var Var Var
0.3 0.1 1.2857 1.2857 1.2857
1.3353 1.4344 1451
0.01 12.8571 12.8571 12.8571
13.353 14.3448 14.5102
0.001 128.5714 128.5714 128.5714
133.5306 143.4489 145.102
0.5 0.1 5 5 5
6.25 8.75 7.5
0.01 50 50 50
62.5 87.5 75
0.001 500 500 500
625 875 750
0.8 0.1 32 32 32
113.92 277.76 134.4
0.01 320 320 320
1139.2 277.76 134.4
0.001 3200 3200 3200
11392 27776 1344

Quand 8 —» 0, la moyenne et |a variance dépendent de la distribution du temps
de service (de son coefficient de variation). Lorsque le coefficient de variation est
strictement supérieur ou strictement inferieur & 1, on observe une augmentation des
valeurs numériques des caractéristiques en question. Avec accroissement du taux des

rappels ains que de la charge du systéme (p), les valeurs de la moyenne et de la

variance subissent une augmentation.
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Le tableau 5.2 présente les val eurs numériques des bornes inferieure et supérieure
données dans le théoreme 4.3 et associés au systeme M/M/1 avec rappels. A cet effet,
nous avons calculé Ry ().

A

1 1-B(A—-Au)
Ona Ry(8)=exp {— ) fO m du}.

Alors,

) Al p—pu oAl p(d-uw)
Ro(")‘eXp{ 9 fo pu2—(p+1Du+1 du} 'ex{ 0 fO (u-1)(pu—1) }

du
A1l pu-1) Al p
=eXp {= |, ——————dul=expi—= d
P {9 Iy (u—1)(pu—1) u} p{e Iy pu—1""
A 2 4
= eX 9 In(1—p)r = expyin(1 —p)e r =(1 —p)¢
Tableau 5.2 Systeme M/M/1 avec rappels
p 0 Borneinférieure Borne supérieure
0.3 1 0.142 0.2029
100 0.0014 0.0021
10000 0.000014 0.00002
0.5 1 0.2928 0.5857
100 0.0034 0.0069
10000 0.00003 0.00006
0.8 1 0.724 1.4481
100 0.0051 0.0255
10000 0.00005 0.0002

D'aprés les valeurs numériques obtenues pour les bornes inférieure et supérieure,
lorsgue & —» o0, Nous pouvons conclure:
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1) L'augmentation du taux des rappels entraine la convergence plus rapide vers
le systeme M/M/1 classique.

2) Le taux de convergence versle modele M/M/1 classique diminue avec
['augmentation de la charge du systéme (p).
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons analysé le comportement asymptotique du nombre
de clients en orbite associ€ au systéme M/G/1 avec rappels.

En premier lieu, nous avons passe en revue certains résultats consacres aux
systemes de files d'attente classiques. Ces derniers ne prennent pas en considération le
phénomene de répétition de demandes de service : le phénomene en question est
étudié par lathéorie des files d'attente avec rappels.

En deuxieme lieu, nousavons présenté |'une des approches permettant de faciliter
lesinvestigations sur les systémes avec rappels, celle basée sur leur propriété de
décomposition stochastique.

En suite, nous avons étudié e systéme de files d'attente M/G/1 avec rappels dans
des cas particuliers : régime chargé, intensité faible des rappels et intensité forte des

rappels.
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Annexes

Annexe A :
1- Processus de Poisson.
2- Loi exponentielle.
3- Loi dErlang.
4- Loi hyperexponentielle.
Annexe B :
1- Fonction génératrice.

2- Transformée de Laplace-Stieltjes.
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Annexe A

1 Processus de Poisson

Le processus en question est utilise pour décrire la rédisation dans le temps
d'évenements aléatoires d'un type donné. La description mathématique dun flux
d'événements al éatoires peut se faire de deux manieres différentes:

1. On considére le nombre d'évenements X(t) se produisant dans [0,t] et on cherche
a déterminer la loi de probabilité de cette variable aléatoire discréte. Le
processus { X(t), t > 0} est appelé processus de comptage.

2. On considére les intervalles de temps qui séparent les instants d'apparition de
deux évenements consecutifs. Ce sont des variables aéatoires continues,
positives et en général indépendantes et identiquement distribuées.

On dit qu'un processus de comptage { X(t), t > 0} est un processus de Poisson s'il
satisfait aux 3 conditions suivantes:

- Le processus est homogene dans le temps. |a probabilité d'avoir k événements
dans un intervalle de longueur t ne dépend que de t et non pas de la position de
I'intervalle par rapport al'axe temporel: p;, (t) = P(X(t) = k).

- Pour tout systeme d'intervalles digoints, les nombres d'évenements sy
produisant sont des variables al éatoires indépendantes.

0(At) s k=2
- Laprobabilité p, (At) =< AAt+O0(At) s k=1, 0u4estladensitéouintensité
1- JAt+0(At) s k=0
du processus (le nombre moyen d'évenements qui apparai ssent par unité de temps).

Théoreme 1: Pour un processus de Poisson, on a:

(At)k
k!

P(X(t) =K) = p,(t) = e 1>0,k>0;

E[X(1)] = it et Var[X(t)] = Az.

Ces relations définissent le régime transitoire du processus de Poisson. Aucun régime
stationnaire n'existe vu que p;, =lim,_,., py (t) =0, k> 0.

Théoréme 2: Le temps V qui sépare un instant quelcongue du prochain événement est
une variable aléatoire repartie selon uneloi esp(4).
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2 Loi exponentielle
La densité de probabilité d'une loi exponentielle de paramétre 4 est donnée par:

f(t) = le=*, t>0. Lafonction de répartition est de laforme: F(t) = 1 -e~*, t>0.

3Loi dErlang

Par définition, laloi d'Erlang Ex(1) est laloi suivie par lasomme de k variables
aléatoires indépendantes chacune distribuées selon laloi exponentielle de paramétre /.
Aing, s des évenements al éatoires indépendants arrivent selon un processus de
Poisson, alors la date t, d'arrivée du K™ événement est gouvernée par laloi dErlang.

Les fonctions de densité de probabilités et de répartition sont données par :
2kpk=1,—2t

- ety
(k—1)!

—, t>0.
J!

f(t) = et F(t)=1-e 3k

4 Loi hyperexponentielle

Soit 4, ...., 4n, N réels positifs différents. Une variable aéatoire X continue a
valeursdans R* suit une loi hyperexponentielle d'ordre n et de paramétres Ag, ...., An S
sa fon-ction de densité de probabilités est donnée par:

_y N A .
f (t) = Z?:l allle Alt1R+ (t) ou al' = ;lzl’j:'tiﬂ.j——]ﬂ.i et | = 1, ...... ,n.
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Annexe B

1 Fonction génératrice
Soit X une variable aléatoire discrete non négative telle que P(X =n) =p(n), n € N.
Lafonction génératrice Px(z) de X est définie par :
Px(2) =E[Z] = X0 p(n).

Dufaitque p(n)>0etque X, —,p(n) =1, lafonction Px(2) est définie pour Z tel
que | Z| <1 (Z une variable complexe).

Px(0) = p(0), Px(1) =1, Py(1) = E(X).
Et d'une maniére générale,
P (1) = E(X(X - 1).....(X Kk + 1));
ol I'exposant (k) désigne la dérivée k™.

Soit Z = X + Y lasomme de deux variables a éatoires indépendantes discretes X et .
Alors,

Pz(Z) = Px(Z).PY (Z)

Lorsgque Z a une probabilité g d'étre égale a X et une probabilité 1 — q d'étre égale a Y,
alors

Pz(2) = gPx(2 + (1- )Py (2.

2 Transformée de L aplace-Stieltjes

Latransformée de Laplace-Stieltjes X (s) d'une variable aléatoire non négative X de
fonction de répartition F(.), est définie par :

X(s) =E(e™%) = f:;o e ¥dF(x), s>0.

Lorsgue la variable a éatoire admet une densité de probabilitéf (.), latransformée se
simplifiea:

X(s) = [ e~s¥fd(x).
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Notifions que | X (s)|< 1 pour tout s =a +ib, tel quea=> 0.
X0)=1 X ©0=-E%), X®0)=(1 EX").
OU I'exposant (K) désigne la dérivée K™,

Soit Z= X+ Ylasomme de deux variables al éatoires indépendantes discrétes X et Y.
Alors,

Z(s) =X(s). Y(s).

Lorsgue Z a une probabilité g d'étre égale a X et une probabilité 1 — q d'étre égale a Y,
alors

Z(s) = aX(s) +(1- ¥ (s).
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